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OZET

FUZZY RIESZ UZAYLARINDA AGLARIN YAKINSAKLIKLARININ
INCELENMESI

Bu tez, fuzzy Riesz uzaylarinda aglarin yakinsaklik ozelliklerini incelemeyi
amaclamaktadir. Klasik matematiksel yapilarla fuzzy kavramlar arasindaki iliskiyi ele
alarak, fuzzy Riesz uzaylarinin temel Ozellikleri detaylandirilmis ve bu yapilarda
yakinsaklik kavraminin nasil tanimlandigi ve analiz edildigi ortaya konulmustur.
Caligmada, klasik Riesz uzaylarindaki temel yakinsaklik teorileri incelenmis, ardindan bu
teorilerin fuzzy yapilar igindeki karsiliklar1 arastirilmistir. Elde edilen sonuglar, fuzzy
sistemlerdeki analiz yontemlerini daha iyi anlamak ve klasik matematik ile fuzzy
matematik arasindaki baglantiy1 giiclendirmek adina yeni bir perspektif sunmaktadir.

2025, 35 sayfa
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ABSTRACT
A STUDY of NETS’ CONVERGENCE in FUZZY RIESZ SPACES

This thesis aims to study the convergence properties of nets in fuzzy Riesz spaces.
By considering the relationship between classical mathematical structures and fuzzy
concepts, the basic properties of fuzzy Riesz spaces are elaborated and how the concept
of convergence is defined and analyzed in these structures is revealed. In the study, the
basic convergence theories in classical Riesz spaces are examined, and then the
equivalents of these theories in fuzzy structures are investigated. The results obtained
provide a new perspective to better understand the analysis methods in fuzzy systems and
to strengthen the connection between classical mathematics and fuzzy mathematics.

2025, 35 pages
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

SIMGELER
Xy : Xy
A : A kiimesinin tiimleyeni
AXB ‘A ve B kiimesinin kartezyen ¢arpimi
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Graf(f) : f fonksiyonun grafik kiimesi
F : Cisim
Vi . F cismi iizerinde taniml1 V vektor uzayi
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1. GIRIS

Matematik, tarihsel siiregte baslangicta giinliik hayat problemlerimizin ¢6ziimiine
yarayan onemli bir aracti. Ancak, zamanla degisen ihtiyaglar ve insanligin bilgiye olan
tutkusuyla, matematik sistematik ve en tutarli bilim dallarindan birine evrildi. Bu siirecte,
matematige bir¢ok bilim insaninin katkilar1 oldu ve bu cabalar, matematigi daha soyut,
kat1 kurallara sahip ve evrenin anlasilmasi i¢in vazgeg¢ilmez bir alan haline getirdi. Tiim
bilim dallarinda oldugu gibi matematik de zamanla ¢esitli alt dallara ayrildi. Analiz, cebir
ve topoloji gibi ana dallar, matematigin temel taslarini olustururken, bu alanlarin her biri
icinde bir takim alt konular ortaya ¢ikt.

Bu alt konular genellikle yalnizca bir matematik dalina 6zgii degil, birden fazla
dalin bir arada incelenmesini gerektiriyordu. Ornegin, yakimsaklik kavrami ¢ogunlukla
topoloji ve analiz baglaminda ele alinsa da bircok problemin yaklasik ¢oziimlerinin
bulunmasinin 6nemi nedeniyle, uygulamali matematigin de bir ¢alisma konusu olmustur.
Yakinsaklik, ozellikle iteratif yontemler ve sayisal analizdeki kullanimi ile cesitli
miithendislik ve fizik problemlerinde de karsimiza ¢ikar (Edelsbruner, 2010; Oudot,
2015).

Matematigin farkl alt dallarinin birlesimi, soyut yapilarin daha farkl 6zelliklerinin
kesfedilmesine katkida bulunmaktadir. Bu soyut yapilardan biri olan Riesz uzaylari,
0zellesmis lineer uzaylarin sikga ¢alisilan bir sinifini temsil eder. Hem teorik matematikte
hem de uygulamali alanlarda énemli bir yere sahiptir. ilk kez Frigyes Riesz tarafindan
tanimlanan bu uzaylar, pozitiflik, siralama ve yakinsaklik gibi kavramlarin bir arada
incelenmesine imkan tanimis ve analizden optimizasyona kadar pek ¢ok alanda uygulama
alan1 bulmustur (Munkes, 2000; Rotman, 2013).

Riesz uzaylarinin temel 6zelliklerinden biri, fonksiyonel analiz ve sirali yapilarin
kesisim noktasinda yer almasidir. Dolayisiyla, Riesz uzaylarmin &zelliklerinin
derinlemesine anlasilmasi i¢in yakinsaklik kavrami kritik bir 6neme sahiptir. Yakinsaklik
sayesinde, bu uzaylarin soyut yapisinin otesinde daha genis uygulamali alanlara hitap
eden ¢oziimler elde etmek miimkiin hale gelir.

Matematigin hangi alt alaninda c¢alisma yapilirsa yapilsin degismeyen temel bir
0zellik, yapilarin miimkiin oldugunca kesin ve belirli bir ¢cergevede incelenmesidir. Ancak

gercek hayatta pek cok olayin modellenmesinde bu diizeyde kesinlik saglanamaz.



Dogada ve insan yasaminda yalnizca siyah ve beyazin bulunmadigi, arada sayisiz
grinin oldugu bir diinyada belirsizlik, baska bir deyisle bulaniklik, kaginilmazdir. iste bu
baglamda, Lotfi A. Zadeh tarafindan 1965 yilinda onerilen fuzzy mantik ve fuzzy
kiimeler, belirsizlik iceren durumlarin matematiksel olarak modellenmesini miimkiin
kilmistir. Bununla birlikte, daha gergekei ve esnek ¢oziimlerin elde edilmesini saglamis,
matematige ve diger bilim dallarina yeni bir perspektif kazandirmistir (Wasserman,2018;
Klir,2015; Chakraborty,2019; Zhang,2017 ve Belmonte, 2021).

Klasik matematiksel yapilarin en temellerinden biri olan kiimeler iizerinde yapilan
kiigiik bir degisiklik, matematigin ¢ok daha farkli yorumlanabilecegini bizlere
gostermistir. Klasik kiime teorisinde, bir kiimenin temel yapi taglarini, o kiimeye ait olan
veya olmayan Ogeler olusturur. Bu iliskinin belirlenmesini saglayan karakteristik
fonksiyon, herhangi bir elemanin bir kiimeye ait olmasit durumunda 1, ait olmamasi
durumunda ise 0 degerini ali. Ancak fuzzy yaklasimla birlikte, karakteristik fonksiyonun
yerini iyelik fonksiyonu ya da aidiyet derecesi dedigimiz ve [0,1] arasinda degerler alan
bir fonksiyon alir.

Bu ufak degisiklik, klasik anlamda bildigimiz tiim yapilarin korunmasini saglarken,
ayn1 zamanda fark edilmemis pek ¢ok 6zelligin kesfedilmesine ve yeni tanimlamalarin
ortaya ¢ikmasma zemin hazirlamistir. Uyelik fonksiyonu sayesinde, bir elemanm bir
kiimeye tam olarak ait olmasi veya olmamasi gibi ikili bir ayrimdan ¢ikarak, o kiimeye
kismen ait olabilmesi gibi daha esnek bir durum ifade edilebilir hale gelmistir. Bu durum,
bulanikligin modellenmesi gereken pek ¢ok alanda daha genis anlamlar ve ¢oziimler
iiretilmesine olanak tanimistir.

Fuzzy mantik ve fuzzy kiimelerin sundugu bu esnek yaklasim, 1965’ten sonra hizla
gelismis ve bir¢ok matematiksel yapinin yeniden yorumlanmasina ve genellestirilmesine
yol agmustir. Sadece kiimeler teorisinde degil, ayn1 zamanda analiz, cebir, topoloji ve
optimizasyon gibi matematigin pek ¢ok farkli dalinda uygulanabilir hale gelmistir. Bunun
sonucunda, belirsizligin matematiksel bir dille ifade edilmesi ve ¢oziim siireclerine dahil

edilmesi miimkiin olmustur.

Fuzzy teorinin Riesz uzaylarina uygulanmasi, bu yapilarin bulanik ¢ercevede nasil
yeniden tanimlanip yorumlanabilecegine dair 6nemli bir arastirma alani olusturmustur.
Fuzzy Riesz uzaylari, klasik Riesz uzaylarmin fuzzy yaklasim cergevesinde daha

genisletilmis bir versiyonu olarak tanimlanir. Bu yeni yapi, yakinsaklik gibi temel



kavramlarin daha esnek bir sekilde ele alinmasini saglar. Ornegin, bir agin yakinsakligi,
klasik matematikte kesin tanimlara dayanirken, fuzzy yaklagimla bu tanimlar belirsizlik
igeren durumlara da uyarlanabilir hale gelmistir.

Bu ¢alismada, klasik matematikteki temel kavramlarin hatirlatilmasiyla baslanarak,
Riesz uzaylarindaki ag yakinsakliklarinin tanmitimi yapilacak ve buradan fuzzy
cergevesine uzanan bir yaklagim ortaya konulacaktir. Calismanin ilk asamasinda, klasik
matematikte siralama, yakinsaklik ve aglar gibi kavramlar ele alinacaktir. Bu temel
kavramlarin ardindan, klasik Riesz uzaylarinin 6zellikleri ve bu uzaylardaki aglarin
yakinsaklik tiirleri tanitilacaktir. Bir sonraki asamada klasik kavramlarin {iyelik
fonksiyonu araciligiyla nasil genisletildigi, 6zellikle siralama ve yakinsaklik gibi temel
kavramlarin bu yeni ¢ercevedeki karsiliklar tartisilacaktir.

Bu calisma, yalnizca klasik matematik ile fuzzy teoriyi birlestiren bir koprii
olusturmakla kalmamakta, ayn1 zamanda ag yakinsakliklarin fuzzy cergevesindeki roliinii
ve 6nemini de vurgulamaktadir. Sonug olarak, fuzzy Riesz uzaylar {izerine yapilan bu
calisma hem teorik matematige hem de disiplinler arasi problemlerin ¢oziimiine 151k
tutmay1 hedeflemektedir. Bu kapsamda, temel kavramlar, genellemeler ve uygulamalar
sistematik bir sekilde aktarilacak ve ¢alismanin sonunda fuzzy matematigin klasik yapilar
tizerindeki genisletici etkisi somut bir sekilde ortaya konulacaktir.

Kiimeler kavrami, matematikte belirli bir tanima sahip olmayan, ancak belirli
ozelliklere sahip nesnelerin (elemanlarin) bir koleksiyonu olarak kabul edilir. Bir
kiimenin elemanlarinin tekrarlanmamasi, kiimenin biiyiik harflerle gosterilmesi ve ¢esitli
sekillerde ifade edilmesi gibi 6zellikler herkes tarafindan bilinmektedir. Fuzzy yaklagimi
daha net bir sekilde anlayabilmek igin 6nce klasik kiime teorisinin temel bir araci olan
karakteristik fonksiyon kavramini tanitalim.

A bir kiime olmak tizere, herhangi bir x nesnesinin bu A kiimesinin elemani olup
olmadigini belirlemeye yarayan, asagidaki sekilde tanimn X, fonksiyonuna karakteristik
fonksiyon denir:

1 :x€A
XA("):{O :ieEA

Karakteristik fonksiyon, bir elemanin bir kiimeye ait olup olmadigini kesin olarak

belirler. Bu yaklagimi kullanarak tanimlar1 agagidaki gibi olan kiime kavramlar1 da

karakteristik fonksiyonla ifade edilebilirler.



A, B birer kiime ve X tiim kiimeleri igeren evrensel bir kiime olmak iizere, asagidaki
tanimlamalar yapilabilir:
A kiimesinin B kiimesini kapsamasi, yani B kiimesini olusturan biitiin x
elemanlarinin ayn1 anda A kiimesine ait olmasi,
BEcAe=svVxeEB>x€EA
seklinde tanimlanir. Burada B kiimesi A kiimesinin alt kiimesidir seklinde ifade edilir. Bu
tanim, karakteristik fonksiyonlar kullanilarak,
B C A & Vxigin Xp(x) < X,4(x)
seklinde ifade edilebilir.
A kiimesinin B kiimesiyle esit olmasi, yani A ve B kiimesini olusturan biitiin x
elemanlarinin her iki kiimeye de ayn1 anda ait olmasi
A=BoSx€EBox€EA
seklinde tanimlanir. Burada A kiimesi B kiimesinin alt kiimesi, ayn1 zamanda B kiimesi
A kiimesinin alt kiimesidir seklinde ifade edilir. Bu tanim, karakteristik fonksiyonlar
kullanilarak,
B = A & Vxigin X (x) = Xg(x)
seklinde ifade edilebilir.

A kiimesine ait olmayan elemanlardan olusan kiimeye, A kiimesinin tiimleyeni
denir ve su sekilde tanimlanir:
A ={xeXx ¢ A}
Tiimleyenin karakteristik fonksiyonu,
Xge(x) =1 = Xy(x)
seklinde ifade edilir.
A kiimesinin elemani olup B kiimesinin eleman1 olmayan elemanlardan olusan
kiimeye, A kiimesinin B kiimesinden farki denir ve su sekilde tanimlanir:
A\ B ={x€ A:x ¢ B}.
Bu tanim, karakteristik fonksiyonlar kullanilarak,
Xa\g (%) = max{X,(x),1 — Xp(x)}
seklinde ifade edilebilir.
ANB={x:x € ANXx € B}.

Bu tanim, karakteristik fonksiyonlar kullanilarak,



Xang (x) = min{X, (x), Xp(x)}
seklinde ifade edilebilir.

A ve B kiimelerinin elemanlarinin bir araya getirilmesiyle olugan kiimeye, Aile B

kiimelerinin birlesim kiimesi denir ve su sekilde tanimlanir:

AUB={x€eX:x€AVx€EB}

Bu tanim, karakteristik fonksiyonlar kullanilarak,

Xaug (x) = max{Xy(x), Xp(x)}
seklinde ifade edilebilir.

A ve B herhangi iki kiime olmak {izere, A ve B kiimelerinin kartezyen ¢arpimi, her
bir elemaninin birinci bileseni A kiimesinden, ikinci bileseni B kiimesinden olan sirali
ikililerden olusan bir kiime olarak tanimlanir

AXB={(a,b):a€ Aveb € B}
ve bu tanim, karakteristik fonksiyonlar kullanilarak,
Xaxp(%,y) = min{X,(x), X5 (xy)}
seklinde ifade edilebilir. Kartezyen c¢arpim n-adet kiime ve daha fazlasi igin
genellestirilebilir. A4, A,, ..., A, kiimelerinin kartezyen carpimi, sirali n lilerden olusan
bir kiime olup su sekilde tanimlanir:
Ay X Ay XX A, ={(x1, %9, .0, x):x; €Ay i = 1,2,...,n}
burada karakteristik fonksiyonlar kullanilarak,
XAy x Ay x-xan) (X1, X2y ooy Xp) = fgiigrl{xAi(Xi)}
seklinde ifade edilebilir.
X evrensel kiime A,B,C ve D birer kiime olmak iizere kartezyen g¢arpim igin
asagidaki ozellikler saglanir:

. A#BiseAXB#BXA

. AXQ=0Q0ve@dXB=0

iii. AcSBveCESDiseAXCEBXD
iv. AX(BUC)=AXB)UAXC(C)
V. AXBNC)=AXB)N(AXxC0)
vi AX(B\C)=(AXB)\(AXCOC)
Vii. (AUB)XC=(AXC)U(BxC0()



viii. (ANB)XC=(AXC)Nn(BxC()
IX. (A\B)XC=(AXxXxCO\(BxC0)
X. (ANB)X(CND)=(AXC)N(BxD)
n-li Kartezyen ¢arpimin bazi 6zellikleri sunlardir:
. A X XA XD XAjpy X XA, =0.
ii. (AiUB;) XA, X.XA, =(A; XA, X..XxA,)) U (By X B, X..XB,))
iii. (A1 NB) XA, X. XA, =(4; XA, X.XA,)) N(B; XA, X..X A,).
J bir kiime ve her i € J icin bir A; kiimesi tanimlanmis olsun. Bu durumda
{A;:i € 7} kimesine, J indis kiimesi ve {A;} kiimesine kiimeler ailesi denir.
J kiimesi sonlu ya da sonsuz olabilir. Eger 7 = {1,2, ..., n} gibi sonlu bir kiime ise bu

aileye sonlu kiime ailesi denir.

A = {A;:i € 7} kiime ailesi i¢in karakteristik fonksiyon asagidaki gibi tanimlanir:

y {1, eger i € [ igin x € A4;
Xa(¥) =10 eger Vi € I igin x & A;

Buna gore bir elemanin herhangi bir kiimeye ait olup olmadig1 karakteristik
fonksiyonlarin incelenmesiyle hesaplanir:

XUie 4;(%) = MAXY 1, (X), X5 4,(X) = Minyy, (x)

A # @ bir kiime olmak iizere, A X A Kartezyen carpim kiimesinin her bir alt
kiimesine A tizerinde bir bagint1 denir. Eger A {izerindeki 8 bagintisi i¢in (a, b) € [ ise
bu durum a Bb seklinde gosterilebilir.

A # @ bir kiime ve R, A iizerinde bir bagint1 olmak iizere, R bagintisinin 6zellikleri
karakteristik fonksiyonlar cinsinden su sekilde tanimlanir:

i. Yansima: Va € A, aRa esdeger olarak yg(a,a) =1
ii. Simetri: Va,b € A, aRb ise bRa, yani yz(a,b) = xyzx(b,a).
lii. Ters-Simetri: Va,b € A, aRb ve bRa ise a = b, bu da
xr(a, b)+ yz(b,a) > 1 ise a = b ile ifade edilebilir.
iv. Gegisme: Va,b,c € A,aRb ve bRc ise aRc, yani
xzr(a,b) - xz(b,¢) < xz(a,c).

Bir baginti, i, ii ve iv 6zelliklerini sagiyorsa denklik bagintisi, i, iii ve iv 6zelliklerini

sagliyorsa kismi siralama bagintist adini alir. Kismi siralama bagintisina sahip (4, R)

kiimesine kismi sirali kiime ya da poset denir



(A, <) bir poset ve x, y € A olmak iizere:
i. Her x,y € Ai¢in x < y veya y < x kosulu saglaniyorsa A kiimesine tam
sirali kiime denir.
Ii. Tam sirali bir kiimenin herhangi bir altkiimesine zincir denir.
(X, <) bir poset ve y € X olmak {izere:
i. Eger x < y kosulunu saglayan her x € X igin x = y ise, y elemanina X'in
bir minimal elemani1 denir.
Ii. Eger z < x kosulunu saglayan her x € X i¢in z = x ise, z elemanina X 'in
bir maksimal elemani denir.
(A, <) bir poset ve @ # X C A kiimesi verilsin.
I. Eger her x € X i¢cin x < a saglaniyorsa, a elemanina bir {istsinir
denir.

ii. Eger her x € X i¢in b < x saglaniyorsa, b elemanina bir altsinir
denir.

iii. a bir Ustsinir olup her c istsinirt 1¢in a < ¢ saglantyorsa, a
elemania supremum (en kiiclik Ustsinir) denir ve sup(X) = a seklinde
gosterilir.

iv. b bir altsinir olup her d altsinirt icin d < b saglaniyorsa, b
elemanina infimum (en biiyiik altsinir) denir ve inf(X) = b seklinde gosterilir.

Bir A kiimesinin kuvvet kiimesinin her elemaninin yani A kiimesinin alt
kiimelerinin en kii¢iik elemani varsa A kiimesine iy1 sirali kiime denir.
(X, <) bir kismi sirali kiimesi her x, y € X i¢in asagidaki 6zellikler saglaniyorsa:
I x Vy = sup(x,y) kiimesinde mevcut,
ii. x Ay = inf(x,y), X kiimesinde vardir
0 zaman X kiimesi, (X, <,V,A) islemleri ile tanimli bir latis olarak adlandirillr.
Burada Vv islemine join veya supremum A islemine meet ya da infimum adi verilir.
X #0,Y # @ olmak iizere f € X XY bir bagint1 olsun. f asagidaki ozellikleri
sagiyorsa bir fonksiyon olarak adlandirilir:
I. Herx € X i¢in (x,y) € f olacak sekilde bir y € Y vardir.
. (x,y)efve(x,z)efisey=z.
f:X —= Y biciminde tanimlanan, f fonksiyonu genellikle f(x) = y gosterimiyle

ifade edilir.



Ayrica f: X — Y bir fonksiyon ve (x,y) € X X Y igin:

1, egery=f(x)

xr(oy) = {0, egery # f(x)

Bu durumda f'nin grafik kiimesi:

Graf(f) = {(x,y) € X x Y: x;(x,y) = 1}
Fonksiyonlarin bazi 6zel tiirleri karakteristik fonksiyon yardimiyla asagidaki gibi
tanimlanabilir:
I. f:X > Y birebirise y;(xy,y) - xr(x2,¥) = 0(x; # x3)
il. f ortenise Vy €Y,3x € X i¢in y,(x,y) =1
iii. f birebir ve drten ise ters fonksiyon f~1:Y — X su sekilde tanimlanir:
X1 (v, x) = x5 (x,y)
f:X = Y bir fonksiyon ve {4;};c; € X, {B;}ic; S Y birer kiime ailesi olmak tizere
asagidaki esitlik ve kapsama iligkileri saglanir:
i [T (UierB) = Uier f7H(BY)
ii. f7'(NierB) = Nier f~(By)
. (N4 € Ny f(A) (Esitlik, f birebir ise saglanir)
V. f(Uier4p) = Uier f(4)).
f:X - Y bir fonksiyon ve A c X, B € Y olmak iizere:
i. f7Y(Y\B) =X\ f"Y(B). (Eger f birebir ve orten ise)
i fX\NA) =Y\ f(A
i. i) A < f71(f(A)). (Eger f birebir ise)
A= fTHA)
iii) f(f~1(B)) < B.(Eger f orten ise)
(B =B

< <

\'

(X,<) ve (Y,xX) iki poset olmak iizere f: X — Y bir fonksiyon ve x;,x, € X
verilsin:

i. Eger x; <x, = f(x1) < f(x;) saglanmiyorsa f fonksiyonuna artan
(azalmayan) denir.

ii. Eger x; <x, = f(x;) = f(x,) saglaniyorsa f fonksiyonuna azalan
(artmayan) denir.



iii. Eger x; <x, = f(x;) < f(x;) saglamyorsa f fonksiyonuna Kkesin
artan denir.
iv. Eger x; <x, = f(x;) > f(x,) saglamyorsa f fonksiyonuna Kkesin
azalan denir.
Bu ozellikler keyfi x4, x, € X i¢in saglaniyorsa, f monoton olarak adlandirilir.
X bir kiime ve *: X X X — X bir fonksiyon olsun.
i. * fonksiyonu iyi tanimlidir: Eger (x1,y1) = (x5, y2) IS€ X1 * Y1 = X3 * Y
saglanir.
ii. * fonksiyonu kapalidir: Vx,y € X iginx *y € X.
Bu kosullar1 saglayan * fonksiyonuna X iizerinde bir ikili islem denir.
G bir kime ve *:G X G = G bir islem olsun. (G,*) cifti asagidaki O6zellikleri
sagliyorsa bir grup olarak adlandirilir:
i. Islem birlesmelidir: (a * b) * c = a * (b * ¢),Va,b,c € G.
Ii. G'de birim eleman vardir: 3e € G 6ylekia*xe =e*a =a,Va € G.
iii. Her elemanin bir tersi vardi: Va € G,3b € G 6ylekiaxb = b *a = e.
Eger islem ayrica degismeli ise yani x * y = y * x, Vx,y € G saglaniyorsa, ( G,*)
cifti bir Abel grubu olarak adlandirilir.
R bir kiime ve tizerinde tanimli iki islem +:R X R = R ve - : R X R = R olsun.
(R, +,-) Ugtst, asagidaki kosullar1 saguiorsa bir halka olarak adlandirilir:
i. (R,+) bir Abel grubudur.
Ii. Carpma islemi birlesmelidir: (a-b)-c=a-(b-c),Va,b,c €R.
iii. Carpma, toplama islemi lizerinde dagilmalidir:
a-(b+c)y=(a-b)+(@a-c),(b+c)yra=((-a)+(c-a),Va,b,c €ER.
Eger carpma islemi degismeli ise (R, +,-) bir degismeli halka olarak adlandirilir.
F bir kiime ve lizerinde tanimli iki iglem +:F X F - F ve - F X F = F olsun. (
F,+,") tiglisii asagidaki kosullar sagliyorsa bir cisim olarak adlandirilir:
i. (F,+) bir Abel grubudur.
ii. (F\{0},)) bir Abel grubudur (burada 0 , toplama isleminin birim
elemandir).
lii. Carpma, toplama islemi iizerinde dagilmalidir:
a-(b+c)y=(a-b)+(a-c), Va,b,c€F

V # @ kiime ve (T, +,-) bir cisim olmak {izere asagidaki;



B:VxV->V, (a,b)»a®bve O:FxXV->V, ALv)» A0V
islemleriyle donatilmis olsun. Eger (V,@) abel grup ve;
LAOQOWABuw=210Qv+A1Quheru,veVveher A€ F igin
i U +4)0Qu=40u® 1, OuherveVveher;,1; € Figin
ii. (- ,)Qu=2,0@A,Ou)herv eV veherA,A; € Figin
iv. F cismin birimi 1y her v € V i¢in 1 © v = v saglanir
bu 6zellikleri sagliyorsa V'ye [F cismi iizerinde vektor uzayi denir Vg ile gosterilir.
(Vg,@®,0©) bir vektor uzayi olsun. {vy, v, ..., v, } € V vektorleri igin:
LOVBLOV,E D14, Ov, =0, EF)
esitligi, yalmzca A, = 1, = -~ = 4,, = O durumunda saglaniyorsa, bu vektorler lineer

bagimsizdir. Aksi halde, lineer bagimlidir.

(Vr,,0) bir vektor uzay1 ve S € V bir altkiime olsun. S kiimesinden elde

edilebilecek tiim lineer birlesimlerin kiimesi:
n
span(S) = {Z A Quiv;eS AL eEFnEN
i=1

olarak tanimlanir. Eger span (§) = V saglaniyorsa, S kiimesine V'yi geren bir kiime denir.
(Vg,@®,©) bir vektor uzayi olsun. B € V bir kiime:
I. B kiimesindeki vektorler lineer bagimsizdir
ii. B kiimesi V uzaymi gerer (span(B) = V),
ozelliklerini sagliyorsa, B kiimesine V'nin bir cebirsel taban1 ya da Hammel tabani denilir.
(Vg,@®,©) bir vektor uzayi olsun. Eger V'nin bir tabani sonlu elemanliysa, V'nin
boyutu, tabandaki eleman sayisidir ve dim(V) ile gosterilir. V'nin bir tabani yoksa veya
sonsuz elemanlissa, IV sonsuz boyutludur.
(Vg,@®,©) bir vektor uzayi olsun. || - ||: V - R fonksiyonu:
I. [lvl|=0vveVvel|v]|=0sv=0,
i [ AOv|| =14 |vI,YAE€F,veV
ii. |[v@®w| < |Iv|l + |lwl|, Yv,w € V (Ucgen esitsizligi)
ozelliklerini sagiliyorsa, || - ||| fonksiyonuna bir norm denir ve (V, || .||)¢iftine normlu
vektor uzayi denir.

(Vg,D,0) ve (Wr,B8,Q) vektor uzaylari olsun. T: V — W fonksiyonu:
I T(vy @ vy) =T(w) ©T(v,), Vv, v, EV
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. TAOv)=AQTWw),VAEF,veV,
Ozelliklerini sagliyorsa, T fonksiyonuna lineer operator denir.
W Nlv) ve (WL |- llw) normlu vektoér uzaylart olsun. T:V — W bir lineer
operator (lineer doniisiim) olsun. Eger:

T(v
<
esitsizligi saglaniyorsa, T operatoriine sinir1 operatdr denir. Bagka bir deyisle, her v € V
icin T(v) € W ve T siirekli bir fonksiyondur.
W lv) ve (W, || - [lw) normlu vektor uzaylart ve T:V — W sinirht bir lineer

operator olsun. T'nin normu (operatér normu):

ITIl = sup ITW)llw

llvlly=1
olarak tanimlanir. Bu norm, T'nin V'den W' ye olan etkisini dlger ve su esitliklerle de
ifade edilebilir:

171 = sup Tl
vzo |vlly

Eger T siirli bir operator ise, ||T|| sonlu bir reel sayidir.

V bir vektor uzayi ve F bir cisim olsun. V'nin dual uzayi, V {izerindeki tiim lineer
fonksiyonellerin (V den V ye tanimu lineer operatorlerin) olusturdugu uzaydir ve V' ile
gosterilir:

V' ={f:V = F | f lineer operator }

V' bir vektor uzayidir ve bu uzaydaki elemanlara lineer fonksiyonel denir.

@ # X birkiime ve 7 € P(X) bir kiime ailesi olsun. Eger 7 ailesi agagidaki kosullar1
sagliyorsa 7 bir topolojidir ve (X, 1) ciftine topolojik uzay denir:

i. 0,X€ET
i. UyU,et=U,NU, ET
iii. Ibir indis kiimesi ve U; € Vi € [ ise U;¢; U; € T.

Bir O € 7 ise O kiimesine t-agik ya da sadece agik kiime denir. Eger X \ U € t ise
U kiimesine t-kapali ya da sadece kapal1 kiime denir.

(X, 1) bir topolojik uzay ve x, € X olmak iizere:

Ny (xp) ={G S X 13U €toylekix, € UveU C G}

N;(x,) ailesine x, noktasinin 7-komsuluklar1 ya da sadece komsuluklar denir.
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Bir (X, 7) topolojik uzayinda B, T olmak tizere eger her agik O kiimesi B ailesinin
bazi elemanlariin birlesimi olarak ifade edilebiliyorsa yani O = {UgcpB: B’ € B}
seklinde ise B ailesine T topolojisinin bir tabani denir.

(X, 7) bir topolojik uzay, x € X ve B(x) S N;(x) olsun. Eger her U € N;(x) i¢in
en az bir V € B(x) bulunup V € U saglaniyorsa B(x) ailesine t' daki bir komsuluk
tabani denir.

X bir topolojik uzay ve A € X bir altkiime olmak {izere:

i. A kiimesinin i¢i A°, A'min i¢inde bulunan tiim acik noktalarin kiimesi

olarak tanimlanir:
A° = U {UcC X:Uacikve U € A}

ii. A kiimesinin kapanis1i A, A'y1 igeren en kiiciik kapali kiime olarak

tanimlanir:
A= ﬂ {C € X:Ckapalive A € C}

iii. A kimesinin sinir1t dA, A'nin kapanisi ile A'nin i¢inin farki olarak
tanimlanir:
0A = A\ A°.
Iv. x € X, A kiimesinin bir y1g1lma noktasidir eger her U, komsulugu i¢in:

UxNA\{x}# 0

X # @ bir kiime ve A € X olsun. B € P(X) bir aile, A € UgegB sagliyorsa B,
A'nin bir Ortiisiidiir. Eger C € B ve A © UeeC saglaniyorsa C'ye A'nin bir alt ortiisii
denir.

(X, T) bir topolojik uzay eger X 'in her agik ortiisiiniin bir sonlu alt Ortiisii varsa (X, T)
uzayina kompakt topolojik uzay denir. Benzer sekilde, A € X bir altkiimenin her agik
ortiisii bir sonlu alt drtiiye sahipse, A kiimesine kompakt (tikiz) kiime denir.

Bir topolojik uzaym her noktasinda sayilabilir bir komsuluk tabani varsa, bu
topolojik uzaya birinci sayilabilir uzay veya kisaca C1-uzayi denir.

Bir topolojik uzayin (yani topolojisinin) sayilabilir bir tabani varsa, bu topolojik

uzaya ikinci sayilabilir uzay veya kisaca C2-uzay denir.
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@ # X bir kiime ve d: X X X » R*bir fonksiyon olmak iizere, d fonksiyonu
asagidaki kosullar1 sagliyorsa d, X lizerinde bir metriktir ve (X, d) ¢iftine bir metrik uzay
denir:

Ldx,y)=0x=y
ii. d(x,y) = d(y,x) (Simetri)
iii. d(x,z) <d(x,y) +d(y, z) (Uggen esitsizligi)
(X,d) bir metrik uzay ve x € X ile € > 0 olmak tizere:
By(x,e) ={y € X | d(x,y) < &}
kiimesine x merkezli, € yarigapli agik yuvar denir. (X,d) bir metrik uzay. B;(x, €)
kiimeleri yardimiyla olusturulan:
T ={UCS X |Vx €U,3e > 006yleki B;(x,¢) € U}

ailesine d metrigi tarafindan tiretilen topoloji denir.

(X, d) bir metrik uzay ve A € X bir altkiime. Eger bir M > 0 bulunup. AC
B4(0, M) saglaniyorsa A kiimesi siniridir. Reel sayilarda bir kiime siirlidir eger her x €
A icin |x| < M olacak bir M > 0 bulunabilir.

X # @ bir kime ve f:N — X bir fonksiyon. f(n) = x,, olarak gosterilir ve bu X
tizerinde bir dizidir. Dizi {x,},~, veya kisaca (x,,) seklinde ifade edilir.

X # @ bir kiimesinde f:N — X dizi olmak {izere kesin monoton artan : N — X
fonksiyonu igin f o : N - X seklinde tanimlanan bileske fonksiyonuna f nin bir alt
dizisi denir ve (k) = ny olmak lizere (f o)(k) = x,, olup f ile tammli (x,)n n

dizisinin bir alt dizisi (xnk)k N biciminde gosterilir.
€

(X,7) bir topolojik uzay ve {x,} bir dizisi olsun. Bir x, € X elemani i¢in {x,}

dizisinin x, noktasina yakinsamasi su sekilde tanimlanir:
VU € N;(xy),aIN €eN,Vvn = N,x, €U

Burada MNV;(xg), x, noktasinin komsuluklarmin kiimesidir ve bir dizinin x,’ a
yakinsamasi, dizinin iiyelerinin sonlu bir n'den sonra her komsuluga girmesiyle saglanir.
Bu durumda lim,,_,, x,, = x, seklinde gosterilir.

(X,d) bir metrik uzayda tanimh (x,) dizisi verilsin. Eger bir xy € X i¢in su
saglaniyorsa:

Ve>0,aN =N(e) ENn>N=d(x,,x,) <&
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bu durumda (x,,) dizisi x, ' a yakinsar denir ve lim,_ X, = Xy, X, = X, Veya

xnixo ile gosterilir.
(X, 7) bir topolojik uzayda tanimli (x,,) dizisi i¢in, bir x, € X noktas:
VU € N;(xo),Vn € N,Iam =>n,x,, €U
sartini sagliyorsa X, (X dizisinin bir limit (y1§1lma) noktasidir.
Limit noktas1 olan her dizinin, o limit noktasina yakinsayan bir alt dizisi
vardir.
(V, |l - | bir normlu vektor uzay1 ve {x,} bir V dizisi olsun. Eger
lim [|x, —x|| =0
n-oo
saglaniyorsa, {x,} dizisi x 'e yakinsar denir. Bu durumda lim,,_,.x, = x ya da
X, — x ile gosterilir.
(V,|I- 1) bir normlu vektor uzayi ve {x,} bir dizi olsun. Eger

sup ”xm - xn” -0 (N = oo)
m,n=N

saglaniyorsa, {x,} dizisine Cauchy dizisi denir. Cauchy dizileri (X, d) bir metrik
uzayinda asagidaki sekilde ifade edilirler:
sup d(xm, x,) = 0 (N - 00),

mn=N
(V1 -1D)  bir normlu vektdr uzay: olsun eger V deki her cauchy dizisi V'nin bir
elemanina yakinsiyorsa, ( V, || - || ) uzayma bir Banach uzayi denir.

(X, d) bir metrik uzayi, eger her Cauchy dizisi X'in bir elemanina yakinsiyorsa,
(X, d ) uzay1 bir tam metrik uzayi olarak adlandirilir.

(V-1 bir normu vektor uzayr ve A € V bir altkiime olsun. Eger:

lx, —x|]| > 0= x € A, Vx,, €A,

saglaniyorsa, A kiimesine kapali kiime denir.

Bir topolojik uzayindaki bir fonksiyon f:X — Y, her agik kiimenin f~1(0) 'nun
acik oldugu kosuluyla siirekli denir. Yani, bir fonksiyon siirekli oldugunda, her Y
uzayindaki agik kiime, X uzayinda acik bir kiime ile karsllk gelir.

X ve Y iki topolojik uzay ve f: X — Y bir fonksiyon olsun. x, € X noktasi igin, f
fonksiyonu x, noktasinda dizisel siirekli denir, eger:

Eger x,, = x, ve x, € X igin lim f(x,) = f(xq).
n—-o0o
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Yani, fonksiyonun dizisel stirekliligi, X uzayindaki bir dizinin yakinsamasi
durumunda, bu dizinin goriintiisiiniin de yakinsamaya devam etmesidir. Strekli
fonksiyonlar dizisel siireklidir fakat C; uzay olmadik¢a dizisel siirekli fonksiyonlar
stirekli olmayabilirler.

X veY birer topolojik uzay ve f,,: X = Y,n = 1,2, --- seklinde tanimli fonksiyonlara
fonksiyon dizisi denir ve (f;,) seklinde gosterilir.

X bir kiime, Y bir metrik uzay ve (f;,)nenX 'te tanimli bir fonksiyonlar dizisi olsun:

I. Noktasal Yakinsaklik: Eger f: X — Y i¢in her x € X 'te lim,, o f(x) =
f(x) saglaniyorsa, (f;,) dizisinin f noktadan noktasal yakinsadigi sdylenir.
ii. Diizgiin Yakinsaklik: Eger f: X — Y i¢in
ilelgdy(fn(x),f(x)) = 0(n— )

saglantyorsa, ( f,, ) dizisinin f'ye diizglin yakinsadig1 sOylenir.
Noktasal yakinsaklik ile diizgilin yakinsaklik arasindaki fark, noktasal yakinsaklikta
x sabit alinirken diizgilin yakinsaklikta yakinsama, tiim x € X i¢in noktadan bagimsiz bir
sekilde gergeklesir.
V bir normlu vektor uzayi, {x,}n,enV icinde bir dizi ve x € V olsun. Eger her f
lineer fonksiyoneli i¢in
f(xp) = f(x) her f € V" igin

saglaniyorsa, x,, = x yakinsamasina zayif yakinsama denir ve su sekilde gosterilir:

w
Xp—X.

V bir normlu vektor uzayi ve V' onun dual uzayi olsun. {f; },en V' i¢inde bir dizi

ve f € V' olsun. Eger
fa(x) = f(x) herx € V igin
saglaniyorsa, f,, — f yakinsamasina zayi1f* yakinsama denir ve su sekilde gosterilir:
RS

Zayif ve zayif* yakinsamalar, genellikle norm yakinsamalarindan daha zayif bir
anlamda yakinsamay1 ifade eder. Zayif yakinsama V'nin fonksiyonelleri iizerinde
tanimlanirken, zayif* yakinsama dual uzayin fonksiyonelleri iizerinde tanimlanir.

D bir kiime ve < bir kismi siralama bagintis1 olmak iizere:

Vd,,d, € Digin3d; € D,d; < d3 ve d, < dj saglaniyorsa, ( D, <) bir

yonlendirilmis kiime olarak adlandirilir.
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{A4: d € D} bir kiime ailesi ve ( D, <) bir yonlendirilmis kiime olmak tizere, A4
"lar asagidaki 6zelliklere sahip olabilir:

vd,,d, € D,dy = d; = Ag4, 2 Ag, (Azalan bir yonlendirme),
vdy,d; € D,dy < d; = Ag, € Ag, (Artan bir yonlendirme).

Kiime ailelerinin bu sekilde tanimlanmasi, infimum ve supremum hesaplarinda
kullanilabilir.

X # @ ve bir I yonlendirilmis kiimesi verilsin. f: 1 — X bir fonksiyon olmak {izere,
f'ye bir ag (net) denir. Moore-Smith dizileri olarak da bilinen bu tiir aglar, dizilerin
genellemesi olarak diisiiniilebilir. Diziler gibi i € I elemanlar1 f(i) = x; € X seklinde
gosterilir ve aglar (x;);¢; ya da (x;) ile gosterilir.

X bir kiime, A ve M yonlendirilmis iki kiime olsun. f: A —» X birag ve f(1) = x; €
X olacak sekilde tanimlansin.

Ayrica ¢:M —> A asagidaki kosullar1 saglayan bir fonksiyon olsun:
() t =2y = p(uy) = d(p2),
(if) Her A € Aigin, 3u € M 6yle ki A < ¢ (u).

Bu kosullari saglayan her ¢ fonksiyonu i¢in f o ¢p: M — X bileske fonksiyonuna f
aginin bir alt ag1 denir.
Xgu) € X noktasi genellikle u - x,, bigiminde yazilir ve f agmn alt ag1 x,, veya kisaca
(x#) ile gosterilir.

(X, 7) bir topolojik uzay, (x;)X 'te bir ag ve x € X olsun:

i. Eger her U € 7(x) komsulugu ig¢in, buna bagh bir 15 = 4,(U) € A
eleman1 bulunup, her 4 > A, i¢in x; € U saglaniyorsa, (x;) ag1 x noktasina
yakinsar denir ve x; = x bi¢ciminde gosterilir. Bu durumda x, agin bir limit
noktas1 veya limiti olarak adlandirilir.

ii. Egerher U € 7(x) komsulugu ve her 4 € A i¢in en az bir 4, > A bulunup
Xy, € U saglaniyorsa, x noktast ( x; ) agmn bir yigilma noktasi olarak
adlandirilir.

X # @ bir kiime, * bir ikili islem ve X < bir siralama bagintis1 olmak tizere:

I. (X,*) degismeli bir grup

ii. (X, <) kismi siral1 bir kiime

. Vx,y,z€EX,x<y=x*xz<y*z
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kosullar1 saglaniyorsa (X,*, < ) li¢/iistine kismi siral1 grup denir.

(X,*, <) kismi siral1 bir grup ve x € X bir eleman olmak iizere:
i. Eger e < x (burada e, grubun birim elemani) saglaniyorsa, x'e pozitif
eleman denir.

Il. X grubundaki tiim pozitif elemanlarin kiimesine pozitif koni denir ve
X ,ile gosterilir.

iii. Bir kismi sirali grubun pozitif konisi, siralamayi tanimlamak igin
kullanilabilir. Ayrica, her koni Y € X,x <y & y —x € Y bagintisiyla kismi
stral1 bir grup olusturur.

Bir (X,*, <) kismi sirali grup i¢in asagidaki tanimlar yapilir:
I. Eger nx < y(Vx,y € X,¥n € N) saglaniyorsa ve bu yalnizca x = e igin
dogruysa, X grubuna Arsimedyan kismi sirali grup denir.

I. Eger (X, <) bir latis ise (X,*, <) tg¢liisline latis siral1 grup denir.

(X,*, <) bir latis siral1 grup ve x € X olmak iizere asagidaki esitlikler ile tanimlanan
elemanlar sirasiyla, x'in pozitif kismi, negatif kismi ve modiilii olarak adlandirilir:
i. x; = x V0 (pozitif kismi)
ii. x_ = x A0 (negatif kismi)
li. ||x|| = x4 — x_(modiilii).
(X,*, <) bir latis sirali grup ve Y € X bir altkiime olsun.
I Eger |x| < |y| ve y € Y kosulundan x € Y sonucu c¢ikiyorsa, Y
kiimesine solid kiime denir.
ii. Solid olmayan bir Y kiimesini kapsayan en kiiciik solid kiime:
Sol(Y) ={xeX:|x|<y,y€eY}
olarak tanimlanir ve Y'nin solid tamlayis1 olarak adlandirilir.

(X,*, <) bir latis sirali grup ve Y € X bir latis sirali altgrup olsun. Eger e < x € X
icin her zaman e < y < x olacak bigimde bir y € Y bulunabiliyorsa, Y altgrubunun X te
sira yogun oldugu soylenir.

(X,*, <) bir latis sirali grup ve (x,)4ea bir X-degerli ag olsun.

i. Egera, € Aiginf < a oldugunda x, < xz saglaniyorsa, (x4)qe4 agina

azalan ag denir.
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Eger x, | x sembolii kullaniyorsa, bu ( x, ) aginin azaldigini ve
x = inf{x,:a € A} = Ages X, oldugunu belirtir.
il. Egera,p € Aigin f < a oldugunda xz < x, saglaniyorsa, (xq)seq agina
artan ag denir. Eger x, T x sembolii kullaniliyorsa, bu ( x, ) aginin arttigini ve
X = sup{xﬁ: p € B} = Vgea X, oldugunu belirtir.
X siral1 bir vektor uzayi olmak iizere, her x, y € X i¢in agsagidaki kosul saglaniyorsa,
X'e Riesz uzayi denir: x V y = sup{x, y} ve x A y = inf{x, y} her x, y € X i¢in tanimlidir.

X uzayt normlu ve siralamaya sahip latis olsun ve iizerindeki norm asagidaki

ozellikleri saglasin:
i. x <y oldugu takdirde, her x,y € X*igin ||x|| < |||l
I. |x| = ||x|| her x € X igin saglanir.

Bu kriterleri saglayan bir norm, latis normu olarak adlandirilir ve X Banach latisi

olarak tanimlanir.

18



2. ONCEKIi CALISMALAR

A bir kiime ve x herhangi bir eleman olmak {izere, x'in A kiimesine olan aidiyetini
fuzzy bir sekilde belirleyen agagidaki bigcimde tanimi 4 fonksiyonuna tiyelik fonksiyonu
denir:

Ha(x) €1 =1[0,1]
burada p4(x), x elemaninin A kiimesine iiyelik derecesini ifade eder.
I. Eger py(x) = 1 ise, x kesin olarak A kiimesine aittir.
ii. Eger uy(x) = 0ise, x kesin olarak A kiimesine ait degildir.
iii. Eger 0 < uy(x) < 1ise, X'in A kilmesine aitligi belirli bir derecededir.
A ve B birer fuzzy kiime ve X evrensel kiime olmak {iizere, fuzzy kiimelerin

ozellikleri asagidaki sekilde tanimlanabilir:

A fuzzy kiimesinin B fuzzy kiimesini kapsamasi, yani B kiimesindeki her elemanin A
kiimesine iiyelik derecesinin B'deki {iyelik derecesine esit veya daha biiyiik olmasidir.
BC A Vx € X ug(x) < us(x).
A ve B fuzzy kiimelerinin esit olmasi, bu iki kiimede her x € X i¢in ayn1 iiyelik
derecesine sahip olmalaridir:
A=B o Vx €X uyu(x) = ug(x)
A fuzzy kiimesine ait olmayan elemanlarin tiyelik derecelerinden olusan kiimeye,
A fuzzy kiimesinin tiimleyeni denir. Tiimleyen su sekilde tanimlanir:
Hae(x) = 1= pa(x), Vx € X
A fuzzy kiimesinin elemani olup B fuzzy kiimesinin eleman1 olmayan elemanlardan
olusan kiimeye, A fuzzy kiimesinin B fuzzy kiimesinden farki denir:
tavg (x) = min{p, (x),1 — ug(x)}, Vx € X
A ve B fuzzy kiimelerinin her ikisine de ayni anda ait olan elemanlardan olusan
kiimeye, A ile B kiimelerinin kesisim kiimesi denir:
tanp(x) = min{p, (x), pp(x)}, Vx € X.
A ve B fuzzy kiimelerinin elemanlarinin bir araya getirilmesiyle olusan kiimeye, A

ile B kiimelerinin birlesim kiimesi denir:

taug(x) = max{p, (x), up(x)}, Vx € X
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X, evrensel kiime olmak iizere, A ve B fuzzy kiimeleri i¢in asagidaki 6zellikler her
zaman saglanmaz.
. AUAS =X
i. ANA° =0
Ornegin herhangi bir x € X i¢in p,(x) = 0.4 olsun pyc(x) =1 — py(x) = 0.6
olup paac = max{u,(x), uac(x)} = 0.6 # 1 oldu yani evrensel kiimeye olmadi benzer
sekilde pgqac = min{uy (%), wae(x)} = 0.4 # 0 oldu yani kesisimleri bos olmadi.
X, evrensel kiime olmak iizere, A ve B fuzzy kiimeleri i¢in asagidaki 6zellikler
saglanir.
. AU =AveANX=4
ii. AUX=XveAno=90
iii. AUB=BUAveAnNB =B nN A Degisme Ozelligi)
iv. AU(BUC)=(AUB)UC ve AnBRNC)=AnB)nNncC
(Birlesme Ozelligi)

An(BUC) =(ANB)U(ANC)
AU(BNC) =(AUB)N(AUC)

} (Dagilma Ozelligi)
X, evrensel kiime olmak {iizere, A ve B fuzzy kiimeleri i¢in asagidaki ozellikler

saglanir.

. AEBveBEC=>ACC

ii. ACB= B¢C A

iii. (A9)° =4

iv. A\B=AnNB°

V. (AU B)¢ = A° n B°( De Morgan Kurali)

vi. (AN B)¢ = A° U B¢ (De Morgan Kural1)
i. AN(BUC)=(A\B)n(A\C)
viii. AN\(BNC)=(A\B)u(A\0)

\Y

A ve B birer fuzzy kiime olmak iizere, A ve B kiimelerinin bulanik Kartezyen

carpimi asagidaki sekilde tanimlanir:

Haxp (x,y) = min{u, (x), (¥}, Vx,y € X
Daha genel olarak, n-adet fuzzy kiime i¢in Kartezyen g¢arpim:

.uA1XA2><--~XAn(x1'x2' ""xn) = fnqigl{#Ai(xi)}' Vx; € X
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I bir indis kiimesi ve her i € J i¢in A; bir fuzzy kiime olsun. Bu durumda, fuzzy
kiimeler ailesi i¢in birlesim ve kesisim karakteristik fonksiyonlar1 su sekilde tanimlanar:
Hues 4;(X) = maxpuy, (), fng 4,(X) = minpy, (x), Vx € X
X evrensel kiime A, B, C ve D birer fuzzy kiime olmak {izere asagidaki 6zellikler
saglanir:
. A#Bise AXB # B X A.
ii. AXQ@=0vedxXB=0.
iii. AEBveCEDIiSe AXCEBXD
iv. AX(BUC)=(AXB)U((AxOC().
V. AX(BNC)=(AXB)n(Ax<C).
Vi. AX(B\C)=(AXxB)\ (Ax0).
vii. (AUB)XC=(AXC)Uu(BxC).
viil. ANB)XC=(AxC)n(BxC0).
iX. A\B)XC=(AXC)\(BxO0).
X. ANB)x(CnNnD)=(AxC)n(BxD).
n-1i kartezyen ¢arpimin bazi 6zelliklerinin fuzzy kiimeler i¢in saglanir:
A X XA XD XAjpp X=X A, =0.
ii. (A;NBy) XA, X..XA, =(A; XAy X..X A,) U (By X By X..X
B,)
iii. (A;NBy) XA; X. XA, = (A; XAy X..X A,) N (By X Ay X..X
Ay).
X evrensel kiime, A bir fuzzy kiime ve a € [ = [0,1] olmak {izere:
i. Supp(4) = {x € X: uy(x) > 0} kiimesine A kiimesinin dayanagi
denir.
ii. Core(A4) = {x € X: uy(x) = 1} kiimesine A kiimesinin g¢ekirdegi
denir. Eger Core (A) # @ ise A kiimesine normal-fuzzy kiime Core (4) =
@ alt normal-fuzzy kiime ad1 verilir.
iii. Hgt(A) = sup{u,(x)} sayisina A kiimesinin yiiksekligi denir.
iv. Az = {x € X: uy(x) > a} kiimesine A kiimesinin kesin alfa kesimi
Ay = {x € X: uy(x) = a} kimesineyse alfa kesimi denilir.
X ve Y kiimeleri bostan farkli olmak tizere X X Y kiimesinin her bir fuzzy alt

kiimesine X kiimesinden Y kiimesine fuzzy baginti1 ad1 verilir.
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Ur: X XY = 1 =[01],ur(x,y) =a €1
X ten Y kiimesine R fuzzy bagintidir ve R € F(X,Y) seklinde gosterilir.
A # @ bir kiime ve R, A lizerinde bir fuzzy bagint1 olmak iizere, R bagintisinin
Ozellikleri karakteristik fonksiyonlar cinsinden su sekilde tanimlanir:
i. Yansima: Va € A, aRa esdeger olarak ug(a,a) = 1.
ii. Simetri: Va,b € A, aRb ise bRa, yani uz(a,b) = uz(b, a).
iii. Ters-Simetri: Va,b € A,aRb ve bRa oldugunda, bu durum yalnizca a =
b i¢in miimkiin olur. Bu, ug(a, b) + ux(b,a) > 1ise a = b olmasidir.
iv. Gegisme: Va,b,c € A,aRb ve bRc ise aRc, yani
min{uz (a, b), ux (b, )} < uz(a, c).
Bir fuzzy bagnt, i, ii ve iv 6zelliklerini sagliyorsa fuzzy denklik bagintisi, i,iii ve
iv 6zelliklerini sagliyorsa fuzzy kismi siralama bagintist adini alir. Fuzzy kismi siralama
bagintisina sahip (4, R) kiimesine fuzzy kismi sirali kiime, fuzzy poset ya da foset denir.
( X,< ) bir fuzzy kismi sirali kiime olsun. x,y € X i¢in asagidaki 6zellikler
saglaniyorsa:
i. x Vy = sup{x, y} fuzzy kiimesinde mevcut,
ii.  x Ay =inf{x, y} fuzzy kiimesinde vardir,
0 zaman X kiimesi, (X, <,V,A) islemleri ile taniml1 bir fuzzy latis olarak adlandirilir.

@ # X bir kiime ve T € F (X, I) bir fuzzy kiime ailesi olsun. Eger 7 ailesi agagidaki
kosullar1 sagliyorsa, T bir fuzzy topoloji olarak adlandirii ve (X, 7) ¢iftine fuzzy topolojik
uzay denir:

i. 0,X€ET
ii. U, U, et=U;NU,€eT
iii. Ibirindis kiimesi ve U; € tVi € [ ise U;g;U; €T

Bir O € 7 ise O kiimesine t-a¢ik ya da sadece ag¢ik fuzzy kiime denir. Eger X \ U €
7 ise U kiimesine t-kapali ya da sadece fuzzy kapali kiime denir.

(X, 7) bir fuzzy topolojik uzay ve A bir fuzzy kiime olmak iizere:

Nr(A) ={G:B e tdylekiAE BLC G},
burada JV;(A) ailesine A 'nin t-komsuluklari ya da sadece fuzzy komsuluklari denir.
Bir (X, t) fuzzy topolojik uzayinda B E t olmak iizere eger her acik fuzzy O

kiimesi B ailesinin bazi elemanlarinin birlesimi olarak ifade edilebiliyorsa yani
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0= {U B:B' EB},
BeB'

0 zaman B ailesine T fuzzy topolojisinin bir taban1 denir.

(X, 7) bir fuzzy topolojik uzay, A bir fuzzy kiime ve B(A) E N;(A4) olsun. Eger her U €
N;(A) igin en az bir V € B(A) bulunup V £ U saglaniyorsa, B(A) ailesine t 'daki bir
fuzzy komsuluk taban1 denir.

X bir fuzzy topolojik uzay ve AE X bir altkime olmak iizere:
A kiimesinin i¢i A°A'nin i¢inde bulunan tiim agik fuzzy noktalarin kiimesi olarak
tanimlanir:

A° =u{U E X:U acik ve U E A}
A kiimesinin kapanis1 A, A'y1 iceren en kiigiik fuzzy kapali kiime olarak tanimlanir:
A =n{C C X:C kapali ve A C C}.
A kiimesinin sinir1 dA, A'nin kapanisi ile A'nin i¢inin farki olarak tanimlanir:
0A = A\ A°(4)

B fuzzy kiimesi, A kiimesinin bir y1gilma noktasidir eger her Up fuzzy komsulugu

i¢in:
(Up NA)\{B}# 0

Bir fuzzy topolojik uzayin her fuzzy noktasinda sayilabilir bir komsuluk tabam
varsa, bu fuzzy topolojik uzaya birinci sayilabilir fuzzy uzay veya kisaca C1-uzay1 denir.

Bir topolojik uzayin (yani topolojisinin) sayilabilir bir tabani1 varsa, bu fuzzy
topolojik uzaya ikinci sayilabilir fuzzy uzay veya kisaca C2-uzay1 denir.

Fuzzy uzaylar {izerinde tanimlanan birgok farkli metrik mevcuttur buna gore dizi
ve yakinsama tanimlari1 da degisebilmektedir bunlardan birkag tanesi verilecektir.

*:10,1] x [0,1] — [0,1] ikili islemi igin

I. *iglemi degigmeli ve birlesmeli olmalidir.

ii. *iglemi stireklidir.

iii. Her a€l =[0,1]icina*x1=a
iv. a<cveb<dolanhera,b,c,d € [0,1]igina*b <c*d.
Bu kosullar saglaniyorsa, * ikili islemine stirekli t-norm denir.
X # @, * islemi stirekli birt-norm ve M; X X X X (0, o) iizerinde bir fuzzy kiime

olsun. M fonksiyonu, her a, b, c € X ve p, q > 0 icin asagidaki kosullar1 sagiyorsa:
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I. M(a,b,p) >0
ii.
M(a,b,p)=1=x=y
iii. M(a,b,p) =M(b,a,p)
iv. Herp,q > 0i¢in M(a, b,p) * M(b,c,q) < M(a,c,p + q)
V. M(a,b,"):(0,00) — [0,1] siireklidir.
Bu kosullar1 sagiyorsa, M fonksiyonu X iizerinde bir fuzzy metrik olarak tanimlanir

ve (X, M,*) iicliistine de bir fuzzy metrik uzay denir.

Ornek 2.1.
X=Nvex: XXX - X;a*xb=min{a,b}vet> 0 igin

£2
M(X,y,t)= 1+ t2 xXEYy
1 X =y

ile (X, M,*) bir fuzzy metrik uzaydir.
i. Hert > 0 i¢in tanimdan M (x, y, t) > 0 saglanir.

ii. M(x,y,t) = 1ise x =y oldugu tanimdan agiktir.

iii. M(x,y,t) = M(y,x,t) olacag: goriilebilir.

(\2

t,s > 0i¢inx = y,y = zveya x = z iken
M(x,y,t) * M(y,z,5) < M(x,z,t + 5)

olacag goriilebilir. x # y # z olsun:

min{M (x,y,t),M(y,z,s)} < M(x,z,t +5s)
_ { t? (t +5)? } (t +5)?
min <

14+t2"14+(t+5s)2) 1+ (t+5s)?
_ s? (t + s)? (t + )2
min , <
14+5s2°1+(t+5)? 14 (t+5s)?

olup esitsizlik saglanir.

2
V. lime; M(x,y,t) = 1i°tg = M(x,y,t,) yani M fonksiyonu t'ye gore

sureklidir.

Buradan metrik uzay oldugu gosterilmis olur.

24



Ornek 2.2.
(X, d) bir metrik uzay ve x * y = x.y olsun. Her p, g, € R* i¢in

t

p
t+q-d(xy)s

olarak tanimlanan (X, My,*) fuzzy metrik uzaydir.

M;(x,y,t) =
a(x,y,t) p

Yukaridaki teoremden klasik metrik uzaylardan fuzzy metrikler elde
edebilecegimizi anlarken her fuzzy metrigin klasik metrik belirtmeyecegini asagidaki
ornekle gozlemleyebiliriz. X =N ve a*b = a.b olsun M fuzzy metrik fonksiyonu

asagidaki sekilde tanimlansin:

_lx=yl .
M(x,y,t) = {e t, egert>0,
0, egert <0

Bu tanimin bir fuzzy metrik oldugunu agagidaki gibi gorebiliriz:
I. M(x,y,t)>0herx,y € Xvet > 0 igin.
ii. M(x,y,t)=1x=y
lii. M(x,y,t) = M(y,x,t)
iv. Herx,y,z € X vet,s > 0 igin
M(x,z,t +s) = M(x,y,t) * M(y, z,5)
V. M(x,y,t), t parametresine gore siirekli bir fonksiyondur ve t — oo iken
M(x,y,t) =1

fakat X lizerinde

My D= ey

olacak bi¢cimde d(x, y) metrigi yoktur
V, F cismi lizerine taniml1 vektor uzay1 ve * siirekli bir t-norm olsun. Eger N,V X
R {izerinde bir fuzzy alt kiime ve u,v € V ve a € F i¢in asagidaki:

i. Her SER ile s<0 icin N(u,s) = 0.

ii. Herse Riles > 0i¢in N(u,s) = 1iseveancaku =0

iii. Hers € Rile s > 0 igin,
N(au,s) =N (u, i) eger a + 0.
a

iv. Hers,t € Riles,t > 0igin,
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Nu+v,s+t)=N(u,s) -N(v,t)
v. limg_,,N(u,s) = 1.
kosullar1 saglantyorsa ( V, N,*) tigliisli fuzzy normlu uzay adini alir.

. oL ) fn
(X, N,*) bir fuzzy normlu uzay ve (x,) ey dizisi, x € X 'ye yakinsar denir ve x,, >x

seklinde gosterilir, eger her ¢ € (0,1) ve t > 0 i¢in, bir ny € N vardir dyle ki her n > n,
i¢in
N(x, —x,t) >1—a.

(xp)nen dizisi, fuzzy Cauchy dizisi olarak adlandiri, eger her « € (0,1) vet > 0

icin, bir ny € N vardir dyle ki her n,m > n, i¢in
N(Qp, —xp,t) >1—a.

X evrensel, A fuzzy kiime olmak tizere her A € [0,1] ve her x4, x, € X i¢in liyelik

derecesi
pa(Axy + (1 = Dxz) = minfuy (cq), 4 (x2)}

esitsizligini saglayan A fuzzy kiimesine konvekstir denir.

R 'nin konveks ve normal bir fuzzy alt kiimesine fuzzy kapali aralik denir. A'nin bir
fuzzy kapali aralik olmas1 demek her a € [ i¢in A, nin [a(a), b(a)] bi¢ciminde bir kapali
olmasi demektir.

Cekirdegi tek bir noktadan olusan fuzzy kapali aralifa fuzzy sayir denir yani
Core(A) = {x € X: uy(x) = 1} = {x,} seklindedir. Bu x,’ a A'nin model degeri adi
verilir.

R’ deki tiim fuzzy sayilarin ailesi Rg, olmak lizere u,v € Rrp, A€ Rve 0 <r <
1 olmak tizere [u]" = {x € R: p,(x) =r}olup[u @ v]" =[u]" @ [v]"ve [ O V] =
A QO [u]” tanimlanan islemler fuzzy toplama ve fuzzy skaler c¢arpim islemidir.
A, B fuzzy sayilar1 arasindaki uzaklig belirlemek i¢in

d:Rr X R > R

d(4,B) = sup dy(Ay By) = sup max{laf — bf|, |ag — bF}
a€l0,1] a€f0,1]

metrigi tanimlanabilir.
u: N - R¢ fonksiyonuna fuzzy sayi dizisi denir ve n € N olmak lizere u,, ile fuzzy

say1 dizisinin n.terimi ifade edilir.
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Her £ > 0 icin, n > N, iken d(u,,uy) < € olacak sekilde bir Ny = Ny () sayisi

mevcutsa, (u,) fuzzy sayr dizisi bir u, fuzzy sayisina yakinsaktir denir ve uniuo
seklinde gosterilir.
Her £ > 0 icin, n > m > N, iken d(u,, u,,) < € olacak sekilde bir N, = Ny (&)
sayis1 mevceutsa, (u,,) fuzzy sayi dizisi bir fuzzy cauchy dizisi denir.
X bir foset Ve (ag) geaX 'in bir ag1 olsun, eger a < f iken puy(ay, ag) > % 0 zaman
(ag) agina artan denir ve (a,) T seklinde gosterilir. Ayrica,
a = sup{a,: a € A} mevcutsa, a, T a
yazilir. Benzer sekilde, azalan agda tanimlanir ve boyle bir ag i¢in (a,) ! yazillr. Ayrica,
a = inf{a,: a € A} mevcutsa, a, | a
seklinde gosterilir.
X vektor uzayi lizerinde x4, x, € X igin pug(xq,x,) > % iken asagidaki 6zellikleri

saguyorsa X fuzzy sirali vektor uzayi adini alir.
i. 1€ RYiginug(xqy,x;) < ur(Axg, Ax,)
ii. HerXEXIan,uR(xl,xZ) SMR(X1+X,X2+X)

Ayrica x € X elemant i¢in pug(0,x) >% ise, x elemami fuzzy pozitif olarak

adlandirilir. Aynmi sekilde, eger pg(x,0) <% ise, x elemani fuzzy negatif olarak

tanimlanir. X'in tiim fuzzy pozitif elemanlarinin kiimesi X * ve fuzzy negatif elemanlarinin
kiimesi ise X ~ile gosterilir.
X fuzzy sirali vektdr uzaymin sonlu her alt kiimesinin supremumu ve infumumu

mevcutsa ve bu infumum ve supremum X kiimesinde ise X fuzzy Riesz uzay1 adini alir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde, klasik ve fuzzy Riesz uzaylarindaki ag yakinsamalari ve bu
yakinsamalarin birbirleriyle olan iliskileri incelenecektir.
X bir Riesz uzay1 ve A € X olsun.
i. Akiimesi, bir M € X elemani igin x < M, Vx € A kosulunu sagliyorsa sira
iist sinirl denir.
ii. A kiimesi, bir m € X elemani i¢inm < x, Vx € A kosulunu sagliyorsa sira
alt sinirh denir.
lii. A kiimesi, eger hem sira st sinirii hem de sira alt siniru ise sira sinirn
denir. Yani, bir m, M € X vardir ve m < x < M, Vx € A kosulu saglanir.

X bir Riesz uzay1 ve (x4)qeq bu uzayda bir ag ve x € X olsun. Eger yz | 0 ve

|xq — x| < yp sartin1 saglayan bir (y,g) ses C X ag1 varsa (x,) 4eq4 dizisi x noktasina sira

. 0 " - .. i
yakinsar denir ve x,—x bi¢iminde gosterilir.

Sonlu boyutlu topolojik Riesz uzaylarinda xai)O olmastyla xai>0 olmasi denktir
fakat sonsuz boyutta denk gelmeyebilir.

X bir Riesz uzay1 ve (x,)qeq bu uzayda bir ag ve y € X*olsun. |x, — x| A yi>0
oluyorsa (x,)qaea a8l x noktasma sinirsiz sira yakinsiyor denir ve xaif)x seklinde
gosterilir.

(X, 1) bir yerel solid topolojik Riesz uzayi ve A € X bir ideal olsun. Eger bir (x,)
ag1

lx, — x| A |a|1>0 Va € A
sagliyorsa bu aga x noktasina sinirsiz topolojik yakinsama ile yakinsiyor denir ve

ut
Xq — x seklinde gosterilir

(X, ]| - |D bir Banach latisi ve (x,) bu latiste bir ag olsun. Eger her y € XTicin

II-11
lx, —x|Ay—0

. un .
saglaniyorsa (x,) agl x noktasina sinirsiz norm yakinsiyor denir ve x, — x seklinde
gosterilir.

X, || - |]) bir Banach latisi ve (x,) bu latiste bir ag olsun. Eger her y € Xticin
X100 1D a g g y ;
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w
|xa —x|Ay—>0

. uw
saglaniyorsa (x,) agl x noktasmna smirsiz mutlak zayif yakinsiyor denir ve x, — x

seklinde gosterilir.

X bir Riesz uzayi ve (x,) buuzayda bir ag olamak iizere eger xaix ise xau—o>x de
saglanir. Fakat Onermenin tersi her zaman dogru degildir. ¢, uzaymndaki
en, = (0,-++,1,-++) dizisiyle gozlemlenebilir.

X Riesz uzayinda bir netin eger sira sinirn1 ise sira yakinsama ve sinirsiz sira

yakinsama kavramlar birbirine denk diisecektir.
X bir Riesz uzayi ve (x,) bu uzayda bir ag olamak {izere. Eger xaLO ise, 0 zaman
xau—z 0 olur. Sira sinirnt aglar i¢in bu yakinsamalar birbirine denktir.

- - - . . . - ~ un
(X, || - | bir Banach latisi ve (x,) bir latiste bir ag olsun. Eger x, = x ve (x,)
neredeyse sirali sinirl bir dizi ise, 0 zaman x, — x saglanir.

X bir fuzzy siralt kiime ve (x4)qeq bu uzayda bir ag ve x € X olsun. Eger yg 1 0

ve bir 8, € B vardir 6yle ki her f = B, icin ug(l x, — x I,yﬁ) > % sartin1 saglayan bir

. . . fo
(yﬁ) . C X ag1 varsa, (x,)qea dizisi x noktasina fuzzy sira yakinsar denir ve x, = x

bi¢iminde gosterilir.
X bir fuzzy sirali kiime ve (xg) e bu uzayda bir ag ve y € X* olsun. |x, — x| A

fo ] fuo
y—0 oluyorsa (x,)qea a1 x noktasina fuzzy siirsiz sira yakinsiyor denir ve x, — x

seklinde gosterilir.

(V, R) bir fuzzy Riesz uzay1 ve N bu uzayda bir fuzzy norm olmak iizere, eger her
her u,v € V ve s € Rt*igin ug(Jul, |v|) >% iken N(u,s) = N(v,s) saglaniyorsa, N
fuzzy Riesz normu olarak adlandirilir. Eger N, V iizerinde bir fuzzy Riesz normu ise,
(V,N,R) fuzzy normlu Riesz uzay1 olarak tanimlanir. Fuzzy normlu Riesz uzayi, fuzzy
Banach latisi olarak adlandirilir.

(X, || - |D bir fuzzy Banach latisi ve (x,) bu latiste bir ag olsun. Eger her
y € XFigin

lx, — x| A yf—n> 0

. un .
saglaniyorsa (x,) ag1 x noktasina fuzzy sinirsiz norm yakinsiyor denir ve x, — x seklinde

gosterilir.
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fo
X bir fuzzy Riesz uzay1 ve (x,) bu uzayda bir ag olmak tizere, eger x, —x ise, 0

fuo
zaman x, — x de saglanir.

X fuzzy Riesz uzayinda bir agin eger fuzzy sira sinirl ise, fuzzy sira yakinsama ve

fuzzy smirsiz sira yakinsama kavramlari birbirine denk diisecektir.

fun

(X, || - |D bir fuzzy Banach latisi ve (x,) bir fuzzy latiste bir ag olsun. Eger x, — x
ve (x,) fuzzy neredeyse sirali sinirl bir dizi ise, o zaman x, — x saglanir.

(X, N, R) bir fuzzy Banach latisi ve (x;)X uzayinda bir fuzzy sirali siniru ag olsun.

fn fi S .
0 zaman, x; — 0 olmasiyla x;, = 0 birbirlerine denktir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu caligma boyunca, fuzzy Riesz uzaylarindaki aglarin yakinsaklik 6zellikleri ile
klasik Riesz uzaylarindaki yakinsaklik ozellikleri arasindaki iliski incelenmis ve bu
baglamda bir¢ok tanim, ve dnerme sunulmustur. Calismanin temel bulgular1 su sekilde

Ozetlenebilir:

i.  Yakinsakhk Tiirleri Arasidaki fliskiler:
Fuzzy Riesz uzaylarinda tanimlanan fuzzy sirali yakinsaklik ve fuzzy sinirsiz
sirali yakinsaklik kavramlarinin, klasik Riesz uzaylarindaki sirali yakinsaklik ve
sinirsiz  sirali yakinsaklik kavramlarinin genellestirilmis versiyonlar1 oldugu

gozlemlenmistir.

ii.  Smmrhlik Kosullarimin Onemi:
Fuzzy Riesz uzaylarinda, aglarin fuzzy sirali yakinsakligimin ve fuzzy sinirsiz
sirali yakinsakliginin denk oldugu durumlarin, klasik Riesz uzaylarindaki sirali

siirlilik ile uyumlu oldugu kanitlanmistir.

iii. Fuzzy Normlu Riesz Uzaylarinin Ozellikleri:
Fuzzy Banach latisleri baglaminda, fuzzy norm ve fuzzy Riesz norm kavramlari
tamimlanmis ve bu normlarin klasik normlarla uyumlu sekilde davrandigi

gosterilmistir. Ozellikle, fuzzy Riesz normun monotonluk 6zelligi dikkate alimistir.

iv.  Genellestirme ve Uygulama Alanlari:
Calismada fuzzy Riesz uzaylarinin, klasik Riesz uzaylarina goére daha genis bir
baglamda caligmaya olanak sagladigi ve bu yapilarin 6zellikle analitik ve uygulamali

matematikte potansiyel kullanim alanlar1 oldugu vurgulanmustir.
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5. SONUC ve ONERILER

Aragtirma sonucunda fuzzy Riesz uzaylarindaki kavramlarin, klasik Riesz
uzaylarindaki tanimlarin dogal bir genellemesi oldugu ve bu genellemelerin matematiksel
analiz agisindan tutarli bir yap1 sundugu sonucuna ulasilmistir. Caligmanin temel
¢ikarimlari ve Onerileri su sekilde ifade edilebilir:

I. Teorik Katkilar:

Fuzzy Riesz uzaylari iizerine gelistirilen bu yaklasimlar, 6zellikle fuzzy mantik
ve bulanik kiimeler teorisinin Riesz uzaylarina entegrasyonu ac¢isindan yeni bir bakis
acist sunmaktadir. Bu baglamda, fuzzy Riesz uzaylarindaki aglarin yakinsaklik
kavramlar1 daha genis bir matematiksel ¢ercevede incelenebilir.

ii. Gelecek Cahsmalar icin Oneriler:

Fuzzy Riesz uzaylarindaki yakinsaklik kavramlarinin, diger fuzzy yapidaki
uzaylar (Ornegin, fuzzy Hilbert veya fuzzy Banach uzaylari) ile olan iligkisi
arastirilabilir.

Fuzzy Riesz normlarin daha karmasik sistemlerde uygulanabilirligi incelenerek,
bu yapilarin fizik, ekonomi ve miihendislik gibi alanlardaki olasi uygulamalari
degerlendirilebilir.

Calismada ele alinan genellestirilmis tanimlarin, sezgisel bulanik kiimeler veya

Pythagorean fuzzy sistemler gibi farkli bulanik yaklagimlar ile uyumu aragtirilabilir.
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