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OZET

Harmonik Fonksiyonlarmn Standart Olmayan Banach
Uzaylari ve Bazi Ozellikleri

Eylem YASAR

Matematik Anabilim Dali
YUKSEK LISANS TEZI

Danisman: Prof.Dr. Bilal BILALOV
Es-Danisman: Doc¢.Dr.Yonca SEZER

Bu tez, standart olmayan Banach uzaylarinda tanimli harmonik fonksiyonlarin
ozelliklerini incelemektedir. Calisma, Mucenhoupt sinifina ait agirlikli fonksiyonlar
ve normlarin tam siirekliligi altinda harmonik fonksiyonlarin davraniglarini analiz
etmektedir. Poisson c¢ekirdegi, Laplace denklemleri ve Plessner teoremleri gibi
matematiksel araclar kullanilarak teorik ve pratik katkilar saglanmistir. Ayrica,
Boyd indisi kavrami tanitilarak, agirlikli fonksiyonlarin 6zellikleri iizerine yeni

yaklagimlar gelistirilmistir.

Tezde, agirlikli Banach uzaylar1 ve Hardy uzaylart kullanilarak, harmonik
fonksiyonlarin sinir deger problemleri ve norm davraniglar tizerinde ¢aligilmistir.
Simetrik uzaylarda singiiler operatorlerin sinirliliklar1 incelenmis ve teorik
analizleri yapilmistir. Bu analizler, farkli fonksiyon uzaylar1 ve operatorler
arasindaki iligkilerin daha derinlemesine anlagilmasini saglamistir. Elde edilen
bulgular, diferansiyel denklemler, spektral analiz ve sinyal isleme gibi alanlarda

etkili yontemlerin gelistirilmesine olanak tanimaktadir.

Bu calisma, diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii, manyetik alanlarin modellenmesi
ve potansiyel teorideki sinir deger problemlerinin ¢oziimii gibi fiziksel sistemlerde
temel aracglar olarak kullanilabilir. Ayrica, sinyal ve goriintii isleme alanlarinda,
agirlikli Hardy uzaylari ve Mucenhoupt smnifi yardimiyla giiriiltiilii sinyallerin
filtrelenmesi gibi uygulamalarda etkili yontemler gelistirilmesine katki saglayabilir.

Bu tez, matematiksel analiz ve uygulamali bilimlerde 6nemli katkilar sunmaktadr.
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ABSTRACT
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This study examines the properties of harmonic functions defined in non-standard
Banach spaces. It analyzes the behavior of harmonic functions under the complete
continuity of norms and weighted functions belonging to the Mucenhoupt class.
Using mathematical tools such as the Poisson kernel, Laplace equations, and
Plessner theorems, both theoretical and practical contributions are provided.
Additionally, the concept of the Boyd index is introduced, offering new approaches

to the properties of weighted functions.

The thesis investigates boundary value problems and norm behavior of harmonic
functions using weighted Banach spaces and Hardy spaces. The boundedness
of singular operators in symmetric spaces is examined, and their theoretical
analyses are conducted. These analyses lead to a deeper understanding of the
relationships between different function spaces and operators. The findings enable
the development of effective methods in fields such as differential equations,

spectral analysis, and signal processing.

This research serves as a fundamental tool for solving differential equations,
modeling magnetic fields, and addressing boundary value problems in potential
theory. Moreover, in signal and image processing, it contributes to the development
of effective methods for filtering noisy signals using weighted Hardy spaces and the
Mucenhoupt class. This thesis provides significant contributions to mathematical

analysis and applied sciences.
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1

GIRIS

Bu calisma, harmonik fonksiyonlar ve Banach uzaylari arasindaki iligkiyi,
ozellikle Boyd indisleri ve agirlikli fonksiyon teorileri baglaminda derinlemesine
incelemektedir. ~ Bu yiiksek lisans tezi, bu alanin temel teorik cergevesini
Ozetleyerek, harmonik analiz ve kompleks analizdeki giincel arastirma konularina
yeni bir perspektif sunmaktadir. ~ Mucenhoupt sinifi ve Smirnov teoremi
gibi kavramlarin kullammmiyla, hem teorik matematigin temel problemlerine
cOzlimler iiretilmekte hem de uygulamali bilim alanlarinda yeni arastirma kapilar
acilmaktadir. Bu sayede, harmonik fonksiyonlar teorisine yapilan bu katki, hem
disiplinin temel anlayisini zenginlestirmekte hem de diger alanlardaki bilimsel

calismalara ilham vermektedir.

1.1 Literatiir Taramasi

Standart olmayan Banach uzaylar1 ve harmonik fonksiyonlarin analizi {izerine
yapilan calismalar, fonksiyonel analiz ve matematiksel fizik gibi alanlarda 6nemli
bir yere sahiptir. Bu boliimde, agirlikli Banach uzaylari, Hardy siniflar1 ve Cauchy
singiiler operatorlerin sinirlili§1 konularina odaklanan giincel ve klasik literatiirden
ornekler sunulacaktir. Harmonik fonksiyonlar,ilk olarak klasik potansiyel teorisi
cercevesinde ele alinmistir. Banach uzaylari teorisi ise Stefan Banach [/1]] tarafindan
1930’larda gelistirilmistir. Modern fonksiyonel analizde, bu iki alanin kesisim
noktalar1, ozellikle agirlikli Banach uzaylart ve Hardy uzaylari iizerine yapilan
calismalarda belirginlesmistir. Smirnov [2] ve Riesz[3] gibi Onciilerin ¢aligmalari,
bu alanda kritik bir oneme sahiptir. Boyd’un indis teorisi [4] ve Lorentz
uzaylarinin [5]]analizi de literatiirde 6nemli bir yer tutar. Agirlikli Banach fonksiyon
uzaylari, fonksiyonel analizde onemli bir yer tutar. Bu uzaylar, harmonik analiz
ve operator teorisinde sik¢a kullanilir. Nelson Dunford [6], ve D.W.Boyd [7]
gibi caligmalar, bu uzaylarin yapisal 6zelliklerini ve lineer operatorler iizerindeki
etkilerini derinlemesine incelemistir. Ozellikle, Boyd indisi ve Mucenhoupt sinifi

Benjamin Mucenhoupt [8]], sirasiyla simetrik uzaylar ve agirlikli norm esitsizlikleri



icin temel araclardir. Son yillarda, Colin Bennet Sharpley [9]], tarafindan agirlikli
Banach uzaylarinin interpolasyon teorisi iizerine yapilan ¢alismalar, bu uzaylarin
analitik ve uygulamali problemlerdeki rollerini genisletmistir. Ozellikle, Lorentz
uzaylarinin analizinde kullanilan modern metodolojiler literatiire 6nemli katkilar
sunmustur. Harmonik fonksiyonlar ve Hardy siniflari, kompleks analizde sikc¢a
incelenen konulardir. F.Riezs [10], E.M.Stein [[11] ve J.B. Garnett [12] gibi
calismalar, bu konularda temel referanslardir. Ozellikle, Riesz teoremi harmonik
fonksiyonlarin siir davranisini, Hardy smiflar ise analitik fonksiyonlarin belirli
biiylime kosullarini inceler. Bu smiflar, Poisson ve Cauchy cekirdekleri ile
yakindan iligkili olup, Blaschke carpimlart ve Smirnov teoremi gibi araclarla daha
derinlemesine incelenebilir. Agirlikli simetrik uzaylarda singiiler operatorlerin
stnirhiligl, fonksiyon uzaylarindaki analizler icin kritik bir konudur. Benjamin
Mucenhoupt [8] tarafindan agirlikli fonksiyonlarin Mucenhoupt sinifi tanimlanmis
ve bu smifin Banach uzaylarindaki rolii detaylandirilmustir. Ozellikle, Poisson
cekirdekleri ve Fatou teoreminin sinir deger problemleri iizerindeki etkisi literatiirde
genis yanki bulmustur. Cauchy ve Poisson integrallerinin sinirlilii {izerine
yapilan ¢caligmalar, A.P. Calderon [13] tarafindan detaylandirilmistir. Bu ¢calismalar,
singiiler operatdrlerin teorik analizini modern yaklasimlarla genisletmistir. Agirlikl
Banach wuzaylarinda singiiler integral operatorlerinin smirhilifi ve harmonik
fonksiyonlarin davranislari iizerine yogun bir arastirma yapilmistir. Ozellikle,
Poisson-Stieltjes integralleri ve Boyd indislerinin kullanimiyla ilgili ¢aligmalar
literatiirde dikkat ¢cekmektedir. D.W.Boyd [14] ve Bilal Bilalov 'un agirlikli Banach
uzaylari, Mucenhoupt sinifi ve harmonik fonksiyonlar {izerine yaptig1 calismalarda,
Poisson ¢ekirdegi ve Hardy uzaylar1 gibi konulara odaklanarak 6zgiin sonuglar elde
etmistir [15] [16] [17] [18].

1.2 Tezin Amaci ve Hipotezi

Bu calismanin amaci, standart olmayan Banach uzaylarinda tanimli harmonik
fonksiyonlarin 6zelliklerini incelemektir. Ozellikle agirlikli Banach uzaylarinin
normlarimin tam siirekli oldugu durumlarda harmonik fonksiyonlarin davranislar
ele almaktadir. Poisson c¢ekirdekleri, Laplace denklemleri ve Plessner teoremleri
gibi temel matematiksel araglar kullanilmaktadir. Bu calismada bu tiir uzaylarda
harmonik fonksiyonlarin norm davraniglari, matematiksel analizin yeni arastirmalar
ve temel kavramlarmna iligkin yeni bir bakis agis1 sunmasi hipotezi ilizerine

caligilmisgtir.



2

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Baz teorisi, yaklagim teorisinin icinde bagimsiz bir alan olarak ortaya ¢ikar ve
Matematik ile doga bilimlerinin cesitli alanlarinda genis uygulama alanlarina
sahiptir.  Fourier yonteminin kismi diferansiyel denklemler teorisinin bircok
problemine uygulanmasi, diferansiyel operatorlere iligkin spektral problemlere yol
acmaktadir. Ayrik diferansiyel operatorler durumunda, Fourier yonteminin ¢6ziim
icin kullanilabilmesi, ilgili fonksiyon uzaylarinda koklii (6z ve ilisik) fonksiyonlarin
olusturdugu sistemin temel ozelliklerinin (tamlik, minimallik,bazlik) incelenmesini
gerektirir.  Genel olarak, dikkate alinan lineer topolojik uzaydaki belirli bir
lineer operatoriin 6z elemanlarindan olusan sistemin baz olusturmasi, operator
denklemlerinin ¢oziimiinde belirleyici bir rol oynamaktadir. Bu yontemi gostermek
icin (X;7) lineertopolojik uzayinda, 7' : X — X kapali lineer operatoriinii ele
alalm. Burada {z,},cy C Dy C X,T operatoriiniin 6z fonksiyonlarindan olugan

bir sistem ve {\, },,en karsilik gelen 6z degerler kiimesi olsun.
Tr =y 2.1)

denklemini ¢6zelim. Burada y € Ry verilen ve © € Dy aranan elemandir.{x,, },cn
X uzayinda bir baz olustursun ve {x,}* _ C X* (burada X, X in dual uzayidur)
bu sisteme biortogonal olsun. Genellikle 7" operatorii Dy iizerinde

To = A\an"(2)z,, Vo € Dy (2.2)
n=1

seklinde bir seri olarak ifade edilmektedir. Diferansiyel operatorler durumunda,
(2.2) ifadesi ile incelenen operatriin spektral Ozelliklerinin calisilmasinin
konusudur. (2.2 ifadesini (2.1)" de dikkate alarak ’yi {z,},cn bazina gore

geniglettigimizde

Z Ay ()2, = Z " (Y)xn = Ay () = 2, (y), Vn € N (2.3)
n=1 n=1



elde ederiz. My = {n € N : z, € KerT} ve My = N \ M, olarak
tanimlayalim. denkleminin ¢oziilebilmesi i¢in ifadesinden, z,*(y) =
0,Vn € M, sartinin saglanmasi gerektigi anlagilmaktadir. Buna gore n € M,
icin  x,%(z) = A\, 'z,*(y) elde ederiz. Boylece denkleminin genel
¢Ozumiiniin
r =9+ Z N (Y) T,
neM

oldugu agiktir. Burada )° _, A '@, (y)z, € Dr ve x9 € ker(T) keyfi bir
elemandir. Bu genel gozlemler, lineer topolojik uzaylarda lineer denklemler
teorisi acisindan baz problemlerinin onemini gostermektedir. Bu nedenle, ¢esitli
lineer topolojik uzaylardaki sistemlerin baz Ozelliklerinin incelenmesi, ayri1 bir
bilimsel ilgi alanini olusturmaktadir. Diferansiyel denklemler durumunda, X
olarak ele alinan uzay, ele alinan problemle iligkilendirilen farkli fonksiyon
uzaylaridir. Cogu zaman, {x, },cy sisteminin baz 6zelliklerini dogrudan belirlemek
miimkiin degildir. Bu tiir problemlerde, baz olma 6zelliginin kararliligi giderek
daha c¢ok kullanilmaktadir. ~ Bu fikir, klasik Paley-Wiener calismalarindan
kaynaklanmaktadir. Soru, X Banach uzaymda {y,}.cn sisteminin {x,},en
bazina ne kadar yakin olmasi gerektigidir. Bu yakinlik {y,},cn sisteminin X
‘te {x, }nen “ye izomorfik bir baz olusturabilmesi igin gereklidir. Bu yontemin
ozi, Az, = yn,Vn € N olacak sekilde bir A € L(X) otomorfizmasinin
varligini kanitlamaktir. Bu, diferansiyel operatorlerin teorik temellerini inceleyen
bir ¢calismadir. Bununla birlikte, son zamanlarda, mekanik ve matematiksel fizik
gibi belirli problemlerin uygulamalariyla ilgili olarak, standart olmayan fonksiyon
uzaylarina olan ilgi biiyiik oranda artmugtir. Bu tiir uzaylara degisken iislii Lebesgue
uzayi, Morrey uzayi, Grand-Lebesgue uzayi1 ve diger cesitli uzaylar dahildir.
Bu uzaylar (Orlicz uzaylar1 da dahil) Luxemburg siniflandirmasina gore 6l¢iim
uzaylar1 lizerinde Banach fonksiyonel uzaylaridir. Bu uzaylarin ¢ogu (degisken
uslii Lebesgue uzayr ve Morrey uzay: hari¢) simetriktir ve Boyd’un sonuglar
sayesinde, bu uzaylardaki harmonik analiz yontemi olduk¢a gelismistir. Yukarida
sunulan gerekceler, bir¢ok klasik sistemin ve bunlarin pertiirbasyonlarini (6zellikle
trigonometrik sistemlerin) simetrik uzaylarda baz 6zelliklerini incelemenin yerinde
oldugunu ortaya koymaktadir. Pertiirbe trigonemetrik sistemlerin belirli fonksiyon
uzaylarinda bazlik 6zellklerinin 6grenilmesinin bir yolu da Hardy smiflarinda
analitik fonksiyonlar icin Rieman smir problemlerinin uygulanmasidir. Buna
gore gerekli fonksiyon uzaylarinda pertiirbe trigonemetrik sistemlerin bazliginin
Ogrenilmesi i¢in fonksiyon uzayin Hardy siniflarinin dahil edilmesi ve 6zelliklerin
Ogrenilmesi gereklidir. Bu tezde, standart olmayan Banach uzaylarinda tanimli
harmonik fonksiyonlarin spektral ozellikleri ve bu fonksiyonlarin normlarinin

stirekliligi ile ilgili temel problemler incelenmektedir. Bu tez bes boliimden



olusmaktadir. Ik boliimde 6l¢iim uzaylari iizerinde tanimli Banach fonksiyon
uzaylar1 i¢in temel tamim ve teoremler sunulmus, simetrik uzaylar ve bu
uzaylara karsilik gelen temel fonksiyon kavramlari tanitilmistir.  Ayrilabilirlik
ve eslenik uzaylar agiklanmig, Holder Esitsizligi ve normun mutlak siirekliligi
gibi Onemli teoremler ele alinarak, yeniden diizenleme altinda degismeyen uzay
kavrami tamtilmistir. Ayrica simetrik uzaylarda interpolasyon teorisi ve operator
interpolasyonu hakkinda temel bilgiler verilmistir. Hilbert doniisiimiiniin sinirh
oldugu simetrik uzaylar Boyd indisleri yardimiyla karakterize edilmistir. Son
olarak, simetrik uzaylarda Fourier serileri teorisinin temel unsurlari ele alinmistir.
ikinci bolimde Harmonik ve analitik fonksiyonlarin Banach uzaylarindaki
davraniglart incelenmistir. Bu boliimde Poisson ¢ekirdekleri, Fatou teoremi ve
Plesner teoremi gibi dnemli araglar tamtilmistir.  Ayrica, Blaschke carpimlari
ve Smirnov teoremi gibi harmonik fonksiyonlar i¢in kritik olan sonuglara yer
verilmigtir. Dordiincii boliimde, agirlikli simetrik uzaylarda singiiler operatorlerin
stnirhiligl birim ¢emberdeki harmonik ve analitik fonksiyonlarin Banach smiflar
incelenmigtir.Singiiler operatorlerin sinirlari, Poisson c¢ekirdegi ve Fatou Teoremi
gibi konular detaylandirilmisti.  Besinci bolimde, Banach Hardy simiflart
Hy iizerinde Poisson formiilii verilmis, harmonik fonksiyonlarin farkli siiflar
incelenmigtir. Bu simiflar, Banach uzayinin normlar araciligiyla olusturulmus ve
klasik ozellikleri sunulmustur. Riesz teoreminin gecerli oldugu Banach Hardy
siniflart karakterize edilmis ve bazlar teorisine dair gerekli bilgiler saglanmstir.
Paley-Wiener ve N.K. Bari’nin Riesz tabanlarinin kararliligina dair klasik sonuglar
ve genellemeleri sunulmustur. Bu sistemlerin simetrik uzaylardaki temel 6zellikleri,
Hardy smiflarindaki ¢oziilebilirlik ile iligkilendirilmigtir. Ayrica, lineer fazl iistel
sistemler ve simetrik uzaylarda tanimli bozulmus trigonometrik seriler i¢in temel
ozellikleri belirlenmis ve bu 6zelliklerin faz parametresi ile Boyd indisi arasindaki

iligki incelenmistir.



2.1 Banach Fonksiyon Uzay1

(R, 1) bir 6l¢ii uzay1 olsun. M+ R’de tamimli degerleri [0, oo| aralifinda bulunan
p-Olciilebilir fonksiyonlarin kiimesi olsun. R’nin p-0lciilebilir £ alt kiimesinin

karakteristik fonksiyonu ise y g ile gosterilecektir.

Tanim 2.1. (Banach Fonksiyon Uzay Normu) : p : M+ — [0, co] bigiminde tanimli
tasvirini goz oniine alalim. Vf, g, f, € M™,(n = 1,2,3,....) tim a > 0 sabitleri
ve IR 'nin tiim p— Olciilebilir. £ alt kiimeleri i¢in eger asagidaki 6zellikleri sagliyor
ise p tasvirine Banach fonksiyon normu (Kisaca fonksiyon normu) denir[9].

P() p(f)=0 <= f=0 phhy paf)=ap(f)

PQ)0<g<f p-hhy = p(g) <p(f)

PB)0< futf w-hhy = p(fu) T p(f)

P(4) p(E) < 00 = p(Xp) < 00

P(5) p(E) <oco= [, fdu<Cgp p(f).

Burada 0 < Cg < oo sabiti, £/ ve p ’ye bagh f *den bagimsizdir

{[n frduyr, (1<p<o0),

esssup f,  (p = 00), feM". (2.4)
R

pp(f) =

Tanmim 2.2. (Banach Fonksiyon Uzay1) : p bir Banach fonksiyon normu olmak iizere
X(p) =X, =X ={f € M":p(|f]) < +o0,}

ifadesi ile verilen uzaya Banach fonksiyon uzay1 (BFU) denir ve Vf € X

fonksiyonu icin norm agagidaki sekilde tanimlanir

1fllx = p(1f]) (2.5)

Ornek 1: 1 < p < oo olmak iizere L? uzaylari bir Banach fonksiyon uzayidir.

2.2 [llisik Uzay
Bu calismada, 1 < p < oo olmak iizere L” ve duali L” Lebesgue uzaylari

arasindaki dualite iligkisi lizerinden belirli bir Banach fonksiyon uzayinin 6nemli
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kavramlarim inceleyecegiz. Klasik Holder esitsizligi Vf € LP ve f € L* igin

asagidaki sekilde tanimlanir

/ fp < | Fllo ] £l
R

burada
1 <p< oo, 1—i—l,zl (2.6)
p p
Holder esitsizligindeki norm, Vg € L* ve bagintilarini saglayan her p ve her
P’ icin
lgll o = sup{/R I fglldp: fe LP, [ fllr < 1} 2.7)

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.3. (ilisik Uzay) : Eger p bir fonksiyon normu ise, onun ilisik normu p’ icin

r'(g) = {/ngdu cfe M p(f) < 1}, (2.8)

esitligine sahipse p’(g) fonksiyonuna M™ iizerinde Associate Uzay1 (ilisik Uzay)
denir[9]].

Tanim 2.4. p bir fonksiyon normu olsun ve X = X (p)’nin Tanim ’deki gibi
p tarafindan tanimlanan Banach fonksiyon uzay1 oldugunu kabul edelim. p’ normu
p ’in ilisik normu olsun. p’ belirlenen Banach fonksiyon uzay1 X (p’) uzayina X
uzayinin iligik uzay1 denir ve X' ile gosterilir.

ve ’dan X ilisik uzayindaki ¢ fonksiyonunun normu asagidaki gibi elde
edilir.

lgllxr = sup{ / Foldu: fe X, | fllx < 1}. 2.9)

2.3 Holder Esitsizligi
Teorem 2.1. X bir Banach fonksiyon uzayin ilisik uzayt X' olsun. Eger f € X

ve g € X' o0 zaman fg carpuimu integrallenebilir bir fonksiyon olur ve asagidaki

esitsizlik saglanir :

/R Faldp < 1 x gl (2.10)

Ispat. Bger || f||x = 0ise, 0 zaman f = 0, ;z h.h.y. Bdylece (2.10) nin her iki tarafi
stfirdir. || f||x > O durumu i¢in ise, f/|| f||x fonksiyonunun normu 1’ dir.Boylece



/ (ﬁ) g\ dn < gl

elde edilir. Bu esitsizligini || f|| x ile ¢arparak (2.10) bulunur. |

2.4 Mutlak Siirekli Norm

Normun mutlak siirekliligi, Banach fonksiyon uzaylar1 teorisinde, uzaylarin
geometrik ve topolojik ¢zelliklerini anlamak icin kritik 6neme sahip temel bir
kavramdir. Ozellikle, uzaylarin yansima 6zelligi ve ayrilabilirligi gibi yapisal

karakterizasyonlarda merkezi bir rol oynar.

Tanmm 2.5. (Mutlak Siirekli Norm ) : f, X Banach fonksiyon uzayi olmak
tizere, eger £, — @ p-h.h.y. kosulunu saglayan her {£,}>° , dizisi icin eger
| fxs, lIx — 0, f fonksiyonuna X uzayinda mutlak siirekli norma sahiptir denir.
Mutlak surekli norma sahip fonksiyonlarin kiimesi X, ile gosterilir. Eger X, = X

ise, X uzay1 mutlak siirekli norma sahiptir.

Bir sonraki sonug, onceki tamimlamada dikkatimizi {F,} azalan dizilerle

sinirlayabilecegimizi gosteriyor.

Onerme 2.1. f fonksiyonu X Banach fonksiyon uzayinda mutlak siirekli norma

sahiptir ancak ve ancak F,, | @ p h.h.y. kosulunu saglayan her { £, }2° , dizisi
igin |y, 1 4 0 olur.

Ispat. Gereklilik kosulunun ispati aciktir. Yeterlilik kosulu igin, f 'nin azalan
diziler i¢in belirtilen 6zellige sahip oldugunu varsayalm. {F,,}>° ,, F,, > & p—
Fo.(n =

1,2, ..) dizisi azalan bir dizidir ve {F,} ile aym iist sinirina sahiptir. Bu nedenle

h.h.y. kosulunu saglayan keyfi bir dizi olsun. O zaman E, = {J,,-,
f tizerindeki hipotez || f,, |l J O anlamina gelmektedir. Tiim n i¢in F;,, C E,
oldugundan, ||fy, [ — 0’dir. Dolayistyla f ’nin mutlak siirekli norma sahip

oldugu sonucu ¢ikmaktadir. |

Ornek 2 : Eger 1 < p < oo ise, Lebesgue uzay1 LP(R, ;1) mutlak siirekli norma
sahiptir. Bu, 6nceki dnermenin dogrudan bir sonucudur. p = oo oldugunda, mutlak
siireklilik, 6l¢iim uzaymnin (R, i) altinda yatan yapisina baghdir. Ornegin, (R, )
atomik degilse, L>° un mutlak siirekli kismi (L), yalnizca sifir fonksiyonununu
icerir. Eger (R, ;1) tam atomic ise, dogal sayilar durumunda oldugu gibi, o zaman
[*° ’in mutlak siirekli kismi, sonsuzda sifira yakinsayan dizilerden olusan ¢ alt

uzayidir.



Lemma 2.1. Eger [ mutlak siirekli norma sahip ise, her ¢ > 0 icin bir 6 > 0
bulunur. Bu durumda ji(E) < 0 icin || fy,, | < € esitsizlik saglanir.

Ispat. Aksini varsayalim. Yani ¢ > 0 icin,

,U(En) < 2_n> HfXEnHX > €.

olacak sekilde £, (n = 1,2, ..) dlgiilebilir kiimesi var olsun. Bu durumda, agagidaki

esitsizlik gecgerlidir
n(\U)E <Y n(E,) <27 (m=1,2,.)

Burada F,, — @ bulunur. Boylece bu sonug f fonksiyonunun mutlak siirekli norma

sahip olmasi gercgegi ile gelisir. |

Tanmm 2.6. (Ayrilabilirlik) : Bir p 6lgiisiine kargihik gelen (<7, d) metrik uzayi,
ayrilabilir ise p Olciistine ayrilabilirdir denir.

2.5 Dagilim Fonksiyonu ve Yeniden Diizenleme Altinda
Azalan Fonksiyonlar

Tanmm 2.7. (Dagilim fonksiyonu) : .#, = .#y(R, ;) uzayinda tanimh bir f

fonksiyonunun dagilim fonksiyonu p; agsagidaki sekilde tanimlanir :
wiN) = ple € R:|f(@)] > A}, (A= 0). @.11)

Burada i yalnizca f fonksiyonunun | f| mutlak degerine bagh ve 1 ; fonksiyonunu

oo degerini alabilir.

Tanim 2.8. (Denk ol¢iilebilir) : Eger f € .4, (R, p) ve g € (S, v) fonksiyonlar
aynt dagilim fonksiyonuna sahipse, yani her A > 0 i¢in ps(\) = p,(N) esitligi

gecerliyse, bu fonksiyonlara denk 6l¢iilebilir (equivalent measurable) denir[9].



Onerme 2.2. f, g, f., (n = 1,2, ...) fonksiyonlarinin .#,(R, ;1) kiimesine ait ve a
‘nin sifirdan farkli her hangi bir skaler oldugunu. g dagilim fonksiyonu, [0, c0)

aralifinda negatif olmayan, azalan ve sagdan siirekli bir fonksiyondur. Ayrica,

9] < [flp— h.hey. = fg < fif; (2.12)

faf(N) = pr(M|al), (A >0); (2.13)

irg(M+ A2) < pp(An) + pg(A2), (A1, Az > 0); (2.14)

fI < lm inf(f,] p—hhy = pp<liminfug,; (2.15)
n—00 n—00

Ozellikle,
|[fal Tl p—h.hy = thp, T iy

Ornek 3 : Negatif olmayan basit bir f fonksiyonun pty dagilim fonksiyonunu

hesaplayalim.

fla) = ajxe (), (2.16)
j=1

oldugunu kabul edelim. Burada £; kiimeleri 12 uzaymin sonlu g 6l¢iilii ikili ayrik
alt kiimeleridir ve oty > a9 > ... > a,, > 0 dir. Eger A > v ise pp(A) = 0 olur.
Ayrica ag < A < o ise f(z) fonksiyonu, E; kiimesi tizerinde A deZerini gecer ve
boylece j1r(A) = p(E4) olur. Benzer sekilde, eger az < A < a ise, 0 zaman f(z)
fonksiyonu E; U E, kiimesi tizerinde A gecer ve boylece 117(\) = p(Ey U Ey) =
w(E1) + p(Esy) olur. Genel olarak,

) =D MiXfagan (V) (A2 0), 2.17)
j=1

burada o, sifir kabul edilerek asagidaki seri elde edilir (Sekil 2.1)

m; :ZM(EZ-), (j=1,2,..,...,n). (2.18)

10



________ ‘ } p(Ey)

a; .
piEs)
I, )

E, E, E, x ay a  q b

Sekil 2.1 f(z) ve pus(\) grafikleri

Tamm 2.9. (Yeniden Diizenleme Altinda Azalan Fonksiyonu) : f fonksiyonunun
Mo(R, ) kiimesine ait oldugunu varsayalim. f fonksiyonunun yeniden

diizenlenme altinda azalan siralamasi, f* fonksiyonu [0, co| araliginda olarak

fr(@t) =inf{r:pur(N) <t}, (¢t>0) (2.19)

seklinde tanimlanir. Burada in f© = oo kurali kullanilmaktadir. Bu durumda, tiim
A > 0 degerleri icin y4(A) > t ise, 0 zaman f*(¢) = oo olur. Ayrica, (R, 1) sonlu bir
ol¢im uzayi ise, py dagilim fonksiyonu p(R) ile smirhdir ve dolayisiyla tim ¢ >
p(R) igin f*(t) = 0 olur. Bu durumda f* fonksiyonunu [0, x( R)] araliginda tanimlt
bir fonksiyon olarak kabul edebiliriz. Eger 1 kesin azalan siirekli bir fonksiyon ise,
f* fonksiyonu uygun bir aralikta, ;s fonksiyonunun tersi oldugu belirtilebilir. Daha
genel bir f fonksiyonu igin, nce 115 dagilim fonksiyonunu; daha sonra da /i “nin
[0, oo] araligindaki Lebesgue ol¢iisiine gore m, ; dagilim fonsiyonunu olugturursak

o zaman f* yeniden diizenlenme altinda azalan bir fonksiyonu elde ederiz
fr(t) = sup{X : pp(A) >t} =my (t), (t>0) (2.20)

(2.20) bagmtisimn bir sonucudur ve (2.T1) y; fonksiyonunun azalan olmasi ve

dagilim fonksiyonunun tanimindan gelir.

Ornek 4 : Simdi || ile verilen f fonksiyonunun azalan yeniden
diizenlenmesini bulalm. Esitlik (2.19) ve Sekil 2.1 e bakildiginda, ¢t > mg ise
f*(t) = 0 olur. Ayrica, e§er ms > t > my ise, 0 zaman f*(f) = a3 ve eger

me >t > my,ise f*(t) = s olur ve boyle devam edersek
NOES Zajx[mj—lymj)(t)7 (t>0), (2.21)
j=1

elde edilir Burada my, = 0 almir. Geometrik olarak, f fonksiyonunun

grafiindeki dikey bloklar1 yeniden diizenleme altinda azalan f* fonksiyonunu elde
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ediyoruz. (bkz. Sekil 2.2); sicrama noktalarinda f* fonksiyonunun degerleri sagdan

sureklidir.

f f*

Ey E, E; + it my d
Sekil 2.2 f ve f* grafikleri
Onerme 2.3. f,g ve f,,(n = 1,2,...), foksiyonlar1 .#(R, ;1) kiimesine ait ve a

herhangi bir skaler olsun. Yeniden diizenleme altinda azalan f*, [0, co) iizerinde

negatif olmayan, azalan ve sagdan siirekli bir fonksiyondur. Ayrica,

lgl <|fl whhy = g <f5 (2.22)

(af)” = lalf*; (2.23)

(f+9) (ti+t) < f(t) + 9" (t2), (ta,t2 > 0); (2.24)

1fl < 11_{11 inflfal whhy = < 1Lm inff; (2.25)

Ozellikle,
|ful T1flp-hby. = fu T f;

FrlugN) < V), (X)) <00); pp(f7(1) <8, f(E) <005 (2.26)

f ve f* denk 6l¢iilebilirdir; (2.27)

(LFDP) = (), (0 <p <o0), (2.28)

Teorem 2.2. (R, ) tam o- sonlu ol¢ii uzayimn rezonans olmasi icin gerek ve yeter

kosul asagidaki iki tiirden biri olmasidir :

(i) Atomik olmayan(Ayrik olmayan)

(ii) tam atomik, tiim temel elemanlari esit ol¢iiye sahiptir.
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2.6 Yeniden Diizenlenme Altinda Degismeyen Uzaylar
(Simetrik Uzay)

Negatif olmayan bir vektor (oq,aq,...,@,) i¢in ¢P-normu (>}, aﬁ)l/ P
bicimindedir. Bu norm aq, s, ..., ,, degerlerine baghdir, ancak bu degerler
siraya bagli olarak diizenlememistir. Bagka bir ifadeyle /P-normu vektoriin
biiytikliigiinden bahsederken, bu biiyiikliigiin altta yatan Sl¢iim uzay: lizerindeki
giriglerin nasil dagildifina bakilmaksizin ele alinmasi durumunu g6z Oniinde
bulunduralim. Amacimiz, normlar1 bu 6zelligi tasiyan daha genel 6l¢lim uzaylar
tizerindeki Banach fonksiyon uzaylarini ayirmak olacaktir. Bu uzaylara, yeniden
diizenleme altinda de8ismeyen uzay (Rearrangement-Invariant) denir ve genel

Banach fonksiyon uzaylarina kiyasla cok daha zengin bir yapiya sahiptirler.

Tanmm 2.10. p tam o- sonlu bir (R, 1) dl¢ii uzayi iizerinde bir fonksiyon normu
olsun. O zaman p , .#, (R, ;1) igindeki her bir es dlciilebilir f ve g fonksiyon
¢ifti i¢in p(f) = p(g) ise yeniden diizenleme altinda degismeyen normu denir. Bu
durumda, p normu tarafindan tretilen Banach fonksiyon uzay1 X = X (p) yeniden

diizenleme altinda degismeyen uzay olarak adlandirilir.

Sonu¢ 2.1. X bir rezonans olgii uzayr iizerinde yeniden diizenleme altinda
degismeyen uzay olsun f| fonksiyonunun #y’ya ait oldugunu ve f, fonksiyonunun

ise X uzayina ait oldugunu kabul edelim. Eger f1 < fs ise, fi X uzayina aittir ve

1f1llx < I f2lx-

Teorem 2.3. (R, 1) rezonans él¢gii uzayt (E;) jer R 'nin her biri sonlu pozitif dlgiiye
sahip, ikili ayrik alt kiimelerinin sayabilir bir smifi olsun. E = R\ Uj E;.
Mo(R, 1) icindeki her f fonksiyonu icin,

Af = fxe+) (M(g) /E‘fdu> X5,

jeJ J

Buradan A operatorii, (R, 1) iizerindeki her yeniden diizenleme altinda degismeyen

X uzaywnda biiziilme operatorii doniisiimsii

[AfIx < Ifllx,  (f € X).

Teorem 2.4 (Liikksemburg Teoremi). p bir (R, ) dlgii uzayr iizerinde yeniden
diizenleme altinda degismeyen fonksiyon normu olsun varsayalim. O zaman
(R, ) iizerinde bir p yeniden diizenleme altinda degismeyen fonksiyon normu

vardir (tek olmast gerekmez)

p(f) =p(f7), (f € M7 (R,p)). (2.29)
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Ayrica, eger o (R",m) iizerinde herhangi bir yeniden diizenlenme alfinda

degismeyen fonksiyon normu

p(f)=0o(f"),  [fe. (R p), (2.30)

ile ifade ediliyor ise bu durumda p 'mn ilisik normu p' ve o ’mn iligik normu o'

gosterilir ve

p'(g)=0'(9"), (g€ 4 (R,p)) (2.31)

ile ifade edilir.

2.7 Temel Fonksiyon

Yeniden diizenleme altinda degismeyen uzaylar i¢cin Banach fonksiyon uzaylarinda
dualite ve ayrilabilirlik 6zelliklerini ele alacagiz ve bunlar1 X yeniden diizenleme
altinda degismeyen uzay ile iligskilendirilen (o x ile gosterilen X in temel fonksiyonu

acisindan yeniden formiile edecegiz.

Tanmmm 2.11. (Temel Fonksiyon) : (R, u) rezonans Olgli uzayr iizerinde X
yeniden diizenleme altinda degismeyen uzayin Banach fonksiyon uzayi oldugunu
varsayalim. p de8er kiimesine ait her sonlu ¢ deeri i¢in F , pu(FE) = t olacak

sekilde R ’nin bir alt kiimesi olsun:

ox(t) = lIxellx (2.32)

seklinde tanimlanan ¢y fonksiyonuna, X ’in temel fonksiyonu denir. Eger (R, )
atomik degilse, 1’ nin deger kiimesi [0, 4( R)] araligindadir. Bu durumda, LP(R, ;1)

"tin temel fonksiyonu asagidaki sekilde verilir:
pre(t) =17, (1<p<oo) (0<t<p(R), (2.33)
ve
pr(0) =0;  pr=(t) =1, (0<p<oo) (0<t<p(R)). (2.34)

Teorem (2.2)) "ye gore, tiim elemanlar1 tam 6l¢iiye sahip olan (R, 1) *niin rezonans
olcii uzay1 tam atomik olmasi durumu sdz konusudur. Ornegin, sonlu deger kiimesi
Zt ={0,1,2,...} olan sayma Olgiisiine sahip tamsayilar kiimesi Z’dir. L?(Z) i¢in

(P yazdigimizda

ow(t)=n", (1<p<oo) (n=0,1,2,..), (2.35)
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ve
0 (0) =0;  pe(n) =1, (n=1,2,...) (2.36)

seklinde olur .

Teorem 2.5. X, (R, 1) rezonans dlgii uzayr iizerinde yeniden diizenlenme altinda
degismeyen uzay ve X', X ’in ilisik uzayt olsun. O zaman i ’niin deger kiimesindeki
her sonlu deger icin ,

ox(t)ex (t) =t (2.37)

esitligi gecerlidir.

Ispat. Eger t = 0 ise, her temel fonksiyon orijinde (2.37) aciktir. Dolayisiyla,
0 < t < oo oldugunu kabul edebiliriz, ¢, ;1 ’niin deger kiimesinde oldugundan
p(E) = t olacak sekilde R kiimesinin bir £ alt kiimesi vardir( ) ’daki Holder

esitsizligine gore,
t= [ du< lxellxlixellx = ox(thox(®) = ¢
E

Diger yandan

ox(®) = Ixslx =sup{ / gl du: gl < 1}. 2.38)
E

Herhangi bir g i¢in, Teorem (2.3))

1
h = (;/ |9|dM>XE
E

fonksiyonunun

1
n=(3 [ loldn) o =l < gl <1,
E

esitsizligini sagladigin1 gosterir. Bu durumda, ¢ iizerindeki supremumu alip ve

Teorem(2.3)) i kullanarak
px(B)ex(t)
r <
esitsizligi elde edilir. |
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Sonug 2.2. X, (R, i) Rezonans dlgii uzay iizerinde yeniden diizenleme altinda

degismeyen uzay olsun. O zaman X ’in p, temel fonksiyonu asagidaki durumlar

saglar:
@y artan fonksiyondur;p,(t) =0 <= t=0 ; (2.39)
©.(t)/t azalan fonksiyondur; (2.40)
0. (t)  fonksiyonu (orjin disinda) siireklidir. (2.41)

Ispat. , fonksiyonunun artan olmasi Banach fonksiyon uzaylarinin latis
ozelliginden elde edilir[19]. Bu durumda, bir dnceki teorem, @, (t)/t = 1/ (t)
azalan fonksiyonu oldugunu gosterir. ¢, fonksiyonunun siirekliligi yalnizca atomik
olmadiginda ispat gerektirir, ¢iinkii (R, ;1) atomik oldugunda ¢, fonksiyonu, R™*
nin ayrik bir alt kiimesinde tanimli oldugundan siireklidir. (R, ;) atomik olmadig:
durumda, ¢, ,(0, u(R)) aralifinda artan bir fonksiyondur, dolayisiyla sigramali
stireksizliklere sahip olabilir. Ancak, ¢x herhangi bir £, > 0 ’da bir sigramali
siireksizlige sahip olamaz, ¢iinkii o zaman (2.40) ¢, "1n saginda saglanmamis olur.
Bu da (2.41)’u kanitlar. [

Tamm 2.12. ¢ , R* tizerinde bir yar1 konkav fonksiyon olsun.M,, = M, (R*,m)

Lorentz uzay1, .#,(R", m) uzaymda fonksiyoneli
[fllae, = sup {f()e(t)}
0<t<oo

biciminde tanimlanan tiim f fonksiyonlarin sinifi seklinde tanimlanir.

Yeniden diizenlenme altinda degismeyen uzaylarda, Boyd indis aracilifiyla
fonksiyonlarin biiyiime ve azalma hizlarim inceleyecek, ozellikle de Lorentz

uzaylart A(X) ve M (X) tizerindeki uygulamalarina odaklanacagiz.

Onerme 2.4. X, (R*,m) iizerinde yeniden diizenleme altinda degismeyen uzay
olsun. O zaman X ortaya ¢ikan temel fonksiyon konkav olacak sekilde yeniden

diizenleme altinda degismeyen bir norm ile denk yeniden normlandirilabilir[9].
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Tamim 2.13. (Lorentz Uzaylari) : X, (R, m) iizerinde yeniden diizenlenme altinda
degismeyen uzay olsun ve X ’in Onerme gibi px temel fonksiyonu konkav
olacak sekilde X ’in yeniden normlandigini kabul edelim. A(X) ve M (X)) Lorentz
uzaylar1 agagidaki gibi tanimlanir M (X') uzay1

[ fllarx) = OELP {1 ®)px(t)} (2.42)

normu ile verilen M, uzayidir. A(X) uzay1 .4, (R, m) *deki,

1 llace) = / £ (s)dpx (s) (2.43)

sonlu olan tiim f fonksiyonlarindan olusur. (2.43)) ’deki integral iyi tanimlidur.
Ciinkii px artan fonksiyondur. Ayrica, ¢x konkav ve negatif olmayan fonksiyon
oldugundan, ¢y, (0, 00) araliginda negatif olmayan, azalan bir ¢(z) fonksiyonun
integrali olarak ifade edilebilir. Bu yiizden (2.43)’deki Rieman-Stieltjes integrali

1fllacxy = [1fllzepx (0+) +/0 f(8)ox(s)ds (2.44)

biciminde yeniden yazilabilir.

2.8 Simetrik Uzay

Simetrik uzaylar, Olgiilebilir fonksiyonlarin dagilim ozelliklerine dayali olarak
tanimlanan ve hemen hemen es fonksiyonlarin ayni norma sahip oldugu 6zel bir

Banach uzay sinifidir.

Tamm 2.14. (Simetrik Uzay ) : f ve g fonksiyonlari hemen hemen eg (veya denk)

ise, bu fonksiyonlar agsagidaki esitlige sahiptir:

J~g <= py =g,

burada f ve g fonksiyonlarmin py ve p, sirastyla dagilim fonksiyonlaridir. Bu
iligkinin, bir denklik bagintis1 oldugu kolayca ifade edilebilir. (M, du,u), 6l

uzayi iizerindeki bir X Banach fonksiyon uzay icin,

f~g=lfllx = llgllx

kosulu saglaniyorsa, X uzayina simetrik uzay denir. Bu kosul, hemen hemen es
olan tiim dl¢iilebilir fonksiyonlarin ayni norma sahip oldugunu ifade eder[20]].
Ornek 5 : L,, - Orlicz uzay1 ve L,)(m) grand uzay1 simetrik uzay 6rnek olarak

verilebilir.
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2.9 Hilbert Doniisiimii

Hilbert doniisiimii, analitik fonksiyonlarin reel ve sanal kistmlarinin sinir
degerlerinin incelenmesinde ortaya cikan lineer bir operatordiir. Fourier serilerinin
ve Forier integrallerinin norm yakinsaklig1 gibi konularda belirleyicidir. Burada,

Hilbert doniisiimiiniin varli§1 ve LP uzaylarindaki sinirliligini belirleyecegiz.

Tanim 2.15. (Hilbert Doniigiimii) : R iizerinde yerel olarak integrallenebilir bir

fonksiyonu olsun. f’nin H f Hilbert doniistimii

(Hf)(x) = p.v%/_ f(t)xd_t ; (2.45)
.1 dt
im0 G (+€R),

esas deger integrali ile tanimlanir. H : f — H f operatoriine Hilbert doniisiimii
denir.
(Maksimal Hilbert Dontisiimii) : R tizerinde yerel integrallenebilir f fonksiyonun

 f maksimal Hilbert doniistimii

(A f)(z) = sup|(H-f) ()], (z€R), (2.46)

e>0

seklinde tanimlanir. 57 : f — J¢ foperatoriine maksimal Hilbert dontisiimii denir.

Tamm 2.16. (Boyd Indis) : X sonsuz, atomik olmayan, tam o-sonlu 6l¢ii uzayi
tizerinde yeniden diizenleme altinda degismeyen bir Banach fonksiyon uzay1 olsun.

X uzaymin Boyd indisleri oy ve ax

log h,(t) log h,(t)

= nxy = inf 2.47
ax Os<1t11<)1 logt ' T s logt 247)
seklinde tanimlanir.
Onerme 2.5. X uzaymin o = o, ve @ = ax indisleri
log h,.(t log h..(t
ay = lim 0gha(t) = o iy 08 Re(t) (2.48)
t—o+ logt t—oo  logt
limitleri ile verilebilir. Bu indisler,
0<a<ac<l (2.49)

ceu e

d=1-a d=1-a (2.50)
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bagintilari ile verilebilir.

Teorem 2.6 (D.W.Boyd Teorem). 1 < p < g < o0 oldugunu varsayalim. X,
(R, p) sonsuz atomik olmayan, tam o -sonlu bir dl¢ii uzayt iizerinde yeniden diizen-
leme altinda degismeyen bir Banach fonksiyon uzayt olsun. O zaman, zayif tipteki
(p,D; q,q) her lineer (veya yart lineer) T operatoriiniin, X uzaymdan X uzayina
smirli olmasi icin gerek ve yeter sart X ’in a ve & indislerinin

<a<a< (2.51)

| =
=

esitsiligini saglamasidir.

2.10 Fourier Serileri

Tamim 2.17. Eger f fonksiyonu L' (T)uzayina ait ise, 0 zaman her n tam sayis1 i¢in

f fonksiyonunun n-inci Fourier katsay1
£ 1 " 10\ ,—inf
f(n) = o fe®)e ™" do (2.52)

seklinde tammlamr ve elde edilen >°° _ f(n)e™ trigonometrik seri, f

n=—oo

fonksiyonunun Fourier serisi olarak adlandirilir.
o0
fr Y fn)e™
n=-—00
biciminde yazilir. Fourier serisinin /N ’inci kismi toplami

(SnHIE) =Y fn)e™ (2.53)
n=—N

ile ifade edilir. Amacimiz, X ’teki her f fonksiyonunun Fourier serisinin X ’teki
normuna f fonksiyonuna yakinsadigi yeniden diizenleme altinda degismeyen X

uzaylarina gore karakterize etmektedir. Yani:
lim [|Syf—fllx =0, (f€X). (2.54)
N—o0

Bu durumda, Fourier serisinin X wuzayindaki norma gore yakinsadigini

sOyleyecegiz.

N
P<€i0): Z aneme’
n=—N
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formundaki toplama N dereceli bir trigonometrik polinom denir, (ay veya a_y
sifirdan farkli). Derecesi en fazla N olan bir P trigonometrik polinomu i¢in
SnP = P esitligi gegerlidir. Fourier serilerinin normda yakinsadigr X alt uzayz,
L°° ’nin X ’e siirekli gdmmesi nedeniyle, rasyonel katsayilara sahip trigonometrik
polinomlarla Sy f ’nin yaklagimina izin verdigi icin, zorunlu olarak ayrilabilir
degildir. Bir sonraki lemma, temel fonksiyon ¢, temel fonksiyonu orjinde sifira
yakinsarsa, bu alt uzay1 X, 'nin basit fonksiyonlarinin kapanisi ile esitler. Bu durum

sadece X = L* oldugunda gecerli degildir. T} ile gosterilen 6teleme operatorii
Tyf(e?) = f(&*?), (~m <0, 6 <),

biciminde tanimlanir ve f fonksiyonun siirekliliginin X modiilii, w(f,-)x ile
gosterilir.
w(f,t)x = sup ITsf = fllx, (0<t<m)
<t

biciminde tanimlanir.

Lemma 2.2. X, yeniden diizenleneme altinda degismeyen bir uzay olsun ve X, ba-
sit fonksiyonlarin X uzayindaki kapanisi olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denk-

fir:

(i) ox(0+) =0;
(ii) X uzaywndaki siirekli fonksiyonlarin X, kapanist olur.
(iii) X uzayindaki trigonometrik polinomlari X, kapanist olur.

(iv) Xy uzaymnda oteleme islemi siireklidir,

lim | Tof = fllx =0, (f € X);

(v)
lim w(f,t)x =0, (f € Xp).

t—0t

Ispat. (i)’nin (ii) "yi sagladi§im gostermek igin, X ’teki her f basit fonksiyonunun,
X tizerinde siirekli fonksiyonlarla keyfi olarak yakinsamasinin miimkiin oldugunu
kanitlamak yeterlidir. Bu amagcla, ¢ > 0 olsun.Olciisii en fazla ¢ olan T ’nin bir
alt kiimesi £ "yi ve T ’de ||g||~ < ||fllz~ (ECiizerinde) ||f — g|| < € sarti

saglayan siirekli bir g fonksiyonunu segebiliriz. O zaman

If = gllx < I xellx + 10 = @xeellx + llgxellx
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< 2| fllrepx(e) +epx (1),

ki bu, € kii¢iik oldugunda kiiciiktiir. Eger (i) saglaniyor ise (i) nin (iii) ’yi sagladigi,
trigonometrik polinomlarin siirekli fonksiyonlar uzayinda diizgiin yogun oldugu
gerceginin dogrudan bir sonucudur. Simdi (ii1) 'nin saglandigim1 kabul edelim.
f € Xj olsun ve € > 0 olacak sekilde P Trigonometrik polinomu || f — P||x < /4
saglar. P ’nin diizgiin siirekliliginden (6 > 0 ’1 segebiliriz.)

ITsP = Pllr.. <

ooy (161<9)

elde edilir. X yeniden diizenleme altinda degismeyen uzay oldugundan, Gteleme
altinda degigmezdir. Boylece |¢| < § oldugu durumda

ITof = fllx <[ To(f = P) + (ToP = P)+ (P = f)llx

<2[f = Pllx + TP = Pllo.px(1) <e,

esitsizligini elde ederiz. O halde 6teleme doniisiimii X tizerinde siireklidir, yani
(iv) sarti saglamir.  (iv) sartinin (v) sartin1 gerektirdigi agiktir ve dolayisiyla
ispati tamamlamak ic¢in sadece (v) sartinin (i) sartin1 gerektirdigini gostermemiz

yeterlidir. y, uygun bir aralikta karakteristik fonksiyonu olmak iizere eger

ox(20) = [|Tox — xllx < w(x,|o])x,

formunda yazilirsa aradigimiz sonug elde edilir. |

Lemma 2.3. Bir Fourier serisinin X, uzayindaki norma gore yakinsamasi igin
gerek ve yeter kosul, Sy operatorlerinin kismi toplamin operatér normunun diizgiin
stirlt olmasidir:

ISvllzxy <M, (N=0,1,2,...). (2.55)

Ispat. (2.55)in gecerli oldugunu kabul edelim ve f fonksiyonu X, uzayimna ait
olsun. Eger ¢ > 0 Lemma(2.3) , ||f — P|/x < ¢/(M + 1) olacak sekilde bir P

trigonometrik polinomunun varligi garanti eder. O halde, her N > degree(P) i¢in,

If = Snflix < If = Pllx +1Sx(f = P)llx < (1 +M)[If = Pllx <e

olur. Bu nedenle, Sy f — f (X} uzayindaki norma gore).

Tersine, eger Fourier serileri X}, uzayidaki norma gore yakinsaksa, o halde Sy "nin
operator normlari diizgiin smirlt oldugu her f fonksiyonu i¢in X, {Sx f} X} 'nin
sinirl bir alt kiimesidir. Diizgiin sinirhilik prensibinden elde edilir. Sy daha sonra

(2.55)) kosulunu m carpim operatoriin sinirliligini formiiliize edelim. m operatorii
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baslangicta P(e”) = 32~ a,e™? trigonometrik polinomlar iizerinde
N
mP(e"?) = Z —i - sgn(n)a,e™
N

seklinde tanimlanir. [

Lemma 2.4. kosulunun gegerli olmast icin gerek ve yeter sart,
[mPlx < | Pllx

saglanacak gekilde bir c sabiti var olmasidir. P tiim trigonometrik polinomlart
icin bu durumda, m operatorii, tiim X uzayi iizerinde tamimli ve sinirlt bir lineer

operatore tek tiirlii genisletilebilir. Bu ||m|| z(x,)X < c esitsizligi ve

(mf)"(n) = —i-sgn(n)f(n), (f € Xy,n€Z) (2.56)

saglar.

Ispat. P Trigonometrik polinomlari iizerinde tanimlanan 7" operatorii

T(P)(e”) = ane™,
1. 1 ‘
T(P) = 5 P(0) + 5P +im(P)]

esitligini saglar. Burada P(e”) = YN a,e™ |P(0)] < ||Pl. < ¢|P|x

oldugundan ve m operatoriiniin X, iizerinde sinirli olmasi icin gerek ve yeter
kosulun 7”nin de sinirli oldugu sonucu c¢ikar. Eger P, N dereceden olan

trigonometrik polinomu ise,
T(P)(e) = eN0 Sy (e7NO P(ei0))) ().
Boylece (2.55)) gegerliyse,
IT(P)llx < Sx(e™OP(E))|x < M|IPx

elde edilir. Trigonometrik polinomlar X;’de yogun oldugundan, 7" ’nin (dolayisiyla
m) X, uzayina normu koruyan tek bir genislemesi oldugu sonucuna ulasiriz.

Tersine, eger m (dolayisiyla 7") X, lizerinde sinirliysa, o zaman
SN(P) (6i9> _ e—iNBT(eiN(-)P)eiG) . 6—i(N+1)9T(6i(N+1)(~)P> (eie)’

22



S, operatorlerinin kismi toplami diizgiin sinirli operator normlarina sahiptir.
Simdide gosterelim. Eger f, X, uzayma aitse, X;’de f ’ye yakinsayan
herhangi bir P; trigonemetrik polinomlar dizisi secelim. O zaman X, *de m(F;) —
m(f), ¢linkii m X, tizerinde sinirlt bir geniglemeye sahiptir. X;,’deki herhangi bir g
fonksiyonu icin

[9(n)| < llgller < Cligllx,  (n € Z), (2.57)

esitsizligini sagladigini not edelim. Oncelikle g = mf — mP;, ’e, sonra

g = f — P;,’ye uygulayarak :

(mf)"(n) = lim (mP;)"(n) = —i-sgn(n) - lim Pj(n) = —i-sgn(n)f(n)

Jj—00 Jj—o0
bulunur.Boylece (2.56)) elde edilir ve ispat tamamlanmus olur. [
f(e) = L f(e=9) cot ¢ d¢ (2.58)
27 e—=0+ e<|p|<n 2 ' '

Ardindan, esas deger integralini ele alalm. [ — f operatortii, ( f eslenik
fonksiyon operatorii olarak bilinir). f operatorii Hilbert doniistimiiniin periyodik bir
benzeridir. Esas deger integralinin hemen hemen her yerde varlig1 (2.59) bagintisina
karsilik gelen maksimal eslenik operatoriiniin analizinin aracilifiyla ayni yol ile

kurulacaktir. Yani

b)) = sup —

O<e<on 2T

/ F(e9=9) cot (?) d¢‘ (2.59)
e<|g|<n 2

varligindan sonra Hilbert doniisiimiinde oldugu gibi, temel sonug¢ uygun .S Calderon

operatorii ile maximal operatoriiniin baskin olmasidir
SUN® =g [ s+ [ re
0 1 S
Teorem 2.7. Eger f, L*(T) ise, o zaman f fonksiyonundan bagimsiz bir c sabiti
icin
(bf)"(t) <eSfH(t), (0<t<1),

Ayrica f eslenik fonksiyonu h.h.y. mevcuttur.

(f)(t) <eS(ME), (0<t<1) (2.61)

esitsizligi saglanir.
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Lemma 2.5. Eger P trigonometrik bir polinom ise,

mP = P. (2.62)

Ispat. (2.62) o6zdesliginin yalmizca {e™ : N € Z} diistel degerleri
icin dogrulanmasi yeterlidir, ¢iinkii bunlar trigonometrik polinomlarin temelini
olusturur ve bundan dolay1 operatorlerin her ikisi de lineerdir N = 0 durumu
onemsizdir. Ustelik, N < 0 icin kanit, N > 0 icin degiskenlerin degistirilmesiyle
elde edilecektir. Dolayisiyla N > 0 oldugunu kabul edebiliriz. Bu durumda,

(eNOY(e?) = ip.V. /7r eN0=9) ot (?> do

2m o 2

1 4 ) )
= —p.V./ e N cot ¢ de - eN?
2 . 2

= —g [%p.v. /: sin(N¢) cos (%) dqﬁ] eN?

— i sgn(N)eN = m(eNO)(e?),

temel bagitisindan:
é N-1
sin(N¢) cot (5) =1+2 Z cos(k¢) + cos(N¢)

k=1

elde edilir. |

Teorem 2.8. X uzaymin T' iizerinde yeniden diizenleme altinda degismeyen bir
Banach fonksiyon uzayt oldugunu ve temel fonksiyonunun ¢ x(0+) = 0 kosulunu
sagladigint varsayalim. X,, X uzaywndaki basit fonksiyonlarin kapanisi olsun. O

zaman asagidaki kosullar denktir:

(i) X, cinsinden Fourier serileri normda yakinsar;

(ii) Sy kismi toplam operatorleri X, iizerinde esit sekilde simirlanmustir;
(iii) m carpan operatorii X, ile stnirlidir;
(iv) Eslenik islev operatorii X, ile sumirlidur;

(v) Calderon operatorii

ds
5

Sfr(t) = /01 f*(s) - min (1, ;)
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0, 1] araliginda X, nin Luxemburg tasviri olan (X))~ ile stnirlidir: Bu kosullardan

herhangi biri saglaniyorsa, X, 'deki tiim f icin mf = f h.h.y. gecerlidir.

Sonuc 2.3. X , T iizerinde ayrilabilir, yeniden diizenleme altinda degismeyen bir

Banach fonksiyon uzayi olsun. Fourier serileri, ancak ve ancak X ’in Boyd indisleri
0<ay,ax <1

kosullarint sagliyorsa X uzaywindaki norma gore yakinsar. Ayrilabilir olmayan uza-
vlar icin X yerine X, kullanildiginda da benzer bir sonucun ortaya ¢iktigini be-
lirtelim.

Simdi cemberdeki (veya herhangi bir sonlu atomik olmayan 6l¢ii uzayindaki) Boyd
indislerini tamimlamak icin gerekli diizenlemeleri yapalim. Luxemburg temsil teo-
remine gore X yeniden diizenleme altinda degismeyen uzay: [0, 1] araliginda tanim-

landigini varsayabiliriz. Bu durumda, uygun bir E, genisleme operatorii

(Bf)(s) = f(st), 0<s<min(l,1/%), 2.63)
0, min(1,1/t) <s <1

secilir. Daha once oldugu gibi
hx(t) = [[Evpellzcx)

g0z oniine alalim. O zaman hp~(t) < 1 ve hp~(t) < t. Dolayistyla (Onerme

2.1), By f < max(1,t)f oldugunu gosterir. Interpolasyon teoreminden (Teorem

R.2))hx(t) < max(1,t) esitsizligi vardir. (2.63)’den (E.f)* < Ey(f*) oldugu

sonucu ¢ikar, dolayistyla h x

1 1
) =sup {3 [ Bues ()7 (o)ds 17l < 1. lolw < 1

biciminde verilir. hx ’in azalmayan fonksiyon olugunu géosterir. Ayrica E;/q =
Eyj0 By igin 0 < s <t oldugundan alt carpimsaldir. Bu nedenle X ’in ay ve
ax Boyd indislerini tamimlamak icin alt carpimsal fonksiyonlarin genel teorisine
basvurabiliriz (bkz. Tanim 2.13).

Simdi indislerin ozellikleri tam olarak belirlenebilir.

ha(t) = thy (%) (>0, (2.64)
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ozdesligi kritik rol oynar.

/0 Eu(f)(s)g" () ds = / T (3) () ds

1A1/¢
—t / £ (u)g" (ut) du

0
1
<t [ JEg () du
0

esitsizliginden hx(t) < thx(1/t) sonucu ¢ikar. Aym sonucu X' uzayina uygu-
ladigimizda ters egitsizlik ve (2.64)) elde edilir.
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3

HARMONIK VE ANALITIK FONKSIYONLARIN
BANACH SINIFLARI VE SINGULER
INTEGRALLER

Bu boliimde, birim ¢ember {izerinde tanimli harmonik ve analitik fonksiyonlar
sirastyla Banach ve Hardy uzaylar1 kullanilarak incelenmektedir. Fatou lemmasi
ile Poisson-Stieltjes integrallerinin sinir degerlerinin hemen hemen her yerde, 1 <
p < oo araligindaki Plesner teoremi harmonik fonksiyonlart h; smifina ait olma
kosullar1 ve h, smifi incelenmektedir. u € H, fonksiyonunun ¢ araciliiyla
eslenik fonksiyonunun L,-normunun tahmini iizerine Riesz teoremi gibi klasik
sonuglar ele alinir. Birim ¢ember iizerinde tanimli harmonik fonksiyonlarin, sinir
degerlerinin normuyla belirlenen hx sinifi ve analitik fonksiyonlarin Hyx Hardy
siniflar1 incelenmektedir. Ozellikle, Hx simfindaki fonksiyonlar icin Poisson ve

Cauchy formiilleri elde edilmektedir.

3.1 Poisson Cekirdegi ve Fatou Teoremi

Bu ¢alisma, komplex analiz ve fonksiyonel analiz alanlarinin kesisiminde yer alan
onemli bir konuyu ele almaktadir. Ozellikle, harmonik ve analitik fonksiyonlarin
cesitli Banach uzaylar1 icerisindeki kullanimlari, singiiler integraller, sikca

kullanilan Poisson cekirdegi ve Fatou Teoremi gibi kavramlar incelenmektedir.

3.1.1 Poisson Cekirdegi
Karmagik diizlemde birim disk intT = {z € C : |z| < 1} ve birim ¢ember T

olarak gosterilsin. T iizerindeki noktalar, 2 = 1 noktasindan itibaren 6l¢iilen s yay

uzunlugu kullanilarak parametrik olarak ifade edilsin: f(s), s € (0, 27| fonksiyonu
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yeterince diizgiin fonksiyon olsun. Bu fonksiyonu, Fourier serisine agalim:

NE

f(s) = % + ) (agcosks + bysinks),

M

1

2
ay = —/ cosksds,k =0,1,...;
0

™

1 21
by, = —/ f(s)sinksds, k = 1,2, ...
m™Jo

intT birim disk iizerinde Laplace denklemini ele alalim: Au = 0
p = /22 +y?* ¢ = arctg? Kutupsal koordinat sistemi iizerinde Laplace denklemi
asagidaki sekilde ifade edilir :
v ldu 1 d%u
A = — E— _—— =

ule) a2 pdp " R dg?
Bu denklemin ¢oziimiinii u(p, ) = R(p)®(p) formunda artyoruz. Bu ifadeyi
denkleme yerine koyarak ve degiskenleri ayirdigimizda,

d*u

% AD(0) =0

i () +A®(p) =0,
2—d2“R( )+ iR( ) = AR(p) =0
P ORNill p) =

elde edilir. ®(¢) = (¢ + 27),Vp € (0,27] acikga goriilebilir. Tk denklemden
ise A\ = n? elde edilir ve genel ¢oziim @,,(p) = a,cosny + B,sinng seklindedir.
Burada o, ve f3, reel sayilardir. A\ = n? icin ikinci denklem, iki lineer bagimsiz
¢coziime sahiptir. p" ve p~" R(p) fonksiyonunun p < 1 i¢in smirli olmast
gerektiginden, p~" ¢6ziimii kabul edilemez. Buna gore, R, (p) = p™,n > 0. Simdi,

u(p, p) ¢oziimiinii bir seri formunda bulmaya calistyoruz:

(0 > .
ulp.p) = 5 + Y " (awcosng + By sinng), 3.1)
n=1

acikca goriilmektedir ki, eger |av,; 8,] < M = const < +o0, ise, 0 zaman (3.1
serisi ve tiirevi alinarak elde edilen seri, p < p; < 1 aralifinda p; = const
i¢in diizgiin yakinsaktir. Buna gore, (3.1)) serisi terim terime tiirevlenebilir ve bu
birim ¢emberinde serinin toplami, T harmonik fonksiyondur. (3.1)) serisinin a¢ilimi

p = 1ig¢in anlamh ve intT bolgesinde u fonksiyonun f(s) degerini almasi gerekir.

28



Bundan dolayz,

u(l,s) = % + ;(ancosngo + Businng).
Bunu f(s) fonksiyonunun seri agcilimiyla oy, = a, k£ =0,1,...;
Br = b k = 1,2, ... Fourier katsayilarin1 elde ederiz. Sonug olarak, problemin

genel ¢oziimii agagidaki gibidir:

00
Q

0,p) = ? Z p"(agcosky + Brsinky).
k=1

ay ve by ifadelerini seride yerine koyup doniisiimler yapdigimizda

1 2m

27 @
/ Z p"(coskscosky + sinkssinky)ds =

27 O
- % ‘ f(s) <1 + QZpkcosk;(s — gp)) ds

k=1
bulunur. i
Zpkzezks — (1 - pei*)~!
k=0
ve
prcosk(s — @) = RepFe*s=9),

g6z Oniinde bulundurdugumuzda

1+2 Zpkcosk(s —p)=—-1+ QZpkcosk(s —p) =
k=1 k=0

00 -1

- _1 + 2R€ Z pkeik(s—4p) = —]_ + 2R€ (1 _ pei(s_¢)> —
k=0

1— pei(s_@) 1 — p2

+ 6(1 — pel(s—go)(]_ — pe—l(S—Cp)) 1 — 2pcos(s — SO) _I_ p2

elde edilir. Bu nedenle
1 27

27 Jo

2

I—p
f(s)l —2pcos(s — )+ p

u(p, ) = sds,p < 1. (32)
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Bu integral Poisson integrali olarak adlandirilir ve yeterince diizgiin f(s)
fonksiyonlart i¢in Dirichlet probleminin gercek bir ¢oziimiinii sagladig1 sonucu,
yukarida ozetlenen yaklagim kullamilarak kanitlanabilir. Bunun i¢in f(s) nin
Fourier katsayilar1 iizerinde On tahminlerin (kismi integrasyon yontemiyle)
olusturulmas: gereklidir. Integralin gekirdegi asagidaki sekilde ifade edilir:

1 — p2 eis +p€i¢
Py(s — ) = = Re— —.
b(s =) 1 —2pcos(s — @) + p? Ceis _ peip
Dolayisiyla, , .
1 T e’ 4z i
u(p7 90) = Re%/ f(S) cis _ sta & = pe ’. (3.3)
0

Cauchy-Riemann denklemlerine gére, u(p,p) harmonik fonksiyon bir reel
sabit farkiyla bir J(p, ¢) eslenik harmonik fonksiyon tanmimlar ve

f(2) = u(p, p) +i9(p,Y) seklindeki karmagik degerli fonksiyon, z = pe'? ye gore
analitiktir.( denkleminden yararlanarak asagidaki formiilii :

2m S
f(z) = %/0 fls)= J_r “ds +ic, (3.4)

elde edilir. Burada ¢ € R, ve ¢ = Imf(0). Bu formiil, intT birim disk iizerinde
f(s) siur degerleri verilen f(z) analitik bir fonksiyonunu verir. u = Ref(z) olsun.
( formiiliindeki integral genellikle Schwarz integrali olarak adlandirilir. ¥(p, )
fonksiyonunun, O halde

91, 0) = flg), ¢ € (0,27],

f () yeterince diizgiin sinir degerlerine sahip oldugunu varsayalim, boylece

F(e®) = f() +if(e).

Y(p, ) fonksiyonunu Poisson integrali olarak ifade ederek asagidaki sonuca ulagilir

f(2) = u(z) +i9(z) = u(p, ) +i0(p, p) =

1 2 is 1_102
T Jo — 2pcos(s — ) +p

Boylece, analitik fonksiyonlar (sadece harmonik olanlar i¢in degil), Poisson

ds. 3.5)

integrali, bir i¢ nokta z’deki fonksiyonun degerini, sinir degerleri f(-) ile
saglanir. Onceden verilmis bir f(e**) fonksiyonu igin, (3.5)) integrali bir harmonik
fonksiyonunu ifade eder ve bu fonksiyonun z’ye gore analitik olabilmesi ig¢in,

f(e”*) = Imf(e*) fonksiyonu, u(-) harmonik fonksiyonuna eslenik olan v(-)
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fonksiyonunun sinir degeri olmalidir. Bu durumda, «(-)’nun sinir degerleri f(e%) =
Ref(e*) olur.

Formiil ’ten ortalama deger teoremi elde edilir. (6zelliklef(0) ’in degeri T
tizerindeki aritmetik ortalamaya esittir). formiiliinii kullanarak f(z) = u + 0
ve —if(z) = 9 — iu fonksiyonlarina uygulayarak, birim ¢ember i¢in Cauchy

formiiliinii kolayca elde ederiz :

1S

1 2 )
fE) =57 | HE)m—ds.
1 2
ulp,y) = o i Pp(s — p)dpu(s), (3.6)

daha genel bir integrali ele alalim. y(s), (0, 27|araliginda tanimli, sinirl varyasyona
sahip (genel olarak karmagik degerli) bir fonksiyon olsun. (3.6) fonksiyonunun
birim disk i¢inde harmonik oldugu dogrudan dogrulanabilir. Asagidaki teorem

gecerlidir.

Teorem 3.1 (Fatou Teoremi). p(-) nin tiirevlenebilir oldugu vy, (0, 27| araliginda,
bir nokta olsun. O zaman, (@) formiilii ile tanimlanan u(p, p) harmonik fonksiy-
onu intT icinde = = pe’¥,p < 1, olan bir nokta, T icinde herhangi bir tegetsel

olmayan yol boyunca sinir noktast *#° ’ye yaklagirken

limu(p, ¢) = pt'(¢o), (3.7)

saglar.

Ispat. 1u(¢o) = 0 oldugunu kabul edelim. p(s) fonksiyonu genel durumu
kaybetmeden bir sabit ¢ikarmak, dyu(s) olgiisiinii ve dolayistyla (3.6) integralinin
degerini degistirmez. z = pe'? ’yi €?° noktasina baglayan yay, p = p(a), ¢ =

o(a), 0 < a <1 bi¢iminde parametrelendirilmistir.

Ka(s;¢0) = sin(s — o) P (s — p(a)), (3.8)

fonksiyonu goz Oniine alalim. Harmonik fonksiyona karsilik gelen parametreler
P,.(p) integrasyonu ile hesaplamr. Eger u(s), wu(0) = pu(27) kosulunu
saglamiyorsa o zaman bu fonksiyon 1 (s) = u(s) — As kosulunu saglar. Burada
21 A = pu(2m) — 1(0) olur.

1 27
u(p, @) = %/0 Py(s — p)dpi(s) + A,
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oldugundan ve
1 2m
%/0 Py(s —p)ds =1,

ozdesligi ile bir p(s) periyodik fonksiyon kosulunu géz 6niine almak yeterlidir. Bu

varsayim altinda, formiiliiniin kismi integrasyonu asagidaki esitligi verir:

s=2m

u(p, p) = %@p(s —p)u(s)

Ss=

0
1 2 1 21
—%/0 Pp(s — p)u(s)ds = —%/0 P (s — p)u(s) ds.

(3.8)) formiiliinden

[ w(s)ds
= Ko(s;900)—F———
u(p(a),gp(a)) o 0 (S §00) SlIl(S - (;00)
elde edilir.  p(p9) = 0, kosulundan ve p(gp) tirevinin varlik teoreminin
kosulundan
. p(s) :
lim — 2
0 — o) 1o(0)

sonucu ¢ikar. (3.8)) ¢ekirdeginin bazi 6zelliklerini verelim.

(a) 0 < é < 7 olsun. O zaman,

lim  sup  [Ka(s;¢0)| =0.

=L s—|>6,5€[0,27]

Bu, 6zellik

2p(a) [1 = p*(c)] sin(s — o) sin(s — p(a)
[1—2p(a) cos(s — p(a) + p2(a)°

Kao(s;00) = — 0<s<2mn,

formiiliinden elde edilir. |s — @g| > § esitsizliginden ve o — 1 iken ¢(a) — ¢q
iligkisi 1’e yeterince yakin o oldugunda cos(s — ¢(«)) < 1—g¢, burada ¢ > 0 olarak
elde edilir.

(b) Asagidaki sonug gecerlidir:
il_l}ll J(a, ) = —1, (3.9)

burada )
1 s
J (o, o) = %/0 Ko(s;¢0) ds.
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(c)

Kismi integrasyon yontemiyle

1 27 1 27
— Ko (s; o) ds

o =5 i sin(s — o) Z,(s — @) ds =

1 2w

S cos(s — o) P,(s — p)ds.
21 Jo

P,(s) serisini diizgin yakinsak bir seriye agarak, son integrali kolayca

hesaplayabiliriz, boylece

1 2

5r | Kals.00)ds = —peos(ie(a) — o).
™ Jo

Sonug, (v — 1) igin p(«) — 1 oldugunda, p(a) — o seklinde (3.9) elde
edilir.

Teoremin kosullar altinda o — 1 iken

2
/ K o(s: 00)] ds,
0

integrali sinirlidir.

27 27
/ | Ko (s;00)|ds = / |sin(s + ¢ — o) 2(s)| ds <
0 0

2w 2
< |sin(ep — ¢o)| / |Z(s)| ds + / |sins &2 (s)|ds. (3.10)
0 0
Her bir terimi ayr1 ayr1 géz 6niinde bulunduralim.
2p(1 — p?)sin® s <0,
(14 p*—2pcoss)? —

sins &) (s) = —

oldugunda

2 27
/0 | sins 2 (s)|ds = —/0 sins 2 (s) ds =

27
:/ cos sZ,(s)ds = 2mp,
0

bulunur ve (3.10) denklemindeki ikinci integralin sinirlilig1 agiktir. Ayrica,

27
sinte o)l [ 125()]ds = 2|sin(i — o)l
0
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Lo

Sekil 3.1 Birim cemberde Poisson ¢ekirdegi ve agisal ozellikler

/L@’ )|ds = —2|sin(¢ — cpo|/ 2

= —2|sin(p — o) | [P,(T) —
1—p 1+p

— _9sin(p — Sl A
sin(e - o) | 152 1_J

_ Splsin(e — po) _ lsine — o)
1—p? - 1—0p

elde edilir. (c) Smrhlik 6zelligini ispatlamak igin, son teoremin sinirliliini
ispatlamak yeterlidir. o noktasindaki p = p(a), p(a) = ¢ teget olmayan
yaklasimi kullanacagiz. Bu kosul, yolun A = ¢*° noktasindaki bir kose ile bir
acinin tamamen i¢inde yer aldigini ve aginin hi¢cbir kenarinin A noktasinda cemberle
teget olmadigini ifade eder. ABAC tiggeninde (Sekil siniis teoremi ile su

iligkiyi elde ederiz:
BC  BA

sind sinw

buradan BC' =1 — p,
BA% =1+ p* — 2pcos(p — g) oldugu anlamina gelir. « — 1iken § > &y > 0

oldugundan
1+ p* —2pcos(o — o) < M(1—p)?, burada M = const.

bulunur. 1 — p = ¢ bagintisim aldigimizda

cos(p — ¢p) = 1 — 2sin? (gp _2900) )
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elde edilir. Buradan ¢ekirdek i¢in asagidaki yaklagim bulunur :
cos(p — o) = 1 — 2sin? Ld 2900

oldugunu goz 6niinde bulundurarak, kolaylikla asagidaki ifade elde edilir:

$=%0

1+ 4(1 — ¢)sin® < M,

e2

Boylece @ — 1iken |sin(¢ — ¢g)|/1 — p sinir kosulu i¢in gegerli olacaktir. Teorem

asagidaki yaklagim kullanilarak ispatlanacaktir. Fonksiyonu v(s) = %
1 (po) olarak tanimlayalim. O zaman
1 2
u(p(a), p(@) + J(a; o) @' (wo) = —5— | v(s)Kals, po)ds. (3.11)
0

Asagidaki esitsizlik gecerlidir

wo+0

/ v(s)Ko(S;00)ds| < max |v(s |/ (s;00)|ds,
0o—0 ls—¢pol<d

bu da v(s) fonksiyonunun s = 4,00 noktasindaki dejenere olmadigini ifade eder. Bu,
| — po| < 0 bolgesinde (3.11)) integralinin, o sifira giderken, &« — 1 oldugunda
diizgiin bir cekirdek ile s1n1r1anablleceg1 gergeginden kaynaklanmaktadir. (3.11)
denklemindeki integralin degeri &« — 1 oldugunda 0’a yaklasir bu da (3.9)
denklemindeki siireklilik ile tutarhdir ve ayrica denkleminde diizgiin bir
stireklilik tahmini saglar.[21]] |

Sonu¢ 3.1. (3.6) Poisson-Stieltjes integrali, intT iizerindeki hemen her yerde
u(1, s) icin sonlu limit degerlerine sahiptir ve bu degerler, rastgele herhangi bir
teget olmayan yolda tiirev 1'(s) ile cakisir. Bu limit degerleri hemen her yerde
sonludur ve hatta (0, 27| araliginda entegre edilebilir bir fonksiyon u(1,s) olus-
turur. ([3.2)) Poisson—Lebesgue integralini ele alalim. Bilindigi gibi, bu durumda
du(s) = f(s)ds, u(s) = [; f(o)do ve ji'(s) fonksiyonu hemen hemen her yerde
vardir ve hemen hemen her yerde f(s) fonksiyonuna esittir. Ozellikle, bu durum

f(s) fonksiyonunun siirekli oldugu her noktada gegerlidir.

Buna gore asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2. Lebesgue integrallenebilir herhangi bir f(s) fonksiyonu icin,
Poisson-Lebesgue integrali, h.h.y. T cemberi lizerinde verilen hemen hemen her
verde u(1, @) teget olmayan sinir degerlerine sahiptir ve h.h.y f(yp) ile ¢akigr.
Ozellikle, u(1, @) limiti vardur. f(s) fonksiyonunun s = ¢ her siireklilik noktasinda
f (@) degerine esittir.
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3.2 Harmonik Fonksiyonlar Uzay1 ve Plesner Teoremi

Bu calismada, birim diskteki harmonik fonksiyonlarin h, uzaylarindaki sinir

davraniglari, Plesner teoremi incelenmektedir.

3.2.1 h,uzay

u(p, ), intT birim ¢emberin i¢inde diizgiin ve harmonik fonksiyon olsun

— 1
() = T —flu(pi ), < +o0
ve kosulunu saglasim. Tiim bu fonksiyonlarin kiimesini 5, ile gosterelim. 1 < p <
+00 i¢in, h, — hy bir siirekli gdmmesinin oldugu agiktir. Bu durumda, asagidaki

klasik teorem gecerlidir.

Teorem 3.2 (Plesner Teoremi). Birim diskin icinde u(p,p) , p < 1, harmonik
fonksiyonu h, sinifina aitti, ancak ve ancak p < 1 icin bir Poisson-Stieltjes in-

tegrali olarak ifade edilebilir.

wpo) =5 [ Pals—oduts) () G.1)

Burada pu(s) fonksiyonu (0, 2] araliginda sinirli varyasyona sahiptir. u(p, ) har-
monik fonksiyonunun siirekli olmasi icin gerek ve yeter kosul, artmayan bir ji(s)

fonksiyonu ile Poisson-Stieltjes integrali olarak ifade edilebilmesidir.

Sonug 3.3. Bir u(p, p) harmonik fonksiyonu, hy sinifina aittir, ancak ve ancak iki
negatif olmayan harmonik fonksiyonun farki olarak ifade edilebilir. Aslinda, v € h,
ise, bu fonksiyon ( &7 ) Poisson integrali biciminde ifade edilebilir ve ;1 = 1 — o

alinabilir yeterlidir, burada i, negatif olmayan ve artmayan fonksiyonlardir.

Tersine durum ise Plesner Teoremi [3.2.1fden ¢ikarilmaktadir.

Sonu¢ 3.4. Keyfi bir uw € h, fonksiyonu, (p € [1,+00]) [0,27] iizerinde h.h.y.
stfirdan farkly simir degerlerine sahiptir. Bu degerler [0,27]| iizerinde toplan-
abilir bir fonksiyon olusturur ve bu nedenle h.h.y sonlu bir fonksiyondur. Aslinda,
u(1;p0) = 1 (o) h.h.y esittir ve sinirlt varyasyona sahip fonksiyonun tiirevi vardir
ve toplamlanabilirdir. Poisson—Lebesgue integrali, Poisson—Stieltjes integrali bici-
minde ifade edilebilecegi tamamen agiktir. Simdi, Poisson-Stieltjes integrali bigi-
minde ifade edilebilen ancak Poisson-Lebesgue integrali biciminde ifade edile-

meyen bir fonksiyon ornegi verelim.

1+2 1-p? -
== :(@ — 1P
1271 + p2 —2pcosp o($), 2= pe

u(p,p) =R
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kabul edelim. Bu, p < 1 icin negatif olmayan bir harmonik fonksiyondur
ve , |z| = 1 cemberindeki tiim noktalarda sifira esittir, bununla birlikte ancak
z = 1 noktasinda, z — 1 (teget olmayan) bir yaklasirken (4-o00) ’ye gider.
Plesner Teoremi’ne gore, bu fonksiyon Poisson-Stieltjes integrali ile ifade edilebilir.
Eger ayn1 zamanda Poisson-Lebesgue integrali ile de ifade edilebilseydi, bu son
integralin f(s) fonksiyonu h.h.y. (Sonug ) ‘e dayanarak, sifira esit olurdu ve
dolayistyla u(p; ¢) = 0 olurdu ki bu miimkiin degildir. h, siiflarinda, asagidaki

Oonemli teorem gecerlidir.

Teorem 3.3. Bir u fonksiyonu, h,,p > 1 olmak iizere h, sinifina aittir, ancak ve

ancak f € L, olmak iizere

wpe) = 5 [ F6Z s = )i (@-1) (2

Poisson-Lebesgue integrali ile ifade edilebilir.

Dirichlet Problemini tanimlayalim.

Tanim 3.1. (Dirichlet Problemi) : Dirichlet problemi, birim ¢cemberde h.h.y. verilen
bir f € L,(0,2m) fonksiyonu, sinir degerlerini saglayan bir v € h, fonksiyonu
bulma problemidir. Ozellikle, 2 = pe¥.# e'¥0 noktasi igin, u ¢dziimii [0, 27]
araligindaki neredeyse her ¢, degeri icin herhangi bir teget olmayan yol boyunca

kosulu saglar.

Teorem 3.4. Dirichlet probleminin bir ¢oziimii vardir, tektir ve p > 1 drumunda
Poisson-Lebesgue integrali (& — L) seklinde ifade edilebilir.

Bu teoride asagidaki Riesz teoremi dnemli bir rol oynamaktadir.

Teorem 3.5 (F. Riesz). u(p, ) ve ¥(p, @) eslenik harmonik fonksiyonlarin her ikisi
de h, sinifina ( p > 1) aittir ya da ait degildir. Ayrica p ’ye bagh bir A, > 0 sabiti
vardir. Oyle ki :

2

2m » 1/p » 1/p
(/ [9(p, ) dw)) < Ap</ |u(p, ¢)] dsO)) ,p> 1.
0 0
Tamm 3.2. (Hardy Siniflart) : intT icinde
2m )
Mp(P) = lim —/ |D(pe’”)|Pdo < 400, p>0
0

kosulunu saglayan ®(z) analitik fonksiyonlar smifin1 ele alalim. Bu fonksiyon

siifini H " ile gosterecegiz. u(p,0) = Re®(pe’?) ve O(p,0) = ImP(pe”),
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harmonik fonksiyonlari h, smifina dahildir ancak ve ancak ® € H olmasidir.
® fonksiyonunun oOzellikleri Onceki sonuglardan elde edilir. Ozellikle, h.h.y.
oo € (0,27], ®T(e™°) = lim ®(pe’) pe'” sonlu noktasimin e’ ’ya teget olmayan
yaklagimi i¢in sonlu ve sinir degerleri vardir ve T (e*) degerler L, (0, 27) uzayina
aittir. Plesner teoreminden, ® fonksiyonunun H;~ sinifina ait olmasi igin gerek ve

yeter kosul Poisson-Stieltjes integrali

1 2

2 Jo

B(z) = Po(o— s)dps), == pet,

edilmesidir. Burada genellikle p-karmasik degerli sinirli varyasyona sahip bir
fonksiyondur. Dikkat edilir ki, H; sinifindaki ® fonksiyonu ve h; sinifindaki
harmonik fonksiyonlardan farkli olarak, yalnizca Poisson-Stieltjes ifadesi ile degil,

ayni zamanda Poisson-Lebesgue integrali olarak da ifade edilebilir

1

2w
—/ Ot ()P, (0 — s)ds, z=pe”.
2 Jo

®(z) =
Hardy uzaylar teorisinde, Blaschke carpim kavrami onemli bir rol oynar. Bu

nedenle, bu kavramla ilgili bazi temel bilgileri verelim.

Onerme 3.1. Birim disk |z|] < 1 iginde {&,},cn noktalar dizisi verilsin.
Bu noktalar, n arttikca modiillerinin artmayan sirada siralandigi bir sekilde

indislenmistir (|£,| < [£,41])- Eger

[e.9]

> (1= [€]) <+o0, &l <1 VneN, (3.12)

n=1

kosul saglanir ise birim disk |z| < 1 i¢inde, |b(z)| < 1 olacak sekilde ve {¢,}
sifirlari ile cakigan bir fonksiyon b(z) analitik fonksiyonu vardir.

b(z) fonksiyonu :

b(z) = lim b, lg H fn—Z |£" H Sn—z 6] (3.13)
n=1

m—oo n n n fn

biciminde tanimlanir ve Blaschke carpimi olarak adlandirilir.

H; sinifindaki fonksiyonlar i¢in agsagidaki sonuclar vardir.

Onerme 3.2. ® € H, p > 0 olsun ve ® fonksiyonunun sifirlarini, {&,}nen
dizisi olarak yazalim. Burada fonksiyonun her bir sifirn katlilik sayis1 kadar

tekrarlanmistir. Bu, esitsizlik (3.12)) ile saglamaktadr.
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Onerme 3.3. Birim disk iizerinde h.h.y z = 1 ¢emberinin iizerinde modiilii 1 ’e
esit olan Blaschke ¢arpimi (3.13) sonlu ve teget olmayan sinir degerleri b™ (') "ya

sahiptir.

Simdi, F. Riesz teoremini kanitlayalim.

Teorem 3.6. H," sinifinda yer alan ve p > 0, sifirdan farkli her ®(z) # 0, fonksiy-
onu

O(2) =b(2)P(2), |2 <1, (3.14)

biciminde ifade edilir. Burada b(z), intT diskinde tanimlt ve |b(z)| < 1 kosulunu

z| < 1 i¢in sifir noktasina sahip

saglayan bir fonksiyondur. Ayrica, 9 € H,,
degildir. Bununla birlikte, ju,(r; o) < M,(®) kosulu saglamr. Burada

1 2 . :
ol @0) = 5= [ [@(re®) e, (@) = Tim, ().

Ispat. Eger @, intT birim diskin iizerinde sonlu sayida sifira sahip ise o zaman b(-)

fonksiyonu
b(2) = bn(z) =  —
(2) = bm(2) L[l . &

karsilik gelen Blackhe carpanlarinin ¢arpimi olarak ifade edilir. Burada ®(,,) =
0 ve n = 1,m sayillardi. @, € HF olmas: gergegi by (z) fonksiyonunun
hhy. |z| = 1 iizerinde 1 modiiliine sahip olmasi 6zelliginden kaynaklanir.
Teoremin son ifadesi, V& € H, igin p,(r; ®) fonksiyonunun monotonlugunun
bir sonucudur. ®(z), intT ’den sonsuz sayida sifira sahip olsun. Bu durumda,

Onerme(3.2) ve Onerme (3.3) 'den ®(z) fonksiyonuna karsilik gelen bir b(z)
®(2)
b(z)
yoktur. m — oo ’aiken ,up(r;%) < M,(P), esitsizliginden teorem ispat

s — By (2) elde edilir. _

Blaschke carpimi vardir. Boylece ®¢(z) =

fonksiyonu intT ’de sifir noktasi

edilmis olur. Burada

Asagidaki temel teorem F. Riesz’e aittir.

Teorem 3.7 (F. Riesz’in teoremi). Y& € H} p > 0 igin, ®F(e**) fonksiyonunun

hemen hemen her yerde teget olmayan sinir degerlerine sahiptir.

2T 2
lim | (re')[P ds:/ DT (") |P ds, (3.15)
r—=1-0 J, 0
2
: s\ _ T+ 18\ |p —
Tlgrio i |D(re*®) — T (re*)|P ds = 0. (3.16)
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Teorem 3.8 (Riesz gosterimi). ®(2) € H;" fonksiyonu icin, asagidaki sinir integra-

2w
/ ®(eds =0
0

Bu tiir fonksiyonlar icin, teorem sinir kosullari teget olmayan degerler icin tanim-

line iliskin teorem vardir :

landiginda gecerlidir.

Teorem 3.9 (F. Riesz-G. Fichtenholz). ® fonksiyonunun H; sinifinda tanimlanmus
olsun, dejenere olmayan ve yatay olmayan bir fonksiyon olsun ve bu fonksiyon sinir
integralinde asagidaki kosullar: saglamalidir.( z = pe'):

1 2

O(z) = o [ Pylo - )du(s),

T or 0
Poisson-Lebesgue integral olarak;

B(z) = o /0 "Bt () P (0 — s)ds,

T o
Cauchy-Lebesgue integral olarak ;

o) = [ 0%e)

e"ds
eis — 2’

Cauchy-Stieltjes integrali olarak ;

B(z) = — /O%M.

27 eis — 2

Bu teoremlerin gelisimi, ozellikle E.E. Pivovara’min ¢alismalarinda bulunmaktadir

[22] .

3.2.2 Smirnov Teoremi

Analitik fonksiyonlar teorisinde sinir deger problemlerinin incelenmesinde
asagidaki temel teorem Onemli bir rol oynar.

Teorem 3.10 (Teorem (V.I. Smirnov)). ® € H}, p > 0 olsun. Eger (0,2n] ar-
aliginda h.h.y. |®* ()| < M (M bir sabittir) esitsizligi saglaniyorsa |®(z)| < M
Vz € intT igin gegerlidir. Ayrica, eger ® € Ly(0,27) ve q > pise, ® € H olur.

Teorem 3.11 (A. Zygmund). Fonksiyon f(s), (0,2n] araliginda reel degerli sinirli
bir fonksiyon ve m = supyg o, vraif(s) < +oc olsun. exp{+ASf} ve exp{|\Sf|}
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Al < 5 olacak sekilde tiim X\ degerleri icin iyi tammlidir. Eger f(s) siirekli

ve 2m-periyodik bir fonksiyon ise, bu fonksiyonlar herhangi reel \ deger icin iyi

integrallenebilir.

Teorem 3.12 (Smirnov). Cauchy-Stieltjes integral

Fe) =5 [T <

21 T— 2z

Vo € (0,1) igin H; simifina ait bir fonksiyondur. Burada 1 (e*) fonksiyonu (—m, 7|
araliginda egri ya da kapali yoldur.
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4

AGIRLIKLI SIMETRIK UZAYLARDA SINGULER
OPERATORLERIN SINIRLILIGI

4.1 Agirhikh Banach Fonksiyonu

I' ¢ C, C iizerinde bir Jordan egrisi olsun (yani birim ¢cember homeomorf bir egri)
[’nin yonlendirilmis oldugunu ve yay uzunlugu ile olusturulan |d7| lineer Lebesgue
Olciisii ile tanimlandigimi varsayalim. p tizerinde pozitif yon saat yOniiniin tersidir.
Olgiilebilir bir f : I' — C fonksiyonununa uygulanan singiiler Cauchy operatorii,

asagidaki sekilde tanimlanir

1
(SF)(t) = lim—_/ @) 4 ver,
r—0 27TZ F\F(tnd) T—1

burada
Lt;r)y={rel:|r—t|<r}, r>0.

f € Ly(T) ise, (Sf)(t) T tizerinde h.h.y. vardir. (bkz. [23] [Teorem 2.22]).
Olgiilebilir bir w : I' — [0, 0o] fonksiyonu agirlik (veya agirlik fonksiyonu) adini
alir. |w™'{0,00}| =0 (burada | - | Lebesgue 6l¢iisii) ise Agirlikli Lebesgue uzay1
LP(T):

1/p
ufHLgm:(/F If(T)Ipwp(T)\dﬂ) Cl<peoo

seklindeki norm ile tanimlanir. S bir singiiler operatorii L2 (I')1 < p < oo iizerinde
stnirhidir 5 yani S € L(LP(I')) <= w Mucenhoupt agirhgidir (w € A,(T)).
Dolayisiyla

1 1
1 (1 / v
sup sup (—/ wp(7)|d7'|> <—/ w? (7’)|dr|)p < 00,
tel r>0 | \7" Jr(tr) " JT(tr)

% + [% = 1. Bu konu hakkinda daha fazla bilgi icin [24]] bakilabilir. Carleson

sinifinin tammindan e8er w € A,(I") ise I' egrisi Carleson egrisidir. (ya da
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Ahlfors-David anlaminda diizenli egrisi). Yani :

I'(t;
Cr = supsup LI < 00,
tel’ r>0 r

C'r sabit Carleson sabiti olarak adlandirilir. Eger X (I'), I iizerinde bir Banach uzay1

ise, 0 zaman agirlikli Banach uzay1 X, (T") asagidaki sekilde tanimlanir
Xo() ={f € Z(L;ldr]) : fw e X(I)},

burada .7 (T'; |d7
ile ifade eder. w ile agirlikli uzay géz oniine aldigimizda, X, (I") nin yapis1 X (I")’ye

), I iizerindeki fonksiyonlar kiimesini ve Lebesgue ol¢iisiinii |d7|

benzer, yani X, (I") de bir Banach uzay1 olur. I”nin herhangi bir 6l¢iilebilir alt
kiimesi &/ C I'igin :
Ixellxlxellx = |E]

esitligi saglanir. X, I iizerinde Banach fonksiyon uzay1, X uzayinin X (I') "ya gore
X' yazalim. p(-) agirlik fonksiyonu ve w : I' — [0, co] negatif olmayan 6l¢iilebilir

bir fonksiyon olsun. pw : #*(T'; |dr|) — [0, oc] fonksiyonu ve X, :
po(f) = p(fw), feFT(Tsldr)); X, ={f € Z(I;ldr]): fw e X}

seklinde tanimlanir.

Lemmad4.1. i) p, agirligi (P1) — (P5) kosullarim saglar ve X, :

1fllxe = pu(lf]) = p(lfw]) = [l fwllx;

normu ile bir normlu uzaydir.

ii) Efer w € X ve w™' € X' ise p, olciilebilir bir fonksiyon ve X, Banach
fonksiyon uzayidir. p,, U iizerinde olciilebilir ve sonlu bir fonksiyondur.

Ayrica, asagidaki siirekli gommeler gecerlidir:

Lo, CX,Cly

iii) Egerw € X vew™ € X' ise, 0 zaman X'w™1, X,, ’ya ilisik uzaydr.

Ispat. (i) (P1) — (P5) kosullarindan ve 0 < w(7) < oo oldugundan T" {izerinde
h.h.y (i) kosulu ¢ikar.
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(ii) w € X oldugunu varsayalim. Eger wyp < w ise, (P2) kosulundan, wyg €
X oldugu sonucu ¢ikar. Yani p(wyg) < oo = xg € X,, herhangi bir
olgiilebilir kime £ C T' : |F| < 4+o00. Sonug olarak, p,,, Holder esitsizligi
uygulanarak (P4) kosulundan ¢ikar. (f > 0)

[ s@ar= [ sty D ar) <

p(foxe)p (w 'xe) < p(fw)p' (W xe) = Cepu(f), 4.1)

saglanir. Burada Cz = p(w™'yg) € (0, +00), buradan p,, nin (P5) 6zelligini
sagladig1r goriilir. O halde, p, bir Banach fonksiyon normudur. (FP2)
ozelliginden ve (4.1)) esitsizliginden X icin:

£ 1z, < Ifllxollo™ xpllx < o lxllfllx,, VS € X

elde edilir. O halde , X, C L; siirekli bir gomme vardir. Eger f € L, ise:

1l < AN zoe e = (1 zoelolx-

O halde L., C X,, oldugu sonucuna varilir. (ii) kanitlanmstir.

(iii) g € ZF1(T;dr) igin

P9 —sup{/f T)dr . f € FT(T;dr) ve po,(f) < 1} =

(UT

:sup{ (gT )dT:ng[Jr(F;dT)Vepw(fw)Sl}:
= sup{ < ) |dr|: h € ZF(T;dr) ve p(h) < 1} =p(wg)
elde edilir. Bu nedenle (X,,)’ = X -1 sonucunu elde ederiz.

Teorem 4.1. X, T iizerinde bir Banach uzayiw € X & w=* € X' olsun. X mutlak

siirekli bir norma sahip <= X, mutlak siirekli bir norma sahip.

Ispat. X mutlak siirekli norma sahip ve f € X, olsun.O zaman f, € X
olr{E,} ¢ I': E, — 0, n — oo mutlak siirekli norma sahip oldugunu

varsayalim:

I xe.llx, = lfoxe.llx =0, n—oo
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elde edilir. Tersine X, uzay1r m.s.n. olsun. Eger f € X = fw™! € X, olsun

1fxellx = | fo  xE lx, = 0, n— o0

elde ederiz. [ |

Lemma ([4.1) ve [25] Sonug 1.2.16 ele alinarak asagidaki sonucu elde ederiz .

Sonuc 4.1. X, T iizerinde bir Banach fonksiyon uzayi olsunve w € X ilew™' € X*

olsun.

(i) (X,)* dual uzay (XJ') ilisik uzayina izometrik olarak izomorfiktir .

w

(XL;1 <~ X,). X, mutlak siirekli bir norma sahiptir, yani X, = (X, ),
Bununla birlikte eger X, = (X)), ise, ¥ € (X,)* fonksiyonu:

o(f) = / [, Vi € X, 4.2)

integrali ile tammlamr ve g € X! _, vardir. Normu |9 (x> = |lg]x’

w—1

bicimindedir.

(ii) X, uzay refleksif, yani (X,,)"* = X, & X, ve X! _, ile mutlak siirekli

norma sahiptirler .

Lemma (4.T)) ve Sonug (4.1) ’den asagidaki sonucu ¢ikaririz :

Sonuc 4.2. X, T iizerinde bir B.EU. ve w € X ve w ' € X' olsun. O zaman
X=Xy —= Xw'l=(X_),.

Bu sonucu, Sonug (4.1)) ¢cikararak elde ediyoruz.

Sonuc 4.3. T egrisi iizerinde X bir Banach fonksiyon uzayive w € X ilew™ € X’

olsun. O zaman
X =X" <= X, =(X,)™.

||d7|| Lebesgue élgiisii T iizerinde ayrilabilir oldugundan asagidaki sonug elde
edilir.
Sonuc 4.4. X, T iizerinde bir BFU. w € X ve w™!' € X' olsun. O zaman

X, ayrlabilir <— X, = (X,)a.

I' itizerindeki tiim siirekli fonksiyonlarin kiimesi C'(I') olarak gosterilsin([26]]

Lemma 1.3).

45



Onerme 4.1. X, T iizerinde B.F.U. olsun, w € X ve w™! € X’. O zaman

X, ayrilabilir < X, icinde C(I') yogundur.

Ispat. Bger C(T'), X, i¢inde yogun ise, X, ayrilabilir olur. X,, 'nin ayrilabilir
oldugunu ancak C'(I') *nin X, i¢inde yogun olmadigin1 kabul edelim. Bu durumda,
30 £ 9 € (X,)* : I(f) =0, Vf € O(T). Sonug 4.4 ve Onerme 4. 1ften 3 # 0 :
heXw!ve

ﬁﬁﬁiﬁﬂﬂMﬂwﬂ:&erC@)

v: T =T, ¢ e Tigin |7/ (£)| = 1 olacak sekilde bir homeomorfizma olsun. O

zaman

/f@MW®Ww=&VF€ﬂ®&F®=fwwD

T
Ozel olarak

/T R E)E|de| = 0, ¥n € Z. “3)

{€"}nez L1(T) *de yogun oldugundan ve h(y(-)) € L;(T) oldugunda (yani h €
X!/ € Li(I")). (4.3)’den, yani I" iizerinde h.h.y. h = 0 oldugu sonucu ¢ikar. Bu

w

celiski, C'(I")’nin X, *da yogun oldugunu ispatlar. [ |

Z(I'), I nin dignda yer alan tiim rasyonel fonk kiimesini gostersin.

Sonuc 4.5. X, BFU.vew € X, w™! € X' olsun. Eger X,, veya X refleksif ise
('), X, ve X! _, icinde yogundur.

Ispat. X** = X, . O zaman 1) ve Sonug dan, X, ve X/ _,’in ayrilabilir
oldugu sonucu ¢ikar. Sonug den, C(I')’nin X, hem de X/ _, ’de yogun oldugu
sonucu ¢ikar. Margelyan teoreminden C'(I') *daki her fonksiyonlarin C'(I") *te Z(I')
"den gelen fonksiyonlarla yaklagik olarak hesaplanabilir. Z(I")’nin hem X, hem de

X! _, iginde yogun oldugu sonucu ¢ikar. |
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4.2 Ax Mucenhoupt Smifi

X, T" iizerinde B.FU. ve t € T noktasi i¢in, I',(t) = {7 € ' : |t —t] < r}
tanimlayalim. w : I' — [0, oo] agirlikli fonksiyon olsun. O halde:

1
By(t) =~ [lexr. ol o™ xrolle o 7 >0.

Asagidaki agirlik fonksiyon siniflarin1 géz 6niinde bulunduralim

Ax (1) = {w ssup B, (1) < oo} :

r>0

Ax(D) = {w supsup B, (1) < oo}

tel >0
oldugu agiktir. Vt € I' ve Ax(I") C Ax(I';¢) i¢in eger X, Lebesgue uzayt L,(I"),
p € (1,400) ise Ax(I'), Mucenthoupt sinift A,(I") ’ye aittir. Eger w € Ax(L';t)

ise, 0 zaman :

Cr(t) = sup Ll < 00, (4.4)

r>0 T
kosulu saglanir. Eger (4.3) kosulu bir ¢ € I" noktasinda saglanmiyorsa, I' egrisine
t noktasinda Carleson egrisi ve Cr(¢) sabitine ¢ € I" noktasindaki Carleson sabiti

denir. Benzer sekilde, eger w € Ay (T') ise,

Cr = sup Cp(t) < +oo.
ter

Bu durumda I, bir Carleson egrisidir. I tizerindeki agirlik sinifi W (I") ile gosteririz,
yani
W) ={w:T —[0,00] : w '[{0;00} =0}

Lemma 4.2. X, T iizerinde B.F.U. ve w € W(T') olsun. Eger A = wSw™" € [X]
(yani, A operatirii X 'de simirli) ise w € X vew™! € X'.

Ispat. sup,cr [t| < 400 oldugundan, (V f)(¢) = tf(t) carpim operatdriiniin X te

sinirl oldugu aciktir. O zaman :

((AV = VA F) () = (AV()(E) = (VA))(@) =

= (A(Tf(7) () =V (zgrtz) r ufJE:

S e
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27i tw(r) w(r)| -t

_wl) [ ),

©2mi Jpw(T)

(AV — V A) € [X], oldugundan 3C > 0 :

_ tw(t) ”Tfm f(t)} dr

w [ f(7)
2 [ D] <ciniy. vrex “s)
O halde £) 1 o
w T T
' i oo\ T o o™ lwllx (4.6)
_ 1| [ )
C(fo) = o | ). wo(7) dT' >0

olacak sekilde 3 f;, € X sonucu cikar. Tersine :

g0 vrex.
FW<T)

oldugunu varsayalim. Bu durumda,[27]Lemma 1.1.13 w™! € X'. Op(7) ozelligi

7 € I' her elemani icin saglanir.
10 (1)
/—f“)e dr| =0, VfeX (“.7)
r w(r)

elde ederiz h.h.y. I iizerinde|e”r(")| = 1 oldugundan ve (4.7) *den:

/f<7)|d7|:0, Vf € X,
r w(7)

w(r

sonucu ¢ikar. O zaman [27] Lemma 1.1.15 *den

o =sup{ [ furtldrl £ € X,y <1} =0
T

bulunur. EgerX’ C L;(T) ise, o zaman w™! = 0 oldugu ¢ikar ve bu w € W(T)
oldugunu gosterir. Ayrica, 3fy € X : C(fo) > 0. Boylece (4.6) ve (4.3) *den

C
|wlx < a)HfoHX — weX

sonucu bulunur. (¢.5) ten

/F [ (7)),

integrali Vf € X igin, vardir ve w™! € X’ elde edilir. ( [28] Lemma 1.1.13) [ |
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Teorem 4.2. X, I iizerinde Banach fonksiyon uzayi ve w € W (I').
A=wSw™ € [X]isew € Ax (D).

Ispat. d = minger max,er |7 — t| olsun.y)(t) = max,cr |7 — t| fonksiyonu, T
kompakt kiimesinde siirekli oldugundan, d degeri iyi tanimhidir. d > 0 ’dir. ¢ € T
bir sabit noktasini alalim ve r > ¢ ve Lemma4.2)’den w € X ve w™! € X’ oldugu

sonucu ¢ikar. O halde :

1 B 3 _
B = sup ;Han(t)HXHW "xroollxr < 3HWHXHM "x =B < +o0

da
r>3

olarak tammlamir. r € (0, 4] olsunz € I' : [z — t| = 3r olsun.

d7| Jiarg(t—z) r
o(r) = f(r) e , TeLL(), “48)
0,7 € T\ T, (¢)

fonksiyonunu goz 6niine alalim, burada 0 < f € X. z € I'.(z) icinde :

w(z) ¢(7)
Ag)(z) = dr =
(49)(2) 'Aww

2mi T)|T — 2|

- (,U(Z) f(T) ia(T,2)
r /w S,

27i )| — 2]

elde ederiz. Burada a(t, z) = arg(t — =) — arg(T — 2).

r—z| <|r—t|+|t—2z|+ |z -2 < |t — 2| +2r <3r;

2 ARG
|sin a7, 2)| < 3L =—; cosa(r,z) >4/1— (—) = £
N 3 3

bulunur ve z € T'.(z) i¢in, asagidaki sonug elde edilir

[(Ag)(2)] > w(z) /F o ol /() cos (T, z)|dr| >

27 T)|T — 2|
Z EW(Z) f(T) |d7’| Z CW('Z) / f(T) |d7’|,
6 T, W(T)|T — 2| r,.(t) W(T)
burada C' = :aoii . O halde :
C f(7)
A > — — 4.
ool 2 5 [ Sl lone ol 9)
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sonucu ¢ikar. Boylece eger A € B(X) ise o zaman (4.8)’den :
1(Ag)xr, @) | x < [|Agllx < [[Allllgllx = AN xr,llx (4.10)
elde edilir. (4.9) ve (.10) *den:

C f(7)
el LA < ||A 4.11
. /Mt) w(7)|dT|HWXFT(t)HX < Al fxr. |l x (4.11)

bulunur. Burada f = w alinirsa,

C
T @llloxr, @ llx < [1Allloxr, o llx

olur. » < |T'.(t)|, oldugundan :

1Al

lwxr, @llx < THWXFT@)HX

elde edilir. Benzer sekilde,

Al
loxr.wllx < =7 llwxe.@llx,

(@.10) ve @.1T)’den
C f(7)
A > — —Zld
AN fxr,ollx > . /Fr(t) w<7)| T|llwxr, @ |l x

bulunur. Ek olarak

2
X N A
_Sup/|f ) (T )|dT|||wxn wllx < (%) :

T fey W( )

cikar. Burada
V={feX:[fllx <1}

O halde, || - ||y igin

) 1 1 IA]?
B,” = sup —|lwxr,olxllw xr.@llx < o ) = By <0
re(0,9) "

esitsizligi elde edilir. Bundan dolayi,

Sup Sup —HWXn wllxllo™ xr @ llx <
tel’ r>

< sup maX{Bt(l); Bt@)} < max{By; By} < 00,
ter
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sonucu ¢ikar. Boylece, wSw™ € [X] = w € Ax (D). |

4.3 Cauchy Singiiler Integralinin Stmrlihg:

Teorem 4.3 (Boyd). 1 < ¢ < p < oo ve (M;. 4 ; 1) bir sonlu élgiiye sahip bir
olgii uzayr olsun. ( (M) < oo). Xiizerinde (M5 1) igin, eger T € [L,(M; )] N
[Ly(M; )T € [X] ise X, uzaymun Boyd indisleri :

1 1
- <ax <fBx < -
p q

esitsizliklerini saglar. Bu durum ile baglantili olarak, altuzaylarin genigsletilmis

durumu i¢cin asagidakiteorem gecerlidir.

Teorem 4.4. X uzay: U iizerinde bir simetrik fonksiyon uzayi ve dejenere ol-
mayan Boyd indislerine sahip olsun, Yani (0 < axy < fx < 1). O zaman,
S € [X] <= T bir kompakt Carleson olciisiine sahip, yani S, T iizerinde X

uzayi dejenere olmayan bir operatordiir.

Ispat. S € [X] olsun. O zaman w = 1 alinirsa, Teorem [4.2]’den 1 € Ax(T) elde
edilir, yani
T ()]

1
sup sup —|{|xr, @ x [ xr. @ l|x < 00 = supsup —— < o0
tel r>0 T t >0 r

= ' Carleson egrisi.

Tersine I' bir Carleson egrisidir. David teoremine gore (bkz.[23]) S € [L,(I')],
Vp € (1,400), igin gegerlidir. Bu nedenle, 0 < ax < fx < 1 oldugundan Teorem
den S € [X] oldugu sonucu ¢iKar. |

( BMO ve VMO ): BMO smirh otalama salimmi ve VMO sifira yakinsayan
ortalama salinim anlamindadir. Simdi bu ifadeleri tamimlayalim: f € L(T") olsun.
tel;de(0,00]ver e (0,00) igin

1

Q(f;r) = O] - f(7)|dr],

1
M —
salf) = sup

[ 1o el

O zaman
BMO:) = {f | fllo = Mo (f) < o0}.
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VMO(T;t) = {f € BMO(T;t) : lim Myy(f) = o} .

Bu tanimlar kullanilarak I" tizerindeki tizerindeki BMO ve VMO fonksiyonlari

icin genisletilmis tanimlar
BMO(T) = {f :sup | |1 < o0}:
S

VMO() ={f: %%Stlelll“) Ms(f) = 0}

seklindedir.

Onerme 4.2. X, T iizerindeki B.F.U. ve w € W(T') olsun. O zaman:

cweAx(ht) &1 € Ax(T;t) = lnw € BMO(T'; t);
cweAx(I) & 1€ Ax(I') = Inw € BMO(T)

X, I tizerinde bir agirlikli Banach uzay1 ve w € W(I") olsun. Asagidaki 6zellikleri

g6z Oniine alalim:

B) S € [Xu];
R) X = X,.
Eger (B) ozelligi saglaniyorsa, Teorem ‘den w € Ax(D) =
w € X ve w! € X = L) c X, c L(I). Aynca,
I' bir kompakt smirdir. Eger (R) kosulu saglaniyorsa, o zaman
Xy = X .1 ve Z(I'),X,veX_ 'deyogundur. Dolayisiyla, f(B) ve (R)

kosullar1 saglanirsa asagidaki Lemma klasik Lebesgue durumuna benzer sekilde

ispatlanabilir.

Lemma 4.3. S € [X,,]| ve X" = X, olsun. Eger a € Lo.(I) ise,
al € [X,]  ve  lalllxy < llaflem).

Lemmad44. X" = X, ve S € [X,)] olsun. O zaman operatirler
1
P:t - 5(1 + S),

X, ve X! _| ’de siirekli projeksiyonlardir. Yani P? = Py .

H(X,) smufi, [X,] icindeki kompakt operatorleri icerir; yani, e§er T €
H(X,) = NT e ¥ (X)&TT, € #(X,),VT1 € [X,].
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Lemma 4.5. Eger a € C(I) ise, (aS — Sa) € A (X,,).

Lemma 4.6. X, T iizerinde bir Banach fonksiyon uzayi veX** = X ve S € [X,]

olsun. O zaman S* :

S* - —HFSHF,

biciminde tamimlamr. Burada Hy, X* icinde tanmimli bir operatordiir ve
(Hro)(t) = hr(t)p(t), hr(t) = e seklinde olup burada 0r(t), t € T icin T

tizerinde tamumli bir kanonik formdur.

Bu lemmanin ispati, icin referans (Or. bkz. [24]) *de oldugu gibi standart metodlara

dayanr.
Lemma 4.7. X, I iizerinde ayrilabilir bir Banach uzay: olsun. Eger

SelX] = §*=13l

Ispat. Vo € Z(T'),S%p = 3¢ igin oldugu bilinmektedir [29]. Sonu¢ (4.5)’e
gore Z(T'), X ’de yogundur. Genelligini kaybetmeden 0 € D™ olsun. Burada
Dt =intl’, D~ = extl:

Li() = {f e Ly(I) : /Ff(T)TndT =0, Vn € Z+} ,

Lio() = {f e Li(T): /Ff(T)T_”dT =0,Vne N} :
L (D) = L)+ C

uzaylar1 tanimlanir. X, I tizerinde bir Banach uzay1 ise, X** = X ve 0 < ax <
Bx < 1. O zaman P* € [X]. Ayrica,

Xt=P'X; X;=P X, X =X;+C.

Asagidaki lemma gecerlidir:
Lemma 4.8. X, ['iizerinde bir Banach uzayi olsun, X** = X ve 0 < ax < fx <1
kosulu altinda asagidaki sonuglar gecerlidir:

) XT=LI()NnX, X;=L,,OnNnX; X—=L(T)NX;

ii) Eger f € X*veg e (X*) = fge LE(T). Ayrica, eger f € X veg € X
(ya da esdeger olarak, f € Xy ve g € (X7)') = fg € Li,o(T).
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Asagidaki lemma fonksiyonlarin X* smifina ait olup olmadigimi belirlemede

onemlidir.

Lemma 4.9. [ fonksiyonu D* "de analitik {t;, : k = 1, m} C I noktalart harig ve
D* UT ’da siirekli olsun. Ayrica, f*/r € X ve f* fonksiyonu asagidaki (11 > 0):

‘fi(’z)’SM‘z_tk’i#a Di92—>tk, k‘:ljm

kosullart saglasin (yani, = € D oldugundan t) noktalarina yeterince yakin). O
zaman f* )T € X=,

Kanit, (bkz.[30]) ’de tartisildig1 gibi standart yontemler kullanilarak yapilmistir.
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S

Hy BANACH HARDY SINIFLARI

Bu boliimde, T birim ¢emberi ve (0, 7] yari agik aralii e : (0, 7] <> T eslemesi
ile tanimlanacaktir. Bu tanim , (0, 7] araliginda tanimli f fonksiyonu aracihigi ile T
tizerinde goz oOniine alinacaktir. Eger X, (0, 7] araliginda bir Banach fonksiyon
uzay1 ise, bu tanimlama altinda T {izerinde bir Banach fonksiyon uzayi olarak
f(e®) :== f(t),t € (0, ) kabul edilir ve X (T) = X ((0,7]) := X olarak gosterilir.

5.1 hx Harmonik Fonksiyonlar Sinifi

Tamm 5.1. h, smifina benzer sekilde, X normu ile olusturulan intT ’de hx

harmonik fonksiyonlar sinifi
hx = {u Au =0, intT  supger<i|u-(-)]|x < —I—oo},

bigiminde tanimlanir. Burada u,.(e”) = u(re®). Eger X, T iizerinde (ya da esdeger
olarak (—; 7] iizerinde) bir Banach fonksiyon uzay1 ise, X C L;(T) oldugundan
hx C hy sonucu ¢ikar. Boylece, h; smifina iligkin sonuclar hy icin de saglanir.

(6rnegin, teget olmayan sinir degerleri h.h.y. varlig1, Plesner teoremi vb.)

Teorem "{in bir benzeri hx siniflar iginde gecerlidir :

Teorem 5.1. X, Boyd indisleri ile T iizerinde bir simetrik uzay olsun ve hx,
ntT icinde harmonik fonksiyonlar sinifina karsilik gelmektedir. u fonksiyonu, hx

swnifina aitir. u fonksiyonu Poisson-Lebesgue integrali

1 2

ulp, ) = 5 i f(8)Py(s —p)ds,  (P-1L)

biciminde ifade edilir. Burada v 'nun yogunlu f € X.
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Ispat. f € X olsun. u € hx oldugunu gosterecegiz.
S'={ge X :gllx <1}

tanimlansin.((—m, 7r];m) Olgii uzay1, (burada m - Lebesgue 6lgiisii) rezonansh

oldugundan Sonug 1.6.4[31]] "e gore :

()l = sup / lurgl do,

ges’ J—n

esitligi saglamr. Burada u,(¢) = u(re’?) olarak tanimhidir. Sonug olarak :

1
Ol =sup [ o
ges’ 7T

—T

/ " P()f(s — p)gle)ds| dp <

a5 [ " (s) / "1 — ©)a(e)] dods =

ges 2m

1 ™
~5- [ 2Ol ds

X simetrik bir uzay oldugundan, ||f(s —-)||x = ||fllx, Vs € [-m, 7]

1 s
Jur||x < B Z.(s)||fllxds = ||fllx = u € hx

—T

gecerlidir. Simdi tersi durumu kanitlayalim. v € hx olsun. p;q : 1 < ¢ < ﬁLx <
$ < p < 400 sayilarini segelim.

L,(T)cXcCL,C(T)

stirekli gdommelerden
hy, C hx C hy

sonucu elde edilir. Sonug olarak, Teorem e gore u fonksiyonunun yogunlugu
f € L,(T) olan bir Poisson-Lebesgue (P — L) integrali seklide ifade edilir. Simdi
f € X oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki, u, (¢) = u(r,e™) dizisi [—, 7]
iizerinde f(p) ’ye h.h.y. yakinsasin (bdyle bir dizi her zaman vardir). O zaman,

Fatou Teorem (3.1)) ’e gore agagidaki sonuca ulastlir.

[fllx < lim inflfur, [ x < sup fur, |[x < [Jw]ny-
n—oo

Tn
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Benzer sekilde, i, durumu i¢in karsilik gelen Drichlet problemini géz 6niine alalim.
(Dirichlet problemi) : T ’de h.h.y. vt = f bagntisim saglayan u € hx fonksiyonu
bulalim. Burada f € X verilen bir fonksiyon ve ™ (-), u fonksiyonun T tizerindeki
teget olmayan sinir degerlerini ifade eder. Teorem [5.1] ’den, Dirichlet probleminin
coziilebilirligi elde edilir .

Teorem 5.2 (Teorem D.). X uzayi, ax,Sx € (0,1) indislerine sahip T iizerinde
simetrik bir uzay ve hy, int T de ilgili harmonik sinifina karsiik gelen uzay olsun.
O halde u € hx ve u™ = [ elde edilir. Dirichlet Problemi, T de her f € X icin tek

bir ¢oziime sahiptir.

5.2 H, Hardy Smmflar
X, (—m, 7] B.EU. olsun . Hy; kiimesi,

IFllz = lim 1RGOl F(0) = Fre®)

normu ile T i¢inde analitik olan F'(-) fonksiyonundan olusan Hardy sinifin1 H: ile

gosterecegiz. Ayrica H; fonksiyon simifi
Hy, ={F € Hy : F* € X},

biciminde tanimlanir. Burada F(-) T ’de F ’nin smr degerlerini gosterir.
Hardy Banach smnifi fonksiyonlarinin ,,, [, birim ¢ember diginda analitik olan
ve sonsuzda sonlu mertebeye sahip fonksiyonlardan olusan bir sinif olarak
tanimlayalim. int T icinde karsilik gelen analitik f(-) fonksiyon, sonsuzdaki bir

noktanin komsulugunda bir Laurent serisine sahiptir :

flz) = Z apz", z— 00, an #0.

n=—oo

Boylece, m > 0 i¢in, z = oo nooktast m mertebeli bir kutup; m < 0 i¢in 2 = 00
noktast (—m) mertebeli bir sifirdir. f(-) = fo(-) + fi(+) olsun, burada fy(-) diizenli
kisim ve fi(+), 2 = oo 'un komgulugunda Laurent serisi agiliminin esas kismudir.

Eger g(z) = @, |z] < 1, fonksiyonu H} simifina aitse, bu durumda f(-)
fonksiyonunun ,,, [y sinifina ait oldugunu sdyleriz. wu;v € h; uilgili harmonik
fonksiyonlar olsun. O zaman, harmonik fonksiyonu ic¢in Piersan Teoremine gore

coziimleri p,, ve p, karsilik gelen sinir degerleri

u(re®®) = o / " (s — )dpuals)
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) 1 4
D(re'¥) = 2—/ P.(s—p)dug(s), 0<r<l1l, —-rm<ep<m)
™ —T
elde edilir. Boylece

w(re'?) = u(re') + id(re'?) = L /7r P(s — p)dp(s),

T
hy uzayindan karsilik gelen kompleks degerli harmonik fonksiyonu vardir. Burada
fw = [y + iy, |[—m, 7] tizerinde sinir degerlerine sahip kompleks degerli bir
fonksiyondur. w(-), genel olarak analitik fonksiyon degildir. Analitik olmasi igin
u(-) ve Y(-) fonksiyonlariin eglenik harmonik olmasi gerekir. Boylece Vf € H;
icin siirekli sinir degerlerine sahip (bir sabite kadar tekil olan) bir y(-) fonksiyonu

vardir ve bu fonksiyon f(-) araciligiyla, Poisson-Stieltjes integrali
i 1 "
f0e9) = o [ Pis=@uls), 0<r<l-m<p<m
™ —T

bigiminde ifade edilebilir. Bu durumda, ilgili harmonik fonksiyonun ¢oziimii f €

Lyi(—m, ) (mutlak, integrallenebilir) olup, f(-) fonksiyonunun Possion-Lebesgue :

) 1 4
f(re'¥) = 2—/ P(s—@)fT(s)ds, 0<r<l1, —-m<p<m.
™ —T
Fourier doniisiimii ile ¢oziimii elde edilir. Sonug¢ olarak, benzer kisitlamalarla

stirekli fonksiyonlarin uygulanmasi, referanslarda ( bkz. analizler [32-34]) yer alan

sonuglara gore belirsizligin ortadan kaldirilmasina yol agmaktadr.
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SONUC

Bu tez calismasinda, standart olmayan Banach uzaylarinda tanimli harmonik
fonksiyonlarin ozellikleri detayli bir sekilde incelenmis ve bu fonksiyonlarin
matematiksel analizine yeni bir bakis acisi sunulmugtur. Calisma kapsaminda,
agirlhikli Banach uzaylarinin normlarinin tam siirekliligi, Boyd indisleri ve
Mucenhoupt sinifi gibi kavramlarin harmonik fonksiyonlarin davraniglarina olan
etkileri analiz edilmistir. ~ Ayrica, Poisson c¢ekirdegi, Laplace denklemleri
ve Plessner teoremleri gibi temel matematiksel araglar kullanilarak, harmonik

fonksiyonlarin norm davraniglari iizerine teorik ve pratik katkilar saglanmisgtir.

Bu arastirma, matematiksel analiz, fonksiyonel analiz ve harmonik analiz
alanlarinda onemli teorik sonuglar ortaya koymus ve bu sonuclarin uygulamali
matematikteki cesitli problemlere uygulanabilirligini gostermistir. ~ Ozellikle,
diferansiyel denklemler, spektral analiz ve sinyal isleme gibi alanlarda bu yapilarin
daha etkili bir sekilde kullanilabilmesine olanak taninmistir. Hardy siniflar1 ve Riesz
teoremi gibi klasik matematiksel araclarin, agirlikli Banach uzaylarinda harmonik
fonksiyonlarin analizine uygulanmasi, bu fonksiyonlarin sinir davraniglar: ve norm
ozellikleri hakkinda daha derin bir anlayis saglamistir. Bu c¢alisma, matematik
alanina onemli katkilar sunmaktadir. ilk olarak, harmonik fonksiyonlarin norm
davraniglar iizerine yeni bir yaklasim gelistirilmis ve bu yaklasim, fonksiyonel
analizdeki mevcut teorilere onemli bir katki saglamistir. ikinci olarak, Agirlikli
Banach uzaylariin yapisal 6zellikleri, Boyd indisleri ve Mucenhoupt sinifi gibi
kavramlar aracilifiyla daha iyi anlagilmistir. Ugiincii olarak, Poisson gekirdegi
ve Fatou teoremi gibi araglar kullanilarak, harmonik fonksiyonlarin sinir deger
problemleri iizerine yeni sonuglar elde edilmistir. Son olarak, simetrik uzaylarda
singiiler operatorlerin sinirhiliklar: incelenmis ve bu operatorlerin teorik analizine
katkida bulunulmustur. Bu tez calismasinin uygulama alanlari oldukg¢a genistir.
Ozellikle, diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii, manyetik alanlarin modellenmesi,
titresim analizleri ve potansiyel teoride sinir deger problemlerinin ¢oziimii gibi

fiziksel sistemlerde temel araglar olarak kullanilmaktadir. Ayrica, sinyal isleme
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ve goriintli isleme alanlarinda, agirlikli Hardy uzaylar1 ve Mucenhoupt sinifi
yardimiyla giiriiltiilii sinyallerin filtrelenmesi ve goriintiilerin sikistirtlmasi1 gibi
uygulamalarda etkili yontemler gelistirilmesine olanak tanimaktadir. Bunun yam
sira, makine Ogrenimi algoritmalarinda 6zellik ¢ikarma ve veri indirgeme gibi
asamalarda harmonik analiz yontemlerinin kullanimi, bu alanda yeni ve daha

gelismis algoritmalarin gelistirilmesine katki saglayabilir.

Sonug olarak, bu tez, standart olmayan Banach uzaylar {izerine yeni bir perspektif
sunmus ve harmonik fonksiyonlarin matematiksel analizi i¢in saglam bir temel
olusturmustur. Bu c¢alisma, yalmizca teorik matematikte degil, aym1 zamanda
uygulamali bilimlerde de 6nemli bir etki yaratabilecek niteliktedir. Gelecekte,
bu tezde sunulan teorik bulgularin daha karmasik matematiksel yapilara ve
uygulamali problemlere genisletilmesi, bu alandaki arastirmalara yeni bir ivme

kazandiracaktir.
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