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Matematiksel teoriler, yalnizca soyut yapilarin anlasilmasini degil ayn1 zamanda bu
yapilarin farkli alanlarda uygulamalarini da miimkiin kilmaktadir. Bu calismada, kaba
kiimeler ve kaba gruplar teorisinin temelleri incelenmis olup baglantili oldugu kiime
teorilerinin matematiksel 6zellikleri hem teorik hem de uygulamali bir bakis agisiyla ele
alinmistir.

Dort boliimden olusan bu tezin ilk bolimiinde, kaba kiimelerle ilgili literatiir
caligmalar1 6zetlenmis olup kiime teorilerinin temel prensipleri ve giinliikk yasamla iligkisi
verilmistir.

Ikinci béliimde; diger béliimlerdeki kavramlara temel olusturmasi agisindan bazi
hatirlatmalar, tanim ve teoremler sunulmustur.

Ugiincii béliimde ilk asamada bilgi tablosu ve olusturulan temel kiimeler hakkinda
yorumlamalar yapilmistir. Ardindan kaba (rough) kiime tanimi, denklik bagintis1 yardimiyla
kiimenin alt ve iist yaklasimlariyla ilgili tanim ve orneklere yer verilmistir. Bu boliimiin
sonunda ise kiimenin pozitif bolgesi, negatif bolgesi, smir bolgesi ve kaba kiimelerin
siniflandirilmasi gibi kavramlarin tanimlari verilmis olup ayrica kaba kiimelerde yaklagimli
tiyelik fonksiyon hesaplamalari ve yorumlamalari da yapilmistir.

Daérdiincii boliimde; kaba grup, kaba alt grup, kaba normal alt grup, kaba kalan sinif
(rough koset) kavramlarinin tanim ve matematiksel 6zetleri teorik bir ¢er¢evede incelenmis
ve orneklerle desteklenmistir.

Anahtar Kelimeler: Kaba Grup, Yaklasim Uzayi, Alt Yaklasim, Ust Yaklasim
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Mathematical theories not only enable the understanding of abstract structures but
also make it possible to apply these structures in different fields. In this study, the
foundations of rough sets and rough group theory have been examined, and the mathematical
properties of these structures have been addressed from both a theoretical and applied
perspective.

The first chapter summarizes the literature on rough sets and related theories,
presenting the fundamental principles of set theory and its connection to daily life.

The second chapter provides definitions, theorems and foundational reminders to establish
a basis for the concepts discussed in subsequent chapters.

The third chapter begins with interpretations of information tables and basic sets,
followed by definitions and examples related to the lower and upper approximations of rough
sets using equivalence relations. It also introduces concepts such as the positive, negative,
and boundary regions of sets, along with proofs of relevant theorems and includes
calculations and interpretations of approximate membership functions in rough sets.

The fourth chapter examines the concepts of rough groups, rough subgroups, rough
normal subgroups, and rough cosets within a theoretical framework supported by examples.

Keywords: Rough Group, Approximation Space, Lower Approximation, Upper
Approximation
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1. GIRIS

Merak duygusu, insanin dogasinda olan kesfetme arzusudur. Kuvvet derecesi
farklilik gosterse de hepimizde olan bu duygu, yeni seyler 6grenmeyi ve evreni tanimayi,
onu anlamlandirmay1 saglayan tesvik edici giictiir. Merakinin sayesinde insanoglu, hep bir

arastirma i¢inde olmus ve bu arastirmalar sonucunda da bilim ve teknoloji filizlenmistir.

Bilim ve teknolojideki degisim hizlandik¢a veri kapasitesi de artmistir. Kalabalik
veri gruplarinin artmasi belirsizligi beraberinde getirmis ve ortaya ¢ikan bu belirsizlik,
biiyliyen veri kiimelerinde istenen bilginin bulunmasini ve kullanilmasini da gii¢lestirmistir.
Verilerin belirsizlik igerdigi durumlar1 tanimlama ve analiz etme noktasinda klasik
matematik tek basina yeterli olmamistir ¢iinkii klasik matematik kesin ve belirli durumlari

sevmistir.

Kiime kavramim ilk kullanan matematik¢i Balzano’dur ancak kiimelerle ilgili ilk
sistemli ve diizenli ¢alismay1 yapan, kiime teorisini ve bugiin hala kullandigimiz alt

kiimelerle ilgili kavramlart matematige kazandiran kisi G. Cantor olarak bilinmektedir.

1874-1875 yillart arasinda Contor tarafindan klasik kiime teorisi tanimlanmistir [1].
Klasik kiime teorisinde; kiimenin elemanlari belirsizlige yol agmayacak sekilde ya kiimenin
elemanidir ya da kiimenin elemani degildir ancak verilerdeki degisiklikler ve belirsizlikler
ya hep ya hi¢ kuralin1 bozmustur. Klasik kiime teorisinde kiime, elemanlar1 tarafindan
benzersiz bir sekilde belirlenir. Ancak bilim adamlar1 ve filozoflar kesinligin aksine belirsiz
durumlar {izerine ¢aligmislardir. Bu belirsizlikleri a¢iga kavusturmak amaciyla bulanik
(fuzzy) kiime, kaba (rough) kiime ve esnek (soft) kiime, yakin (near) kiime teorileri

kullanilmistir.

1965 yilinda Tiirk asilli Liitfii Askerzadeh (Zadeh) tarafindan kesin olmayan sinirlara
sahip nesnelerin olusturdugu bulanik kiime teorisi, ortaya koyulmustur [2]. Bulanik kiime
teorisinde kesinlik yoktur aksine her elemanin, tanimlanan kiimeyi temsil etme derecesi
oldugunu soyleyebiliriz. Klasik kiime teorisinde; bir elemanin kiimenin pargasi olmasi ya da

olmamas1 net bir sekilde belirtilirken bulanik kiime teorisinde, ¢ikarim fonksiyonlari



yardimuiyla her objenin kiimeye aitlik derecesi farklilik gosterebilmektedir ve iiyelik derecesi

[0,1] reel araligindaki degerleri alabilir.

Ornegin; iiniversite giris sinavi sonucunda yerlestirilen bir dgrenci, klasik kiime
teorisine gore basarili yerlestirilmediginde ise basarisiz olarak siniflandirilabilir. Bulanik
kiime teorisinde ise kazandig1 boliimiin niteligi, bireyin siralamasi gibi faktorler géz oniine
alindiginda %70 basarili oldugu gibi bir ifade kullanilabilir. Klasik mantik; tamamen , hepsi
veya hi¢biri, 0 veya 1 gibi ifadelerin kullanimina uygunken bulanik mantik ise; kismen,
belirli derecede, 0 ile 1 araligindaki herhangi bir reel deger gibi muglak ifadelere uygundur.
Bulanik kiimeler; algoritmalarin kullanilarak MR ve mamografi goriintiilerinin analiz
edilmesi, benzer belge aranmasi, is giivenligi ve risk analizi, belirsizlik durumunda yatirim

kararlarinin verilmesi gibi birgok alanda kullanilmistir.

1982 yilinda Pawlak tarafindan belirsizlige yeni bir yaklasim olarak kaba kiime
(rough set) teorisi gelistirilmistir [3]. Kaba kiime teorisi, var olan kiimeyle ilgili tam bilgiye
sahip olamadigimiz durumda denklik bagintisiyla kiime hakkinda bilgiye ulasmamizi saglar.
Bu teori sayesinde kiime hakkinda, eksik bilgiye ragmen detaylardan arindirilmis bir sekilde
kararlar alinabilir. Giinliik hayatta muhtemel dedigimiz durumlarin matematiksel ifadesidir.
Bu yontemde belirsizlik, bir kiimenin sinir bolgesiyle aciklanir [3]. Kaba kiime teorisinde
bir kiimenin sinir1 6n plana ¢ikar, eger kiimenin sinir1 bos kiimeye esitse bu kiime tam (kesin)
kiime olur ancak sinirt bostan farkliysa bu kiime kaba (rough) kiime olarak degerlendirilir

ve eldeki bilgilerin kiimeyi tanimlamak i¢in yeterli olmadig1 kanisi1 ortaya ¢ikar.

1999 yilinda Molodsow tarafindan Soft (esnek) kiime teorisi [4] ortaya koyulmustur.
Teorinin temelinde, evrensel kiimenin alt kiimelerinin belirlenen parametre kiimesi
yardimiyla siniflandirilmasi vardir. Ornegin herhangi bir kadroya basvuru sartlarmi saglayan
kisiler arasindan, Al diizeyde Ingilizce konusabilme ve ileri seviyede bilgisayar
kullanabilme kriterlerine gore secim yapilmasi esnek kiimeye 6rnek verilebilir. Kisaca esnek
kiimeyi, evrensel kiimenin elemanlarinin parametrize edilmis hali olarak diisiinebiliriz.
Bulanik kiime teorisinde reel aralikta degerler alabilen iiyelik fonksiyonunun yerini esnek

kiimelerde se¢im fonksiyonu almstir.

2007 yilinda Peter tarafindan yakin (near) kiime teorisi [5] ortaya koyulmustur. ‘“Ne
kadar yakin’> adli siirden ilham alinarak nesneler arasindaki yakinlik ve benzerligin
algilanmasi {izerine arastirmalar yapilmistir. Yakin kiime teorisi, bir veri setindeki benzer

Ozelliklere sahip veri noktalarin1 tanimlamak ve gruplamak icin kullanilan bir matematiksel



kavramdir. Yakin kiimeler arasindaki benzerligi belirlemek i¢in, algilanan nesnelerin ayirt
edici ozelliklerini gosteren reel degerli ¢ikarim fonksiyonlar1 kullanilir. Bu fonksiyonlar,
kiimeler arasindaki benzerlikleri tanimlamak ve veri setinin gruplara ayrilmasini saglamak
i¢in kullanilir. Kisacasi bu teorinin temelinde, ayrik kiimelerin nesnelerinden elde edilen
benzerliklerin kullanilmasi amaci vardir bu da nesnelerin Kkarsilastirilmasina ve

siiflandirilmasina imkan saglamistir diyebiliriz.

Klasik kiime, bulanik kiime, esnek kiime, kaba kiime ve near kiime (yakin kiime)
kavramlari, farkli matematiksel alanlarda kullanilir her biri kendi alaninda belirli bir amaci
yerine getirir. Ancak bu kiimeler tamamen bagimsiz olarak degil, bazi durumlarda birbiriyle
iliskili veya birbirini tamamlayici olarak calisabilirler. Bu kiime teorileri arasindaki farklar

ve iliskiler Cizelge 1.1 ve Cizelge 1.2 yardimiyla farkli acilardan gorsellestirilmistir.

Cizelge 1.1: Kiime teorileri arasindaki iligki ve farklar (1).

Kiime Tiirii Kiimenin Bilinirligi Miski
Klasik Kiime Elemanlarim kiimeye dahl! ya .da hari¢ oldugu net Diger kiimeler i¢in temel
sinirlart igerir. olusturur.
. Elemanlarin kiimeye kismi olarak dahil oldugu Klasik kiimelerin genellestirilmis
Bulanik Kiime . L . ot 1t
belirsiz sinirlar igerir. hali olarak goriilebilir.
. Bir elemannin kiimeya aitligi belirli kosullara Bulanik kiimelerle benzerlik
Esnek Kiime N oo -
gore esneklik gosterir. tastyabilir.
Kaba Kiime Elemanlarin kiimeye dahil olup olmadiklari Klasik kiime teorisinin bir
denklik bagntisiyla belirlenir. genellestirilmis halidir
. Elemanlarin kiimeye dahil olma durumu Klasik kiimelerden farkli bir
Near Kiime :
mesafeye dayali olarak tanimlanir. perspektif sunar.




Cizelge 1.2: Kiime teorileri arasindaki iligki ve farklar (2).

Ozellik Klasik Kiime Bulanik Kiime Esnek Kiime Kaba Kiime Near Kiime
) Uyelik Kurallara bagli Alt ve iist Mesafeye
Uyelik derecesi ya Kismi tiyelik (0 esnek tiyelik yaklagimlarla dayali iyelik
Derecesi 1’dir ya da ile 1 arasinda) iiyelik
0’dur. belirlenir.
Matematik, Bulanik mantik,  Esnek mantik Bilgi Topoloji,
Kullanim istatistik, kontrol sistemleri, sistemleri, veri  analiz, metrik
Alanlar bilgisayar sistemleri, karar verme madenciligi, uzaylar
bilimi yapay zeka algoritmalar1 yapay zeka
S . Bir elemanin Bir elemanin Belirli bir
Uyelik derecesi P . . e
aitlik derecesi  kiimeye aitligi ~ mesafede veya
Eleman elemanin - .
o kiimeye ya kiimeye ne duruma gore kesin sinirlara yakinlikta
Aitlik - . degisebilir. sahip degildir bulunan
aittir ya da kadar ait . o
L N aksine belirsiz elemanlar
degildir. oldugunu .. .
vl smirlari vardir. kiimeye ait
gosterir. -
olabilir.

Kaba kiime teorisi belirsizlige yeni bir bakis agis1 getirerek;

e  Oznitelik secimi ve filtreleme alaninda veri setindeki gereksiz bilgiyi elimine
ederek daha anlamli ve yonetilebilir veri kiimeleri olusturulmasina,

e Piyasa analizi ve finansal tahmin alaninda verilerdeki belirsizlikleri ve
eksiklikleri ele alarak piyasa trendlerinin analiz edilmesine,

e Finansal risklerin degerlendirilmesi ve yonetilmesine,

e Kalite kontrol ve izleme alaninda tiretim siire¢lerindeki eksikliklerin
takibinin yapilmasina,

e Makine ve ekipmanlarda ariza tespiti ve dnleyici bakim stratejileri

gelistirilmesine,

e Cevresel veri setlerindeki belirsizlikleri yoneterek kirlilik izleme ve kontrol
stratejileri gelistirilmesine,

e Veri madenciliginde biiyiilk veri setlerinden anlamli bilgiyi c¢ikararak
algoritmalarin daha 1yi sonuglar vermesine,

e Yapay zeka sistemlerinde bilgiye ulagsmay1 otomatiklestirmesine,

e Uzman sistemlerde verilerin kullanilarak sorulara yanit verilmesine,

e Oriintii sistemlerinde eksik olan béliimii tamamlayip algoritmanin daha

dayanikli olmasina,



e Tipta tedavi siirecinin desteklenmesinde, goriintii analizinde ayni belirti
gosteren hastalarin farkli hastaliklar kategorisinde analiz edilmesine imkan

saglamigtir.

Matematikteki bu gelismeler, bircok degisimin ve kolayliklarin da oOnciisii

olmustur.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE ONERMELER

Tammm 2.1. U ve V kiimeleri bos kiimeden farkli iki kiime olsun, x € U ve y € V olmak

tizere (x,y) sirali ikilisine U ile V kiimelerinin kartezyen ¢arpimi ya da dik ¢arpimi denir.
U ve V’nin kartezyen ¢arpimi UxV simgesiyle gosterilir.
UxV ={(x,y):x € Uvey €V} dir [6].

Tanmm 2.2. U ve V bos olmayan iki kiime UxV 'nin herhangi bir alt kiimesine U’dan V’ye

baginti denir [6].
Tamm 2.3. UxU'dan U'ya bir fonksiyona U'da ikili islem denir [7].

U'da ikili islem ve a,b € U olsun. (a, b)'nin * islemi altindaki goriintiisii a * b olarak

gosterilir ve fonksiyon olma &zelliklerinden;

1. U’daki herhangi iki eleman i¢in a * b mutlaka sonug verir ve sonug yine U’dadir
yani kapalidir.

2. a * b’nin sonucu tektir.

Tanim 2.4. B # @ ve B iizerinde en az bir ikili islem tanimliysa bu yapiya cebirsel yap1

denir ve (B,*) ile gosterilir [7].

Ornek 2.1. Rasyonel sayilar kiimesinde toplama islemini goz 6niine alirsak (Q,@) bir

cebirsel yapidir.
Tamim 2.5. * B'de bir ikili islem olsun.

1. Va,b€Biginaxb=>bx*aise *islemi degismelidir.
2. Va,b€eBicinax(bx*c)=(axb) *c ise * islemi birlesmelidir [7].

Tanim2.6. A'da bir ikili islem olsun.
Va€Aicina*xe=e*xa=a
olacak sekilde bir e € A varsa e’ye * isleminin etkisiz (birim) elemani denir [7].

Onerme 2.1. * A'da ikili islem olsun. A'da  isleminin etkisiz eleman1 varsa tektir [7].



Kanit.

Kabul edelim ki e ve e~ iki etkisiz eleman olsun. e etkisiz eleman oldugunda, V a € A igin

1 1

axe=exa=a ve 6zel olarak a = e~ alinirsa e"! xe = e x e~ = a bulunur. Aym

1 1

sekilde e™1 bir etkisiz eleman oldugundan Va € A i¢cin axe ! =e 1 xa =a ve dzel

olarak a = e alinirsa e x e~ = e~! x ¢ = e bulunur. Elde edilen esitlikler karsilastirilirsa
e = e~ ! oldugu goriiliir.
Onerme 2.2. A # @ ve * A kiimesi iizerinde ikili islem ve e birim eleman olmak iizere,

a € A’nin1 tersi varsa tektir [7].

Tanmm 2.7. * A’da bir ikili islem ve e € A birim elemani olsun. Bir a € A i¢in,

esitligini saglayan a~! € A varsa buna a’nin tersi denir [7].

Tanmm 2.8. U kiimesi iizerinde bir R bagintisi; yansima, simetri, gecisme kosullarini

saglamasi durumunda bu bagintiya denklik bagintis1 denir [7].

Tammm 2.9. U kiimesi iizerinde R denklik bagintisi tanimliysa ve x € U verilmisse, R
bagintis1 altinda x elemanu ile iligkili olan tiim y € U’'nun olusturdugu kiimeye x’in denklik

sinift denir ve denklik sinifi R(x) ile ya da [x] gosterilir.
RGO = [x]a = (¥ € U: xRy}
olarak ifade edilir.

R,U kiimesi iizerinde denklik bagintistysa bu bagmtinin olusturdugu denklik simiflar

topluluguna boliim kiimesi denir ve

U/g = lxlpix € U)
seklinde gosterilir [6].

R, U iizerinde bir denklik bagintis1 oldugundan U 'yu kendi ig¢inde ayrik alt kiimelere boler.
Tim denklik siniflarinin kiimesine, R tarafindan olusturulan U 'nun bir siiflandirmasi da

denir.
Tanim 2.10. m sifirdan farkli bir tamsay1 olsun,
a,b € Zi¢ina = b (modm) = m/a—b

ile tanimlanir ve a ile b modm'ye gore denktirler denir [7].



Tamm 2.11. G # @ ve * G'de bir ikili islem olmak {izere (G,*) cebirsel yapis1 asagidaki
aksiyomlar1 sagliyorsa bu yapiya grup denir [7].

e VabeGicina*xb€eG
e VabceGiginax(bxc)=(axb)=*c
e Va€eGiginax*e = e*a = a olacak sckilde e € G vardir.

e Va€eGicina*a !=a"t!xa=eolacak sekilde 3 a~! € G vardur.

Tanmim 2.12. (G,*) cebirsel yapisi bir grup ve V a,b € G ig¢in a * b = b * a oluyorsa bu
gruba degismeli (Abel) grup denir [7].

Tamim 2.13. G bir grup ve H # @ ve H c G olsun. H, G grubunda tanimli olan isleme
gore grup olma kosullarini sagliyorsa H'ye G'nin alt grubu denir ve H < G ile gosterilir.
Alt grup olma sartlarin1 saglayan H'nin G'nin birim elemanini icermesi agiktir. Eger e,

G'nin birim elemani ise hem G hem de {e} her zaman G'nin alt gruplaridir [7].

Onerme 2.3. G bir grup ve @ # H c G olsun. H'nin G'nin bir alt grubu olmasi igin su iki

sartin saglanmasi gereklidir ve yeterlidir:

e Va,b€Hicinab € H (kapalilik 6zelligi)

e Va€Hicinda ! € H olmasidir (ters elemam igermesi) [7].

Onerme 2.4. G grubunun bos olmayan bir alt kiimesi H olsun. Eger V a,b € H igin

ab~! € H (a 'b € H) oluyorsa H, G'nin alt grubudur [7].

Onerme 2.5. H, G grubunun bos olmayan sonlu bir alt kiimesi olup ve
H'nin elemanlari G'de tanimh islem altinda kapalilik 6zelligini sagliyorsa H, G'nin bir

alt grubu olarak kabul edilir ve H < G seklinde gosterilebilir [7].
Teorem 2.1. N < G olsun, asagidaki ifadeler denktir:

1. Va€eGveVx€N iginaxa™! € N'dir.
2. Ya€GicinaNa™! c N'dir.

3. Ya€GicinaNa™! = N'dir.

4. Vaé€GiginaN = Na'drr.

Teorem 2.1'in denk kosullarindan birini saglayan N alt gruba G'nin normal alt grubu denir

ve N < G ile gosterilir [7].



Normal alt gruplar, bir grubun bagka bir gruba boliinmesi yoluyla boliim gruplari olusturur
ve bu da karmasik yapidaki grubun daha basit yapilara donlismesini saglar. Eger N < G
ise G/N bolim grubu tanimlanabilir. Boylece daha biiyiik bir grup, daha kiigiik ve daha
yonetilebilir bir yapiya indirgenmis olur. Bir grubun tiim normal alt gruplarin1 bulmak

grubun tam yapisini anlamak i¢in dnemlidir.

Ornek 2.2. (47, +) grubunun (Z, +)’nin normal alt grubu oldugunu gosterelim.
47 #+ @ ve 47Z c Z oldugu kolayca goriliir.

V x,y € 4Z i¢in x = 4k ve y = 4n olacak sekilde k,n € Z vardir.

x + (=y) = 4k — 4n = 4(k — n) € 4Z olur. Buradan 4Z < Z elde edilir.

(Z, +) degismeli bir grup oldugundan her alt grubu da degismelidir.

Va €Zigin a + 4Z = 47 + a olacagindan 4Z < Z’dir.

Degisme 6zelligi saglandigindan, teorem 2.1°deki V a € G igin aN = Na sart1 saglanmig

olur buradan 4Z'nin normal alt grup oldugunu gostermis oluruz.
Tamim 2.14. G bir grup ve H < G olsun.
a € GicinaH = {ah:h € H} ve Ha = {ha:h € H}

kiimelerine sirasiyla sol koset (sol yan kiime), sag koset (sag yan kiime) denir.

H < G igin tiim sol kosetlerin kiimesidir.



3. BILGI SISTEMLERI VE KABA KUMELER

3.1 Bilgi Tablosu

G. Cantor ile temelleri atilan klasik kiime teorisi herkes tarafindan kabul goéren ve hala
matematikgilerin kullandig1 bir teoridir ancak belirsizlik durumlarinda yetersiz kalmasindan
dolay1 filozoflar, arastirmacilar yeni g¢alismalara yonelmistir bunlardan biri de Pawlak
tarafindan gelistirilen Kaba kiime (rough kiime) teorisidir. Rough kiime teorisinin temelinde,
evrensel kiime iizerindeki bir alt kiime eldeki veriler 151ginda tanimlanamiyorsa kiime
lizerinde tanimlanan denklik bagintis1 araciligityla kiimenin alt ve {iist yaklagimlarinin

bulunmasi ve bu sekilde alt kiimenin karakterize edilmesi vardir.

Bu teoride veriler satir ve siitunlara yerlestirilerek bilgi tablosu olusturulur. Asagida verilen

Ornek 3.1.1°de veriler satir ve siitunlara yerlestirilerek bilgi tablosu olusturulmustur.

Ornek 3.1.1. Bilgi Tablosu [8].

Cizelge 3.1.1: Bilgi Tablosu.

Hasta Bas Agrisi Kas Agrist Viicut Grip
Sicakligt
P1 Yok Var Yiiksek Var
P> Var Yok Yiiksek Var
P3 Var Var Cok Yiiksek Var
P4 Yok Var Normal Yok
Ps Var Yok Yiiksek Yok
Pe Yok Var Cok Yiiksek Var

10



Cizelge 3.1.1°de stitunlara semptomlar, satirlara ise nesneler (hastalar) yerlestirilmistir. Her

bir satir belirli bir hasta hakkinda bilgileri icermektedir. Ornegin Ps hastast;

(Bas agrisi, var), (Kas agrisi, yok), (Viicut sicakligi, yiiksek), (Grip, yok) nitel veri

kiimeleriyle karakterizedir.

Cizelge 3.1.1°de P3 ve Pg hastalar1 kas agrisi, viicut sicakligi ve grip olma durumuna gore
ayirt edilmezdir. P2 ve Ps hastalar ise bas agrisi, kas agrisi, viicut sicakligi semptomlarini
ayni sekilde gosterdigi i¢in bu nitelikler yoniinden ayirt edilemezdir ve P2 hastasi gripken Ps
hastasi grip degildir bundan dolay1 grip olma durumu; kas agrisi, bas agrisi ve viicut sicakligi
ile iliskili degildir. Viicut sicakligi baz alindiginda {P1, P2, Ps}, {P3, Pe}, {P4} temel kiimeleri
olusur. Nitelikler degistirildiginde farkli temel kiimeler ortaya ¢ikmaktadir.

Burada hastalarin, gosterdigi belirtilere gore nasil siniflandirilabilecegi ve bazi hastalarin
neden kesin olarak siniflandirilamayacag agiklanmaktadir ve 6zellikle sinirda kalan vakalar

uzerinde durulmaktadir.

e P, hastasi gripken Ps hastasi grip degildir. Ancak P> ve Ps hastalar1 bas agrist,
kas agrisi ve sicaklik belirtileri agisindan ayirt edilemezdir. Bu nedenle grip

belirtisi, bag agris1 ve sicaklik belirtileri agisindan karakterize degildir.

e P ve Pshastalar sinirda kalan vakalar olarak tanimlanir ve mevcut bilgilerle

dogru sekilde siniflandirilamazlar.

Kalan hastalar (P1, P3, Ps) ise grip olduklarini kesin olarak smiflandirmamizi saglayan

belirtileri sergilerken,

P, ve Ps hastalar1 mevcut bilgilerle net bir sekilde grip hastalariin disinda tutulamayacak
belirtilere sahiptir, P4 hastasinin ise gosterdigi belirtiler géz oniinde tutulursa kesinlikle grip
degildir.

e P1, P3ve Pg kesin olarak grip olan hastalardir.

e Pgshastasi ise kesin olarak grip olmayan hastadir.

Bu durumda gribi olan hastalarin; alt yaklasimi {P1, P3, Pe}, list yaklagimi {P1, P2 P3 Ps,

Pe} ve sinir vakalar ise {P2, Ps} dir.

Benzer sekilde gribi olmayan hastalarin; alt yaklagimi {P4}, iist yaklagimi {P2, P4, Ps}, sinir

vakalari ise {P2, Ps} dir.
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Tamm 3.1.1. Bilgi sistemi, satirlarda kiimenin nesnelerini ve siitunlarda ise nesneye ait
ozellikleri organize eden bir veri tablosudur. U bostan farkli objelerin kiimesi, A yine bostan
farkli 6zellikler kiimesi olmak tizere bilgi sistemi (U, A) ikilisiyle tanimlanir. a € A ve a
niteligine gore deger kiimesi Va olmak tizere fa:U — Va seklinde bilgi fonksiyonuyla

tanimlanir [3].

Bilgi sistemi tablosunun tekrara diistiigli durumlarda sadelestirme yapilabilir bunun i¢inde

ayirt edilmezlik bagintis1 kullanilir.

3.2 Kaba Kiimeler

Tammm 3.2.1. Sonlu ve bos olmayan bir U kiimesi ile R € UxU bagintis1 tanimlansin.
R,U'daki elemanlar arasinda anlamli iliskiler saglayan ayirt edilmezlik bagmntisidir. R
bagintist U lizerindeki elemanlart iliskilendirerek eksik bilgi durumlarini tanimlamak

amaciyla kullanilir. Bu baglamda S = (U, R) ikilisi yaklasim uzay1 olarak adlandirilir [9].
Tanmmm 3.2.2. S = (U,R) yaklasim uzay1r @ # X € U olmak iizere X kiimesinin R alt

yaklagimi;

RO = | | R:R) € 53

x€eU

ya da

R(X) = {x: R(x) € X} ile tammlanir [10].

Buna gore X’in alt yaklasimi, X'in sinirlari iginde kalan ve X tarafindan tamamen kontrol
edilen denklik simiflarinin birlesiminden olusan yapidir. Bu yapi, X’in sinirlarint agmadan

onunla uyumlu elemanlarin birlesiminden meydana gelir.

X’in R st yaklagimi ise

R(X) = U{R(x):R(x) NX # 0}

x€eU

veya
RX) ={x:R(x) NX # ¢}

seklinde tanimlanir [10].
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R yardimiyla U tizerindeki x’in denklik siniflariyla X kiimesinin kesigimi bos kiimeden farkl
olabilir ve kesisimde yer alan elemanlar X kiimesinde olmayabilir. Bu bize R(X)’in X

kiimesini asan onu bir {ist versiyona tagiyan yapiy1 temsil ettigini diigiindiirebilir.

Kisaca R(X) kiimesi, X kiimesinde bulunmasa bile R(x)'in X ileiliskili olan tim

elemanlarini igerir.

Bir kiimenin alt ve iist yaklasimlar1 asagida verilen Sekil 3.2.1°den daha iy1 anlasilabilir.

Evrensel
Kime
P R(X)
—p- R(X)
=P | Kiime X

Sekil 3.2.1: Bir kiimenin alt ve tist yaklagimlari.

Sekil 3.2.1' de goriildiigii gibi bir kiimenin alt yaklasimi i¢inde bulunan elemanlar, R’ nin

bilgileriyle uyumlu X’in elemanlarini kesinlikle igerir.

Kiimenin iist yaklasimi iginde bulunan elemanlar, R’nin bilgileriyle uyumlu X’in muhtemel

elemanlarini igerir seklinde yorumlanabilir.

Tamm 3.2.3. U evrensel kiimesi tizerinde R bir denklik bagintist olsun ve (U,R) ikilisi
yaklasim uzay1 olsun. Bir XCU alt kiimesi tanimlanabilir ise R(X) = R(X)’dir. Tam tersi

durumda eger R(X) — R(X) # @ ise 0 zaman X'e kaba kiime denir [11].

Tamm 3.2.4. U evrensel kiime ve X € U ise X’in sinir bolgesi, iist ve alt yaklasimlari

arasindaki farktir.

BndR(X) = R(X) — R(X)
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Bu bolge X’e tamamen ait olmayan ancak X’in disinda da kesin bir sekilde
konumlandirilamayan elemanlarin bir araya geldigi bolgedir. Dolayisiyla BndR(X) sinir
bolgesi evrensel kiimenin kararsiz bolgesidir. Yani sinirda yer alan nesneler R bagintisiyla

ne X’e ne de —X kiimesine aittir.

Tamm 3.2.5. X’in smir bolgesi bos kiime ise yani sinirinda kararsizlik yoksa X kiimesi R

bagntisiyla crisp (tam veya kesin) kiime olarak adlandirilir [3].

Tamm 3.2.6. X’in sinir bolgesinde elemanlar varsa X kiimesi R bagmtis1 baglaminda kaba

(rough) kiimedir ayn1 zamanda alt ve st yaklasimlar olarak tanimlanan kiime

ikilisi (5 (X),E(X)) seklinde gosterilir [12].
Ornek 3.2.1. Bilgi Tablosu

Cizelge 3.2.1: Bilgi Tablosu.

Nesneler Yas (ay) Kosma Kalem Tutma
Becerisi Becerisi
C1 60-65 5 10
C2 60-65 5 10
Cs 68-72 4 9
Cs4 68-72 3 8
Cs 72-80 5 8
Ce 72-80 4 9
Cs 72-80 3 8

Cizelge 3.2.1’de U = {C;, C,, C3,C,, Cs, Cg, C,} birinci sinifa baslayan dgrenciler (nesneler)
kiimesini; yas, kosma becerisi, kalem tutma becerisi ise nesnelere ait nitelikler kiimesini

temsil etmektedir.

Kosma ve kalem tutma becerisine gore denklik siniflari:

[C1] =[]
[C5] = [C6]
[C4] = [C7]
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[C5]
X = {C;, C3, C5} kiimesi kalem tutma ve kosma becerisi 6zelliklerine gore;
R(X) ={C1, G}
E(X) = {C1, (3, C3, Co}
R(X) = R(X) = {Cs,C6}

Yani X kiimesi kalem tutma ve kosma becerisine gore tanimlanamaz bu yiizden kaba

kiimedir.

Klasik kiime temel bir kavramdir ve sezgisel olarak net iiyelik sinirlar1 vardir. Kaba
kiime teorisi ise kesin olmayan yaklasik sinirlara sahip kiimeleri tanimlamak i¢in
gelistirilmistir, eksikligin oldugu durumlarda alt ve ist yaklasimlar kullanilarak
nesnelerin modellenmesinde kolayliklar saglamistir. Alt yaklasim bir nesnenin kesin
olarak kiimeye ait oldugu durumu, iist yaklasim ise bir nesnenin kiimeye ait olma

olasiliginin bulundugu durumu ifade eder.
Onerme 3.2.1. (U, R) yaklasim uzay1 ve X € U olmak iizere;

i.  R(X) kiimesi, X’in tam anlamiyla kapsadigi ve tanimlanabilir kiimeler arasinda en
biiylik olanidir.

ii. R(X) kiimesi, X’i kapsayan tanimlanabilir kiimeler arasinda en kiigiik olanidir [3].

Kanit.
R(X) ve R(X)’in tanimlarindan dolay1 bu kiimelerin tanimlanabilir oldugu bellidir.

1. X’in kapsadig1 en biiyiik tanimlanabilir kiimenin R(X) oldugunu gosterelim. Bunun
icin R(X) # A ve R(X) c A olacak sekilde A € X tanimlanabilir alt kiimesini
alalim. Burada y € A ve y € R(X) olacak sekilde bir y € U vardir. y € R(X)
oldugundan [y] € X’dir. A tanimlanabilir oldugundan denklik siiflarinin birlesimi
olarak yazilabilir ve y € A oldugundan [y] € A kapsamasi vardir. Varsayimdan
[y] € X elde edilir ve bu bir ¢eliski dogurur.

2. X’i kapsayan en kiiciik tanimlanabilir kiimenin R(X) oldugunu gosterelim. Bunun
icin R(X) # B ve B c R(X) olacak sekilde X € B tamimlanabilir kiimesini ele
alalim. Buradan y € R(X) ve y & B olacak sekilde y € U vardir ve y € R(X)
oldugundan [y] N X # @ saglanir. Diger bir taraftan y ¢ B ve B tanimlanabilir
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oldugundan [y] € B olup ve [y] € X elde edilir. Bu da [y] N X # @ olmasiyla
celisir.

Teorem 3.2.1. U kiimesi tizerindeki R denkligiyle olusturulan (U, R) yaklasim uzayi ve

0 +X,

Y C U altkiimelerinin alt ve iist yaklasimlar1 belirli matematiksel 6zelliklere sahiptir

bu dzellikler agsagida siralanmistir [13].

=

© 0O N o 0o~ w DN

e S N
w N L O

Kanit.

R(X) € X S R(X)
R@®)=R@®) =0
R(U)=RW)=U
R(XUY)=R(X)UR(Y)
R(XNY)=R&X)NR(Y)
X cYise R(X) € R(Y)
X CYise R(X) S R(Y)
R(XUY)2R(X) UR(Y)
R(XNY)SRX)NR(Y)

.R(=X) = —R(X)

.R(=X) = —R(X)

.RR(X) = RR(X) = R(X)
.RR(X) = RR(X) = R(X).

R(X) € X S R(X)

x € R(X) olsun. [x]g € X kapsamasi vardir ve x € [x]z oldugundan x € X elde
edilir. Simdi x € X olsun, x € [x]g oldugundan X N [x]; # @ olup x € R (X) elde
edilir.

R@®=R@®) =9

R(®) € @ kapsamasi vardir. Ayrica @ € R(@)’dir ve her zaman gecerlidir. Bu
yiizden @ = R(®) elde edilir. Simdi de @ # R(®) olsun. Oyleyse x € R(®) olacak
sekilde en az bir x nesnesi vardir. Bu da [x]z N @ # @ ¢eliskisini verir kabuliimiiz
yanhs demektir bundan dolayr @ = R(@) olur ve @ = R(®) = R(®) oldugu ortaya
cikar.
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. RW)=RW)=U

R(U) € U kapsamasi vardir. Ters kapsamay1 gostermek i¢in x € U alalim.

[x]g € U her zaman gegerli oldugundan x € R(U)’dur. Kanit 1’den U € R(U)
vardir. Ayrica R(U) € U her zaman gegerli oldugundan R(U) = U elde edilir.
Boéylece R(U) = R(U) = U oldugu agiktr.

. R(XUY)=R(X)UR(Y)

xERXUY)e [xrn(XUuY)# 0o ([xlrnX)U([x]gnY) # 0 <
[xX]aNX =Dveya [x]pNY =@ < x € R(X)

veyax € R(Y) & x € R(X) UR(Y).

R NY) =RX) NR(Y)

XERXNY)e [xlrS XnY & [x][g € Xve [x]g € Y & x €ERX)

vex ER(Y) & x € R(X) N R(Y).

. XCYiseR(x) CR(Y)

X € Y oldugundan X Nn'Y = X olup, kanit 5’ten gidersek

RXNY)=R(X) <= RX)NRY)=R(X) elde edilir ki bu R(X) S R()
kapsamasin1 verir.

. XCSYise R(X) SR(Y)

x € R(X) alalim buradan [x]z N X # @ saglanir. Kabulden [x]; N Y # @ olup

x € R(Y) elde edilir.

. RAX)UR(Y) SR(XUY)

XERMX)UR(Y)=x€R(X)veya x ER(Y) = [x]g S X veya [x]p S YV =
[x]g € (XUY)= x €R(XUY).

. RXNY)SRX)NR(Y)

XNYCSX ve XNY CY oldugundan R(XNY) S R(X) ve R(XNY) S R(Y)
Buradan R(X N'Y) € R(X) n R(Y) elde edilir.

10. R(—X) = —R(X)

xER(-X) e [x|g € X [xrnX=0=x¢RX) = x€—RX)

11. Yukarida yer alan kanit 10’a dayanarak ispatlanabilir.

12.RR(X) = RR(X) = R(X)

R(X) S X oldugundan kanit 6’ya gore R R(X) € R(X) elde edilir. Tersine
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X € R(X) alalim yine kanit 6’ya gore [x]z S X oldugundan

R [x]g € R(X) kapsamas1 vardir. [x]z denklik sinifi tanimlanabilir oldugundan
R [x]g = [x]g’dir. Dolayisiyla x € R R(X) elde edilir. Simdi diger esitligi
gosterelim. Kanit 1’e gére R(X) € R R(X) kapsamasi vardir. Ters kapsama igin x €
R R(X) alalm. Ust yaklasimdan [x]z N R(X) # @’dir. Bu durumda y € [x]; ve
y € R(X) olacak sekilde y € U nesnesi vardir ve y € [x]g oldugundan

[x]g = [v]g esitligi vardir. Diger taraftan alt yaklasima gére [y]g € X kapsamasi
oldugundan x € R (X) elde edilir.

13. RR(X) = RR(X) = R(X)
Kamit 1.maddeye gore R(X) € R R(X) kapsamasi vardir. Ters kapsama i¢in
x € R R(X) alalim. Ust yaklasimdan [x]z N R(X) # @’dir. Bu durumda y € [x]g
ve y € R(X) olacak sekilde en az bir y € U nesnesi vardir. y € [x]z ve

[x] g tanimlanabilir kiime oldugundan [y]z = [x]y esitligi vardir. Diger taraftan tist
yaklagima gore [y]z N X # @ oldugundan x € R(X) elde edilir.

Simdi de diger esitligi gosterelim. Kanit 1’e gore R R(X) € R(X) kapsamasi vardir.
Tersine x € R(X) alalm ve [x]z N X # @’dir. Oyleyse [x]z € R(X) kapsamasi

vardir ve alt yaklasima gore x € R R(X) elde edilir.

Ornek 3.2.2. (U, R) yaklasim uzay1 olsun U = {x;, X,, X3, X4, Xs, X, X7, Xg} V€ R denklik

bagintis1 olmak iizere;

Ey = {x1, x4, xg}

Ey = {x3, x5, %7}
E3 = {x3}
Ey = {x6}

U/R ={Ey, E3, E3, E4}
X, = {xq, x4, %7} ve X, = {x5, xg} olsun [3].

R(X1UX;) =E;

R X)) =90

R (X,) = @ buradan
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R (X; UX;) 2 R (X;) UR (X3) olur.
Diger bir taraftan,
Y1 = {x1,x3, x5} ve Yo = {x3, X3, X4, X6}
R(Y,nY,) = E;
R(Y,)) =E,UE, UE;
R(Y,) =E,UE,UE;UE,
R (Y, nY,) € R(Y;) NR (Y,) olur.

Tanmm 3.2.7. Bir X € U kiimesinin pozitif bolgesi POS(X) = R(X) ile yani R denklik
bagintis1 kullanilarak X kiimesine kesin bir sekilde ait olan nesnelerden olusur. Benzer

sekilde negatif bolge R bagintis1 kullanilarak herhangi bir belirsizlige mahal vermeden X

kiimesine ait olmayan nesnelerden olusur yani NEG(X) = U — R(X) ile tanimlidir [14].

Pozitif bolgedeki elemanlar, kesinlikle X kiimesine aittir negatif bolgedeki elemanlar ise

kesinlikle X’e ait olmayan yani X’in timleyeninde olan elemanlardan olusur.
Ornek 3.2.3. Ornek 3.2.1°den yola ¢ikarak X = {C;, C,, C3} igin
POS(X) = R(X) = {Cy, G5}
NEG(X) =U — R(X) = {C,, Cs, C;}
Tamim 3.2.8. (U, R) yaklasim uzay1 X € U olsun. @(X) =X —R(X) ile X’in i¢ smir

bolgesi ile tanimlanir. Benzer sekilde X’in dig sinir bolgesi ise ﬁg(X) =R(X)-X ile

tanimlidir. X kiimesinin sinir bolgesi, i¢ sinir ve dis siir bolgelerinin birlesiminden olusur
[3].

BndR(X) = Edg(X) U Edg(X) = R(X) — R(X)

Bir kiimenin i¢ ve dis siir bolgeleri Sekil 3.2.2.’de gosterilmektedir.
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Evrensel
Kiime

» Dig Sinir
Bdlgesi

_ i Sinir
Bdlgesi

Sekil 3.2.2: Bir kiimenin i¢ ve dis Smir bolgeleri.

Ornek 3.2.4. Omek 3.2.1’den yola ¢ikarak X = {C;, C,, C3} icin
R(X) ={Cy, G}
R(X) = {C,,Cy, C5,Co}
Edg(X) = X — R(X) = {Cs)
Edg(X) = R(X) = X = {Cq}
X kiimesinin siir bolgesi = @(X) U Edg(X) = {C5, C¢} kiimesini elde ederiz.

Tanmmm 3.2.9. X # @ kiimesi verilsin. |X|, kiimenin eleman sayis1 (kardinalitesi) olmak

tizere (U, R) yaklasim uzayindaki kiimenin kesinlik 6l¢iisiiniin degeri agagidaki gibidir.

_ R
RO

ag(X)

Bir kiimenin tam veya kaba kiime olarak siniflandirilmasi az(X) degerine baghdir. Eger
ar(X) =1 ise X kiimesi R bagintisiyla eksiksizdir yani tam kiimedir. ag(X) <1 ise X

kiimesi R bagmtistyla kaba kiime kategorisine girer [15].

e Yaklasimin dogrulugunu gosteren a (X), X kiimesinin R bagintisina gore kesinligini

veya belirsizligini dl¢en bir katsayidir.

o Bukatsayi, 0 ile 1 arasinda bir degere sahiptir.
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o Eger az(X) degeri l'e esitse, X kiimesi R'ye gore kesin yani tam kiime olarak

tanimlanabilir. Bu durumda X kiimesi, R'ye gore belirli (crisp) olarak adlandirilir.

e Eger ag(X) degeri 1'den kiigiikse, X kiimesi R'ye gore belirsizdir ve kaba kiime
olarak adlandirilir. Bu durum X kiimesinin bazi elemanlarinin, R'ye gére tam olarak

tanimlanamadig1 anlamina gelir.
e ar(X) degerinin biiyiik olmas1 kiimenin bilinirliginin fazla olmasi anlamini tasir.

e X kiimesinin kesinlik derecesinden yola ¢ikilarak belirsizlik 6l¢iisii de bulunabilir.
pr(X) =1 — ax(X) olarak tanimlanan bu deger X kiimesi hakkindaki eksiklik

derecesini temsil etmektedir [10].

Ornek 3.2.5.U = {1,3,5,7,11,13}, x = y(Mod3) denklik bagmtisint gbz oniine alinarak

X = {1, 3, 5} kiimesinin kesinlik 6l¢iistiniin degerini hesaplayalim.
[1] = {1,7,13}
[3] = {3}
[5] = {5,11}
R(X) = {3}
R(X) ={1,3,5,7,11,13}

R| 1

“R@| 6

ag(X)

ag(X) degerinin% olmasi, X kiimesinden % oraninda kesin bilgi elde edebilecegimizi

gosterir.
Ornek 3.2.6. E; = {xq, x4, xg}, E, = {x5, x5, x,}, E3 = {x3}, E, = {x¢} ve
X1 = {x1, x4, x5}, X5 = {x3, x5}, X3 = {x3, x4, x5} Olsun.
R (X1) =0
R(X,) = E1 U E; = {x1, X3, X4, X5, X7, Xg}
Bnd(X,) = E; U E; = {xq, x5, X4, X5, X7, Xg}

Neg(X;) = E3 U Ey = {x3,X¢}

0
ap(Xy) = 6 0
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R (X3) = E5 = {x3}
R(X;) = E; U E3 = {x5, %3, %5, %7}
BndR(X;) = E; = {x3, x5, %7}
Neg(X;) = E1 U Ey = {x1, X4, X, X}

R(X,) 1

ap(Xz) = R(X,) =7
2

R(X3) = E3 U E, = {x3,%6}
E(X3) = E; UE3 UE, = {x1,X3,X4, X6, Xg}
BndR(X3) = E; = {x1, X4, Xg}

Neg(X3) = E; = {x3, x5, X7}

2
ag(X3) = g

Belirsizligin sayisal degeri, olasilik teorisi gibi dnceden belirlenmis deger degildir. Bunun
yerine belirsizligi ifade eden temel kavramlar olan yaklasimlar kullanilarak hesaplanir. Bu

yaklagim belirsizligin kesin sayilar yerine yaklasik olarak ifade edilmesini saglar.

Belirsizligin sayisal olarak ifade edilmesi sinirli bilgiye baghdir. Yani elimizdeki bilgiyle
nesneleri tam dogrulukla siniflandirmak her zaman miimkiin olmayabilir. Bu tiir bir sayisal

karakterizasyon, kavramlarin ne kadar kesin oldugunu ifade etmek i¢in kullanilir [3].

3.3 Kaba Kiimelerin Siniflandirilmasi

Tamim 3.3.1. Kaba kiimeleri belirli kriterlere gére dort ana grupta siniflandirabiliriz [10].

1. X kiimesi rough R- tanimlanabilirdire R(X) # @ ve R(X) # U ise bir X kiimesinin
yaklagik olarak R-tanimli  (roughly R-definable) olmasi, U'nun baz
elemanlarmin X'e ve — X'e (X 'in tamamlayicisi) ait olup olmadigina R'ye gore karar

verebildigimiz anlamina gelir.
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2 > R(X)
—> R(X)
— I ¥

Sekil 1.3.1: Rough R — tanimlanabilir kiime.

2. X kiimesi internal R- tanimlanamazdir & R(X) =@ve R(X) # U ise bir X
kiimesinin igsel olarak R-tanimsiz (internally R-undefinable) olmasi, U'nun bazi
elemanlarinin — X'e ait olduguna R bagintisina goére karar verebildigimiz ancak
U'nun herhangi bir elemanmin X'e ait olup olmadigina karar veremedigimiz

anlamina gelir.

— U

.a /"'\ —> R(X)
\ oA T x

Sekil 3.3.2: Internal R — tanimlanamaz kiime.

3. X kiimesi external R- tanimlanamazdir & R(X) # @ ve R(X) =U ise bir X
kiimesinin digsal olarak R-tanimsiz (externally R-undefinable) olmasi, U'nun bazi
elemanlarmin X'e ait olduguna R bagintisina gore karar verebildigimiz ancak U'nun

herhangi bir elemanmin —X'e ait olup olmadigina karar veremedigimiz anlamina

gelir.
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Sekil 3.3.3: External R — tanimlanamaz kiime.

4. X kiimesi total R- tanimlanamazdir & R(X) = @ ve R(X) = U ise bir X kiimesinin
tamamen R-tanimsiz (totally R-undefinable) olmasi, U'nun herhangi bir elemaninin
X'e veya— X'e ait olup olmadigina R bagintisina gore karar veremedigimiz anlamina
gelir. Yani R bagmtisina gore U’nun bir elemaninin X’e veya —X’e ait olduklari

kesin olarak sdylenemez.

I Y

Sekil 3.3.4: Total R — tanimlanamaz kiime.

3.4 Kaba Kiimelerde Uyelik Fonksiyonu

Tamim 3.4.1. Klasik kiime teorisinde bir eleman kiimeye aitse 1, eleman kiimeye ait degilse
0 degerini alir. Rough kiimelerde ise bir elemanin kiimeye aitligi [0,1] reeel araliginda
herhangi bir deger alabilir bu durum yaklagimli iiyelik foksiyonu MZ (X) : U — [0,1] ile de
tanimlanabilir. Daha agik bir ifadeyle; kaba kiime teorisinde kullanilan alt ve {ist yaklagim

kiimeleri yerine, kaba iiyelik fonksiyonu kullanarak da kaba kiimeler olusturulabilir ve analiz
edilebilir [16].

|X|, X kiimesinin eleman sayisini, [x]p = R(x) ise x elemanmin denklik simiflarin

gostermek tlizere yaklagimli iiyelik fonksiyonu:
XN[x
G - K0 e

seklinde tanimlanir [16].
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Yaklagimli {yelik fonksiyonu, R yardimiyla x hakkinda verilen bilgiler 1s18inda x
elemaninin X’e ait olma derecesini agiklar ya da x elemanimin, R yardimiyla X kiimesine

uyumunu gosterir.

X N R(X) = @ olmasi halinde
ME(x) =0

0<MB(x)<1

R(x) € X olmasi1 durumunda

ME(x) = 1olur

Sekil 3.4.1: Kaba tiyelik fonksiyonu.

Tanim 3.4.2. (U, R) yaklagim uzay1 ve X kiimesi U’nun bir alt kiimesi olmak iizere,

0 < MZ(x) <1 olacak sekilde 3 x € X varsa X kaba (rough) kiimedir [16].

Yaklagimli tiyelik fonksiyonu bir kiimenin sinir bolgesini tanimlamak i¢in kullanilabilir.
R(X) = {x € U: ME(x) = 1} ( ME(x) degeri 1 olan tiim elemanlar bu kiimeye dahildir.)

R(X) = {x € U: ME(x) > 0} (ME(x) > 0 ifadesi, x elemanmin X kiimesine kismen ait
oldugunu belirtir. Bu demektir ki X eleman1 X kiimesi ile bir iliskiye sahiptir ama tam olarak

X kiimesinin i¢inde olmayabilir.)
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BndR(X) = R(X) — R(X) = {X € U: 0 < M¥(x) < 1} (0< M§ (x) <1 ifadesi, x elemaninin
X kiimesine ne tamamen ait ne de tamamen disinda oldugunu belirtir. Bu elemanlar, X

kiimesinin sinir bolgesinde yer alir.
Uyelik fonksiyonlar1 asagidaki 6zellikleri saglar:
1. MR(x)=1& x € R(X)
ME(x)=0&=x €U —-R(x)
0 < ME(x)<1 & x € BndR(x)
V x € Uigin ME_y(x) = 1- ME(x)
vV x € Uigin MZ y (x) = max {MZ(x), M¥ (x)}
vV x € Uigin ME ., (x) < min{ME(x), ME(x)}

o g &~ w D

Yukaridaki 6zelliklerden kaba tiyelik fonksiyonunun, bulanik iiyelik fonksiyonundan temel
olarak farkli oldugu sonucuna varilabilir. Yukardaki 5. 6zellik X elemanmnin X ve Y
kiimelerinin birlesimindeki iiyelik derecesinin, X ve Y kiimelerindeki iiyelik derecelerinin
maksimumundan biiyiik veya esit oldugunu belirtir. 6. 6zellik ise X elemaninin X ve Y
kiimelerinin kesisimindeki iiyelik derecesinin, X ve Y kiimelerindeki iiyelik derecelerinin
minimumundan kiigiik veya esit oldugunu belirtir. Buradan yola ¢ikarak kiimelerin birlesimi
ve kesisimi i¢in tiiyelik hesaplamasinin, genel olarak bilesenlerinin iyeliklerinden
hesaplanamayacagini gostermektedir. Bu nedenle big¢imsel olarak kaba fiyelik, bulanik
tyeligin bir genellemesidir. Ayrica kaba liyelik fonksiyonu, bulanik tiyelik fonksiyonunun
aksine olasiliksal bir yapiya sahiptir. Kaba lyelik fonksiyonu, kiimelerin birlesimi ve

kesigimi i¢in farkli kurallar icerir ve bu da onu bulanik iiyelik fonksiyonundan ayirir [16].
Ornek 3.4.1. U = {b;, b,, b3, by, bs, bg, b, bg} kiimesinin
U/R = {{bl, by, b3, b,}, {bs, b;},{be}, {bs}} olsun.
X = {by, b3, bs, by, b, } kiimesinin
R(X) = { bs, be, b7}
E(X) = {b1, by, b3, by, bs, be, b7}
BndR(x) = {b4, b,, b3, b,}
X kiimesinin elemanlarini kaba iiyelik fonksiyonuna gore liyelik degerleri;

|X 0[]l

Mi (b)) = =]

2 1
=7 =35 = Mx(bs)
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R _Xnlbs]l 2
Mx(bs)—w—z—l—Mx(bﬁ

M§ (be) =1
Ornek 3.4.2.

U ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} olan evrensel kiime ve (U, R) yaklasim uzay1 olmak lizere, U
tizerinde R denklik bagintisi tiim a, b € U i¢in a = b(mod5) seklinde tanimlansin. U’nun

bir alt kiimesi olan X = {1,2,6,7,8,9} kiimesini ele alalim;
[0] = [5] = [10] = {0, 5,10}
[1] = [6] = {1, 6}
(2] =[7]1={2,7}
[3] = [8] = {3,8}
[4] = [9] = {4,9}

R(X) ={1,2,6,7}veR(X) = {1,2,3,4,6,7,8,9}

ME(D) =1
ME(2) =1
ME(3) = 0,5
ME(4) =05
ME(5) =0
ME(6) =1
ME() =1
ME(8) = 0,5
MZ(©) =05
ME(10) = 0

10’un iiyelik fonksiyon degerinin 0 ¢ikmasi X kiimesinde olmadigini gosterir.
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4. KABA GRUP

Bismas ve Nanda tarafindan 1994 yilinda sadece iist yaklagim tanimi kullanilarak kaba grup
tanimlanmistir [17]. Kuroks ve Wang ise 1996 yilinda alt ve {ist yaklasimi birlikte kullanarak
kaba grubu tanimlamistir [18]. 1994 yilinda Biswas ve Nanda tarafindan kaba grup ve kaba
alt grup kavramlar1 tanimlanmis ve bunlarin baz1 6zellikleri verilmistir. Ardindan Miao ve
meslektaglari, Biswas ve Nanda tarafindan verilen kaba grup tanimini gelistirerek
yenilemeye calismislardir. Ozellikle birlesme 6zelligi, kaba grubun &nemsiz kaba alt
gruplar1 ve iki kaba alt grubun kesisiminin kaba alt grup olmasi gerektigi gibi bazi 6zellikler

tizerinde durmuslardir. [19]

Tamim 4.1. (U, R) yaklasim uzay1 G # @, R € UxU denklik bagintist olmak tizere
*x:UxU — U ikili islem, G € U olsun G kiimesi asagidaki 6zellikleri saglarsa G’ye kaba
(rough) grup denir ve < G,*> seklinde gosterilir [11].

Vx,y EGicinxxy € G (Kapalilik)

VX,y,Z € G igin x x (y xz) = (x *y) * z € G (Birlesme Ozelligi)

VX € G igin x * e = e x x = x olacak sekilde 3 e € G vardir. (Birim Eleman)

M 0 npoE

1:

Vx € G igin x * x~1 = x71 x x = e olacak sekilde 3 x~! € G vardir. (x ’e x’in

yaklagimli ters elemanidir denir.)

Bu tanimda alt yaklagim kullanilmamistir ve birim eleman iist yaklasimda aranirken ters

eleman kiimede aranmustir.
Not: G =G = G oldugunda kaba grup bir grup olur.

Tanim 4.2. G bir kaba grup ve A c G olsun. Eger A = A~ ! ise A’ya simetrik deriz. Baska
bir deyisle A’daki her bir elemanin tersi de A’da bulunuyorsa bu simetrik oldugunu

gosterir [20].
Ozellik 4.1. G bir kaba grup olmak iizere G nin sadece bir tane birim eleman1 vardir.
Yani x * y = y * x = e olacak sekilde yanlizca bir tane y vardir ve x 7 ile gosterilir.

Yukaridaki 6zellik kaba gruplarda iki tane temel prensibi tanimlar ve bunlar soyle
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aciklayabiliriz:

e Tek birim eleman: Herhangi bir eleman birim elemanla isleme girdiginde
elemanin kendisini verir.
e Ters eleman: Her elemanin grubun birim elemanina ulasmak i¢in tersine sahip

oldugunu ifade eder.
Ozellik 4.2.

1. (x71)7! = x (Bir elemanin tersinin tersi yine kendisidir.)

2. (x*y) 1 =y 1« x~1 (Bu dzellik ters alma isleminin dagitic1 oldugunu gosterir.)
Ornek 4.1. [21]

X = Z3xZs; = {(a,b):a,b € Z3} olmak lizere Mod3'e gore toplama islemi ile taniml

kiime,
vV ={(1,1),(1,2),(2,2),(2,1),(1,0),(2,0)} c X
X/R=C,VUC,
C; = En az bir bileseni sifir olmayan olan tiim sirali ikililer,
C, = X’in C; disinda kalan siral ikililerini icerir ve C, = X — C; = Cf olmak iizere
Burada Z; mod 3 aritmetigi tizerindeki tiim sayilarin kiimesidir yani {0,1,2} olur.
X ={(0,0),(0,1),(0,2), (1,0), (1,1), (1,2), (2,0),(2,1), (2,2)}

X kiimesi R tarafindan olusturulan denklik siiflarinin birlesimidir bu nedenle V kiimesiyle
kesisen esdegerlik sinifi otomatik olarak X i¢inde yer alir yani V' kiimesinin {ist yaklagimi

X kiimesidir.

Vx,y € Vicin (x,y) ER(V) = X

Birlesme 6zelligi R(V) iginde yer aliyor.

Birim eleman: olan (0,0) € R(V)

AGD*T=22) 2)1t=021 C21'=011) CEvt=Q02
(1,0)*=(2,0 20 1=(10€V

A 0 poE

V kiimesi kaba (rough) gruptur.
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Ornek 4.2.
U = Z, = {Mod 7’ye gore kalanlar sinifi}
*: Mod 7’ye gore toplama islemidir.

U/R = {El' Ey, Es}

Buradan R(V) = U olur.

1. Vx,y €Vigin(x*y) ER(V)=U

2. Birlesme 0zelligi R(V) icinde vardir.

3. 0 € R(V)dir.

4, (D) *=6€V (6)'=1€V @B)'l=4ev 4)'=3€vV
Bu yiizden V kaba gruptur.
Ornek 4.3. U = Mod 3’e gore kalan siniflarm kiimesi

U={0,1,2}

*: Kalan siniflarin toplama islemi olsun.
G = {6, T} ve U’nun bir ayrik pargalanis1 E; = {6, T} E, = {E} olmak tizere,
U/R = {E,, E,} olsun.

Buradan G = E; olur.

G ={0,1}
0+x1=1€G
1+1=2¢G

Kapalilik 6zelligini saglamaz ve G kaba grup degildir.
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Ornek 4.3. [21]

X = R toplama iglemiyle tanimlanan reel sayilar kiimesi olmak iizere,

X/R = {E;, E,} olarak verilsin.

Burada E; sifirdan biiyiik veya sifira esit reel sayilar kiimesi,
E, = R\E; olarak verilmistir.

V = R\{0} olsun. Buradan R(V) = R olur.

Simdi V’nin kaba grup oldugunu goéstermek i¢in tanimda verilen dort kosulun saglandigini

gostermemiz lazim.
1. V’de toplama islemi i¢in kapalilik 6zelligi saglanir.

2. Birlesme 0zelligi saglanir.

3. 0 € R(V)'dir yani birim eleman vardir

1

4, VxV igin, x1 = —x € V vardir yani x + x~1

= 0 esitligi saglanir. Dolayisiyla V
kaba gruptur.

4.1 Kaba Alt Grup

Tamim 4.1.1. Kaba grup G ve onun alt kiimesi H i¢in; H kiimesi G’de taniml1 islem altinda
kaba grup olma kosullarii1 saglamasi durumunda H, G’nin kaba alt grubu olarak
adlandirilir. Matematiksel olarak Vx, y € H i¢in x * y~! € H sartlari saglaniyorsa H, G nin

kaba alt grubudur ve H < G seklinde gosterilir [17].

NOT: G kaba grubunun asikar (agik) kaba alt grubu sadece kendisidir. {e} kiimesinin G

grubunun kaba alt grubu olmasi i¢in e € G kosulu saglanmalidir [22].

Ornek 4.1.1.

*: Mod 6 lizerinde kalan smiflarin toplama iglemi olsun.

Z¢/R = {{ E, §}, { 0,1,4 }, {E}} ayrik pargalanisi

o)

- (0,135

——

H={0,1,5}



G=Z¢veH ={0,1,4,5}
I+1=2 ¢ H “dir.
G kiimesi kaba grup ve H c G’dir ancak H kiimesi * islemine gore kapalilik 6zelligini

saglamadigindan H, G’nin kaba alt grubu degildir [23].
Ozellik 4.1.1.
H < K ve K< G olsun buradan H < G’dir.

Bu 6zellik kaba grup teorisinin gecisme 6zelligine drnektir. Yani H, K’nin K’da G 'nin kaba
alt grubu ise H, G’nin kaba alt grubu kabul edilir [24].

Teorem 4.1.1. G bir kaba grup ve H, G’nin bostan farkl bir alt kiimesi olsun. Bu durumda

H nin bir kaba alt grup olmasi igin gerek ve yeter sart,

1. Vx,y€Hicinx.y €H
2. Vx€EHigcinx ' eH

olmasidir [22].

Onerme. < G,*x> kaba grubunun kaba alt kiimesi olan H’nin, kaba alt grup olmas: igin

gerekli ve yeterli kosul asagida verilmistir [24].

1. H € G olmasi

2. Vx,y €EHi¢iny ' € Hvexy™! € H dir
Ozellik 4.1.2.
< G,*> kaba grup olsun.

H, <G, H, < G ve H; N H, # @ kosullar saglaniyorsa o zaman H; N H,’de G’nin kaba
alt grubudur.

Genel olarak G kaba grup olsun.
Eger H; < G (i € I ve I indeks kiimesi) ise
ve N;¢; H; # @ oluyorsa o0 zaman N;¢; H; < G’dir [25].

Bunu soyle agiklayabiliriz. Kaba grup igindeki kaba alt gruplarin kesisimi bos kiimeden

farkliysa bu alt kiimelerin kesisimi de ana grubun, kaba alt grubudur.
Ozellik 4.1.3.

G kaba grup, H’de G’nin kaba alt grubu olmak {izere;

32



Vx € H igin ey = e; ve Xzt = X1 dir.

Burada ey, ve e, sirastyla H ve G nin birim elemani, X5 ve X! sirasiyla H ve G nin ters

elemanini belirtir.

Bu 6zellik kaba gruplar ve kaba alt gruplar arasindaki yapisal 6zellikleri vurgular. Kaba alt

gruplarin, kaba gruplarin birim eleman ve ters eleman gibi temel 6zelliklerini korudugunu

belirtir [24].
Ozellik 4.1.4.
G kaba grup ve @ # H C G olmak iizere asagidaki 6nermeler esdegerdirler.

1. H <G (H, G’nin kaba alt grubudur.)
2. Vx,y€Hi¢cinx '€eHvexy€eH
3. Vx,y € Higcinxy~! € H[24].

Kanit.

Gerekli kosul agiktir. Biz sadece yeterli kosulu ispatlayacagiz.

(1) ile V x,y € H oldugunda x * y € H oldugunu elde ederiz.
(2) ile V x € H igin x~1 € H oldugu elde edilir.

(1) ve (2) den Vx € H, x *x~* = e € H elde edilir. Birlesme G iginde gegerlidir bu

nedenle H i¢inde gegerlidir.
Teorem 4.1.2. H; ve H, G kaba grubunun iki kaba alt grubu olsun bu durumda
H, N H, = H; N H, ise H; N H,, G’nin bir kaba alt grubudur [26].
Kanat.

H; ve H, nin G’nin iki kaba alt grubu oldugunu varsayalim. H; N H, € G oldugu agiktir.
X,y € H; N H, oldugunu diisiinelim. Clinkii H; ve H, kaba alt gruplardir.

x+*y€EH,x*xy€EH,vex '€H, , x" ' €H,yanix+*y€H, NnH,vex € H NnH,
H, N H, = H, N H, oldugunu varsayarak x * y € H; N H, ve x~ € H; N H, elde ederiz.
Bu yiizden H; N H,, G’nin bir kaba alt grubudur.

Tamim 4.1.2. G bir kaba grup, K’da G’nin kaba alt grubu ve H, G’nin bostan farkli bir alt

kiimesi olsun. Bu durumda H, K nin bir kaba alt grubu ise G’nin de kaba alt grubudur [26].
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Tamm 4.1.3. G bir kaba grup olsun. V x,y € G i¢in x.y = y.x ise G’ye degismeli kaba
grup denir [26].

4.2 Kaba Yan Kiimeler

Kaba yan kiimeler (rough coset), kaba grubun elemanlar1 arasindaki belirli bir iliskiye
dayanarak tanimlanmir. Bu iliski belirsiz sinirlar icerebilir. Ornegin bir kaba grubun
elemanlarmin kaba alt gruba boliinmesi durumunda bazi elemanlarin birden fazla kalan
sinifa ait olabilecegi durumlar ortaya ¢ikar bu durumlar kaba yan kiimeler ya da kaba koset
olarak ifade edilir. G grubunda H alt gruba dair tam bilgiye sahip degilsek alt grup ile G’nin

elemanlar iliskilendirilir boylece grup yapis1 analiz edilir.

Tamm 4.2.1. (U, R) yaklasim uzay1 G € U olmak {izere H’de G’nin kaba alt grubu olsun.

n n
~

G’nin elemanlari arasinda bagintist asagidaki sekilde tanimlanabilir.
Va,b € G igin,
~ia~b e axb™! € HU {e} oldugunda gecerlidir [26].

Yukaridaki tanimdan a ~ b ifadesi, a ve b elemanlarinin arasinda tanimlanan bir iliskidir.
Bu iliski a*b~! ifadesinin H kiimesine veya birim eleman kiimesine dahil olmasi
durumunda gegerlidir yani G’nin a ve b elemanlar1 arasindaki bir iliski varsa a = b~1

mutlaka H’de veya birim eleman kiimesinde yer alir.

Teorem 4.2.1. "~" G kaba grubunun elemanlar iizerinde bir denklik bagntisidir [26].
Kant.

Y a € G icin G bir kaba grup oldugundan a™! € G'dir. a * a~! = e oldugundan

a ~ a elde ederiz.

AyricaV a,b € G iginegera ~ biseozamana xb™' € HU {e}yania = b~ € H veya

a*b~1 €{e} olur. Eger axb™' € H ise H, G'nin bir kaba alt grubu oldugundan

(axb )™t = bxa~ € H olur. Bu yiizden b ~ a olur.

Eger axb™1 € {e} ise 0 zaman ax bt =e 'dir. Bub*xa™ 1= (axb ) 1=el=¢

anlamina gelir. Boylece b ~ a olur.
Egera ~ b ve b~ cisetanma gérea* b~ € HU{e}ve bxc™1 € H U {e}.

1. Bgeraxb ™ € Hve b xc™! € H ise H kaba alt grup oldugundan,
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(axb™ D) x(bxcH)=axcteH.

2. Bgeraxb™!=eveyabxc~! = eise budurumda,
axb™l=e = a=bveya
bxcl=e=b=c.

Dolayistyla a = c yani a ~ c elde edilir. Sonug olarak a * ¢~ € H U {e} oldugu igin

a ~ c¢’dir ve gegisme 6zelligi de saglanir.

Tanmim 4.2.2. "~" bagintisinin G kaba grup tizerinde gosterdigi kalan siniflara kaba sag kalan

siif (kaba sag koset) denir. Kaba sag kalan sinif a elemanini igerir ve H * a ile gosterilir.
Hxa={h+alh€ Ha€ G,h*a € G}U{a}[18].

Yukaridaki tanimdan da anlasilacag: gibi kaba sag koset terimi, kaba grubun bir alt kiimesi
ile belirli bir elemanin bir islemi sonucunda olusan kiimeyi ifade eder ve a'y1 igeren kaba

sag koset H * a ile gosterilir.
Teorem 4.2.3. "~"" G kaba grubunun elemanlari iizerinde bir denklik bagintisidir [26].

Tanmim 4.2.3. "~"" iliskisi ile tanimlanan bagintinin kaba grup G tizerinde gosterdigi siniflara
kaba sol kalan sinif (rough sol koset) denir. Kaba sol koset a elemanini igerir ve a * H ile

gosterilir. Yani;

axH={axHh€eH,a€GaxheG}U{a}

Bu nedenle "~" ve "~"" bagintilar1 farklidir. Bunun sonucu olarak kaba sol ve kaba sag
kosetler birbirinden farklidir [26].

Yani H * a # a * H’dir. Bu fark grubun elemanlar1 arasindaki iglemlerin sirasinin 6nemli

oldugunu gosterir.

Teorem 4.2.4. Kaba sol koset ve kaba sag koset sayilari esittir [26].

Kanit.

Kaba sag koset kiimesini S; ve kaba sol koset kiimesini S, ile gosterelim.

@:S; — S, fonksiyonunu ve ¢ (H * a) = a~! = H olacak sekilde tanimlayalim.

¢ fonksiyonunun birebir ve 6rten oldugunu ispatlayacagiz.
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(1) Eger H xa = H * b (a # b) ise 0 zaman a * b~ € H'dir. Ciinkii H, G'nin kaba alt
grubudur bu yiizden b xa~! € H olur. Bu da demektir ki a™«H =b"1xH

anlamina gelir. Dolayisiyla ¢ bir eslemedir.

(2) S,'nin herhangi bir a = H elemani, S;'in elemani olan H * a™!'in goriintiisiidiir. Yani

¢ Orten bir foksiyondur.

(3) Eger H+a # H b ise 0 zaman axb™' ¢ H. Yani a '« H # b1 * H anlamina

gelir . Dolayisiyla ¢ birebir fonksiyondur.

¢ fonksiyonu birebir ve orten oldugundan dolay1 kaba sag koset sayisi, kaba sol koset

sayisina esittir.

Tamm 4.2.4. Hem kaba sol koset hem de kaba sag koset sayisina G'nin i¢inde H alt grubunun
indeksi denir [26].

4.3 Kaba Normal Alt Grup

Tamim 4.3.1. G kaba grup, N'de G'nin kaba alt grubu olmak iizere eger V a € G igin

a * N = N = a oluyorsa, N'ye kaba normal alt grup (rough invariant subgroup) veya kaba

degismez alt grup denir.

Burada;
axN={a*xnn€N,a€G,axn€eG}U{a}
Nxa={nxaln€N,a€G,nxa€G}VU{a}

olarak tanimlanir. Kaba normal alt grubu N < G olarak gosterilir. Ayrica N x a yerine Na,

a * N yerine aN, a x n yerine an, n * a yerine na yazilabilir [26].

Teorem 4.3.1. G kaba grubun bir kaba alt grubu N olsun. N’nin normal alt grup olmasi igin

gerekli ve yeterli kosul V a € G igin a * N *x a~1 = N olmasidir [26].
Kanit.

N, G'nin kaba normal alt grubu olsun. Tanim 4.3.1’e gore V a € G igin
a* N = N * aolur. G kaba grup oldugundan

(a*N)+a™t = (N *a) *a~! yazabiliriz ve buradan
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L= N+« (a=a1) olur boylece

axN=*a~
ax* N xa~! = N elde ederiz.

Simdi N nin G'nin bir kaba alt grubu oldugunu ve V a € G igin a * N * a~! = N oldugunu

varsayalim 0 zaman (a * N xa™1) xa = N = a’dir
Yania * N = N = a elde ederiz. Bu nedenle N, G'nin kaba normal alt grubudur.

Teorem 4.3.2. Kaba grup olan G'nin alt grubu N olmak iizere, N'nin kaba normal alt grup

olmasi igin gerekli ve yeterli sart; Va € G ven € N igina *n xa~! € N olmahdir [26].
Kanit.
G kaba grubun, kaba normal alt grubunun N oldugunu varsayalim.
Tanima géreVa € GiginaxN *a 1 =N,
Herhangibirn € Nigina*n*a '€axN=+a ' =N,
G kaba grubunun, kaba alt grubunun N oldugunu varsayalim ve V a € G,n € N i¢in
axnxa”! € Ndir. Buradana * N * a~! ¢ N olur ve a! € G oldugundan
a~! % N % a c N elde ederiz.
Budurumdaa * (a™**Nxa)xa ' caxNx*a lolur. YaniNc a* N xa~?! dir.
a*N+a'cNveN caxNx*a!oldugundan a *x N * a~! = N elde ederiz.
Buradan N kaba normal alt gruptur.
Ozellik 4.3.1.
M < G ve N < G olmak tizere M N N # @ olsun. O zaman;
1. MNN<G
2. MN <G
Burada MN = {mn|m € M,n € N} [24].
Kanit.

1. M NN <G olmas: Ozellik 4.1.2 ve Tamim 4.3.1°e dayalhdir. Bu ifade M N N’nin

G’nin bir alt kiimesi oldugunu gosterir.

VxEMNNvea € G igin;
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M ve N, G’nin normal alt gruplaridir.

Budurumdaa xa ! € Mvea *a™! € N anlamma gelir. Buradana xa ™ e M N N

elde edilir. Boylece M N N < G’dir. Yani M N N, G’nin normal alt grubudur.

2. MN < G ozellik geregidir yani MN, G’nin bir alt kiimesidir. M ve N, G’nin normal

alt gruplandir.
BudurumdaVeE M,VE N a € G igcinama™* € M, ana™! € M’dir.
Bu durum su ifadeyi ortaya cikarir:
amn(a~!) = (ama Y (ana™1) € MN
Dolayisiyla MN < G’dir. Yani MN, G’ye gore normal alt gruptur.
Ozellik 4.3.2.
M < G, N’de G’nin kaba alt grubu ve M N N # @ olsun. O zaman;
1. MNN<N
2. NM <G
Burada MN = {mn|n € N,m € M} dir [24].
Kant.
M N N € N oldugu agiktir.
AyricaVx,yEMNN,x,y E Mvex,y €N.
Yine M < G ve N’de G’nin kaba alt grubu oldugundan xy € M, xy € N, x~' € M ve
x~1 e N dir
Dolayisiyla xy € M NN ve x~* € M n N’dir. Bu yiizden M N N < N’dir.

YineVx € M NN, Vn € N oldugundan x € M ve x € N’dir. Dolayisiyla nxn™! € N ve

nxn~! € M ve bu yiizden nxn~! € M n N’dir.
Boylece M N N < N elde edilir. Teorem 4.3.2°ye gore;

Vn1n2 € NVEle,mZ EM

(nymy)(nymy)~t = nymym,~'n, ™t = nye mym,~'n, 7!

711712_171277117’12_1712_1 = (n1n2_1)n2 (m1m2_1)n2_1
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N < G ve M < G oldugundan;

nn, ' € N ve ny(mym, Hn,”t € M.

(nymy)(n,m,)~! € NM. Bu yiizden 6zellik 4.1.4’e gére NM < G dir.
Ozellik 4.3.3.

G kaba grubunun, kaba normal alt gruplari G; ve G, olmak iizere G; G,=G, G, olsun.

G1 G, ={9192191 € G1,9, € G,}’dir. O zaman < G,G,,*x> G'nin bir kaba normal alt
grubudur [24].

Kanit.
Y aq,a,, by, b, € GG, (burada a,, b; € Gy, a,, b, € G,)
(a1a5)(b1b2) ™" = (a105) (b, "By ™) = @ (azby Dby~
< G,,*> bir kaba grup oldugundan,
VY a, b, € G, icin b, * € G, ve ayh, ' € G,
Bu nedenle,
al(azbz_l)bl_l = a,c,b, " (burada ¢, = a,b, ' € G,

Yine G, ve G,, G kaba grubunun normal alt grubu oldugundan ¢,G; = G;c,’dir. Bu

nedenle 3 d; € G, vardir c,b, ' = dc, olacak sekilde. Dolayisiyla a;c,b; " = a,d;c,.
G,, kaba grup oldugundan V a,,d,; € G, a;d, € G;. Bunedenle
a,d,c, = cic, € G,G, (burada ¢; = a,d; € G,)

Dolayisiyla < G,G,,*> G kaba grubunun kaba alt grubudur.
TekrarV g € G,V a4, a, € G;G, igin (burada a; € G4, a, € G;)
G, Ve G, G nin kaba normal alt grubu oldugundan ga,g~?! € G, ga,g~?! € G, dir.
Bu nedenle

9(a1a,) g7 = ga197'9a,9™" = (9a197")(9a297") € G1G;

Dolayisiyla < G, G,,*> kaba normal alt grubudur G’nin.
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Tanim 4.3.2. n elemanl bir kiimenin kendi {lizerine birebir fonksiyonuna n'li permiitasyon
denir. Bu n'li permiitasyonlarin tiimiiniin olusturdugu kiime bileske islemine goére grup olur

bu gruba permiitasyon grup (simetrik grup) denir ve S,, ile gosterilir.
Ornek 4.3.1. U, S, grubunun tiim permiitasyonlarmin kiimesi,
* iglemi ise permiitasyonun ¢arpimi olsun.
U'nun siniflandirmas1 U/R = {E,, E,, E5, E,} seklindedir.
E; ={(1),(12),(13), (14), (23), (24), (34)}
E, = {(123),(132),(124),(142),(134), (143),(234), (243)}
E; = {(1234),(1243),(1324),(1342),(1423),(1432)}
E, ={(12)(34), (13)(24), (14)(23)}
G; = {(1),(12), (13)} olsun.
Gy ={(1),(12),(13), (14), (23), (24), 3D}
(12) * (13) = (132) ¢ G,
Bu yiizden G, kaba grup degildir.
G, = {(12),(123),(132)}

G_2=E1UE2

Vx,yEG,icinx *y € G,
¢ (12+(1)=DEG,
e G, birlesme 6zelliginin oldugu agiktir.

e (12)7'=(12) €6, , (123)7' = (132) € G,, (132)~1 = (123) € G, bu yiizden
G, kiimesi kaba gruptur.

Gs = {(1),(123), (132)}
Gs=E UE,
) G3CGZ

e VX, yEGsicinx*y€ Gy
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e (D '=()€EGy, (123)"1 = (132) € G5, (13)™! = (13) € G5 bu yiizden G,
G,'nin kaba alt grubudur [26].

Ornek 4.3.2.U = {[0],[1],[2],[3],[41,[5],[6],[7],[8]} kiimesi mod 9'a gore kalan

siniflarin kiimesi ve * islemi ise kalan siniflarin toplami olsun.

U/R = {EL E;, E3}

seklinde verilsin.

X, =E;UE,UE; =U
e Vx,y€EX, iginx*yE)Tz
e Birlesme 6zelligi vardir.
o [21%[7]1=0€X,

o 2]t =[71eX, 5] ' =[4]€X,, [7]7'=[2]€X, [4]7" =[5]€X, bu

yiizden X, kiimesi kaba gruptur.

X, =E,UE,UE;=U
e Vx,yEXsicinx*y€X;

e Birlesme 6zelligi vardir.

e [0]E€ X_3
o [2]7'=[7]€X; [7]7 = [2] € X3
[3]71 =[6] € X5 [6]71 = [3] € X5 oldugundan X5 kiimesi kaba gruptur.

Xye =X N X3 ={[2],[7]}
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)T4_ == E1 V) E3
[2] « [2] = [4] ¢ X,
Bu yiizden X,, X, ve X3'lin kaba alt grubu degildir [26].

Ornek 4.3.3.U, S,'iin tim permiitasyonlarmin kiimesi, * islemi ise permiitasyonlarin

garpimi olsun,
U'nun siniflandirmasi olan U/R = {Ey, E,, Es, E4, Es} seklindedir.
E, = {(1),(123), (132)}
E; = {(12), (13),(23), (14), (24), 34)}
Es = {(124), (142), (134), (143), (234), (243)}
E, = {(1234), (1234), (1324), (1342), (1423), (1432))}
Es = {(12)(34),(13)(24), (14)(23)}
G = {(12),(13), (123), (132)}
N = {(123), (132)}
G ={(1),(123),(132), (12), (13), (23), (14), (24), (34)}
N = {(1),(123),(132)}
G kaba gruptur N'de G'nin kaba alt grubudur.
(12) * N = (12) * (123), (12) = (132) = (23), (13)
(13) « N = (13) * (123), (13) * (132) = (12),(23)
(123) * N = (123) = (123), (123)* (132) = (132), (1)
(132) * N = (132) * (123), (132) * (132) = (1), (123)
N % (12) = (123) = (12), (132) * (12) = (13), (23)
N * (13) = (123) = (13), (132) * (13) = (23), (12)
N * (123) = (123) * (123), (132) * (123) = (132), (1)
N * (132) = (123) * (132), (132) * (132) = (1), (123)

N kaba normal alt gruptur [26].
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde; kiime teorileriyle ilgili yapilan ¢alismalar hakkinda genel bilgilendirme ve
karsilastirmalar yapilarak kiime teorilerinin kullanim alanlarina yonelik bilgiler detayli bir

sekilde paylasilmaktadir.

Kaba kiime teorisi kapsaminda kiimelerin sinir bolgesi, pozitif ve negatif bolgeleri analiz
edilmektedir. Ayrica kiime tanimlart ve iyelik fonksiyonlarinin hesaplamasi somut

orneklerle desteklenmistir.

Alt ve iist yaklasimlar sekillerle gorsellestirilmekte, bir kiimenin i¢ sinir ve dis sinir bolgesi
karsilastirilmali olarak incelenmektedir. Bu sayede kaba kiimelerin yapisal 6zellikleri daha

anlasilir hale getirilmektedir.

Kaba grup ve kaba alt grup kavramlari; klasik grup, alt grup yapilariyla olan benzerliginden

yola ¢ikilarak tanim ve 6rneklerle zenginlestirilmistir.

Son olarak kaba normal alt grup ve kaba yan kiimelerle ilgili tanimlar sunulmakta ve cesitli

orneklerle aciklanmaktadir.
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