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OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi

HIiPERBOLIK JACOBSTHAL VE HIPERBOLIK JACOBSTHAL LUCAS
POLINOMLAR

Kiibra Nur GURBUZ
Danisman: Dog. Dr. Sait TAS

Amag: Hiperbolik, Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas sayilarin 6zelliklerinden yararlanarak
Hiperbolik Jacobsthal ve Hiperbolik Jacobsthal Lucas Polinomlarin iirete¢ fonksiyonlarini,
Binet formiillerini, Q matrislerini ve determinat gosterimlerini bulmak amaglanmistir.

Yontem: Gaussian Jacobsthal ve Gaussian Jacobsthal Lucas polinomlar: {izerine yapilan
calismada bulunan 6zelliklerin Hiperbolik Jacobsthal ve Hiperbolik Jacobsthal Lucas
polinomlart lizerine uygulanmistir.

Bulgular: Bu ¢alismada, Hiperbolik Jacobsthal ve Hiperbolik Lucas polinomlar1 incelenerek,
bu polinomlarin iirete¢ fonksiyonlari, Binet formiilleri, Q matrisleri ve determinat gosterimleri
ele alinmstir.

Sonug¢: HJ, (1) 6zel durumu i¢in Hiperbolik polinomlar tanimlanarak bunun bir Hiperbolik
Jacobsthal say1, Hj, (1) ise Hiperbolik Jacobsthal Lucas sayis1 oldugu gosterildi.

Anahtar Kelimeler: Jacobsthal sayilar, Jacobsthal polinomlar, Hiperbolik Jacobsthal
sayilar, Lucas sayilar, Lucas polinomlar, Hiperbolik Lucas polinomlar, Hiperbolik
Jacobsthal polinomlar.

Ocak 2025, 40 sayfa



ABSTRACT

MASTER’S THESIS

HYPERBOLIC JACOBSTHAL AND HYPERBOLIC JACOBSTHAL LUCAS
POLYNOMIALS

Kiibra Nur GURBUZ
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Sait TAS

Purpose: By using the properties of hyperbolic, Jacobsthal and Jacobsthal Lucas numbers, it is
aimed to find the generating functions of Hyperbolic Jacobsthal and Hyperbolic Jacobsthal
Lucas polynomials, Binet formulas, Q matrices and determinate representations.

Method: The properties found in the study on Gaussian Jacobsthal and Gaussian Jacobsthal
Lucas polynomials were applied to Hyperbolic Jacobsthal and Hyperbolic Jacobsthal Lucas
polynomials.

Findings: In this study, Hyperbolic Jacobsthal and Hyperbolic Lucas polynomials are
examined and the generator functions, Binet formulas, Q matrices and determinant
representations of these polynomials are discussed.

Results: By defining Hyperbolic polynomials for the special case HJ, (1) ,it was shown that
it is a Hyperbolic Jacobsthal number, and Hj,, (1) is a Hyperbolic Jacobsthal Lucas number.

Keywords: Jacobsthal numbers, Jacobsthal polynomial, Hyperbolic Jacobsthal numbers,
Lucas numbers, Lucas polynomial, Hyperbolic Lucas polynomial, Hyperbolic Jacobsthal
polynomial.
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GIRIS

Matematigin temeli olan sayilar ve bu sayilar arasindaki iliskilerden yararlanarak tanim
kiimesi dogal sayilar olan bir¢ok say1 dizisi matematigin ¢alisma alan1 olmustur. Say1 dizileri
sadece matematigin degil fizik, gorsel sanatlar, bilgisayar gibi birgok bilim dalinda da yer
almistir. En bilinen say1 dizisi Fibonacci sayilar1 tavsanlarin liremesi problemi ile ilgili
tanimlanmistir.  Ama Fibonacci’ nin kendisi bu sayr dizisi iizerine bir ¢alismada

bulunmamaistir.

Fibonacci sayilari iizerine caligmalar 19. ylizyilda baglamistir. Fibonacci sayilarini bu

kadar 6nemli kilan ii¢ neden vardir.

Birinci neden; ilk terimler bitkilerde, boceklerde, ¢igeklerde vb. bir¢ok yerde karsimiza

¢ikar. Ikinci neden; herhangi bir terim kendinden 6nceki terime béliindiigiinde ‘Altin oran’

denilen (1 + \/5_)/2 = 1,618033 ... irrasyonel sayiya yakinsadigi goriiliir.
Ugiincii neden ise bu sayilarin sayilar teorisinde ¢ok ilging zelliklerinin olmasidir.

Fibonacci sayilarinin benzeri olan Lucas sayilar1 Edouard Lucas tarafindan baslangic
degerleri degistirilerek elde edilmistir. Lucas dizilerinin bu kadar popiiler olmasinin nedeni

Fibonacci sayi dizileri arasinda bir¢ok ilging bagintinin olmasidir.

Belgikalt matematik¢i Eugene Charles Catalan ve Alman matematik¢i E. Jacobsthal
tarafindan 1883 yillarinda tamsayr dizileri ile ilgili polinomlar {iizerinde ¢aligmalar
yapmuglardir. Bu polinomlar Fibonacci ile benzer lineer baginti iliskileri ile tanimlanmustir.

Ornek olabilecek bir¢ok ¢alisma daha vardir.

Bu ¢aligmada oncelikle daha onceden bilinen Hiperbolik sayilarin tanimi verilip bu
sayilarin toplami, farki, ¢arpimi ve boliimii gosterildi daha sonra Hiperbolik Fibonacci sayilart,
Jacobsthal, Jacobsthal Lucas sayilari, Hiperbolik Jacobsthal sayilar1 ve Hiperbolik Jacobsthal
Lucas sayilariin tanitimi yapildi. Daha fazla bilgi i¢in, (Horadam 1965), (Atasanov 2011),
(Atasanov 2012), (Horadam 1996), (Horadam 1997), (Dikmen 2019), (Tas 2022), (Barreira ve
Valls 2016)(Gargoubi 2016).

Bu ¢alismada {izerine ¢alisilan Hiperbolik Jacobsthal ve Hiperbolik Jacobsthal Lucas
polinomlarinin 6zellikleri incelenmeden 6nce tezde kullanilan Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas

sayilarinin 6zelliklerine bakilmistir. Bu sayilarin bazi temel 6zellikleri asagida sunulmustur.



Jacobsthal Sayilar ve Ozellikleri

Jacobsthal sayilari, bazi matematiksel algoritmalar ve sayisal analiz gibi alanlarda
kullanilir. Ayrica, kriptografi ve veri sikistirma gibi bazi bilgisayar bilimleri uygulamalarinda
da yer alabilirler. Bunun yani1 sira, graf teorisi ve agag¢ yapilari ile ilgili problemlerle de
iligkilidirler. Jacobsthal sayilari, bir tiir 6zel say1 dizisidir ve Fibonacci dizisine benzer sekilde
tanimlanirlar ancak farklt bir baslangic kosuluna ve farkli bir geri doniisiim iliskisinin

kullanilmasi ile olusturulurlar. Jacobsthal sayilar1 genellikle J,, ile gosterilir.

Jacobsthal sayilarinin Binet benzeri formiilii,

1
Ja=3@ = (=DM
seklindedir. Negatif n tamsayilari i¢in ise Jacobsthal sayilar

_ (_1)n+1

]—n 2n

Jn

olarak verilebilir.

Binet formiilii, tam say1 dizileri igin ¢ok dnemlidir. Tam say1 dizilerinin bir¢ok 6nemli
ozelligi, Binet formiilleri ile elde edilebilir. Jacobsthal sayilari i¢in Binet benzeri formiil ile elde

edilen 6zellikler su sekilde verilebilir.
) Jman = Jmdn = (=2)"im-n
i) Jm-n = (27" Unjn = Jm+n)
i) Jon+1 = Jnrijn = (=2)" = Jnjner + (=2)"

Horadam, Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas sayilari arasindaki bagmntilari igeren birgok

ozelligi ve bu sayilarin ardigik toplamlarini,

S =200
L 1_2 n+2

seklinde vermistir (Horadam 1997). Indis toplam ve fark dzelligini, biiyiik indisli tek sayilarin
indirgenme formiiliinii, ayrica ¢ift ve tek ardigik toplamlarini ve ardigik kare toplamlarini

Jacobsthal Binet benzeri formiilii kullanilarak
I) Jm+n = JmJn+1 + 2 m-1In
") Jon = JnJn+1 + 2lndn-1 =]nUn+1 + 2]11—1) = JnJn »

iii)]2n+1 =]T21+1 + 2]121 )



iv) (_1)n2n_1]m—n = JmJn-1 = Jm-1Jn
esitlikleri ile verilebilir. (Koken ve Bozkurt 2008)

Jacobsthal sayilarin tirete¢ fonksiyonu,
Z]ixi_l =(1—-x-—2x?)"1
i=1

Simpson formiilii,

JnstJn-1 — 721 = (_1)n2n—1

seklinde verilir. (Horadam 1996)

Jacobsthal Lucas Sayilarimin Ozellikleri

Jacobsthal-Lucas sayilari, Jacobsthal sayilarina benzer bir sekilde tanimlanan, ancak
baslangi¢ kosullari farkli olan bir say1 dizisidir. Bu diziler, genellikle Lucas sayilar1 gibi, fakat
belirli bir degisiklikle tanimlanirlar. Jacobsthal Lucas sayilar1 matematiksel analiz ve teori,

algoritmalar ve kriptografi, graf teorisi ve dinamik sistemler alanlarinda kullanilir.

Jacobsthal Lucas sayilarinin iireten fonksiyonu,

(o]

Zjixi"l =(1+4x)(1—x—2x3)"1

i=1

Simpson formiilii,

Jn+1yn-1 _]721 = 9(_1)n—12n—1

ve toplam formiilii

seklinde verilir (Horadam 1996).
Jn, . Jacobsthal Lucas sayisi ise,
D Jman = Jmin — (=2)"jm-n

i) Jjon = Jji + (=2)""



i) Jjons1 = jnjner — (=2)"
V) Jm-n = (=2)7"UmJn = Jm+n)
esitlikleri vardir. (Koken ve Bozkurt 2008)
Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas sayilar1 arasinda asagidaki bagintilar vardir.
I JnJn = Jon
i jn = Jner + 2/
Hi. 9y = jns1 + Zjna
V. Jn+1+Jn =3Un+1 +n) =3+ 2"
Vo Jner = Jn = 3Uns1 — Jn) + 4D =20 + 2(=1)"H
Vi jnt1 = 2jn =32 JnJns1) = 3D
Vii. jnar = Jn-r = 3Untr = Jn-r) = 2777277 = 1)
viii. j, =3/, + 2(=1)"
iX. 3J,+ j, =2""1
X Jntin = 2/n4
Xi. Jnizjn-z —Jn = —IUns2Jn-2 —Jn)?* = 9(=1)"2""?
Xil. Jinjn + Jnjm = 2/man
Xiil. jmjn + Ym/n = 2jm+n
Xiv. jZ + 9J% = 2j,n
XV, Jmjn = Jnjm = ("2
Vi jmjn = mfn = (=D"2" jpp
xvii.j2 —9J2 = (—1)"2"*? (Horadam 1996)

Bu tezin temel amaci, Gaussin Jacobsthal ve Gaussin Jacobsthal Lucas polinomlarinin
ozellikleri incelenerek Hiperbolik, Jacobsthal, Jacobsthal Lucas sayilarinin ve polinomlarinin
Ozelliklerinden de yararlanarak ayni oOzelliklerin Hiperbolik Jacobsthal ve Hiperbolik

Jacobsthal Lucas Polinomlarinda olup olmadigimi incelemektir.



KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde ¢alismamizi daha detayli bir sekilde anlayabilmek i¢in 6zelliklerinden
yararlanilacak olan Hiperbolik, Jacobsthal, Jacobsthal Lucas sayilari, Hiperbolik Fibonacci
sayilar1, Hiperbolik Jacobsthal, Hiperbolik Jacobsthal Lucas sayilari, Jacobsthal polinomlar ve

Jacobsthal Lucas polinomlarinin tanimlar1 verilmistir.

Kompleks sayilara benzer bagka bir say1 sistemi de hiperbolik sayilardir. Matematigin
ve teorik fizigin farkli alanlarinda uygulamalar1 bulunan reel say1 olmayip ve karesi 1’e esit
olan sayilarin olusturdugu kiimedir. Ayrica bu sayilar Lorentz sayilari, ikili sayilar, boliinmiis
karmasik sayilar ve perplex sayilar olarak da bilinir. 20. yiizyilin sonunda Oleg Bodnar, Alexey
Stakhov ve Ivan Tkachenko altin oran yardimu ile bir hiperbolik fonksiyon ortaya koymustur.
Daha sonra ise Stakhov ve Rozin bu teoriyi esas alarak simetrik hiperbolik Fibonacci ve Lucas
fonksiyonlarini gelistirmistir. Hiperbolik sayilar iki boyutlu say1 sistemleridir, z = x + hy
seklinde verilir. (Ergezer ve Kéme 2024)

Tanim 2.1: Hiperbolik sayilarin kiimesi H,
H={z=x+hy:h¢Rh?>=1,x,y €R}
bi¢giminde tanimlanir.
zZ, Ve z, herhangi iki Hiperbolik say1 olmak iizere bunlarin toplami, farki ve ¢arpimu,
7y £z, = (% + hyy) £ (x; + hy;) = (0 £ x2) + h(yy £ y2),
71 X 73 = (X1 + hy1) X (%3 + hyz) = x1%; + y1¥2 + h(x1y2 + y1x2).
ve iki Hiperbolik saymin boliimii,

Z1 _ x1+hy, — (x1+hy1)(x2—hy,) _ X1%2+Y1Y2 + hx1YZ+3’1x2
zZ;  xpthy,  (x2+hyy)(x2—hy,) X5-Y3 x5-y3

seklindedir.

Hiperbolik sayilar ile ilgili yapilan baz1 ¢alismalar (Gargoubi 2016), (Motter 1998),
(Khadjiev ve Goksal 2016), (Barreira ve Valls 2016), (Torunbalc1 2018), (Torunbalct 2019),
(Tas 2022),(Uygun 2013) dir.



Tamm 2.2: Jacobsthal sayilari, bir tiir 6zel say1 dizisidir ve Fibonacci dizisine benzer
sekilde tanimlanir. Ancak farkli bir baslangi¢ kosuluna ve farkli bir geri doniisiim iliskisinin
kullanilmasi ile olusturulur. Horadam, Jacobsthal dizileri J, ve Jacobsthal Lucas dizileri j,

asagidaki tekrarlama bagintisi ile

Jn=Jn-1+2Jp_z , n=2igin
Jo=0ve J; =1ve

Jn =Jn-1+ 2jn-2, n=2igin

Jjo =2 ve j; =1 seklinde tanimlanir.

Tamim 2.3: Jacobsthal polinom dizileri J,(x) ve Jacobsthal Lucas polinom dizileri

Jn(x) sirasiyla
Jn(0) = Jno1(x) + 2xJp5(x)  n=2igin
Jo(x) = 0ve J;(x) = 1 olmasi kosuluyla ve
Jn(%) = jno1(x) + 2xjp_2(x) n =2
Jo(x) =2 ve j;(x) = 1 seklinde tanimlanir.

Jacobsthal polinomunda x = 1 alindiginda Jacobsthal sayilari elde edilir.

]o(l) =0=]
]1(1) =1=];
L)=1=],

J3(1)=1+2x=];
Js()=1+4x =],

Ayni sekilde Jacobsthal Lucas polinomlarinda da x = 1 alindiginda Jacobsthal Lucas

sayilar1 elde edilir.
Jo(1) =2 =,
i =1=j;
j2(D) = 1+4x = j,
J3(1) =1+6x =3



Hiperbolik Fibonacci dizileri ve onlarin o6zellikleri Filigen Torunbalci tarafindan

verilmistir. (Torunbalci 2019)

Tammm 2.4: Hiperbolik Fibonacci dizileri, HF; =1+ h, HF, =1+ 2h baslangig

sartiyla ve F,, n. Fibonacci sayisi olmak iizere
HE, = E, + hF,,4, (h* = 1)

seklinde tanimlanir.

Hiperbolik Fibonacci dizisinin elemanlart,

1+h,1+4+2h,2+3h3+5h,..,(1+h)E, + hE,_4, ...

seklindedir.

Tamm 2.5: Hiperbolik Jacobsthal sayilari, HJ, = g, HJ; = 1 baslangig sartlar1 olmak
uzere

HJp = Hlpey + 2H]n .

h? = 1, seklinde tanimlanir. Baz1 Hiperbolik Jacobsthal sayilar,

h
5,1,1 + h,3+ h,5+ 3h,11+ 5h,21 + 11h,43 + 21h,85 + 43h,...

dir.

Hiperbolik Jacobsthal sayilari ile Jacobsthal sayilari arasinda

Hly =Jn+ hp-a

seklinde bir iligki vardir.

Tanmm 2.6: Hiperbolik Jacobsthal Lucas sayilari, Hj, = 2 —% ve Hj; =1+ 2h
baslangi¢ sartiyla

Hjnsr = Hjn + 2Hjpy n 21

seklinde tanimlanir.

Hiperbolik Jacobsthal Lucas sayilari ile Jacobsthal Lucas sayilar1 arasindaki iliski

Hjn = jn + Nn-1.
seklindedir.

Tammm 2.7: n € Nveqqa,_a, € R olmak iizere,



P(x) = apx™ + ap_1x" 1+ ap_px™ 2+ -+ a,x? + a1x + a, bigimindeki

ifadelere x degiskenine gore diizenlenmis reel katsayili polinom denir.

Tanim 2.8: x; € RveV k = 0,1,2 ...i¢in ¢, € R olmak tizere,

o)

Z Cre (X — x0)* = co + c1(x — %) + o (x — x)% + -
k=0

seklindeki bir seriye kuvvet serisi denir. Buradaki c; sayilarina serinin katsayilart adi verilir.
EgerVk =>p ig¢inc, =0 ise ,

o)

Z cr(x — xo)k =co+ c1(x —xg) + cp(x — x0)% + -+ cp(x — Xo)P
k=0

olur. Bu durumda kuvvet serisi polinom olur.



MATERYAL VE METOT

Bu boliimde tezde kullanilan bazi tanim ve teoremler verilmistir.

Tammm 3.1: Gaussian Jacobsthal polinomlar {GJ,(x)}n=0, GJo(x) =% ve GJ;(x) =

1 baglangic sartlar1 ile asagidaki tekrarlama iliskisi ile tanimlanir,
Glns1(x) = GJn(x) + 2xGJp_1 (x) n 2 1.
Tanimdan
Gn(x) = Jn () + ixfp—1 (%) ; 2 = =1

oldugu goriiliir. Burada J,(x) , n. Jacobsthal polinomdur. (Asci ve Giirel 2013)
Tanim 3.2: Gaussian Jacobsthal Lucas polinomlar {Gj,,(x)}n=o  Gjo(x) = 2 — % ve
Gji1(x) = 1 + 2ix baslangi¢ sartlar1 ile asagidaki baginti ile tanimlanir,
Gin+1(X) = Gjn(x) + 2xGjn_1(x) n 2 1.

Ayrica,
Gjn(x) = jp(x) + ixjp_q(x)

yazilabilir. Burada j, (x) , n. Jacobsthal Lucas polinomdur.

Teorem 3.1: Gaussian Jacobsthal polinomlarinin iireteg¢ fonksiyonu,

= 2t+i(1—10)

_ n_ 22" 7

g(t,x) = Z)G]”(x)t 2 — 2t — 4xt?
n=

ve Gaussian Jacobsthal Lucas polinomlari,

4—2t+i(t—1+ 4xt)
2 — 2t — 4xt?

h(t, %) = z G, ()" =
n=0

seklindedir. (Asci ve Giirel 2013)

Ispat: g(t,x) , Gaussian Jacobsthal polinom dizilerinin GJ,(x) iirete¢ fonksiyonu

olsun, bu takdirde

g(t,x) —tg(t,x) — 2xt*>g(t,x) = GJo(x) + GJ; ()t — GJo(x)t



) (G = Gpa(®) = 2G5 ()]

2

oo
n=

—i+(1 i)t
2 2

_2t+i(1-1)
T2 — 2t — 4xt?

2t +i(1—1t)
9tx) =50

elde edilir.
a(x)ve B(x) karakteristik denklemin kokleri olsun .
t? —t—2x=0
ise

1+v8x+1
2 )

1-v8x+1
2

B(x) =

a(x) + p(x) =1ve a(x)B(x) = —2x olur. (Asci ve Giirel 2013)

a(x) =

Teorem 3.2: n = 0 olmak tzere Gaussian Jacobsthal ve Gaussian Jacobsthal Lucas

polinomlar1 i¢in Binet formiilii

i - SEE
ve

Gjn(x) = a™(x) + B(x) + ix(a™ (x) + f77H(x))
olur (Asci ve Giirel 2013).

Ispat: ispat n iizerinden tiimevarimla yapilabilir.

Teorem 3.3: D, (x), n X n tipinde bir tridiagonal matris olsun,

fl i 0 0]
I—x 1 2x - OI

D,(x)=l0 -1 1 ol n=21
L, L,

ve Dy(x) = é olmasi sartiyla,
detDy(x) = GJ,(x)
dir. (Asci ve Giirel 2013)
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Ispat: n iizerinden tiimevarim ispat yontemi ile ispatlanabilir. n = 1 ve n = 2 i¢in
detD;(x) =1 = GJ,(x)
detD,(x) =1+ xi = GJ,(x)
n — 1 ve n — 2 igin teoremin dogru oldugunu kabul edelim.
detDy_1(x) = GJp_1(x)
detDy_5(x) = GJp_2(x)
yazilir. Buradan,
detD,,(x) = detD,_,(x) + 2xdetD,_,(x)

= G]n—l(x) + ZxG]n—Z(x)

= GJn(x)
elde edilir.
Teorem 3.4: n = 0 olmak tizere
2 w2 1 0 0
2 2
me= o 5T
0 O 0 1

ise
det Hy, (x) = Gjn—_1(x)
olur (Asci ve Giirel 2013).
Ispat: n iizerinden tiimevarim ispat yontemi kullanilarak ispat yapilir.n = 1 ve n = 2
i¢cin
detD,(x) = 2 —% = Gjo(x)

detD,(x) = 1+ 2xi = Gj;(x)
olur.
n — 1 ve n — 2 igin teoremin dogru oldugunu kabul edelim.
detD,_;(x) = Gjn_(x)

detDy_5(x) = Gjn—3(x)
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olsun. Bu takdirde
detD, (x) = detD,,_,(x) + 2xdetD,,_,(x)
= Gjn-2(%) + 2xGjn-3(x)
= Gjn-1(x)
elde edilir.

Q(x), Pve R 2 x 2 tipinde matris olmak iizere

1+ix 1
Qe =} ?,kll ile:

2

4x + 1+ xi 1+2;ci
1+ 2xi 2—%

seklinde tanimlanir.
Teorem 3.5: n > 1 olmak iizere

n _[Gln2(x) Gy (x)
Q(”P‘hhﬁ@) 6)r ()

dir Burada .GJ,,(x), n. Gaussian Jacobsthal polinomdur. (Asci ve Giirel 2013)

Ispat: Ispat tiimevarim ispat yontemi ile ispatlanir. n = 1 igin

Wy 2x+1+ix 1+ix

[1 2x
1+ix 1

1+ix 1
| R

1 i
2

=[G]3(x) GJ2(x)
GJ,(x) GJ1(x)

n = k i¢in dogru oldugunu kabul edelim,
1 Zx]k
1 0

n = k + 1 i¢in dogru oldugunu gdsterelim,

Gl (x)  GJ(x)

L+ q:r%n@)GMM@
1 —
2

[1 Zx]k+1

1 0

1+ix 1 k
A [

1+ ix 1
1 —

N =~

_ [1 2x] [G]k+2(x) GJr+1(x)
1 001Gk (x)  GJ(x)

_ [G]k+3 (X)) GJi42(x)
G]k+2 (X) G]k+1(X)
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Teorem 3.6: n > 1 i¢in

n+2 (x) Gjn+1 (x)
n+1(X)  Gin (%)

dir. Burada Gj, (x), n. Gaussian Jacobsthal Lucas polinomudur. (Asci ve Giirel 2013)

Q%@R=[g

Ispat: n = 1icin

dx +1+xi 1+ 2xi

i
1+ 2xi 2—=
+ 2x1 >

1 2x
1 0

QR = |

_ [Gj3(X) Gj2(%)
Gji.(x) Gj;(x)

olur.
n = k i¢in dogru oldugunu kabul edelim. Yani
Qk(x)R _ [1 251¥ 4x + 1+ xi 1+2;a
1 0 1+ 2xi 2 — 5
r [ij+2(x) Glr+1(X)
Gjr+1(x) G (%)
olsun.

n = k + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim. Yani

dx +1+xi 14 2xi
i

1+ 2xi 2—=
+ 2x1 >

Q*+1(x)R = [1 Zox]k+1

x4+ 14+ xi 14+ 2xi

_q Zx] 1 Zx]k . p
1 0 1+ 2xi 2—5

1 0

_ 1 ZX]ij+2(x) Glr+1(x)
1 01Gjgs1(x)  Gjp(x)

=[ij+3(x) Glr+2(X)
Gjks2(x)  Glggr(x)

olur.
Teorem 3.7: n > 1 igin,
GJn-1()Gln11(x) — GJ7(x) = (-D)"2" 2" (2 + x — D)

dir. Burada GJ,, (x) n. Gaussian Jacobsthal polinomudur. (Asci ve Giirel 2013)
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Ispat: Ispati matrisler yardimiyla yapilir. Ilk olarak matrislerin determinatlari

hesaplanir.
n-1
det Q"1(x) = |} 2 = (—2xn
1 0
1+ix 1 1
= | = —— — 1
det P 1 E > 2Z+x-1)

Teorem 3.5’den

s Gl Gla(x)
QTP = [ GIn(x) Gy (x)

matrislerin determinatlar1 hesaplanir.
Gln-1(0)Gln+1(x) — G (%) = det(Q"*(x)P)
= detQ™ 1(x)detP

= (=2x)"*? (_71> 2+x-1)

= (—1)"22 2" 12 + x — 1)
Sonug olarak
Gln-1(0Gns1(X) — QR = (=D"2" 72X (2 +x = 1)
elde edilir.
Teorem 3.8: n =1 i¢in,
Gjn-1(¥)Gjner (X) = GZ(x) = (8% + 1)(x + 2 — D)(=1)" 712"~ 25"
dir. Burada Gj, (x) n. Gaussian Jacobsthal Lucas polinomudur. (Asci ve Giirel 2013)

Ispat: Teorem 3.6’ dan

Gjn+1(x) Gjn(x)

CTOR= G @) Gt ()

yazilir. Buradan

Gjn-1(0)Gjns1(x) = Gjii (x) = det(Q" ' (x)R)

= detQ™ 1(x)detR
1
= (—2x)"1 > Bx+1D(x+2-1)
= Bx+ D(x+2—i)(—1)r12n"2xn"1
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elde edilir.
Sonug olarak,
Gjn-1(0) Gjne1 (x) — Gj2(x) = (8x + 1) (x + 2 — )(~1)"" 12"~ 24"
olur.

Teorem 3.9: Gaussian Jacobsthal ve Gaussian Jacobsthal Lucas polinomlarin

toplamlart sirasiyla verilir :
. 1
) Xk=oGlk(x) = -[G/n42(x) — 1]

i) Zhoo Gk () = = [Gjnyz(x) — (1 + 2x0)]
seklindedir.
Ispat: n > 1i¢in GJ,41(x) = GJ,(x) + 2xGJ,_,(x)

ise
1
Gn-100) = 2= (G421 () = G ()

yazilir. Buradan

1

GJo(x) = 5-(G2(0) = G ()
1

G () = 5= (6300 = 6/2(0)

1
62(0) = 5= (614(x) = GJ5()

1
Gfn1(0) = 5= (G2 () = GJn(0)

1
() = 5= (Glnr2() = GJnsa ()

yazilir. Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa

- 1
> 6 = =[Gz () = GL ()]
k=0

1
= E [G]n+2(x) - 1]
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elde edilir.
Teorem 3.10: n > 1 igin,
GIn(X)Gjn(x) = Glon(x) + ixJon-1(x) — x*J2n_2(x)
dir. Burada J, (x) n. Jacobsthal polinomdur.

Ispat: GJ,(x) ve Gj,(x) polinomlarinin Binet formiiliinden ispat yapilabilir.

a™(x) — B (x) ix a1 (x) = B (x)
a(x) — B(x) a(x) — B(x)

G]n(x)Gjn(x) =

x [a™() + B () + ix (a1 () + B ()]

_am - ) et - B ()
a(x) — B(x) a(x) — B(x)

a2n—1(x) _ ﬁZn—l(x) r aZn—z(x) _ ’BZn—Z(x)

a(x) — B(x) TC B Te))

= GJ2n(0) + ix)on_1(X) = x?J2n_,(x)

+ix

seklinde hesaplanir.
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ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde Hiperbolik Jacobsthal ve Hiperbolik Jacobsthal Lucas polinomlarinin
tanimi verilmis olup bu polinomlarin iirete¢ fonksiyonlari, Binet formiilleri, determinat

gosterimleri, Q matrisleri ve toplam formiillerinin bazi gibi 6zellikleri verilmistir.

Tanim 4.1: Hiperbolik Jacobsthal polinomlar {HJ,, (x)}n=o HJo(x) =g ve HJ,(x) =

1 olmak tizere
HJp+1 () = HJ (%) + 2xH],—1 (x), n21
seklinde tanimlanir.
Ayrica, J,(x) n.Jacobsthal polinomu olmak iizere
HJn (%) = Jn(x) + hxJp_1 ()
bagintis1 yazilabilir.
Tanmm 4.2: Hiperbolik Jacobsthal Lucas polinom dizileri {Hj, (x)}r= , Hjo(x) =

2 —2 ve Hj;(x) = 1 + 2hx olmak lizere

Hjjp41(x) = Hjn (x) + 2xHj,_1(x) n =1
seklinde tanimlanir.
Ayrica,
Hjn (x) = jn(x) + hxjn_q(x)
dir. Burada j,(x) , n. Jacobsthal Lucas polinomudur.
Hiperbolik Jacobsthal polinomunda x =1 icin aldig1 degerler asagidaki gibi
hesaplanir.
HJo(1) = g = HJy
HJ, (1) =1 =HJ,
HJ,(1) =1+ h =H]J,
HJ5(1) = 3+ h = HJ;

HJ,(1) =5+ 3h =HJ,
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Ayni sekilde Hiperbolik Jacobsthal Lucas polinomlar1 x =1 i¢in aldig1 degerler
asagidaki gibi hesaplanir.

Ho(1) =2~ = H,

Hj, (1) =1+ 2h = Hj,
Hj,(1) =5+ h = Hj,

Hjs;(1) = 7 + 5h = Hjz
Hj,(1) = 17 + 7h = Hj,

HJ,(1) = H], ve Hj,(1) = Hj, sirast ile n. Hiperbolik Jacobsthal ve Hiperbolik
Jacobsthal Lucas sayilar1 oldugunu goézlemledik. Daha sonra kullanilacak Hiperbolik

Jacobsthal ve Hiperbolik Jacobsthal Lucas polinomun bazi terimleri asagidaki tabloda

verilmistir.
n HJ, (x) Hj, (x)
0 h h
Z 273
1 1 1+ 2xh
2 1+ hx 4x+1+xh
3 1+ hx + 2x 6x+ 1+ (4x + 1)hx
4 1+ hx + 4x + 2hx? 8x2 4+ 8x + 1 + (6x + 1)hx
5 1+ hx + 6x + 4hx? + 4x? 1+ 10x + 20x? + (8x3 + 8x2 + x)h

Teorem 4.1: Hiperbolik Jacobsthal polinomlar igin iireteg fonksiyon,

2t+h(1—t)

9(&x) Z) In GO = o e
n=

dir.

Ispat: g(t,x), Hiperbolik Jacobsthal polinomunun HJ, (x) iireteg fonksiyonu olsun,
bu takdirde

18



g(t,x) = HJo(x) + HJ; (x)t + HJ,(x)t>+...
—tg(t,x) = —HJo(x)t — HJ; (x)t? — HJ,(x)t3+. ..
—2xt?g(t,x) = —HJo(x)2xt? — HJ, (x)2xt> — HJ,(x)2xt*+...
yazilir. Denklemler taraf tarafa toplanirsa,
(1—t—2xt?)g(t,x) = HJo(x) + HJ, (x)t — HJ,(x)t

D () — Wy (2) = 2xH 5 ()]

(1 —t—2xt*)g(t,x) = Ho(x) + HJ, ()t — HJo (x)t

h ht

2 7
g(t,x) = 1—t— 2xt2
Ly 2Eh(A-D)
9X) = o e

elde edilir.

Teorem 4.2: Hiperbolik Jacobsthal Lucas polinomun {ireten fonksiyonu,

4 — 2t + h(t — 1 + 4xt)
2 — 2t — 4xt?

h(t,x) = Z Hj, ()™ =
n=0

dir.

Ispat : h(t, x), Hiperbolik Jacobsthal Lucas polinomunun HJ,(x) iiretec fonksiyonu

olsun, bu takdirde
h(t,x) = Hjo(x) + Hj, ()t + Hj, (x)t* + -
—th(t,x) = —Hjo(x)t — Hj; (x)t? — Hj, (x)t3 — -
—2xt2h(t,x) = —Hjo(x)2xt? — Hj, (x)2xt3 — Hj,(x)2xt* — ---
(1-t-2xt2) h(t,x) = Hjo(x) + Hj; (x)t — Hjo(x)t
D () — Wy () = 26H (1))
n=2

4 — 2t + h(t — 1+ 4xt)
2 — 2t — 4xt?

h(t,x) = Z Hj, ()" =
n=0

elde edilir.
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a(x) ve B(x),
t?2—t—2x=0
karakteristik denkleminin kokleri olsun. Buradan,

CZ(X) — 1+\/;+8x ,ﬂ(X) — 1—\/;+8x

olup a(x) + B(x) =1 ve a(x).f(x) =—2x olur. Hiperbolik Jacobsthal ve Hiperbolik

Jacobsthal Lucas polinomlar: i¢in Binet formiilleri asagidaki gibidir.

Teorem 4.3: n = 0 igin,

a™ () (a(x) + hx) = B () (B(x) + hx)
a(x) —B(x)

HJ,(x) =

ve ,
Hj, (x) = a™(x) + B™(x) + hx(a™ ' (x) + "1 (x))
dir.

Ispat: Jacobsthal polinomlar i¢in Binet formiiliinii kullanarak

a™(x) — p"(x)
a(x) — B(x)

HJn(x) = Jn(x) + hxJp_1(x)

]n(x) =

a0 a1 (0 - (x)
(%) = o500 +hx( 2 () )

a1 () (a(x) +hx)— "1 (x) (B (x) +hx)

B (x) = a(0)-B ()

elde edilir. Benzer olarak

Jn(x) = a™(x) + ™ (x) esitlikte yerine yazilirsa

Hj, () = jn(x) + hxj,—_1(x)

= a™(x) + B™(x) + hx(a™ 1(x) + B 1(x))
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elde edilir.

Teorem 4.4: Ay(x) = % olmak lizere n = 1i¢in

[ 1 h 0 0]
—-x 1 2x 0
An()=f0 -1 1 0
0 0 O 1
ve
detA,(x) = HJ,(x)
dir.

Ispat: n=1, n=2, n=3 ve n=4 igin A,(x) matrisinin determinatlar

hesaplanir. Yani

A (x) =[1] detA,(x) =1
A,(x) = [_1x fll] detd,(x) = 1 + hx
1 h 0
Az(x)=|-x 1 2x detAsz(x) =1+ hx + 2x
0 -1 1
1 h 0 0
A0 = |7 _11 ax 0 detA,(x) = 1+ hx + 4x + 2hx?
0 0 -1 1

olur. Buradan
detA;(x) = HJ; (x)
detA,(x) = HJ,(x)
detAz(x) = HJ;(x)
detA,(x) = HJ4(x)

yazilir.
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Buradan, Matris determinatlarinin ayn1 indisteki Hiperbolik Jacobsthal polinoma esit

oldugu goriildii. Tlimevarim ispat yontemi ile agagidaki gibi ispat yapilir.
n — 1 ven — 2 i¢in dogru oldugunu kabul edelim. Bu takdirde
detAn_1(x) = HJp_1(x)
detAn_»(x) = HJp_,(x)
ise
detA,(x) = detA,_,(x)+ 2xdetA,_,(x)
= HJp-1(x) + 2xH], (%)
= HJ (x)
olup ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.5: n = 0 olmak tizere

2 —ﬁ _i 1 0 0
2 2
el 1 R
0 0 0 1
igin
det B, (x) = Hjn—1(x)
dir.

Ispat: Tiimevarim ispat yontemi kullamlir. n=1 ve n=2 icin
h
detB, (x) =2 — 5= Hjo (x)

detB, (x) = 1+ 2hx = Hj,(x)
olur.
n —1ve n — 2 icin Ispatin dogru oldugunu kabul edelim.
det B, (x) = Hj,—»(x)
det B, (x) = Hj,-3(x)
ise, bu takdirde

detB, (x) = detB,,_; (x) + 2x det B,,_, (x)
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= Hjp—p(x) + 2xHj,_3(x)

= Hj,—1(x)
elde edilir.
2 x 2 tipindeki Q(x) ve P ve R matrisleri sirasiyla
1 2x 1+hx 1 4x+ 1+ hx 1+ 2xh
0w = ]PI gl VER_I 1+ 2xh 2—%]

seklinde olsun.

Teorem 4.6: n > 1 olmak tizere

n _ Hﬂn+2(x) ]H[]]n+1(x)
0"@P =" E W

dir. (HJ,, (x) n. Hiperbolik Jacobsthal polinomdur.)

Ispat: n = 1 icin dogru oldugunu gosterelim. Yani

1 2x

1+hx 1
QP =|; % ]—[

_[1+ hx +2x 1+hx]
1 > 1+ hx 1

_ HJ;(x) HJ,(x)
QP =lhy,0) Hy )

olur.
n = k i¢in dogru oldugunu kabul edelim. Yani
1+h 1
cwp=[' = ©n 2 W@ W ()
0 1 CHga () HJR (%)
olsun.

Sonran = k + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim. Yani

|

1+ hx 1]

k+1[1 + hx
QF*+1(x)P = H 2x I

0 1

NS =

][1 2x1*

Zx] [H]]k+2 (x) HJgqq(x)
HJ g1 () HJx(x)

_ []H[]]k+2 (x) + 2xHJp41(x)  HJgpq(x) + 2xH], (x)
HJ g 42 () HJ g 41 (x)

Il
—
==

N|

[—1
=
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k+1 . HJg43(x) HJgyo(x)
0P = | T W

esitligi elde edilir. Ispat tamamlanmus olur.

Teorem 4.7: n > 1 igin,

n _ Hj 42 (x) Hﬁn+1(x)
@R =[S

dir. ( Hj(x) ,n. Hiperbolik Jacobsthal Lucas polinomdur.)
Ispat: n = 1 icin dogru oldugunu gésterelim. Yani

1 2 dx+ 1+ hx 1+ 2xh

_[6x+1+ (x+4x*)h 4x+1+xh
1 0

R =
Q) [ dx + 1+ xh 1+ 2xh

1+ 2xh 2—=
+ 2x >

o) W00
Hj,(x) Hjq(x)

olur.
n = k i¢in dogru oldugunu kabul edelim. Yani
4x+1+hx 1+ 2xh - .
0%(x)R = [1 Zx]k y _ [Mika2(x)  Hjges(x)
1 0 1+ 2xh 2 — 3 Hjz41(x) Hj (x)
olsun.

Sonran = k + 1 igin dogru oldugunu gosterelim. Yani

k+1[4x+ 1+ hx 14 2xh
Qk+1(x)R — [1 ZX] h
1 0 1+ 2xh 2 — 5
_n Zx][l Zx]k 4x + 1+ hx 1+2;clh
1 0ll1 O 1+ 2xh 2 - 5
_[1 Zx] [ij+2(x) Hje41(x)
1 0/ 1Hfer1(x)  Hjw(x)

[Hjyi2 () + 2xH g1 (x)  Hjgpq(x) + 2xHjj (x)
Hjg42(x) Hjx 41 (x)

K+1 _ [Hjgy3(x)  Hjgqz(x)
C IR = g () Higas ()
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esitligi elde edilir.
Teorem 4.8: n > 1 igin
H -1 C)HJ 41 () = HJZ () = (=1D)"2"2x" (2 + x — h)
bi¢imindedir.

ispat: Q™ 1(x) ve P matrislerinin determinatlar1 hesaplanir. Yani

n-—1
detQ”"l(x) — H ZOX _ (_zx)n—l

1+hx 1
" h
2

1
detP = =—§(2+x—h)

olur. Teorem 4.6’dan

n— _ Hﬂn+1(x) Hﬂn(x)
0 @P =gty W)

yazilir. Determinat hesaplanirsa
HJ -1 () HJ 41 () — HJZ () = det(Q™H(x)P)
= detQ™ 1 (x)detP

= (=2x)"1 (— %) 2+x—-h)
= (D)2 2x""1(2 + x — h)

yazilir.

Sonug olarak

H -1 ) HJ 41 () — HJZ () = (=1)"2"2x" (2 + x — h)

olup ispat tamamlanur.
Teorem 4.9: n = 1 olmak tizere

Hjp—1 COHJne1(x) — Hip (x) = (=D 12" 2" 1(8x + 1)(2 — h — x)

dir.

Ispat: Oncelikle Q™ *(x) ve R matrislerinin determinatlar1 hesaplanir. Yani

n-1
detQ™ 1(x) = H 20x = (—2x)"1
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dx+ 1+ hx 1+ 2xh
= h —_ - — —
detR 1+ 2xh 2_5 2(8x+1)(2 h —x)
olur.
Teorem 4.7°den
_ Hjp41(x)  Hjn(x)
n—1 x R — [ 7’“1+1 ) n
CTOR= 1m0 W ()

ise determinant hesabindan
HJ -1 () HJ 41 (x) — HJZ () = det(Q"*(x)R)
= detQ™ 1(x)detR
= (—2x)"! % (8x +1)(2 — h — x)

= (1) 12" 2x""1(8x + 1)(2 — h — x)
elde edilir.
Sonug olarak,
HJp—1 () H] 41 (x) — HJZ(x) = (=1)" 12" 2x" 1 (8x + 1)(2 — h — x)
olup ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.10: Hiperbolik Jacobsthal polinomlarin toplami,

N 1
D HG) = o Az () — 1]
k=0

dir.
Ispat: n > 1 icin.

HJp+1 () = HJn(x) + 2xHJ 1 (x)

1
M1 () = o (W1 () — HJ ()]
olur.

Bu denklemden,

1
HJo(x) = I [HJ, (x) — HJ; (x)]
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1
HJ,; (x) = [Hﬂs(x) — HJ,(x)]

HJ,(x) = [HH4(X) HJ5(x)]

HJ (%) = 5= [0z (6) = H] e (2)]
yazilir.

Yukaridaki denklemler toplanirsa

Z I () = 5 [H2(x) — By ()

_ 2 H 1
= 7= (M2 (0) = 1]

elde edilir.

Teorem 4.11: Hiperbolik Jacobsthal Lucas polinomlarin toplami,

Z i () = 5= [Hinsa() — 1]

dir.
Ispat: n > 1 icin,

Hjn+1(x) = Hjn(x) + Zx]H]jjn—l(x)

1
M1 () = 5= [Hinar () = Hn ()]

olup

1

Hjo(x) = I [Hj,(x) — Hj; (x)]
1

HJ, () = o [H106) — ()

1
Hj, (x) = [HD4(x) — Hj5(x)]
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1
Hﬁn(x) = Z [Hﬁn+2 (X) - Hjn+1(x)]

yazilir.

Yukaridaki denklemler toplanirsa

n

1
> iy () = 5= (M0 = B, ()]
k=0

1.

= o [Hjni2(0) — 1]
elde edilir.
Teorem4.12: n > 1 igin,
HJ, () Hp, () = HJ 20 (%) + A o1 () + x2] 555 ()

dir. (J,,(x) n. Jacobsthal polinomdur.)

Ispat: HJ,,(x) ve Hj,, (x) polinomlarmin Binet formiiliinden ispat yapilabilir.

a™(x) — p"(x) L e a™ 1t (x) = M (x)
a(x) — p(x) a(x) — p(x)

x [a () + B () + hx (a7 () + B ()]

_a@) ) @) - ()
a(0) — fG0) a@) — f)

aZn—l(x) _ ﬁZn—l(x) 5 aZn—Z (x) _ BZn—Z(x)

a(x) — B0 SPTC By Ten)

= HJ 2, (x) + hxJon—1(x) + %] (x)

H]Jn(x)Hﬁn(x) —

+hx

elde edilir.
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SONUC

Ik olarak tam say1 dizilerinin tarihgesinden bahsedildi. En &nemli say1 dizisi olan
Fibonacci ve Lucas dizilerine deginildi.Fibonacci dizisinin matematikte neden dnemli oldugu
tizerine duruldu. Kuramsal temeller boliimiinde ¢alismada 6nemli olan say1 dizilerinin tanimlari
verildi ve bazi ozellikleri sunuldu. Uciincii bolimde yontemini kullandigimiz Gaussian
Jacobsthal ve Gaussian Jacobsthal Lucas polinomlarinin tanimi yapildi ve bazi onemli
teoremleri verildi. Son olarak doérdiincii bolimde g¢alismamiz sonucunda elde ettigimiz
Hiperbolik Jacobsthal ile Hiperbolik Jacobsthal Lucas polinomlarinin tanimi yapildi iireten
fonksiyonlari, Binet formiilleri, determinat gosterimleri, Q matrisleri ve toplam formiilleri
verildi. Sirasiyla Hiperbolik Jacobsthal ve Hiperbolik Jacobsthal Lucas polinomlarinda x = 1
degeri i¢in polinomun degerinin Hiperbolik Jacobsthal ve Hiperbolik Jacobsthal Lucas sayisi

oldugu goriildii.
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