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OZET

b-METRIK UZAYLARDA YAKIN LiPSCHITZ DONUSUMLERI ICIN SABIT
NOKTA TEOREMLERI

AKEKIN, Dildar Giilsemih
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. Ishak ALTUN
Subat 2025, [32]sayfa

Ik boliim tez calismasmin amaci ve kaynak ozetleri igin ayrilmugtir. Ikinci boliimde
b-metrik uzayin tanimi, 6nemli baz1 6rnekler ile sabit nokta teori i¢in temel teskil eden
bazi lemmalara yer verilmistir. Ayrica bu lemmalar kullanilarak sabit nokta teoremle-
rinin nasil ispatlandigin1 gdstermek amaci ile bir kag sabit nokta teoremi incelenmistir.
Tezin orijinal boliimiinii olusturan tiglincti boliim ise iki kisma ayrilmistir. Birinci ki-
stmda bir kapal1 bagint1 yardimiyla genel bir sabit nokta teoremi elde edilmistir. Ikinci
kisimda ise b-metrik uzayda yakin Lipschtiz doniisiimii kavrami tanitilarak bu tiir do-

niisiimler i¢in bir sabit nokta teoremi sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Sabit nokta, b-metrik uzay, kapali baginti, yakin Lipschitz

doniistimii.



ABSTRACT

FIXED POINT THEOREMS FOR NEARLY LIPSCHITZIAN MAPPINGS ON
b-METRIC SPACES

AKEKIN, Dildar Giilsemih
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Ishak ALTUN
February 2025, [32] pages

The first section is reserved for the purpose of the thesis and the source summaries. The
second section includes the definition of the b-metric space, some important examples
and some lemmas that form the basis for fixed point theory. In addition, a few fixed
point theorems are examined in order to show how fixed point theorems are proved
using these lemmas. The third section, which constitutes the original part of the thesis,
is divided into two parts. In the first part, a general fixed point theorem is obtained by
means of an implicit relation. In the second part, the concept of a nearly Lipschitzian
mapping in the b-metric space is introduced and a fixed point theorem for such map-

pings is presented.

Key Words: Fixed point, b-metric space, implicit relation, nearly Lipschitzian

mapping.

il



TESEKKUR

Ik olarak yiiksek lisans tez konumum belirlenmesinden, tezin yazim asamasina ka-
dar her tiirlii destegini esirgemeyen, bilgi ve tecriibesi ile zaman ayirip, yiiksek lisans
calisgmami tamamlamamda rehberligi ile 151k tutan danigmanim sayin hocam Prof. Dr.
Ishak Altun’a, daha sonra egitim-6gretim hayatimda destegini esirgemeyen aileme ve

tiim sevdiklerime tesekkiirlerimi sunarim.

il



ICINDEKILER DIiZINi

ABSTRACT] . . . . .. il

KAYNAKLAR! 32

v



SIMGELER DIiZIiNi

R Reel sayilar kiimesi
Rt Negatif olmayan reel sayilar kiimesi
N Dogal Sayilar Kiimesi

(X,d)  b-Metrik uzay

B(xo,r) xo merkezli r yaricaplh agik yuvar

n(7T") T doniistimiiniin yakin Lipschitz sabiti

LP[0,1] [0,1] den R ye tamimli mutlak degerlerinin p yinci kuvveti integrallene-
bilen fonksiyonlar sinifi

P (R)  mutlak degerlerinin p yinci kuvveti yakinsak seri olusturan reel terimli

diziler simifi



1. GIRIS

(X,d) bir metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Bu durumda

Her x,y € X i¢in
d(Tx,Ty) < Ad(x,y)

esitsizligini saglayan bir 0 < A < 1 sabiti varsa T ye biiziillme doniisiimii,

her x,y € X i¢in
d(Tx,Ty) < Ald(x,Tx)+d(y,Ty)]

esitsizligini saglayan bir 0 < A < % sabiti varsa 7 ye Kannan biiziilme doniisiimii,

her x,y € X i¢in
d(Tx,Ty) < A[d(x,Ty) +d(y,Tx)]

esitsizligini saglayan bir 0 < A < % sabiti varsa 7' ye Chatterjea biiziilme doniisiimii,

her x,y € X icin

M| —

d(Tx,Ty) < A max {d(x,y),d(x, Tx),d(y,Ty),=[d(x,Ty)+d(y, Tx)]}

esitsizligini saglayan bir 0 < A < 1 sabiti varsa T ye genellestirilmis biiziilme donii-

siimii veya Ciric biiziilme doniisiimii denir.

Tam metrik uzayda yukarida verilen esitsizliklerden birini saglayan doniisiimlerin sabit
noktasinin var ve tek oldugu hatta her Picard iterasyon dizisinin (xo € X olmak iizere
Xn+1 = Tx, bigiminde tamml {x,} dizisi) bu sabit noktaya yakinsadig1 bilinmektedir.

Metrik uzayda elde edilen bu sonuglar b-metrik uzaylara da genisletilmistir.

Diger taraftan metrik uzayda yakin Lipschitz ve yakin biiziilme esitsizlikleri de yuka-
rida bahsedilen esitsizliklerden bagimsiz olarak sabit nokta sonuglar1 verebilmektedir.

(X,d) bir metrik uzay, T : X — X bir doniigiim ve {a,} de negatif olmayan reel sayi-

1



larin sifira yakinsayan bir dizisi olsun. Eger her x,y € X ve her n € N i¢in
d(T"x,T"y) < ky[d(x,y) + an)

esitsizligini saglayan k, > O sabiti varsa T doniisiimiine yakin Lipschitz doniisiimii
denir. Bu esitsizligi saglayan k, sayilarmmn infimumu 71(7") ile gosterilir ve yakin

Lipschitz sabiti olarak adlandirilir. O zaman

d(T"x,T"y)

n(T") = sup { d(ry) £

:x,yEX,x;«éy}

olur. Eger her n € N i¢in n(7T") < 1 ise T ye yakin biiziilme doniistimii, n(7") = 1 ise
T ye yakin genislemeyen doniisiim ad1 verilir.

Yakin Lipschitz doniisiimleri ile ilgili temel sabit nokta teoremi su sekildedir: (X,d)
bir tam metrik uzay ve T : X — X bir yakin Lipschitz doniisiimii olsun. Bu durumda
eger

limsup /1 (7T7") < 1

ise T doniisiimii bir tek z € X sabit noktasina sahiptir. Ustelik her Picard iterasyonu bu

sabit noktaya yakinsar. Ayrica her x € X ve n € N i¢in, M = supa,, olmak iizere

[}

d(T"x,z) < Z n(T")[d(x,Tx)+ M]

i=n

esitsizligi saglanir.

1.1. Kaynak Ozetleri

b-metrik uzayin tanimi ve ¢esitli ornekleri icin Czerwik’in ¢alismasi incelenmistir [4]].
Ardindan b-metrik uzayin topoloik yapisi, bu uzayda bir dizinin yakinsaklig1 ve Ca-
uchy olma 6zelligi ve bu uzayn tamligi ile alakali temel bilgiler icin Aghajani, Abbas
ve Roshan [[1], Boriceanu, Bota ve Petrusel [2] ve Bota, Guran ve Petrusel [3]] basta ol-
mak iizere ¢esitli caligmalar dikkate alinmistir. b-metrik uzayda cesitli esitsizlikler ile
bir dizinin bu uzayda Cauchy dizisi olmasin1 garanti edecek lemmalarin ispati icin Mi-
culescu ve Mihail’in [J5, 6] da verilen iki adet ¢alismalari ile Suzuki’nin [9] ¢alismasi

incelenmistir. Metrik uzayda yakin Lipschitz doniisiimii kavrami ve ilgili sabit nokta
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teoremi i¢ci Sahu’nun [8] calismast dikkate alinmistir. Son olarak b-metrik uzayda sabit
nokta teoremlerinin ispat teknigini detayli olarak incelemek icin yukarida bahsi gecen

calismalarin yani sira Mitrovic’in [7] calismasi da incelenmistir.

1.2. Calismanin Amaci

Bu tez calismasinda b-metrik uzayda yeni sabit nokta teoremlerinin elde edilmesi
amaglanmigtir. Bunun icin bir kapali baginti yoluyla bir genel sabit nokta teoreminin
elde edilmesi bir de yakin Lipschitz doniigiimii kavramin1 b-metrik uzaylarda tanim-
layarak bu tiir doniisiimleri i¢in yeni sabit nokta teoremlerinin elde edilmesi amaclan-

maktadir.



2 . MATERYAL VE YONTEM

2.1. Tanim ve Ornekler

Bu boliimde oOncelikle b-metrik uzay tanimini verip bununla ilgili temel 6zellikleri

inceleyecegiz.

Tanim 2.1. X bos olmayan bir kiime, s > 1 bir reel say1 ve d : X x X — R bir fonksiyon

olsun. Eger her x,y,z € X icin
I. d(x,y) =0&x=y,
2. d(x,y) =d(y,x),

3. d(x,z) < s[d(x,y)+d(y,2)]

ozellikleri saglaniyorsa d fonksiyonuna X {iizerinde bir b-metrik denir. Bu du-

rumda (X, d) ikilisine de bir b-metrik uzay denir.

Ornek 2.1. Her metrik uzayin s = 1 olmak iizere bir b-metrik uzay oldugu agiktir.

Ornek 2.2. X = R olmak iizere p > 1 igin d(x,y) = |x — y|” olsun. O zaman (X, d) iki-
lisi s = 2P~! olmak iizere bir b-metrik uzaydir. Gergekten h-metrigin ilk iki kosulunun
saglandig1 agiktir. Diger taraftan ¢ > 0 igin f(¢z) = #” fonksiyonu konveks oldugundan
her x,y,z € X i¢in

=3P <277 lx—2f” + |z —y|)
esitsizligi saglanir. Boylece b-metrigin {i¢iincii kosul da saglanir.

Ornek 2.3. 0 < p < 1 olmak iizere [0, 1] iizerinde tanimh reel degerli ve mutlak de-

gerlerinin p yinci kuvveti integrallanebilen fonksiyonlarin kiimesi L? [0, 1] olsun. Yani

LP[O,l]:{f|f:[O,l]—>Rve /01 |f(t)|pdt<°°}
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olsun. O zaman f,g € L” [0, 1] igin

d(f.5) = ( [0 —g<r>|f’dr)’l’

1
bi¢ciminde tanimli d fonksiyonu s = 27 olmak iizere L? [0, 1] tizerinde bir b-metriktir.

Ornek 2.4. 0 < p < 1 olmak iizere

' (R) = {{xn} | {xn} reel terimli dizi ve Z xn|P < 00}

n=1

olsun. O zaman x = {x, },y = {y.} € ¢P(R) i¢in

oo 1/p
d(x,y) = (Z [ _yn’p)
n=1

1
biciminde tanimli d fonksiyonu s = 27 olmak tizere ¢”(R) tizerinde bir b-metriktir.

Tanim 2.2. (X,d) bir b-metrik uzay, {x,} bu uzayda bir dizi ve x € X olsun.

1. Her € > 0 i¢in n,m > n(€) oldugunda d(x, x,) < € olacak bicimde bir n(¢) € N

varsa {x,} dizisine bir Cauchy dizisi denir.

2. Her € > 0 i¢in n > n(€) oldugunda d(x,x) < € olacak bicimde bir n(e) € N
varsa {x, } dizisine x noktasina yakinstyor denir. Bu durum lim,_, x,, = x olarak

gosterilir.

3. Eger (X,d) deki her Cauchy dizisi yakinsak ise (X,d) ye tam b-metrik uzay

denir.

Tanim 2.3. (X,d) bir b-metrik uzay1 ve Y C X olsun.

1. Eger Y deki her dizinin Y nin bir elemanina yakinsayan bir alt dizisi varsa Y ye

X in kompakt bir alt kiimesi denir.

2. Y icinde yakinsak her dizinin limiti ¥ kiimesine aitse Y kiimesine kapal1 kiime

denir.



2.2. Temel Lemmalar

Lemma 2.1. Bir b-metrik uzayda yakinsak her dizinin limiti tekdir. Ayrica yakinsak

her dizi bir Cauchy dizisidir.

Not 2.1. Genel olarak bir b-metrigi siirekli olmayabilir. Ayrica b-metrik uzayda
B(xo,r) ={x€ X :d(x,x0) <r}

biciminde tanimli agik yuvarin agik bir kiime olmasi gerekmez. Yine kapali yuvarin da

kapal1 bir kiime olmas1 gerekmez.

Ornek 2.5. X = NU {eo} olmak iizere d : X x X — R asagidaki gibi tanimlansin:

0 , m=n
|L— 11" m,n den biri cift, digeri tek veya oo
d(m,n) =
5 , m,n den biri tek, digeri tek veya oo
\ 2 , diger durumlarda

Boylece tiim olas1 durumlar dikkate alindiginda her m,n, p € X i¢in

|

d(m,n) < >(d(m,p)+d(p,n))

elde edilir. Yani s = % olmak iizere (X,d) bir b-metrik uzaydir. Simdi x,, = 2n dizisini

g6z Oniine alalim. O zaman

1
d(xn,OO) = % —0

oldugundan x;, — oo olur. Ancak
d(xy,1) =2-+»5=d(e,1)

oldugundan d fonksiyonu siirekli degildir.



Lemma 2.2. (X,d) bir b-metrik uzay, {x, } ve {y,} bu uzayda sirasi ile x, y noktalarina

yakinsayan iki dizi olsun. O zaman

1
—d(x,y) < 1irr_1>infd(xn,yn) < limsupd (x,,y,) < s°d(x,y)
s n—oo

n—o0

esitsizligi saglanir. Ozel olarak x = y ise lim,, e d(x,,y,) = 0 olur. Ustelik z € X icin

1
—d(x,z) <liminfd(x,,z) < limsupd(x,,z) < sd(x,z)
S n—oo n—soo

esitsizligi de saglanir.
Ispat. b-metrigin iiggen esitsizligini kullanarak
d(x,y) < sd(x,%0) +5°d (xn,yn) +5°d (¥, y)

\

d(xna)’n) < Sd(xnvx) +s2d(x,y) —}—Szd(y,yn)

esitsizliklerinin saglandig1 goriilebilir. Burada ilk esitsizlikten n — oo i¢in alt limit

ikinci esitsizlikten iist limit alinirsa sirasi ile
L d(,y) < liminfd (., y,)
2 X,Y) = llgg 1021 Xn>Yn

veE

lim supd(xn,yn) < Szd(x7y)

n—oo
esitsizlikleri bulunur ki bunlar birlikte dikkate alinarak istenen esitsizlikler bulunur.

]

Lemma 2.3. (X,d) bir b-metrik uzay ve {x,} bu uzayda bir dizi olsun. O zaman her
neNveherke {1,2,---,2"—1,2"} i¢in
k=1
d(xo,x) < 5" Y d(xi,xis1) (2.2.1)
i=0

esitsizligi saglanir.



Ispat. Ispat icin tiimevarim metodunu kullanacagiz. k € {1,2,---,2" — 1,2"} i¢in (2.2.1)
esitsizligini P(n) olarak tanimlayalim. O zaman P(0) ve hatta P(1) in dogru oldugu
agiktir. Simdi P(n) = P(n+ 1) 6nermesinin dogru oldugunu gosterelim. Oncelikle

P(n) nedeniyle k € {1,2,---,2" —1,2"} i¢in

k1
d(xo,x) <" Y d(xi,xis1)
i=0

esitsizligi dogrudur. Diger taraftan her k € {2"41,2"+2,.. 271 —1 271} jcin
yine P(n) den
d(xp,xx) < s(d(xo,xn)+d(xon,x3))

2n—1 k=1
< s|s" Z d(xi,xip1) + 5" Z d(xi,xiq1)
i=0 i=2"
k—1

= Y d(xi,xipn)
i=0

elde edilir ki bu istenen 6nermenin dogrulugunu gosterir. [

Lemma 2.4. (X,d) bir b-metrik uzay ve {x, } bu uzayda bir dizi olsun. Her n € N i¢in
d(Xp+1,Xn) < ¥ (Xn, Xn—1) (2.2.2)

esitsizligini saglayan bir y € [0, 1) sabitinin var oldugunu kabul edelim. O zaman {x, }

bir Cauchy dizisidir.

ispat. Oncelikle (2.2.2) esitsizliginden her n € N i¢in

d(xn—l—l 7xn) S ’}/nd(xl ,X())

esitsizligi saglanir. Simdi her m,k € N ve p = |log, k| olmak iizere

IN

d<xm—0—1 ’ xm+k) sd (xm—i—l 7xm—0—2) +sd (Xm+2 ’ xm+k)

IN

sd (X1, %m+2) + s°d (Xm-+2, X 02) +5 *d (%4225 Xmrk)

IN

A (Xm+1,Xm+2) + szd(xm+2,xm+22)

+S3d(xm+22 7xm+23) + SSd(xm+23 X k)

8



"d (xm+2nfl sXmyon) + P “la (X275 Xim+k)

s
[}

elde edilebilir. O zaman

i=m

LA m+21"1—1
d(Xmt1,%m1k) < an Z d(Xgn-1 44, X1 4i41)
n=1

m+k—2P—1
+s2(p+1)< ) d(x2p+i,X2P+i+l)>

i=m

IN

i=m

p+1 ) m+2" 11
Z 7 Y, dlgXo i)
n=1 =

p+1 2n-l_

< xO;xl ZSZn Z yVnJan 1+i
n=1

S (xo,x1 '}’m Z 2n n—1

-7

_ail xval Z ,},anog s+2n-1

olur. lim, (21 log, s+ 2"=1 1) = o0 oldugundan M > 0 igin n > ng oldugunda
2nlog7,s—|—2”_1 —n>M

esitsizligini saglayan bir ny € N vardir. Boylece n > ny i¢in

,},anogys—i-Z”*1 < YM'J/'
olur. Bu ise
i yznlogYerZ”_l
n=1

serisinin yakinsak oldugunu gosterir. Bu serinin topamina S dersek, m, k € N icin

d(xo,xl)S

d (X1 Xm k) < V" v

esitsizligi bulunur ki bu {x, } dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir.



Lemma 2.5. (X,d) bir b-metrik uzay ve {x,} bu uzayda bir dizi olsun. Eger

Z I’lyd(xn,xn+1)

n=1
serisi yakinsak olacak bicimde bir ¥ > log, s sabiti varsa o zaman {x,} bir Cauchy
dizisidir.

Ispat. Oncelikle @ = Ylog, 2 diyelim. O zaman Y > log, s oldugundan & > 1 dir. Boy-

lece
nlgglo [(n+1)(n+2) — an’]
olacagindan
llm S[(n+1)(}’l+2)*(xn2] — O
n—oo

olur. Buise {s[(”+l)(”+2)_“”2] } reel terimli dizisinin veya buna denk olarak { 5 “*221‘;’“) }

reel terimli dizisinin sinirl oldugunu gosterir. Diger taraftan

9
sup [(x+ 1) (x4+2)—ax?] =24+ ——
sup[(x+ D)a+2) — o] =24 o
oldugundan
(n+1)(n+2)
sup ————— — < 2 aan
neN 2m
o 24— ..
olur. Simdi s~ 4@~ = M dersek her m,n € N icin
d (X, Xnem) <MY i¥d (xi,xi41) (2.2.3)

i=n

oldugunu iddia ediyoruz. Gergekten, [ = L log,(m+ I)J dersek 2" — 1 <m <20+ —

1 olacagindan

IA

s (d(Xn, Xn11) +d(Xns1,Xn1m))

sd(x

d (xn ) Xn+m)

IN

ML ERTE MRy

2 2
57X, g2 X 2 ) TS 0 Xam)
-1

i+1 !
Z it d(xn+2i271’xn+2<i+1)2—1> + d(xn+21271’x”+m)
i=0

IN

10



IA

I—1 e 2(i+1)271
Y sttt Y d(njo1:%ar)

i=0 j=2"
) 2(z+l)2—l
4D g1+1) Z d(xn+j71,xn+j)
j=2"
S(i+1)2-1
Y, A1, Xn4))
i=0 j=27
- s(i+1)(i+2) 2<i+1)2,1
Z (]+ l)yd(xn+j—laxn+j)

j=27-1

IN

5 27y

=

IN

MY (i+1)7d Xty Xn 1)
i=0

M ) (n+0)7d(XniisXntiv1)
i=0

= MZ iyd(xi,xlurl)

i=n

IN

elde edilir ki bu (2.2.3)) esitsizliginin dogru oldugunu gosterir. O zaman
Z nyd(xmxn+1>

n=1

serisi yakinsak oldugundan (2.2.3)) esitsizligi dikkate alinarak {x,} dizisinin bir Ca-

uchy dizisi oldugu elde edilir. [

Lemma 2.6. (X,d) bir b-metrik uzay ve {x,} bu uzayda bir dizi olsun. Eger

Z od(xp,xp11)
1

n=

serisi yakinsak olacak bigimde bir o > 1 sabiti varsa o zaman {x, } bir Cauchy dizisidir.

ispat. a > 1 olmak lizere

n=1
serisinin yakinsak oldugunu kabul edelim. O zaman herhangi y > log, s i¢in

im nyd(xnaanrl) — n?

11



olur. Boylece karsilagtirma testinin limit formu geregi
Z l’lyd(xn,xn+1)

n=1

serisi yakinsaktir. O zaman yukaridaki lemmadan {x,} bir Cauchy dizisidir. O

Lemma 2.7. (X,d) bir b-metrik uzay ve {x,} de bu uzayda

r}i_{?od<xn>xn+l) =0

olacak bi¢imde bir dizi olsun. Bu durumda eger {x;, } bir Cauchy dizisi degilse o zaman
asagidaki esitsizlikleri saglayacak bicimde bir € > 0 ve {m(k)},{n(k)} pozitif tam say1

dizileri vardir:

e< hmnlgf;od(xm(k)axn(k)) < llm’fggd(xm(k),xn(k)) < s€,

©w |

< 1im inf d (e % (e) 1) < M SUP d (), X 1) < 5°€
n—oo

< limnig{od(xm(k)-l—l 7xn(k)) < lim sup d(xm(k)-i-l 7xn(k)) < se
n—oo

vy | tn

e .. . .
2 SHm inf d(X (k) 415X +1) < lim sup d(Xn(k) 41 %n () 1) < S€.

2.3. Baz1 Sabit Nokta Teoremleri

Bilindigi gibi metrik sabit nokta teorinin en temel teoremi Banach sabit nokta teore-
midir. Bu teorem bir tam metrik uzaydan kendisine tanimli her biiziilme doniistimiiniin
bir tek sabit noktasinin var oldugunu ve hatta her Picard dizisinin bu sabit noktaya
yakinsadigini sdylemektedir. Bu teoremde biiziilme sabitinin [0, 1) araliinda olmasi
gerektigi 1yi bilinmektedir. Bu teoremin b-metrik uzaydaki karsiligi icin asagidaki te-

orem ifade ve ispat edilmistir.

Teorem 2.1. (X,d) bir tam b-metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Eger

0<A< % olmak tizere her x,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < Ad(x,y) (2.3.1)

12



esitsizligi saglaniyorsa 7 doniistimiiniin bir tek sabit noktas1 vardir ve iistelik her Picard

dizisi bu sabit noktaya yakinsar.

Ispat. xy € X keyfi bir nokta olmak iizere x,; | = Tx, biciminde tanimli {x,} dizisini

goz oniine alalim. O zaman (2.3.1]) den her n € N i¢in
d(xp,Xn11) < Ad(x—-1,%n) (2.3.2)

oldugu elde edilebilir. Boylece n,m € N ve n > m i¢in iiggen esitsizligi kullanilarak

N

d(xmxn) < s[dtmXms1) +d(mr1.%0)]

IN

sd (X Xm41) + 52 [d(Xmt1 Xmr2) +d(Xmi2,%n)]

IN

sd (X Xm+1) + 52 (X1 Xmt2) + -

+Sn7mil [d(xn—Zaxn— 1 ) + d(xn—l 7xn)]

IN

sd (X Xm+1) + 52(Xm+1,xm+2) .

+5" " A (X 0,%0 1) + 5" (X1, %)

elde edilir. Simdi (2.3.2)) esitsizligi ve As < 1 oldugu dikkate alinirsa

d(xXmxy) < [sA™ S22 b A d (x0 1)
< SA™[14sA 4 (SA)? 44 (sA)"" N d (x0.x1)
SA™
<
-1 —sld(xo’xl)

bulunur. Béylece m — oo i¢in limit alinirsa {x, } dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu elde
edilir. (X,d) bir tam b-metrik uzay oldugundan limx, = z yani limd(x,,z) = 0 olacak

bicimde bir z € X vardir. Son olarak

d(z,Tz) < sld(z,%011) +d(Xn11,T2)]
= sld(z,xp+1) +d(Tx,,Tz)]

< sld(z,xn41) + Ad(x4,2)]

13



esitsizliginde n — oo i¢in limit alinirsa d(z,7z) = 0 yani z = Tz elde edilir. Sabit nok-
tanin tek oldugu (2.3.1) esitsizliginden goriilebilir. O
Dikkat edilirse Teorem [2.1|de biiziilme katsayisi olan A nin % den kiiciik olmas1 gerek-
tigi seklinde kisitlayici bir durum kabul edilmistir. Ancak Lemma [2.4] dikkate alinarak

bu kisitlama zayiflatilabilmektedir. Boylece asagidaki teorem elde edilmektedir.

Teorem 2.2. (X,d) bir tam b-metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Eger
0 < A < 1 olmak iizere her x,y € X i¢in (2.3.1)) esitsizligi saglaniyorsa T doniisiimiiniin

bir tek sabit noktasi vardir ve iistelik her Picard dizisi bu sabit noktaya yakinsar.

Ispat. Teorem [2.1|in ispatinda oldugu gibi xy € X keyfi bir nokta olmak iizere x, | =
Tx,, biciminde taniml {x,} dizisinin goz oniine alalim. O zaman (2.3.1) den hern € N
icin

d(xmxn—l—l) < }Ld(xn—laxn)

oldugu elde edilebilir. Lemma den {x,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu elde
edilir. (X,d) bir tam b-metrik uzay oldugundan limx, = z yani limd(x,,z) = 0 olacak

bicimde bir z € X vardir. Son olarak

d(z,Tz) < sld(z,%011) +d(Xn11,T2)]
= sld(z,xp+1) +d(Tx,,T7)]

< s[d(z,xp41) + Ad(x,2)]

esitsizliginde n — oo i¢in limit alimirsa d(z,Tz) = 0 yani z = Tz elde edilir. Sabit nok-

tanin tek oldugu (2.3.1)) esitsizliginden goriilebilir. O

Ornek 2.6. X =R ve d(x,y) = (x—y)? olsun. O zaman s = 2 olmak iizere (X,d) bir
b-metrik uzaydir. 7 : X — X doniisimii 7x = \/gx olarak tamimlansin. Bu durumda
(2.3.1) esitsizligini saglayan A sabitlerinin en kiigiigii A = % olur. Bu ise Teorem

in bu drnege uygulanamayacagini gostermektedir.

Asagidaki teorem ise Kannan sabit nokta teoremimi b-metrik uzaydaki karsilig1 olarak

dikkate alinabilir.
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Teorem 2.3. (X,d) bir tam b-metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Ayrica

0<A< % olmak iizere her x,y € X icin
d(Tx,Ty) < A[d(x,Tx)+d(y,Ty)] (2.3.3)

esitsizliginin saglandigini kabul edelim. Bu durumda asagidaki ii¢ kosuldan biri sagla-
niyorsa T doniistimiiniin bir tek sabit noktasi vardir ve tistelik her Picard dizisi bu sabit

noktaya yakinsar:
(1) T doniisimii stireklidir,
(i) As<1
(1) s < 2.

Ispat. xy € X keyfi bir nokta olmak iizere x,; | = Tx, biciminde tanimli {x,} dizisini

g6z oniine alalim. O zaman (2.3.3)) den her n € N i¢in
d(xnvxn—&—l) <A [d<xn7xn+l> +d(xn—17xn)]

veya

A
d(%Xn,Xn+1) < md(xn—laxn)

oldugu elde edilebilir. % < 1 oldugundan Lemma den {x,} dizisinin bir Ca-
uchy dizisi oldugu goriilebilir. (X,d) bir tam b-metrik uzay oldugundan limx, = z

yani limd(x,,z) = 0 olacak bi¢imde bir z € X vardir. Boylece

d(z,Tz) < sld(z,%p41) +d(xn11,T7))

= s[d(z,an) +d(Txn7 TZ)]

esitsizligi yazilabilir.
Simdi eger (i) hipotezi saglanirsa d(T'x,,Tz) — 0 oldugundan yukaridaki esitsizlikte
n — oo igin limit alinarak d(z,Tz) = 0 yani z = T’z elde edilir.

Simdi de (i1) saglansin. O zaman

d(z,Tz) < s[d(z,%011) +d(Xp41,T2)]
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= S[d(Z,xn+l) —}—d(T)Cm TZ)]
< S[d(Z,Xn+1) + A [d(xna Txn) + d(Zu TZ)]]

= sd(z,xXp+1) +sAd(xp,Xp11) +5Ad(z,T7)

ve boylece

(1 —5A)d(z,Tz) < sd(z,xp+1) +sAd(xp,Xp+1)

elde edilir. Bu son esitsizlikte n — o i¢in limit alinirsa d(z, 7z) = 0 bulunur.

Son olarak (iii) hipotezinin saglanmasi halinde (ii) nin varlig1 acik oldugundan bu du-
rumda da sabit nokta mevcuttur.

Sabit noktanin tek oldugu (2.3.3) esitsizliginden goriilebilir. O

Reich sabit nokta teoreminin b-metrik versiyonu ise asagidadir.

Teorem 2.4. (X,d) bir tam b-metrik uzay ve T : X — X bir doniigiim olsun. Ayrica
negatif olmayan «, B,y sabitleri a + B + ¥ < 1 esitsizligini saglamak iizere her x,y € X
i¢cin

d(Tx,Ty) < ad(x,y)+ Bd(x, Tx)+vd(y, Ty) (2.3.4)

esitsizliginin saglandigini kabul edelim. Bu durumda asagidaki ii¢ kosuldan biri sagla-
niyorsa 7" doniisiimiiniin bir tek sabit noktas1 vardir ve iistelik her Picard dizisi bu sabit

noktaya yakinsar:

(1) T doniisiimii siireklidir,
(i) Bs< 1
(iii) ys < 1.

Ispat. xo € X keyfi bir nokta olmak iizere x,,, | = Tx, bi¢ciminde tammli {x,} dizisini

g6z Oniine alalim. O zaman (2.3.4) den her n € N i¢in

d(xnaxn—H) < O‘d(xn—lyxn) +Bd(xnaxn+1) + '}/d(xn—lyxn)

veya

)

4
d(xnyxn+1) < —yd(xnflaxn)

1-p
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oldugu elde edilebilir. % < 1 oldugundan Lemma den {x,} dizisinin bir Ca-

uchy dizisi oldugu goriilebilir. (X,d) bir tam b-metrik uzay oldugundan limx, = z

yani limd(x,,z) = 0 olacak bi¢imde bir z € X vardir. Boylece

d(z,Tz) < s[d(z,%041) +d(Xp41,T2)]

= s[d(z,%n4+1) +d(Txp, Tz)]

esitsizligi yazilabilir.
Simdi eger (i) hipotezi saglanirsa d(Tx,,Tz) — 0 oldugundan yukaridaki esitsizlikte
n — oo i¢in limit alinarak d(z,Tz) = 0 yani z = Tz elde edilir.

Simdi de (i1) saglansin. O zaman

d(z,Tz) < s[d(z,%011) +d(xXp41,T2)]
= S[d(Z,Xn+1)+d(TZ,Txn)]

< sld(z,x041) + ad(z,x) + Bd(z, Tz) + yd (X, Xn+1)]
ve boylece
(1—5B)d(z,Tz) < s[d(z,xn+1) + 0d(z, %) + Yd (X, Xn+1)]

elde edilir. Bu son esitsizlikte n — oo i¢in limit alinirsa d(z,7z) = 0 bulunur.

Son olarak (iii) hipotezinin saglanmasi halinde

d(z,Tz) < s[d(z,x011) +d(Xp41,T2)]
= sld(z,xn11) +d(Txn, T2)]

< sld(z,xn41) + 0td(2,x0) + Bd (xXp, X 1) + vd (2, T2)]
ve boylece
(1—s7)d(z,Tz) < sld(z,%n41) + 0td(2,%0) + Bd (X, X 41)]

elde edilir. Bu son esitsizlikte n — oo i¢in limit alinirsa d(z,7z) = 0 bulunur.

Sabit noktanin tek oldugu (2.3.4) esitsizliginden goriilebilir. O
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Asagidaki teorem benzer ispat metodu kullanilarak ispatlanabilir.

Teorem 2.5. (X,d) bir tam b-metrik uzay ve T : X — X bir doniigsiim olsun. Ayrica

q €10, %) olmak iizere her x,y € X i¢cin
1
dU%TﬂSqm%{dﬁm%ﬂ%Tﬂ¢K%B%EM@JW+40JRD} 235)

esitsizliginin saglandigini kabul edelim. Bu durumda e8er 7" doniisiimii siirekli veya
s < 2 ise T doniiglimiiniin bir tek sabit noktas1 vardir ve iistelik her Picard dizisi bu

sabit noktaya yakinsar.

Ispat. xy € X keyfi bir nokta olmak iizere x,, | = Tx, biciminde tanimli {x,} dizisini

g6z Oniine alalim. O zaman (2.3.5)) den her n € N i¢in

d(xnaxn—i-l) = d(Txn—h Txn)
d(xnfl 7xn)ad(xn71 9 Txnfl)ad(xna Txi’l)?
%(d(xn,l JTxn) +d (x4, Txp—1))

1
d(xnhanrl)}

"2
[d(xn—l,xn) +d(xn7xn+l)]}

< gmax

= ¢gmax {d(an,xn),d(Xn,Xn+1>
S

S gmax {d(-xn—l7xn)7d(xn7xn+l)7 5

elde edilir. Simdi en az bir n € N i¢in

[4050150) + s )] b = 1)

s
max {d(xn_l,xn),d(xn,an), 5

olmas1 durumunda son esitsizlik bir celigki teskil eder. O zaman her n € N i¢in

[ (n1, %) +d(xn,xn+1)]} (2.3.6)

S
d(xmxn—H) < gmax {d(Xn_l,Xn), E

olmalidir. Simdi eger

d0-1,%0) + d (s 001)] = d(1,30)

max{d(xn_l,xn),g

ise (2.3.6) dan
d(xp,%n11) < gd(Xp—1,%n) (2.3.7)
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olur. Eger

max{d(xn,l,xn), [d(xn,l,xn)+d(xn,xn+1)]}: [d (xn—1,%0) + d (X, Xn41)]

|

s
2
ise yine (2.3.6) dan

qs
d(Xp,Xny1) < 5 [d(xnflvxn) +d(xn7xn+1)]

veya
qs
2—gs

(%X i1) < P (X1, %0) (2.3.8)

elde edilir. Boylece her iki durum dikkate alinirsa (2.3.7) ve (2.3.8)) den
7 } <1

d(xnaxn—H) < Yd(xn—l 7xn)

denirse her n € N i¢in

elde edilir. ¥ < 1 oldugundan Lemma 2.4 den {x,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu
goriilebilir. (X,d) bir tam b-metrik uzay oldugundan limx, = z yani limd(x,,z) =0

olacak bigimde bir z € X vardir. Boylece

d(z,Tz) < sld(z,xn11) +d(Xns1,T7)]

= s[d(z,xn_H ) + d(TXn, TZ)]

esitsizligi yazilabilir. Eger T siirekli ise yukaridaki esitsizlikten z = Tz elde edilir.

Simdi s < 2 oldugunu kabul edelim.Boylece

d(z,Tz) < sld(z,%n41) +d(xp41,T2)]
= sld(z,%n41) +d(Tx,, T2)]
< 5d(z,Xn41)
tsgmax {d(xn,z),d(xn, ), d(2,T2), %(d(xn, T2)+d(z, Txn))}

= sd(z,Xp41)
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1
- 5qmax {d<xn,z>,d<xn,xn+1>,d<z, ). 1 (d(x.T2) +d<z,xn+1>>}
< Sd(Z,X,H_l)

d(xn,z),d(xn,xn+1),d(z,TZ),
+sgmax .
Z(s [d(xmz) —l—d(Z, TZ)] +d(z,xn+1))

elde edilir. Burada n — oo icin limit alinirsa

qu
d(z,Tz) < max {SCI, X } d(z,Tz)

elde edilir ki bu d(z,Tz) = 0 olmasi ile miimkiindiir.
Sabit noktanin tek oldugu (2.3.5) esitsizliginden goriilebilir. [
Caristi sabit nokta teoreminin b-metrik versiyonu icin asagidaki teorem dikkate alina-

bilir.

Teorem 2.6. (X,d) bir tam b-metrik uzay, 7 : X — X bir doniisiim, ¢ : X — [0,0) bir

fonksiyon ve o¢ > 1 olmak tizere asagidaki kosullarin saglandigim kabul edelim:

(1) T doniisiimii siirekli olsun,

(i1) her x € X icin
d(x,Tx) < ¢(x) — ¢ (Tx)

esitsizligi saglansin.

Bu durumda 7' doniistimiiniin en az bir sabit noktas1 vardir ve iistelik her Picard dizisi

bir sabit noktaya yakinsar.

Ispat. xy € X keyfi bir nokta olmak iizere x,;; = Tx, biciminde taniml {x,} dizisini

g6z Oniine alalim. (ii) den her n € N i¢in

d(Xn,Xnt1) < O (xn) — 00O (Xp41)

yazilabilir. Boylece

o"d (xp, xn11) < Q"9 (x) — O‘n+1¢(xn+1)
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oldugundan bu bize {a" ¢ (x,)} reel terimli dizinin azalan oldugunu gosterir. Ayni za-

manda bu dizi alttan sinirh oldugundan yakinsaktir. Boylece
Y [0 () — o9 ()]
n=1

teleskopik serisi yakinsak olacagindan Karsilastirma kriteri geregi
Z o d (X, Xp+1)
n=1

serisi de yakinsaktir. O zaman Lemma[2.6]dan {x, } bir Cauchy dizisidir. (X, d) bir tam
b-metrik uzay oldugundan limx, = z yani limd(x,,z) = 0 olacak bi¢imde bir z € X
vardir. Boylece T nin siirekliliginden d(x,+1,7z) = d(Tx,,Tz) — 0 elde edilir. Yani
{x,} dizisi hem z hem de T’z ye yakinsak oldugundan z = T’z elde edilir. O

Teorem 2.7. (X,d) bir tam b-metrik uzay, T : X — X bir doniigiim, ¢ : [0,00) — [0, )

bir fonksiyon ve ¥ > log, s olmak iizere asagidaki kosullarin saglandigini kabul edelim:

(i) herz > Oicin ¢(¢) <t,

(i1) hert > 0 i¢in

) n79"(1)

n=1

serisi yakinsak,

(ii1) her x,y € X i¢in
d(Tx,Ty) < ¢(d(x,y))

Bu durumda 7" doniisiimiiniin bir tek sabit noktasi vardir ve iistelik her Picard dizisi bu

sabit noktaya yakinsar.

Ispat. xy € X keyfi bir nokta olmak iizere x,; | = Tx, biciminde tanimli {x,} dizisini

g0z Oniine alalim. (iii) den her n € N i¢in

nyd(xnvxn—i-l) < nyq)n(d(x(),xl))
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oldugu elde edilebilir. (i) ve Karsilagtirma kriterinden

[

Z I’lyd(xn,xn+1)

n=1

serisi yakinsaktir. Bdylece Lemma [2.5]den {x,} bir Cauchy dizisidir. (X,d) bir tam b-
metrik uzay oldugundan limx, = z yani limd|(x,,z) = 0 olacak bi¢imde bir z € X vardur.
Diger taraftan (i) ve (iii) nedeniyle 7 siireklidir. Boylece d(x,+1,7z) =d(Tx,,Tz) — 0
elde edilir. Yani {x, } dizisi hem z hem de T’z ye yakinsak oldugundan z = T'z elde edilir.

Sabit noktanin tekligi yine (1) ve (iii) den goriilebilir. ]

22



3 . ARASTIRMA BULGULARI

3.1. Kapah bagintiyla elde edilen baz1 sabit nokta sonuclari

Bu boliimde, once baz1 6zelliklere sahip bir kapali baginti ele alacagiz ve birkag 6rnek
verecegiz. Ardindan, bu bagintidan yola ¢ikarak b-metrik uzaylarda bir genel sabit
nokta teoremi sunacagiz.

Asagidaki ozellikleri saglayan F : Ri — R taniml1 biitiin fonksiyonlarin sinifini.% ile

gosterelim:

(F1) F(t;,--- ,t5) fonksiyonu f5 ve ¢ degiskenlerine gore artmayan olsun.

(F2) u > 0igin
F(u,v,v,u,u+v,0) <0

veya

F(u,v,u,v,0,u+v) <0
olmasi u < hv olacak bigimde bir i € [0, 1) sabitinin var olmasini gerektirsin.
(F3) u > 0i¢in F(u,u,0,0,u,u) > 0 olsun.

Bunun yan1 sira s > 1 i¢in % smifi da .% smifina ait siirekli ve asagidaki 6zellikleri

saglayan fonksiyonlarin sinift olsun:

(Fsl) F(t,---,t¢) fonksiyonu #; deZiskenine gore azalmayan olsun.

(Fs2) u > 0ig¢in F(%,0,0,u,u,0) > 0 veya F(%,0,u,0,0,u) > 0 olsun.

s s

Buna gore .#; C .# oldugu aciktir. Simdi bu siniflara ait bir ka¢ fonksiyon 6rnegi

verelim.

Ornek 3.1. 1 € [0,1) olmak iizere F(t1,--- ,tg) = t; — At olsun. O zaman her s > 1
icin F € Z; dir.
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Ornek 3.2. a, B, y negatif olmayan reel sayilar ve a+ B +7 < 1 olmak iizere F (t1,- - ,t5) =
t1 — aity — Btz — yt4 olsun. O zaman F € .% dir. Aym1 zamanda eger sf < 1 veya sy < 1

ise F € 7 dir.

Ornek 3.3. g € [0,1) olmak iizere F(t1,--- ,t6) = t — gmax {t, 3,4, 256 } olsun. O

zaman F € .% dir. Aynm1 zamanda eger gs < 1 ise F € .%; dir.

Ornek 3.4. ¢ € [0,1) olmak iizere F(t1,--- ,t) = t] —c {t +|t3 — t4]} olsun. O zaman

F € % dir. Ayn1 zamanda eger cs < 1 ise F € .%; dir.

Ornek 3.5. o, B negatif olmayan reel sayilar ve oc + 8 < 1 olmak iizere F (z1,- - - ,t5) =
t1 —omax {f,13,14} — [3% olsun. O zaman F € .% dir. Ayn1 zamanda eger (2 +

B)s <2ise F € % dir.

Teorem 3.1. (X,d) bir tam b-metrik uzay ve 7 : X — X bir doniigiim olsun. F € .#

olmak iizere her x,y € X i¢in

F (d(Tx, Ty).d(x,y).d(x,Tx),d(y,Ty), d<x;Ty ) 40 ’ST’C)) <0 (3.1.1)

esitsizliginin saglandigini kabul edelim. O zaman e8er T siirekli ise bir tek z € X sabit

noktasina sahiptir, iistelik her xo € X igin {7"x} dizisi z noktasina yakinsar.

Ispat. xo € X keyfi bir nokta olsun. n > 0 icin x,,; = T'x, biciminde taniml {x,} dizi-
sini goz Oniine alalim. Kisalik olmasi agisindan n > 0 i¢in d,, = d(x,,, X, 1) gosterimini
kullanalim. Eg8er d,, = 0 olacak bi¢imde bir ny € N varsa x,, noktas1 7' nin bir sabit
noktast olur. Ayrica bu durumda {x,} dizisi no dan sonra tamamen x,,, terimlerine sa-

hip olacagindan x,, noktasina yakinsar. Simdi her n € N i¢in d, > 0 olsun. O zaman

(3.1.1)) esitsizliginden her n € N i¢in

d(TxYH Txn+1)7d(xnaxn+l)7d(xn7 Txn)ad(xn-H ’ Txn-H):
%d(xna Tanrl)y %d(-xl’bl»lu Txn)

<0

elde edilir ki buradan da her n € N i¢in

d(xp,,x
F (d(xn+17xn+2>7d(xn7xn+1)7d(xnvxn+l)ad(xn+lvxn+2)a@7()) SO
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yazilabilir. Bu son esitsizlik ve (F1) kosulundan
F (dpy1,dn,dnydpi1,dp+dny1,0) <0
elde edilir. Simdi de (F2) dikkate alinirsa her n € N i¢in
dpt1 < hdy

veya denk olarak

d(xn—i-l 7xn+2) < hd<xnaxn+l)

olacak bigcimde bir 4 € [0, 1) sabiti vardir. Boylece Lemma [2.4 dikkate alinirsa {x,}
dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu elde edilir. (X,d) tam b-metrik uzay oldugundan
limx, = z yani limd(x,,z) = 0 olacak bi¢imde bir z € X noktas vardir. T doniigiimii
stirekli oldugundan limd (x,+1,7z) = limd(Tx,,Tz) = 0 olur ki {x,} dizisinin limiti-
nin tek olmasi gerektiginden z = 7'z elde edilir. Simdi de w noktas1 da T nin bir bagka

sabit noktast ise d(z,w) > 0 olup (3.1.1) esitsizliginden

<0

F (d(TZ, Tw),d(z,w),d(z,Tz),d(w,Tw), d(Z»STW) ’ d(W;TZ)>

veya denk olarak

F <d(z,w),d(z,w),0,07 dizw) d(W’Z)) <0

S Ky -

elde edilir. Boylece (F1) den
F(d(z,w),d(z,w),0,0,d(z,w),d(z,w)) <0,

bulunur ki bu (F3) ile ¢elisir. O zaman T nin sabit noktas1 tekdir. 0
Teorem [3.1]de .7, sinifin1 dikkate alirsak 7' iizerindeki siireklilik kosulunu kaldirabili-

riz.

Teorem 3.2. (X,d) bir tam b-metrik uzay ve T : X — X bir doniigiim olsun. F € .%;
olmak tizere her x,y € X i¢in (3.1.1)) esitsizliginin saglandigin1 kabul edelim. O zaman

T doniisiimii bir tek z € X sabit noktasina sahiptir, tistelik her xo € X i¢in {T"x¢} dizisi
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z noktasina yakinsar.

Ispat. Teorem [3.1|nin ispatinda oldugu gibi {x,} iterasyon dizisinin bir Cauchy dizisi
oldugu ve dolayisiyla bir z € X noktasina yakinsadigi gosterilebilir. Simdi d(z,7Tz) > 0

oldugunu kabul edelim. O zaman (3.1.1)) esitsizliginden

<0

d(x,,Tz) d(z, Txn))

F (d(Txn, T2).d(ins2)d o, T), (2, T2), |

veya denk olarak

d(x,Tz) d(z,xn+1)) <0
S Ky -

F (d(X,H_],TZ),d(Xn,Z),d<Xn,Xn+1),d(Z, TZ); ’

elde edilir. Boylece F nin siirekli oldugu dikkate alimirsa Lemma[2.2] (F1) ve (Fsl) ile

beraber

d(z, T
F( (Z; Z),o,o,d<z,Tz),d(z,Tz),0) <0

elde edilir ki bu (Fs2) ile ¢eligir. O zaman d(z, Tz) = 0 olmalidir. Sabit noktanin tekligi
yine (F3) den elde edilir. OJ
Teorem [3.1] veya Teorem [3.2] de F fonksiyonunu ozel secerek Teorem [2.2] Teorem
ve Teorem de dahil olmak iizer pek cok sabit nokta teoremleri elde edilebilir.
Burada Ornek [3.4) ve Ornek [3.5|ile birlikte elde edilen sonuglar verelim.

Sonug 3.1. (X,d) bir tam b-metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. ¢ € [0, 1)

olmak iizere her x,y € X i¢in
d(Tx,Ty) < c{d(x,y) +|d(x,Tx) —d(y, Ty)|}

esitsizliginin saglandigini kabul edelim. O zaman eger asagidaki iki kosuldan biri sag-
lanirsa 7 dontisiimii bir tek z € X sabit noktasina sahiptir, tistelik her xo € X i¢in {7"x¢}

dizisi z noktasina yakinsar:
e T siireklidir,
e sc < 1dir

Sonug 3.2. (X,d) bir tam b-metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. «, 8 € [0, 1)
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ve ot + B < 1 olmak iizere her x,y € X i¢in

(x,Ty)+d(y, Tx)

d(Tx,Ty) < amax{d(x,y),d(x,Tx),d(y, Ty)}—i—ﬁd P

esitsizliginin saglandigini kabul edelim. O zaman eger asagidaki iki kosuldan biri sag-
lanirsa T dontisiimii bir tek z € X sabit noktasina sahiptir, istelik her xo € X i¢in {T"x¢}

dizisi z noktasina yakinsar:

e T siireklidir,

* 2o+ B)s < 2 dir.

3.2. b-metrik uzayda yakin Lipschitz doniisiimii

Bu kesimde tezin giris boliimiinde bahsedilen yakin Lipcshitz doniisiimii kavraminin
b-metrik uzay versiyonunu tanimlayarak bu tiir doniisiimler i¢in bir sabit nokta teoremi
sunacagiz. Oncelikle hatirlanacag: gibi bir (X,d) b-metrik uzayinda tanimh 7 donii-

stimii eger her x,y € X i¢in
d(Tx,Ty) < Ad(x,y), A >0

esitsizligini sagliyorsa T doniisiimiine bir Lipschitz doniisiimii denir. Ayrica her Lipsc-

hitz doniisiimiiniin stirekli oldugu agiktir.

Tamim 3.1. Let (X,d) bir b-metrik uzay, T : X — X bir doniisiim ve {0} de R, da

a,, — 0 olacak bi¢cimde bir dizi olsun. O zaman her n € N ve her x,y € X i¢in
d(T"x,T"y) < A, {d(x,y) + 04, } (3.2.1)

olacak bigimde A, > 0 sabitleri varsa 7' doniisiimiine {0, } dizisine gére yakin Lipsc-
hitz doniisiimii denir. (3.2.1) esitsizligini saglayan A, sabitlerinin infimumuna doniisii-

miin yakin Lipschitz sabiti denir ve 1(7") ile goserilir.

Ornek 3.6. X = [0,2] kiimesi d(x,y) = (x — y)? bigiminde tanimli b-metrigi ile dona-
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tilsin. 7 : X — X doniistimii

x>1

=
|
FNT

Tx =

x<1

N[ —

biciminde tanimlansin. O zaman 7" doniisiimii siirekli olmadigindan bir Lipschitz do-

niisiimii degildir. Ancak rutin hesaplamalarla

16 n<4
an:

n>4

3=

olmak iizere her x,y € X icin
n
d(T"x, T"y) < 5, {d(x,y) + o}

esitsizliginin saglandigi goriilebilir. O zaman 7" doniisiimii bir yakin Lipschitz doniisii-

miidiir.

Teorem 3.3. (X,d) bir tam b-metrik uzay ve T : X — X siirekli ve yakin Lipschitz

sabiti 11(7T") olan bir yakin Lipschitz doniigiimii olsun.Eger

lim sup /N (7T") < 1, (3.2.2)

n—oo

ise 7 dontisiimil bir tek z € X sabit noktasina sahiptir, iistelik her xo € X i¢cin {T"x¢}

dizisi z noktasina yakinsar.

ispat. xo € X keyfi bir nokta olamak tizere n > 0 i¢in x,,; = Tx, biciminde taniml
{x,} dizisini g6z Oniine alalim. Kisalik olsun diye n > 0 i¢in d,, = d(x,,X,+1) goste-
rimini kullanalim. E8er d,,, = 0 olacak bigimde bir ny € N varsa x,, noktas1 7" nin bir
sabit noktasi olur. Ayrica bu durumda {x,} dizisi ny dan sonra tamamen x,,, terimlerine
sahip olacagindan x,, noktasina yakinsar. Simdi her n € N i¢in d,, > 0 olsun. Boylece

her n € N i¢in

0 < dy = d(T"x0, 7" x0) < 11(T") {d(x0, 1) + .} (3:23)
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olur.Simdi limsup,,_,., {/n(T") = § diyelim. O zaman (3.2.2) ve (3.2.3) den 0 < § <

1 olmalidir. Simdi de a € (1, %) sabitini secelim. Boylece M = sup a, olmak iizere

den her n € N i¢in
o"dy < "N (T") {d(x0,x1) + M} (3.2.4)
elde edilir. 4) esitsizliginin her iki yanindan toplam almakla beraber
i} ody < {d(xo,x1) +M} il o'n(T")
n= P

yazilabilir. Buradan

lim sup «/o'n(T") = ad < 1

n—soo

oldugundan Cauchy kok testi dikkate alinirsa
n=1
olur. Boylece karsilagtirma testi nedeniyle

Z a'd Z xn,xnﬂ < o
n=1 n=1

bulunur ki Lemma [2.6| dan {x,} bir Cauchy dizisidir. (X,d) tam b-metrik uzay ol-
dugundan limx, = z yani limd(x,,z) = 0 olacak bi¢imde bir z € X noktasi vardir. T
doniisiimi siirekli oldugundan limd (x,11,7z) = limd(Tx,,Tz) = 0 olur ki {x, } dizi-
sinin limitinin tek olmas1 gerektiginden z = 7'z elde edilir. Simdi de w noktasi da 7" nin

bir bagka sabit noktasi ise d(z,w) > 0 olup

Zd(z,w) = Zd(T"z,T” Z (T"){d(z,w) + o, }
n=1 n=1

n=1

< {d(z,w)+M} ; n(T") <

elde edilir ki bu Y d(z,w) = oo olmasi ile ¢elisir. O zaman T nin sabit noktasi tekdir.

n=1
]
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4 . TARTISMA VE SONUC

Bu calismada, b-metrik uzaylari {izerinde yapilan sabit nokta teorisinin temel prensip-
leri ve sonuclar1 incelenmistir. Calismanin ana amaci, b-metrik uzaylarin yapisini ve
bu yapilar altinda sabit nokta teoremlerinin nasil uygulanabilecegini kesfetmekti. Bu
baglamda, ¢alismanin temel katkilari, sabit nokta teoremlerinin daha genis bir ¢erce-
vede anlagilmasina ve yeni kavramlarin, 6zellikle de yakin Lipschitz doniisiimlerinin,

b-metrik uzaylarda nasil isledigine dair 6nemli bulgular sunmaktadir.

Ik boliimde yapilan kaynak taramasi ve teorik altyapi, sabit nokta teorisinin matema-
tiksel analiz ve fonksiyonel analizdeki roliinii bir kez daha vurgulamistir. Sabit nokta
teoremleri, pek ¢cok matematiksel ve uygulamali alanda ¢6ziim bulunabilirlik garantisi
saglamasi acisindan onemlidir. Calismanin bu teoriyi b-metrik uzaylarda incelemesi,
klasik analiz yontemlerinin otesine gecerek, metrik uzaylarin ve bunlarin iizerinde ta-

nimlanan fonksiyonlarin daha derinlemesine bir analizini miimkiin kilmaktadir.

Ikinci boliimde, b-metrik uzaylariin 6zellikleri detayli bir sekilde ele alinmis ve sa-
bit nokta teoremlerinin ispatlarinda kullanilan lemmalar ayrintili olarak sunulmustur.
Burada yapilan katki, sabit nokta teorisinin uygulama alanlarinin genisletilmesine yar-
dimci olacak yeni metrik yapilarinin tanimlanmasi olmustur. Bu, 6zellikle analizdeki

mevcut metodolojileri farkl bir perspektiften gézden gecirme imkani1 sunmustur.

Uciincii boliimde ise iki ana kistmda yapilan ¢alisma, tezin orijinal katkilarindan bi-
rini olusturmustur. Ik kisimda, kapali bagintilar kullanilarak elde edilen genel sabit
nokta teoremi, mevcut literatiirdeki bazi 6nemli sabit nokta teoremlerine benzer so-
nuglar tiretmis ancak daha genis bir cercevede ve daha genel kosullar altinda gecerli
olmustur. Bu sonug, teorik acidan 6nemli bir ilerleme olarak degerlendirilebilir. Ikinci
kisimda ise, b-metrik uzayda yakin Lipschitz doniisiimlerinin incelenmesi, sabit nokta
teorisinin yeni bir alanina 151k tutmus ve bu tiir doniisiimler i¢in 6zel bir sabit nokta
teoremi gelistirilmistir. Bu sonuclar, yakin Lipschitz doniisiimlerinin analizinde daha

etkili yontemler sunabilir ve fonksiyonel analizde yeni arastirma alanlarina kap arala-
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yabilir.

Calismanin genel olarak, b-metrik uzaylarin 6zelliklerini ve sabit nokta teorisinin bu
uzaylar iizerindeki etkilerini daha derinlemesine anlamamiza katki sagladigi sdylene-
bilir. Ayrica, yakin Lipschitz doniisiimlerinin b-metrik uzaylar iizerindeki etkilerini
incelemek, yalnizca teorik degil, ayn1 zamanda uygulamali alanda da 6nemli sonuclar

dogurabilir.
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