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Bu tezde son zamanlarda yapilan calismalarda bir halkada injektif sag modiillerin dik
toplamu injektiftir ancak ve ancak o halka sag Noether halkadir gerceginden esinlenilerek
belirli modiillerin injektiflik bolgelerinin bir halkanin ne 6l¢iide Noether oldugunu 6lgmeye
hizmet edebilecegini gostermek i¢in ortaya atilan bir yontem sunulmustur. Bu yontem i¢in
tanimlanmig olan kararli injektiflik bolgeleri, kararli modiiller ve Noether esik kavramlari
verilmigtir. Noether halkalarin zit kavrami olarak tanimlanmig ugucu halkalar i¢in yapilmig
baz1 karakterizasyonlar sunulmugtur. Ucucu halka orneklerinin yani sira ne Noether ne de

ucucu olan halkalarin 6rnekleri verilmistir.
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In this thesis, we present a method inspired by the fact that a ring is a right Noetherian ring
if and only if the direct sums of injective right modules is injective, which is introduced
in recent studies to show how the injectivity domains of certain modules can serve to
measure the extent to which a ring is Noetherian. The notions of stable injectivity domains,
stable modules and Noetherian threshold, which are defined for this purpose, are presented.
Some characterizations of volatile rings, which are introduced as a notion opposite to
Noetherianness, examples of volatile rings and examples of rings that are neither Noetherian

nor volatile are given.
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KISALTMALAR VE SIMGELER
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D, M; M; R-modiillerinin dik toplami
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E(M) M R-modiiliiniin injektif biirtimii
Eyn(N) N R-modiiliiniin M -injektif biirtimii

< Alt modiil

< Biiyiik alt modiil

< Kiiciik alt modiil

anng(X) M R-modiiliintin alt kiimesi X ’in sag sifirlayicisi
Homp (M, N) M’den N’ye tiim R-modiil homomorfizmalari
o[M] Mod- R kategorisinin M tarafindan alt tiretilmis alt kategorisi
R Birimli degismeli halka

N Dogal sayilar kiimesi

Z Tam sayilar kiimesi

Ob(C) C kategorisindeki biitiin objeler

o Fonksiyon bilegkesi
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1. GIRIS

Injektif modiiller, modiil kategorilerindeki en 6nemli homolojik nesneler arasindadir. Hem
Modiil ve Halka Kuraminda hem de Homolojik Cebirde ¢cok dnemli bir role sahiptirler.
Herhangi bir modiiliin injektifligini belirlemek oldukc¢a zor olabilir. Modiil Teorisindeki
yeni bir egilim, bir 6zelligin yalmizca tam olarak ne zaman karsilandigimi degil, aym
zamanda belirli bir modiiliin o 6zelligi tam olarak karsilamiyorsa ne Olciide karsiladigin
Olcebilen mekanizmalar gelistirerek modiillerin 6zelliklerinin incelenmesini genisletir. Bu
yaklagim, yalnizca ozelligi karsilayan modiilleri degil, ayn1 zamanda kismen veya hatta
minimum diizeyde saglayan modiilleri de dikkate almaya izin verir. Son yillarda bir modiiliin
injektifligini 6l¢mek i¢in artan bir ilgi goren bir fikir olan injektiflik bolgesi kavrami ortaya
cikmistir. Bu mekanizmada modiiller i¢in 6l¢tim araci portfoylerdir. Eger bir modiil sinifi
bir modiiliin injektiflik bolgesi ise o sinifa (injektif) portfoy ve bir R halkas1 iizerindeki
tim sag R-modiillerin olasi tiim (injektif) portfoylerinin simifina da R halkasinin (injektif)
profili denir. Profil teorisi ile ilgili ¢caligmalar Alahmadi vd. tarafindan baslatilmigtir ([1]).
Son on dort yilda ise cesitlilik i¢inde biiylimektedir. Bir halkanin Noether olmasinin belirli
modiillerin injektifligi tarafindan belirlendigi bilinmektedir ([2]). Lépez-Permouth ve Sarac
bu Ol¢iiniin mutlak olmadigin1 bunun yerine, bu belirli modiillerin injektiflik bolgelerinin
bir halkanin ne ol¢iide Noether oldugunu 6l¢cmeye hizmet ettigini gostermiglerdir ([3]).
Lépez-Permouth ve Sara¢ tarafindan bir R halkasinin injektif profilindeki portfdyler
katmanlar olarak diisiiniilmiis ve injektiflik bolgesi bir A portfoyti olan her modiil ailesinin
dik toplaminin da injektif bolgesi A portfoyii oluyorsa A’ya kararli portféy denmistir ve su
soru sorulmustur: R halkasinin injektif profilinin ortalarinda bir yerde bu portfdyiin altinda
kalan her katmanin kararli hale geldigi bir injektif portfoy var midir? Bu soru evet olarak
cevaplanmis ve bu injektif portfdye Noether esik denmistir. Ayrica injektif profilde injektif
portfoyii kararli olan modiillerin sadece yoksul modiiller oldugu halkalar ucucu halkalar
olarak adlandirilmis ve ucucu halka 6rnekleri verilmistir ([3]). Bu tezde oncelikle gerekli
tiim On bilgiler verilecek daha sonra da [3] makalesinde elde edilen sonuclar ve 6rnekler

derlenerek ilgili konulari inceleyen tiim arastirmacilar i¢in biitiinlesik bir referans kaynagi



sunulacaktir.

Boliim 2’de tezin sonraki boliimlerinde kullanilacak temel bilgiler, tanmimlar, teoremler

verilmistir.

Boliim 3’te kararl injektiflik bolgeleri sunulmustur. Bir injektif portfoyiin kararli olmasi i¢in
gerek ve yeter kosulun o portféyiin Noether esik tarafindan icerilmesi oldugu gosterilmistir
(bkz. Teorem 3.3.6). Teorem 3.3.10 ile kararli R-modiiller karakterize edilmistir. Sonug

3.3.11"de ise Noether esigin hangi R-modiiliin injektiflik bolgesi oldugu verilmistir.

Boliim 4’te ugucu halkalar ele alinmistir. Su sonuglar verilmistir: R sag Noether halkadir
ancak ve ancak N' = Mod — R’dir (bkz. Teorem 4.1.1 (1)). R halkas1 sag Noether halkadir
ancak ve ancak her portfoy kararlidir (bkz Teorem 4.1.1 (2)). Bir R halkasinin sag ucucu
halka olmast i¢in ise gerek ve yeter kosul N' = SSMod — R’dir (bkz. Teorem 4.1.3).
R halkasi sag yar1 Artin halka olsun. O zaman R halkasinin sag ucucu halka olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul sag V-halka olmasidir (bkz. Onerme 4.1.4). R herhangi bir halka
olsun. R halkasinin sag ugucu halka olmasi icin gerek ve yeter kosul yoksul yaribasit bir
sag R-modiiliin var olmasi ve her kararli sag R-modiiliin V-modiil olmasidir (bkz. Onerme
4.1.14). Bir R halkasi sag V'-halka olsun. R halkasiin sag ugucu halka olmasi icin gerek
ve yeter kosul yoksul yaribasit bir sa§ R-modiiliin var olmasidir (bkz. Sonug 4.1.15). Bir
R halkasiin sag ugucu halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul injektif sag R-modiillerin dik
toplaminin, @7@ E., var olmasi ve bu dik toplamin yoksul sag R-modiil olmasidir (bkz.
Sonug 4.1.17). Ayrica orneklere yer verilmistir. R halkasi sag yar1 Artin ve sag V' -halka
olsun. O halde R halkas1 sag ugucu halkadir (bkz. Ornek 4.2.1). X bir topolojik uzay ve
C(X), X topolojik uzay1 iizerindeki reel degerli siirekli fonksiyonlar halkasi olsun. C'(X)
ucucu halkadir (bkz. Ornek 4.2.2). Bu ucucu halka drneklerinin yani sira ne Noether ne de

ucucu olan halka 6rnegi verilmistir (bkz. Ornek 4.2.3).



2. ON BILGILER

Bu boliimde diger boliimlerde ihtiya¢ duyulacak bazi 6n bilgiler verilmektedir.

2.1 Modiiller, Alt Modiiller ve Modiil Homomorfizmalari

Tanmm 2.1.1. [4, 5.10] R halkas1 ve (M, +) abel grubu i¢in f : M x R — M fonksiyonu
verilmig olsun. f(m,r) € M elemani1 mr ile gosterilmek iizere her r, s € R ve herm,n € M
icin:

(1) (m+n)r =mr+nr

(2) m(r +s) =mr +ms

(3) m(rs) = (mr)s

@ m-1=m
ise M sag R-modiil olarak isimlendirilir. Mp ile gosterilir. Benzer kogsullar1 saglayan bir
g : R x M — M fonksiyonu i¢in M sol R-modiil olarak isimlendirilir.

Ornek 2.1.1. /4, s.11]

(1) Her A abel grubu bir Z-modiildiir.

(2) F bir cisim ise F' iizerindeki biitiin vektor uzaylart F'-modiildiir.

Tanim 2.1.2. M sag R-modiiliiniin bir N alt kiimesi de R-modiilse, yani her r, s € R ve
m,n € N i¢cin mr +ns € N ise N alt kiimesine M sag R-modiiliiniin bir alt modiilii denir
ve N < M ile gosterilir. Ayrica kendisinden ve sifirdan bagka alt modiilii olmayan sifirdan

farkli modiile basit modiil denir.

Tanim 2.1.3. M bir sag R-modiil olsun. M sag R-modiiliiniin sifirdan farkli N alt modiili
ve herhangi bir N’ alt modiilii icin N' C N iken N = N yada N' = 0 oluyorsa N alt
modiiliine M sag R-modiiliiniin bir minimal alt modiilii denir.

3



Tanim 2.1.4. M bir sag§ R-modiil olsun. M sag R-modiiliiniin kendisinden farkli K alt
modiilii ve herhangi bir K alt modiilii i¢in K’ C K’ iken K = K’ yada K' = M oluyorsa

K alt modiiline M sag R-modiiliiniin maksimal alt modiilii denir.

Tanim 2.1.5. M ve N iki sa§ R-modiil olsun. M sag R-modiiliinden N sag R-modiiliine

olan f : M — N fonksiyonu, her m,k € M ve r € R i¢in

fm+k) = f(m)+ f(k)

esitliklerini gergeklerse, f fonksiyonuna homomorfizma veya modiil homomorfizmast denir.

f+ M — N bir homomorfizmaysa M sa§ R-modiiliiniin

Cek(f) = {m € M | f(m) = 0}

alt modiiliine f homomorfizmasinin ¢ekirdegi ve N sag R-modiiliiniin

f(M) = Gor(f) = {f(m) [ m e M}

alt modiiline f homomorfizmasinin goriintiisii denir. Birebir homomorfizmaya
monomorfizma, Orten homomorfizmaya epimorfizma denir. Hem monomorfizma hem

epimorfizma olan homomorfizmalar ise izomorfizma ismini alir.

N < M vem € M olsun. M sag R-modiiliniin m + N = {m +n | n € N} alt kiimesine,
M sag R-modiiliiniin N alt modiiliine gore sol yanswinifi denir ve biitiin sol yansimiflarin
kiimesi M /N ile gosterilir. M /N sol yansmiflarin kiimesi my, ms € M, r € R olmak tizere
(m1+N)+(me+N) = (my+ma)+N ver(m;+N) = rmy+ N seklinde tanimli iglemlerle
bir modiil olur. Bu modiile faktor modiil veya béliim modiilii denir. Ayrica o(m) = m + N
ile tanimlanan o : M — M /N homomorfizmasi bir epimorfizmadir ve bu epimorfizma

dogal epimorfizma olarak isimlendirilir.



M ve N birer sag R-modiil olmak iizere M sag R-modiiliinden /N sag R-modiiliine olan tiim

homomorfizmalarin kiimesi bir gruptur ve Hompg (M, N) ile gosterilir.

Onerme 2.1.6. [4, Onerme 2.1](Modiiler Kural) Bir M sag R-modiiliiniin L, K, N alt
modiilleri icin K < N olsun. O halde N N (K + L) = K + (N N L)'dir.

Kanmit. ©+ €¢ NN (K + L)olsun. n € N, k € K vel € Lolmak iizere vt = n = k + 1
seklinde yazilabilir. K < N oldugui¢cin £ € Ndir. n = k+lisel =n—k € NN L’dir.
Dolayisiylaz =k+1€ K+ (NNL)olurr NN (K + L) C K+ (NN L)dir

Diger yon icin k+x € K+ (NNL)(k € K,x € NN L)olsun. k+x € K + L’dir.
K < N oldugu i¢in £k € N ve x € NN L oldugu i¢cin x € N’dir. Dolayisiyla k + = €
NN (K+ Lydi. K+ (NNL)=NnN(K+ L)dir O

Lemma 2.1.7. (Zorn Lemma) X bostan farkli kismi sirali bir kiime olsun. X kiimesindeki

her zincirin X kiimesinde bir iist siniri varsa X kiimesinin en az bir maksimal elemant vardir.

Tanim 2.1.8. [5, s.37] M bir sag R-modiil ve A, M sag R-modiiliiniin bostan farkli bir alt
kiimesi olsun. Anng(A) = {r € R | hera € Aigin ar = 0} kilmesi A’nin sag sifirlayicis
olarak isimlendirilir. Ozel olarak bir a € M igin anng(a) = {r € R | ar = 0} kiimesi a

elemaninin sag stfirlayicisidir. Benzer sekilde sol sifirlayict da tanimlanabilir.

Tanim 2.1.9. [5, s.346] M bir sag R-modiil olsun. M sag R-modiiliiniin alt modiillerinin
kafesi bir zincir olusturuyorsa, yani M sag R-modiiliiniin herhangi iki alt modiilii icerme

bagintisina gore karsilastirilabiliyorsa, M sag R-modiiliine fekserili modiil denir.

Teorem 2.1.10. /4, Teorem 3.2 ](L.izomorfizma teoremi) M ve N sag R-modiiller, f : M —
N bir homomorfizma olsun. O zaman M/Cek(f) = Gor(f) gergeklenir. Ozel olarak f bir
epimorfizma ise M /Cek(f) = N dir.

Kamit. K = Cek(f)olsun. f' : M/K — Gor(f) doniisiimii her m € M icin f' (m+K) =
f(m) olarak tanimlansin. m,n € M iginm + K = n + K ise m — n € K’dir. Bu durumda

f(m—n) = 0’dir. O halde f(m) = f(n) dolayistyla f  iyi tanimlidir. Aymi zamanda f' ((m+



K)+(n+ K)) =  ((m+n)+ K) = f(m+n) = f(m) + f(n) = f (m+K)+ f (n+K)
ver € Ricin f'(r(m + K)) = f (rm + K) = f(rm) = rf(m) = rf (m + K) oldugu
icin f doniigiimii bir homomorfizmadir. f'(m + K) = f'(n + K) ise f(m) = f(n)dir.
O halde f(m —n) = 0°dir. m —n € K’dir. Dolayisiyla m + K = n + K yani f bir
monomorfizmadir. Son olarak her n € Gor(f) i¢in f(m) = n olacak sekilde bir m € M
oldugu i¢in n = f(m) = f'(m + K)’dir f bir epimorfizmadir. f homomorfizmasi bir

epimorfizma oldugunda ise Gor(f) = N olacagi i¢in M /Cek(f) = N’dir. H

Teorem 2.1.11. (Il.izomorfizma teoremi) M bir sag R-modiil, N ve K M sag R-modiiliiniin

alt modiilleri olsun. O zaman
(N+K)/K=2N/(NNK)
dir.

Kanit. f : N — (N + K)/K homomorfizmast her n € N icin f(n) = n + K ile
tanimlansin. £ € K olmak iizere (n+k)+ K = n+ K = f(n) oldugu i¢in f epimorfizmadir.
Cek(f) ={ne N | f(n) =0} ={ne N|ne K= Nn Kdir. Teorem 2.1.10’dan
N/(NNK) 2 (N + K)/K'dir. 0

Teorem 2.1.12. (IIl.izomorfizma teoremi) M bir sag R-modiil, K ve N M sag R-modiiliiniin

K < N olan alt modiilleri olsun. O zaman
(M/K)/(N/K) = M/N
dir.

Kanit. f: M/K — M /N doniistimii her m € M icin f(m+ K) = m+ N ile tanimlansin.
my, me € M icin m; + K = mso + K olsun. O halde m; —my € K < N’dir. Buradan
m1+ N = mgy+ N oldudu i¢in f iyi tanimhdir. Ayni1 zamanda r, s € R i¢in f(r(m; + K) +
s(ma+ K)) = f((rmy + sma) + K) = (rmy + sma) + N =r(m; + N) + s(mg + N) =
rf(my+ K)+sf(mg+ K) oldugu igin f bir homomorfizmadir. f bir epimorfizmadir ¢iinkii

6



her m + N € M/N igin f(m + K) = m + N’dir. Son olarak Cek(f) = {m + K | m €
N} = N/K oldugu i¢in Teorem 2.1.10’dan (M /K)/(N/K) = M /N dir. O

2.2 Dik Carpim ve Dik Toplam

Tamim 2.2.1. [4, 5.25] Herhangi {M}, | k € K} sag R-modiiller toplulugunun [ [, _, My =
{m : K — Upex Mi | VE € K,m(k) € M,} kartezyen carpimimin m € [], ., M
icin m(k) yerine my; m yerine de (my)rex gosterimini kullanacagiz. Kartezyen ¢arpimin
(my) ve (ng) gibi iki elemanm toplami (my) + (ng) = (my + ng) ve r € R ile ¢arpimi
(mg)r = (myr) olarak tanimlandiginda [ [, _,- M kartezyen ¢arpimimin bir sag R-modiil
oldugu kolayca goriilebilir. Bu [], ., M} sag R-modiiline M; sag R-modiillerinin dik

carpum denir.

Tamm 2.2.2. [4, 5.25] [ ], o Mi sag R-modiiliiniin

@ My, = {(my) € H Mj, | en ¢ok sonlu sayida k € K icin my, # 0}

keK keK

alt modiiliine M}, sag R-modiillerinin dik toplami denir.

K 1indis kiimesinin sonlu olmasi durumunda M, = M, dir.
keK keK

Her n € K igin p,,((my)) = my, ile bir p,, : [[,cx My — M,, fonksiyonunu tanimlayalim.
Py nin (veya bunun @, _ ;- M} ya kisitlanmiginin) epimorfizma oldugu kolayca goriilebilir.
pn’ye n. projeksiyon denir. Diger taraftan her n € K i¢in i, : M,, — @, M, icerme
fonksiyonu k = n ig¢in my = m ve k # n i¢in my, = 0 olmak tizere i,(m) = (my) ile

tanimlansin. Bu fonksiyon bir monomorfizmadir.

Tanim 2.2.3. [5, s.66] M bir sag R-modiil olsun. N < M icin M = N & K olacak sekilde

bir X' < M varsa N alt modiiliine M sag R-modiiliiniin dik toplam terimi denir.

Teorem 2.2.4. [4, Teorem 4.1] Her k € K icin My, sag R-modiil olmak iizere f : My — A

bir homomorfizmalar toplulugu olsun. Bu durumda her k € K icin f, = fou; olacak sekilde



tek bir f : @, M — A homomorfizmasi vardir. Diger bir deyisle, her k € K igin

Mk? - @nEK Mn

Jr Phd
LT f
~

A

diyagramui degismeli olacak sekilde tek bir f homomorfizmasi vardir.

Kanut. [ : @, My — A fonksiyonu f((my)) = >, cx fe(my) ile tammlansin. f’nin
bir homomorfizma oldugu agiktir. Her k € K ve her m € M igin ix(m) elemaninin sadece

k. bileseni sifirdan farkli oldugu icin (f o it )(m) = f(ir.(m)) = fr(m) ve buradan da
foik=fx

elde edilir. Bu 6zellige sahip diger homomorfizma g olsun. Yani, her k£ € K igin fr = g oy

ise keyfi (my.) € @, M igin

glme) = g0 in(m)) =Y (gix)(mi) = > fr(mi) = f((mu))

keK keK keK

oldugundan g = f elde edilir. ]

Teorem 2.2.5. [4, Teorem 4.2] Her k € K icin My, bir sag R-modiil olmak iizere f;, : A —
My, bir homomorfizmalar toplulugu olsun. Bu durumda her k € K icin f, = p o f olacak
sekilde tek bir f : A — [[,.c;c My homomorfizmast vardir. Diger bir deyisle, her k € K
icin
Ik
A My,

N
> Pk
N

N
HnEK Mn

diyagrami degismeli olacak sekilde tek bir f homomorfizmast vardr.

Kanit. [ : A — [],cx M, fonksiyonu f(a) = (f.(a)) ile tanimlansin. f’in bir

homomorfizma oldugu kolayca goriilir. Her a € A ve her k € K igin (py o f)(a) =
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pr(f(a)) = pe((fu(a))) = fr(a) oldugundan, py o f = fi elde edilir. Aym ozellige
sahip diger bir homomorfizma g : A — [, .x M, ise, her a € A ve her k € K igin

pe(g(a)) = fi(a) = pr(f(a)) oldugundan, g(a), f(a) € [[,cx M, elemanlarmin tiim
bilesenleri aynidir. Boylece, her a € A igin g(a) = f(a) olmasindan g = f elde edilir. ~ [J

2.3 Tam Diziler

Burada belirtilmeyen tanimlar, teoremler ve 6nermeler [4], [5] kaynaklarinda bulunabilir.

Tanmm 2.3.1. {M,, },,cz, sag R-modiillerin bir ailesi olsun.

fit1 fn fn—1

My — M, — M, 1 — ...
homomorfizmalar dizisine her n € Z i¢in

Gor( frr1) = Cek(fn)

sartin1 sagliyorsa bir tam dizi denir.

Onerme 2.3.2. [5, Proposition 3.12] M ve N sag R-modiilleri ve f : M — N

homomorfizmast icin asagidakiler saglanir:
(1)
0—>M-1onN (1)
tam dizi ise | bir monomorfizmadir.

(2)
M-t N——0 )

tam dizi ise [ bir epimorfizmadir.

(3)

N 0 3)



tam dizi ise [ izomorfizmadir.

Tanmim 2.3.3. K, L, M birer sa§ R-modiil olsun.

dizisi tam ise yani f monomorfizma g epimorfizma ise bu diziye kisa tam dizi denir. Ayrica
eger f : L — K homomorfizmasi f o f = 1 olacak sekilde varsa bu diziye parcalanan

kisa tam dizi denir.

Teorem 2.3.4. [4, Teorem 5.2] K, L, M sag R-modiilleri icin

bir kisa tam dizi olsun. Asagidaki kosullar denktir:

(1) f o f = 1k olacak sekilde bir f' : L. —s K homomorfizmast vardur;
(2) Gor(f) alt modiilii L sag R-modiiliiniin dik toplam terimidir;

(3) gog = 1y olacak sekilde g - M — L homomorfizmast vardur.
Bu durumda L = K & M 'dir.

Kanut. (1) = (2) Gor(f) alt modiiliniin L sag R-modiiliinde bir dik toplam terimi oldugunu

gostermek icin Gor(f) @ Cek(f') = L oldugu gosterelim. Bunun igin bir ¢ € L alalim.
fla=(fof)a) = f(a)=((fof)of)a) = fla) = f(a) = 0 oldugu icin
a—(fof)(a)€ Cek(f)dir. O halde

a=f(f(a)+(a—(fof)(a)) € Gbr(f) + Cek(f")

elde ederiz. Diger taraftan f(z) € Gor(f) N Cek(f') aldigimizda

= (fof)(z)=Ff(f(x)=0
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olur. Dolayisiyla Gor(f) N Cek(f') = 0°dir. Boylece Gor(f) @ Cek(f') = L’dir. Gor(f) alt

modiilii L sag R-modiiliiniin bir dik toplam terimidir.

(2) = (3) Kabul edelim ki L = Gor(f) & A olacak sekilde bir A < L alt modiilii var
olsun. AN Cek(g) = AN Gor(f) = 0 oldugu igin g|, bir monomorfizmadir. Ayrica g bir
epimorfizma oldugu i¢in her m € M igin g(I) = m olacak sekilde bir [ € L vardir. k € K

ve a € A olmak iizere kabulden [ = f(k) + a seklinde yazilabilir. O zaman

m = g(l) = (g o f)(k) + g(a) = g(a)

dir. Dolayisiyla g|4 bir epimorfizmadir. Boylelikle g| 4 bir izomorfizmadir. g|4 nin tersinin
deger kiimesi genisletilerek bir ¢’ : M/ — L monomorfizmasi elde edilir. Bu ¢ i¢in gog =

14 oldugu da agiktir.

(3) = (1) Herz € Licin g(z — (¢' 0 g)()) = g(z) — ((¢' © g) © g)(z) = 0 oldugu igin
z — (g o0 g)(x) € Cek(g) = Gor(f) dir. O zaman

z— (g 0g)(z) = f(y)

olacak sekilde bir y € K bulunur ve f monomorfizma oldugu icin bu sekilde bir y eleman1
tektir. O zaman f : L — K fonksiyonu f'(z) = y seklinde tammlanabilir. f'(z) = y
ve f((z)) =y isex — (g og)(x) = fly) vea — (¢ o g)(z’) = f(y) olur. O zaman
(z+a") (g og)(z+a") = (x—(g 0og)(2))+(2"~(g'09)(x") = f(y)+f(y) = fly+y) dir.
Dolayisiyla f'(z + ') = y+y = f (x) + f(z') elde edilir. Diger taraftan r € R icin
re—(g'og)(rz) = r(z—(g'cg)(x)) = rf(y) = f(ry) olduguicin [ (rz) = ry = rf (x)dir.
f" homomorfizmadir. Son olarak her y € K i¢in f(y) — (¢ 0 9)(f(y)) = f(y) — ¢ ((g o
H)) = f(y) =g (0) = f(y) oldugundan f'(f(y)) = y’dir. f o f = 1 dir. m
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Lemma 2.3.5. [4, Lemma 5.3] Tam satirli

G
7/
a
y2
0 A 7 B——C
diyagramumin f o s = h olacak sekilde bir s : G — A homomorfizmasiyla
tamamlanabilmesi icin gerek ve yeter kosul g o h = 0 olmasidir. Ayrica bu sekilde s

homomorfizmasi tek tiirliidiir.

Kanit. f o s = h olacak sekilde bir s : G — A homomorfizmasi var olsun. O halde

goh=go fos=00s=04dir

Tersine g o h = 0 olsun. Keyfi € G i¢in g(h(z)) = 0°dwr. Dolayisiyla h(x) € Cek(g)’dir.
Diyagram tam satirli oldugu igin h(x) € Gor(f) olmalidir. O halde bir @ € A i¢in h(z) =
f(a)dir. f bir monomorfizma oldugu i¢in a tek tiirliidiir. Bu durumda s(z) = a olarak

tanimlanan s : G — A fonksiyonu iyi tammhdir. s(z) = a, s(y) = bver € R ise

h(z) = f(a), h(y) = f(b)’dir. Buradan

Wz +y) = h(z) + h(y) = f(a) + f(0) = fla+ )

h(rz) =rh(x) =rf(a) = f(ra)

olacagi icin s(x+y) = a+b = s(x)+s(y), s(rx) = ra = rs(z)’dir. s bir homomorfizmadir.

Keyfi € G igin a € A olmak iizere h(z) = f(a)’dir. O halde f(s(z)) = f(a) = h(x)’dir.

diyagrami degismeli yapan s : G — A homomorfizmasi tek olmasin yani f o s’ = h olacak
sekilde bir s' : G — A homomorfizmas1 var olsun. Her a € G icin f(s (a)) = h(a) =

f(s(a))’dir ve f monomorfizma oldugu icin s (a) = s(a)’dr. O
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Lemma 2.3.6. [4, Lemma 5.4] Tam satirli

A-L-B2o0c—0
I
2 f

G
diyagrammin s o g = h olacak sekilde bir s : C — G homomorfizmast ile
tamamlanabilmesi icin gerek ve yeter kosul h o f = 0 olmasidir. Ayrica bu sekildeki s
homomorfizmasi tek tiirliidiir.
Kanit. Lemma 2.3.5’in duali olarak yapilabilir. 0

2.4 Sonlu Uretilmis ve Essonlu Uretilmis Modiiller

Tanim 2.4.1. [5, s.123] M bir sag R-modiil olsun. M sag R-modiiliiniin alt modiillerinden
olusan her A simifi igin > ;. A = M iken Y | F = M olacak sekilde sonlu bir 7 C A varsa,

M sag R-modiiliine sonlu iiretilmis modiil denir.

Tamim 2.4.2. [5, s.124] M bir sag R-modiil olsun. M sag R-modiiliiniin alt modiillerinden
olusan her A smnifi i¢in (). A = 0 ise [ | F = 0 olacak sekilde sonlu bir 7 C A varsa M sag

R-modiiliine essonlu iiretilmis modiil denir.

Onerme 2.4.3. [5, Proposition 10.1] Bir M sag R-modiilii icin asagidaki kosullar denktir:

(1) M sonlu iiretilmis sag R-modiildiir,

(2) Heri € I icin N; < M olmak iizere M =Y _._,; N; ise M = ZieF N; olacak gekilde

iel

sonlu bir F' C I alt kiimesi vardir;

(3) M = .., Gor(f;) sartim saglayan her f; : K; — M homomorfizma ailesi icin
M =", Gor(f;) olacak sekilde sonlu bir F' C I alt kiimesi vardur;

(4) Her {Ki}icr sag R-modiil ailesive f : @,c; K; — M epimorfizmastigin flg,_, k, :

P, Ki — M epimorfizma olacak sekilde sonlu bir F' C I alt kiimesi vardir;

13



(5) my,ma,....m, € M elemanlari vardir dyle kii = 1,2, ..., n olmak iizere m; € Gor(f)

olacak sekilde her f : T — M homomorfizmasi epimorfizmadir.

Kanut. (1) = (2) Tanim 2.4.1°den agiktir.
(2) = (3) Hipotezde NV; = Gor( f;) alinirsa saglanir.

(3) = (4) [ : ,; Ki — M bir epimorfizma ve f; = f|g, : K; — M olsun. Buradan

M = Gor(f) = f(@ K;) = Zfl(Kz) = ZGér(fi>

il il iel
dir. Hipotezden M = ), . Gor(f;) olacak sekilde sonlu bir /' C I alt kiimesi vardur.
M = ZGér(fi) = Z fi(K;) = Z f(K;) = f(z K;)
i€F icF icF ieF
olur. f|g,_, x, bir epimorfizmadir.

4) = (1) f : @,,epy mR — M homomorfizmast f((mry,)) = >, o) Mrm olarak
tanimlansin. f homomorfizmasinin bir epimorfizma oldugu agiktir. O halde hipotezden
g : P;_, m;R — M epimorfizma olacak sekilde M sag R-modiiliiniin bir my, mo, ..., m,,

alt kiimesi vardir. Bu durumda

n n

M = Gor(g) = g(@miR) = > g(miR) =>_ miR
i=1 i=1 i=1
yazilabilir. M sonlu iiretilmis sag R-modiildiir.
(1) = (5) M sonlu iiretilmis sag R-modiil olsun. my,my,...,m, € Migin M = >  m;R
yazilabilir. f : T — M, her i = 1,2,...,n i¢cin m; € Gor(f) olacak sekilde bir
homomorfizma olsun. Her i = 1,2, ..., n igin m; € Gor(f) oldugundan m;R C Gor(f)’dir.
O halde M = miR + maR + ... + m,R C Gor(f) ise M = Gor(f) olur. f

epimorfizmadir. 0

Onerme 2.4.4. [5, Proposition 10.2] Bir sag R-modiil M icin asagidaki kosullar denktir:
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(1) A, M sag R-modiiliiniin alt modiillerinin herhangi bir sinifi olsun. (o4 N = 0 ise
sonlu bir F' C A alt kiimesi i¢in (\ycp N = 0'dir;

(2) Nics Cek(fi) = 0 sartint saglayan her f; : M — U; homomorfizma ailesi i¢in sonlu
bir F C I alt kiimesi vardir oyle ki (), Cek(f;) = 0’dur;

(3) Her f : M — 1],.; Us monomorfizmast icin sonlu bir F' C I alt kiimesi vardir
oyle ki pr dogal projeksiyon olmak iizere pp o f : M — .., U; bileskesi bir

monomorfizmadir.

Kanit. (1) = (2) Her i € I i¢in Cek(f;), M sag R-modiiliiniin bir alt modiilii oldugu i¢in
hipotezden ,.; Cek(f;) = 0 ise sonlu bir ' C I alt kiimesi igin (), Cek(f;) = 0°dur.

(2) = 3) f + M — [l,c; Ui monomorfizma olsun. Her ¢ € [ icin f; : M — Uj;
homomorfizma ailesi ve p; : [[,.;U; — U; i. projeksiyonu diisiiniildiigiinde f; = p; o
fdir. f monomorfizma oldugu i¢in Cek(f) = 0’dir. Ayn1 zamanda Cek(f) = (,.; Cek(f;)

oldugu icin (., Cek(f;) = 0 olur. Hipotezden sonlu bir F* C [ alt kiimesi vardir 6yle ki
Nicr Cek(fi) = 0°dir. (),. Cek(fi) = Cek(pr o f) oldugu i¢in Cek(pr o f) = 0’dir.

(3) = (1) M sag R-modiiliiniin alt modiillerinin (7),.; V; = 0 kosulunu saglayan ailesi

A = {N,}ics olsun. U; = M/N; almsin. f : M — []..; U; homomorfizmast m € M igin

iel
f(m) = (m + N;) olarak tanimlansin. f’nin bir homomorfizma oldugu kolayca goriilebilir.

p; dogal projeksiyon olmak iizere p; o f = o; : M — M /N; dogal epimorfizmadir.

Cek(f) = [ Cek(pi o f) = [ Cek(ai) =[N =0

el i€l i€l

oldugu i¢in f monomorfizmadir. Hipotezden pr o f monomorfizma olacak sekilde sonlu bir

F C T alt kiimesi vardir. O halde

(Y N: = [ Cek(os) = [ Cek(pi o f) = Cek(pr o f) = 0

i€l 1€l el

olur.
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Teorem 2.4.5. [5, Theorem 8.1] Bir M sag R-modiiliiniin X C M iirete¢ kiimesi varsa
RY — M —0
epimorfizmasi vardir.

Kanit. X, M sag R-modiiliintin iirete¢ kiimesi olsun. Her bir z € X i¢in p,(r) = zr ile
taniml p, : R — M soldan ¢arpma doniisiimii homomorfizma oldugu i¢in p = @,y P2
ile tantmlanan p bir homomorfizmadir. Ayni zamanda Gor(p) = > v pe = 2 ,cx TR =

M oldugu i¢in p epimorfizmadir. [

2.5 Yarbasit Modiiller

Tanim 2.5.1. [5, s.116] Bir M sag R-modiilii basit alt modiillerinin dik toplami seklinde
gosterilebiliyorsa M sag R-modiiliine yaribasit modiil denir. Bagka bir deyisle {S, }acs M

sag R-modiiliiniin basit alt modiillerinin sinifi olmak izere M = &, _; S, ise M bir yaribasit

ael

sag R-modiildiir.

Lemma 2.5.2. [5, Lemma 9.2] {S;}icr, M sag R-modiiliiniin basit alt modiillerinin sinifi
ve M = .., S; olsun. O halde M sag R-modiiliiniin her U alt modiilii icin M = U &
(D, ;) olacak sekilde bir J C I alt kiimesi vardur.

Kanut. U, M sag R-modiiliiniin kendisinden farkli bir alt modiili ve I' = {L C [ |
YoierSi = @i Sive U N (B, Si) = 0} olsun. O halde bir i € I igin S; ¢ U’dur.
S;NU < S; ve S; basit bir alt modiil oldugu i¢in S; NU = 0°dur. {i} C I ve {i} € I oldugu
icin I' bostan farklidur.

A, I"’da bir zincir ve T' = ULeA L olsun. 1,1%y,19,...,7, € T olmak lizere z; = x;, + z;, +
o x, € Sin(32F_, S,.) olsun. A bir zincir oldugu icin her = € {0, 1, ..., k} i¢in L, C L,
olacak sekilde bir y € {0,1,...,k} vardir. L, € T oldugu icin S; N (32F_, S;.) = 0’dur.

r=1
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wu=>S" s eUn (D ier Si) ise u = Z’;Zl Si, € UN(Yier, Si) = 0°dir. Dolayisiyla

rx=1

T € I' ve tanim1 geregi A’da bir iist sinirdir.

Zorn Lemma’dan I’da bir maksimal J elemani vardir. Yani ) s Sj = . s 95 ve Un
Djc; 5 =0dir. Z=U®& (D,c;5;) olsun. Her i € I'igin ;N Z < S; ve S; basit alt

modiil oldugu icinya S; N Z = S;yada S; N Z = 0’dr.

Heri € Ii¢in S;NZ = S;ise 5; C Zolur. M = Z =U & (B, ;) dir.

Heri € I'igin ;N Z = 0ise S; N (D, 5;) = 0dir. z, = >
distinilirse v; = xj, — >, 7; € (B;c;5;) NS = 0’dir. Dolayisiyla z;, = 0’dr.
V = JU{i}olsun. 3 S, = @,y Sy dir. Heri € Ligin S; N (U @ (P, ;) = 0 ise
UN(S; & (B, 5;)) = 0dir. Dolayisiyla U N (B¢ S) = 0°dir. V' € T’ olur. Fakat bu

ieJ jtjo Tj T elemam

veV

durum J’nin maksimal olusu ile ¢elisir o halde S; N Z = S; olmalidir.
O

Teorem 2.5.3. [6, Proposition 4.1] Bir M sag R-modiiliiniin yaribasit olmast icin gerek ve

yeter kosul her alt modiiliiniin bir dik toplam terimi olmasidir.

Kamnit. M yaribasit sag R-modiil olsun. O halde her i € [ i¢in S;, M sag R-modiiliiniin basit
alt modiilii olmak iizere M = 69‘6 ;S;°dir. Lemma 2.5.2°den her U < M ve bir J C I alt

kiimesi icin M = U & (.., S;) olur. U, M sag R-modiiliiniin bir dik toplam terimidir.

jeJ

Tersine U, M sag R-modiiliiniin bir alt modiilii ve U alt modiiliiniin basit alt modiillerinin
ailesi {S;}ier olsun. K =5,
i¢cin hipotezden M = K @ N olacak sekilde bir N < M vardir. O halde Onerme 2.1.6 ile

S; # U olsun. K, M sag R-modiiliiniin alt modiilii oldugu

U=UNM=UN(K&N)=Ka&({UNN)

esitligi elde edilebilir. ) ., S; # U kabul edildigi i¢cin U N N # 0’dir. O halde en az bir
sifirdan farkli n € U N N elemant vardir. 0 # nR < M’dir. Simdi ' = {L <nR |n ¢ L}

olsun. Zorn Lemma’dan I"nin bir W maksimal eleman1 vardir. Yani n ¢ W < M’dir.
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Tekrar hipotezden bir X < M icin M = W @ X dir. O halde Onerme 2.1.6 ile
nR=nRNM=nRN(Wa&X)=We& nRNX)

elde edilebilir. W, I'’nin tanimindan n R’de maksimal oldugu icin nR N X = nR/W basittir.
nRNX C Uolduguigin biri € IicinnRN X C S;’dir. nRN X C K’dir. O halde
nRNX C KN N = 0dir. n # 0 secildigi i¢in ¢eliski elde edilir. X' = U olmalidir. 0

2.6 Biiyiik ve Kiiciik Alt Modiiller

Tanim 2.6.1. [4, s.88] M sifirdan farkli bir sag R-modiil ve N < M olsun. N’nin M ’nin
sifirdan farkli her alt modiilii ile kesisimi sifirdan farkl ise, diger bir deyisle her U < M
icin U N N = 0 esitliginden U = 0 elde ediliyorsa, N’ye M nin biiyiik alt modiilii denir ve
N < M seklinde gosterilir.

Tanim 2.6.2. [4, s.88] M bir sag R-modiil ve N < M olsun. N’nin sadece M ile toplami
M’ye esitse, yani her U < M i¢cin N + U = M esitliginden U = M elde edilirse, N’ye
M’ nin kiiciik alt modiilii denir ve N < M seklinde gosterilir.

Bir f : M — N monomorfizmasi i¢in Gor(f) < N ise f homomorfizmasina biiyiik

monomorfizma denir.

Bir g : N — K epimorfizmasi i¢in Cek(g) < N ise g homomorfizmasina kiiciik

epimorfizma denir.

Tamm 2.6.3. [7, s.512] R bir halka ve S bir sag R-modiil olsun. Bir M sag R-modiilii i¢in
S C M ve M’nin S N'T = 0 olacak sekilde tek 7" alt modiilii 0 ise M’ ye S’nin biiyiik

genislemesi denir.
Tanim 2.6.4. [4, s.93] M bir sag R-modiil ve K < M olsun.

(1) KN N = 0 ve N bu kosula gore maksimal ise, yani K "N = 0ve N < N < M

durumunda N = N’ ise, N alt modiiliine K nimn M icindeki bir biitiinleyeni denir.
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(2) K + L = M ve L bu kosula gére minimal ise, yani K + L = M ve L' < Liken L' = L

ise, L alt modiiliine K alt modiiliiniin tiimleyeni denir.

Onerme 2.6.5. [4, Onerme 9.8] M bir sag R-modiil ve K, L < M olmak iizere K "L =0

olsun. Bu durumda K ’min M icinde L’yi iceren bir biitiinleyeni vardir.

Kanut. I' = {X < M | L < X,KNX =0}olsun. L € I" oldugu i¢in I # & ve I"’nin her
tam sirali alt kiimesinin tiim elemanlarinin birlesimi I’da oldugu icin bir iist sinirdir. O halde
Zorn Lemma’dan [’da bir NV maksimal eleman1 vardir. Yani K alt modiiliiniin M i¢inde bir

biitiinleyeni vardir. [

Onerme 2.6.6. /5, Proposition 5.21] M bir sag R-modiil, N < M ve N', N alt modiiliiniin
biitiinleyeni olsun. O halde N ® N' < M dir.

Kamit. 0 # L < M ve (N @® N')N L = 0 olsun. O halde N N (N + L) = 0°dir. Fakat bu
durum N alt modiiliiniin maksimal olusu ile ¢elisir. O halde N @ N' < M dir. O

2.7 Temel (Socle) ve Radikal

Tamm 2.7.1. [8, 5.25] M bir sag R-modiil olsun. M nin tiim basit alt modiillerinin toplami
M sag R-modiiliiniin temeli olarak isimlendirilir ve Soc(M) ile gosterilir. Tanimi geregi
Soc(M) bir yaribasit modiildiir. Ayrica M ’nin yaribasit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Soc(M) = M olmasidur.

Tanim 2.7.2. [8, s.179] M bir sag§ R-modiil olsun. M ’nin tiim maksimal alt modiillerinin
arakesiti M sag R-modiiliiniin radikali olarak isimlendirilir ve Rad (M) ile gosterilir. M nin

maksimal alt modiilii yoksa o halde Rad(M) = M dir.

Teorem 2.7.3. [5, Proposition 9.7] M bir sag R-modiil olsun. Buna gore
Soc(M) = ("N € M | N, M nin biiyiik alt modiiliidiir}

olur.
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Kanit. {S;};c;, M sag R-modiiliniin tiim basit alt modiillerinin smifi olsun. O halde
Soc(M) = > ,.;S/’dit. N < M olsun. Heri € [ igin S; N N # 0’dir. Dolayisiyla
her i € I igin S; < N’dir. Soc(M) her bityiik alt modiil tarafindan igeriliyor oldugundan
Soc(M) C{N | N < M}dir.

Diger tarafigin H = (J/{N | N < M} ve N < H olsun. Onerme 2.6.5’ten N alt modiiliiniin
bir N < M biitiinleyeni vardir. Onerme 2.6.6'dan N + N' = N @ N’ < M’dir. O halde
N < H < N @ N"dir. Onerme 2.1.6’dan

H=HN(N®N)=N@®(HNN')

elde edilir. /V alt modiilii /7 alt modiiliinde dik toplam terimidir. Dolayisiyla H yaribasittir.
Buradan H < Soc(M ) dir. O

Teorem 2.7.4. [5, Corollary 9.10] M bir sag R-modiil olsun. O halde asagidaki kosullar

denktir:

(1) M ’nin stfirdan farkli herhangi bir alt modiilii basit bir modiil icerir;

(2) Soc(M), M ’nin biiyiik alt modiiliidiir.

Kanut. (1) = (2) K < M olmak iizere Soc(M) N K = 0 ve K # 0 olsun. O halde
hipotezden K bir basit modiil icerir. Bu basit modiil S' ile gosterilsin. .S, M nin basit alt
modiilii oldugundan Soc(M )’ nin tanimindan S < Soc(M) olur. O halde S < Soc(M) N K
elde edilir. Fakat bu durum Soc(M) N K = 0 kabulii ile ¢eligir. O halde Soc(M), M’nin

biiyiik alt modiiliidiir.

(2) = (1) K, M’nin sifirdan farkli bir alt modiilii olsun. Soc(M), M nin bityiik alt modiili
oldugundan Soc(K) = K N Soc(M) # 0’dir. Bu nedenle K alt modiiliiniin basit bir alt

modiilii vardir. [
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2.8 Noether ve Artin Modiiller

Tanim 2.8.1. [9, 3.35 Definitions] (P, <) bos olmayan kismi sirali bir kiime olsun. P

kiimesinin ¢ € N olmak iizere F; elemanlar ailesi i¢in
PP .2XPP,=2..
seklindeki artan dizisi bir k. adimda sabitleniyorsa, yani bir £ € N ve her ¢ € Ni¢in P, =

P, 1) oluyorsa, P kismi sirali kiimesine artan zincir kosulunu saglryor denir.

Tanmm 2.8.2. [9, s.123] S), ile M sag R-modiiliiniin alt modiillerinin ailesi gosterilsin.
(Sar, ©) kismi siralt kiimesi artan zincir kogulunu sagliyorsa M ’ye bir Noether modiil denir.

Yani her i € Nigin M; € Sy, olmak iizere

Ml QMQQ gMn gMn-‘,—l g

artan dizisi bir £ € N icin sabitleniyorsa M Noether sag R-modiildiir.

Tanmm 2.8.3. [9, 3.37 Definitions] R bir halka olsun. R halkasinin tiim sag ideallerinin
ailesi Zp olsun. (Zg, C) kismi siralt kiimesi artan zincir kogulunu sagliyorsa R halkasina sag
Noether halka denir. Baska bir deyisle R halkasinin sag Noether olmasi icin gerek ve yeter

kosul R halkasinin sag ideallerinden olusan

LCLC..CI,Cl C..

artan zincirinin sabitlenmesidir.

Tanim 2.8.4. [9, 7.3 Definition] R bir halka ve M bir sag R-modiil olsun. M asagidaki denk

kosullardan birini sagliyorsa Artin modiil olarak isimlendirilir.

(1) M’nin
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seklindeki alt modiillerinin bir ailesi (G, );cn ise bir & € N vardir 6yle ki her i € N igin
Gk = Gkﬂ-’dir.

(2) M’nin alt modiillerinin bostan farkli her ailesi bir minimal eleman icerir.
Tanim 2.8.5. [9, 7.6 Definition] R bir halka olsun. R halkasi agagidaki denk kosullardan

birini saghiyorsa sag Artin halka olarak isimlendirilir.

(1) R halkasinin sag ideallerinin
L2OLD...DL DI 2.

olan ailesi (I;);ey i¢in bir k£ € N vardir yle ki her i € Nigin [}, = [.,;’dir.
(2) R halkasinin sag ideallerinin bostan farkl her ailesinin bir minimal eleman: vardir.

Onerme 2.8.6. [5, Proposition 10.9] Bir M sag R-modiilii icin asagidaki kosullar denktir:

(1) M Noether sag R-modiildiir;
(2) M ’nin tiim alt modiilleri sonlu iiretilmistir;

(3) M ’nin alt modiillerinin bogstan farkli her kiimesinin bir maksimal elemani vardr.

Kanut. (1) = (3) M bir Noether sag R-modiil olsun. A, M sag R-modiiliiniin alt
modiillerinin herhangi bir ailesi olsun. N; € A ve N; alt modiilii .A’da maksimal olmasin.
O halde N; 5 N, olacak sekilde bir N; € A vardir. N, de A’da maksimal olmasin. O
halde N; £ N, 5 Nj olacak sekilde bir N3 € A vardir. Bu sekilde devam edilirse M sag
R-modiiliiniin alt modiillerinden olusan artan bir dizi elde edelir. Eger .A’da bir maksimal

eleman yoksa

NisgNoSNgs . 5N 5

dizisi higbir adimda sabitlenmez. Bu durum M sag R-modiiliiniin Noether modiil olmasiyla

celisir. O halde en az bir k € N i¢in Ny = Ny, ,;’dir. Dolayisiyla Vi, A’da maksimaldir.
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(3) = (2) K < M ve L, K alt modiiliniin tim sonlu iiretilmig alt modiillerinin bir ailesi
olsun. Hipotezden £’nin /N gibi bir maksimal eleman1 vardir. N # K kabul edelim. O halde
birm € K\N vardir. Ny = N + Rm olsun. N; sonlu iiretilmis ve K nin alt modiilii oldugu
icin N; € L’dir. N < N oldugundan bu durum N’nin maksimal olusuyla ¢eligir. O zaman

N = K’dir. K sonlu iiretilmistir.

(2) = (1) M’nin alt modiillerinden olugan
N, <Ny<..<N, <..

artan dizisini alahm. N = (J;°, N, olsun. N < M oldugundan N sonlu iiretilmistir. O halde
bazi my, mo, ...,m € N icin N = Rmy + Rmso + ... + Rmy, yazilir. Her i = 1,2, ..., k i¢in
m; € Ny, ve s = max{ty,...,t;} olsun. Yani heri = 1,2, ...,k i¢in m; € N, ’dir. O zaman
N < Nydir. Diger taraftan Ny, < N’dir. O halde Ny, = N, = ... olur. Yani M Noether
sag R-modiildiir. [

Onerme 2.8.7. [5, Proposition 10.10] Bir M sag R-modiilii icin asagidaki kosullar denktir:

(1) M Artin sag R-modiildiir;
(2) M ’nin tiim boliim modiilleri egsonlu iiretilmigtir;

(3) M ’nin alt modiillerinin bostan farkli her kiimesinin minimal elemani vardir.

Kanit. (1) = (3) A, M sag R-modiiliniin alt modiillerinin bogtan farkli bir ailesi olsun.
A’da bir minimal eleman olmadigini kabul edersek .A’nin elemanlarindan yani M sag
R-modiiliintin alt modiillerinden olusan azalan dizi bir adimda sabitlenmez bu durum M

sag R-modiiliiniin Artin modiil olusuyla celisir.

(3) = (2) N < M olsun. A, M/N bolim modiiliiniin alt modiillerinin (A = 0
kosulunu saglayan ailesi olsun. .A’daki her eleman N < U < M olmak iizere U/N
formundadir ve (), v 4 U = N’dir. Kabulden B = {U1 NU>N..NU, | n € Nveheri =

1,2,...,ni¢in U;/N € A} kiimesinin bir minimal elemant vardir. Bu minimal elemana
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X =UnNnUynN..NU,olsun. O halde N < X’tirr N # X olsun. O halde X g U
olacak sekilde bir U elemani vardir. Bu durumda Y = U NU; N U; N ... N U, alindi§inda
Y < X veY € Bolur. Budurum X’in minimal olmasiyla ¢eligir. O zaman N = X buradan

i~ (U;/N) = 0 olur. Sonug olarak M /N boliim modiilii egsonlu iiretilmigtir.

(2) = (1) M sag R-modiiliiniin alt modiillerinin bir azalan
Ny >N,>..>N, > ..

dizisi almsin. N = (2, N; olsun. (;2; N;/N = (N2, N;)/N = N/N = 0di. N < M
oldugu i¢in kabulden M /N boliim modiilii essonlu iiretilmistir. O halde (}_, (N;/N) = 0
olacak sekilde en az bir £ € N vardir. ﬂle(Ni/N) = (ﬂle N;)/N oldugu i¢in N =
N, Niolur. N = N, N NyN..N N, = N;ise N, = Niyy = ... olur. O halde M sag

R-modilii Artin modiildiir. O]

Onerme 2.8.8. [5, Proposition 10.12] 0 K M N 0 sag R-modiiller

K, M, N ’nin bir kisa tam dizisi olsun. M Artindir (Noetherdir) ancak ve ancak K ve N

Artindir (Noetherdir).

Sonuc 2.8.9. [5, Corollary 10.13] M = M, @& My & ... H M, olsun. M Artindir (Noetherdir)

ancak ve ancak her i = 1, ... n icin M; Artindir (Noetherdir).
Onerme 2.8.10. /5, Proposition 10.15] Bir sag R-modiil olan M icin asagidaki kosullar
denktir:

(1) Rad M = 0 ve M Artin sag R-modiildiir,

(2) Rad M = 0 ve M essonlu iiretilmis sag R-modiildiir;

(3) M yaribasit ve sonlu iiretilmis sag R-modiildiir;

(4) M yaribasit ve Noether sag R-modiildiir,

(5) M sag R-modiilii, basit alt modiillerinin sonlu dik toplanudir.
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Kanit. (1) = (2) M Artin sa§ R-modiil oldugu igin Onerme 2.8.7°den her alt modiilii

essonlu iiretilmistir. Ozel olarak M essonlu iiretilmis sag R-modiildiir.

(2) = (5) M sag R-modiiliniin tiim maksimal alt modiillerinin sinifi {N;};c; olsun.

M — Il
(Nic; Vi olur. Kabulden (,.; N; = Rad M = 0 dolayisiyla f bir monomorfizmadir. M

M /N; homomorfizmasi f(m) = m + N; olarak tanimlanirsa Cek(f) =

essonlu iiretilmis sag R-modiil oldugundan Onerme 2.4.4’ten sonlu bir /' C I alt kiimesi
icin f : M — [[,cp M/N; homomorfizmasi vardir. Her i € I i¢in N;, M sag
R-modiiliiniin maksimal alt modiilii oldugu i¢in M /N; boliim modiilii basit modiildiir. O

halde [ [, M/N; = @, M/N; yaribasittir. Buradan F' C Figin M = D, M/N; dir.

(5) = (1) n bir dogal say1 ve Si,Ss, ...,.S, alt modiilleri M sag§ R-modiiliiniin basit alt
modiilleri olmak tizere M = S1 & Sy® ... S, olsun. Heri = 1,2, ....,nicin T; = S1H So P
@B S 18 S D ... ® S, olsun. O zaman S; = M /T;’dir. Dolayisiyla her i i¢in T;, M sag
R-modiiliiniin maksimal alt modiiliidiir. Rad M < (_, 7; = 0 oldugu i¢in Rad M = 0’dur.
Ayricaher¢ = 1,...,ni¢in S; Artindir. Bu ylizden M sag R-modiilii Artindir.

(3) = (5) M yaribasit ve sonlu iiretilmis bir sag R-modiil olsun. O halde her i € [ igin

S;, M sag R-modiiliiniin basit alt modiilii olmak iizere M = @,_,;S; ve k = 1,2, ..., n igin

iel
my € M olmak tizere M = Rmy + Rmy + ... + Rm,,’dir. Dolayisiyla k = 1,2, ..., n i¢in
her m;, sonlu bir @ie F, S; dik toplaminin i¢inde yer alir. Sonug olarak M = GBiGULLl F, S;

yazilir.

(5) = (3) n bir dogal say1 ve Si,Ss, ..., S, alt modiilleri M sag R-modiiliiniin basit alt
modiilleri olmak tizere M = S1 ® Sy ® ... ® S, olsun. Heri = 1,2,....ni¢in 0 # s; € S;
olmak tizere M = S1 85,5 ...H S, = s1RPBs9RS ... B s, R seklinde yazilir. Sonug olarak

M sonlu iiretilmis sag R-modiildiir.

(5) = (4) n bir dogal say1 ve Sy, Sy, ..., .S, alt modiilleri M sag R-modiiliiniin basit alt
modiilleri olmak tizere M = S1 ® Sy @ ... B .S, olsun. O halde M sag R-modiilii yaribasittir.
Her bir S; Noether modiil oldugu i¢in Sonug 2.8.9°dan M Noether sag R-modiildiir.
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(4) = (3) M sag R-modiilii Noether modiil olsun. M sag R-modiiliiniin tiim alt modiilleri

sonlu iiretilmistir. Ozel olarak M sonlu iiretilmis sag R-modiildiir. [

Sonuc¢ 2.8.11. /5, Corollary 10.16] M bir yaribasit sag R-modiil olsun. O halde asagidaki

kosullar denktir:
(1) M Artin sag R-modiildiir;
(2) M Noether sag R-modiildiir;
(3) M sonlu iiretilmis sag R-modiildiir;

(4) M essonlu iiretilmis sag R-modiildiir.

Onerme 2.8.12. [5, Proposition 10.19] Bir R halkast icin asagidaki kosullar denktir:

(1) R sag Noether halkadur;
(2) Her sonlu iiretilmis sag R-modiil Noetherdir,

(3) Her sonlu iiretilmis sag R-modiiliin her alt modiilii sonlu iiretilmistir.

Kanit. (2) = (1) R halkasi sag R-modiil olarak alindidinda devirli modiil oldugu igin sonlu

tiretilmistir dolayisiyla Noether halkadir.

(1) = (3) R sag Noether halka, M sonlu iretilmis bir sa§ R-modiil olsun. O halde
my, Mo, ....m, € M (n € N)icin M = miR + myR + ... + m, R seklinde yazilir.
f Rg) — M homomorfizmast ry,7s,...,7, € R ve mqy,ms,...,m, € M olmak iizere
f((r1,72, ..cym)) = mary + mare + ... + m,r, olarak tammlansin. f homomorfizmasinin
epimorfizma oldugu kolayca goriilir. O halde M = REQ’ /Cek(f)’dir. R halkas1 Noether
halka oldugu i¢in Rg) Noetherdir. O halde Onerme 2.8.8’den M sag R-modiilii Noetherdir.

Dolayisiyla M sag R-modiiliiniin tiim alt modiilleri sonlu iiretilmistir.

(2) = (3) M sonlu iretilmis bir sag R-modiil olsun. Hipotezden alt modiilleri sonlu

iiretilmistir. Onerme 2.8.6°dan M Noether sag R-modiildiir. U
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2.9 Kategoriler ve Funktorlar

Tanim 2.9.1. [4, 5.49] Bir C kategorisi

(1) Ob(C) objeler sinifindan;
(2) Her A, B € Ob(C) i¢in f : A — B morfizmalarindan olugan Mor¢ (A, B) siifindan;

(3) Her A,B,C € Ob(C)ve f : A — B, g : B — C morfizmalar i¢in bileske
olarak isimlendirilen Mor¢ (B, C) x Mor¢(A, B) — Mor¢(A, C) ile tammlhi g o f €
Mor¢ (A, C') fonksiyonlarindan olusur dyle ki;

(@ Her A,B,C,D € Ob(C) ve f € Mor¢(A,B), g € More(B,C), h €
Mor¢(C, D) igin
ho(gof)=(hog)of

(birlesme kural1) saglanir.

(b) Her A € Ob(C) ve her f € Mor¢(A, B), g € More(B, A) i¢in foly = f,
14 0 g = g olacak sekilde bir 14 € Mor¢(A, A) birim morfizmast vardir.

Ornek 2.9.1. [4, 5.49] Set kategorisinin objeleri tiim kiimelerdir.
Morge:(X,Y)
X kiimesinden Y kiimesine olan tiim fonksiyonlari ifade eder ve morfizmalarin bileskesi

Jfonksiyonlarin alisilmis bileskesidir.

Ornek 2.9.2. [4, 5.49] R bir halka olsun. Sag R-modiiller kategorisi Mod-R ile gosterilir.

Bu kategorinin tiim objeleri sag R-modiiller, morfizmalart ise modiil homomorfizmalaridir.
Tammm 2.9.2. Bir C kategorisi asagidaki kosullar saglarsa C kategorisinin alt kategorisi

olarak isimlendirilir:

(1) C' ccC.
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(2) Her A, B € C'icin Mor, (A, B) C Mor¢(A4, B).
(3) C kategorisindeki herhangi iki morfizmanin bileskesi C kategorisindeki ile aynidir.

(4) Her A € C' i¢in C' kategorisindeki 14 birim morfizmasi C kategorisindeki ile aynidur.

Ayrica C' bir C kategorisinin alt kategorisi olmak iizere her A, B € Ob(C') icin
Mor (A, B) = More(A, B) oluyorsa C alt kategorisine C kategorisinin tam alt kategorisi

denir.

Tanim 2.9.3. [4, s.51] C ve D birer kategori olsunlar. C kategorisindeki her A objesini
D kategorisindeki F'(A) objesine, C kategorisindeki her f : A — B morfizmini D
kategorisindeki F'(f) : F(A) — F(B) morfizmine karsihk getiren © : C — D

doniisiimii,

(1) f € Mor¢(A, B) ve g € More(B,C) icin F(g o f) = F(g) o F(f) item[(2)] Her
A€ Ob(C) icin F(lA) = 1F(A)

kosullarin1 sagliyorsa kovaryant (diiz degisimli) funktor olarak adlandirilir.

Tamm 2.9.4. [4, s.51] C ve D birer kategori olsunlar. C kategorisindeki her A objesini
D kategorisindeki F'(A) objesine, C kategorisindeki her f : A — B morfizmini D
kategorisindeki F'(f) : F(B) — F(A) morfizmine karsihk getiren /' : C — D

doniisiimii,

(1) f € Morc(A, B) ve g € More(B,C)icin F(go f) = F(f) o F(g)

(2) Her A € Ob(C) igin F(14) = 1p(a

kosullarini sagliyorsa kontravaryant (ters degisimli) funktor olarak adlandirilir.

Ornek 2.9.3. [4, 5.56] M ve N sag R-modiiller olsun. Tiim f : M — N homomorfizmalar
kiimesini Hompg(M, N) ile gosterelim. f,g € Hompg(M,N) homomorfizmalarinin
toplamini her m € M icin (f + g)(m) = f(m) + g(m) olarak tamumlayalim. 0 : M — N
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homomorfizmasini her m € M igin 0(m) = 0 olarak ve bir f : M — N homomorfizmast
verildiginde —f : M — N homomorfizmasint (—f)(m) = — f(m) olarak tanimlayalim.
Gerekli egitlikler bu tanimlarla kontrol edildiginde Homg (M, N) bir abel gruptur. Bu gruba
homomorfizmalar grubu denir. Kategori dilinde Homgr(M, N) = Moryoq —r(M, N) dir.

f N — K bir homomorfizma ise

Hompg(M, f) : Homg(M, N) — Hompg(M, K)

fonksiyonunu f, ile gosterelim ve f.(g) = f o g ile tammlayalim. f, iki homomorfizmanin

bileskesi olarak tanimlandigi icin bir homomorfizmadir. Ayrica

Homp(M, f 4+ h)(g) = (f +h)og=fog+hog

= Homg(M, f)(g) + Homg(M, h)(g)
= (Homg(M, f) + Homg(M, h))(g)

oldugu icin Homgr(M,—) : Mod —R — Ab bir kovaryant funktordur. Benzer sekilde

f+ M — K homomorfizmast igin

f* =Hompg(f,N) : Homg(K, N) — Hompg(M, N)

homomorfizmasim f*(g) = g o f ile tammlayarak bir

Hompg(—, N) : Mod —R — Ab

kontravaryant funktoru elde edilir.

Tanim 2.9.5. [4,s.53] F': R — Mod — Ab kovaryant funktor olsun.

(1) Her
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tam dizisi i¢in

2(f) F(g)

o F(A) 2L Py B () ——

dizisi tam ise F' funktoruna tam funktor denir.

(2) Her

tam dizisi i¢in

0——=F(A
dizisi tam ise F' funktoruna soldan tam funktor denir.

(3) Her

tam dizisi i¢in

F(A) F(f)

dizisi tam ise F' funktoruna sagdan tam funktor denir.

Teorem 2.9.6. [4, Teorem 7.3] Her M sag R-modiilii icin Hompg(M, —) soldan tam ve

kovaryant ve Hompg(—, M) soldan tam ve kontravaryant funktordur.

Kanut.

bir tam dizi olsun. Bu tam dizi i¢in
0 —— Hom(M, A) 2~ Hom(M, B) —%~ Hom(M, C)
dizisi diigiiniildiigiinde h € Cek(f.) ise her m € M igin

f(h(m)) = (f o h)(m) = f.(h)(m) = 0(m) = 0
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ve f bir monomorfizma oldugu i¢in 2(m) = 0’dir. Dolayistyla Cek( f.) = 0 olur. Boylece f.
bir monomorfizmadir. u € Gor(f.) olsun. O zaman u = f,(v) = fow olacak gekilde bir v €
Hom(M, A) vardir. g,(u) = g.(fov) = gofov = 0ov = 0’dir. Dolayisiylau € Cek(g, ) dir.
u € Cek(g,) olsun. O zaman g o u = g.(u) = 0’dir. Lemma 2.3.5’ten u = fo s = f.(s) €
Gor( f.) olacak sekilde bir s € Hom(M, A) vardir. Cek(g,) = Gor(f,)dir. Hom(M, —)

kovaryant funktoru soldan tamdir.

bir tam dizi olsun. Bu tam dizi i¢in
0 — Hom(C, M) —~ Hom(B, M) —~—~ Hom(A, M)

dizisi diistiniildiigiinde u € Cek(g*) olsun. ¢ bir epimorfizma oldugu i¢in her ¢ € C igin

g(b) = colacak sekilde bir b € B vardir.

u(c) = (uog)(b) = g*(u)(b) = 0(b) = 0

dir. Boylece ¢g* bir monomorfizmadir. v € Gor(g*) ise v = ¢g*(u) = wu o g olacak sekilde
bir v € Hom(C, M) vardir. O zaman f*(v) = f*(uog) = uogof =wuo0 = 0’dir.
Yani v € Cek(f*)dir. u € Cek(f*) yani v o f = f*(v) = 0 olsun. O zaman
Lemma 2.3.6’dan v = s o g = ¢g*(s) € Gor(g*) olacak sekilde bir s € Hom(C, M) vardur.
Cek(f*) = Gor(g*)’dir. Hom(—, M) kontravaryant funktoru tamdir. O

2.10 Wisbauer Simiflar1

Tanim 2.10.1. [5, s.105] U, sag R-modiillerin bir sinifi ve M bir sag R-modiil olsun. A indis

kiimesi ve « € A i¢in U, € U olmak iizere {U, } e sinifi ve

D, Us—>M—0

aEA T
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epimorfizmasi varsa M’ye U-iiretilmis veya U tarafindan iiretilmis modiil denir. ¢/ sinifinin

tek modiilden olugmasi yani &/ = {U} olmast durumunda
UA — M —0

epimorfizmasi varsa M’ye U-iiretilmis veya U tarafindan iiretilmis modiil denir.

Tanim 2.10.2. [10, s.118] M bir sag R-modiil olsun. Bir NV sag R-modiilii M -iiretilmis bir

modiiliin alt modiiliine izomorf ise N’ye M tarafindan alt iiretilmis modiil denir.

Tamm 2.10.3. [10, s.118] M bir sag§ R-modiil olsun. Sag R-modiiller kategorisinin biitiin
objeleri M tarafindan alt iiretilmis olan tam alt kategorisine bir Wisbauer sinifi denir ve o[ M|

ile gosterilir.

Tamim 2.10.4. R bir halka olsun. Sag R-modiillerden olusan C sinifi alt modiiller, faktor

modiiller ve dik toplam altinda kapali ise bu sinifa bir kalitsal 6nburulma sinifi denir.

Onerme 2.10.5. /10, 15.1] Bir M sag R-modiilii icin o[ M) bir kalitsal onburulma sinifidur.

Kanit. o[M]’den bir N sag R-modiilii alalm. Tanimi geregi N = T olacak sekilde bir
M -iiretilmis K sag R-modiiliiniin alt modiilii 7" vardir. ¢ : N — T izomorfizma olsun.
Herhangi bir N' < N i¢in ¢(N') < T oldugundan o[M] alt modiiller altinda kapalidur.
Benzer sekilde faktor modiiller altinda da kapalidir. o[M]’deki sag R-modiillerin bir ailesi
{Nyx}xen, her bir A € A igin M), sag R-modiilii M -iiretilmis ve N, C M, olsun. O halde
Brca Na C P,cp My dir. @, My dik toplami M -iiretilmis oldugu icin €, N, dik

toplamt o[M] sinifina aittir. O

2.11 Injektif Modiiller

Bu kisimda ise bu tez icin 6zellikle 6nemli olan injektif modiillere odaklanilacak, sonraki

boliimlerde ihtiya¢ duyulacak 6zellikleri verilecektir.
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Tanim 2.11.1. [4, s.71] M bir sag R-modil olsun. Her f : A — B monomorfizmasi
ve g : A — M homomorfizmasi i¢in asagidaki diyagram degismeli olacak sekilde bir

h : B — M homomorfizmasi varsa M sag R-modiiliine injektif modiil denir.

Teorem 2.11.2. (Baer Kriteri) Bir M sag R-modiiliiniin injektif olmast icin gerek ve yeter
kosul R halkasimin her I idealinin ve f : I — M homomorfizmasiun bir g : R — M

homomorfizmasina genisletilebilmesidir.

Tamm 2.11.3. [4, s.76] D bir grup olsun. Her n pozitif tam sayis1 i¢cin nD = D ise D

grubuna boliinebilir grup denir.

Teorem 2.11.4. [4, Teorem 8.9] R bir halka olsun. D béliinebilir grup ise Homz (R, D)
injektif sag R-modiildiir.

Kanut. f : A — B bir monomorfizma ve g : A — Homy(R, D) bir homomorfizma
olsun. h : Homgz(R, D) — D fonksiyonu her o € Homy(R, D) i¢in h(a) = (1) olarak

tanimlansin. Her «, 5 € Homgy (R, D) i¢in

ha+B) = (a+ 5)(1) = a(1) + 5(1)

oldugu icin h bir grup homomorfizmasidir. D injektif grup oldugu icin (bkz. [4, Teorem
8.6]), po f = h o g olacak sekilde bir p : B — D homomorfizmasi vardir. ¢ : B —
Homgz(R, D) fonksiyonu her b € B ve her r € R i¢in q(b)(r) = p(br) ile tanimlansin. ¢
fonksiyonunun i1yi tanimli ve bir modiil homomorfizmast oldugu kolayca kontrol edilebilir.

a € A olsun. Her r € R igin



oldugundan g o f = g¢’dir. [
Teorem 2.11.5. [5, Proposition 18.6] Her sag R-modiil bir injektif sag R-modiile

gomiilebilir.

Kamit. M bir sag R-modiil olsun. O halde Teorem 2.4.5’ten bir X C M ve f : ZX) — M

epimorfizmasi vardir. O halde Teorem 2.1.10’dan

M = 79 /Cek(f) < Q¥ /Cek(f)

ve boliinebilir abel gruplarin dik carpimlart ve faktorleri de boliinebilir abel grup oldugu
icin M boliinebilir olur. Teorem 2.11.4’ten Homy (R, M) injektif sag R-modildir. M =
Hompg(R, M) < Homg(R, M) oldugu igin istenen saglanir. O

Teorem 2.11.6. [4, Teorem 8.11] Bir M sag R-modiilii icin asagidaki kosullar denktir:

(1) M injektif sag R-modiildiir,
(2) Hompg(—, M) funktoru tamdur;

(3) 0 M N L 0 seklinde olan her kisa tam dizi par¢alanandir.

(4) M sag R-modiilii, D boliinebilir bir grup olmak iizere, Homy (R, D) seklinde bir

modiiliin dik toplam terimine izomorftur.

Kanmit. (1) = (2) f : A — B bir monomorfizma ve « : A — M bir homomorfizma

olsun. M injektif sag [R-modiil oldugu icin

0——A——2~B

7/

l //

¥ ,8
M

diyagrami degismeli olacak sekilde bir 5 : B — M homomorfizmast vardir. « €

Hompg(A, M) i¢in f*(8) = o f = « olacak sekilde bir § : B — M homomorfizmasi
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vardir. Dolayisiyla f* epimorfizmadir. Yani Hompg(—, M) funktoru sagdan tam funktordur.
Teorem 2.9.6’dan Hompg(—, M) funktoru soldan tam funktordur. Dolayisiyla Hompg(—, M)

funktoru tam funktordur.

f

(2) = (3)0 M N2~ 0 kisa tam dizisine Homp(—, M) funktorunu

uygulandiginda
0—Homp(L, M)—~Homp(N, M)—~Homp(M, M)—=0

kisa tam dizisi elde edilir. Bu kisa tam diziye gore f* epimorfizma oldugu i¢in 1,, €

Hompgr(M, M) i¢in p o f = f*(p) = 1 olacak sekilde bir p : N — M
homomorfizmasi yani p € Hompg(N, M) elemani vardir. Dolayisiyla Teorem 2.3.4’ten
0 M-L-N-2.L 0 kisa tam dizisi parcalanandir.

(3) = (4) Teorem 2.11.5’ten D béliinebilir grup olmak tizere bir f : M — Homy (R, D)
monomorfizmasi vardir. ¢ : Homg(R, D) — Homgy(R, D)/Gor(f) dogal epimorfizma

olmak tizere

0—>M——>Homg(R, D)—=Homg(R, D)/Gér( f)—=0

kisa tam dizisi par¢alanandir. Teorem 2.3.4’den M sag§ R-modiili, Homy(R, D) sag

R-modiiliiniin bir dik toplam terimine izomorftur.

(4) = (1) Teorem 2.11.4°ten Homy(R, D) sag R-modiilii injektif modildiir. M sag
R-modiilii, Homz(R, D) sag R-modiiliiniin bir dik toplam terimine izomorf oldugu icin
injektif modiildiir. ]
Lemma 2.11.7. [11, Lemma 3.28] M bir sag R-modiil olsun. M sag R-modiiliiniin injektif

modiil olmasi icin gerek ve yeter kosul M sag R-modiiliiniin kendisinden baska biiyiik

genislemesi olmamasidir.

Kanit. Kabul edelim ki M injektif sag R-modiil olsun. £ sag R-modili M sag
R-modiiliintin M C FE olacak sekilde bir biiyiik genislemesi olsun. Teorem 2.11.6’dan
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E = M & N olacak sekilde bir N # 0 alt modiilii vardir. Bu durumda N " M = 0
oldugundan M C F biiyiik genisleme degildir. O halde M sag R-modiiliiniin kendisinden
bagka biiyiik genislemesi yoktur.

Tersine M sag R-modiiliiniin kendisinden bagka biiyiik genislemesi olmasm. Teorem
2.11.5’ten M sag R-modiilii bir [ injektif sag R-modiiliine gomiilebilir yani f : M — [
monomorfizmasi vardir. Zorn Lemma’dan S N Gor(f) = 0 ozelligine gore maksimal olan

bir S C I alt modiilii vardir. O zaman [/S faktor modiilinde sifirdan farkli herhangi

[

bir S’ /S alt modiilii M sag R-modiiliiniin goriintiisiiyle kesismez. Yani M 22 Gor(f) =2
(Gor(f)®.S)/S < I/S dir. Kabulden (Gor(f)®S)/S = 1/S olmalidir. Bu I = Gor(f)®S
oldugu anlamina gelir. Teorem 2.11.6’dan M injektif sa§ R-modiildiir. [

2.12 Injektif Biiriim

Tamm 2.12.1. [4, 5.99] R bir halka ve N bir sag R-modiil olsun. £ injektif sag R-modiiliine
f + N — E bityiik monomorfizmasiyla beraber N’nin injektif biiriimii denir ve E(N) ile

gosterilir.
Ayrica her modiiliin injektif biirlimii vardir ve injektif biiriim izomorfizma farkiyla tektir.

Onerme 2.12.2. [5, 18.12] R bir halka ve M bir sag R-modiil olsun. O zaman asagidaki

kosullar saglanir:

(1) M nin injektif olmast icin gerek ve yeter kosul M = E(M) olmasudur.
(2) Bir N sag R-modiilii icin M < N ise E(M) = E(N)’dir.

(3) Her o € A igin M, sag R-modiil olmak iizere @ . , E(M,) sag R-modiilii injektif
ise

E(@ M.) = @ E(M,) dur

a€cA acA

Kanut. (1) Tanim 2.12.1°den agiktir.
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(2) M < N olsun. N < E(N) oldugu igin [4, Teorem 9.1 (4)]’ten M < E(N)’dir. O halde
E(N) injektif sag R-modiilii ve M — E(N) icerme homomorfizmas1 M sag R-modiilii

i¢in bir injektif biirtimdiir.

(3) Boca E(M,) sag R-modiilii injektif modiil olsun. Her o € A‘igin f, : M, — E(M,,)

monomorfizmasi diisiiniildiigiinde

/M, — P EM.,)

acA a€EA

monomorfizmasi yazilabilir. Her bir o € A i¢in Gor(f,) < E(M,) oldugu icin [4, Sonug
9.3]'ten Gor(f) < P, 4 E(M,) dr. O

Onerme 2.12.3. [12, Proposition 2.24] M bir sag R-modiil ve 0 # m € M olsun. O zaman
bir S basit sag R-modiilii ve ¢ : M — E(S) homomorfizmast vardir éyle ki ¢(m) # 0’dur.

Kanit. m eleman sifirdan farkli oldugu i¢in anng(m) # M’dir. Dolayisiyla R halkasinin
bir maksimal [ ideali tarafindan icerilir. Oyleyse her r € R icin ¢ (mr) = r + I ile
tanimlanan ¢ : mR — R/I doniisiimii iyi tanimlidir ve homomorfizmadir. S = R/I
alinirsa / maksimal ideal oldu8u i¢in R/I = S basit sa§ R-modiildiir. i; ve iy icerme

doniisiimleri olmak iizere;

0 mR —2 M
¢,L //
S=R/I /
. /
12 /
¥
E(S)

diyagrami diisiiniildiigiinde F(S) injektif sag R-modiil oldugu i¢in ¢(m) = ¢'(m) # 0
olacak sekilde bir ¢ : M — E(.S) homomorfizmasi vardir. O

Teorem 2.12.4. [12, Theorem 4.1] Bir R halkasi icin asagidaki kosullar denktir:

(1) R halkas1 Noether halkadur;

37



(2) Injektif sag R-modiillerin dik toplamu injektiftir;

(3) Basit sag R-modiillerin injektif biiriimlerinin dik toplami injektiftir.

Kanut. (1) = (2) R halkasi Noether halka, { £, } o injektif sag R-modiillerin bir ailesi ve
f i1 — @,c Ea bir homomorfizma olsun. R halkasi Noether halka oldugu i¢in Onerme
2.8.6’dan [ ideali sonlu iiretilmigtir. O halde sonlu bir /' C A indis kiimesi i¢in f(/) C
D cr Eo’dir. D, . Eo sag R-modiilii injektif modiil oldugu i¢in f homomorfizmasi
g|r = f olacak sekilde bir g : R — €.,
2.11.2°den @, L, sag R-modiilii injekif modiildiir.

E, homomorfizmasina genigletilebilir. Teorem

(2) = (1) R halkasinin ideallerinin artan bir dizisi
L <, <.

ve [ = J;2, I; olsun. a € [ ise sonlu tanesi hari¢ her i € Nigin a € I;’dir. O halde a € [

icin p;(f(a)) = a + I; ile tanimlanan

Fil—s éE(R/IZ-)

i=1

homomorfizmasi vardir. Hipotezden @;°, E(R/I;) sag R-modiilii injektif modiil oldugu
icin Lemma 2.13.10°dan her a € I i¢in f(a) = xa olacak sekilde bir x € @, E(R/I;)
vardir. k& = 0,1, ... olmak tizere p, () = 0 olacak sekilde bir n € N segilsin. O halde

secilen n € Ni¢in

I/ sk = Do (f(I)) = pogr(2]) = ppon(z) ] = 0'dur.
Bagka bir deyigle her £k = 0,1, ... icin [,, = I, dir. Yani

L <L <.
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artan dizisi secilen n. adimda sabitlenir. O halde R halkasi Noether halkadir.
(2) = (3) Agiktir.

(3) = (1) R halkasinin sag ideallerinden olugan sabitlenmeyen artan bir dizi
LcLc...cl,C..

ve I = J,2, I, olsun. I, R halkasin bir sag idealidir ve her k& € N i¢in I/} # 0’dir.
Onerme 2.12.3’ten bir S, basit sag R-modiilii ve oy, : /I, — F(S)) homomorfizmasi
vardir. o : I — I/} dogal epimorfizma olmak tizere ay, 0 0 = ¢, : I — E(Sk) olsun.
Herr € I ve k = 1,2,3,... olmak iizere ¢(r) = (¢y(r))2, ile ¢ : I — P, E(Sk)
doniisiimii tanimlansin ve @, E(Sy) = N olsun. Herhangi r € [ igin bir k, vardir dyle
ki her k > kg igin r € I’dir. O halde her k& > kg icin ¢ (r) = 0°dir. ¢ iyi tanimlidir ve bir
homomorfizmadir. Hipotezden NV injektif sag R-modiil oldugu icin ¢ homomorfizmasi bir
¥ : R — N homomorfizmasina genisletilebilir. R sag R-modiil olarak devirli oldugu
i¢in bir n € N vardir oyle ki (R) C @,_, E(S,)’dir. O halde her £ > n igin ¢

homomorfizmasi sifir olur fakat bu bir celigkidir. [

2.13 Bagil Injektif Modiiller

Tanim 2.13.1. [13, s.1] M ve N sag R-modiiller olsun. N’nin her K alt modiilii icin
herhangi bir ¢ : K — M homomorfizmasi bir v : N — M homomorfizmasina

genisletilebiliyorsa M’ ye N-injektif modiil denir. Diger bir deyisle, tam satirli her

0—=K-—‘'>N

/
7/
©
L%/w
M

diyagrami1 degismeli olacak sekilde bir v : N — M homomorfizmasiyla

tamamlanabiliyorsa M sag R-modiiliine N-injektif modiil denir.

Onerme 2.13.2. [13, Proposition 1.3] M ve N birer sag R-modiil olsun. M, N-injektif ise
N’nin her K alt modiilii icin M, hem K -injektiftir hem de N/ K -injektiftir.
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Kanut. L < K ve ¢ : L — M bir homomorfizma olsun. M sag R-modiilii N-injektif
oldugu i¢in ¢ homomorfizmasi bir ¢» : N — M homomorfizmasina genisletilebilir.
homomorfizmasiin K alt modiiliine kisitlanigi olan v|x homomorfizmasi diisiiniildiigiinde

her n € Li¢in ¢|x(n) = 1¥(n) = ¢(n) oldugu i¢in M sag R-modiilii K -injektiftir.

X/K < N/K ve ¢ : X/K — M bir homomorfizma olsun. ¢ : N — N/K ve o :
X — X/K dogal epimorfizmalari belirtsin. M/ sag R-modiilii N-injektif oldugu icin p oo’
homomorfizmasi bir  : N — M homomorfizmasina genisletilebilir. (K) = ¢(o (K)) =
©(0) = 0’dir. Dolayisiyla Cek(o) < Cek(6#)’dir. Sonug olarak i) o o = 6 olacak sekilde bir

Y N/K — M homomorfizmasi vardur.

X N

Her v € X igin (v + K) = ¢(o(x)) = 0(x) = ¢(c(z)) = ¢(r)dir. Boylece
¢ homomorfizmast bir 1y homomorfizmasina genisletilebilir. ~Yani M sag§ R-modiilii

N/ K -injektiftir. ]

Onerme 2.13.3. [13, Proposition 1.4] Bir M sag R-modiiliiniin N-injektif modiil olmast icin

gerek ve yeter kosul her n € N icin M 'nin nR-injektif modiil olmasidur.

Kanmit. Onerme 2.13.2’den M sa§ R-modiilii N-injektif modiil ise her n € N igin
n R-injektiftir.

Tersine M sag R-modiilii her n € N icin nR-injektif olsun. X < Nvey : X — M
bir homomorfizma olsun. S = {(L,¢) | X < L < N,v : L — M homomorfizma ve
Y|x = ¢ } seklinde tanimlanan S kiimesi (X, ») € S oldugu i¢in bostan farklidir. S’de

asagidaki gibi bir bagint1 tanimlayalim:

(L) 2 (L ¢) & L< L' ve d'|p = 4.
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S kiimesi bu bagintiya gore kismi sirali bir kilmedir. ' = {(L;, ;) }icr kilmesi S’de

bir zincir olsun. 7' = |J,.; L; alinsin. x € T ise bir (L;,¢;) € I igin x € L; dir.

iel
Y+ T — M fonksiyonu ¢(z) = ;(z) olarak tanmimlansin. Baska bir (L; ;) € T
icin x € Lj ise I iyi siralt oldugundan ya (L;,v;) = (L;, ;) yada (L;,v;) < (L;, ;) dir.
(Li, i) = (Lj,v;) olsun. Bu durumda v;|;, = ; oldugundan v;(x) = v;(z) elde edilir.
Diger durumda da benzer sekilde v;(z) = 1;(x) elde edilir. Dolayistyla 1 iyi tanimlidir.
¥’nin bir homomorfizma oldugu ve ¥|x = ¢ oldugu agiktir. Ayrica (7,1) € S ve her
(Liy ;) € Tigin (Ly, ;) = (T,v)’dir. Yani (7,4) ikilisi I" i¢in bir iist sinirdir. Zorn
Lemma’dan S kiimesinde bir maksimal eleman vardir. Bu eleman (L, ) ikilisi olsun.
L # N olsun. O halde bir n € N\L eleman: vardir. K = {r € R | nr € L} olsun.
(L, 1) ’nin maksimal olusundan L < N secilebilir. O halde nK # 0°dir. k € K olmak iizere
p(nk) = (nk) olarak tanmimlanan p : nK — M homomorfizmasi bir v : nR — M
homomorfizmasina genisletilebilir. x : L + nR — M homomorfizmas1 [ € L olmak
tizere x (I + nr) = ¥(l) + v(nr) ile tammlansin. [ + nr = 0ise r € K olacag: i¢in
X({+nr) =) +v(nr) = () +ulnr) = (1) +(nr) = p(l+nr)’dir. Dolayisiyla x iyi
tanimlidir. Fakat bu durum (L, ¢) ikilisinin maksimal olusu ile celigir. Buradan L = N’dir
ve ¢ : X — M homomorfizmas1 ¢ : 7' — M homomorfizmasina genisletilebilir. M sag

R-modiilii NV-injektif modiildiir. 0

Onerme 2.13.4. [13, Proposition 1.5] Bir M sag R-modiiliiniin (@D, , N;)-injektif modiil

el

olmasi icin gerek ve yeter kosul her i € I icin M ’nin N;-injektif modiil olmasidir.

Kanut. Her ¢ € [ i¢in M sag R-modiili N;-injektif modiil olsun. N = @ie  Ni, X < N
ve ¢ : X — M bir homomorfizma olsun. Lemma 2.1.7°den N sag R-modiiliiniin X C
X' olacak sekildeki X alt modiilii i¢in ¢ : X — M homomorfizmasinin bir X' —
M homomorfizmasina genisletilemedigini kabul edelim. O halde X < N dir. Iddiamz
X = N oldugudur. Bunu gostermek igin tersini kabul edelim yani X # N olsun. O
zaman n ¢ X olmak lizere j € [ i¢in n € N; vardir. M sag R-modiilii NV;-injektif modiil
oldugundan Onerme 2.13.2’den n R-injektiftir. Onerme 2.13.3’e benzer sekilde ¢ : X —

M homomorfizmasi bir ¢ : X +nR — M homomorfizmasina genisletilebilir. Bu durum
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¢ : X — M homomorfizmasinin maksimal olusuyla celisir. O halde X = N olmaldir.

Buradan M sag R-modiilii N-injektif modiildiir. Tersi Onerme 2.13.2°den agiktir. [

Onerme 2.13.5. [13, Proposition 1.6] Her o € A icin M, bir sag R-modiil olmak iizere,
[I,ca Mo sag R-modiiliiniin N -injektif modiil olmast icin gerek ve yeter kosul her o € A
icin M, sag R-modiiliiniin N -injektif modiil olmasudr.

Kanut. ], ., M, sag R-modiilii N-injektif modiil ve M = ] ., M, olsun. O halde X <

aEN
N alt modiilii i¢in ¢ : X — M homomorfizmast ¢ : N — M homomorfizmasina
genigletilebilir. Ayrica p, : M — M, projeksiyon olmak iizere § = p,, o  olarak alinan
6 : X — M, homomorfizmasi 6 = p,o1) olarak alinan 6 : N — M, homomorfizmasina

genisletilebilir. Bagka bir deyisle asagidaki diyagram degismeli olur.

0—>X_—*>N

Her @ € A icin M, sag§ R-modiilii N-injektif modiildiir. Tersi ¢, : M, — M

homomorfizmasi diisiiniilerek benzer sekilde yapilabilir. [

Sonug 2.13.6. F sonlu bir indis kiimesi olmak iizere, { M, }ocr sag R-modiillerin bir ailesi
ve N bir sag R-modiil olsun. @, M, N-injektif modiildiir ancak ve ancak her o € F igin
M, N-injektif modiildiir.

Teorem 2.13.7. [13, Theorem 1.7] {M, : « € A} sag R-modiillerin bir ailesi olsun.
Asagidaki kosullar denktir:

(1) B, cp Mo bir N-injektif modiildiir;

(2) Her saydabilir I C A alt kiimesi icin @,_; M; bir N-injektif modiildiir;

42



(3) Her o € A icin M, bir N-injektif modiildiir ve herhangi bir a € N ve m; € M,,
olmak iizere (-, anng(m;) > anng(a) kosulunu saglayan farkli o; € A degerleri

icin {ﬂiz” anng(m;) : (n € N)} artan dizisi sabitlenir.

Kanit. (1) = (2) @, M., dik toplami N-injektif modiil ise Onerme 2.13.5’ten her o € A
icin M, sag R-modiilii N-injektif modiildiir. Yine Onerme 2.13.5’ten herhangi I C A igin
D, M; dik toplamu N-injektif modiildiir.

(2) = (3) Onerme 2.13.5’ten her & € A igin M, sag R-modiilii N-injektif modiildiir.
z = (m;) € [[;2, M,, elemanim goz oniinde bulundurursak ¢ : ar — zr doniisiimii
alvden [[Z, M,, ye iyi tamimh bir homomorfizmadir. I = |J;Z, (>, anng(m;)) (n € N)
ve ¢ = |, olsun. O zaman ¢ : al — @:°, M,, bir homomorfizmadir. -, M,, sag
R-modiilii N-injektif modiil oldugu icin Onerme 2.13.3’ten aR-injektif modiildiir. O halde

@, ¢ aR — @;°, M,, homomorfizmasina genisletilebilir. ' C N sonlu alt kiimesi i¢in

ol = plal) = ¥(al) < ¥(aR) = b(a)R < ) M,
i€F
olur. ' = {1,2,3,....,k — 1} olsun. Buna gore her i > k igin m;I = 0 olacagindan

I =(,>; anng(m;) olur. Bu nedenle (), anng(m;) artan dizisi k. terimde sabitlenir.

(3) = (1) @ cp M, modilinin N-injektif modiil olmadigim kabul edelim. Onerme
2.13.3’ten bir a € N i¢in @, ., M, sag R-modiilii aR-injektif modiil degildir. O halde
R halkasimin bir K sag ideali vardir 6yle ki f : aK — &, ., M, homomorfizmasi
aR — @, M, homomorfizmasina genisletilemez. Onerme 2.13.5’ten tiim sonlu F' C A
alt kiimeleri icin @, M, modiilii N-injektif modiildiir. Bu yiizden herhangi sonlu ' C A

alt kiimesi i¢in f(aK) £ @, Mo dir. Ancak [], ., M, modiilii N-injektif oldugundan

acF

[ aK — @,co My homomorfizmasi bir g : aR — [],c, M, homomorfizmasina
genisletilebilir. Simdi m = g(a) olsun. m,, m € [[,cn Mo'nin a. bileseni olmak
lizere anng(a) < anng(m) = [),ca anng(mq) oldugu aciktir. k& € K olmak iizere

Sy = {a € A | muk # 0} olsun. O halde her & € K igin S, A’nin sonlu bir alt
kiimesidir. Fakat herhangi sonlu ' C A i¢cin mK = f(aK) £ @,cr M oldugundan
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I = Ucx Sk sonlu degildir. Tiimevarimla a; € Sy, ve o ¢ /=, S, olacak sekilde
bir £, € K (i € N) ve o; € A secilebilir. m;, m’nin «;. bileseni olsun. O zaman
anng(a) < (2, anng(m;)’dir ve ()5, anng(m;) artan dizisi sabitlenmez. Bu ise kabul

ile celisir. ., Mo N-injektiftir. 0

Sonug 2.13.8. [13, Corollary 1.8] @2, M; modiiliiniin N-injektif olmas i¢in gerek ve yeter
kosul her i € N icin M; sag R-modiiliiniin N -injektif modiil olmast ve (-, anng(m;) >
anng(m;) (n € N)

anng(a) kosulunu saglayan her a € N ile her m; € M; se¢imi igin (-,

artan dizisinin sabitlenmesidir.
Teorem 2.13.9. [13, Theorem 1.11] N bir sag R-modiil olsun. N -injektif modiillerin dik
toplamlarmin N -injektif modiil olmasi icin gerek ve yeter kosul N sag R-modiiliiniin her

devirli alt modiiliiniin Noether modiil olmasidir.

Kanit. Her x € N icin xR Noether modiil ve M, sag R-modiilleri N-injektif modiiller

olmak tizere M = P M, olsun. B < xR ve ¢ : B — M homomorfizma olsun. B

acA
alt modiilii sonlu iiretilmis oldugundan sonlu bir /' C A alt kiimesi i¢in ¢(B) < @, . M,
olur. @, M, sag R-modiilii N-injektif modiil oldugu i¢in ¢ : B —> M homomorfizmasi
Y xR — @, .p M, homomorfizmasina genisletilebilir. O halde ., M, dik toplam

o R-injektif modiildiir. Onerme 2.13.3’ten M sag R-modiilii N-injektif modiildiir.

Tersine N-injektif modiillerin dik toplaminin N-injektif oldugu kabul edilsin. x € /N olmak
tizere xR devirli alt modiiliiniin Noether modiil oldugunu gostermek i¢in anng(z) = {r €

R | zr = 0} olmak tizere
anng(z) = By < By < By < ...

artan dizisi alinsin. M; = F(R/B;) i € Nolsun. Her bir M; sag R-modiilii NV-injektif modiil
oldugu i¢in kabulden @;°, M; sag R-modiilii N-injektif modiildiir. {m; =1+ B; | i € N}
kiimesi goz oniinde bulundurulursa bir n € N i¢in Sonug¢ 2.13.8’den ﬂiz” anng(m;) artan

dizisi sabitlenir. Ayn1 zamanda

anng(m;) = {s € R| (s + B;)m; = 0}
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—{s€R|(s+B)(1+B) =0}
Z{S€R|S+BZ:0}

oldugu i¢in anng(m;) = B;’dir. Bu durumda
B, = anng(m,,) = m anng(m;)
i>n
olur.
B, < B, <.
dizisi sabitlenir. O halde z R Noether modiildiir. ]

Lemma 2.13.10. /5, The Injective Test Lemma 18.3] Bir M sag R-modiilii icin asagidaki
kosullar denktir.

(1) M injektif sag R-modiildiir;
(2) M sag R-modiilii R-injektif modiildiir;

(3) R halkasinin her I < Rp ideali icin ve her h : I — M homomorfizmast icin bir
x € M vardr dyle ki h, x ile soldan carpma homomorfizmasidir. Bagka bir deyisle her

a € Iigin h(a) = xza’'dwr

Kanut. (1) = (2) Agikur.
(2) = (1) Rp tiretec oldugu igin agiktir.

(2) = (3) M sag R-modiili R-injektif, [ < R ve h : I — M bir homomorfizma olsun.
M sag R-modiilii R-injektif oldugu icin bir h'|; = h olacak sekilde bir ' : R — M
homomorfizmasi vardir. z = h'(1) olsun. O halde her a € I i¢in h(a) = h'(a) = h'(1)a =

za olur.

(3) = (2) I < Rg,x € M vehera € I igin h(a) = za olsun. O zaman p : R — M, x
ile soldan carpma homomorfizmast 4 homomorfizmasinin genislemesidir. M sag R-modiili
R-injektiftir. [
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Tanim 2.13.11. [10, 17.8] R bir halka, M bir sag R-modiil ve N, o[M | de bir modiil olsun.
E, M-injektif sag R-modiiline f : N — F bilyilkk monomorfizmasiyla beraber N’nin

o[ M]’deki injektif biiriimii veya M -injektif biiriimii denir. Fy;(N) ile gosterilir.

Bu iki tanmimdan ¢ikarilabilecegi gibi NV sag R-modiiliiniin injektif biirimii £(N), N sag
R-modiiliiniin o[ R] = Mod-R’daki injektif biirtimiidiir yani E(N) = Er(N)’dir.

2.14 Yarn Artin Halkalar ve Modiiller

Tanmim 2.14.1. [14], [15, Definition and Proposition 7.32A] R bir halka olsun. Biitiin basit

sag R-modiiller injektif ise R halkasina sag V-halka denir.

Tanim 2.14.2. [16, s.27] R bir halka ve M bir sag R-modiil olsun. Her basit sag R-modiil
M -injektif ise M sag R-modiiliine V'-modiil denir.

Tamm 2.14.3. [8, s.182] M bir sag R-modiil olsun. M sag R-modiiliiniin sifirdan farkli her
faktoriiniin biiylik temeli varsa M sag R-modiiliine yart Artin modiil denir. Bir R halkasi1 sag

R-modiil olarak yar1 Artin modiil ise sag yart Artin halka ismini alir.

Ornek 2.14.1. [17, 5.589] D bir cisim ve Up, D iizerinde sonsuz boyutlu bir vektor uzayi
olsun. T'= End(Up), K = Soc(T) ve R, T’nin K tarafindan iiretilmis althalkasi ise R sag

yart Artindir.
Onerme 2.14.4. [8, Chapter 8 Proposition 2.5] Bir R halkast icin asagidaki kosullar
denktir:

(1) R halkasi sag yart Artindir.

(2) Her sag R-modiil yart Artin modiildiir.

(3) Sifirdan farkli her sag R-modiiliin sifirdan farkli temeli vardr.

(4) Her sag R-modiil, temelinin biiyiik genislemesidir.
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Onerme 2.14.5. [8, Chapter 8 Proposition 2.1] M bir sag R-modiil olsun. M yart Artin ve

Noether modiil ise sonlu kompozisyon uzunluguna sahiptir.

Kanit. M Noether ve yar1 Artin sag R-modiil olsun. M sag R-modiilii yar1 Artin oldugu
icin bir basit alt modiilii Sy vardir. Yine M sag R-modiilii yart Artin oldugu igin M /S, sag
R-modiilii bir basit modiil S;/S icerir. Bu durumda Sy, S; sag R-modiiliiniin maksimal
alt modiiliidiir. Bu sekilde her bir i € N icin M/S; sag R-modiiliiniin basit bir alt modiil

icermesini kullanarak elde edilen
0<Sy<S <5 <...<85 <.

artan dizisi M sag R-modiilii Noether oldugu i¢in bir k. adimda sabitlenir. Eger M # S
olsaydi M /Sy basit bir Sk /S, modiiliinii icerirdi fakat bu durum yukaridaki artan dizinin
k. adimda sabitlenmesi ile ¢eligir. O halde M = S}, olmalhidir. Her i € N i¢in S;,4/S; basit

oldugu i¢in M sag R-modiilii sonlu kompozisyon uzunluguna sahiptir. U
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3. KARARLI INJEKTIFLIK BOLGELERI

Lopez-Permouth ve Sara¢ [3], bir halkanin ne 6l¢iide Noether oldugunu 6l¢cmek icin ilk
kez kullanilan bakis acisiyla modiillerin injektiflik bolgelerinden ve injektif profilinden
yararlanmigtir. Bu fikir aslinda ne zaman bir yoksul (poor) sag R-modiil P’yi herhangi bir
sag R-modiil M ye eklersek ekleyelim P & M’ nin yine yoksul kalacag: yani R halkasinin
injektif profilini injektif portfoylerin katman bulutlart seklinde diisiiniirsek bir yoksul
modiiliin katman bulutunun bir 12 halkasinin injektif profilindeki yerinin her zaman sabit
kalacagi gerceginden dogmustur. Diger taraftan bir R halkasinin injektif profiline en tepeden
baktigimizda profildeki portfoyleri katmanlar olarak diisiiniirsek eger katman bulutlar1 ¢cok
kirilgandir. O halde su soruyu sormak oldukca dogaldir: bir R halkasinin injektif profilinin
ortalarinda bir yerde bu portfoyiin altinda kalan her seyin kararli hale geldigi bir injektif
portfoyli var midir? Bu sorunun cevabi Lépez-Permouth ve Sarac tarafindan evet olarak
cevaplanmig ve bu injektif portfoye Noether esik denmistir (bkz. [3]). Noether esik bir R
halkasinin injektif profili i¢indeki kararli ve kararsiz injektif portfdyleri birbirinden ayirir.
Tezin bu boliimiinde kararl injektiflik bolgeleri ve Noether esik kavramlari sunulmusgtur.

Noether esigin bir portféy oldugu ve hangi modiiliin injektiflik bolgesi oldugu verilmistir.

3.1 Injektiflik Bolgeleri

Tamm 3.1.1. [3, s.1470] Bir sag R-modiil M igin Zn ' (M) = {N € Mod—R | M sag

R-modiilii N-injektif} sinifi M sag R-modiiltiniin injektiflik bolgesi olarak isimlendirilir.

Onerme 3.1.2. [3, 5.1470] M bir sag R-modiil olsun. M sag R-modiiliiniin injektiflik
bélgesi In~Y (M) bir kalitsal énburulma sunifidur.

Kamit. Tn~'(M), Onerme 2.13.2’den alt modiiller ve faktér modiiller altinda kapalidir. Son

olarak Onerme 2.13.4’ten dik toplam altinda kapalidur. 0

Tamm 3.1.3. [1, s.7] Bir M sag R-modiilii icin Zn~*(M) = SSMod —R ise M sag
R-modiiliine yoksul modiil denir.
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Onerme 3.1.4. [18, Proposition 1] Her R halkast icin bir yoksul R-modiil vardur.

Kanut. R herhangi bir halka ve {A, | v € '} yaribasit olmayan devirli sag R-modiillerin
temsil sinifi olsun. Her v € I"i¢in A, yaribasit olmadig1 i¢in kendisinden farkli biiyiik alt
modiil K, secilebilir. Simdi T" = ®w€1“ K., olsun. B yaribasit olmayan devirli sag R-modiil
ve T' sag R-modiilii B-injektif modiil olsun. O zaman bir v € I' eleman1 vardir dyle ki
B = A/dir. Boylece B modiiliiniin K, ya izomorf olan kendisinden farkli bir biiyiik alt
modiilii N vardir. O zaman N alt modiilii B-injektif olur ki bu bir celigkidir. O halde T’

yoksul modiildiir. 0

Lemma 3.1.5. [19] M bir sag R-modiil olsun. M sag R-modiiliiniin yoksul modiil olmasi

icin gerek ve yeter kosul In~—'(M) sumifindaki her devirli modiiliin yaribasit olmasidur.

Kanut. M sag R-modiilii yoksul modiil ise Tanim 3.1.3’ten Zn~'(M) smifindaki tim

modiiller yaribasittir. Dolayisiyla devirli modiiller de yaribasit olur.

Tersine N € Zn~'(M) ve her n € N igin nR yaribasit olsun. N = > . nR ve yaribasit

modiillerin toplamu yaribasit oldugundan N yaribasittir. M sag R-modiilii yoksul modiildiir.

]

Onerme 3.1.6. /], Proposition 3.1] R bir halka olsun. O zaman

(| Zn (M) = SSMod — R'dir.
MeMod —R
Kanit. S bir yaribasit sag R-modiil olsun. Teorem 2.5.3’ten S sag R-modiiliiniin her alt
modiilii S sag R-modiiliinde bir dik toplam terimidir. Bu yiizden her K < Sve f : K —
S monomorfizmasi i¢in Teorem 2.3.4’ten ¢ o f = 1k olacak sekilde bire : § — K
homomorfizmasi vardir. M bir sag R-modiil, f : K — S monomorfizma ve g : K — M
homomorfizma olsun. O halde ~ : S — M homomorfizmasi g o e = h olarak alinirsa

hof=goeo f=golg = golur. M sag§ R-modiilii S-injektif modiildiir.

Tersine N € (\yenroa—r L1~ (M) alindiginda tiim sag R-modiiller N-injektif olur. T < N
icin 7" alt modiilii V-injektif modiildiir. O halde f : 7" — N monomorfizmasi ve 1 :
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T — T homomorfizmasi i¢in h o f = 11 olacak sekilde bir & : N — T" homomorfizmasi
vardir. O zaman f homomorfizmasi kesittir. 7" alt modiilii NV sag R-modiiliiniin bir dik

toplam terimidir. Teorem 2.5.3’ten /V sag R-modiilii yaribasit modiildiir. [l

Lemma 3.1.7. R bir halka ve her ¢ € N icin M; bir sag R-modiil olsun. O halde
In (@D M;) = [\ Zn" (M) dir
i=1 i=1
Kanu. @} |, M; = [];_, M; oldugundan Onerme 2.13.5’ten kolayca elde edilir. O

3.2 Bir Halkanin Injektif Profili

Tamm 3.2.1. [3, 5.1470] A sag R-modiillerin bir sinifi olsun. Eger Zn~'(M) = A olacak
sekilde bir M sag R-modiilii varsa A sinifina portfoy ya da injektif portfoy denir.

Tanmmm 3.2.2. [3, s.1470] Sag R-modiiller kategorisindeki tiim portféylerin sinifina R
halkasinin sag profili ya da R halkasinin sag injektif profili denir ve iP(R) ile gosterilir.

Lemma 3.2.3. [20, Lemma 2.2] R bir halka olsun. X < iP(R) ise (X bir portfoydiir.

Kanit. Her A € X igin A = In~'(M,) olsun. Her sag R-modiil i¢in Onerme 2.13.5
saglandigindan Zn ' ([] 4 M) = () X olur. O
3.3 Kararh Injektiflik Bolgeleri

Tanmm 3.3.1. [3, s.1471]

(1) A bir portfoy olsun. Injektiflik bolgesi A olan tiim sag R-modiillerin dik toplamlarinin

injektiflik bolgesi de A ise A portfoyiine kararli portfoy denir.

(2) N bir sag R-modiil olsun. N-injektif modiillerin ailesinin herhangi dik toplam

N-injektif ise NV sag R-modiiliine kararli modiil denir.
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Lemma 3.3.2. [3, Lemma 2.1] A bir portfoy olsun. M € Mod-R i¢cin A = o[M] kabul
edelim. Asagidaki kosullar denktir:

(1) A kararlidir;

(2) M kararlidir;

(3) A portfoyiiniin her elemant kararlidur.
Kanit. (1) = (2) A kararh bir portfoy olsun. A portfoy oldugu igin bir L sag R-modiili

icin Zn='(L) = A’dir. {M;};c; heri € I igin M-injektif sag R-modiillerin bir ailesi olsun.
O halde her i € I igin A = o[M] C Zn~'(M;) dir. Lemma 3.1.7°den

In N Lo M)=In  (L)NIn ' (M;) = A
elde edilir. A kararli portfoy oldugundan

In (L e M) = A

el

olur. Diger taraftan yine A portfoyii kararli oldugu icin Zn = (L)) = A’dir. Ayrica

PrL e )= LD e (P M)
el i€l
oldugu i¢in
A=In (@@L M) =In  (LD)NIn (@ M) = AnIn ' (D M)
el 1€l i€l

olur. Buradan M € A C Zn~'(D,; M;) sonucunu elde edilir.

(2) = (3) M Xkararli bir sag R-modiil olsun. Teorem 2.13.9’dan bir modiil kararl: ise alt
modiilleri de kararlidir. Ayn1 zamanda M sag R-modiiliiniin bir boliim modiiliiniin devirli alt

modiilleri, M sag R-modiiliiniin devirli alt modiillerinin homomorfik goriintiisii oldugu i¢in
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yine Teorem 2.13.9°dan kararlilik homomorfik goriintii altinda korunur. O halde sadece dik
toplam altinda korundugunu gostermek yeterli olacaktir. {M;};c; kararli sag R-modiillerin
bir ailesi olsun. Dik toplam sonlu karaktere sahip oldugundan / indis kiimesi sonlu alinabilir.
I={1,2,...,n} olsun. @, ; M; sag R-modiiliiniin ¢ = (m1, ms, ..., m,,) tarafindan iiretilen
bir devirli alt modiilii C' olsun. m1R & moR & ... & m, R sag§ R-modiiliniin alt modiilii
oldugundan C Noether sag R-modiildiir ve Teorem 2.13.9°den her m; R Noetherdir. O halde

o[M]’nin tiim elemanlari kararlidir.

(3) = (1) A portfoyiiniin tiim elemanlari kararli olsun. Ozel olarak M sag R-modiilii de
kararhdir. {M;};c; injektiflik bolgesi A olan sag R-modiillerin bir ailesi olsun. M sag

R-modiilii kararl modiil oldugu i¢in €., M; sag R-modiilii M -injektif modiildiir. O halde

i€l

A=o[M] CIn (@ M) C(In ' (M) = A

iel iel
olur. O halde A portf6yii kararhidir. U

Tanmim 3.3.3. [3, s.1472] Devirli alt modiilleri Noether olan bir modiile yerel Noether modiil

denir.

Tanimm 3.3.4. [3, s.1473] Tiim yerel Noether sag R-modiillerin smifi R halkasinin sag
Noether esigi olarak adlandirilir. Bu sinif AV ile gosterilsin. A bir Wisbauer sinifidir. Yani

R halkasinin sag Noether esigi asagidaki siniftir:

N = {N € Mod-R | N’nin her devirli alt modiilii Noether modiildiir}.

Alternatif olarak Teorem 2.13.9’dan A sinifinin tiim kararli sa§ R-modiillerden olustugu

sOylenebilir. Yani
N = {N € Mod-R | N kararh sag R-modiil}

olarak da yazilabilir.
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Uyari: 3.3.5. [3, s.1473] Bir R halkasinin Noether esigi, NV, bir kalitsal énburulma sinifidur,
SSMod-R C Ndir ve dolayisiyla N bir portfoydiir.

Teorem 3.3.6. [3, Theorem 2.2] R herhangi bir halka olsun.

(1) Sag R-modiillerin herhangi bir ailesi { M;};cy icin

NN(Zn (M) € In (D M) € () Zn ' (M)
iel iel iel
(2) Bir portfoyiin kararli portfoy olmast icin gerek ve yeter kosul Noether esik tarafindan

icerilmesidir.

Kanut. (1) N € NN(;.;Zn ' (M;) olsun. N sag R-modiiliiniin her devirli alt modiilii
Noether modiil oldugundan N sag R-modiilii kararlh modiildiir. Aym1 zamanda her ¢ € [
icin M; sag R-modiilii N-injektif modiil oldugundan €. _, M; sag R-modiilii N-injektif

i€l
modiildiir.
(2) Bir A portfoyii kararli ise Lemma 3.3.2°den tiim elemanlari kararlidir. O halde N sinifi

tarafindan icerilir. Tersine A C N ise tiim elemanlar kararlidir. O halde A portfoyii kararli

portfoydiir. 0

Onerme 3.3.7. [21, Proposition 1.2] W sag R-modiillerin bir sinifi ve M bir sag R-modiil

olsun. Asagidaki kosullar denktir:

(1) W sinifindaki her eleman M -injektiftir ve M sag R-modiiliiniin her N alt modiilii i¢cin
Lo < M olmak iizere N = () L, diwr éyle ki M /L, sag R-modiilii VW suifindaki bir

elemana gomiilebilir.

(2) W sinifindaki her eleman M -injektiftir ve her m & M ve H < mR icin
Hompg(mR/H, L) # 0 olacak sekilde bir L € VW vardur.

(3) M sag R-modiiliiniin her N alt modiilii icin L, < M olmak iizere N = (| L, dir
oyle ki M /L, sag R-modiilii VW simifindaki bir elemana gomiilebilir ve her m € M
53



ve herhangi N < mR icin L € W olan f : N — L homomorfizmasinin mR sag

R-modiiliine genislemesi vardir.

Onerme 3.3.8. [21, Proposition 1.3] W sag R-modiillerin bir sinifi ve M sonlu iiretilmis bir

sag R-modiil olsun. O zaman asagidaki kosullar denktir:

(1) M sag R-modiilii Noether modiildiir, VV sinifindaki her eleman M -injektiftir ve M sag
R-modiiliiniin her N alt modiilii icin L, < M olmak iizere N = (L, dir dyle ki
M/ L, sag R-modiilii VW sinifindaki bir elemana gémiilebilir.

(2) o[W)] sinifindaki tiim elemanlar M -injektiftir ve M sag R-modiiliiniin her N alt
modiilii icin L, < M olmak iizere N = (| L, dwr oyle ki M/L,, sag R-modiilii o[WV|

sintfindaki bir elemana gomiilebilir.

(3) Sayulabilir ¢cokluktaki W; € VW elemanlarinin her dik toplanu M -injektiftir ve M sag
R-modiiliiniin her N alt modiilii i¢cin L, < M olmak iizere N = (| L, dir dyle ki
M/ L, sag R-modiilii VW sumifindaki bir elemana gomiilebilir.

Onerme 3.3.9. /3, Proposition 2.7] R herhangi bir halka, VW sag R-modiillerin bir sinifi ve
M bir sag R-modiil olsun ve asagidaki kosullar saglansin.

(1) W sintfinun tiim elemanlart M -injektif modiildiir.

(2) M sag R-modiiliiniin her devirli alt faktérii C i¢cin Homg(C, D) # 0 olacak sekilde

bir D € W vardr.

O zaman M sag R-modiiliiniin kararli olmasi icin gerek ve yeter kosul sayilabilir ¢cokluktaki

W; € W elemanlarvmn dik toplamlarimin M -injektif olmasidir.

Kamit. Onerme 3.3.7 ve Onerme 3.3.8’den elde edilir. ]

Teorem 3.3.10. /3, Theorem 2.8] M bir sag R-modiil olsun. O halde asagidaki kosullar

denktir:
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(1) M sag R-modiilii kararli modiildiir;

(2) M sag R-modiiliiniin sayilabilir cokluktaki basit alt faktorleri olan Sy, S, ... icin
D;°, Ex(S;) sag R-modiilii M -injektif modiildiir.

(2') Her A indis kiimesi icin (o € A) S,, M sag R-modiiliiniin basit alt faktorii olmak
iizere @, . 4 Eni(Sa) sag R-modiilii M -injektif modiildiir.

(3) M sag R-modiiliiniin sayilabilir cokluktaki basit alt faktorleri Sy, Ss, ... icin
D=, E(S;) sag R-modiilii M -injektif modiildiir.

(3') Her A indis kiimesi icin (o € A) S,, M sag R-modiiliiniin basit alt faktorii olmak
iizere @, . 4 £(Ss) sag R-modiilii M -injektif modiildiir.

(4) S1,Ss, ... sayilabilir ¢oklukta basit sag R-modiiller olmak iizere, @,°, E(S;) sag
R-modiilii M -injektif modiildiir.

(4) Her basit sag R-modiil S, (o« € A) icin @, E(Sa) sag R-modiilii M-injektif

modiildiir.

Kamit. {S) : X\ € A}, o[M]’deki basit modiillerin temsil kiimesi olsun ve {5, : v € I'} tiim
basit sag R-modiillerin temsil kiimesi olsun. Bir W sinifin1 {E(Sy) : A € A}, {En(S)) :
A € A} veya {E(S,) : v € T'} alip Onerme 3.3.9 uygulanirsa (1) < (2) < (3) & (4)
saglanir. (2) < (2), (3) < (3) ve (4) & (4)" denklikleri Teorem 2.13.7 kullanilarak elde
edilir. [

Sonu¢ 3.3.11. /3, Corollary 2.9] R bir halka ve {S., : v € I'} basit sag R-modiiller sinifinin

temsil kiimesi olsun. Q = @ E(S.) olmak iizere N' = In~1(QW) dir.

yerl’
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4. UCUCU HALKALAR

Lépez-Permouth ve Sarac¢ tarafindan injektif modiillerin kararli olmasinin diger tiim
modiillerin kararli olmasi gerektirdigi durum karakterize edilmistir. Diger taraftan injektif
profilde injektif portféyii kararli olan modiillerin sadece yoksul modiiller oldugu halkalar da
diisiiniilmiis bu halkalara da ucucu halkalar denmistir (bkz. [3]). Bu boliimde ucucu halka

kavrami, bazi karakterizasyonlar1 ve ornekleri verilmistir.

4.1 Ucucu Halkalar

Teorem 4.1.1. /3, Theorem 3.1] R bir halka olsun.

(1) R halkasimin sag Noether halka olmast igin gerek ve yeter kosul N = Mod-R

olmasidrr.

(2) R halkasinin sag Noether halka olmasi icin gerek ve yeter kosul her portfoyiin kararl

olmasidr.

Kamit. (1) R sag Noether halka olsun. Tamim 3.3.4’ten A her devirli alt modiilii Noether
modiil olan sag R-modiillerden olusur. Onerme 2.8.12’den her devirli sag R-modiil Noether
modiildiir. Dolayisiyla N = Mod-R’dir. Tersine N = Mod-R ise her sag R-modiil yerel
Noetherdir. Dolayisiyla Onerme 2.8.12°den R halkas sag Noether halkadir.

(2) R bir sag Noether halka, A bir portfoy ve her o € A igin M, bir sag R-modiil olmak
tizere In~'(M,) = Aolsun. M = @, , M, ise her & € A ve her N € A i¢in M, sag
R-modiilii N-injektiftir. R sag Noether halka oldugu i¢in Teorem 2.13.9’dan her NV € A i¢in
M sag R-modiilii N-injektiftir. Zn~'(M) = A’dir. A portfdyii kararh portfoydiir. Tersine
bir R halkasinin injektif profilindeki her A portfoyii kararli ise injektif sag R-modiillerin dik
toplamui injektiftir. O zaman Teorem 2.12.4’den R halkasi sag Noether halkadir. [l

Tanim 4.1.2. [3, s.1477] R bir halka olsun. R halkasimin injektif profilindeki tek kararli
portfoy yaribasit sag R-modiiller sinift SSMod-R ise R halkasina sag ucucu halka denir.
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Teorem 4.1.3. [3, Theorem 3.2] Bir R halkasinin sag ucucu halka olmast icin gerek ve yeter

kosul N' = SSMod-R olmasidur.

Onerme 4.1.4. [3, Proposition 3.6] R halkasi sag yart Artin halka olsun. O zaman R

halkasuin sag ucucu halka olmasi icin gerek ve yeter kosul sag V' -halka olmasidrr.

Kanit. (=) R sag ugucu halka ve S basit bir sag R-modiil olsun. S sag R-modiili
injektif olmasim. O halde E(S) # S’dir. Dolayisiyla F(S)/S sifirdan farklidir. R yar
Artin halka oldugu i¢in E(S)/S sag R-modiili basit bir alt modiil icermelidir. U/S,
E(S)/S sag R-modiilii tarafindan igerilen basit alt modiil olsun. O halde S C U olacak
sekilde kompozisyon uzunlugu 2 olan bir tekserili U sag R-modiilii vardir. Fakat U sag
R-modiilii yaribasit degildir. Bu durum R halkasinin sag ucucu halka olmasiyla ¢elisir clinkii
U € N’dir. O halde F(S) = S°dir. Yani S injektif sag R-modiildiir.

(<) Tersi Ornek 4.2.1 ile verilmistir. O

Tanim 4.1.5. [18, Definition 1][22, s.110] M bir sag R-modiil olsun. Eger her N < M icin
Soc(M/N), M /N sag R-modiiliiniin bir dik toplam terimi ise M sag R-modiiliine ufalanan

modiil denir.

Tanmim 4.1.6. [10, 13.4] U sag R-modiillerin bir sinifi ve M bir sag R-modiil olsun. M sag

R-modiiliiniin
TrU, M) = {Gor(h) | h € Hom(U, M),U € U}

alt modiilii M sag R-modiiliiniin ¢/ sinifindaki izi olarak isimlendirilir.

Tanmm 4.1.7. [11, s.84] M bir sag R-modiil olsun. M sag R-modiiliiniin sifirdan farkl
herhangi iki alt modiiliiniin arakesiti sifirdan farkli ise (denk olarak sifirdan farkli alt
modiilleri par¢alanamaz ise veya sifirdan farkli alt modiilleri biiyiik alt modiil ise) M sag

R-modiiliine diizgiin modiil denir.

Tanim 4.1.8. [11, Definition 6.2] M bir sag R-modiil olsun. M sag R-modiiliiniin n tane

diizgiin alt modiiliin dik toplami seklinde yazilabilen bir biiyiik alt modiilii V' varsa n sayisina
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M sag R-modiiliine n diizgiin boyutlu veya Goldie boyutlu denir. Diizgiin boyut (Goldie

boyut) u.dimM ile gosterilir. Diger taraftan boyle bir n sayis1 yoksa u.dimM = oo’dir.

Uyart 4.1.9. [18, Remark 1] B ufalanan devirli sag R-modiil olsun. O zaman B sag
R-modiiliintin her faktorii sonlu diizgiin boyuta sahiptir. Aksi taktirde B’nin bir faktorii
B’ bir I sonsuz indis kiimesi icin sifirdan farkli A; devirli alt modiillerinin dik toplami
P, Ai’yi igerir. Her A; sag R-modiiliinde bir 7; maksimal alt modiilii alirsak ve 7' =
@D,c; T: ile gosterirsek, B’ /T nin temeli Soc(B'/T) sonsuz olur ki bu bu durumda bu temel

B'/T sag R-modiiliiniin dik toplam terimi olamaz. Bu bir celiskidir.

Tanim 4.1.10. [10, s.351] M bir sag R-modiil olsun. M sag R-modiiliiniin her 6z alt modiilui

kiiciik alt modiil ise M sag R-modiiliine oyuk modiil denir.

Tanim 4.1.11. [10, s.351] M bir sag R-modiil olsun. Eger M nin yalniz bir tek maksimal
alt modiilii, yani diger tiim 6z alt modiilleri iceren bir 6z alt modiilii, varsa M ye bir yerel

modiil denir.

Teorem 4.1.12. [18, Theorem 1] Bir R halkast i¢in asagidaki kosullar denktir:

(1) Bir yoksul yaribasit sag R-modiil vardir.
(2) Ufalanan her devirli sag R-modiil yaribasittir.
(3) Ufalanan her sag R-modiil yaribasittir.

(4) Her Noether fakat Artin olmayan devirli sag R-modiil, radikalinin temeli sifirdan farkl

bir faktore sahiptir.

(5) Her Noether fakat Artin olmayan sag R-modiil, radikali sifirdan farkli bir faktore

sahiptir.

Kanit. (1) = (2) S yoksul yaribasit bir sag R-modiil olsun. Ufalanan, devirli yaribasit
olmayan bir B sag R-modiilii var olsun. S sag R-modilii yoksul oldugu i¢cin B sag
R-modiiliiniin E(S)’deki izi T'r(B, E(S)), S tarafindan icerilmez. Bu B sag R-modiiliiniin
E(S)’de S tarafindan igerilmeyen bir homomorfik goriintiisii oldugu anlamina gelir. O
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zaman B’nin temeli biiylik olan ve yaribasit olmayan bir faktorii vardir. Bu durum kabul

ile celigir.
(2) = (3) Ufalanan modiillerin devirli alt modiilleri de ufalanan oldugu i¢in agiktir.

(2) = (4) Ufalanan her devirli sag R-modiil yaribasit olsun. N Noether fakat Artin
olmayan devirli bir sag§ R-modiil olsun. O halde /N yaribasit degildir. Kabulden N’ nin
temeli par¢alanmayan bir B faktorii vardir. Soc(B) sonlu iiretilmig oldugundan B sag
R-modiilii B’de dik toplam terimi olmayan V’nin bir basit alt modiiliinii icerir. Ciinkii aksi
takdirde B’nin tiim basit alt modiilleri dik toplam terimi olurdu ve B’den her seferde bir basit
modiilii ayirarak Soc(B), B’den Soc(B)’nin kompozisyon serisi uzunlugu kadar adimda
ayrilabilirdi. O zaman bir celiski elde edilirdi. Simdi V' C Rad(B)’dir. Aksi takdirde B,
V’yi icermeyen bir maksimal alt modiil M ye sahip olurdu ve bu B = M @ V oldugu
anlamina gelirdi. Bu ise yukaridaki argiimanla gelisirdi. O halde Soc(Rad(B)) # 0’dr.

(4) = (5) Agikur.

(5) = (2) Kabul edelim ki B ufalanan, yaribasit olmayan devirli bir sag R-modiil olsun.
O halde Uyan 4.1.9°dan B’nin her faktorii sonlu diizgiin boyuta sahiptir. Bu durumda
B sag R-modiilii basit temele sahip, yerel olmayan, oyuk ve diizgiin bir alt faktdre sahip
olamaz. O halde [23, Proposition 1]’den B sag R-modiilii Noether modiildiir fakat yaribasit
olmadigi i¢in Artin modiil degildir. Simdi B’nin bir C' faktoriiniin radikalinin sifirdan farkli
oldugunu varsayalim. Bu durumda Rad(C'), sifirdan farkli devirli bir D sag R-modiiliinii ve
bu modiiliin maksimal alt modiilii E’yi igerir. Ayrica D < C°dir. Ufalanan tanimi geregi

D/E, C/E’nin dik toplam terimidir. Ancak bu durum D/E < C/E olmast ile gelisir.

(2) = (1) Her ufalanan devirli sa§ R-modiil yaribasit olsun. I, basit sag R-modiillerin
izomorfizma smiflarinin tam temsil kiimesi ve S = @, B (%) olsun. S sag R-modiiliiniin
yoksul modiil oldugu gésterilmelidir. Oncelikle I' sinifinin ve S sag R-modiiliiniin se¢imi
geregi, herhangi bir devirli sag R-modiiliin temeli S sag R-modiiline gomiilebilir. A
yaribasit olmayan devirli bir sag R-modiil ve S sag R-modiilii A-injektif olsun. Hipotezden

A sag R-modilliinin L/C' gibi bir yaribasit alt faktorii vardir ve L/C sag R-modiili
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A/C sag R-modiilinde par¢alanmaz. Lemma 2.1.7°den A/C sag R-modiiliniin L//C N
K/C # 0 olacak sekilde bir K/C maksimal alt modiilii vardir. Varsayim geregi
(L/C® K/C)/K/C Q A/C/K/C’dir. O halde A/C sag R-modiiliiniin L/C sa§
R-modiiliine izomorf biiyiik temeli vardir. S sag R-modiilii A-injektif oldugu i¢in Onerme
2.13.2’den A/K-injektiftir. Bu nedenle Soc(A/K) — S monomorfizmas: f : A/K —
S homomorfizmasina genisletilebilir. Burada f monomorfizmadir. Fakat bu durum bir

celigkidir ¢iinkii f(A/K) yaribasit degildir. O zaman S yoksuldur. H

Sonuc 4.1.13. [18, Corollary 2] Bir R halkasi icin asagidaki kosullar denktir:

(1) Yoksul yaribasit sag R-modiil vardr.

(2) Yerel Noether sag V -modiiller sadece yaribasit sag R-modiillerdir.

Kanut. (1) = (2) M yerel Noether sag V-modiil ve N, M sag R-modiiliniin bir faktorii
olsun. O halde [24, 2.5]’ten Soc(N) M-injektiftir. Onerme 2.13.2°den Soc(N) N-injektiftir
bdylece Soc(N), N’nin bir dik toplam terimidir. O halde M sag R-modiilii ufalanandir.

Teorem 4.1.12°den istenen saglanir.

(2) = (1) M ufalanan devirli sag R-modiil olsun. O zaman Teorem 4.1.12 (5) = (2)’den
M Noether sag R-modiildiir. S basit bir sag R-modiil, A < M ve f : A — S sifirdan farkli
bir homomorfizma olsun. O halde M sag R-modiilii ufalanan oldugu ic¢in M/Cek(f) =
A/Cek(f) @ B olacak sekilde bir B < M/Cek(f) vardir. O halde M — M /Cek(f),
M/Cek(f) — A/Cek(f) ve A/Cek(f) — S kanonik doniisiimlerinin bileskesi f :
A — S homomorfizmasim1 M — S homomorfizmasina genisletir. Dolayisiyla her basit
sag R-modiil M -injektiftir. O zaman hipotez geregi M sag R-modiilii yaribasittir. Teorem

4.1.12’den yoksul yaribasit sag R-modiil vardir. [l

Onerme 4.1.14. [3, Proposition 3.8] R herhangi bir halka olsun. R halkasinn sag ucucu
halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul yoksul yaribasit bir sag R-modiiliin var olmasi ve her

kararli sag R-modiiliin V -modiil olmasidir.
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Kanit. (=) Bu kisim Sonug 4.1.13’ten agiktir.

(<) Bir yoksul yaribasit sag R-modiil var ve her kararli sag R-modiil V'-modiil olsun. Kabul
edelim ki R halkasinin Noether esigi \’de yaribasit olmayan bir N sag R-modiilii bulunsun.
O zaman Sonug 4.1.13 (2)’den N, V-modiil olamaz. Bu durum hipotez ile ¢eligir ¢iinkii
hipotez gereg8i her kararli sag R-modiiliin V-modiil olmas1 gerekir. Sonu¢ olarak R sag

ucucu halkadr. [

Sonuc 4.1.15. /3, Corollary 3.9] Bir R halkasi sag V -halka olsun. R halkasinin sag ucucu

halka olmasi icin gerek ve yeter kosul yoksul yaribasit bir sag R-modiiliin var olmasidir.

Onerme 4.1.16. [3, Proposition 3.10] R bir halka ve {S,, | v € I'} basit sag R-modiillerin

temsil kiimesi olsun. Q = @ . E(S,) ise asagidaki kogullar saglanir:

vyel

(1) R halkasi sag Noether halkadir ancak ve ancak Q™) injektif modiildiir.

(2) R halkast sag ugucu halkadir ancak ve ancak QM) yoksul modiildiir.

Kanut. (1) Teorem 2.12.4°ten R halkasinin Noether halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
basit sag R-modiillerin injektif biirlimlerinin dik toplaminin injektif olmasidir. O halde R
halkas1 Noether halka ise Q injektif modiildiir. Q™) = Q®Q® ... oldugu icin Q) injektiftir.

Yine Teorem 2.12.4’ten tersi de dogrudur.

(2) R halkast sag ugucu halka ise N' = SSMod-R’dir. Sonug 3.3.11°den Zn~'(Q™) =
ANdir. Yani Q™ modiiliiniin injektiflik bolgesi SSMod-R olur. Dolayisiyla QM bir
yoksul modiildiir. Tersine Q™) modiilii yoksul ise injektiflik bolgesi SSMod-R’dir. Sonug
3.3.11°den Zn~ QW) = N oldugu icin N' = SSMod-R’dir. Yani R halkas sag ucucu
halkadir. [

Sonug 4.1.17. [3, Proposition 3.11] Bir R halkasimin sag ucucu halka olmast icin gerek
ve yeter kosul P ~er Ly seklinde injektif sag R-modiillerin dik toplami olan bir yoksul sag

R-modiiliin var olmasidur.

Kanit. (=) R halkasi sag ugucu halka ise Onerme 4.1.16 (2)’den injektif sag R-modiiller
dik toplami seklinde bir yoksul sag R-modiil vardir.

61



(<) Diger taraftan her v € I i¢in E, injektif sa§ R-modiil olmak iizere P, . E, sag
R-modiilii bir yoksul modiil olsun. Yani Zn~'(@,. £,) = SSMod-R olsun. Her
v € T i¢in E, injektif sag R-modiil oldugu i¢in Zn~'(E,) = Mod-R’dir. Dolayisiyla
MNyer Zn~'(E,) = Mod-R olur. Teorem 3.3.6’dan N'N () . In"'(E,) = SSMod-R elde

edilir. O halde N/ = SSMod-R olmalidir. Buradan R halkas1 bir sag u¢ucu halkadir. ]

4.2 Ornekler

Ornek 4.2.1. [3, Example 3.5] R halkast sag yari Artin, sag V-halka olsun. O halde R
halkast sag ucucu halkadur.

Kamnit. M yerel Noether sag R-modiil ve C', M sag R-modiiliiniin bir devirli alt modiilii
olsun. R halkasi sag yar1 Artin halka oldugu i¢in Onerme 2.14.4’dan Soc(C) < C’dir.
M yerel Noether sag R-modiil oldugu icin C devirli alt modiili Noether modiildiir.
Boylelikle Soc(C') Noetherdir ve Onerme 2.14.5’ten sonlu kompozisyon uzunluguna sahiptir
dolayisiyla sonlu sayida basit modiiliin toplamidir. R halkas1 V' -halka oldugu i¢in tiim basit
sag R-modiiller injektiftir. Yani Soc(C') sonlu sayida injektif modiiliin toplami ve dolayisiyla
injektiftir. Lemma 2.11.7°den Soc(C') = C olmalidir. O halde C' yaribasit modiildiir. O halde

M sag R-modiiliiniin her devirli alt modiilii yaribasittir ve boylece M yaribasittir. [

Ornek 4.2.2. [3, Example 3.4] Bir X topolojik uzayt iizerindeki reel degerli siirekli
fonksiyonlar halkast C(X) bir ugucu halkadur.

Kanit. C(X) halkasinin kendisinden farkli bir [ ideali icin C'(X)/I Noether ise C(X)/I
yaribasittir ifadesinin dogrulugunun gosterilmesi yeterli olacaktir. O halde C'(X') halkasinin
kendisinden farkli bir [ ideali icin C'(X')/I Noether olsun. /I, C(X)/I bolim halkasinin
\/Q/I = P/I olacak sekilde bir asil ideali olsun. Eger P ideali C(X) halkasinin maksimal
ideali degilse [25, 14.8 ve 14.12]’den C'(X') / P boliim halkas zincir formunda sonsuz sayida
asal ideal igerir. Fakat bu C'(X)/P bolim halkasinin Noether olmasi ile celisir. O halde P
ideali C'(X') halkasinin bir maksimal idealidir ve [26, Corollary 2.6]’dan () = P’dir. I ideali
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C'(X) halkasinin sonlu tane asil idealinin arakesiti olarak yazilabildiginden, / kendisini

iceren sonlu tane maksimal idealin arakesitidir. O halde C'(X)/I yaribasittir. O

Ornek 4.2.3. [3, Example 3.3] T, [0, 00) araligimn reel sayilarin bilinen siralamast ile iyi
strali alt kiimelerinin sinifi olsun. S bir halka ve X, S halkasinin elemanlart ile ¢carpma

altinda degismeli bir degisken olsun. a, € S ve G € T igin

Z%XW

yeG

Sformundaki formal kuvvet serilerinden olusan R dogal toplama ve ¢arpma islemleriyle bir

halkadir. Detayli bilgi icin [27] kaynagina bakilabilir.

(1) Yukaridaki gibi tanmimlanan R halkast icin F' bir cisim olmak iizere S = F alimirsa R

halkast bir ugucu halkadr.

(2) Yukaridaki gibi tamimlanan R halkast icin S = 7 alimirsa R halkast ne Noether ne de

ucucu halkadir.

Tamim 4.2.1. [28, Definition 1.1] S bir halka ve A, S halkasinin bir sag ideali olsun. O
zaman

[s(A) ={z e S|zAC A}
alt halkasina A idealinin S halkasindaki ideallestiricisi denir.

e 7 7 0 Z
Ornek 4.2.4. [28, Definition 1.1] S = My(Z) A = , B = olsun. O
0 0 0 Z

zaman A, S halkasin sag ideali B ise sol idealidir. Bu durumda

Tanim 4.2.2. [28, Definition 2.1 ve 2.2] S bir halka ve A, S halkasinin bir sag ideali olsun. 7',
A C T CI(A) olacak sekilde bir alt halka ise 7" alt halkasina A idealinin alt ideallestiricisi
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denir. O zaman 1g € T ve A, T halkasinin idealidir. SA = S ise A idealine iiretken ideal

denir. Ornegin S basit halka ise sifirdan farkli her sag ideali iiretkendir.

Tanim 4.2.3. [28, Definition 3.1] S bir halka ve A, S halkasinin bir sag ideali olsun. Eger
S/A sag S-modiil olarak yaribasit (zorunlu olarak sonlu uzunlukta) ise A yarumaksimal ideal
oalrak adlandirilir. Dahast eger U basit sag S-modiilii ve n > 1 i¢in S/A = U™ ise A

idealine U tipli izomaksimal ideal denir.

Tamim 4.2.4. [28, Definition 4.1] S bir halka olsun. A, S halkasinin U tipli izomaksimal

iiretken sag ideali ise R = Is(A), U tipli temel ideallestirici olarak isimlendirilir.

Teorem 4.2.5. [28, Theorem 4.4] R = 15(A), S/A = U™ olan U tipli temel ideallestirici

olsun. O zaman U sag R-modiil olarak uzunlugu 2 olan bir tekserili modiildiir.

Asagidaki ornekte, S bir sag ucucu halka iken R halkasinin ne sag ugucu ne de sag Noether

oldugu bir R C S sonlu halka genislemesi verilmisgtir.

Ornek 4.2.5. [3, Example 3.7] S yaribasit Artin olmayan, yart Artin, V-halka ve A, S
halkasimin SA = S kosulunu saglayan bir sag ideali olsun. S/A bir basit sag S-modiildiir.
R = Is(A), A idealinin S halkasindaki ideallestiricisi olsun. U = S/A ile gosterelim. O
zaman Teorem 4.2.5’ten U sag R-modiilii uzunlugu 2 olan tekserili bir modiildiir. O halde R
halkast ucucu halka degildir. Ayrica Sonug 2.8.11°den S halkast Noether halka degildir. O
halde [28, Theorem 4.19]’dan R halkast da Noether halka degildir.
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5. SONUC

Modiil Teorisindeki yeni bir egilim, bir 6zelligin yalnizca tam olarak ne zaman karsilandigini
degil, ayn1 zamanda belirli bir modiiliin o 6zelligi tam olarak karsilamiyorsa ne ol¢iide
karsiladigim1 6lgebilen mekanizmalar gelistirerek modiillerin 6zelliklerinin incelenmesini
genigletir. Bu yaklasim, yalmzca 6zelligi karsilayan modiilleri degil, ayn1 zamanda kismen
veya hatta minimum diizeyde saglayan modiilleri de dikkate almaya izin verir. Son yillarda
bir modiiliin injektifligini 6l¢mek i¢in artan bir ilgi goren bir fikir olan injektiflik bolgesi
kavrami ortaya cikmistir. Bir modiiliin injektiflik bolgesi, belirli bir modiiliin injektiflik
derecesini 6lgmek i¢in tek mekanizma olmasa da iyi bir mekanizmadir. Bu mekanizmada
modiiller i¢in 6l¢iim araci portfdylerdir. Son zamanlarda yapilan ¢alismalar bir halkanin
injektif profilinin o halkanin 6zelliklerini anlamaya calisirken dikkate alinmasi gereken ilging
bir yap1 oldugu gercegine 1s1k tutmustur. Profil teorisi ¢esitlilik i¢inde biiylimektedir. Bu
tiir calismalar bir halka iizerindeki cesitli modiillerin injektiflik derecesini dl¢en bir yapi
olusturmay1 amaglayan bir makale olan [1] ile baglamig ve baglangicindan bu yana cesitli
yonlerde genigletilmistir. Lopez-Permouth ve Sarag [3], literatiire ilk kez kullanilan farkli
bir bakis acisiyla katki saglamay1 hedeflemislerdir. Bir halkanin Noether olmasinin belirli
modiillerin injektifligi tarafindan belirlendigi bilinmektedir. Lopez-Permouth ve Sarag [3],
bu 6l¢iiniin mutlak olmadigini, bunun yerine, bu belirli modiillerin injektiflik bolgelerinin bir

halkanin ne ol¢iide Noether oldugunu 6l¢meye hizmet ettigini gostermislerdir.

Bu tezde [3] makalesinde ele alinan kararli injektiflik bolgeleri ve u¢ucu halkalar kavramlari
incelenmistir. Oncelikle sonug ve orneklerin anlasilmasini saglayacak kapsamli bir &n
bilgiler boliimii hazirlanmig ve sonra bu kavramlar hakkinda elde edilen sonuglar ve 6rnekler
derlenerek profil teorisi lizerine ¢aligmak isteyen tiim arastirmacilar i¢in Tiirkce bir referans
kayna81 sunulmaya calisilmistir. Burada ele alinan kavramlarin, kullanilan yaklagim ve

yontemlerin yeni aragtirmalara yon verecegi diisiiniilmektedir.
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