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Bu tezin tasarimi, hazirlanmasi, yiiriitiilmesi, arastirmalarinin yapilmasi ve
bulgularinin analizlerinde bilimsel etige ve akademik kurallara 6zenle riayet
edildigini; bu c¢aliyjmanin dogrudan birincil iiriinii olmayan bulgularin,
verilerin ve materyallerin bilimsel etige uygun olarak kaynak gosterildigini
ve alint1 yapilan calismalara atfedildigine beyan ederim.
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BETA KESIRLi TUREV iCEREN BAZI MATEMATIKSEL
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Bu tez g¢alismasi dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde kesirli
tirev kavrami, gelisimi, kesirli tiirev ile iligkili baz1 6zel fonksiyonlar, cesitli
kesirli tiirev tanimlar1 ve bu tlirev kavramu ile ilgili literatiirde yer alan ¢aligsmalara
deginilmistir.

Ikinci boéliimde, Beta kesirli tiirev iceren bazi matematiksel modellerin
analitik ¢ozlimlerini bulmak i¢in 6nemli rol oynayan homojen denge prensibi agik
bir sekilde ifade edilmis ve Modifiye Kudryashov yontemi ele alinmistir.

Ucgiincii béliim tezin orijinal kismini icermektedir. Dért farkli beta kesirli
mertebeden denklemden ilki Chafee-Infante ve digerleri Geophysical KdV, Sig su
dalgasi, Gilson—Pickering denklemleridir. Burada denklemlerin tam c¢oziimleri
Modifiye Kudryashov yontemi kullanilarak elde edilmis ve elde edilen
¢oziimlerin ti¢ boyutlu grafiklerine her ¢oziimiin altinda yer verilmistir.

Dordiincii boliimde ise sonug ve Oneriler yer almaktadir.

ANAHTAR KELIMELER: Beta tiirev, Kesirli kismi tiirevli diferansiyel
denklem, Analitik ¢6ziim
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This thesis study consists of four chapters. In the first chapter, the concept
of fractional derivative, its development, some special functions related to
fractional derivative, various definitions of fractional derivative, and the studies in
the literature regarding this derivative concept are mentioned.

In the second part, the principle of homogeneous balance technique, which
plays an important role in finding analytical solutions of some mathematical
models containing Beta fractional derivatives, is clearly expressed, and the
Modified Kudryashov method is discussed.

The third part contains the original part of the thesis. The first of the four
different beta fractional order equations is Chafee-Infante and the others are
Geophysical KdV, shallow water wave, Gilson—Pickering equations. Here, the
exact solutions of the equations were obtained using the Modified Kudryashov
method, and three-dimensional graphs of the obtained solutions are included
under each solution.

In the fourth part, conclusions and recommendations are given.

KEYWORDS: Beta derivative, Franctional partial differantional equation,
Analytical solution
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1. GIRIS

Tiirev nedir sorusu ile karsilastigimizda, bagimli degiskenin (y) bagimsiz

degiskene (x) gore degisim miktarini ifade ettigini sdyleyebiliriz.

Tiirev kavrami ilk kez 1666 yilinda karsimiza ¢ikti ve bu kavram Newton
tarafindan gelistirildi. Newton ile ayni zamanlarda Leibniz de bu konu iizerine
aragtirmalar yapmaya baslamisti. Leibniz, tlirev kavrami ile ayn1 zamanda

diferansiyel denklemler iizerinde de calismalarda bulunmus ve tiirev hesabi icin

kullanilan (3%’) ifadesini ilk kez ortaya atmistir (Candogan 2019).

Yiizyillar Oncesinde baslayan, gelistirilen ve zamanla iyilestirilen tam
mertebeli diferansiyel denklemler, bilimin ¢esitli alanlarindaki problemlerin
modellenmesinde kullanilmaktadir. Zaman igerisindeki goézlemlere gore bazi
durumlarda tam mertebeli olarak ifade edilen diferansiyel denklemler yetersiz
kalmistir. Ornegin, tam sayili tiirevler genel anlamda lineer sistemler ve durumlar
icin uygundur, doga ve miihendislik uygulamalarinda karsilagilan bir¢ok farkl sistem
lineer olmayan ve belirsiz davranislarda bulunur. Bazi miihendislik ve fizik
sistemlerinde Ornegin, viskozite veya 1s1 transferleri siirecleri gibi durumlar igin
arayislar stirmektedir. Tam mertebeli diferansiyel denklemler dogada karsilastigimiz
bunlar gibi farkli durumlara istedigimiz cevabi1 veremeyebilmekte ve farkli soru
isaretlerine neden olmaktadir. Soru isaretleri olusturan ve eksikligi hissedilen bu
durumlar kesirli tiirev tanimi ile karsilasmamiza olanak saglamistir. Kesirli tiirev
tanim1 karsimiza ilk olarak 1695 yilinda tiirev ve integral ile ilgili ¢alismalardan yola

13

¢ikarak L’Hospital’in Leibniz’e * f(x) fonksiyonu ig¢in f™ (x) tam sayili

tirevinde n’yi, n = % seklinde alirsak ne olur?” sorusunu sormasi ve Leibniz’in bu
soru lizerine “Goriinlirde bir paradoks, ancak bir giin bundan faydali sonuglar
cikacaktir.” seklinde karsilik vermesiyle ortaya c¢ikmistir. Bu soru, kesirli tiirevi

giindeme getirmis ve bir¢ok matematik¢inin dikkatini ¢ekerek kesirli mertebeden

tiirev lizerine aragtirmalar yapmasina imkan saglamistir.



Leibniz’in 1716 yilinda vefat etmesinden sonra kesirli mertebeden tiirev ile
ilgili ¢aligmalar devam etmistir. Leibniz’den sonra 1783 yilinda Leonard Euler bu
alanda temelleri olugturmus ve faktoriyel terimini genellestirerek matematikte dnemli
bir kavram olan “Gamma fonksiyonunu” tanitmistir ve bu fonksiyonun kesirli
analizde Oonemli bir yeri vardir (Weilbeer 2005). 1813 yilinda Joseph Louis
Lagrange, 1822 yilinda Joseph Fourier (Stinga 2022). 1823 yilinda Niels Henrik
Abel, 1829 yilinda Augustin-Louis Cauchy, 1832 yilinda Liouville, 1847 yilinda ise
Riemann-Liouville ortak ¢alisma yapmislardir, Riemann ve Liouville kesirli tiirevler
icin formel matematiksel tanimini vererek Riemann-Liouville kesirli tiirev
operatoriinii gelistirmislerdir (S6kmen 2012). Bu tanim ile kesirli tlirevlerin teorik
temellerini olgunlastirmiglar ve gilinlimiiz modern kesirli analiz c¢aligmalar1 igin
temeller olusturmuglardir. 1930 yilinda Paul Levy, kesirli tirevler ile ilgili
“olasiliksal yaklasim” gelistirmis ve kesirli tiirevin daha fazla uygulama alaninda
kullanilmasina imkan saglamistir (Benson 1998). 1974 yilinda Oldham ve Spanier
ortak calismasi ile kesirli tiirevin farkli alanlarda kullanilmasini incelemisler ve diger
bilim dallarinda fizik, miihendislik gibi alanlarda da nasil uygulanabilecegini bir
calisma ile anlatmiglardir (Karci 2014). 1998 yilinda Podlubny ise kesirli tiirev
iizerine genis capli bir kitap “Fractional Differantial Equations” yazmistir ve bu
kitap, kesirli analiz arastirmalar1 i¢in Onemli bir bagvuru kaynagi haline gelmistir
(Podlubny 1998). Podlubny'nin g¢aligmalari, modern kesirli tiirev uygulamalarini

gelistirmistir.

Kisaca Kesirli tiirev tanimi, L Hospital’in Leibniz’i merakla sordugu soru ile
baglamig, ardindan Euler, Fourier, Liouville gibi giiniimiizde bir¢ok faydasi olan
matematikgilerle gelistirilmis ve Riemann-Liouville yaklagimi ile giiclenmis ve
olgunlagsmistir. 20. yiizyilda bu tanim, Oldham ve Spanier ile modern uygulamalarda

hayat bulmus ve gliniimiizde bir¢ok bilim dalinda kullanilmaktadir.

Kesirli tiirevdeki cesitlilik, problemin dogasina uygun olan tanimin
secilmesine ve dolayisiyla en uygun ¢oziimiin elde edilmesine imkan saglamstir.
Glinlimiizde popiiler olan kesirli tiirev tanimlar1 arasinda ise Riemann-Liouville,
Beta, Conformable, Caputo, Griinwald-Letnikov, Weyl, Hadamard, Atanga-Baleanu

bulunmaktadir.



Kesirli tiirev, matematik, fizik ve miihendislik alanlarinda problemlerin
modellenmesi ve ¢oziimlenmesinde daha iyi sonuglar saglayabilir. Kesirli tiirevler,
dinamik sistemlerin kontrol teorisinde (Selvam ve Govindaraj 2024), viskoelastisite
problemlerinin formiilasyonunda ve ¢0ziimiinde, materyallerin mekanik ve
elektriksel 6zelliklerinin modellemesinde, ses sinyallerinin modellenmesinde (Sun,
ve dig. 2018), biyolojide, g¢esitli materyallerin 06zelliklerinin tanimlanmasinda
(Ozpmar 2020) ve elektrokimyada (Oldham 2010) kullamlmaktadir. Ayrica 1s1
iletimi, elektrik, mekanik, kaos, fraktal gibi alanlarda da kesirli hesabin kullanildig:

gozlemlenmektedir (Atangana 2015).

Bundan sonraki asamada kesirli tlirevlerin kullanilmas ile ilgili diger konu ve
caligmalarda oldugu gibi avantajlarina, kesirli tiirevin kriterlerine, literatiirde sik sik
karsilagtigimiz ve daha 6nce de bahsi gecen popiiler bazi kesirli tiirev tanimlarina yer

verilecektir.

1.1 Kesirli Tiirevin Avantajlar:

1- Diizensiz difiizyon olay: fizik, kimya ve biyoloji alanlarinda gozlemlenir.
Bu tiir olaylar1 karakterize etmek i¢in sabit mertebeden kesirli diflizyon
denklemleri kullanilmaya baglanmis ve biiylik bir basar1 elde edilmistir.
Ancak, sabit mertebeden kesirli diflizyon denklemlerinin, homojen
olmayan veya heterojen ortamlarda bazi karmasik diflizyon siireclerini
karakterize edemedigi tespit edilmistir (Atangana 2015). Ek olarak,
gozenekli ortamdaki difiizyon siirecini ele aldigimizda, ortam yapisinin
veya dis alaninin zamanla degismesi durumunda, sabit mertebeden kesirli
difiizyon denklemi modeli bu tiir olgular1 iyi karakterize etmek i¢in
kullanilamaz. Bununla birlikte, bazi biyolojik diflizyon siireclerinde,
parcaciklarin konsantrasyonu diflizyon modelini belirler. Buradaki
sorunlar1 ¢6zmek icin degisken mertebeli (VO) kesirli difiizyon denklemi
modellerinin kullanilmasi 6nerilmektedir.

2- Degistirilmis Riemann-Liouville kesirli tiirev olan Jumarie (Firat 2023)

taniminda, herhangi bir siirekli fonksiyonun tiirevlenebilir olmasi



gerekmez; bir sabitin kesirli tlirevi sifirdir ve daha 6nemlisi, bu tanim tim
fonksiyonlar i¢in orijindeki tekilligi ortadan kaldirir (Atangana 2015).

3- Riemann-Liouville kesirli tiirevinde, keyfi bir fonksiyonun orijinde
stirekli ve diferansiyellenebilir olmas1 gerekmez (Atangana 2015).

4- Caputo kesirli tiirevlerinin en biiyiilk avantajlarindan biri, tamsay1
mertebeli baslangic ve siir kosullarini problem formiilasyonuna dahil
edebilmesidir. Buna ek olarak, herhangi bir sabitin tiirevi sifirdir. Caputo
tiirevi, gergek diinyadaki problemlerin modellenmesinde daha siklikla
kullanilan bir kesirli operatordiir (Atangana 2015).

5- Dogas1 geregi yerel olan kesirli tiirevler, son derece diizensiz ve higbir
yerde diferansiyellenebilir olmayan fonksiyonlarin kesirli
diferansiyellenebilme 0&zelliklerini incelemede faydalidir (Atangana
2015).

6- Yerel kesirli tiirevler, Leibniz kurali ve zincir kuralini saglar, bu da onlar
analitik olarak giiclii bir ara¢ haline getirir (Atangana 2015).

7- Kesirli analiz, sistem analizinin gelisiminin Onceki islemlere olan
bagimliliginm1 kapsamli sekilde dikkate alarak kolayca ifade edebilir.
Ancak tamsay1 hesabi, yerellik karakteristigi sebebiyle sistemin ge¢mis
yapisini ifade etmekte yetersiz kalmaktadir (Atangana 2015).

8- Kesirli analizle ifade edilen teorik modeller, tam sayili mertebeyle ifade
edilen modellere nazaran deneysel verilerle daha uyumludur. Karmagsik
fiziksel mekanik problemleri tanimlarken, kesirli analiz ile ifade edilen
modelin daha net bir fiziksel anlami ve daha basit bir ifadesi oldugu

ortaya konulmustur (Atangana 2015).

1.2 Kesirli Tiirev Operator Kriterleri

Bu boliimde, kesirli tiirev olarak adlandirilacak operatoriin saglamasi gereken
kriterleri belirtecegiz. D bir operatdr olsun, o zaman D asagidaki kosullar1 sagliyorsa

kesirli tiirev olarak adlandirilir (Atangana 2015):

1- Secilen bir giris degerindeki bir fonksiyonun kesirli tiirevi, bu giris

degerine yakin fonksiyonun degisim hizini gosterir.



2- Sifirmer mertebeden D (f), f’yi verir.

3- a,b € R olmak iizere D kesirli tiirev operatorii dogrusaldir, yani;
D(af(t) + bg(t)) = aD(f(t)) + bD(g(t)).
4- a € Rigin D kesirli tiirev operatdrti, sabit ile carpim kuralini saglar, yani;
D(af) = aD(f).
5- D kesirli tlirev operatorii, toplam kuralini saglar, yani;
D(f +4g) = D(f) + D(g).

6

D kesirli tiirev operatorii, ¢ikarma kuralini saglar, yani;

D(f —g) =D(f) — D(9).

7

D kesirli tiirev operatorii, carpim kuralin1 saglar, yani h(x) = f(x)g(x)

fonksiyonu;

D(h(x)) = D(f())g(x) + F)D(g()).

8

D kesirli tiirev operatorii, zincir kuralin1 saglar, yani f ve g fonksiyonlar

icin, h(x) = f ( g (x)) olmak tizere,

D(h(x)) = D(f(x))g' (x) = f'(x)D(g(x)).

9

f fonksiyonunun tersi bir g fonksiyonu ise, g(f(x)) = x ve f(g(y)) =

y olmast durumunda

IR

PO =5y

10- D kesirli tiirev operatorii, carpmaya gore tersi kuralini saglar, h(x) =
1

5% (f(x) # 0) olmak iizere,



D(f(x))

D(h(x)) = — (f(x))z .

11- D kesirli tiirev operatorii, bolim kuralim saglar, yani f ve g

fonksiyonlar1 i¢in g’nin sifir olmadig1 her yerde;

D (9 _ D(f)gg—zD(g)f_

12- Herhangi bir agik aralikta D(f (x)) >0 ise o zaman f bu aralikta
artandir.

13- Herhangi bir agik aralikta D(f (x)) <0 ise o zaman f bu aralikta
azalandir.

14- Herhangi bir agik aralikta D( f (x)) = 0 ise 0 zaman f bu aralikta sabittir.

15- D kesirli tlirev operatorii yukaridaki kriterleri saglar ve G , D
operatdriiniin tersidir, o zaman G kesirli integral operatoriidiir.

16- D kesirli tiirev operatorii, geriye doniik uyumlulugu saglar, yani mertebe

tamsay1 oldugunda, D tamsay1 mertebeli tiirevlerle ayni sonuglari verir.
1.3 Bazi Ozel Fonksiyonlar

1.3.1 Gamma Fonksiyonu

Kesirli mertebeden tiirevin en bilinen fonksiyonlarindan biridir. Leonard
Euler, n! kavramini genellestirerek, faktoriyelin sadece tam sayilar icin degil,
kompleks ve kesirli sayilar1 da ele alarak temelini olusturmustur. I'(t) seklinde ifade

edilir. Gamma fonksiyonu,

[0e]

I'(t) = f xt7le™*dx, t>0

0

seklinde tanimlanir (Miller ve Ross 1993) ve genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu

olarak da bilinmektedir.



Temel Ozellikleri:
F'x+1)=xl'(x), x>0

'x)=((x-1), x €N

seklinde ele alinir.

1.3.2 Beta Fonksiyonu

Beta fonksiyonu, fS(a,b) seklinde ifade edilir. Gamma fonksiyonu ile ig
icedir.

1

p(a,b) = fx“‘l (1 —x)P"1dx

0

burada a > 0 ve b >0 kosullar1 saglanir. Bu fonksiyon, olasilik-istatistik
dagilimlarinin  incelenmesi, kalkiilis ve matematiksel analiz alanlarinda

kullanilmaktadir (Yang ve Zhang 2019).

Temel Ozellikleri:

1.Simetri: $(a,b) = B(b,a) esitligini saglar, yani fonksiyon simetriktir.
2.Gamma fonksiyonu ile Beta fonksiyonu arasindaki iliski:

r(a)r)

Pl = Tarn

seklinde ifade edilir (Miller ve Ross 1993).



1.3.3 Hata Fonksiyonu (erf):

Hata fonksiyonu (erf)
2 X
—t2
erf(x) = fe dt, x eR
) \/EO

seklinde tanimlanir. Hata fonksiyonu (Aggarwal 2019) genel olarak fizik,
mithendislik, olasilik ve istatistik alanlarinda kullanilir. Normal ya da Gauss
dagiliminin birikimli dagilim fonksiyonunu (CDF) hesaplamak i¢in kullanilir. Hata
oranlar1 ya da bir durumun belirli bir siirede ger¢eklesmesi beklenen olasiligini tespit

etmek icin kullanilir.
Temel Ozellikleri:

1.Simetri: erf(—a) = —erf(a) esitligini saglar, yani hata fonksiyonu simetrikligi

saglar.

2.Asimptotik davrams: lim erf(a) = 1’ e yaklasir.
a —> oo

3.Komplemanter hata fonksiyonu: Siklikla hata fonksiyonu tiimleyeni ile kullanilir

ve (erfc) seklinde gosterilir.

Erfc(a) = 1 — erf(a)

1.4  Kesirli Mertebeden Tiirev ve Integral Yaklasimlari

Sikea karsilastigimiz kesirli mertebeden tiirev ve integral yaklagimlarindan en
yaygin ve klasik olanlar1 bu boliimde ele alinmigtir. Uzun yillardir birgok bilimsel
caligmalara katki saglamis olan kesirli tiirev tanimlarindan bazilari; Riemann-

Louville, Caputo, Griinwald-Letnikov, Hadamard, Atanga-Baleanu’dir.



1.4.1 Riemann-Liouville Kesirli Tiirev ve Integral Yaklagim

f fonksiyonu V (a,t) sonlu araliginda siirekli, ayn1 zamanda 0 < a < t, ve
p > 0 olmak iizere p. mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali

1
T'(p)

REDTPF(E) = — [(t— P f (v)de

seklinde ele alinmaktadir (Podlubny 1998).

k — a >0 olmak iizere a sayisim ele alirsak, (k- a). mertebeden

Riemann-Liouville kesirli tirevi

b 1 dk ot -
RLpk=af(t) = T fa(t -0 f(t)dr, 0<a<1) (1.1)
seklinde tanimlanmaktadir. Bu integralin yakinsak olmasi i¢in « > 0 olmaldir.

(1.1) ifadesinde p = k — a alinirsa

1 d*
DI = g | (€= D (D

a

T atk

N d_k'(Rcll,Dt—(k—p)f(t)),(k —1<p<k) (1.2)

sonucuna ulagilir (Podlubny 1998).

1.4.2 Caputo Kesirli Tiirev ve Integral Yaklasim

Rimeman-Liouville kesirli mertebeden tiirev tanimi, kesirli mertebeden tiirev
ve integraller teorisinin gelisimi {izerinde biiylik rol oynamistir. Bununla beraber
modern teknolojinin gelisimi ile olusan taleplerin ve saf matematiksel yaklagimin
daha iyi tanimlanmasi icin teorik olarak gelistirilmesi ve revize edilmesi gerektigi
ortaya ¢ikmustir. Ozellikle viskoelastike (Bhangale 2023) ve kalitsal kat1 madde
ozelliklerini daha iyi agiklamak i¢in kesirli mertebeden tiirevlerin kullanildig: farkl
bircok c¢alisma yapilmistir. Bu c¢alismalarla kesirli diferansiyel denklemler

tiretilmistir. Ortaya ¢ikan bu denklemleri formiile etmek i¢in ise uygun baslangic
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kosullar1 gerekli hale gelmistir. Uygulamali problemlerin fiziksel olarak daha iyi
aciklanabilir olmasi i¢in baslangi¢ kosullarinin  f'(a), f"”(a) .. vs. gibi
kullanilmasina firsat tantyan kesirli tlirev tanimlarina gereksinim duyulmustur. Fakat
Riemann-Liouville yaklasimi k = a da Riemann-Liouville kesirli mertebeden

tiirevinin limit degerlerini igeren baslangi¢ kosul sartin1 igermektedir. Ornegin;
burada b; , t = 1,2, ..., n verilen sabitlerdir, yani;
lim REDELf (k) = by,

lim *DE2F(K) = by,

lim FEDETF (k) = by (13)

seklinde ifade edilir. Bu sekilde baslangi¢c kosullar1 kullanilan keyfi bir baslangi¢
deger problemleri matematiksel sekilde ¢ozlilmiistiir fakat ¢oziimleri faydali olmamis
ve pratikte kullanigsiz olmustur. Bdyle baslangic kosullarinin fiziksel yorumu

bulunmamaktadir (Podlubny 1998).

Bu durum bir sorun haline gelmistir ve Caputo tarafindan gelistirilen;
f'(a),f"(a), ... gibi tamsayr mertebeden tiirevlerin k = a noktasindaki limit
degerlerini iceren kesirli mertebeden tiirevleri bulunan diferansiyel denklemler icin
onerilen baslangi¢-deger problemlerinin baslangi¢ kosullarini formiilize eden Caputo
yaklagimi ile ¢Ozllmiistiir. f fonksiyonu, n kez siirekli diferansiyellenebilir olmasi

sart1 ile Caputo tarafindan kesirli mertebeden tiirev tanima,

- 1 kM@
GDEf(k) = DD (k) = s |, (k_,)afl_n dt, n—1<a<n) (1.4)

seklinde ifade edilmistir (Podlubny 1998).
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1.4.3 Griinwald-Letnikov Kesirli Tiirev ve Integral Yaklasim

f, siirekli bir fonksiyon olsun. (k = 1,2, ..., m + 1), f* tiirev fonksiyonlar1 da
[a,t] arahiginda siirekli ve m € Z olmak iizere, (n<p <m+1) igin p.

mertebeden f fonksiyonunun Griinwald-Letnikov kesirli tiirevi (Podlubny 1998);

UDPF@®) = lim AP i(—nf O)re—m

nh=t-a

_N @ =) 1 PO
_,Z:O F(-p+k+1) +F(—p+k+1)L(t_T)p R @de

seklinde tanimlanmistir. Bu tanimda

(p) _pp—-Dp@-2)..(p—r+1)
r/ !

seklinde ifade edilmistir.

f fonksiyonunun p. mertebeden Griinwald-Letnikov kesirli integrali, f

fonksiyonu [a, t] araliginda siirekli olmak kosuluyla

n

U= Yim by [T fe—rh) =

1 t p-1 d 1.5
) f (t—oPf@dr (15)

seklinde tanimlanir. Burada

[p] _pp+D@+2)..(p+7r+1)
r r!

olarak alinmistir.

Burada f fonksiyonun tiirevi (f'), [a,t] araliginda siirekli, dyleyse (1.5)

denkleminin sagina bir kez kismi integrasyon uygulandiginda

L f@E-ar 1 [ ,
W) = He o+ oy [ -0 @

11



denklemi elde edilir. Bu fonksiyona [ + 1 defa kismi integrasyon uygulanabilir, o

zaman (1.5) denklemi ile

S FE@)(t — a)Pt 1
Tp+k+1)  To+I+1D f

D Pf() = (t —)P*" fED(D)de

denklemi elde edilir (Podlubny 1998).

1.4.4 Hadamard Kesirli Tiirev ve Integral Yaklasimi

h(z) fonksiyonu, sonlu (a,b) arahginda siirekli ve n kere
diferansiyellenebilir olsun, @ € R olmak sartiyla, h(z) fonksiyonunun Hadamard

kesirli turevi

1
rn—-a)

D¢ (h(z)) = (z di)n JZQog &yt MO gy, (a <z<b)

seklinde tanimlanmistir (Atangana 2015).

1.5 Beta Kesirli Tiirevi, integrali, Bazi Tanim ve Teoremler

Bu boéliimde beta kesirli tiirevi, integrali, bazi tanim ve teoremler ele alinacaktir.

Tamm 1.5.1: a € R ve g: [a, ) — R bir fonksiyon olmak iizere, g fonksiyonunun

p-tiirevi;

gttt et+ ) —g®
pf(g(t)) = {lim ,t>00<p<1

-0 )

g(t) t20,p=

seklinde ifade edilir. Burada I, gamma fonksiyonudur.

Yukarida verilen tanimda limit mevcutsa, g fonksiyonunun - tiirevlenebilir oldugu

agiktir. 8 = 1 igin, Df (g®) = % (g(t)) oldugu goriiliir.
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Bununla birlikte, diger kesirli tiirevlerden farkli olarak, bir fonksiyonun £-
tiirevi, birinci mertebeden tiirev gibi ayni sekilde belirli bir noktada yerel olarak

tanimlanabilir (Atangana 2015).

Teorem 1.5.1: Beta kesirli tiirev operatori, bolim (1.2) de ifade edilen olan

kriterleri saglamaktadir (Atangana 2015).

Teorem 1.5.2: f: [a, 0] — R seklinde verilen bir f fonksiyonu x, = a, B € [0,1]

olacak sekilde x, noktasinda (- tiirevli ise x,’da siireklidir (Atangana 2015).

Ispat: f fonksiyonunun f3- tiirevlenebilir oldugunu kabul edelim,

f (b0 + elto + ) ) = F(20)

D (f(t0)) = lim

£
Ancak,

li 1 1-B8
81_1}310@04‘5(750"'@) ) — f(to)

_ limf(to + ety + rﬁ))l_ﬁ ) — f (o) .

-0 &
= D/ (f(t)).0 = 0
Buradan,

Lim f <t0 +e (to + %ﬁ))l_ﬁ)
= (g_r)%f <t0 + & (to + %ﬁ))l_ﬁ) — f(to)> + f(to)

=0+ f(to) = f(t)

seklinde ifade edilir. Buradan;
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1-p

t=ty+ s<t0+%ﬁ))

oldugunu varsayalim,

(t = to)

(to + %ﬂ))l_ﬁ

Boylece,

lim f@®) = f(to) (1.6)

(t—to)
B -
(covrc)

1-p
(o + ﬁ) # 0 oldugundan (1.6) denklemini tekrar ifade edebiliriz,

Jim FO=F()  yada lim f(0) = f(to)

seklinde ispat tamamlanmaktadir (Atangana 2015).
Teorem 1.5.3: (Ortalama Deger Teoremi)

f:la, b] - R olmak {izere siirekli bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyon belirtilen [a, b]
kapali araliginda f - tirevlenebilir ve a <b i¢in (a,b) agik araliginda

tiirevlenebilirdir. O zaman (a, b) agik araliginda 6yle bir ¢ noktas1 vardir ki;

b) —
DY (F(©) = h(p,c,a, ) 2 =11@)

Denklemde h
_ 1 \1- 158
JRCE [(c+r(ﬁ)) et ]
h(ﬁlclalb)_ b b+ 1 1_3 + 1 1_3
&+ 56 a(a+ 55

olarak ifade edilmektedir (Atangana 2015).
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Teorem 1.5.4: f:[a,b] » R, olmak iizere siirekli bir fonksiyon olsun. [a, b] kapali

araliginda f fonksiyonunun 2(- tiirevi

pFf(rw) = pf (DE(r®)), 0<p=<1

seklinde ifade edilir. Genel olarak f fonksiyonunun nf- tiirevi

p’(rw) = of (D" (r®)). 0<p =1

seklinde verilir (Atangana 2015).

Uyan 1: Bir fonksiyonun nf- tiirevinin, o fonksiyonun onceki (n — 1)f- tiirevleri

hakkinda bilgi verdigi agiktir.
Ornegin;

1 -B 1-8

D (f(D) = (t + Tﬁ))l_ﬁ [(1 o) (t i Tlﬁ)) fr+ (t + %ﬁ)) Fr

bu durum, baska herhangi bir tiirev tarafindan saglanmayan 6zgiin bir bellek 6zelligi
verir. § = 1 i¢in, f fonksiyonunun ikinci mertebeden tiirevine karsilik gelir, yani

klasik tiirevlere geri doniildiigii seklinde ifade edilir (Atangana 2015).

Sonu¢ 1.5.5: f:[a,b] » R, f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli bir fonksiyon

olmak iizere, @ # [ ise,

pf (pg(r(®)) = g (DE(f (1))
seklinde ifade edilir (Atangana 2015).

Tamm 1.5.6: f:[a,b] - R, f siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda f’nin f3-

integrali (a, b) agik araliginda asagidaki gibi tanimlanir.

t g1

? (F) = f <x+Tlﬁ)) £0)dx.
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Burada verilen integral Atangana f-integrali olarak adlandirilmaktadir. (Atangana

2015).

Teorem 1.5.7: f siirekli bir fonksiyon olsun. O halde,

pf (£ (F®)) = £(t)

olur.

f fonksiyonu her x > a i¢in - tiirevlenebilir olsun. O halde;

i (Df(F®)) = f© - fF@
olarak gosterilir (Atangana 2015).

Ispat: f,(a,b) acik araliginda siirekli bir fonksiyon olsun ve F(t) = Itﬁ ( f (t))
olarak ifade edilsin. - kesirli tiirev tanimindan,

F (t + et + %ﬁ))l—ﬁ ) —F(®

&

4of (41f (f®)) = lim

burada F(t) = If ( f (t)) koydugumuzda denklem,

1F(r ) (t + oot +—)1F ) S H0)

= lim L)
-0 &

olarak yazilir, dyleyse

1

l. fa(H g(HTB))l_ﬁ)(x + %ﬁ’))ﬁ_l flx)dx — f:f(x) (x +
= lim

-0 &

1

B-1
)|

denklem yazilabilir. Burada € — h ve h — 0 olacak sekilde

(t+h) ot
i J. T f@)dx — [ f(x) dx .

h—0 h

bulunur (Atangana 2015).
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Tanim 1.5.8: f fonksiyonu, x ve y bagimsiz degiskenler olmak iizere iki degiskenli
bir fonksiyon olsun. Oyleyse f fonksiyonunun x degiskenine gére f- kismi tiirevi,

1

' y) = f(xY)

&

f(x+e(x+

DZ(f(x,y) = lim
seklinde tanimlanir (Atangana 2015).

Teorem 1.5.9: f, [a, oo] araliginda R de tanimli yerel tiirevlenebilir bir fonksiyon

oldugunu kabul edelim; bu durumda f, - tiirevlenebilir de olur (Atangana 2015).

Ispat: f tiirevlenebilir ise, asagidaki islemde limit mevcuttur.

I f@t+h)—f(©)
m .
h—0 h

Bu durumda asagidaki islemin limitinin de var oldugunu ifade ederiz.

h) — 1 \"7*
}lig(l)f(H})l @ <t+m) . (1.7)

1\t L)'
Burada eger € = h (t + %) olarak alirsak, bu durumda h = ¢ (t + %) )

olacag ifade edilir. Sonug olarak (1.7) yeniden formiile edilebilir.

1 \1-A
limf<t+e(t+rﬁ)) )—f(t)

-0 &

= 87 (f ().
Ispat tamamlanir (Atangana 2015).

Yukaridaki teorem ve tanimlarda da bahsedildigi tizere - kesirli tiirev bir¢ok
temel teoremde kullanilir ve yerel tlirevin sagladigi oOzelliklerin ¢ogunu
saglamaktadir. Kesirli tiirevin sagladigi bu avantaj ve kriterler; matematik, fizik ve
miihendislik alanlarinda kullanilmig, bilimsel bir¢ok popiiler olan ¢alismalara konu
olmus ve grafiklerin dogrulugunu saglamaya yardimci olmustur. Bir sonraki kisimda
gectigimiz donemde bir¢ok makale ve calismaya konu olmus f- kesirli tlirevin

kullanildig: ¢aligmalardan s6z edilecektir.
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Chakrabarty ve dig. (2024) yayinladiklar1 makalesinde f —kesirli tiirevi, M-
kesirli tlirevi ve ¢esitli tiirevler yardimiyla Kerr yasast CGL modeli kullanarak optik
soliton ¢oziimlerini tiiretmisler ve bu ¢oziimleri klasik tlirevlerle karsilastirmig ve
bunlar {izerinden analiz sunmuslardir. Demirbilek (2024) yayinladiklar1 makalesinde
p —kesirli tiirevi, M-kesirli tiirevi kullanarak, kesirli parametrelerin kesirli dogrusal
olmayan yogunluk bagimli reaksiyon difiizyon denkleminin soliton dalgalarinin
dinamik tepkisi iizerindeki etkilerini aragtirmiglardir, soliton dalgalarinin
dinamiklerinin anlagilmasini saglamislardir. Alsayaad ve dig. (2024) yayimladig
makalesinde degistirilmis Sardar alt denklemi yaklasimi, Beta kesirli tiirevli (1 + 1)
boyutlu zaman kesirli bagli dogrusal olmayan Schrédinger modelinin soliton
coziimlerini bularak optik ¢oziimler elde etmislerdir. Zhang ve dig. (2024)
makalesinde ¢ift zincirli DNA'nin dinamiklerini anlamak i¢in kaos teorisini ve kesirli
tirevleri kullanmis, bunun ile birlikte hem tekil hem de periyodik c¢o6ziimler
sunmustur. Talatha ve dig. (2024) calismasinda kapali form dalga ¢oziimleri, (4 +
1) — boyutlu kesirli Davey—Stewartson-Kadomtsev—Petviashvili ~ denklemi,
degistirilmis yardimci denklem yontemi ve Jacobi eliptik fonksiyon yontemi
kullanarak arastirmalar yapmislardir. Serbest parametrelerin genlikler ve dalga
davraniglar1 tizerindeki etkileri gosterilmistir. Kurt ve dig. (2024) calismasinda beta
tiirevi ile lazer termoniikleer fiizyonunda ortaya ¢ikan goreli elektronlarin bir modeli
olan dogrusal olmayan Klein-Fock-Gordon (KFG) denkleminin kesin ve yar1 analitik
coziimlerini elde etmislerdir, elektron modellemesi {lizerine ¢alisma yapan kisilere
yeni bir bakis acis1 saglamiglardir. Aljohani ve dig. (2024) makalesinde kesirli Sasa-
Satsuma denkleminin soliton ¢oziimlerini elde etmek i¢in ilk kez genisletilmis
dogrudan cebirsel yontemi uygulamislardir. Optik fiberlerde ultra kisa darbelerin
iletimi ve etkilesimi {izerine yeni yaklasimlar sunmuslar ve literatiirde daha 6nce
bulunmayan yeni ¢ézlimler 6nermislerdir. Kurt ve Alakus (2024) makalesinde beta
kesirli tiirev iceren Chafee-Infante denkleminin tam ¢dzlimlerini ele almis ve genel
coziimde Wolfram Mathematica kullanilarak ayriklagtirma, normalizasyon veya
indirgemeye gerek duymadan 3 boyutlu grafikler ile ¢oziimlerin fiziksel ve

geometrik davranislart incelenmistir.

Verilen bu caligmalar sadece gectigimiz bir yil i¢inde ele alinmis ve hepsi
birer makale haline getirilmistir. Oncesinde de bir¢ok calisma yer almaktadir. Son

olarak bahsettigimiz Kurt ve Alakus’un (2024) yapmis oldugu calisma, bu tez
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caligmast sonucunda elde edilen bulgulardan yararlanarak makale haline

dontstiirilmiistiir.

Bu tez calismasinda Beta kesirli mertebeden tiirevli denklemler ele alinmis ve
denklemlerin ¢oziimlerinde Modifiye Kudryashov yontemi kullanilmistir. Beta
kesirli tlirev kullanilarak elde edilen bu denklem ¢oziimleri ve bu ¢odziimlerin
grafikleri daha once literatiirde rastlanmadigindan bu konuda 6ncii olma 6zelligine
sahiptir. Dolayisiyla yapilan ¢aligmalar neticesinde orijinal sonuglar ve grafikler elde

edilmistir.
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2. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, ilk olarak yontem ve denklemler i¢in onemli rol oynayan
homojen denge prensibi acik bir sekilde ele alinacak ve daha sonrasinda Modifiye
Kudryashov yontemi aciklanarak denklemlerde uygulama alanlart ve grafikleri

gosterilecektir.

2.1 Homojen Denge Prensibi

Homojen denge sayisi, toplam seklinde verilen tam ¢oziimiin iist sinirini ifade
eder. Lineer olmayan bir adi diferansiyel denklemde en yiiksek mertebeden lineer

terim ile en yiiksek dereceden lineer olmayan terim arasinda sabit bir say1 elde edilir.

Bir adi diferansiyel denklemde en yiiksek mertebeden lineer terim % ve en yliksek

; . dmu\S . oy v e e
dereceden lineer olmayan terim uP (ﬁ) seklinde verilsin. u = tV doniisiimii

yapilirsa p, q, 7, s pozitif tam say1 ve N homojen denge sayist olmak {izere homojen
denge bagintist N+ q = Np + s(N +r) scklinde elde edilir. Bu denklemde N

pozitif homojen denge sayisina ulasilir (Tasbozan ve dig. 2016).

2.2 Modifiye Kudryashov Yontemi

Bu boliimde denklemin ¢oziimiinde kullandigimiz Modifiye Kudryashov
Yontemi kisaca ifade edilecektir. Kesirli mertebeden lineer olmayan kismi tiirevli

diferansiyel denklem (Kurt ve Alakus 2024);

o, 80w du 6P (8Fu\ &'u & (8Fu _0 2.1
W atﬁ '5x'6tﬁ 6tﬁ ’6x2'6x 6tﬁ ) aen = ( . )

olmak tizere, burada u = u(x,t) aranan fonksiyon ve F, bazi fonksiyon ve 0zel

degiskenlere bagli lineer olmayan terimler igeren aymi zamanda u(x,t)
fonksiyonunun yiiksek mertebeden tiirevli terimlerini iceren polinomdur. Ele alinan

yontem dort adim ile agiklanacaktir.
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B
(t+7)

n
Adim 1. § = mx + olmak tizere; zincir kurali yardimi ile (2.1) denklemi

GU,U,U",..)=0 (2.2)

lineer olmayan tam mertebeden adi diferansiyel denklem formuna indirgenir. Burada
G, U (&) fonksiyonunu ve tiirevlerini iceren bir polinom olup, U’ ifadesi ise U’nun

yeni bagimsiz degisken &’ye gore tam mertebeden adi tiirevlerini ifade etmektedir.

Adim 2. (2.2) denkleminin ¢dziimiiniin

N

UE = > ad'© +ay 23)

=1

formunda oldugunu kabul edelim. Burada ay #0 ve a;(i =1,2,..,N) keyfi
sabitleri daha sonra belirlenecektir. N sayisi ise homojen denge prensibi ile bulunur.

(2.3) denklemindeki ¢ (&) fonksiyonu

¢’ (&) = (¢*(§) — ¢()In (k) (2.4)
diferansiyel denklemini saglayan bir fonksiyon olsun.

Burada k > 1 ve (2.4) denkleminin genel ¢6ziimii

d(¢) = (2.5)

1+ dk¢

formundadir.

Adimm 3. (2.3) denklemini (2.4) denklemi ile birlikte (2.2) denkleminde yerine
yazarsak ve ¢'(§) fonksiyonlarinin katsayilarmi sifira esitlersek a;(i = 0,1,2, ..., N),
m ve n’ye bagli cebirsel bir denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi

bilgisayar programi yardimi ile ¢oziilerek aranan degerler bulunur.

Adim 4. Ilk ii¢ adimda elde edilen degerler (2.3) denklemi ve (2.5) denklemi
kullanilarak yerine yazilirsa (2.1) kesirli mertebeden lineer olmayan kismi tiirevli

diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii elde edilir.
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3. BULGULAR

3.1 Beta Kesirli Mertebeden Chafee-Infante Denkleminin Coziimii

Bu bolimde Modifiye Kudryashov yontemi kullanilarak beta kesirli
mertebeden chafee-infante denkleminin genel ¢oziimii elde edilecektir. Chafee-
Infante denklemi, 1s1 transferi ve faz gecisleri gibi fiziksel ifadelerde, ekosistem
modellemelerinin biyolojik analizlerinde, kimyasal reaksiyonlarin yayilimindaki

davranig degisikliklerini ¢6ziimlemede dnemli ve biiylik bir yere sahiptir.

Beta zaman kesirli mertebeden Chafee-Infante denklemi (Kurt ve Alakug 2024);
Dfu —Du+Aud—u)=0 3.1

seklindedir. Burada zincir kurali ile birlikte

n(t +%ﬁ))ﬁ

E=mx+ 5 (3.2)
dalga doniistimii kullanilarak (3.1) denklemi
nu'(§) —m*u”"(§) + A((w(@))® —u(§) =0 (3.3)

seklinde lineer olmayan tam mertebeli adi diferansiyel denkleme doniisiir. Bu lineer

olmayan denklem ¢oziimiiniin

N

UE) =) ag'(®

=0

oldugu kabul edilir. N’yi bulmak i¢in (3.3) denkleminde homojen denge yOntemi
kullanilirsa, en yiiksek mertebeli lineer terim u/(¢) ve lineer olmayan terim u3
olmak {izere

N +2=3N

22



olup N = 1 bulunur. O halde (3.3) denkleminin ¢dziimiiniin agagidaki gibi

u(é) =ap + a;9($) (3.4)

oldugu kabul edilir. ¢ (£), (2.4) diferansiyel denklemini saglayan bir fonksiyon olup
(2.4)’in ¢oziimii (2.5) denklemi ile verilir. Simdi (3.4) denklemi (2.4) denkleminde
kullanilarak (3.3)’de yerine yazilir ve ortaya ¢ikan sonug ¢*(§) kuvvetlerine gore
diizenlenir ve ilgili fonksiyon kuvvetlerinin katsayilar1 sifira esitlenir ise asagidaki

cebirsel denklem sistemi elde edilir.
ail—agpA =0
3ata;A — a;m?log?(k) —aynlog(k) —a;A =0
a3l —2a,m?log?(k) =0 (3.5)
3apa + 3a;m?log?(k) + aynlog(k) =0

(3.5) denklem sistemi bilgisayar programi yardimi ile ¢ziiliirse

31 V2
nzm, a0=—1,m=—m, a, =
31 V2
:_Tg(k)' a0=0,m=—m, a; ==+
31 _ V2 _
nzZlog(k)' G =*1, m:+\/§l0g(k)' @ =+
31 Vi _
:_Tg(k)' a0=0,m=m, a, =+1
31 V2

n=— " ay=1 m=——"—) a =
2log(k)’ ° VZieg(k)

elde edilen ¢oziim setleri (2.5) denkleminde (3.4) denklemi ve dalga doniisiimii

kullanilarak yerine yazilirsa sirasiyla asagidaki gibi genel ¢oziimler elde edilir.

23



1
u, (x,t) =—-1+

B
i L3A(t+%ﬁ))

1+ dk Vzlogt ™ 2Blog)

Sekil 3. 1: uy(x,t) fonksiyonu igin 3D grafigi

ve Ozel degerlerid = 1.7, =09,k =2.7,d = 2

1
uZ(x! t) = -

B
1
”;, 3/1( t+m)
1+ dk VZloglo~ 2Blog(k)

Sekil 3. 2: u(x,t) fonksiyonu i¢in 3D grafigi

ve Ozel degerleri § =09, 1 =09, k=2, d=-1
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1

uz(x,t) =
X\/z 3l(t+%ﬁ))

1+ dk V2loglo  2Blog(k)

Sekil 3. 3: uz(x,t) fonksiyonu igin 3D grafigi

ve ozel degerleri § = 2.5, 1 =1.02, k=49, d=1

1
u(x,t) =1-—

1
PN L3A(t+rﬁ))
1+ dk VZlog)™ 2Blog(k)

Sekil 3. 4: uy(x,t) fonksiyonu igin 3D grafigi

ve 6zel degerleri f = 0.5, 1 =39, k=9.9,d =10
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1
us(x,t) =—-1+

B
s LM(H%B))

1 + dkVzlog(k)" 2Blog(i)

Sekil 3. 5: us(x,t) fonksiyonu igin 3D grafigi

ve ozel degerleri § =09, A=0.5, k=19,d =-1.8

1
ug(x, t) = —

B
1
A 3l(t+TB))
1 + dkVzloglo 2B log(k)

Sekil 3. 6: ug(x,t) fonksiyonu i¢in 3D grafigi

ve ozel degerleri f =09, 1 =09, k=-3.9, d =-3.5
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1

u7(x; t) =
s 31(t+%ﬁ))

1 + dkVzloglo~ 2Blog(k)

Sekil 3. 7: u;(x,t) fonksiyonu i¢in 3D grafigi

ve ozel degerleri § =09, 1 =09, k=20, d =—-0.5

1

ug(x,t) =1-—

1
XA ) 31(t+TB))
1 + dkVzlogl)™ 2Blogk)

Sekil 3. 8: ug(x,t) fonksiyonu i¢in 3D grafigi

ve ozel degerleri § =09, 1 =05, k=2,d =-0.1
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3.2  Beta Kesirli Mertebeden Geophysical KdV Denkleminin Coziimii

Bu bolimde Modifiye Kudryashov yontemi kullanilarak beta kesirli
mertebeden Geophysical KdV denkleminin genel ¢oziimii elde edilecektir. Bu
denklem, dalga hareketlerinin modellenmesi ve bir¢ok jeofiziksel siirecleri
tammlamak  i¢in  kullamilmaktadir.  Ornegin; okyanus dalgalarmin igsel
dalgalanmalarinda ve kiy1 dalga hareketlerinde, atmosferik dalgalanmalarin
incelenmesinde, gelgit ve tsunami dalgalarinin  jeofiziksel siireglerinin
modellenmesinde, nehir yataklarinda olusan taskin dalgalarinin hareketinin
incelenmesinde, yeraltt su dalgalanmalarinda su hareketlerinin uzun siireli
incelenmesinde, jeotermal sistemlerde sicak su hareketleri ve su buharlagsmasi gibi
davraniglarin  incelenmesinde, dalgalarin  kirinim ve yayilim 6zelliklerinin

arastirilmasinda 6nemli rol oynamaktadir.

Beta zaman kesirli mertebeden Geophysical KdV denklemi (Naowarat ve dig.

2023);
DPu + pD,u+ 2D, u+nDy,,u=20 (3.6)
t 77

seklinde verilmektedir. Burada zincir kurali ile birlikte

n(t +%ﬁ))ﬁ

=mx + (3.7)
: g
dalga doniistimii kullanilarak (3.7) denklemi
2nu(é) + 2mpu(é) + mQu(é)? + 2m3nu’’(§) = 0 (3.8)

seklinde lineer olmayan tam mertebeli adi diferansiyel denkleme doniisiir. Bu lineer

olmayan denklem ¢oziimiiniin

N

UE) =) ag'(®

=0
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oldugu kabul edilir ve N’yi bulmak i¢in (3.8) denkleminde homojen denge yontemi
kullanilirsa, en yiiksek mertebeli lineer terim u'' (&) ve lineer olmayan terim u'’ ele

alinarak
N+2=2N
olup N = 2 bulunur. O halde (3.8) denkleminin ¢dziimiiniin asagidaki gibi
u(§) = ap + a;9(§) + a,9*(§) (3.9)

oldugu kabul edilir. ¢ (£), (2.4) diferansiyel denklemini saglayan bir fonksiyon olup
(2.4)’in ¢oziimii (2.5) denklemi ile verilir. Simdi (3.9) denklemi (2.4) denkleminde
kullanilarak (3.8)’de yerine yazilir ve ortaya ¢ikan sonug ¢‘(€) kuvvetlerine gore
diizenlenir ve ilgili fonksiyon kuvvetlerinin katsayilar1 sifira esitlenir ise asagidaki

cebirsel denklem sistemi elde edilir.
2agn + 2agmp + ay,?mn = 0,
2a;n + 2a;mp + 2aga,m + 2a,m3n log(k)? = 0,
ay’m + 12a,m3n log(k)? = 0 (3.10)
2a,n + 2a,mp + a;*ma + 2aga,mN — 6a;m3n log(k)? + 8a,m3n log(k)? = 0,
2a,a,m0 + 4a;m3nlog(k)? — 20a,m3n log(k)* = 0,

(3.10) denklem sistemi bilgisayar programi yardimi ile ¢oziiliirse

3 3
12,/3a,pV2 + V3a,202> _ a0
n=x=+ 1P ! a0=0,m=+—1, a, = —aq
72\/ﬁ log(k) 2./3nlog(k)
3 3
12,/3a,pV2 ¥+ V3a,202 Ja 2
n=+ 1P\/_ \/_alz 2, aoz_ﬂ, m:_}__L, a, = —a,
72\/nlog(k) 6 2./3nlog (k)

elde edilen ¢oziim setleri (2.5) denkleminde (3.9) denklemi kullanilarak yerine

yazilirsa sirasiyla asagidaki gibi genel ¢oztimler elde edilir.
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a,

u(x,t) = —7
xfa 02 ,/alﬂ(12p+a1.{2)(t+m)
1+dk 2,/3nlog(k) ' 24v3B/nlog(k)

a

B
x\/al_ﬂ ,/a10(12p+a19)(t+%ﬁ))
1+dk zx/ﬁlog(k)T 24+3B/nlog(k)

Sekil 3. 9: u;(x,t) fonksiyonu i¢in 3D grafigi

ve O6zel degerleri =07, p=1, =5 n=1 a;=1,k=2,d=1

a a
uz(X,t)=—g+ 33\, B
x/ar0 l<12,/3a1p\/ﬁ—\/§31202>(t+m)
1+ dk 2/3nlog(k) 72B,/mlog(k)
a
- 2
33\, 4 \B
< /aTa .<12,/3a1px/ﬁ—\/§a1292)(t+m)
1 + dk 2/3nlog(k) 72B /M log(k)
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Sekil 3. 10: ux(x, t) fonksiyonu i¢in 3D grafigi

ve Ozel degerleri § =05,p=-1,0=3,n=-1, a;=15k=-15,d=1

a
us(x,t) = : ESEIVIPRY:
x\/aq2 L<—12\/ﬁpx/ﬁ—\/§a1202)(t+m)
1+ dkzﬁlog(k)T 72B\nlog(k)
a;
VN
xfagl I(—12\/pr/§—\/§a1202)(t+m)
1+ dk2/ log(k) 728,/ log(k)

Sekil 3. 11: uz(x,t) fonksiyonu i¢in 3D grafigi

ve Ozel degerleri f =04, p=1,0=2n=1,a,=1,k=2,d=2

31



a; a;
u(x,t) = ——+ NV
xJaid l(—12,/3a1p\/ﬁ+\/§a12(22)(t+m>

6
14 dkzﬁlog(k)' 7280 log(k)
a;

3 3 1 \B 2
x /a0 I(—12,/3a1p\/§+\/§a1202)(t+m>
1+ dkzﬁlog(k)T 72B\nlog(k)

Sekil 3. 12: uy(x, t) fonksiyonu i¢in 3D grafigi

ve 0zel degerleri f =04,p=1,0=3,n=1a,=1,k=2,d=2

3.3  Beta Kesirli Mertebeden Si1g Su Dalgas1 Denkleminin Coziimii

Bu bolimde Modifiye Kudryashov yontemi kullanilarak beta kesirli
mertebeden s1g su dalgasi denkleminin genel ¢6ziimii elde edilecektir. S1g su dalgasi
denklemleri, dalga hareketlerini ve su akisini etkin bir sekilde ele alarak doga
olaylarmin analizi ve akigkanlar mekanigi gibi bir¢ok alanda analiz yapma imkan

saglar.

Beta zaman kesirli mertebeden S1g Su Dalgas1 denklemi (Kurt ve dig. 2020)

D, (Dtﬁu + gquu + lixxu) + ZDyyu =0 (3.11)
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olarak verilmektedir. Burada zincir kurali ile birlikte

n(t +%ﬁ))ﬁ

E=mx+yk+ 5 (3.12)
dalga dontistiimii kullanilarak (3.11) denklemi
3k? 3 1
e +mn |u'(§) + Emzu(f)u’(f) + Zm‘*u”’(f) =0 (3.13)

seklinde lineer olmayan adi diferansiyel denkleme doniisiir. Bu lineer olmayan

denklem ¢oziimiiniin

N

UE) =) ag'®

=0

oldugu kabul edilir ve N’yi bulmak i¢in (3.13) denkleminde homojen denge yontemi
kullanilirsa, en yiliksek mertebeli lineer olmayan terim u(é)u'(¢) ve lineer olmayan

terim u'"'den
N+3=2N+1

olup N = 2 bulunur. O halde (3.13) denkleminin ¢6ziimiiniin asagidaki gibi

u(®) = ap + a;¢(&) + a,9*(%) (3.14)

oldugu kabul edilir. ¢ (£), (2.4) diferansiyel denklemini saglayan bir fonksiyon olup
(2.4) ’in ¢ozimi (2.5) denklemi ile wverilir. Simdi (3.14) denklemi (2.4)
denkleminde kullanilarak (3.13)’de yerine yazilir ve ortaya cikan sonug ¢(§)
kuvvetlerine gore diizenlenir ve ilgili fonksiyon kuvvetlerinin katsayilar1 sifira

esitlenir ise asagidaki cebirsel denklem sistemi elde edilir.

2

3 3 1
—analm2 log(p) — a4 - + mn |log(p) — Zalm4 log(p)® =0
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2

3 , 3 3k
> @0 log(p) — = a;*m? log(p) — 3aeazm? log(p) + ay | —— + mn | log(p)
3k? 7
—2a, — tmn log(p) + Zalm4 log(p)? — 2a,m*log(p)® =0

3a,?m?log(p) + 6a,m*log(p)3 = 0 (3.15)

2

3, , 9 3k
St m log(p) + 3aya,m* log(p) — Ealazm2 log(p) + 2a, e + mn | log(p)

19
— 3a;m*log(p)® + 7612m4 log(p)3 =0

9 3 27
5 @1azm* log(p) — 3a,*m? log(p) + 5 aym* log(p)® — —-a;m* log(p)® = 0

(3.15) denklem sistemi bilgisayar programi yardimi ile ¢oziiliirse

—3k? — 6aym? — m*log(p)?

n= o , a, =2m?log(p)?, a, = —2m?log(p)?

elde edilen uygun ¢oziim seti (2.5) denkleminde (3.14) denkleminde kullanilarak

yerine yazilirsa sirasiyla asagidaki gibi bir genel ¢oziim elde edilir.

(2m?log(p)?)

B
(”%ﬁ)) (-3k2-6agm2-m*log(p)?)
4mp

u, (x,t) = ay —

1+ dpmx+ky+

(2m?log(p)?)

(t+%ﬁ)>ﬁ(—3k2—6a0m2—m4 log(»)?)
mx+ky+

1+dp amp
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Sekil 3. 13: uy(x, t) fonksiyonu i¢in 3D grafigi

ve Ozel degerleri m = 4.8, § =04, k=29,d =30,a, =0.05, y=0.05,p =25

3.4  Beta Kesirli Mertebeden Gilson—Pickering Denkleminin Coziimii

Burada Modifiye Kudryashov yontemi kullanilarak beta kesirli mertebeden
Gilson—Pickering denkleminin genel ¢oziimii elde edilecektir. Gilson—Pickering
denklemi, optik ve nonlineer optik soliton incelenmesinde yani, 151k sinyallerinin
uzun mesafeli etkin oldugu durumlarda bozulmadan iletilebilecegini inceler. Plazma
fizigi, Bose-Einstein yogunlasmalari, su dalgalar1 ve hidrodinamik, matematiksel
fizik ve analitik ¢ozlimler, kaotik dinamikler ve soliton etkilesimleri gibi birgok
dogrusal olmayan dalga teorisini modellemek i¢in kullanilir ve bu karmasik

sistemlerin incelenmesini, anlagilmasini saglar.
Beta zaman kesirli mertebeden Gilson—Pickering denklemi (Kai ve dig. 2022);
Dfu - erthBu + 2xD,u — uDy,u — auD,u — yD,uDy,,u = 0 (3.16)

seklinde verilmektedir. Denklemde zincir kurali ile birlikte

n(t + %)B

B

E=mx+ (3.17)
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dalga dontisimii kullanilarak (3.16) denklemi

nu’(f) + kaul(f) - mau(f)u’(f) — mgyu’(f)u”(f) _ mzneu”’(f)
— M) = 0 318)

seklinde lineer olmayan adi diferansiyel denkleme doniisiir. Bu lineer olmayan

denklem ¢oziimiiniin

N
UE) =) ag'(®
i=0
oldugu kabul edilir ve N’yi bulmak i¢in (3.18) denkleminde homojen denge yontemi
kullanilarak, en yliksek mertebeli lineer terim u(&)u'’(&)ve lineer olmayan terim

u'""den
N+3=2N+1

olup N = 2 bulunur. O halde (3.18) denkleminin ¢6ziimiiniin asagidaki gibi

u(®) = ay + a;¢(&) + a,9*(%) (3.19)

oldugu kabul edilir. ¢ (£), (2.4) diferansiyel denklemini saglayan bir fonksiyon olup
(2.4) ’in ¢dzimi (2.5) denklemi ile wverilir. Simdi (3.19) denklemi (2.4)
denkleminde kullanilarak (3.18) ’de yerine yazilir ve ortaya cikan sonug ¢‘(§)
kuvvetlerine gore diizenlenir ve ilgili fonksiyon kuvvetlerinin katsayilar1 sifira

esitlenir ise asagidaki cebirsel denklem sistemi elde edilir.

—a;nlog(k) + aga;malog(k) — 2a,mr log(k) + aga,m3log(k)?
+ a;m?nelog(k)® =0

a,nlog(k) — 2a,nlog(k) — aga,malog(k) + a;*malog(k) + 2aga,malog(k)
+ 2a,mxlog(k) — 4a;mk log(k) — 7ap,a,m3 log(k)3
+ a;?m3log(k)3 + 8aya,m3log(k)? + a,*m3y log(k)?
— 7a;m?nelog(k)3 + 8a,m?nelog(k)® =0
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2a,nlog(k) — a;*malog(k) — 2aga,malog(k) + 3a,a,malog(k)
+ 4a,mk log(k) + 12aga;m3 log(k)® — 7a,?m3log(k)3
— 38aya,m3log(k)® + 9a,a,m3 log(k)® — 4a,?m3y log(k)3
+ 6a,a,m3y log(k)3? + 12a;m?nelog(k)® — 38a,m?nelog(k)?
=0

—24a,°m3log(k)® — 12a,2m3y log(k)® = 0 (3.20)

—3a,a,malog(k) + 2a,?malog(k) — 6aya,m3log(k)3 + 12a,?m3log(k)3
+ 54aya,m3log(k)® — 45a,a,m3 log(k)3 + 8a,2m3 log(k)3
+ 5a,2m3y log(k)® — 22a,a,m3y log(k)® + 8a,?m3y log(k)3
— 6a,m?nelog(k)3® + 54a,m?nelog(k)® =0

—2a,*malog(k) — 6a,?°m3log(k)® — 24a,a,m3log(k)3® + 66a,a,m?3log(k)3
—38a,2m3log(k)® — 2a,?>m3ylog(k)® + 26a,a,m3y log(k)3
— 28a,*m3y log(k)® — 24a,m?nelog(k)3 =0

—30a,a,m3log(k)® + 54a,?m3log(k)® — 10a,a,m3y log(k)3
+ 32a,2m3ylog(k)® =0

(3.20) denklem sistemi bilgisayar programi yardimi ile ¢oziillirse

B 2€K B 24m?e?k log(k)? _
1+ m2elog(k)?’ M= T T ez log(k)*’ r=-2

n + 2mkx — m*ne? log(k)* _ 24m?e’klog(k)?

*= 2mek S Ry log(k)*

Qg

B (2(—aymi + 6ay?m3log(k)? + aga;m® log(k)?)) _
n= (—a, + 12aym?elog(k)? + a;m?elog(k)?) h

(m?log(k)? (—12ay — a; + 24ek + a;m?elog(k)?))
a =

—a, + 12a,mZelog(k)? + aymZelog(l)®) = 27 %
1 0
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elde edilen uygun ¢oziim seti (2.5) denkleminde (3.19) denkleminde kullanilarak

yerine yazilirsa sirasiyla asagidaki gibi bir genel ¢oziim elde edilir.

2€k 24m?e?k log(k)?

ul(x' t) = +
1+ m?elog(k)? mx+n(t+r(1ﬁ))ﬁ
1+dk B (=1 + m*e?log(k)*)

24m?e?k log(k)?
n(t+ﬁ)3

1+dk™ B | (=14 m*e?log(k)%)

Sekil 3. 14: uy(x, t) fonksiyonu i¢in 3D grafigi

ve 6zel degerlerim = 1.8, = 0.8,k = 5.5,d = 0.000001,¢ = 1,k = 500,n = 1.x 1077

a;

U (x' t) =ap — 5 2
2(“’%{3)) (—aymr+6ag2m3log(k)2+agaim3log(k)2)

B(-ai+12agmZelog(k)2+a;m2elog(k)?2)

1+dk

a

B
2(“‘%{3)) (—aymr+6ag2m3log(k)2+agai;m3log(k)2)
B(-ai+12agm2elog(k)2+a;m2elog(k)?)

14+dk
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Sekil 3. 15: ux(x, t) fonksiyonu i¢in 3D grafigi

ve Ozel degerleri m = 1.8, =5.1,k=1.5,d =10, e =30,k =90,ap=—-1,a;, =1
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, beta kesirli tiirev iceren denklemler olan Chafee-Infante
Geophysical KdV, Sig Su Dalgasi ve Gilson—Pickering denklemleri ele alinmistir.
Ele alinan beta kesirli tiirev iceren denklemler homojen denge prensibi, dalga
doniistimii ve zincir kurali yardimu ile indirgenmis ve Modifiye Kudryashov yontemi
kullanilarak tam ¢6ziimleri Wolfram Mathematica programi araciligryla ¢oziilmiistiir.
Elde edilen ¢oziimler literatiirde ilk olma ozelligine sahiptir ve bazi 6zel degerler
kabul edilerek ti¢ boyutlu grafikleri de elde edilmistir.

Sonug olarak, Modifiye Kudryashov yontemi, beta kesirli tiirev iceren bazi
matematiksel modellerin analitik ¢ézlimleri i¢in etkili ve oldukca kullanish oldugu
aciktir.
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