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Bu c¢aligsmada dogru lizerindeki metrik éyrlslml bil-
gisinin Rdmanovski uzayinda &lgiide ayrilabilmeye genig-
tilmesi yapilmigtir. X'in herhangibir E altkiimesinin
blglilebilir olmasi igin gerek ve yeter sartin E ve EC
kiimelerinin Olgiide ayrilabilir oldudu gdsterilmigtir.
Lebesque yodunlugunun iki formu incelenmig Ol¢lilebilir
ve Olgiilemeyen kimeler lizerinde Lebesque yogunluk teore-
mi ispatlanmigtir. Yo§uniuk ve dadilmig noktalar kavram-
lari tanimlanmis, E; C X, Ez C X gibi iki kiimenin dlglide
ayrilmis oldudu ve olmadidi zaman nelerin oldudu arag-
tirilmigstir., Bizim tanimladidimiz Lebesque yoéuniuéunun
hemen hemen her noktasi diger anlamdaki Lebesque yogun-
lugunun bir noktasi oldudu ve bunun tersininde dogrulu-.
Ju gb&sterilmistir. Son olarak bu yoJunluk fonksiyonlari-
nlh 6lgﬁ1ebilir olduklar1 gbsterilmigtir. Bu c¢aligmadaki
biitlin notasYonlar,-tanlmlar ve diger kavramlar aynen (7)

den alinmistir.
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ABSTRACT

In this paper, the notion of metric separation on
the line is extended to a notion of separation in measu-
re in a Romanovski space. It is shown that a set E C X
is a measurable if and only if E and EC are separated in
measure. Two forms of Lebesque density are discussed, and
a Lebesque denSity theorem is proven for measurable and
non-mensurable sets. A study is made, in terms of points
of density and disPersion, df when two sets E; C X and
E, C X are separated in measure and of what happens when
they are not. It is shown that almost eVery'point of
Lebesque density in one of our senses is a péint of
Lebesque density in the other sense and conversély. It
is shown that the density functions are measurable.
Throughout this work, the3notation,,definitions‘and con-

ventions of (7) are adopted.
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BOLUML

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

TANIM 1.1: X bir Hausdorf topolojik uzayi u,X ilize-
rinde Borel Olgisil, yani u Olg¢isilinlin tanim kiimesi B (X)
olsun. B(X) C F olacak sgekilde X lzerinde F o-cebiri ve-

rilsin. Eger,

Rl. X'in herbir K kompakt altkiimesi igin u (RK)<w=,

R2. Herbir:A€F icgin

g (A) = inf {u(V) : ACV, V agik}

R3. X'in herbir agik V altkiimesi igin
u (V) = Sup{u (K) : K C V, K kompakt}

> ‘ ‘
6zellikleri sadlaniyorsa g pozitif Olglisline reglilerdir

denir.

TANIM 1.2: X topolojik uzay1n1n>alﬁkﬁme1erinden
olusan bir A aile51 i¢cin asa§1dak1 ak51yonlar saglaniyor-
sa A ya temel kumelerln ailesi denlr. ;

AKSIYOM I : A ailesi X'in‘topolpjisi i¢in bir baz-
dir; - ’; - |

AKSI?OM II: Eer A€ A ise A nin kapanisi (A) kom-
pakttlf.

U aglk bir kﬁme olsun. Sonlu ve 1k1§er ikiger ay-

rik AI,AZ,...,A kumelerl igin

n

(i) UAi cu

i=1" T. C
- , Yiksekogretim Kurulw
-1- Dokumantasyon Merkezt



n
(ii) w(U - VU Ai)'= 0
i=1

bzellikleri saglaniyorsa ApsBzv... A dizisine U kiimesi~-

nin bir ayirigsimi denir ve SU ile gdsterilir.

" AKSIYOM III : A ve A' A'nin elemani ve A' C A ise

A'e SA.olacak sekilde bir SA ayrisimi vardir.

AKSIYOM IV : A'nin herhangi iki A ve A' kiimeleri

igin enazindan S ayrisimi vardir.

An A
ARsiyoM v : A'nin herhangibir A kimesi ve €> O
saY151 igin A'€ SA_iken k(A') < e olacak sekilde bir Sp

ayrisimi vardir.

AKSIYOM VI : A'nin A,A',A'' kimeleri igin A'€S,),

- olacak sekildeys ayrisimi var olsun. EJer A' C A ise

Al!
A" c A dir.

AKSIYOM VII : A'nin herbir A kiimesi ve ¢ > O sayi-
s1 i¢in p(A-A') < € ve A' C A olacak sekilde bir A' € A
vardir.

AKSIYOM VIII: X'in herhangibir K kompakt kiimesi
ve K kﬁmesihi_kapsayan'herhangibir U agik klmesi veril-
sin. A'nin bir A kiimesi igin u(A) < e ve A n’K # P ola- -
cak sekilde bir’e‘> O sayisi varsa A C U dir. (Bu aksiyo-

ma regiilerlidgin birinci 6zellidi denir.)

AKSIYOM IX : X'in herbir K kompakt altkiimesine
karsilik A dan secgilen K'nin herhangi AA; 1= 1,2,...,m

altkimeleri igin u (Ay)< u(A) ve A;N A # ¢ oldugunda
m , ’ ; : .

p( Y Ai) < Au (A) olacak gekilde » > O sayisi vardir.
i=1 7 A :

—2-



(Bu aksiyona regiilerlidin ikinci &zelligi denir.)

AKSIYOM X : A'nin bir A elemani ve € > O sayisi
verilsin. Bu durumda A C A' ve u (A-A') <e olacak sekilde

A'nin bir A' elemani vardir.

Herhangibir uzayda temel kiimelerden bahsedebilmek
ig¢in yani bu uzay ilzerinde temel kiimeler ailesini tanim-
layabilmek ig¢in uzayin T;-uzayi ve 1okal'k0mpakt olmasi

yeterlidir (7).

Ayrica A'nin herhangibir A kiimesi iginr0<1y(A)<°°
oldudu, A kimesinin sinirinin Slg¢ilisiinlin sifir oldugu ve
A temel kﬁmelerine»sahip,olan bir uzayda tek nokta kilime-
lerinin O8lg¢ilisliniin sifir oldudu bu aksiyomlarin bazi so-

" nuglari olarak verilmigtir (7),(4).

X lokal kompakt metrik uzay‘# negatif’olmayan sé—
yilabilir toplamsal, Bofel kiimeleri ile kapanisgi kompakt
kiimelerin sonlu bir fonksiyOnp olsun. ?u u’fonksiyonu ka- -
panigi kdmpakt‘kﬁmeler ile Bofel kiimeleri lzerinde bir

regiiler Slgliye genisletilebilir (4) ,(7).

X lokal kompakt metrik uzay olsun. Herymetrik uzay
‘Hausdqrf uzayx, hér Housdorf uzayida Tl—uzaY1 oldugundan
X, Tl-uzayi ve lokal kompakt olur. Dolayisiyla {izerinde

A temel kiimeler ailesini tanimlayabiliriz.

TANIM'1.3§ X lokal kompakt metrik uzay A, X {ize-
rinde temel kiimelerin ailesi ve m yukarda sbzii edilen re-
gliler 81l¢ii olmak lzere (X,A,x) tiglisline Romanovski uza-

y1 denir.



Her metrik uzay ikinci sayilabilir oldu@un&an X uza-
y1 ikinci sayilabilirdir. Buradan sayilabilir bir topolo-
ji’tabanlnaysahiptir. Dolay131y1a X'in herhangibir A alt-
kﬁmesi igin

T = {(V,) : AC UV , I sayrlabilir}
A k KET k

ailesi tanimlanabilir.
TANIM 1.4: X'in herbir A altkiimesi icgin

.
p (A) = inf{ T pu(Vv, ) + (V. )ET,}
seklinde tanimlanan fonksiyon bir dig Slg¢iiddr. Bu dig 81~

cliye # 6lg¢lisliniin lirettigi dis 61¢i denir.

TANIM 1.5: Herhangibir X topolojik uzayi kompakt
kimelerin sayilabilir birlesimi olarak yaZLlabiliyorsa

bu uzaya o-~kompakttir denir.

TANIM 1.6: X kiimesi herbiri sonlu &lgilye sahip
sayilabilir sayida kﬁmelerin birlegimi olarak ya21labili—
yorsa bu 8lgliye o-sonlu &lgli adyr verilir.

ONERME 1.7 : Herbir lokal kompakt Hausdor£ uzayi
sayllabilir;topolojik baza sahip ise bu uzay a—kompéktlr
.

SONUG 1.8

.

X Romanovski uzayl o-kompakttir,

SONUG 1.9 : X Romanovski uzayi lzerindeki u regii-

ler B8lgiisli o~-sonludur.



1SPAT :

X a-kompakt oldugundan Ki kompakt kiimeler olmak
iizere |
X= U Ki, I sayilabilir,
ieT ; :

seklinde yazilabilir. TANIM 1.1, Rl den istenen gdriilir.

TANIM 1.10 : ¥, X'in agik altkiimelerinin bir aile~
si olsun. X'in herhangibir A altkﬁmeéi verilsin. EJer '
herbir x € A ve € > O sayisi igin x€B ve u(B) < e ola-
cak bigimde F de bir B elemani varsa F ailesine A kiimesi-

nin Vitali anlamda bir Ortisiidiir denir.

SONUG 1.11 : A temel kimeler ailesi X'in dolayi-

siyla herbir A altkiimesi icin bir Vitali Srtisudir.

1SPAT :

A temel kiimeler ailesi herhangibir xe€ X ndkta51
ig¢gin bir kom$uluklaf tabanidir (4). Herhangibir x € X
noktasi ig¢in x€ A', x€ A'' olacak gsekilde A'€A, A"'ekA

kilmeleri vardir.

1

Al. Al

A

A| n A"

ii

olsun. xfEAi,xéEAz ve A;D A, dir. A komguluklar tabani

olduéundan,
XehA; Cc A; Nk

olacak gekilde A3 cA kimesi vardir. A, €A, A; €A oldufun-

dan



XEAL‘_ C Az N A3

olacak gekilde A, €A kilmesi vardir. Bu sekilde devam ede-
rek A da herbir n igin x elemanini kapsayan, azalan bir
(A,) dizisi elde edilir. Buradan

lim e (A ) = #( lim A ) = (D A) = u({x}) =0
n->e« n-» ' n=1

elde edilir. Buradanda herbir €:> 0 sayisi igin u(An)<e
olacak gékilde bir n dogalsayisinin varligi bulunur. So-
nu¢ olarak herbir x€X ve e > O sayisi igin xéEAn ve
“(An)<:e olacak gekilde A'nin bir Al elemani bulunmug

olur. Buda A ailesinin X'in Vitali anlamda bir 8rtiisii

olmasi demektir.



BOLUM 2

SLCUDE AYRILABILME

; : : : * oy s ei e
(X,A,u) bir Romanovski uzayi ve # ,u Olg¢iisiliniin

Urettigi dig 6l¢l olsun.

*TANIM 2.1 : X'in iki altkiimesi E, ve E2 olsun.

‘Herbir € > O sayisi igin A«UI N U2 ) < € olacak ge-

r€ 1€

kilde E1 kimesini kapsiyan U . E_2 kiimesini kapsayan
Lre

U2 acik kiimeleri varsa Eg ve Ezvkﬁmeleri u* dig olgi-
4

sline g8re ayriktir denir ve bu durum kisaca m.s. ile gds-

terilir.

SONUG 2.2 : E, ve E, kimeleri m.s. olsun. X'in

herhangibir A,B altkiimeleri i¢in AN El-ve BN E2 kiime-

leri m.s. olur,

ISPAT :

El ve E2 m.s. olduéundan herbir ¢ > O sayisi

igin

(U nU ) < €
: 1r€ 21r¢€

', E, kiimesini

olacak gekilde E, kilimesini kapsayan Ui .
' . L€

kapsayan.Ué agik kiimeleri vardir. AN E, C E, ve

re .

‘B n Ey ¢ Es oldudundan A n E, cU ve BN E, CU
S | e 2re

~olur. Buradan herbir e> 0 sayisi igin

H(U n U ) <€
- lre 271¢

olacak gekilde A n E, klimesini kapsayan U1 , BN Ez'

N - Ie R

kiimesini kapsayan U2 agiklari bulunmug olur. Buradan
re :

- -



TANIM 2.1 geredi A N E; ve B N E, kiimeleri m.s. olur.

YARDIMCI ONERME 2.3 : E; ve E, kiimeleri m.s. ise
*x * * ' '
# (E;y U E3) = u (Ey) + # (Ep) dir. Eger {Ei} ikiger

ikiger m.s. olan kiimelerin bir dizisi ise #*(uEi)=Eu*(Ei)

dir.
"1IsSPAT
E, ve E, kimeleri m.s. ise herbir ¢ > O sayisa
igin
E, ; Ul,e r E, C UZ,e ve ~(U1,e N UZ,e) < €
olacak gekilde U1 . Ve U2 . agik kiimeleri vardir. u?
14 4

dig Olglsilinlin tanimindan X'in herhangibir E altkiimesi

ve € > 0 sayisi igin
, | 3
E-C Ue ve u(Ue) < p (B) + €
olacak gekilde U  agik kiimesi vardir. Buradan
. ;
Ei U E; C Ue ve N(Ue) < M (E]_ U E2)+ €

olacak $ekilde'UE aglk kimesi vardir. i = 1,2 olmak ﬁze->

re U D E, ve U D U E,s olduundan U nNn U i) .
i€ i € = 2 3 € Tire E;
“olur ve ¥(U NU )<e oldujundanda #(UnU AU )<e
] 1re 2 1€ ¢ lre 21€

olur. Buradan

. . R n' \
e) +ou (U g, )

’ 16‘

* Cox L
#(ﬁ)+#(%)€#@%0Ul

il

’ ’ €

F[“%° Ul eMJ(Uéniﬁ )

Uungy N u
+ u € lree Zre)

| +
<u[(U€ nU“?)u (Ue kn Uzle)]i €

-8 -



=wlU N (U U U )] +e¢
€ 17€ 21€

< plU) + €
<u*(E UE) + 26
1 2

dir. € sayisi keyfi oldufundan
* * * ~
L4 (Ey) +p (Ep) <p (Ep V Ejy)

bulunur. Tersine olarak dig Sl¢lnin alttoplamsalllk bzel-

- 1iginden

% * R
B (Ey U E) < # (E1) + & (Ep)
dir. Bu ikisinden

sTE U E) =0T E) +eT(E)

elde edilir.

Ikinci kismi tlimevarimla ispatlayalim. Ifadenin

n = m i¢gin dogru oldugunu varsayip n = m + 1 i¢in dodru-
: m+1 m .
o . U _ U o
lugunu gbsterelim. En ( En) U Em+l oldugundan

n=1 n=1
m

U E ve E_ kiimelerinin m.s. oldudunu gdsterirsek
n=1 - \
ispatin ilk kismindan istenenvglkar.,{Ei} ikiger ikiger

m.s. oldﬁéundan i jfdoéalsaYLlar ve k > O sayisi ig¢gin

E; €Uy v By C Uy vew(Uy , nU;,) <k

olacak sekilae U, ve U, acik kimeleri vardir.
i,k .k . ;

= ! . =. U
k = e/m olarak alalim. U i=lUi,k'Um+l,k
m S ,
R U : . -
ig¢in n=lEn c Uy, ve Em+l C Um+l,k dir. Herbir k > O dola
yisiyla € > O sayisi igin

agik kiimeleri



m

) : ‘ = ¥} '
“(Um n Um+l,k) N[(izlui,k) n Um+l,k]

u[(Ul'kr1Um+l’k)u...u(Um'k N Um}l,k)]

3] (Ul,kr‘Um+l,k)+"'+“(Um,kn Um+l,k)
< m.k
= €

m

- s U e '. 3 - s .-
olacak sekilde n=1En kumesxnllkapsayan Um’ Em+l kiimesi

ni kapsayan Um+l K agik kilimeleri bulundugundan TANIM 2.1
. “ '
den VU E ve E .4 kiimeleri m.s. olur. Buda istenendir.
n=1 B m+1
Oyleyse tiimevarim ilkesi nedeniyle

* *
bulunmus olur.

TEOREM 2.4 : X'in herhangibir E altkiimesinin 81lgi-
lebilir olmasi ig¢in gerek ve yeter gart E ve E® kimeleri-

nin m.s. olmasidir.

1SPAT :
E kiimesi 8l¢lilebilir olsun. Herbir € > O sayisi
igin

FCECG ve u(G-F) < ¢

olacak sekilde F kapali kiimesi ve G agik kiimesi vardir.

F c E ve F kapali kiime ise E€ c F° ve F¢ aciktar.

U= G, U = F° olarak alirsak her ¢ > O sayisi
1re o 2re , :
igin
Ecu ,E°cu ve (U NU ')<e
1€ 2 1€ 1€ 2 1€



olacak gekilde U1 ve U 'E agik kiimeleri bulunmus olur.
re 2 '

Buda E ve E° kiimelerinin m.s. olmasi demektir.

Simdi E ve EC kiimeleri m.s. olsunlar SONUG 2.2
den X'in herhangibir A altkiimesi ic¢in A N E ve A n E©

kimeleri m.s. olur. YARDIMCI ONERME 2.3 den
* R ; * x .
W) =rIBNE) U ((ANES)] =4 (ANE) + 4 (A+ E)
olur ki buda E kiimesinin &l¢lilebilir olmasi demektir.
‘(Genisletilmis Vitali Ortme Teoremi) TEOREM 2.5:

* : fa NI
4 (E) < e yve F, E kimesinin Vitali anlamda bir Ortiisi

olsun. Bu durumda verilen € > O sayisi ig¢in

P k

(1) B (@®- UuA)<e
. i=1

(11) = u(a)) < ¥ (E) + e
i=1 |

olacak gekilde sonlu ve ikiger ikiger ayrik {Al,Az...,Akh:F
dizisi vardar. |

IspaT

€ > o sayisi \}erilsin' u (U) < n*‘(yE) + ¢ olacak sekil-
de U, E kiimesini kapsayan agik bir kiime olsun. A temel
kiime Ler ailesi X'in topolojisi igin bir baz ve topoloji

ikinci sayilabilir oldudundan A ailesinde
— 1
X = Uan

olacak sekilde {A'n} dizisi vardir. E; = E N Ay ,

. m~1
E = ) LSO .s . ‘4 s =
n= E Ay j0qRj) olmak lzere {E } dizisini tanimli
yalim. E = L)Em-ve {Em} dizisi ikiser ikiger m.s. olur.

—ll_



§imdi {E_ } dizisinin ikiger ikigser m.s. oldu3unu g&stere-
lim. k ve & doJalsayilar olmak lizere k # 2 olsﬁn. k < g

alabiliriz, aksi durumda rollerini degJistiririz.

k-1 Co2=1
E, =EN (3 - U A i)+ E A= E N (A) —1U1Af) olur. A} kiime-
sinin olgulebillr oldugu ve TEOREM 2.4 gbz&nine alinirsa

Aﬂ ve A'S kimeleri m.s. olur. SONUG 2.2 den
v k-1 ' 2=1 -1
AL 0 (N A% ve AN n (0% = narc
=1t i=1 * i=1 *
i#k

kiimeleri m.s. olur. Buradan

| k=l gl .
En[A N (NAS) ] ve En[A’ n ( n A%
k- j=1 1 [ i=l‘l

kiimeleri, dolayisiyla Ek ve E2 kiimeleri m.s. olur. Her-

hangi k # 2 dogal sayi gifti'igin dodru oldudundan {Em}

~dizisi ikiger ikiser m.s. olur. YARDIMCI ONERME 2.3 den

* o * o x -
# (E) = 4 (U Em) = 2 (Em) <

bulﬁnur. Buradan herbir ¢ > 0 igin h> u (E ) < €/2 ola-
m=N+1
cak sekilde bir N dogalsaylsl vardir. Herbir E c A'

N N
oldugundan U E C UAA dir. TANIM 1.2, AKsIyoM IT

m=1 N m=1
g&zbniine alinirsa U‘Em kiimesinin kapanisi kompakttir.
. m= l . N
Genel Vitali Ortme Teoreminden € > O sayisi igin

W (UE - UA) < e/2
m=1 i=1
olacak gekilde sonlu ve ikiser ikiser'ayrlk{Al,A .. AJCF
' 2

dizisi vardir (4).

..12._



k
#*(E - VA= u*(L*Em - YA
i=1 i=1
k oo k
=4 [(VE - UA,)U ( U E = URB.,)]
m=1™ i=11 m=EN+L i=1 *
<e/2+ €/2
= €
bulunur.

(2)
F, E kiimesinin Vitali anlamda bir Ortiisi oldugun-

dan her x € E elemani ve herhangibir € > 0 sayisi igin

XEAE,X ve “(Ae,x) < €

olacak gekilde enazbir A <& F vardir. Buradan ¢ = 1 igin
‘ € s .

x€EA1 -

r

‘ve u (A ) < 1 olacak gekilde enazbir A e F
1+X , 1.X

vardir., € = 1/2 igin‘xezA2 L Ve u(A2 ) < 1/2 olacak ge-
. . . r . .

,X

kilde A e F vardir. Bu sekilde devam ederek ¢ = 1/n
Z'X :

igin xEEAn ve u(An X) < 1/n olacak sekilde enazbir.
14 1

X

A (€ F vardir. Sonug olarak h.h. x€E elemanina bagdli
(4 . .

olarak F dg erAn'X, “(An,x) ~ O olacak sekilde {An,x}
dizisi bulunur.

(Ozellik : X lokal kompakt Hausdorf uzayi K, X'in
kompakt bir altkiimesi ve U, K kiimesini igine alan X'in
agik bir altkiimesi olsun. Bu durumda K C V C V C U ola-

cak gekilde X'in kapanisgi kompakt bir V agik kiimesi var-

dir (l).)

/\\
L

Simdi yukarda segilen U ag¢idini diislinelim. TANIM
1.1 R3'den € > O sayisi igin
| CCcU ve u(U) <u(C) + ¢

....13...



olacak sekilde C kompakt’kﬁmesi,vardlr. Yukardaki &zel-
iikten'C C Vlc:§ c U olacak éekilde kapanigi kompakt V;
agik kiimesi vardir. Yine ayni Szellikten V,C v,C §2CkU
6lacak gekilde kapanigi kompakt Vp ag¢ik kiimesi vardir.
Bu gekilde yeteri kadar devam ederek E kﬁmesini h.h. kap~
sayan -ve U ig¢inde kaian bir K kompakt kimesi bulunur.

Herbir n,x igin xezin x Ve x€K oldujundan in NK%g
14

’x

dir. TANIM 1.2-AKSIYOM VIII den herbirm,x igin A _ C U
; . 4

bulunur. {Aj,Az,...,A } CF alt ailesinin herhangibir A

elemani An % kiimelerinin keyfi birlesimleri oldudundan
r

1 <m<k bigimindeki herbir m ig¢in A C U buradanda

k :
U A, € U bulunur. Oyleyse
i=1
k k o |
p{VA,) = Zp(A) <up(U) < p (E) *+e
i & - Fi
i=1 i=1
olur.

YARDIMCI ONERME 2.6 : E; ve E, kimeleri m.s. ise
. : ¥ ' oy t = N .
E, CE] . E2 C E2 ve M (E; | Ez), 0 olagak gsekilde

E! ve E, 6lgiilebilir kimeleri vardir.

IspaT :

' E, ve E, kiimeleri m.s. ise TANIM 2.1. den

E cU L,E cU ' ve #(U NnU )< e
B C Ve T2 C Tage (,1,,e 29"

olacék sekilde U1 ve Uz" ‘agik kiimeleri vardlr. e= 1"
~ re RS- e

igin

E. c U ’ E2 C U2

ve (U n U ) <1
1 1,1 1

ll ’1 2'1

-14-



olacak sgekilde U1 . ve U2 . a¢ik kiimeleri vardar.
: ’ ’ :

e = 1/2 igin

U ' :
ve (p N Uz,z) < 1/2

E - U E U
c rE,C Y, 1,2

1 1,2 ’2

olacak gekilde Ul , ve U2 agik kiimeleri vardir. Bu ge-
14 r

kilde devam edildiginde € = 1/n ig¢in

E CU E, CU ve U nu < 1/n
1 i/n ' 2 2,0 ( 1,0 2,n) /

olacak gekilde U1 ve 02 n~aglk kiimeleri vardar. Sonug
clhin 1l ’

olarak herbir n igin E, € U1 ve E, € U, olacak gekil-

39! ’

de {Ul,n} P {Uz,n} ’dlzilerl elde edilir.

olsun. Bunlarin 8lgililebildi§i ve E; CE] , E, CE}
oldugu agiktir. Simdi p(Ei N Eé) = 0 oldugunu gbstere-
. n “n
lim. A_ = NA , , B. = NA ., olmak lizere {A_} ve
RS G B N =1 2¢ n
{Bn} dizilerini tanimlayalim. {An} ve {Bn} dizileri aza-
lan dolayisiyla {A nB_ } dizisi azalandir. Herbir n

ig¢in

An s} Bn C U1,n n UZ'n

dxr. Buradan

7

,“‘An n By < “(Ul,n n Uz,n) <1/n

dir. Limit durumunda

lim (A NB ) =w[ N (A NB )= wl (0 U NN (NU, )]=0
n- o n=1 n=

-]5=



bulunur.

TEOREM 2.7 : (i) E kimesi Slgillebilir, E, ve E,
kiimeleri m.s. olmak lizere E = E;U E, ise E; ve E, kiimele-

ri dlglilebilirdir ve u(E) = u(E;) + #(E,) dir.

(ii) E; ve E; sonlu dig &l¢lmld ve m.s. olmayan .
iki kﬁﬁe olsun. E; kiimesinin bir B; altkilimesi E, kii=
'mesinin bir B, altkiimesi ig¢in u*(Bi) > u*(Ei) - P,
i = 1,2 olacak sekilde bir p > 0, p < min (u* (E;),x” (E2) }

saylsi varsa B; ve B; kiimeleri m.s. degildirler.

IspaT :
(i) Bnce uf(E) < e pldudunu varsayalim. E; ve Ep
kiimeleri m.s. oldujundan YARDIMCI ONERME 2.6 dan

| | .
E, CE} , B, CE, ve u(E] NE;) =0

olacak gekilde EY ve EY &1 Ulebilir kiimeleri vardir.
1 2 ¢

G= (EN E:) - E; kiimesini tamamlayalim.

H

.
G = (ENE]) - E

il

; * C
[(El U Ez) N E1] nEl

1

: * c * c
(E; N E; N EY) U‘(Ezr}El n EY)

g
E, N E; N Ey

dir. Burada G C,E: ve G CE, C E; olur. Dolayisiyla

G C E:f\EZ buradanda u (G) < u(E:,n E;) =0

olacadindan u*(G) =0 olur ki bu G nih,dolasxyla G¢
kiimesinin 8lgiilebilir olmasi demektir. E;y =(E N E:) -G
seklinde yazilabilecedinden ve dlglilebilir kiimelerin ke-
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sisgimi Olgilebilir oldudundan Ei kiimesi 8lg¢lilebilirdir.
E, = E - E; oldugundan E, kiimesininde Olgiilebilirligi
agiktir.
* ' :
Simdi # (E)= « durumuna bakalim. A temel kimeler
ailesinden herbir n igin

WA )< o ve X = UA
n n=1 n

olacak sékilde {An} dizisi vardir. E N A C A oiduéun4
dan u*(E n'An) < #(An) < = dir. E; ve ﬁz kimeleri m.s.
olduéﬁndén'SONUC 2.2 nedeniyle herbir n igin E; M A ve
E, N An kiimeleri m.s. olur. iIspatin ilk kismindan herbir
n igin EynA  ve Ez n A kiimeleri 6l¢lilebilirdir. |
E1 = 0 (ElnAn), Ep =

n=1 n
kiimeleri Olgiilebilirdir.

It C38

(E2 n Ah) oldudundan E; ve E;
1

E(E) = r(E;) + H{(E2)

seklinde yazilabilecedi ise E; ve E; kimelerinin m.s. ol-
masindan agiktir.

(ii) E; ve E, kimeleri m.s. dedil ise enazbir
2 Egv i = 1,2 agik kilimeleri igin

e >0 sayisi ve U,
; ‘ e ¥

dir. i = 1,2 i¢in
* * o -
w*(B) > pt(E)) /8

olmak iizere E; kiimesinin B; , Ez kiimesinin B2 altkiimele-

rini alalim. Ayrica

-17-



N

B (Uy) < uY(B;) + /8

olacak gekilde E; kilmesini kapsayan U;, E, kimesini kap-
sayan U, agiklarini alalim. Bi kiimesini kapsayan herbir
U; agik kilmesi igin Ui = Uy n Ug agik kiimelerini tanim-
. ' . * +
layalim. Buradan Bi C Ui C Ui dir. u(Ui) < u (Ei) e/8

ve u*(Bi) > p*(Ei) -¢ /8 oldugundan
(U,) < u*(By) + ¢/4
[ i u i €

olur. Dolayisiyla
' *
') = : - ' -
u(Ui Ui) u(Ui) u(Ui) < u(Ui) U (Bi) < e/4

' -1t N 1~ - ') U - 11! ’__‘
bulunur. U1 0 U2 U1 U2 C (U1 Ul) (U2 U2) oldu

gundan
k -11' N ' —111! + -TT
u(Ulﬁ Uz U1 »Uz) < u(U1 Ul) u(U2 U2)
n - A yry < ~-yU') + -y
#(U1 Uz) u(U1 Uz) »u(Ul Ul) “(,UZ Uz)

‘. ) _ -‘-‘_,'.,
B(U} N U3 > (U 0 U)K (U -U}) =k (U,=0})
k(u! 0oy > e-é/4 —e/4 = ¢€/2

bulunur. Herbir Bi'C Uy agik kimeleri igin

B(UYT N UY > (U NUY) > e/2

olacagindan B, ve B, kimeleri m.s. degil bulunur.
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BOLUM 3

METRIK YOGUNLUGU

3.1. Yodunluk Fonksiyonlari

. X'in herhangibir E altkiimesi ve A €A kiimesi veril-~

sin. A-da E klimesine ve dig Olg¢liye badli olarak

Il

m* (E,A) = u"(E nA)/u(a)

seklinde m*(E,A) tanimlansin. Herhangibir xe X ig¢in

-%
d (E,x)

n sué{m*(E,A) : x&Eﬁ,ku(A) < 1l/n}

E;(E,x)‘= sup{m*(E,A) : x€A, #(A) < 1/n}

¢ (E,x) = inf{m (E,A) : x€A, u(a) < 1/n}

x€A’ u(A) < 1/n}

¥ (E,x) = inf{n’ (E,A)

- -%

3 (E,x) = lim ~(E,x)
N> oo :

o" (E,x) = lim @ (E,x)
noe :

- ' -

¥ (£,x) = lim ¥V (E,x)

A noe B

v (B,x) = lim ¥ (E,x)

n->oe n

olsun.@*(E,x) vedf(E,x)'e'31ra51yla x noktasinda E kiime-
sinin st ve alt dis yo3unludu dehir;

¥*(E,x) ve ¢" (E,x)'e sirasiyla x noktasinda E kii-
mesinin list ve alt kisitlanmis dig yoJunlugu denir.

Eger E*(E,x) = @*(E,x) ise x noktasinda E kiimesi-
nin dig yodunludunun bir ortak de§eri vardir denir ve

. , N

¢ (E,x) ile gbsterilir.
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AYnL sekilde w*(E,x) katlanmig dis yodunludu ta-
‘himlanir.

Ejer E kiimesi Blgiilebilir ise simgeler lizerindeki
yildizlari kaldirarak ve deyimler Onilindeki "dig" sézdﬁ@ﬁ—

nii kaldirarak benzer tanimlar yépillr.

‘SONUC 3.1.1 :X'in bir E altkﬁmesi ve x€ X noktasi .
igin |
0 <o (B,x) < ¢ (E,x)< T (E,x) <3 (E,xl)' <1
dir.
tspaT

Yukardaki tanimlardan kolayllkla gbriilir.

quréf(E,x)f= 0 ise'@*(E,x) = w*(E,x) = 0 dir. Bu
0zelligi saélayén x noktalaraina E kﬁmesinin dagilmis

(dispersion) noktalari denir.

Egerd” (E,x) = 1 ise o% (E,x) = ¢"(E,x) = 1 dir. Bu
5zelligi saflayan x noktalarina E kiimesinin dis yogun nok-
talari denir.

Eger T*(E,x) = O ise ¥* (E,x) = O dir. Bu 6zelligi
saglayan x noktalarina E kiimesinin leltli dagilmis
(réstricted'dispersion) noktalari denir.

Eger v (E,x) = 1 ise ¢ (E,x) = 1 dir. Bu &zelli-
g§i sadlayan x noktalarina E kiimesinin kisitli dis yogun
noktalari denir.

Bu tanimlardan agiktir ki E kiimesinin herbir dig-
yogun noktasi E kiimesinin kisitli dis yoJun noktasidir.

=20~



E kiimesinin herbir dagilmisg noktaSLGa E kiimesinin kisit-

- 11 dadilmis noktasidir.

3.2; E1 ve E2 kimeleri m.s. Oldu@unda Yodunluk

Fonksiyonlariyla tligkisi

YARDIMCI ONERME 3.2.1: E, ve E, kilmeleri m.s.
ise i # 3, i =1,2 igin E, kiimesinin h.h. x noktasinda
* ' :
o (Ej,x) = 0 dir. Bdylece E, kiimesinin h.h. x noktasi Ej

kiimesinin dagilmig noktasidir.

tspar : ;

B = {xeE,: E*(Ej,x) >0} olmak tzere u*(B}) = 0
oldudunu gOstermek yetecektir. u*(Bi)’> 0 oldugunu var-
sayalim. Bu durumda B, = {x:GBiéa*(Ej,x) > c} kilimesinin
Slgisd 51f1rdan bliylik olacak gekilde Q < c <1 sayisi
vardir. Bdyle olmasin. Yani 0 < c <1 bigimindeki her ¢
sayisi igin u*(Bi) = 0 olsun. xféBi ise 3*(Ej,x) >0
dir. Buradan O <e' <1 ve 5*(Ej,x)> c' >0 olacak‘gé-
kilde bir c' sayisi vardir. Bu ise x €B, olmasi demektif.
BSylece B} C By bulunur. Dolayisiyla

x o< o¥ - : ooy o
u (Bi) < pu (Bi) 0‘ ’i}se u (Bi) 0.

olur ki bu kabulle gelisir. O halde u#*(B,) > O dir. Ozel

olarak bu B, kimesinin &lgiisiini sonlu farzedebiliriz. E;

i
ve E, kimeleri m.s. oldugundan her ¢ > 0 sayisi igin
olacak sekilde U; ve U, agik kiimeleri vardir. Herbir

xe’Bi igin
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E.,x) = lim(sup{m*(Ej,A):xeK, u(A) < 1/n}) > c
n —-oo ' T
dir.

Ez(Ej,x) = sup{m*(Ej,A) : xeA, p(d) < 1/n}

v ek
oldugundan {¢n(Ej,x)} dizisi azalandir. Buradan herbir

n igin

. =% g
lim ¢n(Ej,x) < @n(Ej,x)

n-> o .

dir. Doiay181yla herbir n ig¢in

—* : *

®n(Ej,x) > ¢ (Ej,x) > c
bulunur. n = 1 igin

- a5 .
[0} . i
1(E3'x) > ¢ ise xeA1 <! “(Al,x) < 1l ve

’

*
m (E.,A > C
(Eyih, o)

14

- olacak gekilde enazbir A1~xezﬂ.vard1r. n = 2 igin

14

- * . = b .
2(Ej,x) > c ise xesA2 ' “(Az,x) < 1/2 ve

e X

¥
m (E.,A > C
( J' Zcx)

- olacak sekilde enazbir Az € A vardir. Bu gekilde devam

4

ederek n. adimda

’ “(An,x) < 1l/n ve

-k ) -
<I>n (Ej,x) > ¢ lse'}_(EAn,x

* : o
m (Ej’An,x) > cC

olaéak sekilde enazbir An Xesa vardir. O halde h.h,.xEEBi

’

e u(A_ ) = O ve n* (E.,A )y > ¢ olacak se-
n,x j

icin x €&
¢ Anr X

X

kilde A da {A_ _} dizisi vardir. Genigletilmig Vitali

n,x '

Ortme Teoreminin ispatinda gbsterildigi gibi herbir n,x

igin A <« U dir. Genisletilmig Vitali Ortme Teoremin-
r . .
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‘den € >0 sayisi igin
k

* .
(1) # (B, — U A) <e
i m
: m=1
. k *
(ii) Z u(Am) < u (Bi) + €
' m=1 -
‘olacak bigimde temelde {An,x} dizisinin elemanlarindan
olusanfsonlu ve ikiger ikiger ayrik Al,Az,..,Ak alt aile-
si vardlr. Buradan
k k

* *
T (A) 2T u (B,NA )>u (B,)-e (3.2.1.1)
m=l " m=l ton *

H*(Bi)-ke >
dl:. Egitsizligin ilk iki kismi (ii) gartindan ve
M(Am)'> u*(Bi.ﬂ Am) m=1,2,...,k olmasindan ¢ikar. Sim-

di son parg¢asinin dodruludunu gdsterelim. U Am kiimesi

X m=1
Slgtilebilirdir. TEOREM 2.4 den U A_ ve ( 5 Am)c
. v m=1 K m=1 X
kiimeleri m.s., SONUC 2.2 den B, N (U A ) ve B,N (VA )€
i m i ul
: 5 m=1 m:l E
k . k c
kimeleri m.s. olur. B;=[B; n (v Am)] U [Birw( u Am)]
m=1 m=1
oldugu ve YARDIMCI ONERME 2.3. kullanilirsa
; . ¥ e
* . *
w*(B)) = w'[B, N (U AN + e [B=(V A
i m it 0 m!
m=1 : m=1

dir. {Am} dizisinin ayrik oldudu ve (i) gbzdniine alinirsa
v ;
* *
u (Bi) < Zau (BN Am) + €
m=1
ve dolayisiyla
k
* *
uo(By)-e < Zu (Bi N A
m=1
bulunur., m= 1,2,...,k ig¢in A _, A kiimelerinin keyfi
m’ n,x .

birlegimi oldugundan herbir m igin A C U, ayrica Ej C Uj

~ve r(U; n U,) < € oldujundan
-23-



k
*
= J m
m=1
bulunur. Ayrica herbir m ig¢in m*(Ej,Am) > c olacadi agik-
. * o .
tir. m (Ej,Am) = u (Ej N Am)/u(Am) > ¢ ise
*
A "

u (Ej Am) > cu(Am) bulunur. Oyleyse

k k

. ,
Z u (E. ﬂ'Am) >c Z u(Am) (3.2.1.3)
m=1 J m=1 -
- k .
dir. (3.2.1.1) esitsizliginde z ﬂ(Am) > u (Bi)—e
: : m=1 :
idi, ¢ > O oldugundan
k ok
c T u(A) > cle (B,)=€e] (3.2.1.4)
m=1 m E

elde edilir. (3.2.1.2), (3.2.1.3), (3.2.1.4) egitsizlik~-

lerinden

' k * k N
e>p(U1NUy) > S u (ESNA)>c Z u(A )> clu (B;)-¢l
i j m - m i
m=1 m=1
dir. Sonug olarak € >[c u*(Bi)~e] ise (l+c)e> cu*(Bi)

ve buradan
. : *
(1 + 1/cle > u (Bi)
olur. ¢ sayisi keyfi oldugundan bu #*(Bi) > 0 olma51yla

, *
geligir. O halde kabul yanlistir. Yani u (B{) = 0 dir.

YARDIMCI ONERME 3.2.2: Eder Ey kimesinin h.h. x

* ' o ,
‘noktasinda ¢ (E,,x) = O ise E; ve E; kilmeleri m.s.kolur.

1SPAT :

Once u*(Ei) < o oldugunu varsayalim.
Blz{xeeEI:?*(Ez,x) = 0} olsun. Hipotezden u*(Bl)isu*4(E1)
élacaktir. Herhangibir e >0 say151‘verildi§inde herbir‘
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%
xe;B1 igin @ (E,,x) < € dir.

* * - »
Qn(Ez,x) = inf{m (E,,A) : x€A, #(A) < 1/n}

. ,
oldudundan {®,(E ,x)} dizisi artandir. Buradan herbir n

~igin

. : * *
®n(E,,x) € lim @,(E,,x) = & (E,,x) < ¢

n-o> oo

*
dolayisiyla ¢,(E,,x) tanimindan n = 1 igin

* - ' *
i i €
*1(E2'X) < e ise x A1 x’:“(A1,x) <lve m (Ez'A y< €

' 1,X

olacak sekilde enazbir A1 XezA vardir. n = 2 igin
' : _

’ M(Az,x) <1l/2 vem (EZ,A 1< €

* -
. (E_ ,x ‘e lse xeA
¢, (E, ,x)< €A, 2,%

X

olacak sekilde enazbir Aé €A vardir. Bu gekilde devam

r

ederek n. adim igin
@*(E )< e i €A (A )< 1/n *(E A )<
¢ (E2,x se x n,x'“ n,x ve m 20B o €

olacak gekilde A X%EA vardar. 6yley$e h.h.x€B igin

’
- : : * C eals
erAn’X, u(An'X) - 0O vem (zz,An’X) < € olacak sekllde

A da;bir{An~x} dizisi vardir. Genisletilmis Vitali Ortme
Bh,x . N ;

- Teoreminden temelde {An x} dizilerinin elemanlarindan

olusan sonlu ve ikiser ikiser ayrik {AI,AZ,..,Ak} CA
alt ailesi igin |
k

L ua)< et (Bt (3.2.2.1)
=1 ¥

k ko N * '
i=1 ‘

(3.2.1 YARDIMCI ONERME'nin ispatinda (3.2.1.1) esitsizlik)

k ,
U; =V A; olsun. {Ai} dizisi ikiger ikisger ayrik oldudun-
i=1 | | |
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‘dan i # J igin Ay N El ye Aj O E; kiimeleri m.s. olur.
Ayrica U; &lgiilebilir oldugundan TEOREM 2.4 den U; ve

ug kiimeleri m.s., SONUG 2.2 den de E, NU; ve

E; n U? = E;~(U; n E;) kimeleri m.s. olur. YARDIMCI ONER~-
ME 2.3, (3.2.2.1) esitsizliginin birinci pargasi ve

B} € E; olmasindan

*x : * k ko,
B (Uy NEy) = [ (VY Ai)‘n E;] = Zu (Ai N Ey)
i=1 , i=1
k * ) * * ! :
> Zoup (Ain Bp)>u (By)-e =u (Ep)~e - (3.2.2.2)
i=1

egitsizligi yazilir.
E1 = (Uy NEy) U [E;-(U; n Ey)l, Uy n E; ve
E;-(U; N E;) kiimelerinin m.s. olmasi ve YARDIMCI ONERME

2.3 diistintiliirse
* * *
a(Ey) = e (U0 E;) +# [E;~(U; n E)I]
dir. Bu egitlik ve (3.2.2.2) egitsizliginden
* Y ' *
e >u (Ey) —w (U, N El) = U [Elf-(U1 N El”’

dar. Buradankﬁ(Ui) < € élacak sekilde El—Ulf\ Ei kiimesi-
ni kapsayan bir U; agik kﬁmesi vérdlr. (3.2.2.1) egitsiz~
1i§inin ikinci pargasindan ve herbir i igin m*(Ez,Ai)< €
olmaéindan | |

‘ N

. * )
u'(AirﬁE2)< € z u(Ai)< ele (B)) + e}

* ok
'3 (UlfWEz) )
i=1" i=1

i
elde edilir. Buradan u(U{) < e[u*(Bl) + €] olacak gekil-
| de Ul;n E, kimesini kapsayanYU: agirk kilimesi vardlr.‘U1
Glgiilebilir oldugundan U, ve U?'kﬁmeleri m.s. dolayisiyla

U1 ve Uf~ﬂ E2 = EZ- (U1 N Ez) kiilmeleri m.s. olur. Buradan ;
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her ¢ > .0 sayisi igin

Es= (U4 N E,) C U; - wve #(Uané) < e

olacak $ekilde U3 agik kimesi vardir. Bu segilislerle

EICUIUUi,EZCU'l'U Ué ve

[ (U U.UL) 0 (UFU U< 1 (UY) + u(Up AU+ 1 (U])

<e[u* (By) + €] + 2
bulunur. Sonu¢ olarak herbir €> O igin

=UlUUy veu(U NU ) < e

E,C U = U,uU u! ,E,C U
! 1 1 72 1€ 27r1€

1€ 2.1€

olacak sekilde U1 . ve U2 . agik kimeleri bulunmus olur.
14 14 .

Buradanda E, ve E, kiimeleri m.s. oldugu bulunur.

o0

‘~$imdi, #*(Ei) = = i¢in bakalim. X = U»Aﬂ ve
: . ‘ n=1
' u(Ah) < w» olacak sekilde A da bir {AA} dizisi vardar.
. : ' n-1
= F v : . | . [§] ' i =
Ei,l EinAl, Ei,n Ei N (An m_-:]_Am) i 1,2,

n=1,2 ... olsun.yu*(Ei NnA') < u{(A') < « oldufundan
dolayi ispatin ilk kismindan
E . ¢U s E c U ve p(U n U ) < 1
1rl 1r1 211 271 1s1 201
olacak gekilde UI ve U ~,aglk kiimeleri vardir. Bu sge~

r1l 2:.1

kilde devam edildiginde herhangibir n dojalsayisi igin

“;(Ei N An)<; #(An) < 0. 0ldufjundan

. nc R
U c U \
Y El,k c Ul,n r Y Ez,k c Uz,n ve u(UI'n‘n Uz’n)<<l/n
k=1 | k=1 ‘
olacak sekilde U, _ ve U _ agik kiimeleri vardir.
1,n 2'“ . ’

Hy, = 1lim inf U2 n olarak alirsak
. ’ ’ .

H; = lim inf Ul,n
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E;y €CHy , Ep C Hy ve N(HlnH2)=O

olmak lizere H; ve H,; ag¢ik kiimeleri bulunmus olur ki bﬁda

E; ve E, kiimelerinin m.s. olmasi demektir.

TEOREM 3.2.3: Asadidaki iki &zellikten herbiri
E; ve Ej kiimelerinin m.s. olmasi igin gerekli ve yeter-
lidir.
(1) i1+ 3, i=1,2 ve h.h. x€E, igin
¥ (E.,x) = O
J
(i) i# j, i= 1,2 ve h.h. x €E; igin

@*(Ej,X) = 0

ISPAT :
SONUG 3.1.1, YARDIMCI ONERME 3.2.1 ve 3.2.2 gdz-

Oniine alindiginda kolaylikla gdrilir.

-

TEOREM 3.2.4: E O8l¢lilebilir bir kime ise h.h.
X €EE igin q;* (Ec,x) = 0 dir.
1spAT :
TEOREM 2.4 den E Slgiillebilir oldugundan E ve EC

kimeleri m.s. olur. TEOREM 3.2.3 den E ve E° kiimeléeri m.s.

ise hfh’ XE€EE igin ¢*(Ec;x)% 0 .olur.
‘ 3,3Q E, ve E, Kiimeleri m.s. Olmad1§1nda‘Yo§unluk)
Fonksiyonlariyla iliskisi ' | o
TEOREM 3.3.1 : E, ve E, kimeleri m.s. degil ve
i % j, 1= 1;2 ig¢in Ei(Ej) ={X€ Ei: 5*(Ej,x) > 0},
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Ei(Ej)~= {erEi:E*(Ei,x) > 0} olsun. Bu durumda.

I

WIE (B5)] = 6TE5(B))] > 0 ve wEy(E,)I=u"1E(5,) 1> 0

dir.

1SPAT :

Snce u*{Ei(Ej)]> 0 ve u*[Ei(Ejf“] > 0 oldudunu
gbsterelim. TEOREM 3.2.3 ve E; ve E, kiimelerinin m.s. de-
gil oldugu gdzdniine alinirsa istenen g&riiliir. Simdi
u*[Ei(Ej)] = u*[Ej(Ei)] 6ldu§unu gésterelim. Once
“*[Ei(Ez)] < u*{Ez(El)]»Qlduéunu varsayalim. EI(EZ) kiime-—-
sini kapsayan ve u(U;) < #1(E2(E1)} 8zelligini sé@layan
U, aQik klimesini alalim. Gnéelikle boyle bir U, agik
kiimesinin varligini g8sterelim. u* dis Slglisiiniin tanimin-
dan her ¢ > 0 sayisi icgin |

E (E,) CU ve u(U) < #*[EI(EZ)] o

olacak sekilde U ag¢ik kiimesi vardlr.n*[El(Ezﬂ < u*[EZ(El)]

olduéundan
* *
LB (E))] < r‘< # (EZ(EI)]

olacak sekilde bir r > 0 reel sayisi vardair.
e =r = “*[El(Ez)] alindidinda karsilik gelen agik kiime-
ye U1 dersek |

’#(U1) < u B (EI+ ¢ - “*[EI(EZ)} =r < “fsz(El)]

bulunur. Oleyse bu gartlarda bir U, aglk kiimesi segebi-
liriz. U, klmesinin 8lglilebildigi ve TEOREM 2.4 den U,
ve U? kimeleri m.s. olur SONUG 2.2 den U, N E, (E,) ve

C

Ul,fw EZ(EI) kiimeleri m.s. olur.
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Ep (E1) = [U1 N Ez(E1)] U [U? N Eg(El)} olmasi ve YAR-

DIMCI ONERME 2.3 den

]

W*LE; (8] = 11U 0B (ED] + aT(0] 0 Ep(ED)]
<u(up + S 0 Ex(Ep)]
< w*E, (B)] + 871U] 0 Ep(E))]

’ *
bulunur. Oysa u [Uf N E, (E;)] = O dir. Olmadigini var-
4
sayalim. Yani u [U? N E, (E;j)] > 0 olsun. U; ve Uf kilime-

leri m.s. oldugundan SONUG 2.2 den U; N Ei ve U? N Ez(El)

;kﬁméleri m.s. olur. E, (E,) = {xezEl;.5*(E2,x) > O}CEC U
olmasindan{x€ X : @*V(Ez,x) = 0} P Uf dir. Buradan

Uf n E C {xezEl:’ 5*(E2,x) = 0} dir. Oyleyse h.h.

xeiuf n E1;i?in 5*(E2;x) = 0 dir. Ez(El) C E, oldugun-
dan 5*(E2(El), x) < 5*(E2,x) = 0 ve dolayisiyla

" (B, (E)) /%) = 0 dir. YARDIMCI ONERME 3.2.2 den u$ n E,

" A A C fe!
ve Ez(El) kilmeleri ve bdylece U, N E;, ve U/ N E, (E;)

kiimeleri m.s. olur.
u, NE, ve Uf n Ez(Ei) kiimeleri m.s. ise her

€ > O sayisi igin
n ' < n c ’ 1 C <
U, MECUl, U0 E(E) C U, ve B(U} ©T,) €/2

olacak sekilde U] ve Ué agik kiimeleri vardir.

Q

U? n E, ve Uy n E, (E,) kiimeleri m.s. ise her
e > O sayisi ig¢in
C ] "
Ul n E1 C U; ve u(U1 N Uz) < e/2
olacak gekilde U] ag¢ik kiimesi vardir. Bu segiliglere gb&-
: o :
re U} v U] D2 (U nE}) U (U] NE}) = E,
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U, 2 Uf n Ez(El) ve her € > O sayisi igin

kL(U] U U0 N U, = k[ (U] N U,) U (U] N U,)]
< u(Uf N Uy + & (U] 0T,

<e/2 + €/2

= €

olur ki buda E,; ve U? N Ez(El) kiimelerinin m.s. olmasi’

demektir. YARDIMCI ONERME 3.2.1 den

i *
h.h. x€U§ N E,(E;) i¢in & (E,,x) = O

dir. $imdi kabuliimiize d8nelim. u*[Uf N EZ(EI)] > 0 ise

| Q*(El,x) = 0 olacak sekilde Uf n Ez(Ei) kiimesinin enazbir
x elemani dolayisiyla E, (E,) kimesinin Q*(El,x) = 0 ola-
cak $ekilde enazbir x elemani vardir. Bu ise E, (E;) kilime-

sinin tanimiyla gelisir. O halde

* .
U [U? n E,(E;)] = 0 dir. (3.3.1.1)
~ Bu degeri ilk buldudumuz egitsizlikte yeriné ya-
 zarsak

WE (BT < AT

Ey (E)]

' bulunur.,Buda u*[EZ(El)]== M*[EZ(El)] 6lmasiyla geligir.
i i_ w7, .
o halde #"[E, (E,)] < #"[E,(E;)] olamaz.

Ayni gekilde u"[E,(E,)] < «"[E,(E,)] kabul ederek
ve yapilan iglemlerde El(Ez) yerine E, (E;) alarak bu ka-
biiliinde olamayacagi g&sterilir. Buradan

ox R S
L lE{(Ep)] = # [Ey(Eq)]
bulunur.
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Benzer olarak TEOREM 3.2.3 gdzdniine alinarak
'¢*(E,x) yerine W*(E,x) kullanilabilece§inden ayni yolu

takip ederek
#TE(E)) ] = wl EZ(EI) ]
bulunur.

YARDIMCI ONERME 3.3.2 : E, ve E, kiimeleri m.s.

degil ve i# 3, 1= 1,2 igin ¢ = w'[ E;(Ey)I ,

C = u*[Ei(Ejfﬁ olsun. Bu durumda

= = 1 N e 8 G >D
C C lnf{lJ (Ul Uz) U, aglk kime ve U, 2 E.}
dir.

1SPAT
= i N : i D -
d 1nf{u(U1k Uz) s Ui acgik kilime ve Ui Ei} ol
v * . '
sun. Onceki OGnermeden d = # {El(Ez)] oldugunu g&stermek
yeter.
* * .
I. Durum : u [E; (E,)] < = ve u (Ei) < e olsun.

' (A‘ )4'0

h.h. x€ E, (E,) elemaninina bagli olarak x€ A
. RS n,x n,x

olacak sekilde A da {A_ 1} dizisi vardir. Genellestiril-
. ’ .

mig Vitali Ortme Teoreminden € > O sayis: igin

* K ;
(1) wI[E(E) -~V A] <e€/3
=1l L
koo R |
(i1)  Zu(A) < p[E (B + e/3

=1
olacak sekilde sonlu ve ikiger ikiser ayrik {Ai,..,,Ak}c:A

alt ailesi vardir. E;(E;) kiimesinin tanimindan

Ey(Ey) = {X€E] : & (Ep,x) > O}

dir. Buradan
' -32&



| - %
E; nEy(Ex)C = {x€E;: & (Ep,x) = 0}

dir. Dolayisiyla -

-k
h.h. x€E; n E;(E,)C igin ¥ (E,,x) = O
olur. SONUC 3.1.1 diiginililiirse
| C
h.h. x€E; n Ej(E2)” igin ¢ (Ep,x) = O

dir. TEOREM 3.2.3 den E; n Ey(E;)C = E1=E; (Ey) ve E,

kiimeleri m.s. olur. O halde herbir e > O sayisi igin

E;-E;(E2) ¢ U} , E, c U, ve (U] N U, <e/3
olacak gekilde U; ve U, agik kiimeleri vardir. (i) Szel-

liginden

-k ‘
U] 2 E,(E,) -V A Ve u(Uy) < €/3
m=1
o k
olacak gekilde U} ag¢ik kimesi vardir. U,= U A U U] v Uy
‘ Ju=1
olarak tanimlayalim. Bu durumda u,? E,,U, 2 E, ve her
€ > 0 sayisi igin
: k
(U NU,) =pl ((Y A ) U U u Up) n Gl
, ~ o m=1l
k : , ‘
<wul(YA) nUl+w(U] nU) + u(U nUy)
m=1 - :
k .
< Zp(A) +€/3 + wu(Uy)
m=1 :
* SR : '
< B [E;(Ey)] + €/3 + €/3 4+ ¢/3

= u*[El(Ez)] + €

dir. d nin tanima geré@i d < #(U; n U,) olur. Buradan

T d < u*[El(Ez)] + € bulunur. e sayisi keyfi oldugundan
; N .

d <p [E(Ey)]
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elde edilir.

DiJer y®nden E1 kiimesini kapsayan U; ve Ej, klime-
sini kapsayan herbir U; agik kiimelerini gbzdnline ala-
lim. 2, = U? NEz(E}) olsun. TEOREM 3.3.1'in ispatinda

(3.3.1.1) den ¥ (25)= O dair.

‘E2(E1)=%, 7= E,(E)) n [U] nE,(E)]°

E,(E)) N [(U; U E,(E,)]

E,(E;) nU,
C Ul
Ayrica
EZ(EI)-ZZ = EZ(E].) N UIC EZ(EI) C EZ CUZ

oldudundan

E,(E,|)-Z, Cc U; nU,
dir. Oyleyse
, , | ’
» * L x
= u [E{(E))-r (Z,)
dir. Bu'éarttaki herbir U, ve U, agik kimeler ig¢in dogru
oldugundan
*
d >e [E}(Ey)]
olur. Sonug olarak
;
‘d =4 [E,(Ep)]

elde edilir.
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, * *
II. Durum : 4 [E; (E;)]< = ve p (E.)’= = (lsun.

o

p, X tzerinde o-sonlu oldujundan X = U A ve u (A )<
n=1
olacak gekilde A da bir {A } dizisi vardir. O halde

r (A _) - O olacak gekilde bir {a_ _}

icin A da xe A
s n,x n,x n,x

dizisi vardir. Genigletilmis Vitali Ortme Teoreminden

herbir £ > O sayisi igin

k
(iii) o [El(Ez) N A= U c] < €/2.3
m=1 ™

(iv) k(G < H'[EB(E,) 0 A+ e/2:3

M

m=1
olacak sekilde sonlu ve ikiger ikiger ayrik {C,...,C }cA
alt a11e31 vardir. Ispatin ilk klsmlndan E, tWA -E(E,) NA,

ve E n A kimeleri m.s. olur. Buradane > O sayisi igin

N — ( ] B ln "
E,NAE () NACUl, E,nAcU, veu(Unu )< /2:3

olacak gekilde U] ve U acik kiimeleri vardir. Ayrica
271 « :

(iii) Ozellikten

E(E)nAl-UC c Uy veu(U)<e/23
, m=1
, : k :
olacak sekilde U" ag¢aik kiimesi vardir. U = U C uU'uu"
. 1 1y m:lm 1 1

olsun; E1 n A1 c U s EonN Ay Cc U ve her e > O sayi-
1r1 271

?

s1 ig¢in
K .
u(UfﬂU‘)=#[((UC)UUUU'{)iﬂU ]
, 171 2r m=1 2r1
: k , : : ;
< Uy c)nu ‘ Uut'nUuU g" U :
u[(m lCm) 2’1]+ QAT 2'1)+u( 10 2'1)

< “*[,El(Ez)/n A}_] + €/2+3 + €/2+-3 + €/2.3
= #*[E I(Eiz) n A1]+E/2

dir. Ayni sekilde‘
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u*[El(Ez) N (Ax=A1)]< = ve u*[Ei N (Ay-A;)] < =

oldu@undan Onceki yapilanlar tekrar edilirse her € > 0

sayisi igin

E, N (A,=A;) C U E, N (Ay-A;) C U ve
1 (B2=A1) 102" 72 (Az=21) 212
w(u N U ) < e/22
1r2 . 212
olacak sekilde,U1 , Ve U2 ) acik kiimeleri vardir. Bu ge-
’ ’

kilde devam edildiginde hérhangibir n igin

n-1 n—-1
E n (A- UA)CU E.N (A - U A cu
1 ( n o '__l,n’ﬂ 2 ( L — m) 2,n
n
2
ve M(Ul'n n Uz,n) <e/
olacak sekilde U1 n Ve v, " agik kiimeleri vardir. $Simdi
4 r d
o0 [v -}
8] = UU U = U U, olarak tanimlarsak E,C e
l,e n=1 l'n’ 2’5 n=1 2, 1 U1,€
E, cU ve her € > O sayisi igin
2 216
8] U = f U u’ n (Y uUu ]

ﬁl I,n 3t
nel (U ,n 2,n)
o : n-1 n
< ZR[E (E) n (A,-YA) + e/2 ]
n=1 L2 m 1

* .
- E (E: '
WIE ()] +
olur, e Say151 keyfi olduéundah ve‘d‘nih tanimindan

d < 1" E, (E,)]

bulunur.
: m ‘
‘ i olarak B_ = U = N
Tersine ol m n=lAm' El’z"m Bm El(Ez)
olsun. {E } monoton} azalmayan bir dizi ve .

1,2,Mm
' =36~



E;j (E;) = lim E1 o, dlr.lBuradan

RN §

* v = 14 * »
#OLE (Ex¥]= lim u (EIIZIm)

; * .

dir. Herbir m igin # (Ei N Bm) < ve herbiry E; C Ui
agiklari igin E; N B C U, dir. Buradan

' N N

Ey (Ez) | Bm - Ui Bm c Ui
olur. I. Durumdaki ispatin ikinci kismi g&zdniine alinir-
sa

* o :
b (E ) Sk (U;pNUy, N B ) < u(Up NUy)

1r2 /M

buradanda

1M By (Bp)] =lim o™ (E ) < u(U, A U,)

1,2,m

bulunur ki buda
*
v [Ej(E2)lI< d
- demektir. Sonug ola:ak
* -
d =u [El(Ez)}

bulunur.

- III. Durum :‘Eéér‘u*[El(EQ)} = ® ise bu durumda
d < = oldﬁéunukvarsayallm. Yukaridaki ispattan Yararlana*
rak kolayllkla‘@ﬁ'El(Ez)] < d oldugu bulunur. Buradanda
#*fEl(Ez)]<'“ bulunur ki bu bir geligkidir. O haide‘

#*KEI(EZ)] = ® oldugunda d = = dar. SOnug,QlArakaa

d = u¥[E, ()]

bulunur.
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Ayni yol izlenerek kolaylikla d = c oldugu gbste-

rilir.

'YARDIMCI ONERME 3.3.3: U agik bir kiime ve i # j,
i=1,2 igin'Ei(Ej) C' U ise Ej(Ei) kiimesinin hemen hemen
timdi U ig¢indedir. Eger Ei(Ej)NCIU ise Ej(Ei)~ kiimesinin

hemen hemen timd U igindedir.

- 1SPAT :

Ei(Ej) kiimesi i¢in g8sterelim. U ag¢ik bir kiime ve
io# jv, i =1,2 igin E{ (Ej)’C U olsun YARDIMCT ONERME 3.3.2
nin ispatinda gésterilmis oldugundan Ei—Ei(Ej) ve Ej kiime-
lerd ms. ‘oluE. Ei-Uk: Ei—Ei(Ej) blduéundan SONUG 2.2 g&z-

O6niine ‘alinirsa Ei-U ve Ej kiimeleri m.s. olur. Buradan

4

her e > O sayisi igin

| - U, E.C U. ve U, Ny.s )< e
E;-Uc Uy, By e w(Ug, MUy )

r€ 14

ve Uj'éaglk kiimeleri vardir.e =1
’ ,

olacak gekilde U,
: _ i,«®

igin

E.-UcC Ui

s} <
i E. C U, ve;t(Ui’ thl) 1

1077 3,1 1

olacak sgekilde u, ,ve Uj 1 agik kiimeleri vardir. e = 1/2
] ’ . ‘ .

.’1
i¢in
_u ' , nu. <
. Ei U c Ui,z ’ Ej ; Uj,z ve,u(Ui’z Uj,z) 1/2
olacak sekildevUi , Ve Uj 5 agik kiimeleri vardir. Bu ge-
: : ‘ ’ ’ . :
kilde devam edilerek € = 1/n igin

A .
ve #(Ui U',n) < 1/n

-U C U . C U,
Ey U Ui,n ! E] Uj n ! j

1
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olacak sekilde U, ve U, agik kilimeleri vardar.
i,n J.0

’

E = Ej(Ei) - U olsun. Ayrica Eic Uuwy, ~dir. Herbir

n igin U U U,  Olgllebilir oldujundan TEOREM 2.4 den
re

(DU U, ) ve (WU U, )c kiimeleri m.s. olur. SONUG 2.2
. lln i,n . .

C .
den Eiﬁﬁ(U U Ui,n) ve Ej(Ei Nn (Uu U )~ klimeleri m.s.

i,n

olur. B?radan Ei ve Ej(Ei)—(U U Ui,n) kiimeleri m.s. olur.

TEOREM 3.2.4 den h.h. xﬁEEj(Ei)-(U U Ui,n) igin

* . E — - (33

& (Ei,x) = 0 dir. Hn Ej(Ei) (U U Ui,n) olmak lizere

* *
u (Hn) = 0 dir. Olmadidini varsayalim u (Hn) > 0 ise
¢*(Ei,x),= O olacak gekilde enazbir xEEHn vardir. xEEHn

‘ .

ise xEEEj(Ei) olacagindan - ¢ (Ei,x) = 0 olacak gekilde

enazbir xesEj(Ei) bulunur ki bu Ej(Ei) kiimesinin tanimiy-
. *

la geligir. O halde herbir n ig¢in u (Hn)’= O dair.

P = Ej(Ei)- n:lHn olsun. # (P) = u [Ej(Ei)] olur.

p-U = [E.(E.)= U H 1-U=[E.(E.}=( U [E.(E.)=(U U U. )i)F-
gy A nl [E; (B;) (n=l[ 5 l.) (UV U 1)U
= [ E. (E, N (E. . U gguvu nu, ] n
[ 5 (Ey) ( J(El) W i) U
.. o0 M B c
= . (E N n.gu AU
El l? | (n%1 i,n)
c NUu,
n=1 ,n
cu,
i,n

dir. Ayrica

p-U=[E.(E.)- U H ]-U =[E.(E,) N ( n&uS] n oS
, joi n=1 nk b R R n=1 n

C Ej(Ei)



dir. Bu ikisinden P-U C U, n U, bulunur. Oyleyse
i,n j.,n :

*
- < N .
4 (P-U) '“(Ui,n Uj'n) < 1l/n

- olur. Limit durumunda u*(P-U) = 0O olur. E =ij(Ei) - U

o

olarak tanimlamigtik bu E = (P-U) U (U Hn) seklinde ya-
n=1 ‘
zi1labilecedinden

1

W (8) = w*((®-U) U (U H)I

n=1

<ufe-u) + T M)
n=1 :

=0
olmasindan u*[Ej(Ei)—U] = 0 olur ki buda Ej(Ei) kiimesi=-

nin hemen hemen tiimiinlin U i¢inde olmasi demektir.

tkinci durumda Ei(Ej)~ C U olsun.TEOREM 3.2.3
, ‘ v , *x =
gbzdniine alindiginda ilk kismin ispatinda ® yerine N
alinarak ve Ei(Ej) yerine Ei(Ej)~ alarak ayni ispatin

tekrariyla istenen g&riiliir.

TEOREM 3.3.4: i # j, i = 1,2 olmak izere h.h.
. * - | ~
xEEEi(Ej)klginyé (Ej,x)~— 1, h.h. foEi(Ej) igin

'W*(Ej,x) = 1 dir.

iSPAT :

| Once Ei(Ej)~kﬁmesi igin ispata yapallm.u*(Ei)<<w
leunj»B‘ = {erEi(Ej) : ?#(Ej’x)”<‘l} olmakkﬁzere
‘:u*(B') =0 olduéunu g8stermek yeter. u*(B') > O«oldu@unﬁ
vafsayallm. Bu durumdako < ¢ < 1 bigiminde ve |
B = {xgEEi(Ej) : 9*(Ej,2) < C}kkﬁmesinin 6l§ﬁsﬁ sifirdan
biylik olacakysekilde bir ¢ sayisi vardlr; BéyleiolmaSLn,
yani her 0 < ¢ <vl biqimindeki c sayisi igin w* (B) =0
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olsun. x €B' ise 9*(Ej,x) < 1 dir. Buradan 0 < c¢' <1l ve
kg?Ej,x):< c' < 1 olacak gekilde bir c¢' sayisi vardir. O
‘halde X €B ve dolaYLSlyla B' C B olur. Buradan

u*(B') < u*(B) = O olur ki bu kabtille ¢eligir. Simdi
O<e{(l-c)#*(B),B<:U' agik bir kiime Ve'u(U')‘<#*(B) + € /6

olsun. H.h. x €B elemanina bagli olarék XEEKn <’
. ! 14

u (A ) > O, herbir n,x igin A

*
L
n,x A, % cU' vem (Ej,A ) <c

n,x

olacak gekilde A da bu'{An #} dizisi vardir. Genigletilmis

’

Vitali Ortme Teoreminden

(1)  w (B - VA) <e/6
‘m=1
(ii) Zu(n) < 1* (B) + /6
m=1

olacak gekilde temelde {An x} dizilerinin elemanlarindan

’

olusan sonlu ve ikiger ikiserbayrlk'{AI,AZ,..,Aq}<: A

- ; gq
alt ailesi vardir. UA. kiimesi 8l¢ililebilir oldugundan
qg m=1 q ‘ '
TEOREM 2.4 den U A ve (U A )c kimeleri su.s. olur.
m m
‘ ‘ m=1 m=1 :
B=(BN (UA) ViBn (Ja)% olmasi, soNug 2.2,
‘ m=1 m=1 " ,

YARDIMCI ONERME 2.3 ve (i) 6zelligdi kullanilirsa

g 2 ‘ q . q :
2@ =u"IB A (U a)l +u¥(B- U Al
' ; m=1 ' m=1

h™MQ

ey »
% (3 N Am) + €/6

<
m
olur. Herbir m igin B N A C A olmasindan

o,
(a) = Zwp (Bn A)

2
H(A )
=1 " pel

m
olur. YARDIMCI ONERME 2.2. nin ispatinda gdsterildigi gi-

bi
q .
* : !
Zu (B n Am) > u*(B) - €/6
m=1
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dir. Bu ikisinden

q q *
Tu(A) > T u (BNA) >u (B) - ¢€/6
m jul
m=1 m=1
bulunur. U' Slgiilebilir oldugundan TEOREM 2.4 den U' ve
U'C kiimeleri m.s. olur. SONUG 2.2 den U' ve E(Ej)-U' kiime-

leri m.s. olur. Buradan her € > O sayisi i¢in

E;(B;)=U' c U" ve u(U' nU") < e/6

olacak gekilde U" agik kiimesi vardair.

v Lu" N Ei(Ej)]<bo oldugundan h.h. x€U" n E(Ej)
elemanina bagli olarak x €A ; H(A ) - 0, herbir n,x
n,x n,x ;

ig¢in An' © 10 olacak sekilde A da {A x} dizisi vardir.

X v

.Genigletilmisg Vitali Ortme Teoreminden
* ' . P '
(iii) # [U" N E,(E.)- VU A )]< e/6
1750 _ m
m=g+1

P ;
(iv) = u(A) <w'[u" n E;(E:)] +e/6
m=q+1 m ‘ J .

olacak sekilde temelde {An X}dizilerinin elemanlaraindan
\ g ;X
olusan sonlu ve ikiser ikiger ayrik {Aq l',...,Ap} C A

alt ailesi vardir. Bu Szelliklerden vé Ei(Ej)-U'c:UurWEi(Ej)

olmasindan
P P s _
T ow(A) > X p[A NU"N B, (E))]
m=qg+l m=qg+1 J

> WMu" 0B (E)]-¢/6 > u LB (B)-U"]-¢ /6

bulunur. Ei(Ej) cu U U" olmasi ve YARDIMCI ONERME 3.3.3
den h‘h"Ej(Ei) c U' U U" olmasi dolayisiyla |
1By (B)1 =0 B () 0 (Ut U U]
<u'B () N U+ v By (E5) 0 U]

q2s



. P : :
dir. YU A ve U A kﬁmelerinin 6lc¢lilebilir olmasi ve

m=1 T m=q+1 m ;
yukarida bulunan esitsizlikler'gézénﬁne allnd1§1nda‘

a o
#[E (E)1<u{(E (E)nU)n(UA)Hu[(E (E)nU)n(UA)l

‘ p p
+ u[(E (E)nU")n(U Am)]+u[(E (E)nU")n(U Am) ]
m=q+l : m=q+1

g q
‘<uTE(E)ﬂ(UA)] +#[U'- Yal

=1 M m=1 ™
p
+u[E(E)n(UAm)]+ u{U"- U Al
©om=g+l m=g+l

! q
Eu[E (E) ﬂA]+ #(Uh)- Zua)
m=1 ‘ m=1

P P
+ T [E (EJ) NA ] +u{U") - = u(Am)

=g+l ; =g+l
9 : '
< 2e'[BE) 0l + #T@) +e/6-(u" (B)=e/s]

=l -

P * *
+ 2 ¢ [E,(B)) nNA] +u [E,(E,)-U'] +€/6
. megHl o r 13

N

[u,*( Ei(Ej) - U')- € /6]

1

Zu Ei(Ej) nAal + I ou Ei(Ej) O,Am] + 2¢/3

=1 ; =gl
‘ q P v R
< c!'Zu@) + z u@h)+-2q9
me=l gl

< cu(U') + u(U") + 2¢/3 |
< ‘cL[#*(B)4-e/6] + u*[Ei(Ej) -Ul+e 5o+ 2¢/3
< ch (@ + u*lEi(Ej) - ul e
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% * * | ~
< 'NE, (E,)]+# [E, (E,)-U"+ (1~ 'n
cu [U El(EJ)] u [El(EJ)mv I+ (I=c)u [U'N Ei(Ej)]
= u*[u'n B, ®)] +eME, (B) - U
‘ i3 S |
_ x
* ‘
yani p [Ej(EiH <u*[Ei(Ej)] olur ki buda YARDIMCI UNERME
3.3.1 ile gelisir. O halde #™(B') > 0 kabiili yanlistir.
Buradan u*(B') = 0 bulunur. Buda istenendir.
#*(E.) = o durumunda - X = U A ve (A ) < o ola-
i - nep [ n
cak sekilde A da bir {An}_dizisi vardir. Herbir N igin
N N N

val)ynfu An]==Ei(Ej)‘7[ VAl

E, (E. O]
3 o n=1 n=1 - n=1

oldugundan ispatin ilk kismi gdzdniine alinirsa

N
0 om * -
h.h. xEEEi(Ej)fW[ngl An]lgln o (Ej,x) =1

dir. Herbir N ic¢in dodru oldujundan N - = iken

‘ . * '
h.h. xFEEi(Ej) igin @ (Ej,x) =1
bulunur.
Ayni ispat ydntemi kullanilarak kolayllkla
o ~ Lk '
h.h. x€E, (By)  igin ¥ (Ej,x) = 1
oldugu ngterilir.
(Genellestirilmis’Lebesque Yogunluk Teoremi) TEO-
‘REM 3.3.5 : E,X'in herhangibir altkiimesi olsun. Bu durum-

da h.h. x€E igin ¢ (E,x) = 1 dir. Yani E kimesinin h.h.

noktasi E kimesinin bir dig yodun noktasadir.
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ISPAT :

Once u*(E) < olsun. B' = {X€E : Q*IE,X) < I}

olmak ﬁzere'#*(B') = Q oldudunu gdstermek yeter. Bu is-
patta aynen 5nceki iépat yontemi kullanilarak u*(B') >0
alip ve bunun sonlu bir B alt kiimesini segerek pes pese
Genellegtirilmig Vitali Ortme Teoremini uygulayip yapilan-

lar tékrar edilirse

u*(E) < ¥ (E)

celiskisi bulunur. Dolayisiyla istenen gdriiliir.

; o |
u* (E)= *» durumunde X = U A, ve u(A)) <= olacak
’ n=1 " '
gsekilde A da bir {An} dizisi vardir. Herbir N ig¢in
N
En [V A] kimesi sonlu &lgliye sahiptir. Oyleyse ispa-
n=1 ‘

tin ilk kismindan

N
h.h. xeEn [ U
‘ n=1

A ligin % (8,x) = 1
dir. Herbir N ig¢in dogru olduqundan N.- o iken
o .* |

h.h., x€E i¢in @ (E,x) =1

bulunu:.

3.4. YoJunluk Fonksiyonlarinin Ozellikleri
TEOREM 3.4.1 : @ , & , ¥ ve ¥ yodunluk fonksi-

yonlari Slgtilebilirdir.

IspaT :
Herhangibir‘AﬁSA kimesi ve A kilimesinin temel alt-
kiimelerinden olusan aile A(A) iken
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F : A(A) » R

olmak iizere

| DyF =‘limb (inf {F(a)/u(a), xesK,M(A) < 1/n})
n—-> o
DyF = lim (sup {F(A)/u(A) : x€i, u(A) < 1/n})
n-> oo .

fonksiyonlarl tanimlanmig ve bunlarin Ol¢lilebilir oldugu

gbsterilmigtir (4). Ozel olarak herhangi bir E C X igin

F(A) = g*(A N E).

olarak tanimlarsak
X ’ - Y -—
® (E,x) = DyF ve ®(E,x) = DyF

olur ki buda 9* ve o fonksiyonlarinin Slgllebilir olma-
s1 demektir,
gimdi V" fonksiyonunun Slgtilebilir oldudunu gds-—

terelim. Herhangibir k&€ R ig¢in

G

n.m {x: Bir A€A var x€A, #(A) < 1/n ve o (B,x)< k-1/m!}
4 ) E B L

I

{A€A : #(A) < 1/n, m*(E,A) < k=1/m}

olsun. Herbir A€A kiimesi agik oldudundan herbir n,m=1,2..

igin Gn’m‘kume31 aglktlr.

(x: ¥ (B,x) <k} = U (NG )
: ‘m=1 n=1 "'/

olur ki herbir n,m igin G kﬁmesi'élgﬁlebilir oldudun-
’ ' .

~dan Oyleyse
(x : ¥ (E,x) < k)

kliimesi &6lgililebilirdir. Buradan g’ fonksiyonu5l¢ﬁlebilirdir.
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Ayni yolu izleyerék‘@* fonksiydnunun Olgilebilir-

1igi gOsterilir.

SONUG 3.4.2 : X'in herbir E altkiimesi igin

(1) D(E) = {x: ® (E,x) = 1},

*
(ii) R(E) = {(x: ¥ (E,x) = 1},
* ’ .
(ii) D (E) = {x: ® (E,x) = 0},
(iv) R (E) = {x: ¥ (E,x) = 0} kimeleri 5lgiilebi-
lirdir.
‘ (v) E kiimesinin &lgiilebilir olmasi ig¢in gerek

ve yeter gart E kiimesinin D(E) kiimesini h.h. kapsamasi-
dar.

(vi) E kiimesinin Olglilebilir olmasi ig¢in gerek
ve yeter gart E kilimesinin R(E) klimesini h.h. kapsamasi-

dir.

ISPAT

(1), (i1), (iii) ve (iv) TEOREM 3.4.1 den agiktar.

(v) | ; |

E kiimesi Slclibelir olsun. TEOREM 2.4 den E ve E©
kiimeleri m.s., SONUQ 2.2 dende E€ n D(E) ve E kﬁmeleri

m.s. olur. YARDIMCI ONERME 3.2.1 den

h.h. xe£% n D(E) igin @"(E,x) = 0
dir. H.h.,D(E) C E oldugunu géstermekkigin #*(D(E)—E)= 0
oldugunu gésﬁermek yetecektir.‘ u*(D(E);E) >0 oiduéuﬁu
va:sayallm, u*(D(E)—E) >YO ise h.h.kxesEc n D(E) igin
Q*(E,x) =0 Qldu@undah Q*(E,x) = O olacak sékilde enazbir
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xesEc n D(E) vaxdir. Buradan ¢*(E,x) = O olacak gekil-
de enazbir x € D(E) bulunur ki bu D(E) kimesinin tanimiyla
geligir. Oyleyse kabul yahllstlr. Buradan

\

*
4 (D(E)-E) = O
bulunur.
Tersine olarak h.h. D(E) C E olsun. Genigletilmig
L.Y. Teoreminden
., *

h.h. x€E igin @& (E,x) =1
dir. Bu x €D(E) olmasi demektir. O halde

h.h. E ¢ D(E)
elde edilir. Hipotezde gbzbniine alinirsa

h.h. D(E) = E
bulunur. D(E) kimesinin Slglilebilirliginden E klmesi 31-
clilebilirdir.

(vi)

E kimesi &lgiilebilir olsun. E ve EC kimeleri m.s.
dolay131ylé R(E) n E€ ve E kﬁméleri ﬁ.é; olur. YARDIMCI
' ONERME 3.2.1 den -

| “h.h. x€R(E) n EC igin o' (E,x) = 0O
dlr..#*(R(E)—E)‘> 0 oldu@unﬁ varsayalim; n*(R(E)~E) >0
~ise ¢*(E,x)'= 0 olacak sekilde enazbir'xEER(E) n g€ var-
dir. BuradankCI)*(E),= 0] olaéak $ekildé dolaylslylé‘
W*(E,x) = 0 olacak §ékilde R(E) kﬁmeSinin enazbir x ele-

man1 vardir. Bu iée,R(E) kiimesinin tanimiyla ¢eligir. O
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halde kabul yanligtir. Oyleyse
* o\
# (R(E)=E) =0
dir. Buda h.h. R(E) C E olmasi demektir.
Tersine olarak h.h. R(E) C E olsun. Genisletilmig
L.Y. Teoreminden
h.h. x€E i¢in ®(E,x) = 1
dir. SONU¢ 3.1.1 den
oy * .
h.h. x€E ig¢in ¥ (E,x) =1
elde edilir ki bu x € R(E) demektir. Buradan
h.h. E ¢ R(E)
bulunur. Hipotei gbzdniine alinirsa
h.h. R(E) = E
olur. R(E) kiimesi Slg¢lilebilir olduéundan E kiimeside 61~
gilebilirdir.
‘TEOREM 3.4.3: E ¢ X olsun. Bu durumda
(i) D(E) c R(E) ve " (R(E)-D(E) = 0,
(ii) Dy(E) ¢ Ry(E) ve u (Ry(E)=Dy(E))= O,
(iii)'xkin‘h.h. noktasi E kiimesinin Ya dis yodun
noktasidir yada dagilmis noktasidir.
ISPAT : (i)
Herhangibir x € X igin
xeD(E)’ ise o* (E,x) =1

dir. SONUGC 3.1.1 den
| -49-



o* (£,x) = 1 ise ¥ (E,x) = 1
dir, Buradan x € R(E) olur. Dolayisiyla D(E) Cc R(E) dir.
Genellegtirilmis L. Y. Teoreminden
. ‘ *
h.h. x€E i¢in'® (E,x) = 1
dir. Buradan
; * ’ * :
Z=1{x€E : & (E,x) # 1} ise ¥ (2Z) = O
: % %
dir. Egp = E - 2 olsun. # (E) = u (BEy) dir.

*(E N A)/ua)

i

*
m (E,A)

]

b (Bo N A)/u(B)

* .
m (Eg,A)

oldugundan é*(E,x) = 1 olmasi igin gerek ve yeter sart

¢*(Eo,x) = 1 olmasidir. SONUG 3.1l.1 den bu Snerme dogruy-

1

sa W’(E,x) 1 olmasi ig¢in gerek ve yeter sgart W*(Eo,x)=l

O6nermesi dodrudur.

Simdi'#*(R(E)~D(E)):>O -0lduunu varsayalam,
D(E) kiimesi 8lgiilebilir oldugundan D(E) ve D(E)C kimele-
ri m.s. dolayisiyla D(E) n Eg wve R(E) N D(E)c kiimeleri
m.s. olur. Eo C D(E) oldudundan Eg ve R(E) N D(E)® kiime-
leri m.s. olur. TEOREM 3.2.1 den

" h.h. x€R(E) n D(E)C igin ¥ (Ey,x) = O

dir. u*(R(E)-D(E)) >0 iseﬂé*(Eo,x) =0 olacak sekilde
R(E) n D(E)C kiimesinin enazbir x elémanl vardir. Yukari-
daki iki Bnermeden ¥ (E,,x) = O olacak sekilde R(E) ND(E)°

kiimesinin enazbir x elemani, buradanda ¥ (E,x) = O olacak
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gsekilde R(E) kimesinin enazbir x elemanlnln‘varllél bu-
lunur. O halde kabul yanligtir. Dolayisiyla
u*(R(E)-D(E))==O bulunur.

(ii)

Herhangibir x € X ig¢in xezDO(E) ise ¢*(E,x) = 0
dir. SONUC 3.1.1 den @ (E,x) = O ise ¥ (E,x) = O bulu-
nur. Bu ise erRO(E) olmasi demektir. Buradan
DO(E) C RO(E) dir.

[R(E)]C = {x ¥ (E,x) = 1}° = (x : v (E,x) £ 1}

x €R (E) ise v (£,x) = 0 # 1 oldujundan x e [R(E)]C do-
layisiyla R (E) c [R(E)]® olur. Genellestirilmis L.Y.

Teoreminden
, : <
h.h. x€E i¢in @ (E,x) =1
dir. Buradan
* . *
Z = {x€eE : ® (E,x) # 1} ise u (Z) = O

dir. E, = E-2 oldu@undanAu*(EU) = u*(E) olur. erEO

ise @*(E,x) =‘1) SONUC 3.1.1 den ¢*(E,x)-= 1 ise

W*(E,x) = 1~oiu£.‘Bufadan X € R(E) d91ay131y1a Eoc R(E)

olur. R(E) kiimesi 61¢lilebilir olduéundan’R(E),ve R(E)c

kiimeleri m.s. SONUG 2.2 den R(E)® n D () ve R(E) n E, 7

'  kﬁmeleri m.S., Eo c R(E) olduqﬁndan R(E)c n DU(E)c ve

Eo kﬁﬁeleti m.s. olur. YARDIMCi SNERME 3.2.1 adstinilirse
h.h. keR(E)c‘—DO(E) icin @*,(Eu,x) -0

dlr,‘u*(R(E)c—Db(E)) > 0 olduéunu varsayalim; Bu durum-~
da ©" (E,x) = 0 olacak gekilde R(E)S-D;(E) kiimesinin enaz-
bir x elemani vardir. Yukarda verilen Onermeden
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¢*(E,x) = 0 olacak sekilde DO(E)c kiimesinin enazbir x
elemani vardir. Bu ise D, (E) kimesinin tanimiyla celi-
gir. O halde kabul yanlig dolayisiyla u*(RGﬂcﬂ%ﬂE)) = 0

dir.

R, (E) ¢ R(E)® ise Ry(E) = Dy (E) ¢ R(E)C = Dy (E)
dir. Buradan

* ' *

W (R (E)-D, (E)) < 4" (R(E)S-D (E) = O
bdylece
*(R (E)-D_(E)) = O
bulunur.
(iii)
* '
#” (R(E)-D(E)) = O ise h.h. R(E) C D(E),
* sy © .

p {(R(E) —DO(E)) = 0 ise h.h. R(E) C DO(E)

olur. Bu ikisinden
h.h. X ¢ D(E) U D, (E)
bulunur ki buda istenendir.

Bu makalénin_sonuglarl icin 6zel bir uzay ornegi
olarak En\ﬁklid‘uzaY1 ile {izerindeki Lebesquelélgﬁsﬁ ve-
rilebilir. |

Ayrica 6lgﬁlemeyén bir kiimeden teorik olarak na-
s1l 6lgﬁlebilir bir kiime elde edilebileceéi‘hakklnda
bir fikir olmasi amaciyla, basit ama oldukca ilging su
drnejide bir sonug olarak verebiliriz..

PROBLEM : E, X'in herhangibir &lgiilmeyen altkiime-
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si olsun. E = E(EC) kimesi 8lgiilebilirdir.

C@ZﬁM : ,
E(EC) = (xeE : ® (E°,x) > 0} olarak tanimlamig-

tik. Ayrica

E - E(Ec) ve E° kiimelerinin m.s.

oldugu YARDIMCI ONERME 3.3.2 nin ispatinin ig¢inde gSste—
rilmigti. EC(E)= {XEEEC:5*(E,X) > O}C:Ec olduéundan‘ve
SONUC 2.2 den E - £ (EC) ve EC n ES(E) kiimeleri m.s. ola-
cagindan E-E(EC) ve EC(E) kiimeleri m.s. olur.,Burédan
her ¢ > 0 sayisi igin

E-E(ES) c Uy, ES(E) C U' ve u(U; NU') < €/2

olacak gekilde U ve U‘ acik kﬁmeleri’vardlr.Ec(E) c u

ise YARDIMCI ONERME 3.3.3 den h.h. E(ES) C U' dir. Bura-
dan 2 = E(Ec)—U' olmak ﬁzere‘#*(z) = 0 d%r. Dolaylslyla |
7 C U" ve (U")< €/2 olacak sekilde U" agik kiimesi var-

dir. Uy = U' U U" olsun. Here > O sayisi igin
). ¢

5 - BED) 0, BES) € Uy ve

w(Up N Ux) = klUp N (U U U]
‘< #(UpNUY + & (U1 0 u”)
< e/2+ €2
.. =

oldugundan

E —E(Ec) Ve\E(Ec) kﬁmeleri m.s.

olur.
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.E—E(Ec) ve E.c kﬁméleri m.s. isekhere > 0 sayisi
“ig¢in | | |

E—E(Ec)/é U ES c U} ve (U, NUY < /2
olacak gekilde U, ve'Ug agik kimeleri vardir.

E—E(Ec) ve E(Ec) kiimeleri m.s. ise her ¢ > O sa-
yisi iéin | |

E-E(E®) C U;ve E(E®) C UJ ve u(U; N UY) < e/2
olacak gekilde U, ve U7 acgik kiimeleri vardir. Buradan
her e >’O say;51 igin |

B-E (%) c u,,E°C U E(E®) c Uj v Uy = U, ve

(U, N Uy) = (U O (U] VU U]
< w(Uy h‘Ué) + u (U, N UY)

< '€e/2 +¢e/2
oldugundan

E-E(E”) ve E° U E(E®) = [E-E(E®)] € kiimeleri m.s.

bulunur. TEOREM 2.4 den E-E(EC) kiimesi &lgtilebilirdir.
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