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Polarizasyon esitliklerini kullanan diger teorik yaklasimlardan farkli olarak, amorf
yariiletken ve yalitkanlarda elektronun hareketini tanimlayan yeni bir hareket denklemi
tanimlanip bir dizi matematiksel baginti kullanilarak, iletkenlik formiillerinin daha
genellestirilmis hallerine ulasildi. Debye pratikte ¢ok az malzemenin iletkenlik
davranigini aciklayabilen, etkilesmeyen dipollerin olusturdugu ideal maddesel ortam
yaklasimi altinda iletkenlik formiilii tiiretti. Ancak yapisal parametrelerin uygun
secimiyle onceki yari-ampirik iletkenlik formiillerine indirgenebilen ve tamamen teorik
olarak tiiretilmis genellestirilmis bir iletkenlik ifadesi tiretilebilirdi. Dolayisiyla, hareket
denklemini rezistans kuvvetleri de icerecek sekilde konum, hiz ve zamanin fonksiyonu
olarak tanimladik; bu degiskenler iizerinden fraksiyonel formda bir esitlik gelistirdik ve
sonunda pertiirbasyon hesabi1 yapilmadan tiim etkilesimleri igeren iki degiskenli,
fraksiyonel, genellestirilmis bir esitlik elde ettik.

Haziran 2016, 51 sayfa.

Anahtar kelimeler: Alternatif iletkenlik, dielektrik relaksasyon, permitivite, Debye
modeli, fraksiyonel dinamik
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The equation of motion is redefined to determine an electron motion in a material,
amorphous semiconductor or insulator and linked the conductivity after a series of
mathematical assumptions, differently from the other theoretical approximations which
are used the polarization equations. Debye has derived a conductivity equation for
response of ideal materials and the response is rarely observed in practice, but a general
conductivity equation which include the previous empirical equations via correct choice
of arbitrary parameters and moreover totally theoretical derivation had to be generated.
So we defined the equation of motion included resistive forces as a function of
coordinates, their derivatives and time variable; we improved a fractional form of this
equation over these coordinates and finally obtained the most generalized equation which
counts the whole interactions by fractional form as a variation of two variable.
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dynamics
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1. GIRIS

Dielektrik maddelerin fiziksel 6zelliklerinin agiklanmasi i¢in yiizyildan fazla bir zaman
kuramsal ve deneysel g¢alismalar yapilmistir [1-3]. Dielektrik permitivite, alternatif
iletkenlik ve bunlar arasindaki bagint1 ¢alismamizin konusu olan fiziksel 6zelliklerdir.
Dielektrik ortamlarda deneysel olarak gozlemlenen iletkenlik egrilerinin Debye modeline
uymamasi, deneysel sonuclarin yorumuna dayanan yeni tip ampirik iletkenlik
fonksiyonlarmin tretilmesiyle sonuglanmistir [4,5]. Cole-Cole, Cole-Davidson ve
Havriliak-Negami tipi iletkenlik fonksiyonlar1 iiretimi iki asamadan olusmustur: (1)
deneysel permitivite davranisini modellemek ftizere fit egrileri ve (2) permitivite ile
iletkenlik arasindaki bagintiyr kullanarak yeni tip iletkenlik fonksiyonunu iiretmek.
Uretilen yari-ampirik permitivite ifadeleri kabul gormiis ve iletkenlik davranis
dagilimlarini agiklamakta basarili olmustur [6]. Ancak gozlemsel temellere dayanan bu
egri uydurma yontemi kuramsal olarak temellendirilmek istendiginde polarizasyon ve
hareket denklemleri {izerinden iki ayri liretim yontemi gelistirilmistir. Polarizasyon
yontemi kendi i¢inde ikiye ayrilmistir: (1) Denkleme pertiirbasyon terimleri ekleyip ya
da (2) fraksiyonel formda denklemi ifade edip iletkenlik ifadelerini tiiretmek. Ancak
hareket denklemleri iizerinden iletkenlik ifadelerini liretmekte sadece pertiirbasyon

yontemi kullanilmastir.

Fraksiyonel hesap teknigi birgok fiziksel olayin aciklanmasinda matematiksel
yaklasimlara yeni bir boyut kazandirmakla kalmamus, fiziksel olaylarin yorumlarina da
katkida bulunmustur [7,8]. Bu yiizden diferansiyel formda hareket denklemlerinin Debye
modelinde oldugu gibi bazi siireglerinin degisimini agiklamakta yetersiz kalisi,
denklemlerin fraksiyonel formda ifade edilip tekrar ¢oziilmesi durumunda Onceden
ulagilan yari-ampirik iletkenlik fonksiyonlaria ulasilabilir mi sorusunu aklimiza getirdi.
Onceki basarili yari-ampirik iletkenlik modellerini anlatip, fraksiyonel formda hareket
denklemi iizerinden iletkenlik fonksiyonlarinin genellestirilmis bir formuna tamamen

analitik olarak ulasmaya ¢alisacagiz.



2. GENEL KISIMLAR

Alternatif elektrik alanlarla ¢alismaya baslandiginda oncelikle dielektrik permitivite ve
iletkenlik ifadelerinin kompleks biiyiikliikler oldugu kabul edilir [4-6]. Sanal kisimlarin
sirasiyla dielektrik kayip ve alternatif iletkenligi ifade ettigi bilinir. Bu yilizden 6nce

asagidaki tanimlamalar1 yapalim:

Dielektrik permitivite kompleks bir biiytikliiktiir ve

e =¢ —ig" (2.1)

seklinde ifade edilir, alternatif iletkenlik,

Ogc =0 + 0" =wey(e" + i) (2.2)

toplam iletkenlik,

Or = Og¢c + 040 = weye" + 0y (2.3)

olarak ifade edilir. Simdi, kompleks dielektrik permitivite, polarizasyon mekanizmasi

izerinden tanimlanmaya baslanmalidir.

2.1. POLARIZASYON MEKANIZMASI

Dielektrik malzeme {izerine uygulanan dc gerilim kaldirildiginda, polarizasyon yeterince
uzun bir slire bekledikten sonra sifira ulasir. Bu, dipollerin ortam sicakliginda alan
tarafindan uyarilmamis rastgele yonelimli hallerine donmeleri i¢in gegen siiredir. Ayni
sekilde dc gerilim uygulandiginda da polarizasyon maksimuma ulagsmas1 zaman

gerektirir. Bu olay dielektrik relaksasyon olarak adlandirilir.

Dc gerilim polar bir dielektrik iizerine uygulandigini ve polarizasyonun sifirdan bir

maksimum degere eksponansiyel olarak ulastigini diisiinelim (Sekil 2.1) [3-6,9].

P(t) = Py(1— e %) 2.4)



Burada P(t) herhangi bir zamanda polarizasyon ve 7 relaksasyon siiresidir

. T sicakligin
bir fonksiyonudur ve zamandan bagimsiz bir degiskendir.

Polarizasyon miktarindaki degisim esitlik (2.4)’ iin diferansiyeli alinarak,

t
dP(t) 1\ _t Pye't
or (D)

dt

(2.5)

elde edilir. Esitlik (2.4)’ i (2.5)’ de yerine yazarsak ve polarizasyonun sadece dipollerden
kaynaklandigin1 varsayarsak,

dP(t) _Po—P(t) _ R —P(®) (2.6)
A Ay & |

buluruz.

Pr

e

Po

Sekil 2. 1: Polar bir dieletrikte polarizasyon degisimi



Atomik polarizasyonu ihmal edersek, toplam polarizasyon-P; oryantasyonel
polarizasyon-B, ve optik frekans bolgesinde etkin olan elektronik polarizasyonun-F,

toplami seklinde

Pr(t) = B,(t) + P, (2.7)

ifade edilebilir.
Toplam polarizasyonun ulasacagi deger,

Pr = gy(es — 1E (2.8)
ve sabit gerilim altinda polarizasyon,

P, = &y(e — E (2.9)

seklinde gosterilir. Burada g ve &, kiigiik ve ¢ok biiyiik frekanslarda dielektrik sabitlerini

gostermektedir.

Esitlik (2.8) ve (2.9), (2.7)’de yerine yazilirsa

P, = gy(es — DE — g9(eo — 1)E (2.10)
ve diizenlenirse,
By = go(&s — €x0)E (2.11)
seklinde yazilabilir.
Alternatif elektrik alan,
E = Epgce't (2.12)

seklinde gosterilir ve esitlik (2.6)” da yerine yazilirsa



dpP 1 .
d(tt) = ; [80(85 - goo)Emelwt - P(t)]

elde edilir. Bu diferansiyel denklemin en genel ¢6zliimii
(gs - SOO)Emeiwt

t
P(t) =Ce 7+
(©) ¢ TT e 1+iwt

(2.13)

(2.14)

dir. Burada C bir sabittir. t > 7 oldugunda esitligin sag tarafindaki ilk terim ihmal

edilebilir ve boylece,
(65 — €00 Epet@t

P(t) = & 1+ iwt

Esitlik (2.15), (2.7)’ de yerine konursa,

. e ., .
P(t) = gy(eo — 1)E,e'®t + —0( S )E iwt

1+iwt ™
daha basit halde,
(65 — 800) iwt
P(t) = [(Eoo - 1) + m] SOEme

(2.15)

(2.16)

(2.17)

dir. Esitlik (2.17), P(t)’nin uygulanan gerilim ile ayn1 frekansta salinan siniisoidal bir

fonksiyon oldugunu gostermektedir. Ak1 yogunlugu fonksiyonu,

D(t) = gy&*E, et

ayni sekilde aki yogunlugu,

D(t) = goEne'@t + P(t)

esitlik (2.18) ve (2.19) ifadeleri kullanilarak,

(2.18)

(2.19)



g0 Epett = gyE, et + P(t) (2.20)

esitlik (2.17), (2.10)’ de yerine yazilirsa ve biraz diizenlenirse,

, &€ — €
e =1 o — 1 .
(' —ie") + [e + 1T in] (2.21)
elde edilir. Reel ve sanal kisimlar esitlenirse,
. & — Eop
€ =enty ol (2.22)
ve
o = (B~ En) T (2.23)

1+ w?72

bulunur. Ayrica kayip faktoriiniin,

" ¢ — €60 ) WT
tm6=—=£i——L— (2.24)
e &+ Epw?T?

oldugu goriilebilir.

Esitlik (2.22) ve (2.23) Debye esitlikleri olarak bilinir ve polar dielektriklerin davranisini
ifade eder. Sicaklik, tartismaya Arrhenius ifadesinde 7 ilizerinden dahil olur. Debye
relaksasyonu olasi tek bir polarizasyon mekanizmasini ifade eder ve ilgili her fiziksel
olgu i¢in, cesitli relaksasyon formiilleri i¢inde en genis aralikta en ¢ok kabul gérendir

[6,9,10].

2.2. DEBYE ESITLIKLERI
Debye esitliginin alternatif ve daha kullanish sekilde ifadesini yazalim [4-6].

(2.25)



Sekil 2.2° de esitlik (2.22)-(2.24) gosterilmistir. Bu esitlikler belirtilen 6zelliklere sahiptir:

(1) wt’nin kiigiik degerleri igin, kompleks dielektrik sabitinin reel kismi esitlik
(2.22)’ nin bolen kisminda bulunan kare terimden dolay1 € = &' ve " kiigiiktiir.
wT = 0 oldugunda dc gerilim altinda beklendigi tizere €"” = 0 olur.

(2) wt’nin biyiik degerleri igin, &' = &4, Ve " kiigiiktiir.

(3) Frekansin ara bolgelerde, bazi belli wt degerlerinde &' maksimuma sahiptir.

g'" esitliginin maksimum degeri,

e’ w?t? -1
— _ e 2.26
d(wt) (& — &) (1 + w?72)? 0 (2.26)
dir. Buradan
wpt = 1 (2.27)

bulunur. Burada wy,, €" 4, ’daki pik frekansdir.

4
g."
£, +&,
2
‘FS — g’)(‘
2
&,

loge

Sekil 2. 2: Debye denklemlerinin log w’nin fonksiyonu olarak sematik gosterimi.



s

Bu w,t degerinde &’ ve £ niin alacag: degerler,

R (2.28)
2
£ — Eop
er’rllax == 2 (2-29)

seklindedir.

Kayip faktor tan § frekansla arttikga Once artar bir maksimum degere ulasir ve sonra
azalir. tan § ifadesinin w’ya gore tiirevi alinip sifira esitlenirse kaybin maksimum oldugu

frekans bulunabilir.

d(tan 6) Eoo?T? — &

S _ (i = 2.30
d(wt) (& = &) (&5 + Eow?T2)2 0 (2:30)
Bu esitlik ¢oziiliirse,
= = 231
wT = e (2.31)
oldugu goriiliir. Esitlik (2.24)” de bu deger yerine yazilirsa,
& — €0
(tan &) max = —— (2.32)
Es€c0
elde edilir.
g’ ve " degerlerini tekrar bulalim.
2E5E0
! (2.33)

& + €0



& — €

e = VEs€Eo (2.34)

&+ €0

Esitlik (2.21), (2.22)’ ye boliiniir ve yeniden diizenlenirse,

=Tw (2.35)

rn

ifadesine ulasilir. Esitlik (2.35)’ e gore ‘nin w’ya gore grafigi, egimi T olan bir

&'—&00

dogrudur [4-6].

2.3. KOMPLEKS DUZLEM DiYAGRAMI (ARGAND DiYAGRAMI)
Cole ve Cole, Debye relaksasyonuna ait €''-¢" diyagraminin bir yarim-¢ember oldugunu
gosterdi [3-6]. Bu, esitlik (2.22) ve (2.23)° in tekrar diizenlenerek yazilmasiyla

gosterilebilir

" ’ (8 B 800)2
()2 + ('~ )’ = T 57 (2.36)

Esitlik (2.36)’ nin sag tarafi esitlik (2.22) kullanilarak yazilabilir.

("2 + (6" — €)% = (&5 — €6) (&' — €0) (2.37)

Esitlik (2.37) daha basit sekilde ifade edilebilir.

€% — &' (65 + €) + E56p + "2 =0 (2.38)

Cebirsel tanimlar kullanilarak

Es€o = [(Ss + 800)2 - (gs - 800)2] (2.39)

NN
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Esitlik (2.38)

&+
2

& — Eop

27 4 ()2 = (B

(&' -

)2 (2.40)

EstEco
2

yazilabilir. Bu esitlik, yarigap1 % ve merkezi ( , 0) olan ¢emberin denklemidir.

(€0,0) Ve (&, 0) gember iizerindeki noktalar oldugu goriilmektedir. Baska bir deyisle,
Sekil 2.3’ de gorildigii gibi gember yatay ekseni €., Ve &g noktalarinda kesmektedir. &'-

g'" grafigi €’ kompleks diizlem diyagrami olarak bilinir.

w,t = 1’de sanal kisim &’ maksimum deger alir
D g

i 2.41
Buna karsilik gelen &’ degeri
t e
g= s j £ (2.42)

ile wverilir. Beklenen degerlere ulagsmamizin sebebi esitlik (2.40)’ m Debye

denklemlerinden biri olmasidir.
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! E ]

(ec+€-)/2

Sekil 2. 3: €* i¢in Debye denklemlerinin Cole-Cole diyagami olan bir yari-gember.

Herhangi bir malzeme i¢in ¢esitli frekanslarda 6l¢timler alinarak, genellikle w = 0 ile
w = 10 rad/s arasinda olmak iizere, &"-¢’ diyagramu g¢izilir. Eger degerler yarim-
cember iizerine diisiiyorsa malzeme Debye relaksasyonu gosteriyor sonucuna ulasabiliriz.
Cole-Cole diyagrami, orta frekans bolgesinde yapilan Olgiimlere uygun kompleks
dielektrik sabiti davranisini belirlemek i¢in kullanilir. Pratikte ¢ok az malzeme tamamen
Debye esitlikleriyle uyum icindedir, tutarsizlik relaksasyon zamanlarinin dagilimi olarak

yorumlanir [4-6].

Debye teorisi basit¢ge molekiillerin kiiresel sekle sahip oldugunu ve dig elektrik alan
etkisinde donen molekiilin €* degerini etkilemedigini varsayar. Bu bir kuraldan &te
varsayimdir, ¢linkii molekiiller sadece farkl sekillere sahip degil, 6zellikle uzun zincirli
polimerlerde oldugu gibi lineer dizilime de sahiptir. Dahasi, kat1 halde dipoller etkilesir
ve alternatif alana ortam cevap verir. Bu malzemelerde relaksasyon zamanlari rotasyon
eksenine bagli olarak degisir, bunun sonucu olarak dispersiyon genellikle genis bir

frekans araliginda gozlenir [4-6].
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2.4. COLE-COLE ESITLIiGi

Birden fazla relaksasyon zamanina sahip polar dielektrikler Debye esitliklerini saglamaz
ve esitlik (2.29)’ un tahmin ettigi maksimum &'’ degerinden daha diistik bir deger alirlar.
tan §-log wt egrisi daha genis ve esitlik (2.32)’ nin tahmin ettiginden daha kiigiik bir
maksimuma sahiptir. Bu kosullar altinda ayn1 zamanda &'-&"’ grafigi de bozulacaktir ve
Cole-Cole yari-cemberinin (Sekil 2.6) merkezinin &’ ekseninin altinda kaldigini

gostermistir. Bu yiizden kompleks dielektrik sabiti icin deneysel bir esitlik 6nerdiler [11].

(2.43)

a = 0 icin Debye relaksasyonu

Burada t ortalama relaksasyon zamani ve a ise materyal igin verilen bir sabiti ifade
etmektedir. Esitlik (2.43)’tin grafikleri, Sekil 2.4 ve 2.5’ de a’nin ¢esitli degerleri igin
gosterilmistir. Debye esitlikleri ise grafiklerin kiyaslanmasi amaciyla verilmigtir.
Relaksasyon degerleri yakininda Cole-Cole esitligine gore &', w’ya gore Debye
relaksasyonundan daha yavas degismektedir. a arttikca, kayip faktorii " daha yaygin ve

Emax Maksimum degeri daha kiigiiktiir.

Tek bir relaksasyon zamani olan dielektrik i¢in, @ = 0 oldugu durumda, esitlik (2.43)
bilinen esitlik (2.23) olur. a’nin daha biiyiik degerleri, relaksasyon zamanlar1 daha genis

bir dagilim gdsterir.

Esitlik (2.43)’ {in geometrik yorumunu anlamak i¢in,

& — Eoo

1+ (wr)“(cos% + sin az_n)

(' —ie") =€, + (2.44)
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seklinde yazilir, reel ve sanal kisimlar esitlenirse,

1+ (w1)“ cos(%)

1+ 2(wt)® cos(%) + (wt)2@

& =€n+ (65— €x) (2.45)

(wT)* sin(az—n)

1+ 2(w1)* cos(%) + (wT)?@

€' =€+ (& — €x) (2.46)

4.5

n=0

n=0.25
n=0.5
n=0.75

n=1 (Debye)

1.5

103 10t 101! 10° 10°

wT

Sekil 2. 4: Cole-Cole relaksasyonuna gore polar bir dielektrikte £*’1n reel kismi.

olur. Burada,

i = el®™/2 = cosan/2 + sinan/?2 (2.47)
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dir. Esitlik (2.45) ve (2.46) alternatif olarak,

& — &y 1 (1 sinh as ) (2.48)
£ — o 2 cosh as + sinam/2 '
e 1 cosam/2
==|1- / (2.49)
& —E&n 2 coshas + sinamr/2
seklinde yazilabilir. Burada,
s=Inwrt (2.50)
dir.
%
0.8 | i a=1l-n

Nn=0.25

0.6 -

Sekil 2. 5: Cole-Cole relaksasyonuna gore polar bir dielektrikte €*’1n sanal kismi.
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Esitlik (2.45) ve (2.46)’ dan wt’yu eleyerek Cole-Cole,

&+ &y € — €x
(' = ST)Z +[e" += > coth(am/2)]?
e e (2.512)
= [=——2cosec(an/2)]?
oldugunu gosterdi. Bu esitlik merkezi,
&+ Ep € — €
o , > coth(an/2)] (2.52)
2 2
Ve yarigapi
& — €
= cosec(am/2)] (2.53)

olan ¢cember denklemini ifade eder.

Sekil 2.4 ve 2.5, a’nin birkag degeri icin &’ ve " degisimini gostermektedir. Bunlar
esitlik (2.45) ve (2.46)’ nin grafikleridir ve wt = 1 i¢in bu esitlikler,

1 . "n_ bt 254
€ B € > tan 5 (2.54)

olur.
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a=1 (Debye)

Cole-Cole

i
(1-c)m/2 (1-o/2 |

(E5-8=)/2, cot(nTt/2) (-estE-)/2

Sekil 2. 6: Cole-Cole denkleminin geometrik tasviri.

Daha once belirtildigi iizere, @ = 0 durumu sonsuz relaksasyon zamani dagilimina
karsilik gelir ki bu da, dielektrik sabitinin (&5 + €4, )/2 olmasi hari¢, malzemenin dc alan
altinda davranigina esdegerdir. Kompleks dielektrik sabitinin sanal kism1 n’in bu degeri
icin, dc alanla tutarli olarak, sifira esittir. n degeri arttik¢a, ¢’ artan wt ile degisir, ve
egriler wt = 1°de kesisirler. n = 1°de ¢’ artan wrt ile Debye relaksasyonuna esdeger

davranir, dolayisiyla malzeme bir relakasasyon zamanina sahiptir.

g"', wt’ ya gore degisse de n degerlerine de baglidir. n degeri arttik¢a egriler sivrilesir ve

pik degerleri artar. Bu davranig Sekil 2.5 ile tutarlidir.

Cole-Cole diyagrami iizerinde bir nokta ile sirasiyla €., Ve &5 noktalarini baglayan u ve v

dogru parcalari olsun (Sekil 2.6). Herhangi bir frekansta asagidaki esitlikler saglanir:

& — &
- (wr)l‘“'

*

v
U =€ — &; v o= (wr)1™™ (2.55)

log w-(log v, logu) grafigi ¢izilerek n degerlerine ulasilabilir. n arttikga molekiillerin

donme serbestlik dereceleri de artar. Sicaklikda n parametresinde artisa neden olur.
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2.5. DAVIDSON-COLE ESITLIiGi

Davidson-Cole’un 6nerdigi ampirik esitlik,

& — €

=t t——s
(1+iwt)?

(2.56)

seklinde ifade edilir. Burada, 0 < 8 < 1 malzemenin karakteristik sabitidir [12,13].

Esitlik (2.56) reel ve sanal kisimlarina ayrilirsa,

&' — £ = (&5 — €60)(cos P)P cos pp (2.57)

g" = (&5 — £5,)(cos )P sin ¢ (2.58)

yazilabilir. Burada tan ¢ = wt,.

Bu esitlikler Sekil 2.7 ve 2.8” de ve B = 1 oldugu durumda Debye egriside karsilastirma
amactyla gosterilmistir. € diisiik frekans bolgesinde 8 0’dan 1’e artarken degismez kalir.
Fakat yiiksek frekans bolgesinde [ arttikca &' azalir ve B = 1’de en kiigiik degerine
(Debye esitligi degerine) ulasir.

€' iginde benzer bir durum s6z konusudur, diisiik frekans bolgesinde artan £ ile artar ve
yiiksek frekans bolgesinde artan f ile azalir. €"- wt egrisi, €” eksenine paralel dogru

boyunca simetrisini kaybeder ve maksimum degerinden gecer.

Esitlik (2.57) ve (2.58) polar koordinatlarda ifade edilirse,

r=[(e —e5)% +&"? (2.59)
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6 = tan1 — (2.60)

elde edilir. Davidson-Cole esitlik (2.57) ve (2.58)’ i kullanarak,

7= (& — €x)[(cos 8/p)1° (2.61)
tan 6 = tan f¢ (2.62)
wT = tan(g) (2.63)

= 3 .

ifadelerine ulasmustir.
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3.0

I _
. BT
W Q}! ) B=0.
'1. - B=0.5
is\ M =
AN - pe07s
TR p=1(Debye)
2.0 R = e
Wt
T
R
A A
¥
IR
] +
g‘t v\
TN ‘\
vy % \N
NS
1 0 \_‘ o
' = e E——
10° 107 10' 10° 10°

Sekil 2. 7: B’?m farkli degerl§ri if}in 5." L Sekil 2. 8: $’nin farkli degerleri igin €''- wT
fonksiyonunun sematik gosterimi. fonksiyonunun sematik gdsterimi.

Esitlik (2.56) kompleks diizlemde baslangi¢ ve bitisi sirasiyla &, &, ile gosterilen ve &’
ekseni tizerindeki bir yay1 ifade eder (Sekil 2.9). w — 0’a giderken limit egri &’ ekseni
tizerindeki bir yar1 gember iken, w — oo’a giderken elimizde artik &’ ekseni ile fm/2 a1

yapan bir dogrudur. Baska bir deyisle, diisiik frekanslarda noktalar bir gembersel yay iken
yiiksek frekanslarda dogru seklini alir [4,5].
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Sekil 2. 9: Davidson-Cole relaksasyonuna gore €*’in kompleks diizlem diyagrami.

2.6. HAVRILIAK-NEGAMI ESITLIiGi

Polimer malzemeler gibi karmasik bilyiik molekiiler yapilara ilgi alanimizi genisletelim.
Kiigiik organik ya da inorganik molekiillerin disperisyonu genis frekans araliginda sabit
sicaklikta Olclimler yapilarak calisilir. Sonra sicaklik istenen bolgede degistirilerek
Olctimler tekrarlanir. Tiim 1zotermal veriler kullanilarak kompleks diizlem diyagramlar
c¢ikarilir ve bu diyagramlarin Cole-Cole esitliginin 6ngordiigii gibi yari-cembersel yay ya
da Davidson-Cole esitliginin 6ngérdiigii gibi asimetrik bir yay olup olmadigi kontrol

edilerek davranis analiz edilir [4-6].

Polimerler ile yapilan ¢alismalar sonucu iiretilen izotermal egriler basit molekiillerde
oldugu gibi basit bir davranis modeli gostermez. Bu zorlugun temel nedenleri: (1)
Polimerlerin dispersiyon araligi ¢ok genis oldugundan sabit sicakliktaki alinan veriler
dispersiyon analizi i¢in yetersiz kalir. Degisik sicakliklarda alinan veriler toplanirsa daha
anlamli bir dispersiyon analizi yapilabilir. (2) Kompleks diizlemde diyagramlarin sekli,
basit yapida molekiillerde oldugu gibi dispersiyon parametreleri saptanarak nadiren

kolayca bulunur [4-6].

Polimerlerde a dispersiyonu ¢alismak i¢in Havriliak-Negami bir¢ok polimerin dielektrik
ozelliklerini 6l¢tii. Bir polimerde a dispersiyonu birgok fiziksel 6zelligin degistigi camsi
gecis sicakligiyla ilgili bir siirectir [4-6]. Birgok polimerde kompleks diizlem diyagrami

yiiksek frekanslarda lineer ve diisiik frekanslarda gemberseldir [4-6].
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Diisiik frekanslarda gembersel yaya (Cole-Cole) fit etme denemeleri basarili iken, yiiksek
frekanslarda durum boyle degildir. Ayni sekilde yiiksek frekanslarda asimetrik ¢embersel
yaya (Davidson-Cole) fit etme denemeleri basarili iken, diisiik frekanslarda durum boyle
degildir [4-6].

Iki dispersiyon esitligi uygun sekilde tekrar yazilabilir:

& — €
. =[1+ (iw7)¥]"t:  ¢embersel yay (Cole — Cole) (2.64)
s~ Coo
& — &
= (1 +iwt)"P:  asimetrik yari — cember (Davidosn
£ — Eco (2.69)
— Cole)

Bu iki esitligi kombine ederek, Havriliak-Negami kompleks dielektrik sabit i¢in yeni bir
fonksiyon 6nerdi [14,15].

& — €

= (1 + (iwD)*)~F (2.66)

&~ &

Bu yeni fonksiyon dnceki esitlikleri 6zel sartlarda tekrar iiretir. § = 1 iken gembersel yay
oldugu goriilmektedir. @ = 1 igin asimetrik yari-cember ya daa =1 ve B =1 iken

Debye esitligi elde edilir.

Esitlik (2.66) ile verilen relaksasyon fonksiyonunu test etmek i¢in De Moivre teoremini

uygularsak,

& — € — &) COS 36 (2.67)

= rﬁ/z (SS

g = I (€5 — €x0) COS SO (2.68)
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buluruz. Burada,

r=[1+ (wT)%sin (%)]2 + [(wT)“ cos (%)]2 (2.69)
(wt)%sin (ﬂ)

6 = arctan[ (2.70)

2]
1+ (wt)“%cos (%)

dir. Esitlik (2.66) w’nin ekstermum oldugu w — 0 ve w — oo durumlarinda test edilebilir.

[k durum olarak w — oo, alirsak esitlik (2.66),

P (iwt)B (2.71)
- '
= (w1)#*{cos[Bamr/2] — isin[far/2]} (2.72)
tan (ﬂ> = M (2.73)
2 séw_m) — & '

olur. Cok diistik frekanslarda, "' « (&, — &') & w® oldugu goriilebilir.
Esitlik (2.67) ve (2.68) dispersiyon parametrelerini de dikkate alarak yazalim:

. wrt—> owikeneg' - g, ve e’ = 0 olur, dolayisiyla €* = €,
Il. wt—->0ikene' — g ve e — 0olur, dolayisiyla €* = g
Kompleks diizlemde egrinin kestigi noktalardan da &5 ve &, degerlerini gorebiliriz. a ve

B parametrelerini bulmak i¢in esitlik (2.67) ve (2.68) kullanilirsa,

n

= tan 0 = tan ¢ (2.74)

& — &y
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ifadesine ulasilir. ¢ = 0 tamimlamasini yapmistik. ¢’yi ¢, olarak gosterirsek (Sekil
2.10), wt — oo iken esitlik (2.70)

¢, = Pan/2 (2.75)

seklinde ifade edilir. Boylece grafiksel parametre ¢; ile dispersiyon parametreleri a ve 8
arasinda bir bagint1 tanimlamis oluruz. Yine relaksasyon zamani wt = 1 ile verilir ve bu
frekansta tiim parametrelere p indisi ekleyelim. Havriliak ve Negami ¢, 'nin agiortayinin
kompleks diizlem diyagramini €,"’da kestigini gostermistir.

1 |&p" = €w

1 z _
L 8 & — € n(l—a)

log[2 + 2sin a(m/2)] (2.76)

Dispersiyon parametrelerini bulmak i¢in yapilan deneysel veri analizi kompleks diizlem

diyagramlarindan belirtilen yontemi ortaya ¢ikarir:

1. Diisiik frekans ol¢iimleri reel ekseni kesecek dolayisiyla da & yi verecek sekilde
ekstrapole edilir.

2. Yiiksek frekans oOlgiimleri reel ekseni kesecek dolayisiyla da &4’yi verecek
sekilde ekstrapole edilir.

3. ¢, parametresi ylksek frekanslarda alinan dlgtimler kullanilarak belirlenir.

4. ¢, acist ikiye ayrilir ve Olgiilen egriyi kesmesi icin uzatilir. Egriyi kestigi
noktadan frekans belirlenir ve karsilik gelen relaksasyon zamanit w = 1/7° den
hesaplanir.

5. «a parametresine esitlik (2.76) kullanilarak ulagilir.

6. [ parametresi esitlik (2.75) kullanilarak hesaplanir.

Havriliak ve Negami c¢esitli polimerleri analiz edip her biri igin dispersiyon
parametrelerini (&g, €., a, 8, 7) belirledi. Amorf polimerler camsi1 gegis sicakligi Ty
etrafinda asimetrik sekilde davranirlar. Bu yiizden, Havriliak ve Negami fonksiyonu
relaksasyonu tanimlamak i¢in ¢ok kullanigh bulundu. a parametresinin zincir baglarinin
bir biiyiikliigli ve [ parametresinin ise yerel yogunluk degisimlerini gosterdigi
diistintilebilir. Polimerlerde zincir baglar sicaklik diistiikge azalmalidir. a parametresi
T¢’nin Ustlinde yavasca artar ki bu da camsi gecis sicaklifinin gostergesi olarak

diistiniilebilir.
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wt=1

£'(w)

v

& £(w) &

Sekil 2. 10: Havriliak-Negami relaksasyonuna gore €*’1in kompleks diizlem diyagrami.

2.7. KAYIP FAKTOR VE ILETKENLIK

Cogu dielektrik, yiiklerin hareketine bagl bir iletkenlige sahiptir ve bu iletkenlik y18in
iletkenlik olarak adlandirilir. Yiiklerin hareketi iletkenligi artirir ve buna ek olarak
dielektrigi polarize de eder. iletkenlik dielektrik kayba katki olarak diisiiniilebilir. Esitlik
(2.2) dielektrik kayba katkilar1 vermektedir. Kayip toplamda,

o
e =¢"(w)+— (2.77)
WwE

seklinde ifade edilebilir. Esitlik (2.23)’ den " (w) ¢ekilip yerine konursa,

w3t
0= (& — €x0)& TT ot (2.78)
ve
o, = (&5 — €w)€o (2.79)

ve
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O W?T?
k= (2.80)

elde edilir. Iletkenlik, w = 0°dan w = 00’a &' niin artan w’ya bagl olarak azalisinin ayna
goriintiisiine benzer sekilde artar. Eger dc iletkenlik tekrar toplam iletkenlikte hesaba

katilirsa,

(00 — 0qc) W*T?

1+ w?7? (2:81)

Or = 04 +

verilir.

Johnscher, malzemelerin biiyiik bir kismu1 i¢in iletkenligi frekansin bir fonksiyonu olarak

yazmay1 basarmis ve “Evrensel” kuvvet kuralin1 6nermistir [16].

o(w) = 04. + aw™ (2.82)

Burada ¢ogu malzeme igin 0.6 < n <1 kosulunu saglamalidir [16]. Ustel ifadenin

oniinde bir sabit ya da sicaklikla yavasca artan bir ¢arpan bulunmaktadir.

2.8. RELAKSASYON TIPLERI VE ILETKENLIK iFADELERI
Her bir relakasasyon mekanizmasina karsilik gelen kompleks elektriksel iletkenlik

esitlikleri,
o= (iw)e” (2.83)
ifadesiyle frekans carpani kadar bir farkla, kompleks dielektrik permitivite esitlikleri

formunda analojik olarak tanimlanabilir. Debye tipi iletkenlik ifadesi bu analoji

kullanilarak,

_ 9 (2.84)
o(w) = 1+iwt
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ya da asimptotik olarak,

05 — O
1+iwt

0 =04+ (2.85)

seklinde yazilabilir [11]. Bu ifadeye tamamen analitik bir dizge izleyip hareket

denklemleri ve akim yogunlugu esitliklerini kullanarak ulasilabilecegini gosterecegiz.
Her relaksasyon davranisina karsilik bir iletkenlik ifadesi tiretilebilir:

Cole-Cole tipi iletkenlik esitligi,

(@) 1+ (iwt)® (2.86)
ya da asimptotik olarak
(@) = 0 + %
o(w) = 04 T+ Gaon)® (2.87)
Davidson-Cole tipi iletkenlik esitligi,
(@) =
o(w) = 1+ iwc]? (2.88)
ya da asimptotik olarak
(@) = 00 + 2
o(w) = 04 1+ iwr P (2.89)
Havriliak-Negami tipi iletkenlik esitligi,
0o
o(w) = (2.90)

[1+ (iwT)*]P

ya da asimptotik olarak
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05 — Oy

(@) = 0 + [1+ (iwT)*]?

(2.91)

seklinde ifade edilebilir.
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3. MALZEME VE YONTEM

e’ dielektrik sabitinin reel ve &” sanal kismi olmak {izere kompleks permitivite £* =
e’ - ie"" seklinde gosterilebilir. Debye relaksasyonu, etkilesmeyen dipollerin uygulanan
dis alternatif elektrik alana tepkisidirir malzemenin kompleks permitivitesi, uygulanan
alanin agisal frekansinin fonksiyonu olarak,

& — &
1+ iwt

*

E = &Ep t

tanimlanabilir [17]. Burada &5 ve ¢, sirasiyla diisiik ve yiiksek frekanslarda dielektrik
permitiviteyi ve 7 en olasi relaksasyon zamanini gostermektedir. Cogu dielektrik
malzeme Debye esitliklerini saglamayan birden fazla relaksasyon zamanina sahiptir.
Dielektrikler genis bir €'~ w dispersiyonuna ve Debye yari-gemberinin gosterdiginden
daha az kayba sahiptir. Bu durumda deneysel veriler agiklamak igin relaksasyon
zamanlarinin dagilimi kavramindan bahsetmek gerekir. Cole-Cole, kompleks diizlem

diyagrami ya da Argand diyagrami €"'-¢’ degisimi igin basik yari-gember olan ve

seklinde ifade edilen bir model 6nermislerdir [17]. Burada 0 < @ <1 tanimli bir
parametredir. Cole-Davidson deneysel verilere fit islemi sonucunda, Argand diyagrami

asimetrik yari-cember olan ve

seklinde ifade edilen bir model 6nermislerdir [17]. Burada 0 < f <1 tanmimli bir
parametredir. Son olarak, Havriliak-Negami oOnceki iki deneysel esitligi kullanarak

kompozit yeni bir esitlik tiretmislerdir.
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N £ — Eoo
(1+ (iw1r)%)B

& =&,

Burada 0 < a, f < 1 tanimli parametrelerdir.

Debye modeli i¢in kompleks dielektrik iletkenlik, dielektrik permitivite Esitlik (2.83)

kullanilarak yeniden formiile edilirse,

Os — O
0 =04, + -
1+iwt

seklinde yazilir. Burada o ve o, sirasiyla diisiik ve yiiksek frekanslarda iletkenlik
degerlerini gostermek iizere, seklinde ifade edilebilir. Aynm1 analoji Cole-Cole, Cole-

Davidson ve Havriliak-Negami modelleri i¢in de yapilabilir.

Yukarida bulunan esitlikler deneysel veriler {izerine yazilan fit egrilerinden ibarettir.
Ancak iddiamiz tamamuyla analitik bir yaklasim yapilarak bir iletkenlik modeli

iretilebilecegi yoniindedir.

Newton hareket yasalar1 kullanilarak Debye modeline ulasilabilir. ise viskoz kuvvetleri

de iceren hareket denklemi yazarak baglayalim.

dv mv
4+ —gE 3.1
m— + —=4q (3.1)

Hareket denklemini relaksasyon zamani iizerinden genellestirelim. Her malzeme igin

yapisal bir ortalama ya da en olasi relaksasyon zamani vardir ve basitge,
T = tl - to (32)

seklinde yazilabilir. Burada ¢, ve t; ardisik iki denge durumu zamanini ifade etmektedir.

t; = t kabul edelim,
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to = 0 alalim,

T=t (3.4)

olur. Bdylece relaksasyon zamanimi hareket denkleminde degisken olarak kabul

edebiliriz. Hareket denklemi yeniden yazilirsa,

dv mv
4+ — =gE 3.5
m dt + T 1 (35)

elde edilir. Esitlik (3.3)’ {in her iki yanini relaksasyon zamani 7 ile ¢arpalim,

dv
mr—— + mv = qEt (3.6)
kiitleye m bdlelim,
dv Et
ST (3.7)
dt m
v olarak,
Et
g=1t (3.8)
m
tanimlayalim. Sonug olarak,
d
— W) =7 (3.9)
dt

buluruz ve esitligin sol tarafinin tiirevini yerine yazarsak,

A+iwt)v="7 (3.10)

elde ederiz. Burada E = E,e'“* ve v = vye'®“? sirasiyla alternatif gerilim altinda elektrik

alan ve hizi ifade eder. Esitlik (3.8)’ den hizin1 v ¢ekelim,
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qgr 1
= — E 3.11
v ml+iwt (3.11)
Akim yogunlugunun-J hiza-v baglihigi,
J =nqv (3.12)

Seklindedir. v hiz1 yerine esitlik (3.9) kullanilirsa,

2
ng‘t 1 (3.13)

] =

m 1+ iwt

elde edilir. Akim yogunlugu Ohm Kanunu formunda,

] = oE (3.14)

olarak ifade edilebilir. Esitlik (3.11) ve (3.12) den iletkenligi,

o(w) = - (3.15)

dir. Burada,

=S
L)
_

(3.16)

O-O:

olmak tizere,

o(w) = 1+ iwt

yazilabilir.

Debye iletkenlik ifadesi hareket denklemi ve akim yogunlugunun iki farkli ifadesi

kullanilarak analitik olarak gelistirildi. Bu iyi bilinen bir esitliktir ve asimptotik olarak
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Esitlik (2.25) gibi yazilir. Fakat diger iletkenlik ifadeleri, hareket denklemleri kullanilarak

analitik olarak iiretilmemistir.

Hareket denklemini kullanarak daha genel bir iletkenlik ifadesi iiretebilmek i¢in iki yol
vardir: I1ki pertiirbasyon terimleri ekleyip hareket denklemini yeniden ifade etmek, digeri

ise hareket denklemini reforme etmek.

Klasik dinamik formiilii yerine esitlik (3.7)’ nin fraksiyonel halini yazarak denklemi

genellestirilmis hale getirelim.

—<v%r“> _ 58 (3.17)

Burada formiilde iki depresyon parametresi a ve 1/f tamimladik. Burada ikinci
parametrenin S yerine 1/ olmasinin nedeni, denklem reforme edildiginde yari-ampirik

iletkenlik ifadelerini literatiiriin ulastigi formda elde edebilmektir (Bkz. Ek A).

Eger hiz1 v = v,e'“? seklinde kabul eder ve esitlik (3.7) de yerine koyarsak,

d* 1 iwt 1
W(voﬁe B Ta> = 17'8 (318)
1 ga [ it 1
B—|ePB 12| =B 3.19
vof <e T ) % (3.19)

Esitligin (3.17)’ nin tiirevini alirsak (Bkz. Ek B),

(3.20)

|~

1/ ge iwr et ga
U0ﬁ<TaW€ﬁ +eﬁ WTO{>:17
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jiwt\% it ot 1
voP [(7> efP +elflr(a+1)|=70F (3.21)
1 1wt
vB = pybe B esitligini kullanarak,
1
VB lr(a +1)+ ( ‘;T) ] — 9B (3.22)
elde ederiz ve bu esitligi esdeger olarak,
1 1 1
vB = {P (3.23)
rar D+ (%)
yazalim ve her iki tarafin § kuvvetini alalim,
. 1
v=v 2B (3.24)
ra v+ ()|
Esitlik (3.6)” y1 (3.22)” de yerine yazalim,
qET 1
v =
ayP (3.25)
" fresn+ ()
hiz ifadesini esitlik (3.10) da yerine yazalim,
B nqzr 1 5
/= oo (3.26)
[F(a+1)+<ﬁ ) ]

Esitlik (3.14) ve (3.24),
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1
e [F(a +1) + (i%)ar ’ (3.27)

ifadesini verir ve esitlik (3.12) ve (3.25) kullanirsak,

Op

[+ -+ (29T (520)

o(w) =

iletkenlik esitligine ulasiriz.
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4. BULGULAR

Klasik dinamik formiilii yerine yazilan fraksiyonel dinamik formiilii ve aki yogunlugu
ifadeleri kullanarak bir dizi matematiksel islem sonunda (ayrintilar Ek A ve Ek B’ de
verilmistir) iletkenligi, esitlik (3.26) formunda elde ettik.

Op

v (5T

o(w) =

Bu ifade genellestirilmis Havriliak-Negami tipi iletkenlik fonksiyonu olarak adlandirdik

ve bu ifadenin @ = 1 ve B = 1 igin,

() = —2
g 4 1+iwt
Debye tipi iletkenlik fonksiyonuna, § = 1 igin,
7)) = T D 1 Gw)® (4.1)
genellestirilmis Cole-Cole tipi iletkenlik fonksiyonuna, ¢ = 1 i¢in,
0o
o(w) =———
T o
1+ T

genellestirilmis Cole-Davidson tipi iletkenlik fonksiyonuna indirgendigi gosterdik.

Uretilen genellestirilmis iletkenlik fonksiyonlar1 énceki yari-ampirik formda yazilan
iletkenlik ifadeleri ile ayn1 davraniga sahip oldugu agiktir, ¢iinkii genellestirilmis halde
tiiretilen yeni esitlikler sadece sabit bir ¢arpan ve/veya katki kadar farklidir. Ayrica ¢ogu

amorf yariiletken ve yalitkanda alternatif iletkenligin her durumda,
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o(w) = Aw? 4.3)

formuna sahip oldugu Jonscher evrensel kuvvet kurali ile tutarli sonuglara ulasildigi

aciktir.

05 .‘“.;,;. At
045} I ‘++++++ ]
0.4 v ++++
At - L
.++'f‘ FISDEWDD-[EPEM
FFTY S
035} LR el .
++-l- -~ /IPDD
E 03} AL 1
.% +_|. + [;D'D ok
=) + Ao ®
B 02+ pe AAA Debye 1
+ 5 se8 (C
Oeder ). < === CD 1
¥ —=0 HN
o1 @ Jonsch T
p + + # Jonscher
nosk #® .
v
G-' L Il 1 1 1 1 1 1 Il
o1 02 0= 04 0.5 0B 07 0.8 ns 1

o (frequency)

Sekil 3. 1: Debye, genellestirilmis Cole-Cole, Davidson-Cole ile Havriliak-Negami ve Jonscher
iletkenlik fonksiyonlarinin grafigi (¢=0.6, =0.9, s=0.4, A=0.5).

Analitik olarak gelistirilen yeni iletkenlik fonksiyonu, 1/8 ¢arpanm ve fazladan gamma

fonksiyonu hari¢ bilinen yari-ampirik Havriliak-Negami tipi iletkenlik fonksiyonuna

benzer ve iletkenlik davranisi degismemistir.
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5. TARTISMA VE SONUCLAR

Literatiirde deneysel verilerden elde edilen ve firetilen iletkenlik ifadeleri ¢ok benzer
formda ve ayn1 davranistadir. Analitik yolla iletkenlik fonksiyonlarinin genellestirilmis
formlarina ulasildi ¢linkii 6nceki ifadeler tiiretilirken (1) yari-ampirik relaksasyon
esitliklerinin esitlik (2.83) kullanilip iletkenlik ifadelerine gevrilerek elde edilmesi ya da
(2) polarizasyon esitliklerinin fraksiyonel formda yazilip yorumlanmasi seklinde iki
yoldan biri kullaniliyordu fakat (1) yontemi benzetim yontemini kullanirken (2) yontemi
polarizasyon esitliklerini deforme ederek yari-ampirik iletkenlik ifadelerini elde etmeye
calistyordu. Dolayisiyla iki tiiretim yontemi de fit fonksiyonlarina benzetim yontemi

oldugundan tamamen analitik bir ifade heniiz tiretilmemisti.

Polarizasyon esitliklerini kullanmak yerine elektronun malzeme igerisindeki hareketini
yeniden tanimlamaya ¢alismak, dielektriklerde alternatif iletkenlik calismalari i¢in ilk
olma 6zelligi tasimaktadir. Debye tipi iletkenlik ifadesine ulasilirken yapilan kabullerin
disina ¢ikilip, higbir ortam kabulii olmadan ve petiirbasyon hesabi yapilmaksizin sadece
rezistans kuvvetleri igeren hareket denklemi diizenlenip hiz igin yeni bir ifade ve
iletkenlik akisinin iki farkli ifadesi kullanilarak kompleks iletkenlik fonksiyonu tiiretildi.
Uretilen bu yeni alternatif esitlik igin hareket eden parcacigin ne oldugu, sayist ve
etkilesimleri bilinmek zorunda degil, sadece zaman ve hizin fraksiyonel bir fonksiyonu

seklinde hareket denklemi yeniden ifade edildi.

Fiziksel olaylar1 agiklamak i¢in yapilan matematiksel yaklasimlardan biri olan
fraksiyonel diferansiyel hesap, alternatif alan iletkenligine tamamen teorik bir yaklagim
yapmak i¢in kullanildi. Viskoz kuvvetleri de igeren Newton’un ikinci hareket yasasi
fraksiyonel formda yazilarak kullanilarak genellestirilmis Havriliak-Negami iletkenlik
esitligi tiiretildi. Bu esitlikte ilgili katsayilarin 6zel segimleriyle Debye ile yari-ampirik
Cole-Cole ve Cole-Davidson tipi iletkenlik esitlikleri, iletkenlik davranigini
degistirmeyen ancak sirasiyla gama fonksiyonu ve 1/ ¢arpanlari kadar farkla tamamen

analitik olarak elde edilmistir.
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EKLER

EKA

Klasik dinamik formiilii yerine fraksiyonel bir genellestirmesini 6ngdrelim.

da
e () =7 (AD

Eger hizi v = v,e“? kabul eder ve esitlik (A1)’ de yerine yazarsak

d® iwt

W(voﬁe B T“) = 9P (A2)
d* [ lr

UO'BW<€ B Ta) = ﬁﬁ (A3)

Esitlik (A3)’ iin tiirevini alirsak

d* . . d“
‘UOB (Taﬁelﬁwr + elﬁw‘[FT“) = Uﬁ (A4)
voP [(iBwr) P + BT (0 + 1)] = P (AB)

v = v,e'? kabulunu de kullanarak

VB[ (a+1) + (ifwr)¥] = ¥8 (A6)

Esitlik (A6)” y1 diizeltip

1
vh =pF

lwt (A7)

'a+1)+ (T)a
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Esitlik (A7)’ nin her iki tarafinin 1/ mertebesinden kuvvetini alirsak

o ! (A8)

[Fa+1)+ (iﬁa)‘r)“]%

¥’ y1 daha 6nce tanimlandigi sekilde kullanalim

5= (A9)

Esitlik (A9), (A8)’ de yerine yazarsak

qEt 1
V= - 1 (A10)
[I'(a+ 1)+ (iBwT)¥]P

akim yogunlugu, J hiza, v

J =nqv (Al1)

esitligi ile baglanir ve Esitlik (A10)’ da yerine konursa

ng?t 1
J = Tk (A12)
[I'(a+ 1) + (iBwT)¥]F

olur ve akim yogunlugu Ohm Kanunu formunda da,

] = oE (A13)

yazilabilir.

(Al4)
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tanimlarsak, Esitlik (A12) ve (A13)

1
J =00 Tk (A15)
[I'(a+ 1) + (iBwT)¥]B

verir, Esitlik (A12) ve (A14)’ i de kullanarak iletkenligi,

Op

o(w) = (A16)

[Fa+1)+ (iﬁa)r)“]%

seklinde ifade edebiliriz.

EKB
Tanim 1 (Reimann-Liouville fraksiyonel fonksiyonu) f bir fonksiyon, « € R* ve t € R

olsun. Fonksiyonun a mertebesinden fraksiyonel integrali tanimlayalim:

1

11 (¢) =T

f (t —w* 1f(u)du (B1)
0

Tanim 2 f(t) = tP fonksiyonunun a mertebesinden, n —1 < a < n olmak {izere,

Reimann-Liouville tiirevini verelim:

Dagp — 'p+1)

RCEEDN &2

Kanit « > 0 mertebesinden Reimann-Liouville tiirevini hesaplayalim:

1 dn

DUP = ——
'n—a)dth

ft(t — W) lyPdu (B3)
0

0 <v < 1iken, u = vt ve du = tdv doniisiimiinii yapalim:
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1 t ) ar .
P — _ n-a— D . sn+p—«a B4
e r(n—a)fo(l v vy Tt (B4)
Tl
B(p+1n-— )—t”+P « (B5)

=F(n—a)

rm+p—a+1) -

1
:—F(n—a)B(p+1'n_a) -2+ D (B6)
1 TIp+DIn-—a)f(n+p—a+1) .
T Ti-a)T(n+p—a+1) Tp-a+l) e (B7)
_ I'(p+1) a
“Tep-atD' (B8)

Not: B, Beta fonksiyonu, x > 0, y > 0 olmak iizere B(x,y) = flvx—1(1 _ vyl dy

seklinde tanimhidir. Burada B(x,y) = % formunu kullandik.
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