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OZET

Bu tezde, Chib (1998) tarafindan Onerilen 6nsel Dirichlet prosesini kullanarak sonsal
dagilimdan gegcis olasiliklarini iireten Markov yaklasiminin aksine, kontrol siireclerinde
degisim noktasini belirlemeye yoOnelik olarak yeni bir parametrik olmayan Bayesgil
yaklagim Onerilmektedir. Karma modelde Bayesgil parametrik olmayan yaklasim sonlu
karigimdaki bilesenlerin sayisinin belirlenmesi i¢in otomatik bir ara¢ olarak hizmet
etmemesine ragmen, bu tezde acgiklandig gibi, Bayesgil parametrik olmayan karisim yanlis
model Onerir. Bu tezdeki Onerilen yaklasim da ise, degisim noktasimi belirlemek igin
Dirichlet siireci dnselini kullanarak parametrik olmayan Bayesgil teknigin algoritmasi adim-
adim agiklanmaktadir. Bu yaklasim, yakin zamanda calisacagimiz ¢ok degiskenli degisim
noktasinin belirlenmesi problemine genisletilecektir.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu ¢alismada kullanilmig bazi kisaltmalar, agiklamalar ile birlikte asagida sunulmustur.

Kisaltmalar Aciklamalar

ABO Az Bilgilendirici Onselleri

AKS Alt Kontrol Sinir1

ASL Alt spesifikasyon limitleri

DP Dirichlet Process (Dirichlet siireci)
DPMM Dirichlet Process Mixture Model (Dirichlet siire¢ karisim modeli)
DYL Diisiik Yogunluklu Lipoprotein
HDP Hiyerarsik Dirichlet siireci

ISK [statistiksel Siire¢ Kontrolii

MLT Merkezi Limit Teoremi

UKS Ust Kontrol Sinir1

USL Ust spesifikasyon limitleri

ZBO Zayif Bilgilendirici Onsel



1. GIRIS
Genel bakis

Parametrik olmayan Bayes yaklasimi, ¢eliskili veya aykiri tanimlardan olusan bir kavramdir
ve bazen kullanilan yaklagim ile karigtirilir. Bu kavram burada, ¢ikarimin klasik parametrik
olmayan ¢ikarim ile Bayes c¢ikarsamasi arasindaki ara karsilastirmasit olmasi agisindan
genellikle Bayes yaklasimini ifade eder. Parametrik olmayan Bayes modelleri, sonsuz birgok

parametreye sahip olasilik modelleridir (Bernardo ve Smith 1994).

Bu caligmada, herhangi bir istatistiksel siire¢ i¢indeki degisim noktasinin tespitinde
parametrik olmayan yaklasim i¢in Bayes tekniginin kullanilmasina odaklanilmaktadir. ik
olarak, hem istatistiksel ¢ikarim hem de istatistiksel analizlerde uzun yillardir biiyiik ilgi

ceken Bayes yaklasimi hakkinda bazi agiklamalar yaparak ise baglamak iyi olacaktir.

Istatistik bugiin, daha sonra veriye doniisebilen, bir ya da daha fazla siire¢ hakkinda ana amag
olan istatistiksel ¢ikarsama yapmak i¢in, istatistiksel verileri kullanarak yapilan analizler ve
tekniklerin kiimesini kapsamaktadir. Istatistiksel karar verme ve ¢ikarim, yigin
karakteristiklerini tamimlayan bilinmeyen parametreler ile ilgilidir. Istatistiksel ¢ikarimlar,
eldeki veriyi ve anlamli bir sonu¢ ¢ikarmak i¢in parametrelerle veriyi iliskilendiren iyi
tanimlanmis bir model kullanilarak gerceklestirilir. Istatistiksel model basit veya karmasik
olabilir. Istatistiksel modelin basitligi ve karmasikligi, modelin tiiretildigi dagilimlarmn

tiirtine baglidir. Bilinmeyen gercek yigmn ortalamasi g ve bilinen yigin varyanst o olan

normal dagilimdan gelen bir veri varsa, bu durumda istatistiksel amacimiz y1gin ortalamasi

hakkinda, 6rneklem verilerine dayanan bir ¢ikarim yapmaktir.

Uygulamada, yukarida belirtilen istatistiksel modellerin karmasikligi konusunda hig¢ siiphe
yoktur. Bu karmagiklik, belirli bir veri grubundaki parametreler hakkinda ¢ikarimlar
yapmaya yoOnelik farkli iki temel yaklasimin ortaya c¢ikmasina yol agar. Bu farkh
yaklagimlar, frekans¢i ve Bayesci istatistiksel cikarsamalaridir. Klasik veya frekansci
yaklagim, istatistiksel ¢ikarsamalarin yapilmasinda yaygin ve geleneksel olarak kullanilan
yaklagim gibi goriinse de, Bayesgil yaklagim, kullanilmasi1 halinde sonuglarda hataya neden
olabilecek klasik yaklasimin bazi sinirlamalariin iistesinden gelen saglam bircok teknigi

igerir.



Istatistiksel siire¢c kontrolii

Istatistiksel Siire¢ Kontrolii (ISK) yoluyla iiretilen deneysel veya gozlemsel ¢iktilar, su anda
endiistriyel ve endiistriyel olmayan hedefleri gergeklestirmede yaygin olarak kullanilan bir

stire¢ kontrolii yaklasimi olarak hizmet vermektedir.

Istatistiksel siirec kontrolii, bir siirecteki degiskenlikle ilgili 6zet bilgi saglayan birincil
dereceden bir aragtir. Shewhart'm ISK'deki siire¢ degiskenligi kavrami, 6zel (tanimlanabilir)
nedenlerden kaynaklanan degiskenliklerle ortak nedenlerin bir sonucu olarak olusan rasgele
etkilerinin neden oldugu degiskenligi ayirt etmektedir. Burada, siirecteki degiskenligin ortak
nedenlerin bir sonucu olmasi durumunda, istatistiksel siirecin duragan oldugu bigiminde bir
tanimlama yapabiliriz. Ancak, siire¢deki degiskenlik, 6zel veya tanimlanabilir sebeplerden

kaynaklaniyorsa, o zaman istatistiksel siirecin duragan olmadig: diisiiniilmektedir.

ISK'nin temel amac1 her zaman 6zel ya da tanimlanabilir nedenlerden kaynaklanan anormal
degiskenligi belirlemektir. Ancak, siirecdeki degiskenligi en aza indirerek ve ayn1 zamanda

stire¢ performansini gelistirerek siireci duragan hale getirmek de amaglanmaktadir.

Bu hedefleri gerceklestirmek igin ISK, bir dizi isleme (kontrol dis1 sinyal belirleme, kok
nedenlerinin tespiti, kabul edip-etmeme eylemi, eylem dogrulama gibi) sahip problem
¢ozme aract olarak modellenmistir. Bu alt-islemler ISK'nin ana eksenini olusturur.
Istatistiksel siire¢ kontrol ydntemi, siire¢ kalitesinin izlenmesindeki bazi tanimlayici
istatistiklerin kullanim alanmi genisletir. ISK'nin kullanilmasi, ortak veya normal olan
varyans miktarinin belirlenmesinde bize yardimei olur. Bu nedenle, siirecin hedef araliginda
kaldigindan ya da kontrol altinda oldugundan emin olmak ig¢in siireci izleriz. Siirecin
izlenmesinde en yaygin olarak kullanilan yontem ya da arag, kontrol grafigidir. Siirecin

farkli yonlerini izlemek i¢in farkli kontrol grafigi tiirleri kullanilir.

Standart kontrol grafigi teknigi, farkli amagclar icin iki ayr1 asama kullanir. Bu iki asama;
Evre I ve Evre Il profil izlemesidir. Evre I'de, siirecten bir veri kiimesi toplanir ve retrospektif
analiz yontemi ile analiz edilir. Daha sonra verilerin toplandigi zaman boyunca siirecin
kontrol altinda olup olmadigini belirlemek icin, kontrol grafiginin deneme sinirlari
olusturulur. Evre I izleme asamasi, gelecekteki iirlinleri veya c¢iktilar1 izlemek iizere

kurulmus olan kontrol sinirlarinin giivenilir olup olmadigini belirlememize imkan saglar.



Kontrol grafikleri herhangi bir siirece uygulandiginda, bu yapilan ilk uygulama olarak
hizmet vermis olur. Ozetle, Evre I'in siireci istatistiksel kontrol altinda durumuna
getirmesinde arastirmaciya yardimci olan destekleyici bir izleme asamasi olarak hizmet
gordiigilinii soyleyebiliriz. Cevrim i¢i bir izleme asamasi olan ve Evre II olarak adlandirilan
ikinci agama ise, ardisik 0rneklemlerden elde edilen 6rneklem istatistiklerinin ¢izilen kontrol

sinirlariyla karsilagtirilmasi yoluyla siirecin izlenmesi i¢in kullanilir.

Bayesgil yaklasimda, Evre I'deki deneysel Ol¢iimden alinan goézlemlenmis veriler,
sistemdeki degismelerin etkisini degerlendirmek i¢in kullanilabilecek bilgi verici onsel
bilgiler olarak degerlendirilir. Bu asamada, sistem hakkinda bazi varsayimlarda bulunuruz.
Bu varsayim, sistem agilmadan veya islemeye baglamadan 6nce tiim sonuglarin ve diger
Ol¢timlerin elde edilmesinde herhangi bir kriter kullanilmadigi big¢imindedir. Siirecin
bagslatildig1 veya sistemin ¢evrim i¢i oldugu ikinci asama, Evre II olarak adlandirilir. Evre 11
izleme asamasi, siirecin duraganliginin devam edip etmediginin belirlenmesi icin

gelecekteki profillerin takip edilmesinden olusur.

Istatistiksel siire¢ kontroliinde profilin izlenmesi, "profil" olarak anilan fonksiyonel bir iliski
kullanilarak bir {iriiniin kalitesini karakterize etmek i¢in kullanilan bir tekniktir. Bu profil,
yanit degiskeni ile bir veya daha fazla aciklayic1 degisken arasindaki iliskidir. Genel olarak,
bu islem iki Evre halinde (Evre I ve Evre II) gergeklestirilir. Evre I profil izlemesinde, uygun
bir model ya da regresyon yontemi kullanilarak bireysel profilleri tahmin etmek i¢in gegmise
iliskin bir veri seti kullanilir. Tahmin, bu nedenle, tahmin edilen profillerin hangilerinin
kontrol altindaki silire¢ ve hangilerinin de kontrol-dis1 siireclerden sayilabilecegini
belirlemek icin analiz edilir. Kontrol grafigi 6zii itibariyle, her zaman kontrol sinirlar1 ve
Evre I ve Evre II'de belirlenen merkez ¢izgiden olusur. Bu sinirlar ve anlayis ile, kontrol

grafikleri kolaylikla gelistirilebilir.

Kontrol grafigi

Istatistiksel Siire¢ Kontroliinde, kontrol grafikleri siirecin analizi ve yorumlanmasi igin
kullanilan temel aracglar olarak kabul edilir. Grafikleri kullanarak yapilan bir ¢alismada,
verinin dagilimindaki sapmalarin tespitinde kullanilan istatistiksel veya matematiksel
teknik, sistemin davraniginin ve trendinin hedeflenen bolge veya beklenen sinirlar i¢inde

olup olmadigimin grafiksel bir sunumunun yapilmasini saglar. Kontrol grafiginin bu



istatistiksel oOzelligi, siirecin iyilestirilmesinde ve siire¢ analizinin yapilmasinda bu
grafiklerin Onemli bir teknik olmasini saglar. Siire¢ degismelerinin genel veya o0zel

nedenlerden kaynaklanip kaynaklanmadiginin net ve belirgin bir bilgisini saglar.

Kontrol grafikleri, ¢iktilarin veya faal durumdaki sistemin istatistiksel kontrol altinda olup
olmadigint belirlemek icin kullanilir. Bir kontrol grafigi, temelde istatistiksel olarak
olusturulan iist ve alt kontrol limitlerini iceren bir grafiktir. Kontrol grafiginin amaci,
sistemde bulunan istenmeyen ve gizli herhangi bir degismeyi tespit etmektir. Bu
degisiklikler, sekil de olagan olmayan noktalar olarak temsil edilirler. Shewart, yapmis
oldugu kapsamli aragtirmasinda, alt ve iist kontrol sinirlarini, genel nedenlerden kaynaklanan
varyansa sahip gozlemlerin %99.73"liniin siire¢ ortalamasinin +3 standart sapma igerisinde
kalacak sekilde belirlemistir. Siire¢ dlgiimleri rastgele bir sekilde kontrol smirlar1 icinde
oldugunda yani, siirecte gerceklesen degisim zaman icinde tutarli ve tahmin edilebilir
oldugunda, siirecin istatistiksel olarak kontrol altinda oldugu sdylenebilir. Ust ve alt kontrol
sinirlari, tolerans veya spesifikasyon limitleri ile ayn1 sey degildir. Kontrol sinirlari, belirli
bir siire boyunca siire¢ performansinin fonksiyonudur. Tolerans sinirlar1 genellikle, sistemin
performansi ile dogrudan iligki halinde olan istatistiksel veya istenen tasarim ozelligi

fonksiyonlaridir.

Kontrol grafiklerinde, niceliksel degiskenlerle ilgili veriler ve niteliklerle ilgili veriler olmak
iizere iki tiir veri kullanilir. Genel olarak niceliksel degisken verileri, Olglimler, uzunluk,
sicaklik vb. birimler seklinde iken, nitelik verileri iki secenekli karar ve sayma islemlerinde

kullanilir (kusurluluk, basar1 ve basarisizlik sayilar1 gibi).

Kontrol grafiginin gelistirilmesi

Kontrol grafiginin, zaman i¢indeki degiskenliklerin saptanmasinda kullanilan temel bir ara¢
olarak hizmet verdiginden bahsedilmisti. Bu degiskenlik, sekil {izerinde dogal ve dogal
olmayan gdzlemler olarak gosterilir. Kontrol grafikleri, zaman i¢inde 06l¢iilen degerlerden
hareketle elde edilen kalite 6zelliklerini verir. Ayrica, bir 6rneklemdeki 6l¢iilen degerlerden
hesaplanan bazi Orneklem istatistiklerinin 6rneklem numarasina karsin zaman igindeki
degisiminin goriintiistinii verir. Kontrol grafigindeki merkez ¢izgi, hedeflenen degeri veya
stirecin duraganligina karsilik gelen siire¢ 6zelliklerinin ortalama degerini temsil eder. Bu

durumda, sadece dogal bir davranis goriintiisii olusur, dolayisiyla da genel nedenlerden



dolayr bir degiskenlik oldugu ve sadece genel degiskenligin siireci etkiledigi soylenir.
Kontrol sinirlari, istatistiksel siire¢ duragan oldugunda, gozlenen degerlerin neredeyse
tamaminin sinirlar iginde yer almasinmi saglayacak sekilde ayarlanir. Ancak, baz1 degerlerin
kontrol sinirlarinin disinda oldugunu veya simirlar i¢indeki noktalarin rastgele olmayan bir
siradigt davranig gosterdigini varsayarsak, bu durumda siire¢ icinde tanimlanabilir
nedenlerden dolay1 bir degiskenlik oldugunu yorumlar ve bunun nedenini tespit edici ve
diizeltici bir eylem ile veya iyilestirici baz1 yontemlerle siirecten ¢ikarilmasi gerektigini

diistiniiriiz.

Problem ifadesi

Orneklem verisi bilinmeyen bir dagilimdan geliyorsa veya gdzlemlenen &rneklem verileri
kontrol-altinda ve kontrol-disinda farkli dagilim davranisi gosteriyorsa, istatistiksel bir

stirecteki “degisim noktalarini” nasil saptariz?

Calismanin amaci

ISK ile ilgili literatiirdeki hem teorik ve hem de uygulamali istatistiksel ¢aligmalarn ¢ogu,
stire¢ kalitesinin, kalite dagiliminin karakteristikleri ile yeterli seviyede temsil edilebildigini
varsaymaktadir. Ayrica, daha dnceden yapilan arastirmalarin ¢ogunda kontrol altinda (IC)
ve kontrol dis1 dagilimlarin sadece farklilik gdsteren parametrelerle ayni oldugu varsayimin

yapildigin1 gozlemlemekteyiz.

Bu calismada acgiklayacagimiz tlizere, her iki durumda da dagilim hakkinda bu varsayimlarin
dogruluguna iliskin daima bir sliphe s6zkonusu olagelmistir ve ayn1 zamanda dagilimin bir
sonucu olarak ortaya ¢ikan “yanlis-tanimlama”larin potansiyel etkisinin olabilecegi
distiniilmiistiir. Ayrica, altta yatan siire¢ dagiliminin ¢ogunlukla bilinmemesi ve normal
dagilmamasi normal dagilim varsayimi altinda kullanilmak {izere tasarlanmis yaygin olarak

kullanilan grafiklerin istatistiksel 6zelliklerini teorik olarak etkiler.

Iste bu noktada, parametrik olmayan Bayesgil yaklasimm uygulanmasi oyuna dahil
olmaktadir. Parametrik olmayan veya dagilimdan-bagimsiz yaklagim, 6zellikle bu gibi
durumlarda yararlidir. Bilindigi iizere, eger siirecin kontrol altinda calisma uzunlugu

dagilimlari sonsuz boyutlu vernin fonksiyonu olarak tanimlanirsa, istatistiksel siire¢ kontrolii



parametrik olmayan ISK olarak adlandirilir. Parametrik olmayan yaklasimlar genel olarak
yogunluk fonksiyonlarina dayanmaktadir. Bu, bir baska deyisle, kontrol grafiginde bir
kontrol dis1 sinyalin olmadig1 anlamina gelir. Ciinkii, siirecteki varyasyon ya da degisim

noktasinin oldugu durumda kontrol grafigi bir sinyal verecektir.

Calismanin 6nemi

Istatistiksel siire¢ kontroliinde, kontrol grafikleri, tanimlanabilir ve genel varyansin
nedenlerinin ayriminin yapilmasinda kullanilan en popiiler izleme aracidir ve siirecte
gerceklesen herhangi bir degisikligin tespit edilmesinde de kullanilmaktadir. Kontrol
grafiklerinin, kontrol dis1 bir sinyali ortaya ¢ikar ¢ikmaz tespit ettigi dogrudur. Ancak bir
sistem tarafindan kontrol dis1 bir sinyalin alinma zaman1 bu degisikligin gercekten ortaya
ciktig1 zaman degildir. Degisikligin meydana geldigi gergek zaman, de§isim noktasi olarak
adlandirilir. Gergek zaman hakkinda bilgi sahibi olmak, sadece siire¢ ortalamasi veya
varyansindaki kaymanin sonucu olabilecek degisimin sebeplerinin bulunmasinda yardimci

olmaz, ayn1 zamanda bunu basitlestirir.

Bu arastirmada, onerilen kiimeleme analizi kullanilarak istatistiksel siire¢ kontroliindeki
degisim noktasinin tespiti i¢in parametrik olmayan basit bir Bayesgil yaklasimda
bulunmaktayiz. Bu teknik, degisim noktalarinin hem sayisinin hem de konumunun
belirlenmesini saglayacak bir model segiminden gelmektedir. Onerilen yaklasim, kiime

analizinden gelen yontemlerle desteklenmektedir.

Arastirmanin amaclar ve vaptig1 katkilar

Uriiniiniin kalitesini artirmay1 ve aym zamanda, endiistriyel, klinik ya da ekonomik iiriine
iliskin Olgiilen ¢iktilardaki degiskenligi azaltmay1 amaglayan istatistiksel siire¢ kontroliinde
kullanilan kontrol grafigine iliskin 6nemli sayida arastirma yapilmistir. Bu arastirmalarin bir
cogu, c¢ok degiskenli bir siirecten alinan goézlemlerin bagimsiz oldugu varsayimini
benimsemektedir. Ancak, bu durumda, bir otokorelasyon varliginda, grafigin verdigi yanls

sinyal oraninda hig stihhesiz ki artis olacaktir.

Bu calisma, kontrol grafiginde olusan herhangi bir degisimin tespit edilmesini ve bazi

uygulamali 6rneklerin sonuglarini kullanarak pekistirici yorumlarin yapilmasini verecek



istatiksel analize “parametrik olmayan Bayesyen yaklagim”ini kullanmay1 amaglamaktadir.
Bu c¢aligmada, bu amaca, degisim noktasini belirleme hakkindaki teorileri elestirel bir bakis
acis1 ile degerlendirip, bunu gézlenen verilerin dagiliminin bilinmedigi ya da normallik
varsayimlarini ihlal edildigi durumda parametrik olmayan Bayes kavramina genisleterek
ulasilmaktadir. Bu ¢alismadaki yaklasimda, eslenik (conjugate) Dirichlet 6nsellerini aklinda
tutan olabilirlik fonksiyonu yardimiyla sonsal dagilim giincellenmektedir. Oyle ki, dagilim
ve Onsel dagilim belirli bir dagilimdan geliyor ise, sonsal dagilim da ayni dagilimdan
gelecektir (6rn., eger ampirik dagilim ¢okterimli dagilima sahipse ve Onsel dagilim da
cokterimli bir dagilimdan geliyorsa, o zaman, sonsal dagilim, ayni sekilde c¢okterimli

dagilima sahip olacaktir).

Arastirmacilar yillardir daha iyi bir ¢ikarim ve karar vermenin gergeklesmesi icin daha iyi
bir kontrol grafiginin gelistirilmesinde analitik olarak kullanilabilen modellerin
tasarlanmasinda bu paradigmalarin kullanimindan daha etkili teknikleri bulmaya
caligmaktadirlar. Bu arastirmalarin ¢ogu, cesitli yontemlerle kontrol grafiginin sinirlariin
nasil tanimlanacag {izerine odaklanmistir. Kontrol grafiginin kullanimi, iyi bir ¢ikarsama
yapmalarinda istatistik¢ilere ¢ok daha 1yi ve etkin bir yontem sagladigi gibi, ayni sekilde
irlin kalite ve standardini saglamak ve iyilestirmek i¢in sirketlere etkili yontemler

sundugundan dolay1, hem istatistik¢iler hem de sirketler i¢in son derece faydali olmaktadir.

Kontrol grafiginin olusturulmasinda 6rneklem bitylikligii, 6rneklem araligi ve kontrol limiti
olmak tizere ii¢ adet kontrol grafigi parametresinin belirlenmesi gerekmektedir. Geleneksel
olarak, kontrol grafigi tasarimi, kalite kontrolii i¢in istatistiksel performansa dayali olarak
geligtirilir. Tip I ve Tip II hatalarin gergceklesme olasiliklari, bir kontrol grafiginin
istatistiksel performansini 6l¢gmek i¢in 6nemlidir. Tip I hatalar, siire¢ kontrol altinda oldugu
halde, 6rnek noktasinin kontrol sinirlarinin disinda olmasi durumunda goriiliirken, Tip II
hatalar ise yine benzer sekilde, siire¢ kontrol disinda oldugu halde 6rnek noktasinin kontrol
sinirlart i¢ine diigmesi durumunda goriiliir. Kontrol grafiginin tasarimi bu parametrelerin
belirlenmesi ve ayn1 zamanda ekonomik kriterlere gore olusturulur. Kontrol grafiklerinin
istatistiksel performanslarinin degerlendirilmesinde ise ortalama isletim uzunlugu (ARL)
kullanir. istatistiksel performans gereksinimlerinin siireg kontrol altinda veya kontrol disinda
oldugu kosullu bilgisine gore, kontrol grafiginin parametreleri belirlenebilir. Kontrol
grafiklerinin tasarimi, maliyetin minimizasyonuna dayali olabilir. BOyle bir tasarima

ekonomik kontrol grafigi tasarimi denir.



Degisim noktasinin belirlenmesinde neden parametrik olmayan bayesyen vyaklasim kullanilir?

Istatistiksel olarak, verilerin siklikla normallik varsayimina uymadigi bazi durumlar
bulunmaktadir. Bu gibi durumlarda, tahminde parametrik model kullanilmasi genellikle veri

analizi agisindan dogru bir yontem olmayabilir.

Burada, Dirichlet Siire¢ dagilimi, iyi bir model analizinde iyi bir arag olarak gortinmektedir.
Yani, bir ¢ok durumda, normallik varsayimi ile tanimlananin aksine, u¢ degerlerle
karsilasmak oldukcga olasidir. Bu durum en ¢ok verilerin finansal bir kaynaktan gelmesi
halinde goriilmektedir. Bu arastirmanin amaci, degisim noktasinin belirlenmesinde Dirichlet
stireci Onsel tekniklerini kullanan parametrik olmayan Bayes teknigi prensibini
uygulamaktir. Karma model i¢in Bayesgil parametrik olmayan teknik, sonlu karma
modeldeki bilesen sayisinin se¢imi i¢in otomatik bir arag olarak hizmet etmese de, Bayesgil
parametrik olmayan karma, metodoloji kisminda ayrintili olarak aciklanacagi gibi iyi bir

model yanlis belirleme araci olarak kullanilabilir.

Bu vaklasim ne derece farklidir?

Her ne zaman parametrik olmayan model i¢in Bayes yaklagiminin kullanilmasindan
bahsedilirse, 6nsel bilgiye kuvvetli bir vurgu yapilir. Ciinkii, her zaman 6nsel bilginin tiirii
ve ayni derecede bu Onselin modeli veya istatistiksel siireci nasil etkileyecegi hakkinda

birseyler soylemeyi bekleriz.

Bazi1 temel fonksiyonlar (Denison ve ark 2002) kullanilarak, ortalama fonksiyonunun esnek
bir sekilde tahmin edilebilmesi i¢in 6nerilecek 6nsel hakkinda bir¢ok arastirma yapilmistir.
Bu arastirmalarin ¢ogu, siiregte degisen varyans olmasina ragmen, artiklarin dagiliminin
sabit bir yogunluk fonksiyonu oldugunu varsayar. Ayrica, digerlerinin yanisira karma

modelde kiimeleme tekniklerini kullanarak bu konuda bir ¢ok aragtirma yapilmistir.

Bu arastirmada, karma modelde hem kiimeleme teknigini hem de modelin karmasikliginm
belirleyen verileri kullanan adimsal Dirichlet prosesindeki degisim noktasini tespit eden bir
parametrik olmayan Bayes modeli kullanmay1 amacgladik. Bunu, basit degisim noktasi
durumuyla baglayarak yapacagiz. Daha sonraki yapilacak bir arastirmada bunu Polya Agaci

yaklagimi kullanarak ¢oklu degisim noktasina doniistiirecegiz.



2. KONTROL GRAFIGINE KLASIK YAKLASIM

Kontrol grafiklerinin olusturulmasinda, Shewart X, CUSUM vb. kontrol grafigi
tekniklerinin herhangi biri kullanilir. Siiregten elde edilen verilerin ¢ogunlukla, bagimsiz ve
ayni dagilimli bir siirecten tiretildigi varsayilir. Ayrica, kontrol dis1 bir gézlem oldugunda,
herhangi bir tanimlanabilir veya 6zel varyasyon nedeninden sorumlu faktori tespit ederek
devam edilir. Ancak, Alwan ve Roberts (1995), ger¢ekte ¢cogu kez, bagimsizlik varsayiminin
gegersiz oldugu iddia edilmektedir. Bu nedenle, verilerdeki otokorelasyon adi verilen
“sistematik rastgele olmayan davranisin” varligindan dolayi, herhangi bir kontrol dis

durumdan sorumlu faktorleri tespit etmek her zaman zor olmaktadir.

Alwan ve Roberts (1995) yayimlanan 235 literatiir ¢alismasinin % 85'inde yanlig kontrol
limitleri kullanildigint gézlemlemistir. Kontrol sinirlarindaki bu yanlisliklarin yarisindan
fazlasi, bagimsizlik varsayiminin ihlal edilmesinden kaynaklanmaktadir. Tek degiskenli bir
sistem icindeki otokorelasyon sorununun {istesinden gelmek i¢in iki tane genel yaklagim
onerilmektedir. Ik yaklasim, otokorelasyonu hesaba katacak bicimde standart kontrol
siirlarinin ayarlanmasi veya degistirilmesidir (Vasilopoulos ve Stamboulis, 1978; Zhang,
1998). Ikinci yaklasim ise, verilere uygun bir zaman serisi modelinin uydurulmasi ve
sonrasinda artiklara dayal1 bir kontrol grafiginin insa edilmesidir (Alwan ve Roberts, 1988;
Montgomery ve Mastrangelo, 1991; Wardell vd., 1994; Lu ve Reynolds, 1999). Her iki
yaklasimin da kendine gore siirliliklart séz konusudur. Ornegin, ilk yaklagim, parametre
tahminine ihtiya¢ duyarken, ikinci yaklagimdaki temel sinirlama ise artiklari elde etmeden

once uygun bir zaman serisi modelinin bulunmasidir.

Sonug¢ olarak, uydurulan model yeterli degilse, artik-bazli grafikler amaca hizmet
etmeyebilir. Cok degiskenli durumda, veriler otokorelasyonlu oldugunda, sorun daha da
karmasgik bir hale gelir. Cok degiskenli otokorelasyonlu siireglerle ilgili olarak, Theodossion
(1993), Kramer ve Schmidt (1997), Kalgonda ve Kulkarni (2004) tarafindan 6nemli
caligmalar gergeklestirilmistir. Bu calismada, otokorelasyonun varliginda klasik ¢ok

degiskenli kontrol grafigi prosediirii performansinin etkileri tizerine odaklanilmistir.



10

2.1. Kontrol Grafiginin Olusturulmasi

Kontrol grafigi, siire¢ degiskenligini ve siirecin dogal ve dogal olmayan davranisini tasvir
eden siire¢ kalite karakteristiklerinden Olgiilen verilerin grafiksel bir gosterimidir. Siirecte
gbzlenen Olclimler, dikey bir eksene ¢izilir ve 6rnek (alt grup, alt 6rnek veya 6rneklem sayisi

bazen de zaman) yatay eksen iizerine gosterilir.

Her kalite kontrol grafiginin 3 ana 6zelligi bulunur (orta ¢izgi, list kontrol sinir1 ve alt kontrol
sinirt). Herhangi bir siirecte, orta ¢izgi, siire¢ ortalamasi (dagilim ortalamasi) olarak
tanimlanir. Bu ¢izgi, genellikle yatay diiz bir ¢izgi hélinde cizilir. Bu orta ¢izginin {istiinde
ve altinda, bir baska deyisle siire¢ ortalamasinin iistiinde ve altinda {i¢ standart sapmayi (
+30 ) temsil eden diger iki iist ve alt kontrol sinir1 bulunur. Daha 6nce hatirlanacagi {izere,
bir siirecin spesifikasyon limitleri miisterinin veya lireticinin ihtiyacin1 yansitmaktadir. Bu
smirlar, birincil hedefler olarak arastirmaci tarafindan belirlenir. Ote yandan, bir siirecin
kontrol simirlar1, diizglin ¢alistifinda bir siirecin neler yapabilecegini gdstermektedir. Bu
sinirlar, islemlerin kalitesi ve aragtirmacinin ya da iireticinin becerilerine gore ayarlanir. Bir
stirecin spesifikasyonu ve kontrol limitleri farkli kavramlardir. Bundan dolayi, spesifikasyon
kontrol smir1 ve tasarim hedefi (T) ile birlikte dagilim olusturabilir. Tasarim hedefi (T),
proses analizi ve proses yetenegi ile ilgili analizleri gergevesi olarak hizmet veri. Oyle ki,
geriye doniik gozlemler, kullanilan mekanizmanin ya sistemin ayarlanmasi ya da
ayarlanmamasi gerektigini gosterecektir. Bayes yaklasimi ile karar vermede 6nemli olan
belirlenen spesifikasyonun disinda kalan noktalarin orani ile sonsal dagilimin sayisal 6zetleri
gozlemlenebilir. Asagida kontrol grafigini klasik yontemle gosteren bir 6rnek gdz Oniine

alinsin.

2.2. Kontrol Grafigine Klasik Yaklasim

Asagidaki tabloda her biri bes rastgele numuneden olusan 30 6rnekleme iliskin simiilasyon
deneyi ile elde edilen sonuglar yer almaktadir. Ust Kontrol Sinir1 (UKS) ve Alt Kontrol Sinir1
(AKS), simiile edilmis sonuclar kullanilarak hesaplanmistir. Standart normal ters fonksiyon

¢ ile birlikte 6rneklem ortalamasi ve 6rneklem standart sapmasi verilmistir.
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Cizelge 2.1. Klasik yaklasim (geleneksel yontem) i¢in varsayimsal veriler

Ortalama

Std.Sapma

-1

4

UKS

AKS N

11,35172

1,041503

0,0027

14,47623

8,227214 5

Cizelge 2.2. Klasik yaklasim (geleneksel yontem) i¢in varsayimsal veriler

Ornek _ Ornek =

No Gozlemler X S NG Gozlemler X S
1 12 11 14 12 12 122 1.2 16 15 8 14 12 2 10,2 1.2
2 11 11 1 16 15 108 352 |17 12 9 11 14 15 122 352
3 12 10 11 12 14 118 22 18 11 10 10 13 14 116 33
4 10 12 12 2 11 94 17,8 | 19 10 13 8 12 6 9,8 8,2
5 9 14 11 14 6 10,8 11,7 | 20 10 15 9 12 12 116 53
6 8 13 12 12 15 12 1,2 21 10 14 10 11 10 11 1,2
7 12 12 14 13 14 13 352 | 22 9 12 10 11 11 106 352
8 1 12 10 15 11 98 27,7 | 23 8 12 12 12 11 11 3
9 12 14 13 14 8 122 6,2 24 13 10 14 10 12 118 32
10 10 13 12 12 9 112 27 25 13 12 13 13 13 128 0,2
11 10 10 11 10 10 10,2 1.2 26 12 5 10 10 12 98 1,2
12 11 10 10 10 12 10,6 352 |27 14 12 12 11 15 128 352
13 13 13 10 12 16 12,8 47 28 10 12 14 12 14 124 28
14 12 12 12 8 14 116 48 29 8 11 11 12 12 10,8 27
15 14 9 15 9 15 124 98 30 10 15 9 12 12 116 53

ry
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Boylece, gozlemlenen tiim veri noktalarinin kontrol sinir1 i¢inde oldugu ve ayni zamanda
hedeflenen ortalamanin altinda veya iizerinde kalan hicbir 8 ardisik veri noktasinin

olmadigini sekil den goriilmektedir. Dolayisiyla, siirecin kontrol altinda oldugun séylenir.
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3. BAYESGIL KONTROL GRAFIGi

Stiphesiz ki istatistiksel analizde kullanilan Bayesgil yontemlerin, onsel bilgi olarak
tanimladigimiz On-bilgiye dayali olarak c¢ikarimlarin yapilmasma imkan sagladigin
biliyoruz. Bu bilgiler bize, sistemin veya siirecin ge¢misteki ve mevcut durumu arasindaki

farki belirgin bir bigimde verir.

Ancak, geleneksel yaklasim, istatistiksel hedefleri veya ¢ikarimlar1 ortaya koymak igin
ortalama performansa biiyiikk bir énem verirken, Bayesgil yontem, belirli bir sistemde
gozlenen gercek veriler goz Oniine alinarak belirli bir istatistiksel prosediiriin nasil
yuritildigine biiyilk 6nem vermektedir. Bayesgil yaklasim da, aragtirma kapsaminda
bulunmayan mevcut bilgilerden de ayni derecede, formel ¢ikarimlar yapar. Bayesgil
yaklagiminda g6z {iniinde bulundurulan bu bilgiler, baz1 ge¢mis bilgiler dikkate alindiginda
(uzman goriisii, deneyimsel ya da teorik agidan), mevcut veya belirli bir istatistiksel
cikarsamada giiclii bir ¢ikarim sunar. Bu nedenle, sadece istatistiksel ¢ikarim vermez ayni

zamanda belirsizlikler altinda karar verme siirecini gii¢lii bir sekilde tanimlar.

Bayesgil dogrultuda istatistiksel sistemden c¢ikarim yapma, kanitlarin varliginda veya
1s1g¢inda calisilan sistem ic¢inde bazi belirsizliklerin modifikasyonu olarak hizmet verir.
Bayes teoreminden gelen Bayesgil yontemler, bu modifikasyon i¢in essiz bir yol saglar.

Tanim olarak, Bayesgil bir bakigtan sonsal dagilimi agagidaki gibi tanimlanabilir;

Sonsal oc olabilirlik x Onsel

Burada oOnsel, sistemle ilgili daha 6nceden sahip oldugumuz bilgileri ifade etmektedir.
Bayesgil yaklagimin birka¢ sinirliliklarindan biri olan 6nselin ya da onsel dagilimin se¢imi
Ozneldir ve bununla ilgili tanimlanmis istatistiksel bir kriter yoktur. Ancak, Onsel
dagilimlarla ilgili se¢imler hakkinda bazi arastirmalar yapilmistir. Bayesgil ¢ergceve icinde

kullanilan gesitli 6nsel tiirleri bulunmaktadir.



14

3.1. Eslenik Onsel

Burada, hem &nsel hem de sonsal farkli parametrelerle aym dagilima sahiptir. Onseller
genellikle, Bayes teoreminin kullanildig1 ardisiklik uygulamalarinda, sonsalin yaklasik

bi¢imde hesaplanmasini basitlestirecek bi¢cimde segilir.
3.2. Hiyerarsik Onsel

Hiyerarsik bir 6nsel, dnceki onsel dagilimlarin parametrelerinin bir ¢iktisi olarak elde edilen
bir 6nsel olup hiperdnsel olarak adlandirilan Onsellerden elde edilen istatistiki verilerden
tahmin edilir. Gelman (2008) tarafindan Onerilen subjektif onsellerden farkli olarak elde
edilen hiperdnsel dagilimlarinin parametreleri, hiperparametreler olarak tanimlanir.
Subjektif Bayesciler, hiyerarsik 6nsel olarak Az Bilgilendirici Onselleri - (Least Informative
Priors -LIP) tercih ettikleri i¢in. Hiperparametreler genellikle bunu Zayif Bilgilendirici
Onsel (Weakly Informative Prior (WIPs)) olarak tanimlar.

3.3. En Az Bilgilendirici Onsel

Bu onsel tipi esas olarak model ve gézlenen veriler ile belirlenen 6nseli kullanmak amaciyla,
oznel onsel bilginin kullanimin1 ve miktarin1 en aza indirgemek i¢in kullanilir. LIP

kullanmadaki temel nokta, genellikle 6nseli verilerin tanimlamasina izin vermektir.
3.4. Zayif Bilgilendirici Onsel

Bu onsel tipi temel olarak, siirecin diizenli hale getirilmesi ve dengelemesi kullanilir. Bu
onsel, durum-uzayin kesfedilmesi i¢in cari olarak bilinen bilgilerle ¢elisen sonuglarin veya
mevcut algoritmik hatalarin engellenmesi icin yeterli miktarda onsel bilgi saglar. Bu, aym
zamanda, ger¢ekte mevcut olandan daha az dnsel bilginin kullanilmasini da hedeflemektedir.
Cogunlukla, WIP 6nsel bilginin baz1 faydalarini saglayan 6nsel bilgiyi tanimlarken, mevcut
olmayan bilgilerin kullanilmasinda yatan risklerden bazilarin1 da engeller. WIP genel olarak

en ¢ok kullanilan 6nseldir ve siibjektif Bayesciler tarafindan tercih edilir.

Bayes yontemi dayanak noktalarmin ¢ogunu geleneksel yaklagimin sinirlamalarindan
alirken, klasik ya da gelencksel yaklasim ise dayanak noktalarimi asagida belirtilen

hususlardan almaktadir.
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e Calismanin degiskenleri, az sayida parametre ile belirlenen basit bir dagilima sahiptir.
e (Calismanin degiskeni hakkinda 6nsel bilgi bulunmamaktadir.

e (alismada, ¢ok sayida gdzlem bulunmaktadir.

Bu diisiinceyle, arastirmamizi yaparken bu farkliliklara dayanmak istiyoruz. Bundan dolayz,
bu durum, geleneksel sistemin gegerli olmadigi istatistiksel durumlarda Bayes Yaklagimini

uygulamak zorunda kaldig1 anlamina gelmektedir.

Orneklem boyutunun kiigiik olmas: durumunda, geleneksel yontemin kullanilmasi uygun
olmayabilir. Eger kalite degiskeni normal olarak dagilmamigsa, olabilirlik normal dagilim
tarafindan iyi bir sekilde yaklastirilamayabilir. Aksine, kalite degiskeni N >30 olmak iizere
normal olarak dagilmigsa, bu durumda istatistiksel ¢ikarimlarin yapilmasinda geleneksel

yontem ¢ok daha iyi galisir.

Uzerinde calisilan degiskeninin 6nsel bilgisi ve bir ¢ok calismadan alinan drneklemlerin
kullanim1 hakkinda konusuldu. Bu tiir durumlarda ya da kosullarda, Bayesgil yaklasimi

uygulamak, tahminde 6nsel bilgiyi dahil eden saglam bir yontem olarak gdriinmektedir.

Simdi, Bayes yaklagimini uygulamak i¢in 3 adimlar géz 6niinde bulundurmak gerekir:

orneklem Oncesi, deneysel 6l¢cim ve sonsalin hesaplanmasi.

3.5. Orneklem Oncesi

Burada, ¢ok 6nemli olan ¢alisma hakkindaki 6nsel bilgilerle daha fazla ilgilenmekte ve 6nsel
gorlis ve meveut durum arasinda bir ¢izgi ¢cekmek gerekir. Calismanin parametresi ile ilgili

onsel inanclar ve bilginin mevcut durumu arasinda ayrimin yapilabilmesi i¢in, f (&) Onsel

dagilimiin iyi tanimlanmasi gerekmektedir. Bu yontem, sadece subjektif bir 6nsel dagilim

degil, ayn1 zamanda da, onsel dikkatli bicimde se¢ilmisse, etkili bir Bayes yontemi saglar.

3.6. Deneysel Ol¢iim

Ikinci asamada, deneysel olgiimler ve sonuglarla ilgili f (x|@)parametresi géz Oniine

alinarak verinin dagiliminin tanimlanmasinda uygulanir.
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Bu nedenle, matematiksel olarak L(€) oc f (x|6) big¢iminde tanimlanabilecek f (x|@)'dan
belirlenen dagilimlar ile orantili bir fonksiyon olarak 1(&) olabilirlik fonksiyonunu
belirleyebiliriz. Bu durum, olabilirlik fonksiyonunun sonsal dagilimi sadece bu fonksiyonla

etkiyebilecegi anlamina gelmektedir. Bu, verilerden elde edilen 6 hakkindaki bilgiyi ifade

etmektedir.

3.7. Sonsalin Hesaplanmasi [(f (0| X)]

Sonsal dagilim hesaplanmasi yoluyla € hakkindaki bilginin giincellenmesi igin 6nsel
bilgileri ve belirlenen olabilirligi birlestiren Bayes teoreminin temel dayanak noktasi olan

tictincli adimda

Olabilirlik x Onsel Dag:lim
_[OIabiIirIik x Sonsal

hesaplanir. Bundan dolay1, bu Bayesyen agidan sistemi agiklar ve ayn1 zamanda deneysel
veriden yeni veri setleri elde edildikge, onsel dagilim siirekli degistirilerek onsel bilgiyle

temsil edilen bilgiyi veya parametrik bilgiyi de gosterir.

Genel olarak, Bayesgil yaklagim, istatiksel senaryolarda karar verme daha ziyade kayip
(loss) agisindan yapilmak istendiginde, onsel bilgimizin oldugu durumlarda parametrenin
sayisal degerlerinin biriktirilmesi gibi bir ¢ok istatiksel durumda geleneksel yonteme gore

kapsamli olarak daha uygulanabilir bir niteliktedir.



17

4. KONTROL GRAFIiGINE BAYESGIL YAKLASIM

Bayesgil yaklasimda, Evre I'deki deneysel Ol¢iimden alinan goézlemlenmis veriler,
degismelerin etkisini degerlendirmek i¢in kullanilabilecek bilgilendirici onsel bilgiyi

tanimlar.

Bu agamada, sistem hakkinda baz1 varsayimlarda bulunmak gerekir. Bu varsayim, sistem
iiretmeye baslamadan Once tiim sonuglarin ve Slgiimlerin herhangi bir kriter olmaksizin
yapildig1 bi¢imindedir. Cevrimigi bir izleme asamasi olan ve Evre II olarak adlandirilan
ikinci agama ise, siirecten ¢ekilen her bir ardisik 6rneklemden elde edilen orneklem
istatistigini kontrol sinirlartyla karsilastirarak siireci izlemek i¢in kullanilir. Bu asamada,

ardisik her bir 6rneklem igin, ilgili sonsal dagilim belirlenebilir.

Bu asamada, siirecte sadece ortalamada kademeli bir degisiklik degil, aynt zamanda
spesifikasyon limiti ve hedef degerden varyasyon nedeniyle ani bir degisim de gozlenebilir.
Uygulama olarak, kardiyovaskiiler hastalik ge¢misi olan rastgele se¢ilmis 30 erkek hastanin
Diisiik Yogunluklu Lipoprotein DYL (Low-Density Lipoprotein-) (LDL) kolesterolii
degerlerini inceledigimizi varsayalim. Y;, i =1,2,...,30, bir kisi i¢in (mg\dl) olarak 6lgiilen
DYL kolesterol seviyesini temsil etmek tizere, LDL kolesterol diizeyi i¢in makul bir olasilik

modeli normal olarak diisiiniilebilir. Bu nedenle, Y, lerin bilinmeyen u genel ortalamasi ve

o’ varyansina sahip bagimsiz olarak normal oldugunu varsayabiliriz. O halde,y; i¢in

olasilik fonksiyonu daima su sekilde ifade edilir,

P(y, | u,0°) = exp(—(y, —u)*125%) i=12,..,30

2o’

Yukaridaki tanim kullanilarak, asagidaki metodolojiyi takip ederek siirecin sonsal

parametrelerini hesaplayabiliriz.
Simdi, dagilimin normal dagilima uydugunu varsayarak asagidaki tanimlar yapilabilir;

m : Orneklem sayisi

n : Her bir 6rneklem icindeki birim sayisi; 6rneklem ¢api



O post : Olgiim hatas1 standart sapmasi

g : Orneklem alindiktan sonraki sonsal varyans
(4,0 iost) : Evre I’den sonraki siire¢ parametreleri

(14, 0%) : Siire¢ parametreleri i¢in istenen hedef degerler

2 e e
(&, 0 ori : m Olgiim sonrasi Sonsal Parametreler

Bayes Teoremini kullanarak, belli bir g verilmigsken, x in olabilirlik fonksiyonunu su

sekilde tamimlayabiliriz;

D S

«/ 2rc?

Normal dagilimin sonsal dagilim oldugu bir ¢ok arastirma referans alinarak, Box ve Tiao
(1973) gibi, burada da sonsal olasilik fonksiyonu normal dagilim olacaktir. Dolayisiyla, m
’inci Olglimden sonraki sonsal dagilimimiz, normal dagilima esit olarak su sekilde

tanimlanabilir;

F X X, | 243 :;ei[;ﬁ

27rapoSt

Bu durumda, sonsal ortalama ., su sekilde tanimlanir;

n
R
i _ O-pri i
post 1 . n
O'T2 O, i2
2 2
1 Gi :upri + r]Xidpost
post 2 2
Upost + nUpri

Burada, orneklem ortalamasi X ’nin, sonsal dagilimmin hesaplanmasi ve dolayisiyla

Merkezi Limit Teoremi (MLT) ile yeterli bir istatistik olmadig1 agikc¢a goriilebilir.
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llgilendigimiz nokta, dzellikle kontrol grafigi oldugu igin, karar-verme konusuna ve bir o
kadar da ani degisimin belirlenmesinde temel olan risk faktoriiniin belirlenmesine 6zel bir

ilgi gostermeyecegiz. Uygulamada, Orneklem ortalamast X, 4, Ve p,. sonsal

parametrelerini klasik yaklagimla belirlemek i¢in kullanilir. Mal iireten bir sistemde, sistem
calistirilmadan veya iiretime baslamadan once, liretim kalitesinin en fazla 0,125 sapma ile

5,25 olmasina yonelik diretim  beklentilerimizin  oldugunu varsayalim Bu,

(,uT , O'Tz) = (5, 25, 0,125) seklinde ifade edilebilir. O zaman,

n=>5
m =230
=0,06

post

olur. Oyle ki, her bir &rnegin {A, B,C, D, E} sonsal dagilimlari, su sekilde ifade edilebilir;

(110X, ) = et =)

\l 2”0- post

Burada, her 6rnek, m sayida gozlem igermektedir.

Xil’ 210" ’Xml}

Bayes yontemlerine dayali olarak, eger bir X;, gozlem kiimesi, sonsal dagilim olusturmak

icin kullanilabilecek {A, B,C,D, E} orneklem kiimesinden alinan gbzlenen veriler ise, bu

durumda, her zaman ek bir karma verinin bu gozlemlerden alinabilecegini varsayabiliriz.

Bu ilave karma veri, goézlenen veri kiimesindeki hiyerarsik ardisikligi beraberinde getirir.

Bu hiyerarsik ardisiklik daha 6nceden gézlemlenmis{xl,X2,...,Xm}veri|erinden belirlenen

sonsal dagilimdan anlagilabilir. Bu durum bu nedenle, hiyerarsik ardisikliktaki veriden elde
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edilen yeni posterior dagilimin tahmini i¢in olan veri yeni Onsel veri olarak hizmet eder. Bu
islem, yeni ve ilave gdzlemler ile devam ettirilir. Oyle ki, ikinci sonsal yeni &nsel olur ve
onceki gozlemlerden gelen sonraki gézlem dizisi, ¢gikarimlarimizi yapti§imiz sonraki sonsali
verir. Onerilen Bayes dizisinin bu ilkesi, bir tip alanindan alian belirli bir drnekten elde
edilen gozlemsel verilerin sayma verisinin oranini belirlemek ve aciklamak igin

kullanilmaktadir.

Yukarida acgiklanan Bayesgil 6zellige dayanarak, verilerin 5 yil boyunca bir tip alanindan
toplandigin1 varsayalim. Bu veri kiimesi, belirli bir hastalik icin basvuran hastalari

tanimlamaktadir. Her bir hastaliktan sikayetle bagvuran hastalarin y1gin orani bulunsun ve

p, ile temsil edilsin, ger¢ekten bu hastalifa sahip olup bu hastalik i¢in kabul edilen
hastalarim orani ise P, (j =12, ...,5) ile gosterilsin. Ayrica . belirli bir hastanede muayene

edilen hasta i ’nin sonucunu temsil etsin (yas gruplarina gore). O halde, yukarida tanimlanan

ozellikler ile asagidaki dagilimi matematiksel olarak tanimlayabiliriz,

|1 Yi k deyigin j de hastalik i den yatiyorsa
710 degilse

A, B, C, D ve E orneklerinden gozlenen veri setlerinin her biri i¢in, bir sonraki veri kiimesi
gozlendiginde onsel rolii oynayacak farkli bir sonsal dagilim vardir. Yani, siralama ilerlerken
sonsal ve Onsel olarak gorev yapan sirali bir veri s6z konusudur; bu, buradaki 6rnek
ortalamasinin yeterli bir istatistik olmayacagini agik¢a gostermetkedir. Daha once, Evre I ve

Evre II'yi Bayesyen bir perspektiften tartismistik. Sistem ortalamasi ve standart sapmasinin

( Hys 0'5) = (4, 85, 0,10) olarak verildigini varsaydigimizda ilk asamay1 tanimlamis olduk.

Sistem ilerledikge, yapilan varsayimin ya hedeflenen ortalamadan kademeli olarak farkli ya
da aniden farkli olan bir sonu¢ veya ortalama ortaya ¢ikardigi goriilmektedir. Bu nedenle,

prosesin bu asamasini, gegis asamasi olarak tanimlayacagiz.

Artik, sistem acgildiginda, Evre I’den sonraki parametreler olan ( s ) parametrelerinde,

bir degisme gozlemleriz Bu parametrelerdeki gzlenen degisim, bu nedenle, geriye doniik

olarak sistemin Evre Il agamasi iginde yer alacaktir.
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Bayesgil siire¢ kontrol problemleri, sadece tek bir tanimlanabilir neden oldugunu varsayar.
Coklu kontrol-dis1 durumlarin varliginda izlenecek optimal politikalarla ilgili fazla bir sey
bilinmemektedir, ancak bazi makalelerde, ¢oklu tanimlanabilir nedenler iizerine vurgu
yapilmistir (Tagaras ve Nikolaidis, 2002). Ama yine de, tekliden ¢oklu tanimlanabilir

nedenlere genislemenin zor olabilecegini sdylemektedirler (Tagaras ve Nikolaidis, 2002).

Stire¢ durumunu, durum uzayr S = {0,1, ey N} olacak bic¢imde, {Xt,t > 0} surekli-zamanl
Markov zinciri olarak modellemekteyiz. 0 durumu, kontrol altinda durumundayken,
digerleri N farkli kontrol dis1 durumu gostermektedir. Siireg, baslangicta kontrol altindadir

ve n sayida tanimlanabilic {R,,R,,...,R }nedenden dolay: rastgele kontrol dist duruma
gecer. Tanimlanabilir R, nedeni, bagimsiz olarak sistemi kontrol disi durumuna getirmek

icin diger nedenlerle rekabet halindedir ve iki kontrol disi nota arasindaki zamanmn, 4,
oraniyla iistel dagildig1 varsayilir. Tsiatis (1975) tarafindan belirtildigi gibi, bagimsizlik
varsayimi ge¢misteki verilerden 4 i=1,2,...,n oranlarinin tanimlanabilirligini saglamak
icin gereklidir. Bu {istel varsayim, literatiirde izlenebilirlik agisindan standart olarak
kullanilir ve Lorenzen ve Vance (1986) gibi bir gogunun belirttigi gibi, karmasik bir sistemin
birbirinden bagimsiz bigimde basarisiz olan birden ¢ok bilesenden olustugu durumlarda akla

yatkin olarak goriilebilir.

Diger bir varsayim da, n adet kontrol dis1 durumun, tamamen emici (absorbing) olmasidir.
Yani, stire¢ kontrol dis1 duruma geldiginde, bir islem yapilana kadar ayn1 durumda kalir. Bu
varsayim, etkili bir kontrol grafiginin kontrol dis1 durumlar arasinda ge¢is olmadan 6nce
kontrol dis1 durumu tespit etmeyi hedefledigi diislincesine dayanarak, Knappenberger ve
Grandage (1969), Chiu (1976) ve Saniga'nin yaptig1 gibi ilgili literatiir 6rneklerinde de genis
capta kabul gormektedir.

Stokastik olarak ilgili iki siire¢ vardir: bunlardan biri {Xt, t> O} prosesinin gézlenemeyen
durumu ve digeri ise, her h zaman biriminde 6rnekler aldigimiz {Yt, t> O} ile gosterilen
prosesin  gdzlemlenebilir ¢iktisidir.  Y,,,n=0,12,...°lerin  f,(y)=f(Y,,=y|X, =i)

i=12,..n yogunlugu ile bagimsiz oldugu varsayilmaktadir. SN, standart N olasilik

vektorlin basit sekli asagidaki gibi gosterilen olasilik vektorlerinin (ayn1 zamanda kanit

uzayi, (belief space), olarak da bilinir) standart N-simpleksi olsun. Bu su sekilde gosterilir;
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S N,{ﬂ':(ﬂ'o,ﬂ'l,...,ﬂ'n)e[0,1]n+l|71'0+7Z'l+...+7Z'n :1}

Olabilirlik x Onsel Dagilim
j Olabilirlik x Onsel
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5. BAYESGIL YAKLASIM (SHEWART KONTROL SINIRLARI
YAKLASIMI)

Shewhart kontrol limiti tanimin1 giiven araligi tanimindan almaktadir. Z standart normal
rastgele degiskeninin dagilimmin, 0<a <1 i¢in ¢ kiimilatif dagilm fonksiyonunun

standart normal dagilim oldugunu varsayarsak, o zaman, tahmin i¢in yokluk ve alternatif

hipotezlerdeki varsayimsal iddia su sekilde tanimlanabilir,
P[Z>27,]=a yada P[Z<z,]=1-«
O halde,

P[z<z,]=1-a

Burada; ¢ yiizdelik (kartil) fonksiyonu ifade eder. Bu nedenle simetri 6zelliginden,
P[Z>-z,]=a ve P[|Z]>-2,]=2a

Pl-z,<Z<z,]=1-2a

olur. Bu durum, su sekilde ifade edilebilir,

Pl[-z,<Z<z,]=1-«a

Dolayisiyla,

Z0:/2 = ¢_1 (1_a)
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Bu tanima gore, kontrol sinirlar1 buradan tiiretilebilir. Shewhart kontrol limiti tanimina gore,

Kontrol limiti su sekilde ifade edilir;

Ortalamat+Z , xo

Burada, ortalama yigin ortalamasi x4 diir. Z,,,
P[Z < Za/2] =1-al2

olarak tanimlanir. Boylece, iist ve alt kontrol sinirlar1 da su sekilde ifade edilebilir;
. a a
UKS=u+¢ —1(1—E)azlu+za,20'
ve
1 o
AKS = u—¢ —1(1—Ejaz,u—za,20'

Burada,

4 strecin ortalamasini (hedef ortalamayi),

¢ standart normal ters fonksiyonu,

a siire¢ control altindayken yanlis sinyal oranini,

o siirecin standart sapmasini ifade etmektedir. Orneklem ¢ap1 N >1 iken O yerine °x

kullanilir.

Standart normal ytizdelik fonksiyonu, artik, bilinen bir p-ytizdelik ile asagidaki alanlardaki
belli bir ortalama ve standart sapma ile normal rastgele degiskenin dagilimi olarak
tanimlandigindan, yiizdelik fonksiyon ya da normal rastgele degiskenin ters birikimli

dagilimi su sekilde tanimlanir;

¢ (p)=~2erf *(2p-1), pe(0.1)
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Bu nedenle, ele aldigimiz 6rnekte, ortalama ve standart sapmayi bildigimiz i¢in, Standart

Normal yiizdelik fonksiyonue =0.001 anlamlilik diizeyinde (4" =11,35172) olarak
tanimlariz. Genellikle, x4 ve o, pratikte bilinmemektedir. Ancak, bagimsiz veya benzer

dagilimh {E,Yz,...,in}rastgele degiskenlerden, Evre I oOrneklem ortalamalar1 rastgele

degiskenlerinden,bagimsiz veya ayni dagilimli {E,YZ,. X }, tahmin edilebilecegini

s Ap

varsayariz.

Evre I geriye doniik analiz asamasi iken, Evre II'nin deneyin izleme asamasini temsil ettigini
bildigimizden, Evre I'in geriye doniik analizinden ortalama ve standart sapma belirlenebilir.
Daha sonra, yukarida tanimlananlara gore Shewhart kontrol grafiginin {ist ve alt sinirlari

hesaplayabiliriz.

Yakin aile liyelerinde kanser ge¢misi olan 60-69 yas aras1 30 kadindan olusan rastgele bir

orneklemin meme kanseri taramasindan gecirilecegi bir uygulama problemi tanimlayalim.
i=1,..,30i¢in Y;, eger i. kadm pozitif bir teste sahipse 1, degilse 0 olsun. p 5 y1l ardigik
olarak (n=25) pozitif meme kanserine sahip ailesinde kanser 6ykiisii olan 60-69 yaslari
arasinda olan rastgele se¢ilmis kadinlarin olasiligi olsun, O halde, veri i¢in uygun bir model,

Y; ‘nin p olasiligina sahip bagimsiz Bernoulli dagilimini olarak takip ettigi varsayilacaktir.

p(y,|lp)=p"(1- p)l—yi

0, aile dykiisiinde pozitif bir kanser taramasina sahip olan 60-69 yaslarindaki kanser olan
bir kadini rastgele olarak segme olasilig1 oldugu igin, Tiirkiye Kanser Dernegi'nin, 60-69
yas arasi kadinlarin yaklasik %3, 6 *sinin bes y1l boyunca (2000, 2001, 2002, 2003 ve 2005)
invaziv meme kanserine yakalandigi bilgisini onsel bilgimiz olarak tanimlayabiliriz. Bu
bilgileri yansitan, @ i¢in bilgilendirici onsel dagilimi olusturabiliriz. Bernoulli olasilig1 igin

esnek bir dnsel dagilim se¢imi, o and g parametreleriyle 6~ Beta(a, £) dir. Olasilik
fonksiyonu,
F(a + 0 )

p(0a,p) =W9‘“ (1-0)y""
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bi¢ciminde verilir. Burada, ' Gama fonskiyonunu temsil etmektedir. Beta dagiliminin

ortalamasi, olarak tanimlanir. &+ £ degeri, 6rneklem biiytiklugii olarak goriilen @

a+p
hakkindaki bilgi miktarini verir. Boylece problemimizde, parametrelerimizi o =0,36 ve
S =9,64olarak tanimlayabiliriz. Bu,  + =1 oldugundan, verilen bilgilendirici 6nselden

tiiretilmistir.

Elimizde a =%3,6 bilgisi bulundugundan, g 'y1 kolaylikla hesaplayabiliriz. Bu nedenle,

a 0,36
a+p 0,36+9,64

0 ~ Beta(0,36,9,64), =0,036, ortalamasina sahip &nselin

dagilmdir.

Her biri 5 6rneklem ¢apli, 30 gozlemlik 6l¢iimiiniin nihai 6rneklemi ile, eldeki veriler dnsel

dagilimdan daha bilgilendirici niteliktedir.

Simdi sonsal dagilimimizi tanimlamak i¢in, meme kanseri tarama ¢aligmasina, 30 kadindan

14'linlin testinin pozitif sonuglandigini kabul edersek, o zaman, 14 kadmn igin y; =1 ve kalan

16's1i¢inse Y; =0 olur. O halde, olabilirlik fonksiyonu
L(9]y)=T16"(1-6)"

olarak tanimlanir. Sonsal dagilim, bu nedenle, o =0.36 , B =9.64 parametrelerine sahip

beta Onsel dagilimmin c¢arpimiyla orantihidir. Simdi, olabilirligi asagidaki gibi

tanimlayabiliriz.

'(10)
I'(0.36)I"(9.64)

o 0% (1-60)"" 64 (1-0)" o 67 (1-0)

L(0]y)x p(O)L(O]y)ex 0% (1-0)" 6" (1-6)"

24.64

Dolayisiyla, onsel dagilimdaki normallestirme sabiti, 0'ya bagimli degildir. Bu durumda,

nihai ifadenin o =14.36 B =25.64 parametrelerine sahip Beta dagilimi ile orantili

oldugunu goriiriiz. Boylece, sonsal dagilim €|y ~ Beta(14.36, 25.64) olur.
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Pozitif meme kanseri olasihigi igin sonsal dagilim Beta(14.36,25.64) ’dan, @ hakkinda

bilgilendirici ¢ikarimsal istatistikleri hesaplayabiliriz. Sonsal ortalama ve sonsal mod,

parametrenin sonsal ana tahminleridir. & ve B parametrelerine sahip bir Beta dagilimi igin

ortalama, mode degeri (o —1)/(ar+ B) ile tanimlanur.

Bu durumda, € 'nin sonsal ortalama tahmini,

a

(a+p)

E(0]y)=

—14.36/(14.36 + 25.64) = 0.057641

olur. @'nin sonsal mod tahmini, yine benzer bigimde su sekilde tanimlanabilir,

Mod (6| y) = (14.36-1)/(14.36 + 25064 —2) = 0.37513

p i¢in %95'lik merkezi sonsal aralig1 olusturmak i¢in, Beta(14.36,25.64) dagiliminin uygun

yiizdeliklerini bulmamiz gerekir. Analitik olarak, bu, asagida gosterildigi gibi kontrol

grafigini olusturmak i¢in kullanilabilir.

Cizelge 5.1. Bayesgil yaklasim (geleneksel yontem) i¢in varsayimsal veriler

Ortalama Std.Sapma S.Ort. o 2 UKS

11.35172 1.041503 1.041503 0.001 11.35417 22.70022
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Cizelge 5.2. Bayesgil yaklasim (geleneksel yontem) i¢in varsayimsal veriler

Ornek . _ Ornek . _

No Gozlem X S NG Gozlem X S

1 12 11 14 1 12 11 14 16 15 8 14 12 2 102 12
2 11 11 1 2 11 11 1 17 12 9 11 14 15 122 352
3 12 10 11 3 12 10 11 18 11 10 10 13 14 116 33
4 10 12 12 4 10 12 12 19 10 13 8 12 6 9,8 8,2
5 9 14 11 5 9 14 11 20 10 15 9 12 12 116 53
6 8 13 12 6 8 13 12 21 10 14 10 11 10 11 1,2
7 12 12 14 7 12 12 14 22 9 12 10 11 11 106 352
8 1 12 10 8 1 12 10 23 8 12 12 12 11 11 3

9 12 14 13 9 12 14 13 24 13 10 14 10 12 118 32
10 10 13 12 10 10 13 12 25 13 12 13 13 13 128 0.2
11 10 10 11 11 10 10 11 26 12 5 10 10 12 98 1,2
12 11 10 10 12 11 10 10 27 14 12 12 11 15 128 352
13 13 13 10 13 13 13 10 28 10 12 14 12 14 124 28
14 12 12 12 14 12 12 12 29 8§ 11 11 12 12 108 2,7
15 14 9 15 15 14 9 15 30 10 15 9 12 12 116 53
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Sekil 5.1. Bayesgil kontrol grafigi

Bu nedenle sekilden, gozlemlenen veri noktalarinin hemen hemen tiimiiniin kontrol sinir1
icinde oldugu ve hedeflenen ortalamanin altinda veya iizerinde kalan her hangi bir 8 ardisik
veri noktast bulunmadigr sonucuna varabiliriz. Dolayisiyla, goézlenen veri noktalarinin

kontrol altinda oldugu ¢ikarimini yapabiliriz.
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6. BAYESGIL HIYERARSIK MODEL

Istatistiksel bir hiyerarsik sistem, benzer baglanti veya tamimlar ile birbirlerine baglh
istatistiksel veriler hakkindaki herhangi bir kayit veya bilgi toplulugu olarak tanimlanabilir.
Bu istatistiksel veri veya bilgiler, bunlar arasindaki her baglantinin bazi tanimlanmis 6zellik
veya nitelik topluluklari olmasi agisindan ag modellerinde yer alan kayit ve bilgiler ile
benzerlik gostermektedir. Bu baglantilar, sistemden veya dagilimdan gelen istatistiki veriler

arasindaki iliskileri tanimlar. Bunu ¢ok daha iyi bir sekilde agiklamak igin, bir sistemden
veya belirli bir istatistiksel siiregten gelen herhangi bir f(y|6) dagilimmiz oldugunu

varsayalim. O halde, bunu deneysel olarak tanimlayabiliriz. Bir endiistrinin, 'miisteri

tercihlerini’ saglayacak bir {iriin tiretmekle ilgilendigini diisiinelim.

A =Miisteri tercihini saglayan {iriin

B =Miisteri tercihini saglamayan {iriin

olsun. Bu, bir "basar1 ve basarisizlik" sistemi olusturur. Bu nedenle, prosesten elde edilen

veri orneklemleri tipik bir binom dagilimindan elde edilir. Y, ~ f (yi | 6’) sistemin dagilimi

ve Y., Y,,...,Y, prosesten gelen rastgele degiskenler olsun. O halde hiyerarsik durumu

asagidaki gibi tanimlayabiliriz.

llgilenilen parametre 6,, aym sekilde, asagidaki gibi tanimlanan diger bir dagilimdan elde

edilir;
6,~iid (6| 9)

Bu nedenle, 6 parametresinin yeni dagilimmin ayni zamanda bilinmeyen bir ¢

parametresine sahip oldugunu gozlemleyebiliriz.

Bu, bilgilendirici 6nsellerimizin sahip oldugu hiper-onsel 6zellik olarak adlandirdigimiz
bilgilendirici  Onsellerimizi tanimlayan bu bilinmeyen parametrelerin  dizisini
tanimlayabildigimiz anlamina gelmektedir. Ayn1 6zellikten, eger ¢ parametresi, ayni
sekilde diger bir parametrenin bir fonksiyonu ise, o zaman bu dizi, hiyerarsik modelin

olugsmasini saglar.
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Eger y.~ f(y,|6) ise, 6 bilinmeyen parametre olmak iizere ayni sekilde diger bir
dagilimdan @ ~iid f(6,|#) biciminde tamimlanir. Yeni ¢ parametresi diger bir

parametrenin bir fonksiyonudur, ¢~ f(p). O halde, bu dizi hiyerarsik bir modeli

tanimlamaktadir. Burada, proseste 6nsel ve hiper-6nsellerin bulunmasi, kontrol grafiklerini
kullanarak ileriye yonelik kestirim yapmak i¢in Bayesgil yontemlerin kullaniomina imkan

saglar.

Boylece, asagida verilen parametrelerle bir hiyerarsik modeli acik bir sekilde

tanimlayabiliriz;

* Y, = rastgele gozlenmis 6rnekleri,
* 6 =(6,,...0,) ve ¢ modeldeki bilinmeyen parametreleri,

* ¢ parametresi Onseli tanimlar.

Hiyerarsik modeldeki ilgili ortak dagilimi hesaplamaya karar verdigimizi varsaydigimizda,

bunu Bayes teoremi ile su sekilde tanimayabiliriz;

Siirecin dagiliminm

f(6.41y)
bi¢ciminde tanimlarsak, o zaman, Bayes teoremi,
f(6.¢1y.)="1(v:16.4)p(6.4)

olur. Burada, f (6, 4|y, ) ortak sonsali, f(y; |8,¢) olabilirlik fonksiyonunu ve p(,,¢) ise

Onseli tanimlamaktadir.

Buna gore simdi, olasihigin bagimsizlik kuralina gore, f(6’i,¢|yi) olabilirlik

fonskiyonumuzun, vy ile temsil edilen verilerimizi igerdigini bilmekteyiz. Daha Once
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tanimladigimiz bu veri, 6,'yi biliyorsak ¢'den bagimsizdir. Bu p(y |6 ) oldugu anlamina

gelir ve ayrica, p(9I , ¢) de, kosullu dagilim formunda su sekilde ifade edilebilir;

P(6.¢)=p(619)p(9)

Boylece, ortak sonsal dagilimi yeniden sdyle tanimlayabiliriz;
£(8.21y)af(v:16.4)p(6.4)=p(y16)p(614)p(4)
Dolayistyla, marjinal sonsali da su sekilde ifade edebiliriz;
p(61y)=[(6,81y,)d¢

ya da

p(61y)=]1(6.41y;)d6,

a,p~ p(a,ﬂ) olmak {izere Y ~ Bin(ni,tﬂ)ve 6 ~ Beta(«, ) oldugunu hatirlayalim. Bu,

onsel parametremiz olan ¢ 'nin ¢:(a,ﬂ) biciminde temsil edildigi anlamina gelir. O

zaman, sonsal dagilimmuzi yeniden su sekilde tanimlayabiliriz;
t{0.(a.B)y} e f(y16.(c.8)) f(6,(a. 8))

Oyle ki, eger y ve (a, B)bagimsizsa,

t{6.(aB)ly}af (v16)1(8.(ap))

olur. Burada,

t{0.(a. B)}at (61(c B)) f (. )
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ve boylece, sonsal dagilim1 su sekilde tanimlayabiliriz;
f{0]y} o Beta| (a+Y,, B+(n-Y,))]

Burada, eslenik onsel (olabilirlik ve onsel), sonsal dagilim onsel ile ayni dagilima sahip

olacak sekilde sadelesecektir.
6.1. Klasik ve Bayesgil Istatistiksel Analizlerinin Avantajlar1 ve Dezavantajlari

Istatistiksel siirec kontrolii, hata ihtimalini azaltarak veya hatta nitelik sorunlari
engelleyerek bir sisteminin veya islemin kararliligin1 kontrol etmek amaciyla kontrol

grafiklerinin yapiminda kullanilan etkin ve ¢ok daha sinirli bir istatistik tekniktir.

Matematiksel istatistikte iki paradigma kullanilir: Geleneksel (Klasik) yaklagim ve Bayesgil
istatistiksel analiz yaklasimi. Bugiine kadar yapilan bir¢ok arastirma, istatistiksel analizde
Bayes yaklasiminin kullanilmasimin sadece istatistiksel ¢ikarim igin degil, ayn1 zamanda
belirsizlik altinda istatistiksel karar vermede de tam bir paradigma sagladigim
dogrulamaktadir. Genel olarak tutarli bir metodoloji saglayan Bayes yontemi, aksiyomatik
sistemlerden matematiksel olarak elde edilebilir. Bayes yaklasimi, belirli durumlarda, sik¢a
kullanilan frekans¢i prosediirlerin bir ¢ogunu icermektedir ve ayrica, klasik yaklagimin
karsilastig1 zorluklarin bir coguna ¢éziimler sunar ve bu sekilde, uygulama alanini ¢esitli

sekillerde istatistiksel yontemlerin uygulamalarina kadar genisletir.

Bayes yaklagiminin aksine, klasik yaklasim ise, bilimsel hipotezlerin analizlerin i¢ine dahil
edilmesine izin vermez (6rn, 6nsel dagilimlarin dahil edilmesi gibi.). Ayrica, Bayes
yaklagiminin aksine siklik¢i yaklasim, sistemin, karmagik bir sistemden gelen probleme
cozlimler bulmasi gerektigi durumlarda, sinirlama yasamaktadir. Bayesyen yontemler, ayni
zamanda, sistemi rasyonel ve kosullu belirsizlik Ol¢iimleri seklinde olasiliklarinin
yorumlanmasi ile tanimlar. Klasik yaklasim, bilgilendirici onsellere izin vermez, dyle ki,
geecmis bir modelden gelen onsel bilgiler veya sonuglar, mevcut modeli tahmin etmek i¢in

kullanilir.

Istatistiksel veriler sabit olmasina ragmen, klasik yaklasim verilerin sabit olmasini dikkate

almaz. Bayes yaklasimi, verileri sabit olarak tanimlarken, aym1 zamanda da bilinmeyen
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parametreleri rastgele olarak tanimlar. Geleneksel yaklagim, bilinmeyen parametreleri sabit

olarak tanimlarken, verileri rastgele olarak tanimlamaktadir.

Bayes yaklasimi, tahmin dagiliminda gézlenen veriler hakkinda kosullu istatiksel ¢ikarimlar
yapmaktadir. Ayn1 zamanda, olabilirlik prensibinden de faydalanirken, siklik¢i yaklasim ise
maksimum olabilirlik tahmincisi MLE, Genellestirilmis Momentler Yontemi GMM veya
Genellestirilmis Tahmin Denklemlerini GEE kullanir ve bunlarin hepsi de, olabilirlik
ilkesini ihlal eder. Olabilirlik prensibi tek basina, ¢ikarimsal bir diizeni tanimlamak i¢in
yeterli olmasa da, en azindan ¢ikarimsal bir taban veya asgari gereklilik olarak hizmet

etmelidir.

6.2. Spesifikasyon Smirlar:

Bir prosesin spesifikasyon sinirlari, bir siirece dayatilan ¢ogunlukla iist (USL) ve alt
spesifikasyon limitleri (LSL) olarak tanimlanir. Bu sinirlar bazen, iiretici veya arastirmacinin
ihtiyaclarina gore kalite 0zelliklerinin sinirini tanimlamak igin arastirmaci ya da tireticiye
gore Oznel olarak tanimlanir. Bu nedenle, spesifikasyon sinirlarinin bazen siire¢ tizerinde
dikte edildigi sOylenebilir. Sekil 2. deki diyagram, kontrol grafigindeki spesifikasyon

siirlarini agik bir sekilde vermektedir.

6.3. Spesifikasyon Sinirlar1 ve Kontrol Sinirlar:

Bir siirecin spesifikasyon siirlari, arastirmaci veya iireticinin ihtiyaclarini yansitir. Bu
sinirlar arastirmaci tarafindan hedef olarak belirlenir. Ote yandan, bir siirecin kontrol
siirlari, diizgiin ¢alistiginda bir siirecin neler yapabilecegini gostermektedir. Bu sinirlar,
makinenin kalitesi ve aragtirmacinin ya da iireticinin becerilerine gore ayarlanir. Bir siirecin
spesifikasyonu (proses spesifikasyonu), ve kontrol simirlar1 farkli kavramlardir.
Spesifikasyon sinirlar1 ¢ikti Uriiniin uygunlugunu tanimlar. Kontrol grafiklerinin bu iki
ozelligi, daha sonra ele alinacak olan siire¢ kapasitesini anlamada temel noktalar olarak

hizmet verir.
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Sekil 6.1. Kontrol limitleri
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Sekil 6.2. Spesifikasyon limitleri
6.4. Suire¢ Kapasitesi

Istatistiksel siire¢ kalite kontroliin bu teknigi, iiriiniin siire¢ i¢in uygun olup olmadig
konusunda bilgi saglar. Bu bir siirecin kontrollii olabilecegini ancak spesifikasyon sinirimni
karsilayan tiim iirlinlere sahip olmayacagini agik¢a anlatmaktadir. Baska bir deyisle,
istatistiksel kontrol durumunda, uygun olmayan 6gelerin ylizdesinin kararli olmasini (yani
Tip I hata gerceklesme olasiliginda biiyiik bir azalma olmasini) beklemekteyiz. Bu sadece,
tolerans dahilinde olmanin bir evet/hayir karar1 olmadigini, daha ziyade stirekli bir fonksiyon
olduguna isaret etmektedir. Ancak, siire¢ yeterlilik endeksi c¢iktinin veya {riiniin
spesifikasyon araligina veya sinirlara ne kadar uygun oldugunu gostermek i¢in kullanilabilir.
Bu, tasarim smirlarinin biiyiikliigline gore yapilabilir. Eger tasarim sinirlar1 proseste izin
verilen li¢ sigmadan daha biiylikse, o zaman siire¢ ortalamasini yeniden ayarlamadan 6nce
merkez disina kaymasina izin verilebilecegini soyleyebiliriz. Bu ayn1 zamanda, gelecekteki

ciktilarin yiiksek bir yilizdesinin spesifikasyon sinirlari igine diisecegini ima etmektedir.
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Bayes yaklasiminda, Evre I'deki deneysel dl¢iimden gozlenen veriler, varyasyon etkisini
degerlendirmek i¢in kullanilabilecek bir bilgilendirici 6n bilgiyi tanimlamaktadir. Bu
asamada, sistem hakkinda bazi varsayimlarda bulunuruz ve bu varsayimlar sistem agilmadan
veya liretime baglamadan onceki tiim ¢iktilarin ve diger 6l¢limlerin iizerine herhangi bir

kriter koymadan yapilir.
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7. PARAMETRIK OLMAYAN BAYESGIL YAKLASIM VE DEGISiM
NOKTASI

Kontrol grafigi, istatistiksel siire¢ kontroliinde siirecin izlenmesi i¢in etkili bir aractir. Bazi
stireclerde, coklu iliskili kalite 6zellikleri ile ilgilenilir. Bu gibi durumlarda, izleme siireci
icin ¢cok degiskenli kontrol ¢izelgeleri uygulanir. Bu nedenle, kontrol grafigi kisacasi, siire¢
icinde meydana gelen degismelerin saptanmasinda bize yardimei olan yapisal goriintiileme
araci olarak hizmet verir. Bunu, bir kontrol dis1 sinyal vermek suretiyle yapar. Kontrol dig1
sinyalin alindig1 zaman verilse de, bu degisimin meydana geldigi gercek zaman degildir.
Aslinda degisimin biiyiikliigline bagl bir gecikmeye sahip olan sinyal yine de arastirmaci
icin onemli bir husus olarak hizmet goriir. Istatistiksel siire¢ igindeki degisimin gercek

zamani, degisim noktasi olarak adlandirilir.

Genel olarak, degisim noktasi analizi, gézlenen bazi zaman-sirali diziler iginde meydana
gelen dagilimsal degisiklikleri tespit etme islemidir. Talih ve Hengartner (2005) bunu,
iliskili finansal varliklarin alinip satildig1 ve ¢cok degiskenli zaman serileri ile temsil edilen
tarthsel verilere dayali olarak modellendigi finansal bir modellemede gerceklesen
istatistiksel degigsme olarak ifade etmistir, Degisim noktas1 analizi ayn1 zamanda, kredi kart1
sahtekarliginin (Bolton ve Hand, 2002) ve diger anomalilerin tespitinde de kullanilmaktadir.
Pratik uygulamalarda, degisim noktasi uygulamalar1 ayn1 zamanda imaj katmanlari i¢inde
anlamli degismeleri yakalamak amaciyla bir sinyal islemede de s6z konusudur (Kim ve

digerleri, 2009).

Bayesgil istatistikte, modeldeki parametre rastgele degisken olarak kabul edilirken,
gozlemlenen veriler ise daha ziyade sabit olarak alinir. Parametrenin degeri bilinmemektedir
ve Bayesgil istatistiginin temel prensibi her zaman, herhangi bir belirsizlik formunun
rastgelelik olarak temsil edilmesi olmustur. Parametrik T uzay1 i¢inde © rastgele
degiskenini tanimladigimizi varsayalim. Simdi, buradaki ilgi noktasi, ® 'nin nasil
dagildigina dair baz1 varsayimlarin tanimlanmasidir. Bu, genellikle, belirli bir Q dagiliminm
secerek ve Q = L(®) oldugu varsayilarak elde edilir. Q dagilimi, 6nsel dagilim (6nsel)
olarak ifade edilir. O halde, en sonunda, M Bayes modelimizi, Q 'nun &nselimizi temsil

ettigi gozlemsel bir model olarak tanimlayabiliriz. Genellikle, veri Bayes modeli altinda
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0-Q

Xy, X0 X, @~y Py

n
olacak bigimde iki asamada iiretilir. Burada, gozlenen veriler iid olmak yerine kosullu iid
'dir. Bayes yaklasimi olarak buradaki amacimiz ® ’nin kosullu dagilimi olarak tanimlanmis

olan sonsal dagilimi belirlemektir;
QO e« X, =X, X, =X,]

Bu ifade, klasik yaklasima gore parametre tahmininde bize farkli bir form verir, dyle ki,
parametrenin degeri sonlu sayidaki verilen gozlem ile birlikte belirsizligini korumaktadir.
Bu belirsizlik, Bayes diizeninde sonsal dagilimlar ile ifade edilir. Bu nedenle parametrik
olmayan Bayes modeli, sonsuz boyutlu bir uzaya sahip bir Bayes modelidir. Parametrik
olmayan Bayes modelimizi tanimlamak i¢in, sonsuz boyutlu uzayda tanimlanmis olasilik

dagilimi olan 6nselimizi tanimlamamiz gerekir.
7.1. Bayesgil Parametrik Olmayan Model

Parametrik olmayan modeller, modelin boyutunun dogrudan veri boyutuna bagli oldugu,
modelin se¢imi ve adaptasyonu modellemek i¢in kullanilan basit istatistiksel model
teknikleridir. Bu, veri boyutu arttikca modellerin boyutlarinin artmasina izin verilmesi
anlamma gelmektedir. Parametrik olmayan modelin bu 6zellikleri, sabit sayida parametre
kullanan parametrik model teknigi ile zithik gostermektedir. Parametrik olmayan yontemler,
istatistiksel veri analizine klasik yaklasimda cokg¢a kullanilmaktadir. Parametrik olmayan
modellerin teorik sonuglar1 teorik sonuglari, parametrik modellerden elde edilenlere gore
kanitlanmas1 bakimindan genellikle daha zor olmasina ragmen, genis bir model yelpazesi

icin ongdriilmiis bazi teorik olarak ¢ekici 6zellikleri bulunmaktadir.

Parametrik olmayan Bayes yaklasimi, parametrik olmayan modellerin ilkeleri dogrultusunda
model se¢imi ve uyumu ic¢in Bayesgil bir ¢cer¢eve sunmaktadir. Bayesgil ¢ercevenin temel
noktalari, tek bir sabit parametrik uzaydaki onsel ve sonsallar olarak tanimlanir, ancak,
parametrik olmayan modelde ise, veri boyutu arttikga model boyutu da artar. Bu durum,

Bayes formiilasyonu durumunda, parametrik olmayan problemlerin ¢6ziimiiniin zorlugunu
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beraberinde getirir. Parametrik olmayan probleme Bayesgil yaklagiminin bir sonucu olarak
gelen ¢6zliim zorlugu, sonsuz-boyutlu parametre uzayinin kullanilmasi ve verilen sonlu bir
veri seti lizerinde parametrelerden gelen sadece sonlu bir altkiimenin ¢agrilmasi anlamina
gelmektedir. Oyle ki, parametre alt kiimeleri, veri boyutu arttik¢a artmaktadir. Bu nedenle,
Bayesgil parametrik olmayan modeller, "sonsuz boyutlu parametrik uzayda" sekillendikleri

icin, "sonlu ama sinirli olmayan" olarak yorumlanabilirler.

Boylece, Bayesgil parametrik olmayan bir model, sonsuz-boyutlu parametrik bir uzayda
Bayes cergevesini kullanan herhangi bir modeldir ve 6rneklem verilerini agiklamak i¢in
parametrelerin sadece sonlu alt kiimesini kullanan bir bicimde sonlu bir 6rneklem tizerinde
analiz edilebilir. Bayesgil parametrik olmayan model, veri drnekleminin veya prosesin

karmasikligini acik bir sekilde aciklayabilen tek bir model uydurmak i¢in kullanilir.

Genellikle model uydurma i¢in kullanilan geleneksel karma modeller, verileri dnceden
belirlenmis sayida gizli kiimeler halinde gruplarlar. Cin lokantas1 prosesi karmasi (ya da
Dirichlet proses karmasi) adi verilen Bayesgil parametrik olmayan karisim modeli,
kiimelerinin sayisin1 veriden algilar ve yeni veri noktalar1 gézlemlendikge kiime sayisinin

biliylimesine izin verir.
7.2. Hiyerarsik Bayesgil Parametrik Olmayan Model

Hiyerarsik Dirichlet stirect (HDP), veri gruplarinin Bayesgil parametrik olmayan karma

iiyelik modellemesi i¢in bir 6nseldir. Hiyerarsik olarak, su sekilde tanimlanabilir
G, ~DP (a, H)
Burada,

o = Parametrik olmayan veya yari-parametrik bir 6nsel dagilim

H = Onsel dagilimlarla donatilmis parametreleriyle genellikle parametrik dagilim olarak

alinan baz 6l¢timii temsil etmektedir.

7| a ~ Dirichlet(a |k, .., ar| k)
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6 |H~H
Z~7
X |Zi'¢~F(‘92i)

Dirichlet siire¢ karistm modeli, sonsuz sif kardinalite sinir1 olarak ortaya cikar ve

kiimeleme yogunluk tahminini kullanir.

Bu kiimesel dnsel dizi, diyagramin i¢ine agagida gosterildigi gibi konulabilir;

/ k=1,2,...,K

Sekil 7.1. Dirichlet siire¢ karisim modeli
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G|a,H ~DP(a,H)

61G~G
X 16~ F(&)

I
P
N
S

OO

Sekil 7.2. Hiyerarsik Dirichlet siire¢ modeli
G, ~DP (7/, H ) : d’nin grup verilerinin indeksini temsil ettigi her bir d i¢in

Bu, bir sonraki boliimde kiimeleme yaklagimiyla ilgili verilen ayrintili agiklamalar ile daha

iyi anlagilabilir.
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8. KUMELEME YAKLASIMI

Dirichlet siireci, temel olarak ozellikle verilerin kiimelenmesinde kullanilir. X,..., X,

sistemlerimizde asagidaki gozlemleri elde ettigimizi ve buradaki arastirma amacimizin,
ornekleri alt kiimelere bolmek oldugunu varsayalim. Bizim Ornek vakamizda kiimeler
gozlemlerde tespit edilen degisimin bir sonucu olarak gozlemsel okumadaki farki
tanimlayacaktir. Bu nedenle, her bir kiime ic¢indeki gdzlemler, karsilikli olarak benzer
olmalidir, bu da, degisim noktasi tespiti durumunda, gézlemlerin spesifikasyon sinirlari

icinde olacagina isaret etmektedir.

Degisim noktas1 analizi, belirli bir zaman-sirali veri igindeki dagilim degisikliklerinin tespit
edilmesi islemidir. Degisim noktasi, verilerin ¢cogunlukla bilinmeyen bir parametrik formda
oldugu zaman serisi gdzlem dizisindeki herhangi bir yapisal degisimin belirlenmesidir. Bu
caligmada, degisim noktasini belirlemek i¢cin Bayesgil parametrik olmayan yaklagiminda
kiimeleme tekniklerini kullanmay:r amaglamaktayiz. Oyle ki, gdzlenen verilerin dagilim
yapisi ile ilgili olarak herhangi bir varsayim bulunmamaktadir. Degisim noktalar1 {izerine
yazilan literatiirdeki c¢alismalarin ¢ogu, esas olarak, degisme hakkindaki ¢ikarimin
retrospektif ¢aligma yapildigi gevrimdist (off-line) ortamlara odaklanmaktadir. Onceki
gozlemlerdeki olas1 degisim noktalarin1 bulma konusunda yardimci olacag: i¢in, dagilim
degisimlerinin tespiti esastir. Parametrik olmayan degisim noktas: teknigi, verilerle ilgili
herhangi bir dagilimsal varsayimda bulunmaz. Bu arastirma, nihai olarak, degisim
noktasinin tespitinde kiimelemeye Bayesgil parametrik olmayan bir yaklasim kullanmaya

odaklanmaktadir.

Eckley ve digerleri (2011) nin parametrik gevrimdisi tekniklerini genel olarak inceledigi
caligmasi1 degisim noktasinin bir sonucu olarak gerceklesen varyasyonu yansitmaktadir.
Meydana gelen degisim ya da varyasyon, asagidaki sekillerden net bir sekilde anlasilacag:
lizere, ortalamadaki degisimler, varyansdaki degisim, regresyondaki degisim, ve
bagimsizliktaki degisimin bir sonucu olarak ortaya ¢ikan degisim noktasi olarak kategorize

edilebilir.
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Sekil 8.4. Bagimliliktaki degisimler

8.1. Kiimelemeye Parametrik Olmayan Yaklasim

Parametrik olmayan Bayesgil yaklasim kullanarak kiimeleme yontemi ele alinirken, iki

temel 6zelligi tanimlamamiz gerekir.

e Olabilirlik terimi (eldek verilerin s6zde parametreler tarafindan nasil etkiledigi).

e Parametrik olmayan modelde @ parametresini genellikle bir fonksiyondur.

Gozlenen verinin Y, ~G, i =1,...,n oldugunu ve G 'nin sonsuz boyutlu bir dagilim oldugu
bir yogunluk tahmini problemi ele aldigimizi varsayarsak. Bayes paradigmasi altinda
yaptigimiz ¢ikarim genellikle bilinmeyen G dagilimi i¢in bir dnsel belirterek tamamlanmay1

tanimlar. O halde, olabilirlik terimimizi p(Y | 8) seklinde tanimlayabiliriz. Bunlarla, s6zde

parametric € tizerindeki 6nsel dagilimimizi p(@) seklinde tanimlayabiliriz;
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8.1.1. Dirichlet siire¢c karisim modelleri

Karisim modellerinde, kiimelemeyle ile ilgili algoritmik yaklagimlarinin ¢ogu, yaklasik bir
say1 secilmesi amaci ile bilinen bir 6nsel olan veri kiimelerinin sayisinin bilinmesi ihtiyacini
gerektiriyor gibi gériinmektedir. Bununla birlikte, Dirichlet siire¢ karisim modeli (DPMM),
sonsuz sayida karisim Dbilesenine sahip karisim modellerinin  dagilimlarint  agikca

tanimlamak i¢in parametrik olmayan Bayes ¢ercevesini kullanan yeni bir platform saglar.

Tanim olarak, bir Dirichlet siireci (DP) bir G, taban dagilimi ve konsantrasyon parametresi

veya yari-parametre ¢ ile parametrelendirilir. Burada, o, karisim bilesenlerinden alinan G

dagilimi lizerinde bir onsel olarak kullanilir, dyle ki, gozlenen herhangi X, veri noktalar

icin, DPMM'yi su sekilde tanimlayabiliriz.
Gla,G, ~ DP(«a,G,)

0,|1G~G

X160 ~F(6)

8.1.2. Sonsal dagilim

G ~ DP(a,H) olsun. G rastgele bir dagilm oldugundan, G ’nin kendisinden sirasiyla
ornekler ¢ekeriz. 6,,...,6,,G *den bagimsiz olarak g¢ekilen bir dizi olsun. G, ® uzayinda
dagildigi igin &, ler O olabilirlik uzayinda deger alir. Arastirmamizdaki ilgi noktamiz,
gozlemlenen 6,,...,6, degerleri verildiginde G 'nin sonsal dagilimini belirlemek olacaktir.
A, ... A, © uzaymm sonlu 8lgiilebilir kisimlari, n, =#{i: 6, € A} de, A 'de gdzlemlenen

verilerin sayisini temsil etmektedir.
8.1.3. Kanisik modeller

Kiimelemenin temel varsayimi, her X, gozleminin belli bir K kiimesine ait olacag

bigimindedir. Bu tanim ya da 6zellik ile, kiimeleri kolay bir sekilde L; rastgele degiskeni
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olarak tanmimlayabiliriz (Matematiksel olarak L, =k diyebiliriz). Yani, gozlenen X,

verilerinin her biri, K kiimesine aittir. Kiime atamalar1 bilinmediginden, degiskenlerin heniiz
gozlemlenmedigini belirtmek gerekir. Bu diisiinceyle, K kiimelerJinin her birini L 'ye bagh

olarak karakterize eden dagilimi su sekilde tanimlayabiliriz,
P.(¢)=P[X ee|L=K]

Oyle ki, yeni iiretilmis her bir gézlem igin, K kiimesinde olma olasiligim su sekilde ifade

edebiliriz;

¢ =P{L=k}

Simdi, olasilik aksiyomlari ile, biitiin kiimelerin toplamininin
2. C =1

oldugunu agikca ifade ederiz. C, kiimeleri karsilikl1 ayriklik 6zelligine sahiptir. Dolayistyla,

X ’in dagilimimi su sekilde tanimlayabiliriz;
P(¢)=2cR ()

Bu nedenle, bu bigimdeki bir dagilima, karisik dagilim denir.
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9. METODOLOJI

Daha 6nce tanimlandig1 gibi, degisim noktasi analizi, gozlenen bazi zaman-sirali diziler
iginde meydana gelen dagilimsal degisiklikleri tespit etme islemidir. Z,,Z,,...,Z; € R*'nin

herhangi bir zaman-sirali gozlemlerin bagimsiz dizisini temsil ettigini varsayarak yontemi
ortaya koymaya baglayabiliriz. Bu arastirma boyunca, zaman indeksimiz zaman sirasini
ifade etmek tlizere gozlemler arasindaki zamanin, negatif ve bos olmadigini (yani sabit veya

rasgele oldugunu) varsayabiliriz.

Simdi, basit (tek degisim noktasina sahip) bir durumu gz 6niinde bulundurarak, 6rnegin =

gibi tek bir degisim noktas1 konumlu bir sistem varsayiminda bulunabiliriz.

iid

iid
2,2,,.,2, ~F veZ ,,Z Z_.. ~F,, iki dagilimin bilinmeyen olasilik dagilimlarini

T+l T2 T4 T

gostersin. Basit bir durumda, bu iki farkli gozlem dagilimini kisaca tanimlayabiliriz.
Buradaki hipotez, her zaman iki dagilimdaki (H, : F, =F, ve H,:F #F,) homojenligi test
etmektir. Simdi teorik olarak, dagilimlar tek degiskenli gozlemsel bir formda siireklilik
davranig1 gosterdikleri igin, Kolmogorov-Smirnov testini uygulayabiliriz. Béylece, bu test

kullanilarak, H,"'in reddedilmesi durumunda, 7 'deki islem noktasinda, degisim noktasina
dair kanit oldugunu soyleyebiliriz, aksi takdirde, F, ve F,'de herhangi bir dagilimsal fark

olmadig1 sonucuna variriz. Yukaridaki durum, degisim noktasinin konumunun bilindiginin
varsayildig1 durumda s6z konusudur. Ancak, bunu degisim noktasinin bilinmedigini fakat,
en fazla bir de8isim noktasinin bulunabilecegini varsayarak degistirebiliriz. Bu durumda,
bunu yapmanin en dogal yolu, 7 'yi bazi istatistiki kriterlere dayali olarak degisim noktasinin

olasi konumu olarak se¢mektir. z'yi {1,2,...,T —1}kiimelerinin bir alt kiimesi olarak

tanimlayarak, hipotezimizi iki dagilimin homojenitesi hakkindaki test ile gerceklestirebiliriz.

Bu durumda, = mutlaka bilinmeyen bir nitelikte olmalidir.

Farkli bir durum olarak, siirecin dizide bilinen Kk sayida degisim noktasina sahip oldugu ve
degisim noktalarinin konumunun bilindigi varsayilacak olursa, o zaman, siralamay1 K +1
kiimelerine bolimleyen 0 <17, <7, <...<7, <T degisim noktalarimizi tanimlayabiliriz, Gyle
ki, belirli bir kiime i¢inde gézlenen degerler, (ayn1 bigimde dagilan) aynm 6zelliklere sahiptir

ve farkli kiimelerdeki gozlemsel degerler ayni bicimde dagilmamistir. Harchaoui ve Cappe

(2007), Rigaill (2010) ve Lung-Yut-Fong vd. (2011), bu durumda degisim noktasinin
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konumunun tahmininde kullanilacak basit ve sade bir yaklasimin, K >3 i¢in hesaplamasinin
zor oldugunu aciklamistir. Bir diger ¢oziim de, dinamik programlama kullanimi ile amag
fonksiyonunun maksimize edilmesidir. Daha genel bir durumda, hem degisim noktasi
sayisinin hem de bunlarin konumlarinin bilinmedigi varsayilmaktadir. Bu durumda, basit bir
tahmin yolu, uygun olmayacaktir. Bu nedenle, bu kosullar altinda popiiler bir teknik olan

ikiye bolme ve model se¢imi tekniklerini uygulamaktayiz.

Bu arastirmanin amaci, degisim noktast analizine, Dirichlet siireci onsel tekniklerini
kullanarak parametrik olmayan Bayes teknigi prensibini uygulamaktir. Karisimdaki
parametrik olmayan Bayes teknigi, sonlu karisimdaki bilesen sayisinin se¢imi i¢in otomatik
bir arag olarak hizmet etmese de, parametrik olmayan Bayes karigimi yanlig model belirleme
Ozelligini gostermektedir. Bunu daha iyi agiklamak igin, verilen bir n boyutlu veri
orneklemi iizerinde Dirichlet siirecini sonra da sonsal (Bayesgil gibi) tarafindan desteklenen
herhangi bir kiimeleme ¢6zlimii ve ayn1 zamanda buna karsilik gelen siirecteki sonlu ve
rastgele kiime sayisi i¢in uygulayabiliriz. Bu, model se¢im teknigini ima etmemekle birlikte
(tek bir model igerildiginden), kiimelerinin sayisi ile ilgili sonsal dagilimi tanimlayabiliriz.
Bununla, olas1 farkli kiime degerlerinin karsilikli ayrik oldugu varsayilmaktadir, Boylece,
basit bir sekilde, kiimelerin sayisi i¢in bir ¢6ziimiin oldugunu varsayabiliriz. Ancak,
Dirichlet siireci i¢in, sonsuz sayidaki dizide, rastgele bir 6l¢iim kullaniriz. Bununla
kastettigimiz, DP karisimi i¢inde ortiilii bulunan model varsayimi, n—oo iken, kesinlikle

sonsuz sayida kiime gozlemleyecegimiz bi¢imindedir.

Bayesgil parametrik ve yari-parametrik Bayesgil yaklasimlar, 6zellikle kiimelenme
teknikleri olmak tizere bircok istatistiksel uygulamada her zaman yararl olmustur. Dirichlet

stireci karigim modellerine bakarak bunu daha da iyi aciklayarak baglayabiliriz.
9.1. Dirichlet Siireci Karisim Modelleri

Sonsuz boyutlu Dirichlet dagilimin genellestirilmesinde oldugu gibi, Dirichlet siirecin bir
sekilde sezgisel olarak tanimlanmasi, 6ncelikle DP’si K bilesenden olusan bir Bayes

karisim modeli bi¢iminde ele alarak yapilabilir;

- a a 3
~Dir| —,...,— d|H~H
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Z

2, | 7 ~ Mult () X 12,6} ~F(6;)

Burada, r karisim orani, « ise k tane kiimenin her birindeki konsantrasyon parametresidir.

Sonsuz boyutlu bir parametrik uzayda gozlenen verilerle ilgili olarak bir uzay 6l¢iimii

tizerinde Dirichlet siirecini tanimlayabiliriz. (X,Q); sonlu, toplamsal, negatif olmayan ve
bos olmayan bir uzayda, x=aG, (normallestirilmemis yogunluk) Ol¢iisiine sahip
Ol¢iilebilen herhangi bir uzay: temsil etsin. O halde, (X,Q) tizerindeki bir rastgele olasilik
Olgiisli olan p* 'niin, asagidaki kosullar saglandigi takdirde u parametresine sahip bir
Dirichlet siireci oldugunu soylebilirizz Her ne zaman{A_l, A, AK} , Q uzaymdaki
Slgiilebilir parcalanmalar ise (yani, parcalanmalarm her biri x(B,)>0Vk), o zaman
pargalanmalarin rastgele olasiliklarinin ortak dagilimi, standart pA,..., ,u(Al) in Dirichlet
dagilim ( P (A p” (A<)) ye gore dagildig1 ifade edilebilir (Ferguson (1973-1974)).

Yani, p* niin, karakteristik 6zelliklerini orjinal uzaym herhangi bir sonlu pargasi iizerindeki

Dirichlet dagilimindan aldigini sdylemekteyiz.

Genellikle, yaygin olarak bilinen kiimeleme algoritmalarinin ¢ogu, veri kiimelerinin
sayisinin Onceden bilinmesini veya yaklasik kiime sayisinin se¢iminde kullanilan
sezgiselligin kullanilmasin1 gerektirir. Bununla birlikte, Dirichlet siireci karistm modelleri
(DP-MMS) sonsuz sayida karisim bilesenlerine sahip modeller iizerinde dagilimi
tamimlamak igin parametrik olmayan Bayes c¢ercevesini kullanarak yeni bir teknik

saglamaktadir.

Dirichlet siireci, bilinmeyen olasilik dagilimli bir siire¢ i¢in yaygin bi¢imde kullanilan bir

onsel dagilim tanimlar.
F () ~ DP(H, FO)

Burada, F, , 6nsel hakkindaki kaninin (F, 'dan gelen 6nsele olan inancin derecesini temsil

eden) agirliklandirilmis @ parametreli F dagilimi oldugunu gostermektedir. Burada,

Dirichlet siirecinin 6zii, bizim Bayesgil ¢ercevemizde iyi islev goren kesiklilestirilmis bir
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sonsal dagilima indirgemesidir. Ferguson (1974) Dirichlet siirecini kullanarak, F i¢in 6nsel

olan DP(@, Fo)daglhmmm, F, ve bilinmeyen X, gozlem noktalarinin yogunlugunun

karisim1 oldugunu gostermistir.

F()I X, X, X, ~ DP(6'+n, F, +Zn:5(xi)j

i=1

Burada, yogunluk tahmini, diger istatistiksel uygulamalarda bir dezavantaj olmasa da,
kesiklilik yerine siirekli bir yogunluk tahminini tiretmek i¢in ¢ekirdek fonksiyonlara sahip
evrisim ile yapilmaktadir. Bu nedenle, degisim noktasinin tespitini, bir sonraki boéliimdeki

Dirichlet siireci dnseli altinda sonsal dagilimi kullanarak agiklayabiliriz.
9.2. Basit Degisim-Noktasi

Basit bir degisim noktasi problemi i¢in ¢ikarim yaparken Bayes ¢ercevenin kullanilmasi fikri

su sekilde kolayca izah edilebilir.

X. ~F

i 1

X. ~F

i 2

i=1...C
i=C+1,...,n

bi¢cimindeki herhangi bir parametrik olmayan modelden alinan herhangi rasgele dagilmis

verinin (X, X,,..,X,)  oldugunu varsayalim. Burada, C degisim noktasidir ve
bilinmemektedir. Parametrik olmayan Bayes ¢ikarsamasi, F, ve F, Dirichlet siire¢ 6nselleri

kullanilarak gergeklestirilir. O zaman modeli su bicimde yazabiliriz;

C n
P(X; <%, X, <%, X, <% |C R R) =R (X) [T R (%)
i=1 i=C+1

Burada, C, bilinmeyen degisim noktasidir. Bu, (Xl, Xy X, ) gozlemlerinin C zamanina

kadar F,'e gore kosullu olarak i.i.d. ve C+1 zamanindan itibaren F,'ye gore i.i.d oldugu

anlamia gelmektedir. O halde simdi, eger C =0 ise veya C =n ise, dagilimda herhangi
bir degigim noktas1 bulunmamaktadir ve dolayisiyla veriler F, veya F, 'e gore kosullu olarak

i.i.d'dir.
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Cifarelli ve Regazzini (1978), C ve (F, F,)nin, p(C) olasilik kitle fonksiyonu ile

bagimsiz bir sekilde dagildigini ve (F, ve F,)nin Dirichlet siirecinden elde edilen ¢iktilarin

bir karisimi oldugunu varsayar. Onsel dagilimi, bu durumda, su sekilde ifade edebiliriz.

(R.F.C)~ p(c)jﬁj(o&l(.;@l))ﬁj(az (';‘92))dH (6.6,).

Moliere ve Scarsini (1985), F, ve F, dagilimlarinin bagimsiz oldugunu varsayarak bu

modelin 6zel bir durumunu incelemistir. Mira ve Petrone (1995) de Gibbs Ornekleyici

algoritmasinin uygulanmasi ile yukaridaki modelde yer alan sonsal dagilimin yaklasigin
elde etmistir. o (;6,) Ve o, (e;6,)sirasiyla M, f,(¢6,) ve M,f,(e;6,) yogunluklarina
sahip iken, yukarida agiklanan olasilik 6l¢ii teorisini kullanarak, olabilirlik fonksiyonu su

sekilde yazilabilir;

1 & 1 &
f(Xsz’---’Xn|C’01»02):WHM1]¢1(°;‘91)WHM2f2(°;02)
1 i=1 2 =l

Buradaki, * isareti sadece ¢arpimin farkli degerler lizerinden alinmasi anlamina gelmektedir.

Bu nedenle, C,6,,0, sonsal dagiliminin Bayes teoremi kullanilarak hesaplanabilecegi

¢ikarimini yapabiliriz. Ozellikle, siirekli durumda ve (X, X,,..., Xn) gozlemleri farkli ise, o

zaman, kitle fonksiyon kosulunu farkli gozlemler lizerinde tanimlayabiliriz.
P(C X, Xy Xy ) ok (€, My, M,,n) 1(c) p(C)

Burada, ¢=0,1,...,n ig¢in, ¢ gosterge fonksiyonunu su sekilde tanimlayabiliriz,

(€)= [TT (48[ T . (%:6,)dH (6,6,) Oyle ki,

i=c+1
k(C’Ml’Mz,n)=|\'\//|li—2

Burada bu ifade gbzlemler igindeki bag faktoriinii temsil etmektedir.
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10. ORNEK OLAY CALISMASI

Bu béliimde degisim noktasinin tespiti i¢in bazi algoritmalar1 Bayesyen parametrik olmayan
yaklasimla drneklendirecegiz. Ornek olay ¢alismasint MATLAB komut aracim kullanarak

gerceklestirecegiz.

10.1. Kodlama Yoluyla Degisim Noktasim1 Bayesyen Parametrik Olmayan Yaklasimla

Belirleme Algoritmasi

Sistemdeki ya da dagilimdaki degisimlerin tespitini basit bir ornek olay1 ele alarak
baslayacagiz. Bunun i¢in, 5 gdzlemden olusan, (Xl,XZ,X3,X4,X5), rastgele 100 bagimsiz

gozlemlenmis 6rneklem olusturduk Parametrik yaklasimla baslayip, daha sonra parametrik

olmayan Bayesgil siirecle devam ederek durumun daha ac¢ik olmasini saglayacagiz.
Komutlar

%Algorithm of the Nonparametric Bayesian approach to Change point estimation
%Assuming (X1,...Xn) are any randomly distributed data from Nonparametric
%Distribution.

%Such that;

% X1,...,Xn each of the samples with size n=20

% Simple Case
% HO: X1~F1 i=1,..c
% HIl: X2~F2 i=ct+l,..n

% where ¢ represents our change point

% This implies, performing Bayesian on the two distribution to make inference % on the

distribution

%Now;

% Nonparametric Bayesain infers the use of Dirichlet process. This means
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% that;
% for any measure space ? with a finite partition {A1,...,An}! we can define

% our DP on the distribution such that;

% G~DP(?,G0)

%(G(Al),...G(An)) ; which imoiies defining DP on the
Yopartitions.

% By Definition

9%6X_i\? ~F(x\?i)
%7~G
9%G~DP(?,G0)

% So here by DP we will define a distribution on the Prior as;
% P(?)=Beta(a,b) such that for any uniform distribution a=b=1
%P(?)=Beta(1,1)

N =100
n1=20
n2=20
n3=20
n4=20
n5=20

mul=10
mu2=10
mu3=10

sigma=1

Lambda= 4
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x1=normrnd(mul,sigma,1,nl)
x2=normrnd(mu2,sigma,1,n2)
x3=normrnd(mu3,sigma,1,n3)
x4=poissrnd(Lambda,1,n4)
x5=poissrnd(Lambda,1,n5)

Daha sonra dagilim uydurma aracini veri hakkindaki istatistikleri hesaplamak i¢in

kullanacagiz (6rnegin, parametre tahmini, olabilirlik ve log-olabilirlik). Simdi, X, ve X, basit
ornegini gbz Oniine alalim. “dfittool” u calistirtp ve “manage fit” opsiyonundan X, ve

X, nin tanimlayici istatistiklerini buluruz. Parametrik olmayan ¢ikarimi parametrik

cikarimla karsilagtiracagimizdan Bayes faktoriinii parametre hakkinda ¢ikarim yapmak i¢in

kullaniriz. Béylece, hem X, hem de X, i¢in “dfittool” undan olabilirlik tahminini kullanan

dagilimdan sonsalimizi su komut ile tahmin edebiliriz;

%L1=Likelihood of x1
%L2=Likelihood of x2

10.2. Parametrik Olmayan Bayesgil Yontem Algoritmasi

DP tarafindan tanimlanan onsel dagilimli yukarida verilen dagilimdan yola g¢ikarak,

tanimdan hareketle, sonsal dagilimimizi su ifadeyle belirleyebiliriz.
f(D]x)=f(x|0)f(8)/f(x)

Burada f (x) ifadesi,

f(x)=D, f(x]0)f(6)do

bi¢iminde bizim kanit olasiligimizi tanimlar. Bu Matlab’da asagidaki ifadeden belirlenebilir.

g =olabilirlik x 6nsel
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olsun. Boylece,

g="Ff(x|0)f( )="1(x,%10)f(0)
olarak yazilir. Burada,

f(x]0)=L ve f(6)=B[03,0.3]

olarak tanimlidir. Gézlemlenmis veri orneklerimiz, dnseli Dirichlet siirecinde tanimlanan
cokterimli dagilimdan oldugundan, sonsal dagilimimizin ayni sekilde Dirichlet

Lemma’sindan hareketle cok terimli gézlemlere eslenik DP olmasini bekleriz.
Ornek olay calismamizda, veri setleri asagidaki gibi cokterimli dagilimdan gelmektedir,
D~c/p

Burada,
p(c=j/6)=06,

olarak tanimlidir. Bu durumda, ayn1 sekilde sonsal da asagidaki gibi ifade edilebilen bir

Dirichlet’tir,

p(c=j/0)p(8/a)

Pofe=l.a)= p(c=j/a)

=Dir(«)

Bu yiizden sonsal da bir DP olarak gdzlemlenebilecektir. Ornek olayimizda « hiper

parametreyi temsil etmek tizere, veri setinin {1,1,1, 2, 2} oldugunu ve 6rneklemin ise onseli

g:{0.3, 0.3} olan dagilimdan ¢ekilen €= {l, 2} oldugunu varsayalim. Bu yiizden sonsal

dagilimimizi su sekilde tanimlayabiliriz.

p(dlc=ja)={33 23}
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ki bu da siirecte belli noktalarda (degisim noktasi) kiimelemenin olustugunu gosteren bir

Dirichlet siiregtir.

10.3. En Cok Olabilirlik Tahmininin Gosterimi

Daha sonra sonsal dagilimin tahmin edilmesinde uygulanan dagilimlarin olasilik

degerlerinin ve maksimum olabilirlik tahmin edicilerin sayisal degerini hesaplariz.

Komutlar

% Author: Mathuranathan (http://www.gaussianwaves.com)
% License : creative commons : Attribution-NonCommercial-ShareAlike 3.0
% Unported

N=20; %Number of Samples to collect

s=1; %Assume standard deviation s=1

mul; % assume the mean mul=10

time=-2:0.1:5; %the time series interval
L=zeros(1,length(time)); %Place holder for likelihoods

%Calculate Likelihoods for each parameter value in the range

L1 = exp(-sum((x1-mul).”2)/(2*s"2))

% Neglect the constant term (1/(sqrt(2*pi)*sigma))*N as it will pull %down
% the likelihood value to zero for increasing value of N

[maxL,index]=max(L); %Select the parameter value with Maximum Likelihood
display(*‘Maximum Likelihood of A");
display(time(index));
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Cizim komutlan

Sonra dagilimlar arasindaki tahmin farkini gorsellestirmek icin olabilirlik fonksiyonunu ve

encok olabilirligi ¢izeriz.
Komutlar

plot(time,L);hold on;
stem(time(index),L(index),'r"); %Point the Maximum Likelihood Estimate

displayText=["\leftarrow Likelihood of A="num2str(time(index))];
title("Maximum Likelihood Estimation of unknown Parameter A");

xlabel("\leftarrow A');

ylabel('Likelihood');
text(time(index),L(index)/3,displayText,"HorizontalAlignment','left");

figure(2);
plot(time,log(L));hold on;

YL = ylim;YMIN = YL(1);
plot([time(index) time(index)],[YMIN log(L(index))] ,'r"); %Point the Maximum Likelihood

Estimate

title('Log Likelihood Function');
xlabel("\leftarrow A');
ylabel('Log Likelihood');

text([time(index)],YMIN/2,displayText,"HorizontalAlignment','left");

Eger ki A ve A, diye iki tane dagilimimiz varsa, o zaman her birinin marjinal olabilirligini
karsilastirabiliriz. Ornegin, F’({Xi } | Ai) ve P({Xi } | AZ) ’yi karsilagtirir ve hangisinin daha

iyi (ya da biiyiik) ya da farkli oldugunu sorgulariz. Ya da, eger ikiden fazla dagilimimiz

varsa, her birinin marjinal olabilirligini hesaplayip, dizideki en biiylik olanin hangisi
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oldugunu sorgulariz. Marginallestirmenin amaci1 farkli sayidaki parametrelerin etkisini
ortadan kaldirmaktir. Daha fazla parametreye sahip dagilimlar daha “karmasik” ve bdylece
daha esnektir, ancak sonu¢ olarak bu durumda iiretebilecekleri tiim veri kiimesine daha

diistik olabilirlik atanmuis olur.

Tersine, daha basit dagilimlar daha kiiciik ¢aptaki veri kiimesine daha yiiksek olabilirlik
atamasi yapar ve boylece bu tiirden dagilim karsilagtirmalarinda kazang elde edilmis olur.
Dolayisyla, Bayesgil c¢ercevedeki marjinallestirme bir tiir Occam’in usturasinin
formellestirilmesidir. Bayes faktorleri genel marjinallestirme yaklagimi {izerinde hafif

degisiklik yaratir ve prosediirii olabilirlik oran testi bicimine doniistiiriir. Yani, bir Bayes

faktoriic A ve A, ’nin marjinal olabilirliklerinin oranidir;

%K=(Pr({xi} | AL))/(Pr({xi} | A2))

The interpretation of Bayes factors is done by heuristic;

if K > 1 then the result is interpreted as strong support for A1,

%while if
% K < 1, we rule in favor of A2.
%IfK=1,

O zaman dagilim hakkinda bir karar veremeyecegimizi ya da hangi dagilimin daha iyi
oldugunu soéyleyemeyiz. Bu dogru bir olabilirlik oran testinin kullanilmasi Bayes
yaklasiminda bir avantaj saglamaktadir. Bir olabilirlik oran testinde verinin rastgele
degiskenler oldugunu ve olabilirliklerin de (ya da marjinal olabilirlikler) aym sekilde
rastgele degiskenler oldugunu varsayarak, olabilirlik oran testinin 1’e¢ ne kadar yakin

oldugunu tahmin edebiliriz. Eger bu deger 1’e yakinsa “cok yakin” olarak nitelendiriyoruz.

Bu arastirmada oldugu gibi, X, ,X, ve X; gozlemlerinin ortalamasinin ayni oldugu
varsayildiginda, H, hipotezi reddedilemez ki bu da X, ve X;’in X, X, ve X, drneklerinin

ayn1 dagilimdan geldigini ve X, Ve X;’inde, € biraz degistirildiginde, baska bir dagilimdan
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geldigine isaret eder. Bu iki ornekler bagimsiz olarak dagilmaktadir. Bu islemlere iliskin

komutlar asagida verilmektedir.

Komutlar

For z2

n2=20; %Number of Samples to collect

s=1; %Assume standard deviation s=1

mu2; % assume the mean mu2=10

time=-2:0.1:5; %the time series interval

L=zeros(1,length(time)); %Place holder for likelihoods

%Calculate Likelihoods for each parameter value in the range
L2 = exp(-sum((x2-mul)."2)/(2*s"2))

%Neglect the constant term (1/(sgrt(2*pi)*sigma))*N as it will pull %down the likelihood

value to zero for increasing value of N

[maxL,index]=max(L); %Select the parameter value with Maximum Likelihood
display('Maximum Likelihood of A");
display(time(index));

%Plotting Commands

plot(time,L);hold on;
stem(time(index),L(index),'r"); %Point the Maximum Likelihood Estimate

displayText=["\leftarrow Likelihood of A=" num2str(time(index))];
title("Maximum Likelihood Estimation of unknown Parameter A');

xlabel("\leftarrow A');
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ylabel('Likelihood');
text(time(index),L(index)/3,displayText,'HorizontalAlignment',"left");

figure(2);
plot(time,log(L));hold on;

YL = ylim;YMIN = YL(1);
plot([time(index) time(index)],[YMIN log(L(index))] ,'r"); %Point the Maximum Likelihood

Estimate

title("Log Likelihood Function');
xlabel("\leftarrow A');
ylabel('Log Likelihood');

text([time(index)],YMIN/2,displayText,"Horizontal Alignment’,'left");

%Bayes Factor ;

%K=(Pr({xi} | AL))/(Pr({xi} | A2))

B1=L1/L2

n3=20; %Number of Samples to collect

s=1; %Assume standard deviation s=1

mu3; % assume the mean mu3=10

time=-2:0.1:5; %the time series interval
L=zeros(1,length(time)); %Place holder for likelihoods

%Calculate Likelihoods for each parameter value in the range
L3 = exp(-sum((x3-mul)."2)/(2*s"2))

%Neglect the constant term (1/(sqrt(2*pi)*sigma))*N as it will pull %down the likelihood

value to zero for increasing value of N
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[maxL,index]=max(L); %Select the parameter value with Maximum Likelihood
display('Maximum Likelihood of A');
display(time(index));

%Plotting Commands

plot(time,L);hold on;
stem(time(index),L(index),'r"); %Point the Maximum Likelihood Estimate

displayText=["\leftarrow Likelihood of A="num2str(time(index))];
title("Maximum Likelihood Estimation of unknown Parameter A');

xlabel("\leftarrow A');

ylabel('Likelihood');
text(time(index),L(index)/3,displayText,"HorizontalAlignment','left");

figure(2);
plot(time,log(L));hold on;

YL = ylim;YMIN = YL(1);
plot([time(index) time(index)],[YMIN log(L(index))] ,'r"); %Point the Maximum Likelihood

Estimate

title('Log Likelihood Function');
xlabel("\leftarrow A');
ylabel('Log Likelihood');

text([time(index)],YMIN/2,displayText,'HorizontalAlignment','left");

%Bayes Factor ;

%K=(Pr({xi} | AL))/(Pr({xi} | A2))

B2=L1/L3
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n4=20; %Number of Samples to collect

s=1; %Assume standard deviation s=1

% assume the mean

time=0:30; %the time series interval

L=zeros(1,length(time)); %Place holder for likelihoods

%Calculate Likelihoods for each parameter value in the range
L4 = exp(-sum((x4-mul).”2)/(2*s"2))

%Neglect the constant term (1/(sgrt(2*pi)*sigma))*N as it will pull %down the likelihood
value to zero for increasing value of N

[maxL,index]=max(L); %Select the parameter value with Maximum Likelihood
display(‘Maximum Likelihood of A");

display(time(index));

Bu dagilimlara uyan bir sekil ¢izdigimizde tim dagilimlarin en ¢ok olabilirlik tahmin
edicilerinin bu grafiginden degisim noktasinin olusmasini agik¢a gorebiliriz ki bu da

stirecteki degisim noktasinin kanitidir.

Sekil komutlan

plot(time,L);hold on;
stem(time(index),L(index),'r"); %Point the Maximum Likelihood Estimate

displayText=["\leftarrow Likelihood of A="num2str(time(index))];
title("Maximum Likelihood Estimation of unknown Parameter A');

xlabel(\leftarrow A");

ylabel('Likelihood");
text(time(index),L(index)/3,displayText,"HorizontalAlignment',"left");

figure(2);
plot(time,log(L));hold on;
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YL = ylim;YMIN = YL(1);
plot([time(index) time(index)],[YMIN log(L(index))] ,'r"); %Point the Maximum Likelihood

Estimate

title("Log Likelihood Function’);
xlabel(\leftarrow A");
ylabel('Log Likelihood');

text([time(index)],YMIN/2,displayText,"Horizontal Alignment’,'left");
%Bayes Factor ;

%K=(Pr({xi} | AL))/(Pr({xi} | A2))

B3=L1/L4

n5=20; %Number of Samples to collect

s=1; %Assume standard deviation s=1

% assume the mean

time=-2:0.1:5; %the time series interval

L=zeros(1,length(time)); %Place holder for likelihoods

%Calculate Likelihoods for each parameter value in the range
L5 = exp(-sum((x5-mul)."2)/(2*s"2))

%Neglect the constant term (1/(sqrt(2*pi)*sigma))*N as it will pull %down the likelihood

value to zero for increasing value of N

[maxL,index]=max(L); %Select the parameter value with Maximum Likelihood
display(‘Maximum Likelihood of A");
display(time(index));

%Plotting Commands
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plot(time,L);hold on;

stem(time(index),L(index),'r"); %Point the Maximum Likelihood Estimate

displayText=["\leftarrow Likelihood of A="num2str(time(index))];
title("Maximum Likelihood Estimation of unknown Parameter A');

xlabel(\leftarrow A");

ylabel('Likelihood');
text(time(index),L(index)/3,displayText,"HorizontalAlignment',"left");

figure(2);
plot(time,log(L));hold on;

YL = ylim;YMIN = YL(1);
plot([time(index) time(index)],[YMIN log(L(index))] ,'r"); %Point the Maximum Likelihood

Estimate

title("Log Likelihood Function');
xlabel("\leftarrow A');
ylabel(‘'Log Likelihood");

text([time(index)],YMIN/2,displayText,"Horizontal Alignment’,'left");

%Bayes Factor ;

%K=(Pr({xi} | AL))/(Pr({xi} | A2))

B4=L1/L5

Gozlemlenen 6rnek verilerin ayn1 dagilimdan gelen 6rneklem verisinin oldugunu iddia eden
sifir hipotezi i¢in pozitif bir sonug¢ gdsteren ayni dagilimdan olan 6rnek verilerin sonuglari
stiphe olmaksizin, teorik iddialar1 dogrulamaktadir Bu yiizden herhangi bir degisim noktasi
saptanmamis olur. Diger durumlarda, Ornekler bilinmeyen bir dagilimdan rastgele

simiilasyonla elde edildiginde, degisim noktasinin varligini agik bir gozlemlenir.
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Sekil 10.1. Degisim noktalar1 grafigi

Yukardaki sekil de 40 ve 60’inc1 gozlem noktalarinin degisim noktasi oldugu agik¢a
goriilmektedir. Dolaysiyla, degisim, simiilasyon uygulamasinda onerildigi gibi X, ve X

gozlem araliklarindadir.

Cizelge 10.1. Ayn1 dagilimdan gelen 6rnekler

Ornek no X, X, X3 Ornek no X, X, Xs
1 8.9109 10.6715 9.1315 11 9.3844 10.884 11.5326
2 10.0326 8.7925 9.9699 12 10.7481 8.529 8.7859
3 10.5525 10.7172 9.8351 13 9.8076 8.9311 8.8865
4 11.1006 11.6302 10.6277 14 10.8886 9.1905 9.9932
5 11.5442 10.4889 11.0933 15 9.2352 7.0557 11.5326
6 10.0859 11.0347 11.1093 16 8.5977 11.4384 9.2303
7 8.5084 10.7269 9.1363 17 8.5776 10.3252 10.3714
8 9.2577 9.6966 10.0774 18 10.4882 9.2451 9.0744
9 8.9384 10.2939 8.7859 19 9.8226 11.3703 0.7744
10 12.3505 9.2127 9.9932 20 9.8039 8.885 11.1174
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Sekil 10.2. X, ’in yogunluk fonksiyonu

Yukaridaki sekil X, yogunluk fonksiyonunu gostermektedir ki bu da yaklasik normal

dagilmaktadir.
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Sekil 10.3. X, ‘nin yogunluk fonksiyonu

Yukaridaki sekil X, yogunluk fonksiyonunu gostermektedir ki bu da yaklasik normal

dagilmaktadir.
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Sekil 10.4. X; ‘lin yogunluk fonksiyonu

Yukaridaki sekil X; yogunluk fonksiyonunu gostermektedir ki bu da yaklasik normal

dagilmaktadir.
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Sekil 10.5. Birikimli hazard grafigi

Sekil 10.5 X, , X, ve X, iin birikimli hazardini gostermektedir. Pembe ¢izgi X;, X, ve X; {in
spesifikasyon sinirlarinin icine diistiiglinii géstermektedir. Ayn1 zamanda, X;, X, ve X; {in

ayn1 kiimeden, boylece ayn1 dagilimdan geldigi goriilmektedir.
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Cizelge 10.2. Herhangi bir normal olmayan dagilimdan gelen X, ve X, 6rneklemi

Ornek No X, X5 Ornek No X, Xs
1 5 2 11 1 7
2 4 2 12 3 5
3 2 3 13 5 4
4 7 3 14 3 3
5 6 5 15 3 5
6 4 4 16 5 5
7 4 5 17 0 8
8 4 6 18 4 3
9 3 4 19 4 8
10 3 6 20 4 4
03t x4 data ||
' fit 5
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Sekil 10.6. X, i¢in yogunluk fonksiyonu

Yukaridaki sekil de X, dagilimi parametrik olmayan 6zellikler gostermektedir. Sekil de X,

orneklem verilerinin, X;, X, ve X, gibi normal dagilimindan gelmedigi goriilmektedir.
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Sekil 10.7. X ’in yogunluk fonksiyonu

Yukaridaki sekil de X.’in dagilimi parametrik olmayan ozellikler gostermektedir. X,

orneklem verileri, X, X, ve X; gibi normal dagilimindan gelmemektedir.
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Sekil 10.8. kiimiilatif hazard fonksiyonunu grafigi

Yukaridaki sekil X,ve X; 'in kiimiilatif hazard fonksiyonunu goéstermektedir. Bunlarin,

hedeften sapmis oldugu agikca goriilmektedir.
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Sekil 10.9. Kiimeleme dagilim grafigi

Yukaridaki sekil simiile numuneler i¢in olasilik grafiklerini gosterir. Biz durumda kolayca
gozlenmedigimiz tizere iki tane kiime goriilebilir Bu kiimeler {X;, X,, X;} ve {X,,X;} olarak
temsil edilir. Dolayisiyla biz kolayca her kiimedeki verilerin ayni 6zelliklere sahip oldugu
sonucuna ve ayni dagilimdan geldigini, ancak gruplar arasinda verinin farklilik gosterdigini

ve dolayisiyla farkli dagilimlardan geldigini sdyleyebiliriz.

Burada yukarida tanimlanan algoritmayr kullanarak, {X,X,,X;,X,, %} veri kiimesi ya da

ornekleminin aynt dagilimdan gelip gelmedigiyle ilgilenecegiz. Bu nedenle,
orneklemlerdeki degisimi, drneklemlerin farkli dagilimlardan, dolayisiyla farkli parametrik
degerlere sahip dagilimdan gelmesi nedeniyle ortaya ¢ikan degisim noktasini agiklamak igin

kullanacagiz.

Buradaki yapacagimiz uygulamada, {X,X,,X;,X,, X} veri  kiimesi parametreleri,

tanimladigimiz DP Onsel dagilimindan simiilasyonla iretilecektir. Sonsal dagilimimiz

asagidaki gibi ifade edilebilir;

£(D|x)=f(x]6) f(8)/  (x)
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Boylece, f (X) ifadesi asagidaki bi¢imde tanimlanabilecek kanit olasiligimizi tanimlar.
f(x)=D, f(x|0)f(8)d(8)

Bu Matlab’da asagidaki komutla elde edilebilir.

Let g= Likelihood * Prior

Boylece, olabilirlik fonksiyonu {X;, X,, X;, X,, X} Orneklerinden hesaplanabilir.
Olabilirlik=g=f (x|0) f( )=f(x,%,10)f(6)

Burada, f (X | (9) =Lve f (6’) = B[O.3.0.3] olarak tanimlidir.

Gozlenen veri kiimemiz Onseli Dirichlet prosesinde tanimlanan ¢okterimli dagilimdan

geldiginden, sonsal dagilim da, Dirichlet Lemmasina gore DP olacaktir.
Ele aldigimiz 6rnek olayda, veri kiimemiz p(c = j/6) = 6; olmak lizere
D~c/p

biciminde cokterimli dagilimdan iretildiginden, sonsal dagilim aymi sekilde asagidaki

bi¢imde ifade edilebilecek Dirichlet’tir.

p(c=jl0)p(fla)
p(c=jla)

p(flc=ja)= = Dir ()

Boylece, sonsalm da bir DP oldugu gériilebilir. Ornek olaymmizdaki gibi o hiper

parametreyi yani onsel parametreyi temsil eder.

Veri kiimemizin {1,1,1,2,2} oldugunu varsayalim. Dolayisiyla, gozlenen ornekler ¢ =
{1,2}, 6nseli @ ={0,3,.0,3, } olan dagilimdan gézlenmis olur. Bdylece, Dirichlet proses olan

sonsal dagilim
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p(dlc=j,a)={3.323}

olarak tanimlanabilir ki bu da bu spesifik noktalarda proseste kiimelenmenin meydana

geldiginin isaretidir.
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11. HIPOTEZ VE TAHMIN

[statistiksel hipotezdeki temel amag, siirecten alinan ornege dayali saglam bir ¢ikarim
yapmak veya karar vermektir, 0yle ki, prosesle ilgili olarak iki tamamlayic1 iddia ortaya
atilmaktadir. Hipotez testi, 6rnege dayanarak sunulan iki tamamlayici iddiadan hangisinin

dogru olduguna karar vermek i¢in gerceklestirilir.

Daha 6nce, geleneksel yaklasimin bilinmeyen parametreyi sabit say1 olarak dikkate aldigini,
dolayistyla hipotez testinin sonucunun, ya dogru ya da yanlis olacagini belirtmistik. Bu ise,
bu durumu by =p(H, dogrudur|x) veya b =p(H, dogrudur|x)  seklinde
yazabilecegimiz anlamina gelmektedir. Casella ve Berger (2002); parametre bilinmedigi i¢in
bu olasiliga iligki iki iddianin, parametre bilinmedigi i¢in, bilinmedigini ve ayn1 zamanda bu
olasiliklarin X Ornegine baglh olmadigini belirtmistir. Madalyonun diger tarafinda, Bayes
yaklasimi, sonsal dagilima dayanan ilgili parametre hakkinda tamamlayici iddialarda
bulunmaktadir. Bu nedenle, Bayes yaklasimi tarafindan one siiriilen olasiliksal iddialarin,
belirli keyfi bir anlamlilik diizeyi belirtmeye veya orneklem biiyiikliigiine gore testin
sonucunun Onceden belirlenmesine gereksinim yoktur. Bundan dolayi, (Press 1989) x
orneklemine dayanan her iki tamamlayici iddia da anlamli ve hesaplanabilir niteliktedir.

Dolayisiyla, H, ve H, arasindaki karar b, ve D, 'in sonsal olasiliklarina dayanarak
yapilmaktadir. Bu olasiliklar, siire¢ dagilimindan alinan ve siire¢ baglamadan 6nce yapilan
onsel hakkindaki disiinceden tiiretilmistir. Meyer ve Collier (1970), sadece tek bir H, 6nsel
diisiincesi igin, test edilecek 31 tane test edilecek miimkiin H, oldugunu belirtmistir. Bu

nedenle, hipotez testindeki Bayes istatistikleri, klasik istatistiklere kiyasla daha pratiktir.

Geleneksel paradigmada, ayni anda g6z 6niinde bulundurulan hipotez sayisinda bir kisitlama
bulunurken, Bayes paradigmasinda hipotez sayist ile ilgili bir kisitlama yoktur. Bu nedenle,
hipotezlerin bagka hipotezlerin i¢inde yer almasina gerek yoktur. Ayrica, degisim noktasini
test ettigimiz varsayarsak, Bayesgil ve geleneksel yaklagim arasindaki farklardan birinin H,
"in bazen reddedilmesi durumu oldugunu goézlemleriz. Bilindigi gibi, geleneksel yaklagimda

gergek hipotezden kayip mesafesi dogru olarak 6l¢iilmez.
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11.1. Bayes Faktorii ile Hipotez

Diger herhangi bir hipotez gibi, P(D|H,) ve P(D|H,) olasilik yogunluguna gore, (D)
verisini ve iki istatiksel hipotez olan H, ve H, ele alarak baslayalim. Bu durumda, P(H,)

ve P(Hl):l—P(HO) fonksiyonu ile tanimlanan bir Onselimiz zaten bulunmaktadir.

Yukaridaki veriler, P(H,|D) ve P(H,|D)=1-P(H,| D) sonsal olasiliklarini verirse,

buradaki hipotez, sadece klasik ve Bayesgil yaklasimlari kullanan ve farki tanimlayan
istatistiksel cikarimlarin yapilmasidir. Bayesgil cikarsama yaklasimini dikkate alarak

baslayalim.

Tip Laboratuvarinda yeni kurulan ekipmanin énemi ve verimliligi i¢in bir test yaptigimizi
varsayalim. X rastgele degiskeni ekipman kuruldugundaki ciktiy1 temsil edecektir. Daha
sonra, asagidaki tanimlamalar1 yapabiliriz. Ayn1 dagilimdan gelen herhangi bir bagimsiz

rastgele degiskenler dizisi
X Xoyeen X,

olsun.

f(x]6)
O halde, dagilimimaiz,
X|0—f (X | (9)

su hipotezlerle tanimlanir,
H,:0 €<,

H :0eg
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Oyle ki, Onsel dagilimimizi su sekilde tanimlariz;

e Onsel olasilikar P(H,) ve P(H,) hipotezlerdir.

e Uygun 6nsel yogunluklar ©,ve ©, de taniml 72'0(9) ve 72'1((9) dir.

Marjinal olabilirlik, bu nedenle, yukaridaki hipotez altinda su sekilde tanimlanabilir;
m(x|H,)=[[f (x| z,)6d0] i=0,1

Teorik olarak, alternatif hipotez H,'e karsilik H, Bayes faktorii tanimlanabilir ve sonrasinda

cikarim, Bayes faktoriiniin biiylikliigiine gore yapilabilir. Bu matematiksel olarak su sekilde

tanimlanabilir;

H, ve H,'in Bayes faktorii

olarak ifade edlir. Yukaridaki ifadeden, su Bayesgil ¢ikarim yapilabilir: "hipotez testi i¢in
Bayes faktoriiniin kullanimi1 olabilirlik oran testinden farkli degildir". Ancak, bu durumda,
burada, olabilirligi maksimize etmek yerine, Bayes yaklagimi, bayes faktor ortalamasini

kullanir. Hipotez hakkindaki karar, Bayes faktorii agagidaki tablo ile karsilastirarak verilir.

Cizelge 11.1. Bayes faktorii karar tablosu

Log,, ( Bm) Boy H, *e kars1 kanit
0-1/2 1-3.2 Cok az kayda deger
1.2-1 3.2-10 Onemli

1-2 10-100 Giglii

>2 >100 Belirleyici
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12. CALISMANIN KATKISI

Istatistiksel olarak, verilerin siklikla normallik varsayimma uymadigi bazi durumlar
bulunmaktadir. Bu gibi durumlarda, tahminde parametrik model kullanilmasi genellikle veri

analizi agisindan dogru bir yontem olmayabilir.

Burada, Dirichlet siire¢ dagilimi, model analizinde iyi bir arag¢ olarak goriinmektedir. Yani,
bir ¢ok durumda, veriyi normallik varsayimi ile tanimlananin aksine, u¢ degerlerle
karsilasmak oldukga olasidir. Bu durum, en ¢ok, verilerin finansal bir kaynaktan gelmesi
halinde goriilmektedir. Bu arastirmanin amaci, degisim noktasinin belirlenmesinde Dirichlet
stireci Onsel tekniklerini kullanan parametrik olmayan Bayes teknigi prensibini
uygulamaktir. Karisim model i¢in Bayesgil parametrik olmayan teknik, sonlu karisim
modeldeki bilesen sayisinin se¢imi i¢in otomatik bir ara¢ olarak hizmet etmese de, Bayesgil
parametrik olmayan karisim, metodoloji kisminda ayrintili olarak agiklanacagi gibi iyi bir

model yanlis belirleme araci olarak kullanilabilir.

Uriiniiniin kalitesini artirmay1 ve ayni zamanda, endiistriyel, klinik ya da ekonomik iiriine
iligkin olgiilen ¢iktilardaki degiskenligi azaltmay1 amaclayan istatistiksel siire¢ kontroliinde
kullanilan kontrol grafigine iliskin 6nemli sayida arastirma yapilmistir. Bu arastirmalarin bir
cogu, ¢ok degiskenli bir siirecten alinan goézlemlerin bagimsiz oldugu varsayimini
benimsemektedir. Ancak bu durumda, bir otokorelasyon varliginda, grafigin verdigi yanlis

sinyal oranindaki artis konusunda hig siiphe olmayacaktir.

Bu c¢alisma, kontrol grafiginde olusan herhangi bir degisimin tespit edilmesini ve bazi
uygulamali orneklerin sonuclarint kullanarak pekistirici yorumlarin yapilmasini verecek
istatiksel analiz igin “parametrik olmayan Bayesgil yaklasim”1 kullanmay1 amaglamaktadir.
Bu caligmada, bu amaca, degisim noktasini belirleme hakkindaki teorileri elestirel bir bakis
acist ile degerlendirip, bunu gozlenen verilerin dagilimimin bilinmedigi ya da normallik
varsayimlarinin saglanmadigr durumda parametrik olmayan Bayes kavramina genisleterek
ulagilmaktadir. Bu ¢alismadaki yaklasimda, eslenik (conjugate) Dirichlet 6nsellerini aklinda
tutan olabilirlik fonksiyonu yardimiyla sonsal dagilim giincellenmektedir. Oyle ki, dagilim
ve oOnsel dagilim belirli bir dagilimdan geliyor ise, sonsal dagilim da ayn1 dagilimdan

gelecektir (6rn., eger ampirik dagilim ¢okterimli dagilima sahipse ve 0Onsel dagilim da
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cokterimli bir dagilimdan geliyorsa, o zaman, sonsal dagilim, ayni sekilde cokterimli

dagilima sahip olacaktir).

Arastirmacilar, yillardir, daha iyi bir ¢ikarim ve karar vermenin gergeklesmesi i¢in daha iyi
bir kontrol grafiginin gelistirilmesinde analitik olarak kullanilabilen modellerin
tasarlanmasinda bu paradigmalarin kullanimindan daha etkili teknikleri bulmaya
caligmaktadirlar. Bu arastirmalarin ¢cogu, ¢esitli yontemlerle kontrol grafiginin sinirlarinin
nasil tanimlanacag iizerine odaklanmistir. Kontrol grafiginin kullanimi, iyi bir ¢ikarsama
yapmalarinda istatistik¢ilere ¢ok daha iyi ve etkin bir yontem sagladig: gibi, ayni sekilde
iirlin kalite ve standardini saglamak ve iyilestirmek i¢in girketlere etkili yontemler sundugu

icin, hem istatistik¢iler hem de sirketler i¢in son derece faydali olmaktadir.
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13. SONUC

Parametrik model bir¢ok gergek diinya siirecinde iyi tanimlanmamis davranislar sergileyen
uygulamalarda kisitlayic1 varsayimlar ile galisir. Bu nedenlerden dolayr bir siire¢ veya
sistemde degisimlerin saptanmasinda parametrik modellerinin kullanimi genellikle zordur.
Bu calismada, kisitlayici varsayimlar yapmadan degisim noktasini tespit etmek i¢in adapte
edilebilir bir yontem Onerilmistir. Bu nedenle parametrik olmayan Bayes yaklasimi simiile
degerlerden bazi pratik 6rneklerle sonuglari kullanarak bir firma yorumlar yaparak herhangi
bir istatistiksel siire¢ iginde ortaya ¢ikan herhangi bir degisiklik tespit i¢in bir istatistiksel bir
yaklagim verir teyit etmek miimkiin olmustur. Bu ¢alismada degisim noktasinin teorilerine
elestirel bir bakis agis1 alarak bu amac ulasilmis ve bu Bayes parametrik olmayan kavrami
genisletilmig. Sonsel dagilimi da Dirichlet sabikasi akilda eslesme 06zelligi koyarak

olabilirlik fonksiyonunu kullanarak giincellendi.

Bu aragtirmada, Onerilen kiimeleme analizi kullanilarak istatistiksel siire¢ kontroliindeki
degisim noktasinin tespiti i¢in parametrik olmayan basit bir Bayesgil yaklagimda
bulunmaktayiz. Bu teknik, degisim noktalarimin hem sayisinin hem de konumunun
belirlenmesini saglayacak bir model segiminden gelmektedir. Onerilen yaklasim, kiime
analizinden gelen yontemlerle desteklenmektedir Yukaridaki uygulama kismindaki , su
Bayesgil ¢ikarim yapilabilir: "hipotez testi i¢in Bayes faktoriiniin kullanimi olabilirlik oran
testinden farkli degildir". Ancak, bu durumda, burada, olabilirligi maksimize etmek yerine,
Bayes yaklasimi, bayes faktor ortalamasini kullanir. Hipotez hakkindaki karar, Bayes
faktorli asagidaki tablo ile karsilastirarak verilir: Model karisiminda kiimeleme kullanarak
adim adim Dirichlet proses yaklasimi saglayacak ancak veri modeli karmagikligini
belirlemek icin agikca parametrik olmayan Bayes yaklagimi Statistica isleminde degisim
noktas1 olusmasini tespit etmek i¢in kullanilabilir. Bu ¢alismada tek degiskenli durumda
yiriitiiliir gibi ¢ok degiskenli durumda bu alanda bir baska calisma ve genisleme

Onerilecektir.
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