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OZET

SCHRODINGER DENKLEMININ NUMERIK COZUMLERI

Bu tez ¢alismasinin temel amaci, literatiirde oldukg¢a 6nemli bir yer tutan zamana
bagli, lineer olmayan kiibik Schrodinger denkleminin niimerik ¢oziimlerinin elde
edilmesidir. Bu amag¢ dogrultusunda polinom olmayan kiibik spline enterpolasyonu

kullanilmistir.

Dalga teorisine ve Schrodinger denklemine iligkin bazi temel bilgiler birinci boliimde
verilmis, spline fonksiyonlarin tamitimi ikinci bdéliimde yapilmistir. Niimerik
yontemin uygunlamasi ve sonuglarin hesaplanmasi tiglincii boliimde sunulmustur.

Elde edilen sonuglar ile bir degerlendirme ise son bdliimde verilmistir.

Niimerik yontemin uygulanisinda, ilk olarak, ileri fark formiili yardimiyla
diferensiyel denklemin zaman ayristirmast yapildi. Konum ayristirmasi igin
problemin ¢oziim bolgesi esit uzunluklu alt araliklara boliindii. Yontemin yerel kesme
hatas1 hesaplanarak kiibik spline bagintisinda ortaya ¢ikan parametreler i¢in uygun
secimler yapildi. Von-Neumann teknigi ile yontemin kosulsuz kararli oldugu

gosterildi. Son olarak, iki problem iizerinde nlimerik yontem test edildi.

Anahtar Kelimeler: Dalga, Schrodinger, Soliton, Spline.



ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTIONS OF SCHRODINGER EQUATION

The main objective of this thesis is to obtain the numerical solutions of the time
dependent nonlinear cubic Schrodinger eqution which has a quite importance in the
literature. For this objective, nonpolynomial cubic spline interpolation is used.

Some basic informations about wave theory and Schrédinger equation are given in
the first chapter. Spline functions are introduced in the second chapter. Application of
the numerical method and calculation of the results are presented in the third chapter.

A conclusion with the obtained results is given in the last chapter.

In the application of the numerical method, firstly, the time discretization of the
equation is achieved by the help of forward difference formula. A uniform partition of
the solution domain is considered for the space discretization. Appropriate
determination of the parameters that appeared in the cubic spline relation is achived
by calculating the local truncation error. By using von-Neumann technique, it is
shown that the method is unconditionally stable. Finally, the numerical method is

tested on two problems.

Keywords: Wave, Schrodinger, Soliton, Spline.
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1. GIRIS
1.1 Soliton Teorisine Fiziksel Bakis

Bir fizik terimi olarak dalga, bir ortamda veya bir boslukta yayilan ve genellikle
enerjinin taginmasina yol agan titresime verilen isimdir. En bilindik olanlari, suda
ilerleyen ylizey dalgalaridir. Bununla birlikte ses, 1sik ve atomun igindeki
taneciklerin hareketleri de dalga ozelliklerini gosterirler. En basit dalgada bile
titresimler, sabit bir frekans ve dalga boyu ile periyodik olarak salinim yaparlar (bkz.
Sekil 1.1).

Dalga hoyu

Zaman

r——————
H G U I S s,

Bir sahmm

Frekans: Birim zamandaki sahmmlarn sayis1

Sekil 1.1: Basit bir dalga profili

Ses dalgalari gibi mekaniksel dalgalar ilerleyebilecekleri bir ortama ihtiyag
duyarlarken, elektromanyetik dalgalar bir ortama gereksinim duymazlar ve boslukta
bile yayilabilirler. Bir ortamdaki dalganin yayilmasi ortamin 6zelliklerine de baglidir
(Crawford, 1968).

Dalgalar, duran ve ilerleyen dalgalar olarak siniflandirilabilir. Duran dalgalar,
pozisyonu sabit olarak kalan dalgalardir. Bu tip dalgalar, dalganin bulundugu ortam,

dalganin hareket ettigi yoniin tersine hareket ettiginde veya duragan bir ortamda



birbirleri ile zit yonde ilerleyen dalgalarin girisimi sonucunda olusurlar. Ilerleyen

dalgalar ise, bir noktadan diger bir noktaya enerjinin yayilmasi ile olusan dalgalardir.

Solitonlar ise asagidaki iki temel 6zelligi saglayan lineer olmayan dalgalar olarak
tanimlanabilir (Wadati, 2001):

1. Sekil, hiz gibi 6zellikleri degismeksizin yayilan dalgalardir.

2. Karsilikli ¢arpismaya karsi Kkararlidirlar ve kendi 6zelliklerini
carpisma sonrasinda da korurlar.
Buradaki ilk 6zellik, soliter dalga sartidir ve ilk kez Iskogyali mithendis John Scott
Russel (1808-1882) tarafindan tammlanmistir (Russel, 1844). ikinci sart ise pargacik

ozelligine sahip bir dalgay1 isaret etmektedir.

Soliter dalgalar, soliton dalgalarina benzeyen dalgalar olarak da isimlendirilen
dalgalardir. Yani carpigsma sonrasi Ozelliklerini korumaya calisan dalgalardir. Bu
sebeple solitonumsu dalgalar olarak da adlandirilabilirler. Soliter dalgalari ilk
kesfeden Russel, bu gozlemini birgok kaynakta verildigi sekliyle asagidaki gibi

anlatmigtir.

Russel, 1834 yilinda, Edinburgh kentindeki Heriot-Watt Universitesinin Riccarton
Kampiisii yakinlarindaki Union kanalinda deneyler yaparken asagida kendi sozleri

ile anlattig1 asagidaki doga olayint gozlemlemistir (Russel, 1844):

"Iki ¢ift at tarafindan dar bir kanal boyunca hizla ¢ekilen bir botun hareketini
gozlemliyordum. Bot aniden durdugunda, bota hareket saglayan kanaldaki su kiitlesi
durmadi ve su kiitlesi siddetli bir c¢alkalanma seklinde botun u¢ kismi etrafinda
topland1 ve aniden botu arkasinda birakarak, biiyiik bir hizla harekete gecti. Biiytik
bir soliter dalga yliksekligine sahip formdaki, dairesel ve diizgiin bir su kiitlesinin
kanal boyunca sekil ve hizim1 bozmadan yoluna devam ettigini goérdiim. Bu dalga
formunu, at iizerinde takip ettim ve yaklasik 30 ft mesafe sonunda 8 veya 9 mil/saat
hizinda, ilk bagtaki orijinal seklinde ve yar yiiksekliginde yuvarlanir halde gérdiim.
Yiiksekligi kademeli olarak azaldi ve yaklasik 1 veya 2 mil takip sonunda, kanalin
kenarlarinda kayboldugunu gérdiim. Iste 1834 yilinin Agustos ayi, ilk kez dtelenme
dalgas1 olarak adlandirdigim bu ilging ve giizel olayr gozleme sansi buldugum

zamand1."



Bu kesfinden sonra Russel, laboratuvarinda su tanklari olusturmus ve su tanklarinin
bir ucuna agirlik birakarak Gtelenme dalgalarini (soliter dalgalari) elde edebilmek
icin deneyler yapmig ve soliter dalgalarinin 6zellikleri hakkinda asagidaki 6nemli
bilgilere ulasmistir (Falkovich, 2007):

Q) Soliter dalgalar1 hsech? (k(x — vt)) formuna sahip dalgalardir.

(i) Yeterince biiyiik miktardaki su kiitlesi, iki veya daha fazla bagimsiz soliter
dalgas: tiretir.

(iii)  Normal dalgalarin aksine soliter dalgalar asla birlesmezler. Bu sebeple kiigiik
genlige sahip bir soliter dalgasi ile biiyiik genlige sahip bir soliter dalgas1 birbirleri
ile carpistiktan sonra, birbirlerinden ayrilarak sekillerinde bir bozulma olmadan
yollarina devam edebilirler. Normal dalgalar, ya diizlesmeye baslar ya da dikleserek
sonecek sekilde hareket ederlerken, soliter dalgalari kararhdir ve uzun mesafe
boyunca ilerleyebilir.

(iv)  h yiiksekligine sahip olan ve d derinligindeki bir kanalda hareket eden bir

soliter dalgasinin hizi

v=+/g(d+h) (1.1)

seklindedir. Burada g yergekimi ivmesidir. Diger bir ifade ile dalganin hiz,

yiiksekligine ve suyun derinligine baghidir (bkz Sekil 1.2).

d d+h

! !

Sekil 1.2: Bir soliter dalganin hareketi

Denklem (1.1)’ in ifade ettigi bir sonug¢ olarak; biiyiik genlikli bir soliter dalgasi,
kiiciik genlikli bir soliter dalgasina gore daha hizli hareket eder. Bir soliter
dalgasinin hizi, genligi ile orantili oldugundan, bir soliter dalga normal dalgalardan
farklidir. Ornegin biri algak biri yiiksek iki ses ayn1 anda olustugunda, kulagimiz her

iki sesi de aym anda duyacaktir. Bununla birlikte, bu iletim esnasinda soliter



dalgalar1 kullanilsaydi, yiiksek sesi daha once duymamiz gerekirdi. Benzer sekilde,
insan viicudundaki sinirlerin iletisimine bakildiginda bu iletisimin normal dalgalar
ile yapilmadig1 goriliir. Sicak bir ¢ay bardagini elimize aldigimizda, sicakligi
kademeli olarak hissederken, kor halindeki sicak bir komiir parcasina veya sicak bir
firinin igine elimizi yaklastirdigimizda, sicakligi hemen hissederek elimizi ¢ekeriz.
Dolayisiyla sinirlerimiz bir nevi soliter dalgas: olusturarak beynimize bilgiyi en kisa

sekilde ve normal dalgalara gore daha hizli olarak iletirler.

19. yiizy1l sonlarinda Russel’in elde ettigi sonuglar deneysel olarak kaldi ve bir
denklemin ¢oziimii olarak soliter dalgalar elde edilemedi. Bununla birlikte, bir
denklemin ¢6ziimii olarak soliter dalga problemleri yillarca arastirmalara konu oldu.

1895 yilinda iinlii Hollandali matematik¢i Korteweg ile 6grencisi de Vries (1895)

ou(x, t)+ au(x,t)_l_ d3u(x,t)
ot T ax ' ° oad

ou(x,t) B

— 0 (1.2)

+ yu(x, t)

formunda sig su dalgalarinin hareketini modelleyen denklem iizerine ¢alismaya

basladilar. Bu denklemde,

u(x,t), dalganin genligine,

c=./gd, kiigiik genlikli dalganin hizina,

e = ¢(d?/6 — T/2pg), dagilma parametresine,

v, lineer olmayan parametreye,
e T, ylizey gerilimine,

e p, suyun yogunluguna

karsilik gelmektedir.

Korteweg ile de Vries, (1.2) denkleminin

u(x,t) = a(x — vt) (1.3)

formunda ve sekli degismeyen bir hareketli dalga ¢Ozlimiine sahip oldugunu
gosterdiler. Buradaki #i(x — vt) terimi, Russell’in soliter dalga tanimina uymaktadir.
Boylece Korteweg ile de Vries, soliter dalgalarin varligini kanitlamis oldular ve

caligmalarint Korteweg’in danismanliginda, de Vries’in doktora tezinde yayinladilar



(Korteweg ve de Vries, 1895). Bununla birlikte, dalgalarin kararli olup olmadiklar
ve iki soliter dalgasinin ¢arpisma sonrasinda sekillerinin degisip degismeyecegi gibi
sorular tezde cevaplanamamistir. 1965 yilinda Kruskal ve Zabusky, KdV
denkleminin sonlu farklar metodu ile ¢6ziimlerini arastirirken, soliter dalgalarinin
carpisma sonrasinda sekillerini degistirmediklerini gézlemlemisler ve bu &zelligin
pargaciklarin c¢arpismasina benzedigini bularak bu tip dalgalara soliton adini
vermislerdir (Zabusky ve Kruskal, 1965). Bu ¢aligsma, soliton teorisi tarihinde dnemli
bir doniim noktas1 olmustur. 1967 yilinda Gardner, Greene, Kruskal ve Miura, ters
sacilma doniisim metodunu (TSD) gelistirerek, KdV denkleminin soliton

¢ozlimlerini analitik olarak ta vermislerdir (Gardner vd, 1967).

Soliton ¢oztimleri, hem analitik hem de sayisal olarak elde edildikten sonra, soliton
dalgalar tizerindeki caligmalar daha da hizlanmistir. Giintimiizde ilk kez bir su
kanalinda gozlenen soliter dalgasi artik soliton olarak; akiskanlar mekanigi, temel
parcaciklar fizigi, laser fizigi, siiper iletkenlik fizigi, biyofizik gibi bir¢ok fizik
alanlarinda kullaniimaktadir (Chaohao, 1995). Solitonlar ayrica uzun mesafeler
boyunca yol alabildiginden, teorik olarak fiber optikte normal dalga yerine
kullanilan solitonlar sayesinde, biiyiik miktardaki bilgi, taginan sinyalde herhangi bir
kayip olmaksizin binlerce kilometre boyunca tasinabilir. Bu sebeple, soliton
dalgalar, elektronik ve telekominikasyon alanlarinda oldukga sik c¢aligilmaktadir.
2006 yilinda Harvard Universitesi Elektrik Miihendisliginde gorevli olan Donhee
Ham ve iki doktora 6grencisi David Ricketts ve Xiaofenh Li tarafindan gelistirilen
elektronik bir aygit kullanilarak soliton dalgalar: elde edilmistir. Bu bulus ile normal
dalgalar yerine soliton dalgalarinin kullanilmasinin yolu agilmistir ve yakin
gelecekte radar, iletisim sektorii gibi birgok alanda soliton dalgalari daha da artan bir

ilgiyle kullanilmaya devam edecektir (Harvard, 2006).
1.2 Lineer Olmayan Olusum Denklemleri

Bagimsiz degiskenlerinden biri t zamani olan

ue = f(u) (1.4)

formundaki  kismi  tirevli diferensiyel denklemlere olusum denklemleri

denilmektedir. Burada f fonksiyonu u ile u nun konum degiskenine gore



tirevlerinin bir fonksiyonudur. Eger f fonksiyonu lineer ise (1.4) denklemine lineer

olusum denklemleri, aksi halde lineer olmayan olusum denklemleri denilmektedir.

Bir telin titresim hareketi veya 1Smin yayilimmi tanimlayan denklemler lineer
olusum denklemlerine iki basit ornektir. Lineer olmayan olusum denklemleri ise,
mekanik, fizik, kimya, biyoloji gibi birgok daldaki problemlerde gozlenmektedir.
Asagida bu tip denklemlere bir kag¢ 6rnek verilmistir (Zheng, 2004):

)} Bir boyutlu trafik ¢alismalarindan tiiretilen
ou du (1.5)
E + ua =0

formundaki birinci mertebeden kismi diferensiyel denklem, lineer
olmayan olusum denklemler i¢in bir 6rnektir. Bu denklemde u(x,t), t
zamaninda x konumundaki araglarin yogunlugunu gostermektedir. (1.5)
denklemi, korunum kanunlarina sahip olan gaz dinamigi ¢aligmalari i¢in
de bir model denklem olarak kullaniimaktadur.
i) Is1 tireten bir 1s1 kaynagiyla birlikte bir cisimdeki anlik 1s1 transferini
modelleyen
ou

Frie div(kVu) + f(u)

denklemi bir olusum denklemidir.

iii) Yer degistirmeye bagli, lineer olmayan bir dis kuvvet etkisinde zorlamali
titresim hareketi

0*u  ,0%u
o Vo W

formunda bir olusum denklemi ile ifade edilir.

Kuantum mekaniginde, asagidaki formlardaki lineer olmayan olusum denklemleri ile

de karsilagilabilir:
Sine-Gordon denklemi: Ug—Au + sinu=0
Klein-Gordon denklemi: Ug—AU + mu + yu2=0

Kiibik Schrodinger denklemi:  iu+Au + y [uPu =10



Ikinci mertebeden denklemlere ilave olarak, yiiksek mertebeden lineer olmayan
olusum denklemleri de literatiirde mevcuttur. Ornegin, polimerler, camlar ve bunlar
gibi ikili alasimlarin faz gegisleri ilizerinde yapilan ¢alismalarda, asagida verilen
Cahn-Hilliard denklemine ulasilir:

U+ AU = Ap(u) (1.6)

Bu denklemde genellikle o(u) = u® — u olarak alinmaktadir. (1.6) denkleminin
dordiincii mertebeden bir olusum denklemi olduguna dikkat edilmelidir. Yiiksek

mertebeden olusum denklemlerine diger bir 6rnek ise
Uit 6UUX + U= 0

formundaki meshur KdV denklemidir.

Bu konuda daha ayrintili bilgi i¢in (Fordy, 1990; Tascan, 2002; Zheng, 2004)

referanslarina bakilabilir.

1.3 Schrédinger Denklemi, Baslangic ve Sinir Sartlari

Fizik alaninda yapilan caligmalar arasinda en ilgi cekici evrensel denklemlerden
birisi Schrodinger denklemidir. Bilimsel ¢alismalarda, farkli fiziksel fenomenleri
modellemek icin bu denklemin farkli versiyonlar1 kullanilmaktadir. Bu baglamda,
optik sinyal (pulse) yayilimi, siiper iletkenlik, su ve plazma dalgalar1 Schrodinger

denkleminin kullanildig: alanlardan sadece bir kagidir.
Zamana bagli, lineer olmayan kiibik Schrodinger denklemi,

du+d2u+1| 2= 0 x.7)
Tae Tz T T

esitligi ile verilir. X ve t degiskenleri sirasiyla konum ve zaman degiskenleri olmak

tizere bu denklemde g =+/—1 kompleks birim ve I # 0 bir reel parametredir.

Boylece u(x, t) fonksiyonu kompleks degerli bir fonksiyon olur.

Lineer olmayan kiibik Schrodinger denkleminin matematiksel tanimlamasi igin
denklemin baslangic ve sinir sartlarnin belirlenmesine de ihtiyag vardir. Bir

Denklemin baglangi¢ ve siir kosullar1 agagidaki gibi verilebilir:



e Baslangic kosulu:

ulx,ty) =f(x) —o<x<o (1.8)
e Smir kosullar::
lim u(x,t) =0, t=>0 (1.9
x—t

Bazi durumlarda (1.9) sinir kosullarina alternatif olarak

ou(a,t) ou(b,t)

= = >
0x 0x 0, t=t
sinir kosullar1 da kullanilabilir.

(1.7) ile verilen Schrédinger denkleminin niimerik ¢6ziimleri arastirilirken denklemin

bagimli degiskeni
u(x, t) =r(x,t) + qs(x, t)

seklinde reel ve sanal kisimlarina ayristirilirsa (1.7) denklemi yerine

ds d?s
E—E+I(T2+SZ)T=O
dr d?s s
E—W-l-l(r +5%)s=0

seklindeki diferansiyel denklem sistemi ¢oziilebilir. Boylece kompleks degiskenli

Schrodinger denklemi yerine bir reel diferensiyel denklem sistemi ¢oziilmiis olur.

Zamana bagl kiibik Schrodinger denkleminin niimerik ¢oziimleri i¢in (Korkmaz ve

Dag, 2008; El-Danaf vd, 2012; Koksal, 2014) referanslarina bakilabilir.



2. SPLINE FONKSIYONLAR

Bu béliimde spline fonksiyonlar ile ilgili baz1 genel bilgiler verilecektir. Ozellikle, bu

tezde kullanilan kiibik spline fonksiyonlar iizerinde durulacaktir.

Bircok farkli problemin ¢dziimiinde siklikla ortaya ¢ikan enterpolasyon yontemleri,
fizik, kimya, biyoloji, mithendislik ve matematik gibi temel bilim alanlarinda 6nemli
bir yer tutmaktadir. Ozellikle polinom enterpolasyonu, sahip oldugu matematiksel
kolayliklardan dolay1 ayrica énem arz etmektedir. Ote yandan verilen belirli sayidaki
noktadan gegen bir polinomu bulma esasina dayanan bu yontemde nokta sayisinin
artmastyla birlikte polinom derecesinin de yiikselmesi bir dezavantaj olarak ortaya
cikar. Yiiksek dereceli polinomlarin biiyiik salinim yapma potansiyelleri ve yapilacak
hesaplamalarda maliyetli oluslari alternatif yaklasimlari 6nemli hale getirmektedir.
Bu noktada spline enterpolasyonu bir segenek olarak diisiiniilebilir. Verilen noktalar
ile olusturulan her bir sonlu aralik iizerinde belirli dereceden bir polinom bulma
diistincesi ile olusturulan spline enterpolasyonunda tek par¢a polinom yerine parcali

fonksiyonlar kullanilir.
2.1 Spline Fonksiyonlarin Tarihgesi

Ilk olarak, Schoenberg (1946) tarafindan ortaya konulan spline kavrami, elastik
maddeden yapilmig bir ¢ubuk ile ¢izilen diizgiin egriler i¢in kullanilmistir. Sekil 2.1
de goriilen sekliyle, lizerindeki kollar ve agirliklarla ¢ubugun belirli bir yoldan
gecmesi saglanmis ve kollarmin ¢ubuga degdigi noktalardan gecen diizgiin egriler

¢izilmistir. Cizilen bu egriler spline olarak isimlendirilmis ve S(x) ile gosterilmistir.

Kw

& .

Sekil 2.1: Mekanik spline (Schumaker (1993))



Spline tekniginin otomobil tasarimlarinda kullanilmasi, 1950° 1i yillarin sonlari ile
1960’ 11 yillarin baglarinda gerceklesen birkag bagimsiz ¢alismaya sebep olmustur.
Bu ¢aligsmalarin mimarlar1 Citroen firmasinda Casteljau, Renault firmasinda Pierre
Bezier ve General Motors firmasinda de Boor’ dur. Casteljau (1959)’nun arastirmasi
¢ok genis bir arastirma olmasa da 1960’ I1 yillarda, de Boor’un General Motors
firmasindaki arastirmalarina katki yapmustir. Bu c¢alismalar arasinda, de Boor
tarafindan ortaya konulan ve B-spline fonksiyonlar i¢in temel olma niteligi tasiyan

calisma da (de Boor, 1978) vardir.

Glinimiizde, otomobil ftretimi, bilgisayar destekli grafik ¢izimleri, geometrik
modelleme gibi alanlarda kullanilan spline fonksiyonlar, diferensiyel problemlerin

¢oziimlerinde de genis bir uygulama sahasina sahiptir.

2.2 Spline Fonksiyonlarin Baz1 Ozellikleri

Diferensiyel denklem ¢6ziimlerinde yaklasim fonksiyonu olarak kullanilan bir S(x)
spline fonksiyonu, her bir [x,_q,x;] araligi lizerinde tamimli fonksiyonlarindan

olusan bir parcali fonksiyondur.

Bir diferensiyel denklemin tam ¢6ziimii y(x) ve bu ¢6ziime yapilan spline yaklagimi

da S(x) ile gosterilirse bu durumda asagidaki iki kosulun saglanmasi gerekir:

i) Enterpolasyon kosulu: Sy (x;—1) = y(xx-1) Ve S, (xx) = y(xx)
||) Siireklilik kosulu: Sk(xk) = Sk+1(xk) ve S'k(x,'{") = S'k+1(x,;)

Bu kosullarin disinda, spline fonksiyonlarin sahip oldugu bazi diger 6zellikler ise

asagidaki sekilde siralanabilir:

1. Spline fonksiyonlar diizgiin (Smooth) fonksiyonlardir.

2. Spline fonksiyonlar uygun baza sahip olan sonlu boyutlu lineer
uzaylardir.

3. Hesaplamalar agisindan spline fonksiyonlar kullanisl fonksiyonlardir.

4. Spline fonksiyonlarin hem tiirevleri hem de integralleri yine bir spline

fonksiyondur.
5. Coziim bolgesi tizerinde siirekli her fonksiyon, istenilen dereceden bir

spline fonksiyon ile temsil edilebilir.
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6. Kiigtik dereceden spline fonksiyonlar ¢cok esnektirler ve polinomlardaki

gibi salinim yapmazIlar.

2.3 Kiibik Spline Fonksiyonu

Asagida verilen 6zellikleri saglayan bir S(x) polinomuna kiibik spline enterpolasyon
polinomu denir.

i) S(x) € C?[a, b] (Siireklilik kosulu)

i) S(x) = f(xx), k=0,1,.. ,n—1 (Enterpolasyon kosulu)

iii) S(x) fonksiyonu, her bir [x,x;41] araliginda bir pargali kiibik

polinomdur. Burada k = 0,1, ... ,n — 1 seklindedir.

70

BO - 8
a0 - ™ 4

40} |

a0 \ .
20r ./ 8
10+ 8

'V |

_100 2 4 B 8 10

Sekil 2.2: Kiibik spline fonksiyon

Polinom kiibik spline fonksiyonlarin kendileri ile birinci ve ikinci tiirevleri tanimli
olduklar1 aralik tizerinde siireklidirler. [xj,x;41] araligi iizerinde, bu ozellikleri

saglayacak sekildeki bir Sy (x) polinom kiibik spline fonksiyonu
Se(x) = apx® + bpx? + cpx + dy (2.1)
seklinde tanimlanabilir. Buradaki ay, by, ¢, ve dj Kkatsayilari, spline fonksiyona

stireklilik ile enterpolasyon kosullarini saglatacak sekildeki bilinmeyen katsayilardir.

Sekil 2.2 ile temsili bir kiibik spline fonksiyonu gosterilmistir.

11



2.3.1 Polinom olmayan kiibik spline fonksiyon

Polinom olmayan kiibik spline fonksiyonlar, {1,x,sinwx,coswx} kiimesinin
elemanlar1 kullanilarak olusturulan ve
1) S(x) € C*®[a, b] (Siireklilik kosulu)
i) S(xx) =f(xyx), k=0,1,... ,n—1 (Enterpolasyon kosulu)
iii) S(x) fonksiyonu, her bir [x,x;41] araliginda bir pargali kiibik
fonksiyondur. Burada k = 0,1, ... ,n — 1 seklindedir

ozelliklerini saglayan,

Si(x) =a;coswx + b; sinwx + ¢;x + d; (2.2)

seklindeki bir fonksiyondur. Burada a;, b;, ¢; ve d; Kkatsayilari, belirlenmesi
gereken katsayilar, w ise nlimerik yaklasimin dogrulugunu artirmak icin kullanilan,

spline fonksiyonun trigonometrik kismina ait siklik parametresidir.

(2.2) denklemi i¢in kiibik isminin kullanilmasi, (2.1) denklemi ile ayn1 sayida terim
icermesinden kaynaklanir. (2.2) denkleminde yer alan trigonometrik terimlerden
dolayr polinom olmayan kiibik spline fonksiyonu igin S(x) € C*[a,b] oldugu

sOylenebilir.

Polinom spline fonksiyonlara kiyasla, literatiirde daha az c¢aligmada kullanilan
polinom olmayan spline yaklasimi {lizerine yakin ge¢miste artan bir ilgi dikkate
carpmaktadir. Ozellikle, El-Danaf, Ramadan ve Rashidinia gibi baz1 arastirmacilar,
polinom olmayan spline fonksiyonlar1 farkli problemler iizerinde kullanmislar ve bu
konuda ¢ok sayida makaleyi yakin gegmiste yayinlamiglardir. Daha detayli bilgi i¢in
(Rashidinia vd, 2006; Ramadan vd, 2007; El-Danaf, 2008; El-Danaf vd, 2012)

referanslarina bakilabilir.

12



3. SCHRODINGER DENKLEMININ POLINOM OLMAYAN KUBIK
SPLINE ENTERPOLASYONU ILE NUMERIK COZUMU

Bu boliimde, zamana bagli, lineer olmayan bir boyutlu

du d*u
—_—t — 2y = <x< > 3.1
th+dx2+1|u|u 0, a<x<h, t=>t, (3.1)

Schrédinger denkleminin nlimerik ¢oziimleri elde edilecektir. Polinom olmayan
kiibik spline enterpolasyonu diferensiyel denkleme uygulanirken (El-Danaf vd, 2012)

referansinda sunulan yaklagimlar temel alinacaktir.

(3.1) denkleminin kompleks degiskenli bir denklem olmasindan hareketle, u(x,t)

bagimli degiskeni,
u(x, t) =r(x,t) + gs(x, t)

seklinde reel ve sanal kisimlarina ayristirilabilir. Burada g = +v/—1 sanal birimi
gostermektedir. Yapilan hesaplamalarda u(x,t) fonksiyonunun reel ve sanal

kisimlar1 bulunarak u(x, t) fonksiyonunun modiiliiniin grafikleri ¢izilecektir.
Niimerik yontemin uygulanisinda, (3.1) denkleminin

u(x, ty) = f(x), a<x<b
seklindeki baslangi¢c kosulu

du(a,t) 0du(b,t) 0
ox ox

t>t,

olacak sekildeki sinir kosullari ile birlikte dikkate alinacaktir.
3.1 Niimerik Metod

(3.1) denkleminin niimerik ¢6ziimii i¢in ilk olarak ¢6ziim bdlgesinin ayristirmasinin

yapilmast gerekir. Bunun i¢ini = 0,1, ..., Nvej = 0,1, ... olmak lizere



x; =a+ih ve t]=]k

olacak sekildeki (x;,t;) grid noktalar: olusturulabilir. Burada h ve k sirasiyla konum

ve zaman i¢in aralik uzunluklaridir.

Spline fonksiyonlar, uygun baza sahip sonlu boyutlu lineer uzay olduklarindan ve
¢ozlim bolgeleri tizerinde siirekli her fonksiyonun istenilen dereceden bir spline ile
temsil edilebilir olmasindan hareketle; tanimlanan bu grid iizerinde polinom olmayan

kiibik spline fonksiyonlar {1, x, sinwx, coswx} bazi yardimu ile
P;(x,t;) = a;(t;) cosw (x — x;) + bi(t;) sinw(x — x) + ¢;(t;)(x —x) + di(t;)  (3.2)

seklinde olusturulabilir. Burada w, spline fonksiyonun trigonometrik kismina ait
siklik parametresidir ve nlimerik yontemin dogrulugunu artirmak i¢in kullanilir. a;,

b;, c;, d; ise belirlenmesi gereken, zamana bagli parametrelerdir.

uij = u(xl-,tj) fonksiyon degerine ve ayni noktadaki ikinci tiireve yapilan spline

yaklagimlart sirasi ile Z l] ve Sij ile gosterilirse

P(xt) =27
Pi(xivn t;) =2/,
P(xt) =
P (xis1t) = sl

esiklikleri yazilabilir. Bu esitliklerin (3.2) spline fonksiyonunda kullanilmasi ile
a; = al-(tj), bi = bl(t]), C; = Ci(tj)' di = dl(tj)

ve

olmak tzere
a; + di = Zj

a;cosf + b;sinf + c;h +d; =2},

—aqw? =g/
. _cJ
—a;w?cos B —b;w?sinf =S4
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denklemleri bulunur. Bu dort denklem, zamana bagli bilinmeyen parametrelerine

gore coziiliirse

h? .
j
a’i = _ﬁ Si
b = hz(cosﬁSij —SijJr1
L 02 sin 6
o = (Zi]+1 B ZL]) + h(SiJ+1 B Sz])
L h 62
h? .
di = ﬁsl

elde edilir. Diger yandan her bir bolinme noktasinda (3.2) kiibik spline

fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevi siirekli olacagindan
P{(xit;) = Py (%0 1))
esitligi saglanir. Bu esitlik (3.2) yaklagimu ile birlikte kullanilirsa
biw+c¢; = —a;_qwsin + b;_jwcosO + c;_4 (3.3)

bulunur. (3.3) ifadesinde yer alan a;, b;, c;, d; parametreleri yerine esitlerinin

yazilmasi ile

hzw(cosesij—Si{Ll)_l_(Z.j -z n(sl,,-s))

i+1 i+1
62 sin 6 h ol 92
= hZ_ij sinf + Waw(cos0 5., = /) cos6 + (2 - 2i..) + h(s{ = Si.,)
- g2 T 6% sin h P

ifadesi elde edilir. Gerekli sadelestirme ve diizenlemeler yapilirsa bu son ifade, i =

1,2,..,N — 1 olmak lizere

Al

J j  _ j
iv1—2Z; +Z;_; = as;

i+1

+BS] +as] | (3.4)

bagintisini netice verir. Burada a ve  parametreleri

B h?2 h? 3 2h2c039+2h2
“=gsng o ¢ P="sme Toz
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seklindedir. Bu noktada, 6 — 0 igin (3.4) bagintisinin standard kiibik spline
bagintisina doniistiigiine dikkat ¢ekilebilir.

Kiibik spline enterpolasyonunun bir sonucu olarak (3.4) bagintisi, u u(xl,t)
fonksiyonuna ve bu fonksiyonun ikinci tlirevine yapilan yaklasimlar arasindaki

iligkiyi ortaya koymaktadir. Benzer iliski (3.1) ile verilen Schrodinger denklemi

iizerinden de elde edilebilir. Buna gore; Sl 1 S] ve Slj , lle gosterilen ikinci tiirev
yaklagimlari, (3.1) denklemi kullanilarak
07/ 07/ Co2
J
Siy1 = a;;l = <_q alt+1 Ilzi]+1| Zi]+1>
27] aZ.j
s/ 297 =< q—+ 1|Zl’|Zf>
D2 dat

seklinde bulunur. Burada yer alan zamana gore kismi tiirevler i¢in

0

J j-1
i AT
Jat ! k

2
seklindeki ileri fark yaklasimi kullanilir ve lineer olmayan [ |Z 1] | terimi i¢in

M =1zl
kabiil edilirse
Sy = T2 =ZD) g1
R
Sij—l = _q(Zij k_ Z] 11) Mlj 1le 1

esitlikleri bulunur. Boylece, ul’ = u(x;, ¢;) fonksiyonuna ve bu fonksiyonun ikinci

tirevine yapilan yaklasimlar arasindaki iliski Schrodinger denklemi iizerinden de

elde edilmis olur. Bu iki sonug¢ birlikte degerlendirilirse, yani elde edilen son
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esitlikler (3.4) denkleminde yerine yazilirsa, i =1,2,..,N—1 ve j=0,1,..

olmak uzere

Azl +BZI vzl = Az Bz T v izl (3.5)

i+1 i+1

tekrarli bagintis1 elde edilir. Burada yer alan katsayilar

Al-=k+qa+kaMij_1 4} = qa
B; = =2k + qB + kM’ Bi = qf
C; =k +qa+ka M, C; =qa

seklindedir.

3.1.1 Baslangic¢ ve sinir kosullarinin adaptasyonu
(3.5) tekrarli bagintisinda iterasyona baslayabilmek i¢in baslangic ¢oziimlerinin

bilinmesi gerekir. (3.1) denkleminin baslangi¢ kosulu geregi
Z}=f(x), i=01- N
olacaktir. Diger yandan (3.5) sisteminde N — 1 denklem N + 1 bilinmeyen vardir.

Bu sistemin ¢oziilebilmesi i¢in iki tane bilinmeyenin sistemden elimine edilmesine

ithtiya¢ vardir. Bunun i¢in (3.1) denkleminin sinir kosullar1 kullanilabilir. Buna gore

du(a,t)
=0, t=>t
0x 0
siir kosulu i¢in ileri fark ve
du(b,t)
=0, t=>t
0x 0

siir kosulu i¢in de geri fark yaklagimlar: kullanilirsa

9z’ z] - 7] L
— = =02z =7
Ox | h L 0

=Xq
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YA zl -7l . L
= NN g szl =7
6xx h

=xN

esitlikleri bulunur. Boylece (3.5) cebirsel denklem sistemi

DZ/ = D*Z/1 (3.6)

seklinde matris denklemi olarak yazilabilir. Buradaki matrisler

Ai + Bl Cl
A’Z BZ CZ
A3 B3 C3
D = . . . ’
AN*Z BN*Z CN*Z
AN—l BN—l CN—l
Ay By +Cy

7) = [Zj,Zg,---,Z]J\',_l]T,

A B C
D*: AZ BZ CZ
A By Cy

ve

2t = (2727 2]

seklindedir. Boylece aranan ¢oziimler her bir zaman adiminda (3.6) matris

denkleminden iteratif olarak hesaplanabilir.
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. . 2
Lineer olmayan Ml.] =1 |Z 1] | terimi ic¢in her bir zaman adiminda bir 6nceki zaman
adimindan elde edilen degerler kullanilarak Ml.j icin bir ilk yaklasim bulunup, bu

yaklagimin bir yeni yaklagim tekrar kullanilmasi ile hesaplama yapilacaktir.
3.2 Kesme Hatasi

Niimerik yontemin kesme hatasi, (3.5) tekrarli bagintisindaki yaklasik ¢oziimler

yerine analitik fonksiyonun yazilmasi ile elde edilir. Buna gore kesme hatasi,
T) = (k + qa + kaM]_)u]_, + (—2k + qB + kpM] )u!

+(k + qa + kaM,, Jul,, — @@edulZ] — @Bui ™ — (qadul;

JES T Y s T
w!";, u!T, ull, terimleri (x;,t;) noktast

J

seklindedir. Buradaki u/ ,, u/,

civarinda Taylor serisine acilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

Jj = h2 h* .
T 2(k+qa)<1+?D§+ID,‘§+m>ui]

. h2 h* h® .
+(—2k + qP)u! + 2(ka) <1 + ?DJ% +ZD,‘; +5D’§ + ---)6{

+(kB)S! — (qa) [1 + (—kD, — hD,) + % (—kD, — hD,)? + --- ] uu!

k k? 5 k3 3 j
—(qB) R TE R TR: _EDt Ty

1 .
—(qa) (1 + (=kD; + hD,) + 5(_th + hD,)? + ---)u!

L

elde edilir. Burada &/ = 6(x;,t; ) = (Mw)! = (I|u|?> x w)/ ifadesi lineer olmayan
terim i¢in kullanilmistir. Bu terim (3.1) Schrédinger denkleminden cekilerek kesme

hatasinda yerine yazilirsa

2 4

j h® 4 j J
T/ = 2(k+qa)(1+—;D7 + 7Dy + - Juj + (=2k + qB)y;

h? h* h6
— D24 _pio_pné ...
+2(ka) <1 + 57D + 57D+ DY+ )

x (—qD, — D2)u! + (kB)(—qD, — D2)u!
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h? h3 .
—hD, +ED,§ —503 + ---)u!

h? h3 h* ;
—(ch)<hD +57 D2+3|D3+4'D4+ )u{

a2 Qo+ (2wt~ Gt +- o
w2 Qo 30wt 1)

-1 /7 1 /8 1 /9 )
—(2qah®) (7(6) kD, + 8'(6) k%D? —a<6> k3D} +~-->D,? {_

k3D? + ) Diu)

bulunur. Bu son ifadede ortak terimler birlikte dikkate alinir ve diizenlemeler

yapilirsa

; h? h?

J_ 2 _p_ 2,.J 2 _ 4] 4 _ 6,7

T) = k(h*—p —2a)Dgu; + 2kh <4' 2'>D u; + 2kh <6' 4|>D
2

h
+2kh® <§ - a) D8u’ + = q(B + 2a)

k? k3 k* i
2| Dt _th +IDt * ul

1 /4 1/5 1 ;
DA

1 1 1 .
anan (33t 5 CJwon s (e ot -

elde edilir. Hesaplanan bu kesme hatasinin bir sonucu olarak asagidaki durumlar
sOylenebilir:
i) f + 2a = h? igin niimerik ydntemin kesme hatas1 O(kh? + k2h?) dir.

i) B+2a=h*’vea= 2!52 + k2h?) dir.
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3.3 Kararhlik analizi

Sunulan niimerik metodun kararlilik analizi, von-Neumann yontemi ile yapilabilir.
Bu yontemin uygulamasinda, (3.1) Schrodinger denkleminde yer alan lineer olmayan
terim i¢in kullanmilan M;,,, M;, M;_; ifadeleri birer yerel sabit olarak diisiiniilerek

her biri yerine d* parametresi kullanilacaktir.

von-Neumann analizinde,
7zl = Uexp(qoih) (3.7)

seklindeki Fourier modu (3.5) tekrarli bagintisinda yerine yazilir ve buradan elde
edilecek ¢ biiylime ¢arpaninin mutlak degerce 1 den kiigiik esit olmasi istenir. Yani

niimerik yontemin kosulsuz kararli olabilmesi i¢in |{| < 1 olmasi gerekir. Burada, ¢

dalga sayis1, ¢ = v—1 sanal birim ve h ¢6ziim bolgesindeki aralik uzunlugudur.

Buna gore, (3.7) esitligi (3.5) tekrarli bagintisinda yerine yazilir ve sadelestirmeler

yapilarak ifade diizenlenirse

_ Avexp(—q¢) + B; + (i exp(q9)
A; exp(—=q¢) + B; + C; exp(q¢)

(3.8)

bulunur. Kompleks analizden bilinen exp(q¢) = cos¢ + gsin¢ esitligi burada
kullanilirsa (3.8) ifadesi

(G +A)cosp +B; +q(C —A))sing
~ (C;+4)cosp + B; +q(C; — A;) sin

3.9)

halini alir. Buradaki 4;, B;, C;, A;, B;, C katsayilari yerine degerleri yazilirsa

_ (2qa) cos ¢ + (qP)
2k + 2qa + 2kad*) cos ¢ + (—2k + qf + kBd*)

{ (3.10)

elde edilir.
o=2acos¢p+pf
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ve
7o = (2k + 2kad*) cos ¢ + (—2k + kBd*)
kabul edilirse (3.10) esitligi

qo
T9 + qO

(=

halini alir. Bu ise kararlilik i¢in gerekli olan

o2
= <1
il 12 + 02

sartinin saglandigin1 gosterir. Boylece dnerilen yontem, kosulsuz kararli olur.

3.4 Test problemleri

Bu kisimda, sunulan niimerik yontem iki farkli problem kullanilarak test edilecektir.

Y 6ntemin dogrulugunu arastirmak igin

e analitik __ , numerik il analitik _ , nimerik
Lo = ||u u | = m]ax|uj uj |
N
L, = ||uanatitik _ ynumerik|| = hZ|uqnalitik _ mimerik|?
2 ] ]
i=0
hata normlar1 kullanilacaktir.
Schrédinger denkleminin korunum sabitleri
[ee]
C1 = J |U|2dx
—o00
©o
C, = U,|? ! Ul*|d
2= | (U =5 101*) ax
— 00

seklindedir ve bu sabitler sirasiyla bir parcacigin yogunluk ve enerjisine karsilik
gelir. Test problemleri ¢alisilirken bu sabitler de hesaplanacaktir. Hesaplamalarda,
yukaridaki integraller icin ilgili ¢6ziim bolgesi iizerinde Simpson kurali

kullanilacaktir.
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(3.1) Schrodinger denklemi, kompleks degiskenli bir kismi diferensiyel denklem

oldugu i¢in hesapalamarda reel ve sanal kisimlar

u(x,t) = Tanaitick + 9Sanaiitic
Zi] = Thimerik + qSnimerik
seklinde ayrilacaktir.

3.4.1 Problem 1: Tek soliton hareketi

(3.1) Schrodinger denkleminin bir analitik ¢ozimii
’26
u(x,t) = T exp[q(0,5¢cx — (0,25¢% — §)t)]xsech (\/S(x — ct)) (3.11)

seklindedir. Bu ¢6ziimiin modiilii, ¢ hiziyla hareket eden bir tek soliton dalga
hareketini modeller.

Bu problemin baslangi¢ kosulu, analitik ¢éziimde t = 0 alindiginda

u(x,0) = \/{—6 exp[q(0,5¢cx)] sech(\/gx)

olarak bulunur. Problemin sinir kosullar
du(a,t) du(b,t) 0
0x dx ’
seklindedir. Burada § € R dir.

t=0

(3.11) ¢oziimiinde
=1, c=01 ve 6=0.01
parametre segimleri ile farkli zamanlar igin hesaplanan L,, ve L, hatalar ile C; ve
C, korunum sabitleri hesaplanmistir. Yontemde kullanilacak niimerik parametreler
h2
=T

seklinde alinmistir. Tek soliton dalgasi i¢in hesaplanan hata ve korunum degerleri

B =h?-2a

Cizelge 3.1 ile verilmistir. Bu g¢izelge incelendinde, elde edilen sonuglarin yeterli

e

dogrulukta olduklar1 ve korunum sabitlerinin ¢ok az degistigi goriilmektedir.
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Cizelge 3.1: Tek soliton i¢in hata ve korunum degerleri

t Lo, X 10* L, x 10* C, C,

0.0 0.000000 0.000000 0.400000 -0.000337
10 0.684504 1.964806 0.399821 -0.000337
25 1.934547 5.556177 0.399553 -0.000336
50 3.940301 12.24899 0.399109 -0.000336
75 5.858207 19.18296 0.398667 -0.000335
100 7.861934 26.61053 0.398226 -0.000334

Tek soliton hareketinin grafik iizerinde incenlemesi i¢in niimerik ¢oziimlerin

modiilleri, baz1 farkli zamanlarda c¢izilerek Sekil 3.1-5 ile verilmistir. Korunum

sabitlerindeki degisim ise Sekil 3.6 da goriilmektedir. Sekil 3.5 incelendiginde,

niimerik yontemin soliton hareketinin diizglin modellendigi fakat dalganin genliginde

cok kiiciik kayiplarin oldugu goriilmektedir.

0.16 —

0.12 —

|U | 0.04 —|

-0.08

Sanal

Reel

Soliton

-80

Sekil 3.1: Tek soliton hareketi t =0
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0.16 —

______ Sanal
| Reel
Soliton t=10
0.12 —
0.08 —
Ul 1
0.04 —
0 —
oo ' I ' I ' I |
-80 -40 0 40
X
Sekil 3.2: Tek soliton hareketi t = 10
0.16 —
______ Sanal
i Reel
Soliton
0.12 —
0.08 —
Ul
0.04 —|
0 —
oo ' I ' I ' I |
-80 -40 0 40 80

Sekil 3.3: Tek soliton hareketi t = 50
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Sanal

Reel

Soliton

004 ' T ' T ' T ' |

-80 -40 0 40 80

Sekil 3.4: Tek soliton hareketi t = 100

0.16 —

t=0, 25,50, ..., 200

0.12 —

|U | 0.08 —

0.04 —

-80

Sekil 3.5: Tek soliton hareketi
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0.4

0.3 —

0.2 —

0.1 —

Korunum Sabitleri

B I e e e

Sekil 3.6: Korunum sabitlerindeki degisim

Ayni ¢ozlim parametreleri ile t = 10 zamanindaki ¢dziimlerin reel ve sanal kisimlari
icin baz1 konum noktalarinda hesaplanan degerler Cizelge 3.2 ile verilmistir. Ayrica
reel ve sanal kisimlara iliskin ¢oziim profilleri Sekil 3.1-5” de verilmistir. Reel ve
sanal kisimlara iligkin niimerik degerler ile analitik sonuglarin 1yi bir uyum igerisinde
oldugu Cizelge 3.2° de goriilmektedir. Hesaplanan bu degerlerle ortaya c¢ikan hata
biiyiikliikleri i¢in Cizelge 3.3 olusturulmustur.
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Cizelge 3.2: Coziimlerin reel ve sanal kisimlari i¢in t = 10 anindaki degerler

x Tanalitik Tnimerik Sanalitik Sniimerik
-80 -0.000061 -0.000096 0.000061 0.000046
-70 -0.000224 -0.000220 0.000065 0.000069
-60 -0.000620 -0.000619 -0.000136 -0.000136
-50 -0.001300 -0.001301 -0.001133 -0.001132
-40 -0.001625 -0.001627 -0.004395 -0.004395
-30 0.001847 0.001843 -0.012581 -0.012583
-20 0.020537 0.020531 -0.027252 -0.027259
-10 0.077218 0.077218 -0.034948 -0.034922

0 0.140322 0.140277 0.010544 0.010555

10 0.082814 0.082827 0.053667 0.053614
20 0.019685 0.019681 0.036396 0.036405
30 -0.000065 -0.000071 0.015516 0.015518
40 -0.002765 -0.002767 0.005011 0.005010
50 -0.001777 -0.001778 0.001130 0.001130
60 -0.000773 -0.000773 0.000052 0.000052
70 -0.000259 -0.000258 -0.000120 -0.000114
80 -0.000062 -0.000079 -0.000084 -0.000124
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Cizelge 3.3: Reel ve sanal kisimlar i¢in t = 10 anindaki hatalar

x  Reel Kisim Hatas1 X 10° Sanal Kisim Hatas1 X 10°

-80 3.473782 1.498691
-70 0.415392 0.361549
-60 0.006219 0.053272
-50 0.057046 0.036093
-40 0.180958 0.012725
-30 0.433780 0.191622
-20 0.658627 0.661059
-10 0.004973 2.606262

0 4.470794 1.063570
10 1.339754 5.339433
20 0.423022 0.879486
30 0.545318 0.174340
40 0.217209 0.048315
50 0.062214 0.054905
60 0.019936 0.007439
70 0.042050 0.556746
80 1.692754 4.013851

Niimerik hesaplamalarda ¢6ziim bolgesi olarak ilk 6nce [—60, 60] aralig1 alinmustir.
Bu aralik iizerinde yapilan hesaplamalar i¢in ¢ = 10 aninda ortaya ¢ikan mutlak
hatalarin grafigi Sekil 3.7° de goriilmektedir. Bu grafikten de goriildiigii iizere
maksimum hata sinir noktasinda ortaya ¢ikmaktadir. Bu durumu diizeltmek icin
¢oziim bolgesi [—80,80] araligina genisletilmistir. Boylece, sinir noktasinda olusan
maksimum hata kii¢liltiilmiistiir. Bu yeni aralik iizerindeki mutlak hatalarin grafigi

Sekil 3.8 ile verilmistir.
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0.0004 —
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I
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X

Sekil 3.7: Tek soliton i¢in [—60, 60] araligindaki hata

8E-005 —
t=10
S 6E-005 —
<
T
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8
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S
S 4005 —f
2E-005 —
0 \/\AA I_,_\-\ al
T I T I T I T
-80 40 0 40 80

X
Sekil 3.8: Tek soliton i¢in [—80, 80] araligindaki hata
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3.4.2 Problem 2: IKi solitonun carpismasi
(3.1) Schrodinger denklemi igin
u(x,0) = U;(x,0) + U,(x,0)

olacak sekildeki bir baslangi¢ kosulu, uygun U; ve U, fonksiyonlar1 ile zit yonde
hareket eden iki soliton dalgasinin ¢arpismasini modeller. Bu modelde iki soliton

dalganin baslangi¢ profilleri
2
U,(x,0) = al\/; exp[q0,5¢; (x — x1)]x sech (a;(x — x;1)) (3.12)

U,(x,0) = azﬁexp[qO,Scz (x — x5)]xsech (ay,(x — x3)) (3.13)

fonksiyonlart ile verilir. (3.12) ve (3.13) esitliklerinin mutlak degerleri, asagidaki
parametre secimleri ile Dbaglangicta x = x; Ve x= x, noktalarina
konumlandirilmis, ¢; ve c, hizlan ile birbirlerine dogru hareket eden iki 6zdes

soliton dalgasini verir.
Niimerik hesaplamalar i¢in (3.17) ve (3.18) esitliklerinde yer alan parametreler
a;=1¢,=4, x,=-10 ve a,=1, ¢c; =—-4, x, =10

seklinde secilmistir. Ayrica

N =

alimustir.

Sekil 3.9-14 ile verilen ¢6ziim profillerinde sirasiyla t =1, t =2, t = 2.5, t = 3,
t =4 ve t =05 zamanlarinda iki dalganin durumlarn gorilmektedir. Sekil 3.9-14
incelendiginde zit yonlii bir carpigsma sonrasinda her iki solitonun da seklini ve hizim
degistirmeden hareketine devam ettikleri goriilmektedir. Bu noktada, Onerilen
yontemin soliton carpismasini modelleyebildigi sdylenebilir. Diger yandan, Sekil

3.13 ve Sekil 3.14 incelendiginde, ¢arpisma sonrasinda dalgalarin genliklerinde
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kiigiilme géze ¢arpmaktadir. Bu durum niimerik yontem i¢in negatif bir durum olarak

not edilebilir.
l —
i t=1
0.8 —
0.6 —
U A
0.4 —
0.2 —
E ' I ' I ' I ' |
-20 -10 0 10 20
X
Sekil 3.9: Iki soliton carpismasi, t = 1
l —
08 — t=2
0.6 —
A
0.4 —
0.2 —
0 T T T I T T T |
-20 -10 0 10 20

Sekil 3.10: Iki soliton carpismasi, t = 2
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t=25

1.6 —

1.2 —
Ul

0.8 —

0.4 —

-20 -10 0 10

Sekil 3.11: Iki soliton ¢arpismasi, t = 2.5

0.8 —

0.6 —

Ul

0.4 —

0.2 —

-20 -10 0 10

Sekil 3.12: Iki soliton carpismasi, t = 3
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U]

U]

0.8 —

t=4
0.6 —
0.4 —
0.2 —H
0 ' | ' | ' | ' |
-20 -10 0 10 20

Sekil 3.13: Iki soliton garpismasi, t = 4

0.8 —

0.6 —

0.2 —

-20 -10 0 10 20

Sekil 3.14: Iki soliton carpismasi, t = 5
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Zit yonde hareket eden 6zdes iki soliton g¢arpismasi problemine iligskin hesaplanan
korunum sabitleri Cizelge 3.4 ile verilmistir. Bu ¢izelgeye bakildiginda, 6zellikle
C, sabitinde hizli bir degisim goriilmektedir ve bu degisim, yontem igin bir
dezavantajli durumdur. Cizelgede goriilen C, sabitinin t = 3 anindaki degisimi,
carpisma anindaki bir degisime isaret etmektedir. Carpisma sonrasinda tekrar bir

dengelenme oldugu t = 4’ deki deger ile goriilmektedir.

Cizelge 3.4: Iki soliton carpismasinda korunum degerleri

t C, c,

0 4.00000 -1.350420
1 3.73655 -1.097470
2 3.51199 -0.683618
3 3.34465 -0.363218
4 3.17331 -0.668007
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4. SONUCLAR

Bu tez calismasinda lineer olmayan zamana bagli kiibik Schrodinger denkleminin
niimerik ¢o6ziimleri, polinom olmayan kiibik spline enterpolasyonu kullanilarak
incelendi. Problemin zamana gore tiirevli terimi i¢in ileri fark yaklagimi kullanilarak
Schrédinger denklemi, ardisik iki zaman adimini igeren bir tekrarli bagint1 haline

getirildi.

Niimerik yontemin yerel kesme hatasi kullanilarak polinom olmayan kiibik spline

bagintisinda ortaya ¢ikan « ve [ parametrelerinin optimum se¢imleri yapildi.

von-Neumann teknigi kullanilarak niimerik yOntemin kararligi incelendi ve
coziimlerdeki biiylime faktoriiniin mutlak degerce 1’ den kiiciik oldugu bulundu.

Boylece yontemin kosulsuz kararli oldugu ifade edildi.

Sunulan niimerik yontem, ilk olarak tek soliton dalga problemi iizerinde test edildi ve
analitik ¢oziim kullanilarak hesaplanan hata biiyiikliikleri ile Schrodinger
denkleminin yogunluk ve enerjiye karsilik gelen korunum sabitleri hesaplandi.
Denklemin ¢oziimlerinin modiilii ile reel ve sanal kisimlar ayni sekiller {izerinde
farkli zamanlar i¢in resmedildi. Zaman siirecinde dalganin ilerlemesi ile maksimum
hatanin smir noktasinda olustugu durumda, ¢6ziim bolgesi genisletilerek bu hata
azaltildi. Elde edilen sonuglar incelendiginde, onerilen yontemin tek soliton hareketi
icin dogrulugu yiiksek, yogunluk ve enerji sabitlerini koruyan ve tavsiye edilebilir bir

yontem oldugu sdylenebilir.

Ikinci olarak ise zit yonde hareket eden iki 6zdes soliton dalgasimin carpismasi
incelendi. Bu problem igin de ilgili korunum sabitleri hesaplandi. Elde edilen
sonuclarin grafikleri verilerek carpisma Oncesi, carpigsma ani ve g¢arpisma sonrasinda
dalgalarin profilleri gézlendi. Verilen sekiller incelendiginde, ¢arpigma sonrasinda da
dalgalarin sekillerini koruyarak hareketlerine devam ettikleri goriildii. Diger yandan
niimerik yontem i¢in bir negatif durum olarak, c¢arpisma sonrasinda dalgalarin

genliklerinde bir miktar kii¢iilme oldugu gozlendi.



Sonug olarak, Schrédinger denkleminin niimerik ¢oziimlerinde, soliton dalga
profillerinin olusturulmas1 ve dalga carpismasinin modellenmesinde polinom
olmayan kiibik spline enterpolasyonunun yeterli dogrulukta sonuglar ortaya koydugu
sOylenebilir. Yontemin uygulama kolayligi ve hesaplama maliyeti agisindan
ekonomik olmasi da bir avantajdir. Ote yandan, « ve B parametrelerinin varlig ve
bu parametre segimlerinin yapilabilmesi igin teorik analizlerin gerekliligi polinom

spline yaklasimina kiyasla bir dezavantaj olarak ifade edilebilir.
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