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ÖZET 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

Özgür ÖKCÜ 

 

İstanbul Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Fizik Anabilim Dalı 

 

Danışman : Prof. Dr. Ekrem AYDINER 

 

Bu tezde, öncelikle Joule-Thomson (JT) etkisi Reissner-Nordström-AdS (RN-AdS) 
karadelikleri için çalışılmıştır. Reissner-Nordström-AdS karadelikleri için sadece alt 
inversiyon eğrisinin bulunduğu gösterilmiştir ve van der Waals sistemlerinden farklı 
olarak bu eğri belirli bir noktada sonlanmamaktadır. Soğuma ve ısınma bölgeleri 
gösterilmiştir. Ayrıca olay ufkunun olmadığı çıplak tekilliğin JT genleşmesi için anlamlı 
olmadığı gösterilmiştir. İkinci olarak termal dalgalanma etkileri RN-AdS karadelikleri 
için çalışılmıştır. Bazı yeni termodinamik nicelikler elde edilmiştir ve hem analitik hem 
de nümerik olarak P-V kritiği termal dalgalanmaların varlığında incelenmiştir. Termal 
dalgalanmaların etkileri küçük karadelikler için kayda değerdir ve karadelikler belirli bir 
olay ufku değerinin altında var olmayabilirler. Kritik üsteller küçük termal dalgalanmalar 
için hesaplanmıştır. Son olarak, Tsallis-Renyi entropi modeli RN karadelikleri için 
düşünülmüştür ve  bazı yeni termodinamik nicelikler elde edilmiştir. Faz geçişi AdS 
eğrilik yarıçapına benzeyen λ  nedeniyle incelenmiştir. 

Aralık 2016, 90 sayfa. 
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In this thesis, firstly Joule-Thomson (JT) effects for Reissner-Norström-AdS (RN-AdS) 
black holes were studied. It was showed that there is only a lower inversion curve for RN-
AdS black holes and this curve does not terminate any certain point, unlike van der Waals 
system. Cooling and heating regions were shown. It was also denoted naked singularity 
which is not sensible for JT expansion due to the lack of event horizon. Secondly, thermal 
fluctuations effects were studied for RN-AdS black holes. Some new thermodynamic 
quantites were obtained and both analytically and numerically P-V criticality was 
investigated in the presence of thermal fluctuations. Thermal fluctuations effects are 
remarkable for small black holes and black holes may not exist under a certain value of 
event horizon. Critical exponents were computed for small thermal fluctuations. Finally, 
Tsallis-Renyi entropy model was considered for RN black holes and some new 
thermodynamic quantities were obtained. Phase transition was investigated due to λ 
parameter which is simulating the AdS curvature radius. 
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1. GİRİŞ 

1970’li yıllarda karadelik termodinamiği alanında ardı ardına meydana gelen keşifler 

karadeliklere bakış açımızı büyük ölçüde değiştirmiştir. Özellikle kuantum gravitasyon 

teorisinin doğasını anlamamızı sağlayacak ilk ipuçlarını bize sağlamıştır. Karadelik 

termodinamiği; gravitasyon teorileri, parçacık fiziği, istatiksel fizik gibi teoriler arasında 

temel bir takım ilişkiler oluşturulması açısından oldukça önemlidir. 

Karadeliklerin de genel bir termodinamik sistem gibi bir sıcaklığa ve entropiye sahip 

olabileceğini gösteren ilk çalışmalar (Bekenstein, 1972; Bekenstein, 1973; Hawking, 

1974; Hawking, 1975) 1970’li yılların başında yapılmıştır. Günümüze kadar karadelik 

termodinamiği konusunda çok sayıda çalışma yapılmıştır. Bu çalışmalar sayesinde 

karadeliklerle genel termodinamik sistemler arasındaki benzerliğin sadece sıcaklık ve 

entropi ile sınırlı olmadığı görülmüştür. Kısaca karadelik termodinamiği yasaları şöyle 

ifade edilebilir (Dolan, 2015): 

a) Olay ufku üzerinde yüzey gravitesi / sabittir. 

b) 0, 1, � ve 2 sırasıyla açısal momentum, açısal hız, yük ve elektrik potansiyeli 

olmak üzere karadelik termodinamiğinin birinci yasası aşağıdaki gibi ifade edilir: 

34 = 
3� + 130 + 23�                       (1.1) 

c) Herhangi klasik bir süreç için olay ufkunun alanı asla azalmaz. 

d) Sonlu sayıda adımla / = 0 durumuna ulaşmak mümkün değildir. 

Karadeliklerin termodinamik bir sistem olarak düşünülmesiyle faz geçişi gibi 

karakteristik olayların meydana gelmesini beklemek doğaldır. Özellikle AdS 

uzayzamanındaki karadelikler için zengin faz geçişi yapıları tanımlamak mümkündür. 

AdS uzayzamanındaki karadeliklerle genel termodinamik sistemler benzer davranışlar 

sergilemektedirler. Bu karadeliklerin termodinamiği üzerine ilk çalışmayı Hawking ve 

Page (1983) yapmıştır ve Schwarzschild-AdS (yüksüz ve dönmeyen) karadelikleri ile 

termal AdS uzayı arasında bir faz geçişi bulmuşlardır. Reissner-Nordström-AdS (yüklü 
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ve dönmeyen) karadelikleri için ilk defa van der Waals sıvı-gaz faz geçişine benzer faz 

geçişi Chamblin ve diğ. (1999a, 1999b) tarafından gösterilmiştir.  

Son yıllarda kozmolojik sabitin bir termodinamik değişken olarak düşünülmesi, bu 

benzerlikleri fiziksel olarak daha anlamlı hale getirmiştir.  Özellikle kozmolojik sabitin 

basınç � = − 678 ve eşlenik niceliğinin de termodinamik hacim ile ilişkilendirilmesi vdW 

sıvı-gaz faz geçişleri ile RN-AdS birinci mertebeden küçük-büyük karadelik faz geçişleri 

arasındaki benzerliği daha uyumlu bir hale getirmiştir (Kubiznak ve Mann, 2012). 

Aslında değişen kozmolojik sabit fikri yeni değildir (Henneaux ve Teitelboim, 1984; 

Henneaux ve Teitelboim, 1989; Teitelboim, 1985).  Daha sonraki çalışmalarda (Caldarelli 

ve diğ., 2000; Kastor ve diğ., 2009; Rubio, 2007; Sekiwa, 2006; Shuang ve diğ., 2006) 

kozmolojik sabitin ve eşlenik niceliğinin karadelik termodinamiğinin birinci yasasında 

düşünülmesinin daha iyi sonuçlar vereceği önerilmiştir. Özellikle kozmolojik sabitin 

sıfırdan farklı olduğu karadelik çözümleri için Smarr ilişkisinde (Smarr, 1973) uyumluluk 

değişen kozmolojik sabit fikriyle sağlanmaktadır. Ayrıca kozmolojik sabit ve eşlenik 

niceliğinin sırasıyla basınç ve hacim ile ilişkilendirilmesi, karadelik termodinamiğinde 

kütleyi doğrudan entalpiyle eşitlememize imkan tanır (Kastor ve diğ., 2009).  

Karadelik termodinamiğinin birinci yasasında basıncın ve hacmin yer alması genel 

termodinamik sistemlerde geçerli olan olayların karadeliklerde de araştırılması için zemin 

hazırlar. Örneğin; karadeliklerin sıkıştırılabilirliğini ve hatta ses hızını (Dolan, 2011a) ve 

özel ısı çevrimlerini (Johnson, 2014) düşünmek mümkündür. 

Faz geçişi, kritik olaylar, karadeliklerin sıkıştırılabilirliği ve ısı çevrimi gibi olayların 

uygulanabilirliği genel termodinamik sistemlerde geçerli olan diğer olayların da 

karadeliklere uygulanıp uygulanmayacağını akla getirmektedir. Bu nedenle biz bu tez 

çalışması boyunca RN-AdS karadelikleri için Joule-Thomson etkisini, termal 

dalgalanmaların etkilerini ve düz uzayzamandaki RN karadelikleri için Tsallis-Renyi 

entropi modelinin etkilerini inceleyeceğiz. Özetle tezin organizasyonu şu şekildedir: 

İkinci bölümde öncelikle değişen kozmolojik sabit fikri ile ortaya çıkan genişletilmiş faz 

uzayı kavramı ve kozmolojik sabit durumunda entalpinin kütle ile eşleştirilmesi 

tartışılacaktır. Kozmolojik sabitin basınçla ilişkilendirilmesine değinilecektir. Smarr 

ilişkisinin türetildiği Euler Teoremi ve ölçeklendirme yöntemi anlatılacaktır. Durgun ve 
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dönen karadeliklerin termodinamik ve geometrik hacimlerinden bahsedilecektir. Daha 

sonra RN-AdS karadeliklerindeki termodinamik olayları daha iyi anlayabilmek için vdW 

sistemlerinin özellikleri ayrıntılı bir şekilde incelenecektir. Özellikle faz geçişi ve kritik 

olaylar, kritik üsteller, Ehrenfest sınıflandırılması, ısı çevrimleri vdW sistemleri için 

tartışılacaktır. Ardından RN-AdS karadelikleri için de aynı tartışmalar yapılacaktır. 

Bölümün sonunda dönen AdS karadelikleri, dS karadelikleri başta olmak üzere diğer 

karadelik çözümleri için yapılan çalışmalardaki faz geçişi ve termodinamik olayların 

özelliklerine kısaca değinilecektir. Üçüncü bölümde ise öncelikle JT olayı anlatılacaktır. 

JT olayının vdW sistemleri için elde edilmesine yönelik matematiksel yapı verildikten 

sonra inversiyon eğrileri, maksimum ve minimum inversiyon sıcaklıkları ile izoentalpik 

eğrilerin elde edilmesi anlatılacaktır. Daha sonra karadelik entropisine termal 

dalgalanmalar nedeniyle gelen katkı incelenecektir (Das ve diğ., 2002). Termal 

dalgalanmanın elde edilmesine yönelik yöntemler ayrıntılı bir şekilde anlatılacaktır. Son 

olarak düz uzayzamandaki Schwarzschild karadelikleri için TR entropi modelinin etkileri 

incelenecektir. Düz uzayzamandaki Schwarzschild karadeliğinin termodinamik 

özellikleri gözden geçirilecektir. TR modelinde elde edilen sonuçlar anlatılacaktır. 

Dördüncü bölümde ise, öncelikle JT olayının RN-AdS karadelikleri için incelenmesi 

yapılacaktır. İnversiyon eğrisi ve izoentalpik süreçler RN-AdS karadelikleri için 

incelenecektir. İzoentalpik süreçlerin tanımlı olmadığı çıplak tekillik durumlarından 

bahsedilecektir. Ardından termal dalgalanmadan gelen katkı diğer termodinamik 

niceliklerde de düşünülecektir. Büyük termal dalgalanma durumunda nümerik ve küçük 

termal dalgalanma durumunda analitik olarak faz geçişi RN-AdS karadelikleri için 

çalışılacaktır. Bu bölümde son olarak TR  modelinin düz uzayzamandaki RN karadelikleri 

üzerindeki etkisi tartışılacaktır. Faz geçişleri hem Chamblin ve diğ. (1999a, 1999b) 

tarafından önerilen yöntemle hem de Kubiznak ve Mann (2012) tarafından önerilen 

yöntemle incelenecektir. Son bölümde ise yaptığımız hesaplar sonucu elde ettiğimiz 

bulgular tartışılarak çalışma sonlandırılacaktır. (Bu tezde � = 9 = : = ; = <= = ħ =? = 1 alınmıştır.) 
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2. GENEL KISIMLAR 

Kozmolojik sabit ve eşlenik niceliğinin dolayısıyla basınç ve hacim değişkenlerinin 

karadelik termodinamiğinin birinci yasasına eklenmesiyle genişletilmiş faz uzayı elde 

edilir. AdS uzayında negatif enerji yoğunluğu H, � basıncıyla H + � = 0 şeklinde 

ilişkilidir. Kozmolojik sabit I ise, H enerji yoğunluğuyla I = 8JH şeklinde verilir. Bu iki 

ilişki kullanıldığında � ile I arasında � = − 678 elde edilir. Eğer karadelik bir K hacmine 

sahipse, içerdiği enerji HK = −�K olur. Dolayısıyla karadeliğin toplam enerjisi 4 = � −�K şeklinde verilir. Bu ifade açık bir şekilde karadeliklerin kütlelerinin entalpiye eşit 

olması gerektiğini söylemektedir (Kastor ve diğ., 2009): 

� = � = 4 + �K                         (2.1) 

PdV terimini de içerecek şekilde (1.1) denklemini tekrar yazalım: 

34 = 
3� + 130 + 23� − �3K                    (2.2) 

(2.1) denklemini kullanarak Legendre dönüşümüyle  

3� = 3� = 
3� + 130 + 23� + K3�                  (2.3) 

birinci yasayı şeklinde verebiliriz. (2.3) denklemine karşı gelen Smarr ilişkisini Euler 

Teoremi (Kastor ve diğ., 2009) ile elde edebiliriz. Euler Teoremi bir O(Q, R) 

fonksiyonunun O(TUQ, TVR) = TWO(Q, R) şeklinde bir ölçeklendirme ilişkisine uyması 

halinde, fonksiyonun ve türevlerinin aşağıdaki ilişkiyi sağlayacağını söyler: 

�O(Q, R) = X YZ[Z\] Q + ^ YZ[Z_] R                     (2.4) 

Şimdi Smarr ilişkisini Kerr-Newman-AdS (yüklü ve dönen) karadelikleri için 

belirleyelim. KN-AdS karadeliğinin kütlesi (Caldarelli ve diğ., 2000) aşağıdaki gibi 

verilir: 
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�(�, �, 0, �) = `abc8decfghei jck8e(lcfghi )me
8b              (2.5) 

Denklem (2.5) için � →  To�, � →  T\�, � →  T_�, 0 →  Tp0 ve � →  Tq� 

ölçeklendirmeleri ile Euler Teoremi kullanılırsa r = 2, Q = −2, R = 1, s = 2 ve t =1 bulunur. Bu durumda kütle fonksiyonu ile kısmi türevleri arasındaki ilişki şöyle ifade 

edilir: 

� = 2 YZuZb ] � − 2 YZuZv ] � + YZuZd] � + 2 YZuZm ] 0                (2.6) 

Denklem (2.3)’den YZuZb ] = 
, YZuZv ] = K, YZuZd] = 2 ve YZuZm ] = 1 olduğu belirlenir ve 

(2.6) denkleminde yerine yazılırsa karşı gelen Smarr ilişkimiz aşağıdaki gibi verilir: 

� = 2(
� − K� + 10) + 2�                      (2.7) 

Karadelik çözümleri farklı parametreler içerebilirler. Bu durumda Smarr ilişkisinin 

sağlanması için değişen kozmolojik sabit fikri tek başına yeterli değildir. Örneğin; 

quintessence ile çevrili karadeliklerde (Li, 2014) normalizasyon faktörü ve eşlenik 

niceliği, Born-Infield-AdS karadeliklerinde (Gunasekaran ve diğ., 2012) elektromanyetik 

alan şiddeti ve eşlenik niceliği, Gauss-Bonnet-AdS karadeliklerinde (Cai ve diğ., 2013) 

Gauss-Bonnet katsayısı ile eşlenik niceliği birinci yasa ve Smarr ilişkisi için 

düşünülmelidir.  

Kozmolojik sabitin eşlenik niceliği de termodinamik hacim ile ilişkilendirilir. (2.3) 

denkleminden termodinamik hacim aşağıdaki gibi verilir: 

K = YZuZv ]d,m,b                            (2.8) 

Denklem (2.8) karadeliklerin hacminin termodinamik bir tanımlamasını vermektedir 

(Kastor ve diğ, 2009). Bu tanımlamanın geometrik hacimle bir ilgisi yoktur. Aslında 

karadeliklerin hacminin geometrik olarak nasıl tanımlanacağı çok açık değildir. Çünkü 

radyal  � koordinatı ile t zaman koordinatı, olay ufkunun içerisinde karakter değiştirirler 

(Misner ve diğ., 1973). Yani � koordinatı zamansaldır. Bu durumda sabit t için alan 

üzerinden � = 0’dan � = ��’ye kadar integral alıp hacmi belirlemek pek uygun değildir. 
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Karadelikler için hacmin nasıl tanımlanabileceğine dair çalışmalar literatürde mevcuttur 

(Ballik ve Lake, 2010; Ballik ve Lake, 2013; Hayward, 1998; Parikh, 2006). 

Yukarıda bahsettiğimiz engele rağmen durgun ve dönen karadeliklerin geometrik 

hacimlerine değinmek önemlidir. Schwarzschild-AdS ve Kerr-AdS (dönen) 

karadeliklerini düşünelim. Schwarzschild-AdS karadelikleri için metrik ifademiz 

aşağıdaki gibi verilir: 

3wx = −O(�)3tx + O(�)3�x + �x(3yx + sinx y 3|x)             (2.9) 

Schawarzschild-AdS çözümü için metrik fonksiyonumuz O(�) = 1 − xuW − 6We
}  ile verilir. 

Alan (Grøn ve Hervik, 2007; Misner ve diğ., 1973) aşağıdaki gibi verilir: 

~��� = � �|���|3y8� � ������3|x8� = ��x � sin y 3y8� � 3|x8� = 4J��x     (2.10) 

Geometrik hacmi, alan üzerinden integre ederek hesaplarsak, 

K� = � 4J�x3�W�� = k} J��}                      (2.11) 

elde ederiz. AdS uzayzamanı için kozmolojik sabit I = − }�e şeklinde seçilir. Burada � 
uzayzamanın eğrilik yarıçapıdır. Bu ifadeden basınç ile eğrilik yarıçap arasındaki ilişki 

aşağıdaki gibi verilir: 

� = }78�e                             (2.12) 

Metrik fonksiyonundan O(��) = 0 için kütlenin çözümü aşağıdaki gibi olur: 

� = W�� (3 + 8J���x)                        (2.13) 

Denklem (2.13) kullanarak termodinamik hacmi hesaplarsak K = YZuZv ]b = k} J��} elde 

ederiz. Geometrik hacim ve termodinamik hacim iki durumda da aynı çıktı. Yukarıdaki 

tartışma yüklü ve durgun karadeliklerde de aynı sonucu verecektir. Şimdi Kerr-AdS 

karadeliklerini inceleyelim. Kerr-AdS karadelikleri için metrik ifademiz aşağıdaki gibi 

verilir: 
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3wx = − ��e (3t − ��� sinx y 3|)x + �e
� 3�x + �e

� 3yx + � ���e ��e (��3t − (Wec��e)� 3|)x   

  (2.14) 

Metrik içerisindeki diğer fonksiyonlar ise aşağıdaki gibi tanımlanırlar: 

� = (�x + ��x) Y1 + We
�e ] − 2��                     (2.15) 

� = 1 − ��e
�e ?�wxy                         (2.16) 

� = 1 − ��e
�e                             (2.17) 

�x = �x + ��x?�wxy                         (2.18) 

� = ��e                              (2.19) 

�� = mu                              (2.20) 

Kerr-AdS karadelikleri için alan aşağıdaki gibi verilir: 

~��� = W�ec��e
� � w��y3y8� � 3|x8� = 4J W�ec��e

�                 (2.21) 

Yukarıdaki ifadeye göre Kerr-AdS karadeliğinin geometrik hacmi aşağıdaki gibi verilir: 

K� = k8} W�(W�ec��e)�                          (2.22) 

Denklem (2.5)  � = 0 için Kerr-AdS karadeliklerinin kütlesini verir. Buna göre Kerr-

AdS karadeliklerinin termodinamik hacmi şöyle verilir: 

K = YZuZv ]b,m = x}8u �� Y� + 7vbe
} ] + 2Jx0x                  (2.23) 

Kerr-AdS karadeliğinin entropisi � = J W�ec��e
�  ve (2.20) eşitlikleri (2.22) denkleminde 

yerine konulursa geometrik hacim aşağıdaki şekliyle verilebilir: 
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K� = k} ��b8 − me(}c7vb)}ue                                            (2.24) 

Dönen karadelikler için termodinamik hacim ve geometrik hacim biribirinden farklıdır. 

Kerr-Newman-AdS karadeliklerinde de benzer sonuçlar elde edilir. Biz çalışmamızda 

karadelik hacminin termodinamik tanımını kullanacağız. 

2.1. VAN DER WAALS HAL DENKLEMİ 

İdeal gaz yasasının genelleştirilmiş şekli olan vdW hal denklemi en çok bilinen ve 

kullanılan hal denklemidir (Berberan-Santos ve diğ., 2008; Goldenfeld, 1992;  Holyst ve 

diğ., 2012; Johnston, 2014; Vent, 2001). Gerçek gazların davranışlarını yaklaşık olarak 

tanımlar. İdeal gaz yasasından farklı olarak moleküllerin büyüklüklerini ve aralarındaki 

etkileşimi dikkate alır. Genelde sıvı-gaz faz geçişlerinin temel özelliklerini tanımlamak 

için kullanılır. Hal denklemi aşağıdaki gibi verilir: 

Y� + �¡e] (� − 9) = <=
                       (2.25) 

� = ¢£ olarak tanımlanır ve akışkanın spesifik hacmi olarak adlandırılır. � > 0 sabiti 

moleküllerin aralarındaki etkileşimin bir ölçüsüyken, 9 > 0  sabiti moleküllerin hacminin 

bir ölçüsüdür. � ve 9 sabitleri deneysel olarak saptanırlar. 

vdW sistemlerinde başta faz geçişi ve kritik üsteller olmak üzere birçok olayı daha iyi 

anlamak için termodinamik potansiyellere, ısı kapasitelerine, hacim genleşmesine ve 

izotermal sıkıştırılabilirliğe değinmek yerinde olacaktır. Sabit parçacık sayısı için, 

Helmholtz serbest enerjisi aşağıdaki bağıntının � üzerinden integrasyonuyla elde edilir: 

3¥ = −�3� − �3
                         (2.26) 

vdW sisteminin Helmholtz serbest enerjisi ile ideal gazınki karşılaştırılarak integrasyon 

sabiti belirlenir. Bu durumda Helmholtz serbest enerjisi 

¥(
, �) = −<=
 Y1 + ln �(¡�¦)§i/e
©  ] − �¡                               (2.27)  
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ile verilir. Burada : gazları karakterize etmek için kullanılan bir sabittir. Yukarıdaki ifade 

kullanılarak Gibbs serbest enerjisi elde edilir: 

;(
, �) = ¥ + �� = −<=
 Y1 + ln �(¡�¦)§i/e
©  ] − �¡ + ��          (2.28) 

(2.26) ve (2.27) numaralı denklemler kullanılarak entropi elde edilir: 

�(
, �) = − YZªZ§]¡ = <= Y«x + ln [(¡�¦)§i/e
© ]]                     (2.29) 

Sabit hacimde ısı sığası aşağıdaki gibi verilir: 

®¡ = 
 YZbZ§]¡ = }¯°x                          (2.30) 

Sabit hacimdeki ve basınçtaki ısı sığaları arasındaki ilişki 

®v − ®¡ = −
 YZvZ§]¡
x YZ¡Zv]§                       (2.31) 

ile verilir. Bu ilişki ve (2.30) denklemi ile sabit basınçtaki ısı sığası elde edilir: 

®v = }¯°x + ¯°l�e±(²³´)eµ°¶´i                          (2.32) 

İzotermal sıkıştırılabilirlik ve hacim genleşmesi sırasıyla aşağıdaki gibi verilir: 

<§ = − l¡ YZ¡Zv]§ = ¡e(¡�¦)e
¯°§¡i�x�(¦�¡)e                              (2.33) 

Tv = l¡ YZ¡Z§]v = ¯°¡e
v¡i��¡cx�¦                      (2.34) 

2.1.1. Faz Geçişi ve Kritik Noktalar 

vdW  hal denklemi için kritik noktalar basıncın spesifik hacme göre birinci ve ikinci 

türevlerinden elde edilir: 

ZvZ¡ = ZevZ¡e = 0                                   (2.35) 

Denklem (2.35)’e göre basıncın spesifik hacme göre birinci ve ikinci türevleri  
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ZvZ¡ = − ¯°§(¦�¡)e + x�¡i = 0                        (2.36) 

ZevZ¡e = − x¯°§(¦�¡)i − ��¡· = 0                                             (2.37) 

ile verilir. Buradan elde edilen kritik noktalar aşağıdaki gibidir: 

<=
� = 7�x¸¦ ,     �� = 39,      �� = �x¸¦e                             (2.38) 

 

 

Şekil 2.1: İzotermal eğrilerin � − � grafiği. Yukarıdan aşağıya sıcaklıklar sırasıyla  1.2
� , 1.1
� , 
� , 0.9
� , 0.8
� olarak alınmıştır. 

 

(2.38)’deki ifadeleri kullanarak sıkıştırma faktörü için evrensel oranı hesaplayabiliriz. 

Tüm akışkanlar için vdW teorisinin öngördüğü evrensel oran  ¹� = vº¡º¯°§º = }7 olur. Bu 

değer � ve 9 sabitlerinden bağımsızdır. Deneysel verilere göre bu oran 0.25 ve 0.35 

sayıları arasında değişmektedir (Greiner ve diğ, 1997). Şekil (2.1)’de � − � düzlemindeki 

izotermal eğriler gösterilmektedir. 
 > 
� sıcaklıkları için eğriler ideal gaz davranışı 

sergilerken, 
 » 
� için eğriler sıvı-gaz faz geçişinin olduğu bölgede karakteristik bir 

davranış sergilemektedirler. Kritik sıcaklığın altındaki izotermal eğrilerin gösterdiği bu 

karakteristik davranış, sıvı-gaz faz geçişini ima etmektedir. 
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Şekil (2.1)’de kritik sıcaklığın altındaki izotermal eğrilerde eğiminin pozitif olduğu 

bölgeler ve negatif basınç görülmektedir. Bu fiziksel olmayan durumların üstesinden 

Maxwell eşit alan yasası ile gelinmektedir. Şekil (2.2)’de kritik sıcaklığın altında tek bir 

izotermal eğri gösterilmektedir. İzotermal eğrinin yerel minimum (C) ve yerel maksimum 

(E) noktaları arasında eğim pozitiftir. Bu durum izotermal sıkıştırılabilirliğin negatif 

olduğu anlamına gelmektedir. Yani sistem sıkıştırıldığında basıncının azalacağını ima 

etmektedir. Yani fiziksel bir sonuç değildir. 

 

 

Şekil 2.2: Kritik sıcaklığın altındaki izotermal bir eğrinin şematik temsili. 

 

Şekil (2.2)’de A noktasından B noktasına kadar eş sıcaklık eğrisi boyunca 3¼ = −�3
 +�3� Gibbs-Duhem ilişkisini integre edersek ve sıvı-gaz fazlarının birlikte bulunma 

durumunda ¼½ = ¼= koşulunu düşünürsek 

¼= − ¼½ = � �3�=½ = �¾(�= − �½) − � �¾3� = 0=½                          (2.39) 

Maxwell eşit alan yasasını elde ederiz. Denklem (2.39) bize aynı zamanda Şekil (2.2)’de 

I ve II numaralı alanların birbirlerine eşit olması gerektiğini söyler ve �½ = �¿, �= = �À 

sırasıyla sıvı ve gaz fazlarının hacimlerine karşılık gelmektedir. 
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Gibbs serbest enerjisi de faz geçişleri hakkında bilgi verebilir. Şekil (2.3)’de Gibbs 

serbest enerjisinin sıcaklığa göre grafiği çizilmiştir. � » �� için karakteristik kelebek 

kanadı şekli görülmektedir. Bu davranış birinci mertebe sıvı-gaz faz geçişine karşılık 

gelmektedir. 

 

 

Şekil 2.3: Gibbs serbest enerjisinin sıcaklığa göre değişimi. 

 

Denge durumunda fazlar birlikte bulunurlar. Şekil (2.4) iki fazın birlikte bulunma eğrisini 

göstermektedir. Eğri, iki faz arasındaki sınırdır ve eğri üzerinde iki faz birliktedir. Bu eğri 

birlikte bulunma eğrisi olarak adlandırılır. Eğrinin üzerindeki bölge sıvı fazına, altındaki 

bölge ise gaz fazına karşılık gelir. Birlikte bulunma eğrisi şekilde küçük yuvarlak ile 

gösterilen kritik noktada son bulur.  

vdW hal denklemini indirgenmiş nicelikler cinsinden de elde edebiliriz. İndirgenmiş 

basınç, hacim ve sıcaklık 

X = vvº ,      Á = §§º ,    Â = ¡¡º                        (2.40) 

şeklinde verilir. İndirgenmiş vdW denklemi aşağıdaki gibi verilir: 
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8Á = (3� − 1) YX + }¡e]                        (2.41) 

Bu şekilde daha genel bir ifade elde edilir ve diğer parametrelere gerek duyulmaz.  

 

 

Şekil 2.4: Sıvı-gaz fazının birlikte bulunma eğrisi. 

 

2.1.1.1. Ehrenfest Denklemleri 

Klasik termodinamikte faz geçişleri birinci mertebe ya da ikinci mertebe olarak 

sınıflandırılır. Birinci mertebeden faz geçişleri Clausius-Clapeyron denklemince 

sağlanırken, ikinci mertebeden faz geçişleri Ehrenfest denklemince sağlanır. Yukarıda da 

bahsettiğimiz gibi vdW sistemlerinde kritik nokta bulunmaktadır. Kritik noktanın varlığı 

genelde ikinci mertebeden faz geçişleri olduğunu ima etmektedir. İkinci mertebeden faz 

geçişlerinde Ehrenfest denklemleri sağlanmalıdır. Ehrenfest denklemleri (Mo ve Liu, 

2013) aşağıdaki gibi verilir: 

YZvZ§]b = Ãge�ÃgÄ¡§(Åe�ÅÄ) = ÆÃgÇÈÆÅ                       (2.42) 

YZvZ§]¡ = Åe�ÅÄ¯¶e�¯¶Ä = ÆÅÆ¯¶                        (2.43) 
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Bu denklemlerin sol ve sağ tarafları ayrı ayrı hesaplanır ve kritik noktada denklemlerin 

sağlanıp sağlanmadığına bakılır. Denklem (2.42)’nin sol ve sağ tarafı sabitlerin 1 alınması 

durumunda hesaplanırsa  lx  bulunur. Denklem (2.43)’ün sol ve sağ tarafı da aynı şekilde 

lx bulunur. Ehrenfest denklemleri kritik noktalarda sağlanmaktadır. İkinci Ehrenfest 

denklemi kritik noktalarda her zaman sağlanmayabilir. Bu nedenle ikinci mertebeden bir 

faz geçişinden sapma söz konusu olabilir. Bu durumda PD oranı (Prigogine ve Defay, 

1954) bu sapmayı belirlemek için kullanılabilir. PD oranı 

É = �Ãg�¯¶§¡(�Å)e                           (2.44) 

ile verilir ve vdW durumunda bir sapma olmadığından sonucu 1 bulunur. Ayrıca ikinci 

mertebeden faz geçişlerinde izotermal sıkıştırılabilirlik, hacim genleşmesi ve sabit 

basınçtaki ısı sığası ıraksar. Şekil (2.5), şekil (2.6) ve şekil (2.7) ise sırasıyla izotermal 

sıkıştırılabilirlik, hacim genleşmesi ve sabit basınçtaki ısı sığasının spesifik hacme göre 

değişimini göstermektedir. Her üç grafik kritik spesifik hacim noktasında 

ıraksamaktadırlar. 

 

 

Şekil 2.5:  İzotermal sıkıştırılabilirliğin hacme göre değişimi.  � = �� alınmıştır. 
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Şekil 2.6: Genleşmenin hacme göre değişimi. � = �� alınmıştır. 

 

 

 

Şekil 2.7: Sabit basınçtaki ısı sığasının hacme göre değişimi.  � = �� alınmıştır. 

 

2.1.1.2. Kritik Üsteller 

Fiziksel niceliklerin kritik nokta civarındaki davranışlarını tanımlamak için kullanılırlar. 

Bunların evrensel olduğu düşünülür. Yani benzer faz geçişi gösteren sistemler için 
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aynıdırlar. Sistemin etkileşim menzili hariç diğer niceliklerinden bağımsızdırlar. Kritik 

üsteller şunlardır: 

• Sabit hacimdeki ısı sığasıyla ilişkili olan TÊ üsteli aşağıdaki gibi tanımlanır: 

®¡ = 
 YZbZ§]¡ ∝ |t|�ÅÊ                                (2.45) 

• Ì� = �À − �¿ şeklinde tanımlanan mertebe parametresi ile ilişkili olan � üsteli 

aşağıdaki gibi verilir: 

Ì� = �À − �¿ ∝ |t|Í                         (2.46) 

• İzotermal sıkıştırılabilirlikle ilişkili olan Î üsteli aşağıdaki gibi verilir: 

<§ = − l¡ YZ¡Zv]§ ∝ |t|�Ï                       (2.47) 

• Kritik eş sıcaklık üzerindeki davranışı tanımlayan Ð üsteli şöyle tanımlanır: 

|� − ��| ∝ |� − ��|Ñ                        (2.48) 

Kritik üstelleri incelemek için denklem (2.41)’i ve aşağıdaki tanımlamayı kullanacağız: 

t = §�§º§º = Á − 1,      Ò = ¡�¡º¡º = Â − 1                         (2.49) 

Denklem (2.30)’dan sabit hacimdeki ısı sığasının t’den bağımsız olduğu görülür. Yani TÊ = 0 bulunur. 

(2.49)’daki tanımlamaları (2.41)’e atarsak hal denklemimiz 

X = 7(qcl)}Ócx − }(Ócl)e                         (2.50) 

ile verilir. Yukarıdaki denklemi kritik noktalar civarında seriye açarsak aşağıdaki ifadeyi 

elde ederiz: 

X = 1 + 4t − 6tÒ − }x Ò} + Ô(tÒx, Òk)                           (2.51) 

Yukarıdaki ifadenin sabit t » 0 için diferansiyeli alınır ve denklem (2.40) yerine atanırsa 
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3� = −�� Y6t +  x Òx] 3Ò                          (2.52) 

ÒÀ = ¡Õ�¡º¡º  ve Ò¿ = ¡Ö�¡º¡º  olduğunu göz önünde bulundursak ve faz geçişi sırasında basınç 

sabit kaldığından 

X = 1 + 4t − 6tÒ¿ − }x Ò¿} = 1 + 4t − 6tÒÀ − }x ÒÀ}                        (2.53) 

yazılabilir. Maxwell alan yasası denklem (2.52)’yi kullanırsak 

0 = � Ò Y6t +  x Òx]ÓÕÓÖ 3Ò                       (2.54) 

şeklinde yazılabilir. (2.53) ve (2.54) birlikte çözülürse ÒÀ = −Ò¿ = 2√−t bulunur. Bu 

durumda mertebe parametresi Ì� 

Ì� = �À − �¿ = ��ØÒÀ − Ò¿Ù = 2��ÒÀ = 4��√−t               (2.55) 

şeklinde bulunur. Yani � = lx bulunur.  

İzotermal sıkıştırılabilirlik 

<§ = − l¡ YZ¡Zv]§ = l�vº
lq + Ô(Ò)                            (2.56) 

olarak elde edilir. Yani Î = 1 bulunur. 

Son olarak (2.51) denkleminden t = 0 için 

X − 1 = − }x Ò}                          (2.57) 

elde edilir. Buradan Ð = 3 olduğu anlaşılır. 

vdW hal denklemi için TÊ = 0, � = lx , Î = 1 ve Ð = 3 bulunur. 

2.1.2. Carnot Çevrimi 

İlk defa Carnot tarafından ideal gazlar için 1824 yılında önerilmiştir. Şekil (2.8)’den de 

görülebileceği gibi bir Carnot çevrimi iki izotermal ve iki adyabatik eğriden meydana 

gelmiştir. Carnot çevrimlerini gerçek çevrimlerin limiti olarak düşünmek mümkündür. 
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Yani gerçek bir çevrimin sahip olabileceği maksimum verimlilik Carnot verimliliğidir. 

Isı çevrimleri için verimlilik aşağıdaki gibi tanımlanır: 

Ì = ÚVÛ = VÛ�VÜVÛ                                        (2.58) 

Şekil (2.8)’de çevrimin aşamaları gösterilmektedir. 1-2 yolu arasında sistem ısı 

almaktadır ve izotermal genleşme söz konusudur. 2-3 arası genleşme adyabatiktir, 3-4 

arası noktalarda 1-2 arası gerçekleşen sürecin tersi meydana gelir. Yani sistem ısı 

vermektedir ve izotermal sıkıştırma gerçekleşmektedir. 4-1 arası adyabatik sıkıştırma 

gerçekleşmektedir. Aşağıdaki termodinamik ilişki verimi hesaplamak için kullanılabilir 

(Agrawalt ve Menon, 1990): 

34 = ®¡3
 + �
 YZvZ§]¡ − �  3�                     (2.59) 

Denklem (2.25) ve denklem (2.59) kullanılarak 3^ ısı değişimi aşağıdaki gibi elde edilir: 

3^ = 34 + �3� = ®¡3
 + ¯°§Ý¡¡�¦                     (2.60) 

1-2 noktaları arasındaki eğri boyunca 
 = 
Þ sıcaklığındaki izotermal genleşme boyunca 

sistemin aldığı ısı miktarı 

^Þ = � 3� = <=
Þ ln �¡e�¦¡Ä�¦ xl                          (2.61) 

ile verilir. 2-3 arasında adyabatik bir genişleme gerçekleşir. Bu durumda ısı değişimi 

gerçekleşmez: 

� Ã§́ 3
 + <=�� �¡i�¦¡e�¦  = 0}x                       (2.62) 
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Şekil 2.8: Carnot Çevrimi. 

 

3-4 noktaları arasında 
 = 
Ã sıcaklığındaki izotermal sıkıştırma boyunca sistemin 

verdiği ısı miktarı 

^Ã = � 3� = <=
Ã ln �¡·�¦¡i�¦ k}                               (2.63) 

ile verilir. Son olarak 4-1 noktaları arasında adyabatik bir sıkıştırma gerçekleşir ve 2-3 

durumunda olduğu gibi ısı değişimi gerçekleşmez: 

� Ã§́ 3
 + <=�� �¡Ä�¦¡·�¦  = 0lk                       (2.64) 


l = 
x = 
Þ ve 
} = 
k = 
Ã olduğunu göz önünde bulundurarak denklem (2.62) ve 

denklem (2.64) toplanırsa 

ln �¡i�¦¡e�¦  = − ln �¡Ä�¦¡·�¦                          (2.65) 

elde edilir. Verimlilik 

Ì = (VÛcVÜ)VÛ = 1 + §º§Û
ß��´·³²´i³² 
ß��´e³²´Ä³²                       (2.66) 

ile verilir. Denklem (2.65) kullanılırsa verimlilik aşağıdaki gibi ifade edilir: 
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Ì = 1 − §º§Û                            (2.67) 

Bu bir çevrimin sahip olabileceği en büyük verimdir. 

2.2. REISSNER-NORDSTRÖM-ADS KARADELİKLERİ 

RN-AdS karadelikleri için metrik aşağıdaki gibi verilir: 

3wx = −O(�)3tx + O(�)�l3�x + �x3yx + �x sinx y3|x            (2.68) 

Metrik fonksiyonu O(�) = 1 − xuW + de
We + We

�e  şeklinde tanımlanır ve O(��) = 0 için en 

büyük kök olay ufkunu tanımlar. Bu durumda RN-AdS karadeliğinin kütlesi 

� = W�x a1 + de
W�e + W�e�e j                        (2.69) 

ile verilir. RN-AdS karadelikleri için genişletilmiş faz uzayında termodinamiğin birinci 

yasası 

3� = 
3� + :3� + K3�                          (2.70) 

şeklinde verilir. Bu yasaya karşı gelen Smarr ilişkisi aşağıdaki gibi verilir: 

� = 2(
� − K�) + :�                           (2.71) 

Entropi � = ½��àk = J��x şeklinde tanımlıdır ve genel termodinamik sistemlerden farklı 

olarak hacim yerine alan ile orantılıdır. Denklem (2.70) kullanılarak diğer termodinamik 

nicelikleri elde edebiliriz. Sıcaklık 


 = YZuZb ]v,d = YZuZW�]v,d YZW�Zb ]v,d = lk8W� (1 + }W�e�e − de
W�e )                    (2.72) 

ile verilir. Benzer şekilde denklem (2.70)’deki termodinamik yasadan elektrik potansiyeli 

elde edilir: 

: = YZuZd]b,v = dW�                         (2.73) 
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Basınç denklem (2.12) ile tanımlıdır. Buna göre termodinamik hacim K = YZuZv ]b,d =
k} J��} şeklinde elde edilir. Bölüm (2.1)’de de bahsedildiği gibi kozmolojik sabitin ve 

eşlenik niceliğinin termodinamik bir değişken gibi düşünülüp sırasıyla basınç ve hacimle 

ilişkilendirilmeleriyle entalpinin ve kütlenin eşdeğer olduğu görülür. Buna göre Gibbs ve 

Helmholtz serbest enerjilerini kütle ile ilişkili yazmak mümkündür. Gibbs serbest enerjisi 

; = 4 − 
� + �K                                (2.74) 

şeklinde tanımlanır. Denklem (2.1) yukarıdaki ifadeye atanırsa, Gibbs serbest enerjisi 

; = � − 
� = lk (�� − 78} ���} + }de
W� )                   (2.75) 

şeklinde verilir. Benzer şekilde Helmholtz serbest enerjisi (2.12), (2.72) ve (2.75) 

denklemleri kullanılarak   

¥ = ; − �K = � − 
� − �K = lx Y�� + de
W� − 2J
��x]             (2.76) 

şeklinde ifade edilir. Sabit hacimdeki ve basınçtaki ısı sığaları 

®¢ = 
 YZbZ§]¢,d = 0                             (2.77) 

®v = 
 YZbZ§]v,d = 2J��x }W�·��edec�eW�e}W�·c}�ede��eW�e                  (2.78) 

şeklinde verilir. Sabit hacimdeki ısı sığasının sıfır çıkmasının nedeni entropi ile hacmin 

birbirinden bağımsız olmamasıdır. İzotermal sıkıştırılabilirlik ve hacim genleşmesi 

sırasıyla aşağıdaki gibi verilir: 

<§ = − l¢ YZ¢Zv]§ = lx8W�·xdecW�e(x8§W��l)                        (2.79) 

T = l¢ YZ¢Z§]v = lx8W�i}decW�e(78áâ�e   �l)                          (2.80) 

2.2.1. Faz Geçişi ve Kritik Noktalar 

(2.12) ve (2.72) denklemlerinden �(��, 
) hal denklemi aşağıdaki gibi elde edilir: 
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� = §xW� − l78W�e + de
78W�·                         (2.81) 

(2.25) ifadesindeki vdW denklemini hacmin büyük değerleri için seriye açarsak (Cai ve 

diğ., 2013) 

� = ¯°§¡�¦ − �¡e ≈ ¯°§¡ + ¦¯°§¡e − �¡e + Ô(��})                     (2.82) 

elde edilir. (2.81) ve (2.82) karşılaştırılırsa spesifik hacim ve olay ufku arasındaki ilişki 

� = 2��                             (2.83) 

şeklinde elde edilir. Buna göre hal denklemimizi aşağıdaki gibi verebiliriz: 

� = §¡ − lx8¡e + xde
8¡·                            (2.84) 

Kritik noktalar (2.35) denkleminden elde edilir: 

ZvZ¡ = − §¡e + l8¡i − 7de
8¡ä = 0                      (2.85) 

ZevZ¡e = x§¡i − }8¡· + k�de
8¡å = 0                       (2.86) 

Buradan elde edilen kritik noktalar 


� = √�l78d ,     �� = 2√6�,      �� = l �8de                      (2.87) 

şeklinde verilir. Kritik termodinamik hacim 

K� = }k J��} = 8√6J�}                            (2.88) 

ile verilir. 
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Şekil 2.9: İzotermal eğrilerin � − � grafiği. Yukarıdan aşağı sıcaklıklar sırasıyla  1.2
� , 1.1
� , 
� , 0.9
� , 0.8
�,0.6
� olarak alınmıştır. � = 1 seçilmiştir. 

 

Şekil (2.9)’dan görülebileceği gibi kritik sıcaklığın (siyah eğri) altındaki eğriler (gri 

eğriler) vdW akışkanları için elde edilen eğrilerle benzerlik göstermektedir. Benzer 

şekilde kritik sıcaklığın üzerindeki eğriler (kırmızı eğriler) ideal gaz davranışı 

göstermektedir. Denklem (2.87)’deki kritik nicelikler kullanılırsa RN-AdS karadelikleri 

için evrensel değer  
vº¡º§º = }7  şeklinde elde edilir ve vdW akışkanları için elde edilen 

değerle aynıdır. vdW durumunda evrensel değer � ve 9 sabitlerinden bağımsızken, RN-

AdS karadelikleri için yükten bağımsızıdır. Evrensel değer sistemin boyutuna bağlı 

olarak değişebilir. Örneğin 3 boyutlu RN-AdS karadelikleri (Gunasekaran ve diğ, 2012) 

için 
vº¡º§º = xÝ�«kÝ�7 şeklinde verilebilir ve d=4 için 3/8 değerini elde ederiz. Born-Infield-

AdS (Gunasekaran ve diğ., 2012), skalar saçlı BTZ (Belhaj ve diğ., 2015a) ve KN-AdS 

(Belhaj ve diğ., 2013) karadelik çözümlerinde evrensel değerde farklı parametreler 

olabilir. Bu karadelik çözümleri için RN-AdS karadeliklerinde elde edilen evrensel değeri 

yaklaşık olarak elde etmek mümkündür. 
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Şekil 2.10: Kritik sıcaklığın altındaki izotermal bir eğrinin RN-AdS karadeliği için şematik 
temsili. 

 

Şekil (2.10)’da kritik sıcaklığın altındaki izotermal eğri üç kola ayrılmıştır. Yüksek basınç 

durumunda yani siyah kolda sadece küçük kütleli karadelikler, düşük basınç durumunda 

yani yeşil kolda büyük kütleli karadelikler bulunur. Ortalama basınç durumunda yani 

kırmızı kolda küçük ve büyük karadelikler birlikte bulunur. vdW akışkanlarına benzer 

şekilde kırmızı kol termodinamik olarak kararlı değildir ve burada birinci mertebeden 

küçük-büyük karadelik faz geçişi meydana gelir. 

RN-AdS karadeliklerinin ; − 
 grafikleri vdW akışkanlarıyla benzerlik gösterirler. Şekil 

(2.11)’de Gibbs serbest enerjisinin sıcaklığa göre grafiği çizilmiştir. vdW akışkanlarında 

olduğu gibi � » �� durumunda (kırmızı ve yeşil eğriler) karakteristik kelebek kanadı 

görülmektedir ve bu birinci mertebeden küçük-büyük karadelik faz geçişine karşılık 

gelmektedir.  

� − 
 düzlemindeki birlikte bulunma eğrisi de vdW akışkanlarıyla benzerlik gösterir. 

Eğri, şekil (2.12)’de gösterildiği gibi kritik noktada sonlanır. Yani faz geçişi kritik 

noktada ikinci mertebeden olur. Eğrinin üzerinde küçük kütleli karadelikler ve altında 

büyük kütleli karadelikler bulunur.  
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Şekil 2.11: Gibbs serbest enerjisinin sıcaklığa göre değişimi. � = 1 alınmıştır. 

 

 

 

Şekil 2.12: RN-AdS karadeliklerinin birlikte bulunma eğrisi. � = 1 alınmıştır. 

 

RN-AdS hal denklemini indirgenmiş şekilde verebiliriz. (2.40)’da bulunan ifadeler 

kullanılırsa 
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8Á = 3Â YX + xæe] − læi                                      (2.89) 

elde edilir. � = 0 durumunda (2.84) ifadesindeki denklemden Schwarzschild-AdS 

karadelikleri için hal denklemi elde edilir: 

� = §¡ − lx8¡e                            (2.90) 

Şekil (2.13)’de hal denkleminin � − � düzlemindeki grafiği çizilmiştir. Her bir izotermal 

eğri için � = l8§ noktasına karşı gelen bir maksimum vardır. Her bir maksimumunun 

solundaki eğri küçük kütleli karadeliklere karşılık gelir. Maksimumların sağındaki eğriler 

ise büyük karadeliklere karşılık gelir. Küçük karadeliklerin bulunduğu eğri termodinamik 

olarak kararlı değildir. Bu bölgede sabit basınçtaki ısı sığası negatiftir. Denklem 

(2.90)’dan kritik noktalar elde edilmez ve şekil (2.13)’den açıkça � − � düzleminde faz 

geçişi meydana gelmediği görülmektedir. 

 

 

Şekil 2.13: Schwarzschild-AdS karadelikleri için � − � grafiği. Sıcaklıklar yukarıdan aşağıya 2, 
3/2, 1, 1/2, 1/4 olarak alınmıştır. 
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2.2.1.1. Ehrenfest Denklemleri 

Önceki bölümlerde bahsettiğimiz gibi hem kozmolojik sabitin hem de eşlenik niceliğinin 

basınç ve termodinamik hacim ile ilişkilendirilmesi AdS karadeliklerinde vdW 

akışkanlarındakine benzer faz geçişini göstermektedir. �K teriminin karadelik 

termodinamiğinin birinci yasasında bulunması ile Ehrenfest şeması ve kritik üstellerin 

karadelikler için araştırılması gayet doğaldır. Ads uzayzamanındaki karadelikler için �K 

terimini içermeden faz geçişlerinin mertebesini incelemek için yapılan ilk çalışmalarda 

(Banerjee ve diğ., 2010; Banerjee ve diğ., 2011a; Banerjee ve diğ., 2011b; Banerjee ve 

Roychowdhury, 2011; Banerjee ve diğ., 2012; Lala ve Roychowdhury, 2012) Ehrenfest 

denklemlerine benzer denklemler kullanılmıştır. Bu çalışmalarda genelde karadelik 

parametreleri ile � ve K termodinamik nicelikleri arasında benzerlikler oluşturulmuştur. 

Örneğin RN-AdS karadelikleri için K ↔ � , � ↔ −: benzerliği düşünülürken, Kerr-AdS 

karadelikleri için K ↔ 0, � ↔ 1 benzerliği düşünülmüştür. RN-AdS karadelikleri için 

Ehrenfest denklemlerini yani � ve K niceliklerini kullanarak kritik nokta civarında faz 

geçişini ilk olarak Mo ve Liu (2013) incelemiştir.  

RN-AdS karadelikleri için kritik noktaların bulunması ikinci dereceden faz geçişi 

olduğunu göstermektedir. vdW akışkanlarında olduğu gibi ikinci derece faz geçişleri için 

Ehrenfest denklemleri benzer sonuçları verir. Şimdi ikinci derece faz geçişini Ehrenfest 

denklemleriyle inceleyelim. Birinci ve ikinci Ehrenfest denklemlerini tekrar yazalım: 

YZvZ§]b = Ãge�ÃgÄ¢§(Åe�ÅÄ) = ÆÃgèÈÆÅ                       (2.91) 

YZvZ§]¢ = Åe�ÅÄ¯¶e�¯¶Ä = ÆÅÆ¯¶                        (2.92) 

Birinci Ehrenfest denkleminin sol ve sağ tarafı 
√8x�bÜ bulunur. İkinci Ehrenfest 

denkleminin de sol ve sağ tarafı 
√8x�bÜ olarak bulunur. Denklem (2.44)’de verilen PD oranı 

hesaplanırsa É = 1 bulunur. vdW sistemlerinde olduğu gibi RN-AdS karadeliklerindeki 

faz geçişi de kritik noktalarda ikinci mertebedendir. (2.14), (2.15) ve (2.16a) numaralı 

şekillerde sırasıyla izotermal sıkıştırılabilirlik, hacim genleşmesi ve sabit basınçtaki ısı 

sığasının olay ufkuna göre değişimi verilmiştir. Her üç grafik kritik noktada 

ıraksamaktadır.  
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Şekil 2.14: İzotermal sıkıştırılabilirliğin olay ufkuna göre değişimi. � = 1 ve 
 = 
� alınmıştır. 

 

 

Şekil 2.15: Hacim genleşmenin olay ufkuna göre değişimi. � = 1 ve � = �� alınmıştır. 
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Şekil 2.16: (a) Sabit basınçtaki ısı sığasının olay ufkuna göre değişimi (b) Isı sığasının negatif 
olduğu bölge. � = 1 ve � = �� alınmıştır. 

 

Karadeliklerde genel termodinamik sistemlerden farklı olarak ısı sığasının negatif olduğu 

durumlar söz konusu olabilir. Yani karadelikler radyasyon yayarak enerji ya da kütle 

kaybettiklerinde sıcaklıkları artar. Şekil (2.16b)’de RN-AdS karadeliklerinin kritik basınç 

için ısı sığasının negatif olduğu bölge gösterilmiştir. Bu bölge termodinamik olarak 

kararlı değildir. Şekilden görüleceği gibi negatif ısı sığası küçük karadeliklere karşılık 

gelmektedir.  

2.2.1.2. Kritik Üsteller 

RN-AdS karadelikleri için kritik üstelleri vdW sistemleri için izlediğimiz yöntem ile 

inceleyeceğiz. Bunun için denklem (2.89)’da tanımlanan indirgenmiş RN-AdS hal 

denklemini ve aşağıda tanımlanacak ifadeler kullanılacaktır: 

t = §�§º§º = Á − 1,      r = ¢�¢º¢º = Â − 1                  (2.93) 

RN-AdS karadelikleri için sabit hacimdeki ısı sığası ®¢ = 0 olduğundan sıcaklıktan 

bağımsızdır. Yani TÊ = 0 bulunur. (2.93)’deki ifadeler hal denkleminde kullanılırsa 

X =  c7oc7q(lco)��(lco)Äi
�(lco)·i                        (2.94) 

elde edilir. Yukarıdaki ifade kritik nokta civarında seriye açılırsa 

X = 1 + 7q} − 7 tr − k7l r} + Ô(trx, rk)                 (2.95) 

elde edilir. t » 0 için yukarıdaki ifadenin diferansiyeli alınırsa 
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3� = − kx¸ ��(6t + rx)3r                      (2.96) 

elde edilir. Basınçların eşitliğinden ve Maxwell alan yasasından aşağıdaki ifadeleri 

yazabiliriz: 

X = 1 + 7} t − 7 tr¦ − k7l r¦} = 1 + 7} t − 7 tr¯ − k7l r}̄             (2.97) 

0 = � r(6t + rx)o²oµ 3r                       (2.98) 

(2.97) ve (2.98) denklemlerinin çözülmesiyle r¦ = −r¯ = 3√−2t çözümleri elde edilir. 

Bu çözümlere göre mertebe parametresi 

Ì� = �¦ − �¯ = K�(r¦ − r¯) = 2K�r¦ = 6K�√−2t            (2.99) 

olarak bulunur. Yani � = lx bulunur. 

RN-AdS karadelikleri için izotermal sıkıştırılabilirlik 

<§ = − l¢ YZ¢Zv]§ =  7vº
lq + Ô(r)                     (2.100) 

bulunur. Yani Î = 1 bulunur. 

Denklem (2.95)’den t =0 için  

X − 1 = − k7l r}                      (2.101) 

bulunur. Bu durumda Ð = 3 olur. 

RN-AdS karadelikleri için kritik üsteller TÊ = 0, � = lx , Î = 1 ve Ð = 3 olarak elde 

edilmiştir. Bunlar vdW akışkanları için elde edilen kritik üstellerle aynıdır.  

Yukarıda bahsettiğimiz RN-AdS karadelikleri ve vdW akışkanları arasında görülen bu 

benzerlikler hem farklı boyutlardaki RN-AdS hem de diğer AdS karadelikleri 

çözümlerinde de görülmektedir (Altamirano ve diğ., 2014b; Belhaj ve diğ., 2013; Belhaj 
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ve diğ., 2015a; Cai ve diğ., 2013; Dolan, 2011b; Dolan, 2011c; Dolan, 2012; Gunasekaran 

ve diğ., 2012; Hendi ve Vahidina., 2013; Hendi ve diğ., 2016; Li, 2014; Liang ve diğ., 

2016; Mo ve Liu, 2015; Niu ve diğ., 2012, Spallucci ve Smailagic, 2013; Tsai ve diğ., 

2012). Ayrıca düz uzayzamandaki yani kozmolojik sabitin sıfır olduğu Kerr 

karadeliklerinin yüksek boyutlara genelleştirilmiş hali olan Myers-Perry karadeliklerinde 

de vdW akışkanlarındakine benzer şekilde faz geçişi söz konusudur. Bu karadelik tipi için 

yapılan çalışmada (Bagher ve diğ., 2013) kuantum düzeltmeleri içeren durumda 1 − 0 

düzleminde çizilen izotermal eğriler, kritik sıcaklığın altında vdW akışkanlarının eğrileri 

gibi davranmaktadır. Bu iki parametreye uygun şekilde tanımlanan Ehrenfest denklemleri 

sağlanmaktadır. Kritik üsteller vdW akışkanlarıyla aynıdır. Çok spinli Kerr-AdS ve 

Myers-Perry karadeliklerinde re-entrant faz geçişine benzer faz geçişi de görmek 

mümkündür (Altamirano ve diğ, 2014a; Altamirano ve diğ., 2014b, Kubiznak ve Mann, 

2014). 

dS uzayzamanındaki karadelikler için hem olay ufkunu hem de kozmolojik ufku 

düşünmek gerekir. RN-dS ve Kerr-dS karadelikleri için etkin termodinamik nicelikleri 

tanımlamak ve faz geçişlerini incelemek mümkündür (Guo ve diğ., 2015; Ma ve diğ., 

2015; Zhang ve diğ., 2014; Zhao ve diğ., 2014). AdS uzayzamanındaki karadeliklerden 

farklı olarak bu karadeliklerde olay ve kozmolojik ufukların oranları spesifik hacimle 

ilişkili olarak düşünülür. vdW akışkanlarındakine benzer faz davranışlar RN-dS ve Kerr-

dS karadeliklerinde de görülür. Tabi bu benzerlik AdS uzayzamanındaki karadelikler gibi 

tam bir benzerlik değildir.   

2.2.2. Isı Çevrimleri 

Karadeliklerin termodinamik bir sistem olarak düşünülmesiyle ve özellikle basınç ile 

hacim değişkenlerinin karadelik termodinamiği yasasında yer almasıyla ısı çevrimlerini 

karadelikler için araştırmak mümkündür (Johnson, 2014). Çeşitli karadelik çözümleri için 

ısı çevrim çalışmaları literatürde mevcuttur (Belhaj ve diğ., 2015b; Caceres ve diğ, 2015; 

Johnson, 2015a; Johnson, 2015b; Sadeghi ve Jafarzade, 2015; Setare ve Adami; 2015).  

Bu çalışmalarda genelde yüksek sıcaklık ve basınç durumlarında verimlilikler elde 

edilmiştir. Son olarak Johnson’un (2016) önerdiği verimlilik formülü ile yüksek sıcaklık 

ve basınç durumu olmadan verimliliği elde etmek mümkündür. Bununla beraber yüksek 
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sıcaklık ve basınç limitleri yaklaşık olarak Carnot verimliliğini elde etme açısından 

önemlidir.  

Karadelikler için iki farklı ısı çevrimi düşünmek mümkündür (Johnson, 2014). İlk olarak 

Carnot çevrimini ele alalım. Bölüm (2.2.2)’de de bahsedildiği gibi bir Carnot çevrimi iki 

izotermal eğriden ve iki adyabatik eğriden meydana gelir. Dönmeyen karadelikler için 

entropi ve hacim birbirlerinden bağımsız değildirler. Yani birbirleri cinsinden ifade 

edilebilirler. Bu durumda şekil (2.17)’de de gösterildiği gibi adyabatik eğrilerimizi 

izokorik olarak düşünmek mümkündür. İki izotermal ve iki izokorik eğri Stirling 

çevrimini oluşturur ve bu durumda hem Carnot hem de Stirling çevrimlerimiz 

çakışmaktadır. 

İlk izotermal eğri boyunca alınan ısı 

^Þ = 
Þ∆�l→x = 
Þ Y }k8]ei J(Kx
ei − Kl

ei)              (2.102) 

ile verilir. Benzer şekilde aşağıdaki izotermal eğri boyunca verilen ısı 

^Ã = 
Ã∆�}→k = 
Ã Y }k8]ei J(K}
ei − Kk

ei)                      (2.103) 

olarak elde edilir. Adyabatik eğriler boyunca entropi değişimi sıfır olduğundan herhangi 

bir katkı gelmez. Kl = Kk ve Kx = K} olduğundan verimlilik aşağıdaki gibi verilir: 

Ì = 1 − §Ü§Û                        (2.104) 

Benzer şekilde dönen karadeliklerde de bir çevrim oluşturmak mümkündür. Ama bu 

durumda entropi ve hacim birbirinden bağımsız olacaktır. Yani izkorları düşünmek 

mümkün değildir. Yavaş dönme durumunda (Sadeghi ve Jafarzade, 2015) yukarıda 

bahsettiğimiz ve aşağıda bahsedeceğimiz çevrimi düşünmek mümkündür. 
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Şekil 2.17: Karadeliklerde Carnot çevrimi. 

 

Sabit basınçtaki ısı sığasını düşündüğümüzde şekil (2.18)’de verilen ısı çevrimini de 

karadelikler için düşünmek mümkündür. Yeni çevrim iki izobarik ve iki izokorik 

eğrilerden meydana gelmektedir. Bunun için tam verimlilik formülü türetmek 

mümkündür. Yükün sabit kaldığı durumu düşünürsek RN-AdS karadeliği için birinci 

yasa aşağıdaki gibi yazılabilir: 

3� = 
3� + K3�                             (2.105) 

İzobarik eğrilerimiz boyunca basınç değişimi sıfır olacağından, ısı akışı � 
3� üzerinden 

elde edilir. İzokorik eğriler boyunca da 
3� teriminden gelen katkı sıfır olur. Denklem 

(2.105)’i göz önüne aldığımızda ısının akışının kütlelerin değişimiyle ilişkili olduğu 

görülür. Bu durumda verimlilik formülü aşağıdaki gibi verilir: 

Ì = 1 − ui�u·ue�uÄ                      (2.106) 
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Şekil 2.18: Yeni ısı çevrimi. 

 

Buna göre RN-AdS karadelikleri için verimlilik 

Ì = }8de�(bÄbe)Äeê}c7v·ëbÄc(bÄbe)Äecbeìí
}8de�(bÄbe)Äeê}c7vÄëbÄc(bÄbe)Äecbeìí               (2.107) 

olarak verilir. Yüksek basınç durumunda seriye açarsak 

Ì = Y1 − v·vÄ] îï1 − }7vÄ êbe
Äe�bÄ

Äe
be

ie�bÄ
ieíð + }87vÄ êbe

Äe�bÄ
Äe

be
ie�bÄ

ieí de
(bÄbe)Äe + Ô Y lvÄe]ñ      (2.108) 

elde edilir. Yüksek basınç ve sıcaklık durumunda hal denklemi �~ §
¢Äi  şeklinde 

düşünülebilir. Bu limit durumu ve 
Þ = 
x, 
Ã = 
k ilişkilerini göz önünde bulundurusak 

verimlilik 

Ì = Y1 − §Ü§Û] Y¢e¢·]Äi                     (2.109) 
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olarak bulunur. Şekil (2.18)’den hacimlerin birbirine yaklaştırılmasıyla yani dikdörtgenin 

daraltılmasıyla Carnot verimliliğine yaklaşmak mümkündür. 
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3. MALZEME VE YÖNTEM 

3.1. JOULE-THOMSON GENLEŞMESİ 

19. yüzyılın ortalarında James Joule ve William Thomson tarafından çeşitli gazlar 

üzerinde yapılan deneyler sonucu keşfedilmiştir.  Joule-Thomson genleşmesinde yüksek 

basınç bölgesinde bulunan gaz düşük basınç bölgesine doğru hareket eder. Bu geçiş iki 

bölge arasında bulunan gözenekli bir yapı ya da küçük bir vana yardımıyla gerçekleşir. 

Genleşme sırasında gazın entalpisi sabittir ve sıcaklığın basınca göre değişimi  

¼� = YZ§Zv]Þ                                (3.1) 

ile verilir. Burada ¼� Joule-Thomson katsayısı olarak adlandırılır. Bu katsayının işareti ile 

gazların JT genleşmesi sırasında ısınma-soğuma etkilerini saptamak mümkündür. Yüksek 

basınç bölgesinden düşük basınç bölgesine hareket söz konusu olduğundan basınç 

değişimi daima negatiftir, fakat sıcaklığın değişimi pozitif ya da negatif olabilir. Eğer 

sıcaklığın değişimi negatif ise ¼� > 0 olur ve bu durumda gazlarda soğuma görülür ya da 

sıcaklığın değişimi pozitif ise ¼� » 0 olur ve bu durumda gazlarda ısınma görülür. 

Denklem (3.1) ifadesini hacim ve sabit basınçtaki ısı sığası cinsinden ifade etmek 

mümkündür. Sabit parçacık sayısı ó için termodinamiğin birinci yasası aşağıdaki şekliyle 

verilebilir: 

34 = 
3� − �3K                         (3.2) 

� = 4 + �K ifadesini kullanırsak (3.2) denklemi 

3� = 
3� + K3�                         (3.3) 

ile verilir. Genleşme süresince 3� = 0 olduğundan  

0 = 
 YZbZv]Þ + K                          (3.4) 
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yazılabilir. Entropi durum fonksiyonu olduğundan diferansiyeli 3� aşağıdaki gibi verilir: 

3� = YZbZv]§ 3� + YZbZ§]v 3
                      (3.5) 

Yukarıdaki ifadenin düzenlenmesi durumunda 

YZbZv]Þ = YZbZv]§ + YZbZ§]v YZ§Zv]Þ                     (3.6) 

elde edilir ve (3.6) denkleminin (3.4) denklemine atanması durumunda aşağıdaki ifade 

elde edilir: 

0 = 
 �YZbZv]§ + YZbZ§]v YZ§Zv]Þ  + K                    (3.7) 

Maxwell ilişkisi YZbZv]§ = − YZ¢Z§]v ve ®U = 
 YZbZ§]v ifadesi yukarıdaki denklemde 

kullanılırsa 

0 = −
 YZ¢Z§]v + ®v YZ§Zv]Þ + K                         (3.8) 

bulunur. (3.8) ifadesi JT katsayısını verecek şekilde düzenlenirse 

¼� = YZ§Zv]Þ = lÃô �
 YZ¢Z§]v − K                          (3.9) 

elde edilir (Winterbone, 1997). (3.9) numaralı denklem inversiyon sıcaklığı 
õ‘yi 

tanımlamak için kullanışlıdır. 


õ = K YZ§Z¢]v                           (3.10) 

İnversiyon sıcaklığı JT katsayısının sıfır olduğu sıcaklık olarak tanımlanabilir. JT 

genleşmesi sırasında gerçek gazlar bu sıcaklık değerinde ısınma-soğuma etkisi 

göstermezler. Ayrıca 
 − � düzleminde inversiyon sıcaklıklarının oluşturduğu eğriler 

soğuma ve ısınma bölgelerini tanımlamak için oldukça kullanışlıdır. 
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3.1.1. van der Waals Denklemi 

(2.25) denkleminde verilen vdW hal denkleminden inversiyon sıcaklığını 


õ = l̄
° Y�õ + �¡e] (� − 9)                         (3.11) 

şeklinde yazmak mümkündür. (3.10) denklemi kullanıldığında inversiyon sıcaklığını 


õ = l̄
° Y�õ� − �¡e (� − 29)]                                (3.12) 

şeklinde elde etmek mümkündür. (3.11) denklemi (3.12) denkleminden çıkarılırsa 

9�õ�x − 2�� + 3�9 = 0                       (3.13) 

denklemi elde edilir. � için denklemin iki kökü vardır: 

� = �±��e�}�¦ev÷¦v÷                          (3.14) 

Bu köklerin (3.12) denklemine atanmasıyla 


õ��q = x(«��}¦ev÷�k��e�}�¦ev÷) ¦¯                      (3.15) 


õü¿q = x(«��}¦ev÷ck��e�}�¦ev÷) ¦¯                      (3.16) 

elde edilir. (3.15) ve (3.16) denklemleri inversiyon basıncı �õ’ye bağlı olan alt ve üst 

inversiyon eğrilerini verir. Şekil (3.1)’de 
 − � düzleminde inversiyon eğrileri 

gösterilmektedir. Kesikli mavi çizgi alt inversiyon eğrisini gösterirken, turuncu çizgi üst 

inversiyon eğrisini göstermektedir. İnversiyon eğrisi içerisinde JT katsayısı pozitiftir, 

yani bu bölgede genleşen gazlar soğuma etkisi göstermektedirler. 

İnversiyon basıncının sıfır olduğu noktalarda minimum ve maksimum inversiyon 

sıcaklıkları tanımlamak mümkündür: 


õ�õà = x� ¦¯ ,       
õ��\ = x�¦¯                      (3.17) 

Kritik sıcaklığın 
� = 7�x¸¦¯ şeklinde olduğunu hatırlarsak 
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§÷ù÷ú
§º = }k ,      §÷ù±û

§º = xķ                         (3.18) 

elde edilir. 

 

 

Şekil 3.1: 
 − � düzleminde inversiyon eğrileri. Kesikli mavi çizgi alt inversiyon eğrisini, 
turuncu çizgi üst inversiyon eğrisini göstermektedir. 

 

Şimdi JT genleşmesi boyunca 
 − � düzlemindeki izoentalpik eğrileri inceleyelim. 

(2.27) ve (2.29) numaralı denklemler kullanılırsa iç enerji 

4(
, �) = ¥ + 
� = }¯°§x − �¡                      (3.19) 

şeklinde verilir. (2.25) ve (3.19) denklemlerinden entalpi aşağıdaki gibi elde edilir: 

�(
, �) = 4 + �K = }¯°§x + ¯°§¡¡�¦ − x�¡                   (3.20) 

(2.25) ve (3.20) denklemleri kullanılırsa 
 − � düzleminde izoentalpik eğriler elde edilir. 

Şekil (3.2)’de inversiyon eğrileri ve izoentalpik eğriler birlikte gösterilmektedir. 

İnversiyon eğrilerinin içinde izoentalpik eğrilerin eğimi dolayısıyla JT katsayısı pozitiftir. 

İnversiyon eğrisinin içerisinde meydana gelen genleşme için soğuma görülmektedir. 
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İzoentalpik eğriler inversiyon eğrilerini geçtiklerinde eğim işaret değiştirmektedir. Üst 

inversiyon eğrisinin üstünde kalan izoentalpik eğriler için JT katsayısı yani eğim açıkça 

negatiftir. Alt inversiyon eğrisinin altındaki izoentalpik eğriler ise iyi tanımlı değildir. 

Yani alt inversiyon eğrisi altında izoentalpik eğriler pozitif bir eğime sahiptir. Ayrıca 

vdW denkleminin deneylerle bu konuda uyuşmadığı iyi bilinmektedir. Bu nedenle farklı 

hal denklemleri için JT genleşmesi araştırılmaktadır. 

 

 

Şekil 3.2: 
 − � düzleminde izoentalpik eğriler ve inversiyon eğrileri. Kırmızı çizgiler 
izoentalpik eğrileri göstermektedir. Eğrilerin entalpileri aşağıdan yukarıya doğru � =1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 değerlerine karşılık gelmektedir. 

 

3.2. KARADELİKLERİN ENTROPİSİNE GENEL LOGARİTMİK DÜZELTME 

Planck ölçeğinden büyük olan karadeliklerin entropisi alanlarıyla orantılı olarak verilir. 

Ancak Planck ölçeğindeki kuantum dalgalanmalar karadeliklerin entropilerinde 

değişikliklere neden olabilirler. Özellikle bu dalgalanmalar, karadelikler Hawking 

radyasyonu ile boyutlarını küçülttükleri zaman oldukça önemli bir hale gelirler. Bu 

nedenle Planck ölçeğinde bu karadeliklerin entropilerine gelen katkıyı dikkate almak 

gerekir. Karadelik entropisine gelen katkıları elde etmeye yönelik çalışmalarda non-
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pertürbatif kuantum genel görelilik, Cardy formülü, tam bölüşüm fonksiyonu, 

karadeliklerdeki madde alanları, bölüşüm fonksiyonunun Rademacher açılımı ve sicim 

teorisi etkileri gibi çeşitli yöntemler ve teoriler kullanılmıştır (Ashtekar, 1991; 

Birmingham ve Sen, 2001; Carlip, 2000; Govindarajan ve diğ., 2001; Jing ve Yan, 2000;  

Lowe ve Roy, 2010; Mann ve Solodukhin, 1998; Medved ve Kunstatter, 1999; Medved 

ve Kunstatter, 2001; Solodukhin, 1998; Sen, 2011; Sen, 2013 ). Ayrıca son yıllarda 

genelleştirilmiş belirsizlik prensibi nedeniyle Planck ölçeğinde karadeliklerin entropisine 

gelen katkıları elde etmeye yönelik çalışmalar da yapılmıştır (Ali, 2012; Faizal ve Khalil, 

2015; Gangopadhyay ve diğ., 2014).  

Biz bu bölümde karadelik entropisine termal dalgalanmalar nedeniyle gelen katkıları 

inceleyeceğiz. Öncelikle kanonik küme için bölüşüm fonksiyonu bağıntısını düşünelim: 

¹(�) = � �(ü)ý�Í3üþ�                      (3.21) 

� sıcaklığın tersi olarak adlandırılır, � = l§ . Durumların yoğunluğu, ters Laplace 

dönüşümüyle denklem (3.21)’den elde edilir: 

�(ü) = lx8õ � ¹(�)ýÍ�3� = lx8õ�cõþ��õþ � ýb(Í)3��cõþ��õþ             (3.22) 

Burada entropi fonksiyonu �(�) 

 �(�) = ln ¹(�) + �ü                       (3.23) 

şeklinde verilir. Şimdi bu entropiyi bir �� denge sıcaklığı için düşünelim. Bu durumda 

��Ê = YZb(Í)ZÍ ]Í�Í� = 0 yazılabilir. Denklem (3.23)’ü �� denge sıcaklığı civarında seriye 

açarsak ve ekstremum koşulunu göz önünde bulundurursak  

� = �� + lx (� − ��)x��ÊÊ + ⋯                    (3.24) 

elde ederiz. Burada �� = �(��) ve ��ÊÊ = YZeb(Í)ZÍe ]Í�Í�şeklinde verilir. Denklem (3.24)’ü 

denklem (3.22)’de kullanırsak durumların yoğunluğu aşağıdaki gibi verilir: 

�(ü) = ¾h�x8õ � ýÄe(Í�Í�)eb���3��cõþ��õþ                       (3.25) 
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? = �� ve (� − ��) = �Q seçimiyle denklem (3.25)’in çözümünü 

�(ü) = ¾h�
�x8b���                         (3.26) 

elde ederiz. Denklem (3.26)’dan entropiyi aşağıdaki gibi vermek mümkündür: 

� = ln �(ü) = �� − lx ln ��ÊÊ + ⋯                  (3.27) 

Denklem (3.27)’de verilen formül tüm termodinamik sistemler için geçerlidir. Doğal 

olarak bizim durumumuzda karadeliklerde de geçerlidir. Burada �� karadeliğin 

entropisini belirtmektedir. Şimdi ��ÊÊ ifadesini belirlemeliyiz. Bu nedenle Das ve diğ. 

(2002) tarafından önerilen  

� = Q�� + R��à                       (3.28) 

entropiyi kullanmak gerekir. Burada Q, R, �, � > 0 ve sabitlerdir. Bu entropi  

�� = Yà_�\] Äù�ú                         (3.29) 

için ekstremuma sahiptir. Bu durumda (3.28) ve (3.29) denklemlerinden  

�� = Q Yà_�\] ùù�ú + R Y�\à_ ] úù�ú                       (3.30) 

��ÊÊ = �(� − 1)Q Yà_�\]ù³eù�ú + �(� + 1)R Y�\à_ ] ú�eù�ú            (3.31) 

elde edilir. (3.30) ve (3.31) denklemlerini (3.24) denkleminde kullanırsak 

�(�) = ~(QàR�) Äù�ú + lx�(QàcxR��x) Äù�ú(� − ��)x + ⋯         (3.32) 

elde edilir. Burada ~ ile � sabitleri aşağıdaki gibi tanımlanırlar: 

~ = Y à�] ùù�ú + Y�à ] úù�ú                      (3.33) 

� = (� + �)�Y ú�eù�ú]�Yù³eù�ú]                    (3.34) 
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(3.32) denklemini (3.24) ile karşılaştırırsak, 

�� = ~(QàR�) Äù�ú ,      ��ÊÊ = �(QàcxR��x) Äù�ú         (3.35) 

elde ederiz. (3.35) ifadesindeki denklemlerden Q ve R ifadelerini �� ve ��ÊÊ cinsinden elde 

edebiliriz. Bu durumda Q ve R aşağıdaki gibi verilir: 

Q = ½ù³ee
=ùe (��ÊÊ)ùe ���

ù³ee ,     R = ½³ú�ee
=³úe ��

ú�ee (��ÊÊ)�úe              (3.36) 

Q ve R ifadelerini (3.29) denkleminde kullanırsak, �� aşağıdaki gibi verilir: 

�� = Y à�] Äù�ú �=½ b�b���                       (3.37) 

Buradan ��ÊÊ aşağıdaki şekliyle verilir: 

��ÊÊ = �Y=½] Y à�] eù�ú	�����x                    (3.38) 

Bu son ilişki ile ��ÊÊ elde etmek mümkündür. Böylece karadelik entropisine gelen katkıyı 

hesaplayabiliriz. Bu sonuç doğrudan denklem (3.28)’e dayanır. Denklem (3.38)’de köşeli 

parantez içerisindeki terimler ihmal edilebilir. Bu durumda  

��ÊÊ ≈ �����x                         (3.39) 

elde edilir. Son ifadeyi denklem (3.27)’de kullanırsak 

� = �� − lx ln ��
x                       (3.40) 

elde ederiz. Bu karadelik entropisine genel bir düzeltme olarak düşünülebilir. Planck 

ölçeğinde kuantum dalgalanmalardan dolayı gelen logaritmik düzeltme, büyük 

karadelikler için yani Bekenstein-Hawking entropisinin büyük olduğu durumlarda ihmal 

edilebilir düzeydedir. Bu katkı karadeliğin küçülmesiyle baskın bir özellik kazanır. 

Denklem (3.40)’dan açıkça görüldüğü gibi termal dalgalanmalar karadelik entropisi 

üzerinde azalmaya neden olmaktadır.  
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3.3.  TSALLIS-RENYI ENRTOPİ MODELİNDE KARADELİKLER 

Toplanamaz (non-extensive) termodinamik (Tsallis, 2009);   başta dolanık sistemler ve 

kuark-gluon plazması olmak üzere, depremler ve türbülanslar gibi olayların 

tanımlanmasını amaçlar.  

Toplanamaz termodinamiği, karadeliklerin durumunda da düşünmek mümkündür. Son 

yapılan çalışmalarda (Biro, 2010; Biro ve Czinner, 2013; Czinner ve Iguchi, 2016) düz 

uzayzamandaki Schwarzschild karadeliklerinin entropisi toplanamaz Tsallis entropisi 

olarak düşülüp Renyi entropisiyle ilişkilendirildiğinde termodinamik özelliklerinin AdS 

uzayzamanındaki karadeliklerinki gibi davrandığı gözlenmiştir. Biz de bu bölümde elde 

edilen sonuçlara değineceğiz.  

Renyi ve Tsallis entropileri (Biro ve Czinner, 2013) sırasıyla 

�! = l

 ln〈ý
¿〉                         (3.41) 

�§ = l

 (〈ý
¿〉 − 1)                       (3.42) 

ile verilir. � = 1 − ^ (0 ≤ � ≤ 1) şeklinde tanımlıdır ve ^ reel bir parametredir. Burada 

〈w〉, Boltzmann-Gibbs entropisidir ve � → 0 durumunda her iki entropi de Boltzmann-

Gibbs entropisini verecektir: 

〈w〉 = −∑ Xõ ln Xõ                       (3.43) 

(3.41) ve (3.42) denklemlerinden Renyi ve Tsallis entropileri arasındaki ilişki 

�! = l

 ln(1 + ��§)                       (3.44) 

ile verilir.  

Renyi ve Tsallis entropileri incelendiğinde sırasıyla toplanabilir ve toplanamaz oldukları 

görülebilir. Şimdi TR entropi modelini Schwarzschild karadelikleri için ele alalım: 

Düz uzayzamandaki Schwarzschild karadeliği için metrik elemanı 

3wx = −O(�)3tx + O(�)�l3�x + �x3yx + �x sinx y 3|x            (3.45) 
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şeklinde verilir. Burada  O(�) = 1 − xuW  metrik fonksiyonudur. O(��) = 0 için olay ufku  

�� = 2�                           (3.46) 

olarak tanımlanır. Schwarzschild karadeliği için termodinamiğin birinci yasası 

3� = 
3�                          (3.47) 

şeklindedir. Entropi � = J ��x = 4J�x olarak tanımlanır. Buna göre sıcaklık ve ısı sığası 


 = ÝuÝb = lk8W� = l78u                      (3.48) 

® = ÝuÝ§ = −2J��x = −8J�x                    (3.49) 

ile verilir. Denklem (3.49)’dan görüldüğü gibi düz uzayzamandaki Schwarzschild 

karadelikleri için ısı sığası daima negatiftir. Yani sistem termodinamik olarak kararlı 

değildir. Zaten (3.48)’de sıcaklığın ve kütlenin ters orantılı olduğu açıkça görülmektedir. 

Düz uzayzaman için � = 0 olduğundan, Gibbs serbest enerjisi ile Helmholtz enerjisi 

çakışacaktır. Gibbs serbest enerjisi 

; = � − 
� = W�k = ll�8§                     (3.50) 

ile verilir. Bu yukarıda verdiğimiz niceliklere RN-AdS karadeliğinin � = 0 ve � = 0 

limit durumlarında da ulaşabiliriz. Karadeliklerin entropisini toplanamaz Tsallis entropisi 

olarak düşünürsek 

�! = l

 ln[1 + ��=Þ]                       (3.51) 

Renyi entropisi şeklinde ifade edilir. Bu durumda Schwarzschild karadelikleri için  

�! = l

 ln[1 + �J��x] = l


 ln[1 + 4�J�x]                   (3.52) 


! = ÝuÝb� = lk8W� + 
W�k = l78u + 
ux                       (3.53) 

®! = ÝuÝ§� = x8W�e8�W�e�l = 78ue
k8
ue�l                   (3.54) 
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ile verilir. Denklem (3.54)’den açıkça görüldüğü gibi TR modelinde ısı sığamız her 

zaman negatif değildir. � > �� = lx√
8 için ısı sığası pozitifken, � » �� için negatif 

olur. � = ��noktasında iyi tanımlı değildir. Ayrıca biraz sonra göreceğimiz gibi �� kütlesi karadeliklerin var olabileceği en küçük sıcaklık değerine karşı gelmektedir. 

TR modelindeki sıcaklık ve ısı sığası açıkça Schwarzschild-AdS karadelikleri 

durumundaki sıcaklık ve ısı sığası gibi davranmaktadır. Yani � parametresi � AdS eğrilik 

yarıçapı gibi davranmaktadır. (3.3), (3.4) ve (3.5) numaralı şekillerde Schwarzschild, TR 

ve Schwarzschild-AdS durumları için entropinin, sıcaklığın ve ısı sığasının kütleye göre 

değişimi gösterilmiştir. Bu şekillerden de açıkça görüleceği gibi TR modelinde 

termodinamik nicelikler AdS durumundakilerle benzerlik göstermektedir. 

 

 

Şekil 3.3: Entropilerin kütleye göre değişimi. Turuncu çizgi Schwarzschild, kesikli mavi çizgi 
TR modeli, siyah noktalı çizgi Schwarzschild-AdS entropilerine karşılık gelmektedir. � =0.2  ve � = 1 alınmıştır. 
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Şekil 3.4:  Sıcaklıkların kütleye göre değişimi. Turuncu çizgi Schwarzschild, kesikli mavi çizgi 
TR modeli, siyah noktalı çizgi Schwarzschild-AdS sıcaklıklarına karşılık gelmektedir. � = 0.2 ve � = 1 alınmıştır. 

 

 

Şekil 3.5: Isı sığalarının kütleye göre değişimi. Turuncu çizgi Schwarzschild, kesikli mavi çizgi 
TR modeli, siyah noktalı çizgi Schwarzschild-AdS ısı sığalarına karşılık gelmektedir. � =0.2 ve � = 1 alınmıştır. 
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Üsteki elde ettiğimiz sonuçlar ışığında Hawking-Page faz geçişine (1983) benzer bir faz 

geçişini TR modeli için ele almak mümkündür. Şekil (3.6)’da Gibbs serbest enerjisinin 

sıcaklığa göre grafiği çizilmiştir. Şekilden de görüldüğü gibi Hawking-Page benzeri bir 

faz geçişi söz konusudur. � » �� durumunda kesikli çizgili mavi kol kararlı olmayan 

küçük karadeliklere karşı gelmektedir. Bu kol üzerindeki karadeliklerin ısı sığası 

negatiftir.  � > �� için turuncu kol kararlı olan büyük karadeliklere karşılık gelmektedir. 

Bu kol üzerindeki karadeliklerin ısı sığası ise pozitiftir. Negatif Gibbs enerjisine karşı 

gelen karadelikler termodinamik olarak daha kararlıdır.  

 

 

Şekil 3.6: TR modelinde Schwarzschild karadeliğinin Gibbs enerjisinin sıcaklığa göre değişimi.  � = 0.2 alınmıştır. 
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Her iki eğrinin birleştiği noktada ısı sığası ıraksar ve ısı sığasının ıraksadığı noktadaki 

sıcaklık karadeliklerin var olabileceği en küçük sıcaklıktır. Bu sıcaklık 
� = lx �
8 ile 

verilir. ; = 0 şartından Hawking-Page sıcaklığını 
Þv ≈ 0.62�
8 şeklinde elde etmek 

mümkündür. Schwarzschild-AdS karadelikleri durumunda olduğu gibi 
Þv’den küçük 

sıcaklıklar radyasyona karşılık gelmektedir.
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4. BULGULAR 

Tezin bu bölümünde ilk olarak bir önceki bölümde vdW akışkanları için incelediğimiz 

JT genleşmesini RN-AdS karadelikleri için ele alacağız. Daha sonra termal 

dalgalanmaların RN-AdS karadeliğinin termodinamik özellikleri ve faz geçişi üzerindeki 

etkilerini inceleyeceğiz. Son olarak düz uzayzamandaki RN karadelikleri için TR 

modelinin etkilerini inceleyeceğiz. 

4.1.JOULE-THOMSON GENLEŞMESİ 

Bölüm (2.1)’de de bahsedildiği gibi kozmolojik sabit ve eşlenik niceliğinin termodinamik 

basınç ve hacim ile ilişkilendirilmesi AdS uzayzamanındaki karadeliklerin kütlelerinin 

entalpiye eşit alınması gerektiğini göstermektedir. Bu nedenle JT genleşmesi sırasında 

AdS uzayzamanındaki karadeliklerin kütleleri değişmez. JT katsayısı aşağıdaki gibi 

tanımlanabilir: 

¼� = YZ§Zv]u                                (4.1) 

Böylece JT genleşmesi sırasında sıcaklığın basınca göre değişimi kütlenin değişmediği 

durumda incelenir. Önceki bölümdekine benzer şekilde sabit � yükü için JT katsayısı  

¼� = YZ§Zv]Þ = lÃô �
 YZ¢Z§]v − K                      (4.2) 

şeklinde elde edilir. Denklem (2.72)’de verilen RN-AdS hal denklemini termodinamik 

hacim cinsinden  


 = l} Y }k8]ei KÄi �8J Y }k8]ei � + l
¢ei − Yk8} ]ei de

¢·i 	                (4.3) 

şeklinde yazabiliriz. (4.3)’ün (4.2)’de kullanılmasıyla inversiyon sıcaklığı 


õ = l} Y�8]Äi KÄi �Y8�]Äi de
¢·i − Y�8]Äi l

lx¢ei + �õ	 = de
k8W�i − llx8W� + xv÷W�}                   (4.4) 
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ile verilir. (4.3)’den  


õ = l} Y }k8]ei KÄi �8J Y }k8]ei �õ + l
¢ei − Yk8} ]ei de

¢·i 	 = − de
k8W�i − lk8W� + 2�õ��          (4.5) 

elde edilir. (4.4) ve (4.5) denklemlerinin birbirlerinden çıkarılmasıyla 

8J�õ��k + 2��x − 3�x = 0                      (4.6) 

elde edilir. Bu denklemin �� için çözülmesi ile dört kök elde edilir. Bu köklerden sadece 

biri fiziksel olarak anlamlıdır. Diğer kökler negatif veya komplekstir. Pozitif ve reel kök 

�� = lx√x ��lcxkv÷8dev÷8 − lv÷8                          (4.7) 

şeklindedir. (4.7)’nin (4.5)’de kullanılmasıyla 


õ = �v÷√x8 Ylcl�8v÷de��lcxk8v÷de]
Y�lc�lcxk8v÷de]ie                          (4.8) 

inversiyon basıncına bağlı inversiyon sıcaklığı elde edilir. vdW akışkanlarından farklı 

olarak bir adet inversiyon eğrisi elde edilir. Şekil (4.1)’de çeşitli yük değerleri için 

inversiyon eğrileri gösterilmektedir. Denklem (4.8) 
 − � düzleminde herhangi bir 

noktada sonlanmaz. Çünkü ifade içindeki karekökler hiçbir zaman negatif olmaz. Ayrıca 

payda her zaman pozitiftir. Pay 1 + 16J�õ�x − �1 + 24J�õ�x > 0 için çözülürse 

sadece − l}x8de » �õ » 0 aralığında negatif olduğu görülür. Diğer durumlarda pozitifitir. 

Yani açıkça � ≥ 0 durumunda payda pozitiftir ve böylelikle 
õ > 0 olur. Aslında benzer 

şekilde vdW akışkanlarında da � ≥ 0 durumunda 
õ > 0 olur. Ama inversiyon eğrileri, 

kareköklerin içinin negatif olduğu basınç değerinden itibaren belirli bir noktada sonlanır. 

Denklem (4.8)’den �õ = 0 için minimum inversiyon sıcaklığı tanımlamak mümkündür: 


õ�õà = l�√�8d                           (4.9) 

Kritik sıcaklık 
� = l}��8d olduğundan  
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§÷ù÷ú
§º = lx                         (4.10) 

bulunur.  

 

 

Şekil 4.1: RN-AdS karadeliği için inversiyon eğrileri. Aşağıdan yukarıya eğriler � =1, 2, 10, 20 değerlerine karşılık gelmektedir. 

 

Şimdi 
 − � düzlemindeki izoentalpik yani sabit kütleli eğrilerden bahsedelim. Denklem 

(2.69)’da verilen kütle fonksiyonundan RN-AdS karadeliklerinin olay ufkunu elde etmek 

mümkündür. (2.69)’un olay ufku için çözülmesi durumunda dört kök elde edilir. Bu 

köklerden en büyük olanı olay ufkunu tanımlar. Elde edilen olay ufkunun (2.72) numaralı 

hal denkleminde kullanılmasıyla 
 − � düzleminde farklı kütle ve yük değerleri için 

izoentalpik eğriler elde etmek mümkün olur. Şekil (4.2)’de inversiyon ve izoentalpik 

eğrileri birlikte gösterilmektedir. İnversiyon eğrisinin içinde izoentalpik eğrilerin eğimi 

pozitiftir. Dolayısıyla JT katsayısı pozitiftir. İnversiyon eğrilerini geçtikten sonra 

izoentalpik eğriler negatif eğimli olmaktadır. Yani inversiyon eğrisinin dışında JT 

katsayısı negatif olur ve bu durumda ısınma söz konusudur.  
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Şekil 4.2: RN-AdS karadeliği için inversiyon ve izoentalpik eğriler. İzoentalpik eğriler aşağıdan 
yukarıya kütlenin artan değerlerine karşı gelmektedir. Kırmızı çizgileri izoentalpik 

eğrileri, siyah çizgiler inversiyon eğrilerini göstermektedir. (a) � = 1 ve � =1.5, 2,2.5, 3. (b) � = 2 ve � = 2.5, 3,3.5, 4. (c) � = 10 ve � = 10.5, 11,11.5,12. (d) � = 20 ve � = 20.5, 21, 21.5, 22. 

 

Son olarak RN-AdS karadelikleri için çıplak tekillik durumunda JT genleşmesinden 

bahsetmek yararlı olacaktır. Şekil (4.3)’de olay ufku basınç ve kütlenin değerlerine göre 

verilmiştir. Çıplak tekilliğe karşı gelen bölgeler şekil (4.3)’den görülebilir. Açık bir 

şekilde JT genleşmesi çıplak tekillikler için olay ufku tanımlı olmadığından düşünülemez. 

Örneğin, � = 20 ve � ≤ 20 için olay ufku tanımlanamaz. Bu değerler için olay ufku 

kompleks bir sayıdır ve çıplak tekilliğe karşı gelir. Aynı şekilde izoentalpik eğriler de 
 − � düzleminde kompleks olurlar.  

vdW sistemlerindeki gibi RN-AdS karadeliklerinde de düşük sıcaklık durumunda JT 

genleşmesi iyi tanımlı değildir. İzoentalpik eğriler alt inversiyon eğrisinin altında pozitif 

eğime sahiptirler. RN-AdS karadelikleri için bu durumun araştırılması gerekmektedir. 
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Şekil 4.3: RN-AdS karadeliğinin olay ufkunun kütle ve basınca göre değişimi. (a) � = 1.        
(b) � = 2. (c) � = 10. (d) � = 20. 

 

4.2. TERMAL DALGALANMALARIN RN-ADS KARADELİĞİNE ETKİLERİ 

Bölüm (3.2)’de Planck ölçeğinde karadeliklerin entropisine termal dalgalanmalar 

nedeniyle gelen katkıyı inceledik. Şimdi termal dalgalanmaların RN-AdS 

karadeliklerinin termodinamik nicelikleri üzerindeki etkilerini inceleyeceğiz. Son 

yıllarda çeşitli karadelik çözümleri için bu etkiler incelenmiştir (Faizal ve Pourhassan, 

2015; Pourhassan ve diğ., 2016; Pourhassan ve Faizal, 2015; Pourhassan ve Faizal, 2016; 

Sadeghi ve diğ., 2014; Sadeghi ve diğ., 2016 ). RN-AdS karadelikleri için Pourhassan ve 

Faizal (2015) termal dalgalanmaların etkisini araştırmıştır. Bizim elde ettiğimiz sonuçlar 

izlediğimiz yöntem ve yaklaşımlar nedeniyle Pourhassan ve Faizal (2015) tarafından elde 

edilen sonuçlardan farklıdır. Bizim kullandığımız yöntem RN-AdS karadeliğinin  � − K 

kritiğini incelemek açısından uygundur.  
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Denklem (3.40)’ı termal dalgalanmalardan gelen katkıları daha iyi irdelemek için bir �� 

parametresine bağlı şekilde verebiliriz (Pourhassan ve Faizal, 2015 ). Bu durumda 

genelleştirilmiş entropimiz 

� = �� − ��x ln ��
=Þx                            (4.11) 

ile verilir. Burada 
=Þ denklem (2.72) ile tanımlanan karadeliğin sıcaklığıdır. Denklem 

(4.11)’den görüldüğü gibi �� = 1 durumunda termal dalgalanmaların etkisi 

maksimumdur. �� = 0 durumunda da termal dalgalanmaların olmadığı Bekenstein-

Hawking entropisi elde edilir. RN-AdS karadeliğinin entropisi �� = J��x ve (2.72) 

denkleminde verilen sıcaklık ifadeleri (4.11)’de kullanılırsa 

� = J��x − ��  ln a�eØW�e�deÙc}W�·k√8�eW�e j                   (4.12) 

elde edilir. Bu termal dalgalanmalar nedeniyle karadeliğin yeni entropi ifadesidir. Bunu 

kullanarak RN-AdS karadeliklerinin bazı termodinamik niceliklerini termal dalgalanma 

durumunda elde edebiliriz. Termal dalgalanmalar durumunda 
 = ZuZb  kullanıldığında 

karadeliğin sıcaklığı 


 = Y}W�·c�eØW�e�deÙ]e
k�eW�(}8W�åc(8�e���)W�·�8�edeW�e��ede��)                (4.13) 

ile verilir. Sabit hacim ve basınçtaki ısı sığaları ise ® = 
 ZbZ§ ifadesi kullanıldığında 

aşağıdaki gibi verilirler: 

®¢ = �� }8W�åcØ8�e�}��ÙW�·�8�edeW�e����ede
�}8W�åc(}���8�e)W�·c�e(8de���)W�ec}���ede                   (4.14) 

®v = x8W�e( W�fc��eW�åc�eØ�e��deÙW�·�x�·deW�ec�·d·c��Ä(±-)
�e��· )

( W�fc�e(�de��e)W�·ck�·deW�e�}�·d·c�e(±-)
���e )             (4.15) 

(4.15) denkleminde Κl(��) = (−18J��l� + 3(3�� − 2J�x)��7 + 2�x�x(3�� − J�x�x)��k +2J�k�k��x + ���k�k) ve Κx(��) = 3��(−9��7 + �x��� − 12�x�x��k − �k�x��x) şeklinde 

verilir. Termodinamik kararlılık ®v > 0 şartı için sağlanır. 
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4.2.1. Faz Geçişi ve Kritik Noktalar 

(2.12)  ve (4.13) denklemlerinden termal dalgalanma durumunda elde edilen hal denklemi 

aşağıdaki gibi verilir: 

� = de
78W�· − l78W�e + §kW� − ��§k8W�i ± �8e§eW�Ä·�Ú(��)

k8W�f               (4.16) 

Burada �(��) = ��
�� (2J
��} − ��x − ��
�� + 2�x) şeklinde verilir. Hal denklemimizin �� → 0 için termal dalgalanmanın olmadığı (2.81) denklemini vermesi için karekökün 

önünde artı işaretli çözüm anlamlıdır. Kritik noktaları hal denkleminin olay ufkuna göre 

birinci ve ikinci mertebeden türevlerinden elde ederiz: 

ZvZW� = ZevZW�e = 0                            (4.17) 

�� parametresinin küçük değerleri için kritik noktaları analitik olarak elde etmek 

mümkündür Küçük termal dalgalanmalar için, hal denklemi aşağıdaki gibi seriye 

açılabilir: 

� = de
78W�· − l78W�e + §xW� + �� a l78eW�· − §x8W�i − de

k8eW�åj + O(��)          (4.18) 

Küçük termal dalgalanmalar için spesifik hacim olay ufkuyla 

� = 2��                           (4.19) 

şeklinde ilişkilendirilir. Küçük termal dalgalanmalar için kritik noktalar aşağıdaki gibi 

verilir: 

�� = 2√6� − √�x8d �� + Ô(��x)                    (4.20) 


� = √�l78d + √�¸x8edi �� + Ô(��x)                   (4.21) 

�� = l �8de + ��xl�8ed· + Ô(��x)                   (4.22) 

Bu durumda evrensel değer aşağıdaki gibi verilir: 
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vº§º¡º = }7 − ��k78de + Ô(��x)                     (4.23) 

(4.20), (4.21), (4.22) ve (4.23) denklemlerinden açıkça görüldüğü gibi �� → 0 durumunda 

termal dalgalanmalardan gelen katkıların olmadığı sonuçlar elde edilir (Kubiznak ve 

Mann, 2012 ). Yukarıdaki sonuçlardan da rahatlıkla görüleceği gibi kritik noktalar termal 

dalgalanmalar nedeniyle değişirler. Örneğin; kritik spesifik hacmin değeri azalırken, 

kritik sıcaklık ve kritik basınç için değer artar. Ayrıca evrensel değer �� ve � ifadelerine 

bağlı çıkar. Şekil (4.4)’de küçük termal dalgalanmalar için � − �� grafiği çizilmiştir. 

Şekilden de görüldüğü gibi kritik sıcaklığın altındaki karakteristik vdW davranışı görülür.  

 

 

Şekil 4.4: Küçük termal dalgalanma durumunda � − �� diyagramı. İzotermal eğriler için 
sıcaklık yukarıdan aşağıya sırasıyla 1.2
� , 
� ve 0.8
� değerlerine karşılık gelmektedir. �� = 10−9 ve � = 1 alınmıştır. 

 

Küçük kütleli karadelikler için termal dalgalanmaların etkisi baskın olduğundan termal 

dalgalanmaların büyük olduğu durumlarda da faz geçişini incelemek önemlidir. Bu 

durumda kökleri analitik olarak elde etmek mümkün değildir. Kökleri nümerik olarak 

elde edebiliriz. (4.5) ve (4.6) şekillerinde � − �� diyagramları büyük termal 
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dalgalanmalar için çizilmiştir. Termal dalgalanmalar açıkça faz geçişini etkilemektedir. 

Termal dalgalanmaların etkisi arttıkça vdW davranışından sapma meydana gelir. 

Şekillerden de görüldüğü gibi küçük kütleli karadelikler için termal dalgalanmaların 

etkisi baskındır. Küçük termal dalgalanmaların aksine küçük karadeliklerin bulunduğu 

kol kararlı değildir ve belirli bir olay ufkunun altında basınç komplekstir. Bu durumu 

büyük termal dalgalanmalar için karadeliklerin belirli bir olay ufkunun altında 

olamayacağı şeklinde yorumlamak mümkündür. Bu yorum ayrıca elde ettiğimiz sıcaklık 

ve entropi niceliklerindeki tekillikler ve negatif bölgeler gibi iyi tanımlı olmayan 

bölgeleri dışlamak için oldukça kullanışlıdır. Örneğin; şekil (4.6)’da 1.2
� izotermal 

eğrisi için basınç �� » 1.03573 değerinin altında komplekstir. Entropi ve sıcaklık için 

tekillikler bu minimum olay ufkundan daha küçük değerlere karşılık gelir. Yani 

karadelikler bu iyi tanımlı olmayan bölgelere ulaşamazlar. 

 

 

Şekil 4.5: Büyük termal dalgalanma durumunda � − �� diyagramı. İzotermal eğriler için 
sıcaklık yukarıdan aşağıya sırasıyla 1.2
� , 
� ve 0.8
� değerlerine karşılık gelmektedir. �� = 1 ve � = 1 alınmıştır. 
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Şekil 4.6: Büyük termal dalgalanma durumunda � − �� diyagramı. İzotermal eğriler için 
sıcaklık yukarıdan aşağıya sırasıyla 1.2
� , 
� ve 0.8
� değerlerine karşılık gelmektedir. �� = 0.5 ve � = 1 alınmıştır. 

 

4.2.1.1. Kritik Üsteller 

Bölüm (2.1.1.2)’de de bahsedildiği gibi benzer faz geçişi davranışı gösteren birbirinden 

farklı sistemlerin kritik üstelleri aynı çıkar. Yani aynı kritik üstellere sahip sistemler aynı 

faz geçişi ailesine aittirler. Biz bu bölümde küçük termal dalgalanmalar için kritik 

üstelleri araştıracağız. Büyük termal dalgalanmalar için hal denkleminin karmaşık yapısı 

nedeniyle kritik üstellerin elde edilmesi mümkün olmayabilir. Zaten vdW faz geçişinden 

bir sapma söz konusu olduğundan kritik üsteller farklı çıkabilir.  

Küçük termal dalgalanmalar için sabit hacimdeki ısı sığasını ®¢ = −�� + Ô(��x) şeklinde 

elde ederiz. Bu durumda ısı sığası açıkça sıcaklıktan bağımsızdır. Yani TÊ = 0 bulunur. 

Denklem (2.93)’deki ifadeler tekrar verelim: 

t = §�§º§º = Á − 1,      r = ¢�¢º¢º = Â − 1                (4.24) 
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Yukarıdaki ifade (4.18) denkleminde küçük termal dalgalanmalar için verilen hal 

denklemine atanır ve kritik noktalar civarında seriye açılırsa 

X = 1 + Y7} − 7��x¸8de] + Y− 7 + }x��7l8de] tr + Y− k7l + l���¸x 8de] r} + Ô(trx, rk)  

                              (4.25) 

elde edilir. t » 0 için ifadenin diferansiyeli alınırsa 

3� = − kx¸ �Ã �Y6 − 7}8de ��] t + Y1 − k�� 8de] rx  3r            (4.26) 

bulunur. Basınçların eşitliğinden ve Maxwell eşit alan yasasından 

X = 1 + Y7} − 7��x¸8de] + Y− 7 + }x��7l8de] tr¦ + Y− k7l + l���¸x 8de] r¦}  

     = 1 + Y7} − 7��x¸8de] + Y− 7 + }x��7l8de] tr¯ + Y− k7l + l���¸x 8de] r}̄         (4.27) 

0 = � r�Ã �Y6 − 7}8de ��] t + Y1 − k�� 8de] rx  3roµo²             (4.28) 

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin birlikte çözülmesiyle r¦ = −r¯ = 3√−2t 

çözümleri elde edilir. Bu durumda mertebe parametresi 

Ì� = K�(r¦ − r¯) = 2K�r¦ = 6K�√−2t                    (4.29) 

şeklinde bulunur. Yani � = lx bulunur. 

İzotermal sıkıştırılabilirlik üsteli Î ise 

<§ = − l¢ YZ¢Zv]§ = 7l8de
7vº( 8de�k��) lq + Ô(r)               (4.30) 

olduğundan Î = 1 bulunur. Son olarak Ð üstelini (4.25) denkleminden t = 0 için 

X − 1 = Y− k7l + l���¸x 8de] r}                    (4.31) 

elde edilir. Yani Ð = 3 bulunur. 
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Küçük termal dalgalanmalar için RN-AdS karadeliğinin kritik üstellerini TÊ = 0, � =
lx , Î = 1 ve Ð = 3 şeklinde elde ettik. Bunlar termal dalgalanmanın olmadığı durumdaki 

RN-AdS karadelikleriyle aynı çıkar. 

4.3. TSALLIS-RENYI ENTROPİ MODELİNDE RN KARADELİĞİ  

Bu bölümde düz uzayzamandaki RN karadelikleri için Tsallis-Renyi entropi modelini ele 

alacağız. Bölüm (3.3)’te � parametresinin AdS uzayzamanı eğrilik yarıçapı gibi 

davrandığını gösterdik. Bu düşünceden hareketle düz uzayzamandaki RN 

karadeliklerinin TR modelinde RN-AdS karadelikleri gibi davranacağını göstereceğiz. 

Ayrıca bölüm (2.3)’te tanımladığımız faz geçişine benzer bir faz geçişini düşünmek 

mümkündür. RN-AdS karadeliklerinin � → 0 durumunda düz uzayzamandaki RN 

karadeliklerinin termodinamik niceliklerini vermek mümkündür: 

� = W�e cde
xW�                           (4.32) 

� = J��x                           (4.33) 


 = W�e�de
k8W�i                           (4.34) 

® = 2J��x W�e�de
}de�W�e                        (4.35) 

; = W�ec}de
kW�                           (4.36) 

RN karadeliğinin entropisini Tsallis entropisi olarak ele alırsak 

�! = l

 ln[1 + �J��x]                                 (4.37) 

yazılır. Sıcaklık ve ısı sığası sırasıyla 


! = Y ZuZb�]d = 
8W�·�Ø
8de�lÙW�e�de
k8W�i                   (4.38) 



62 
 
 

 

®! = 
! YZb�Z§�] = x8W�e(W�e�de)

8W�·c(
8de�l)W�ec}de                 (4.39) 

ile verilir. (4.7), (4.8) ve (4.9) numaralı şekillerde sırasıyla entropinin, sıcaklığın ve ısı 

sığasının kütleye göre değişimleri her üç durum için gösterilmiştir. Şekillerden de 

görüleceği üzere � parametresinin AdS eğrilik yarıçapı gibi davranması nedeniyle TR 

modelinde hesaplanan termodinamik nicelikler, AdS için hesaplanan niceliklerle 

benzerlikler göstermektedir.  

 

 

Şekil 4.7: Entropilerin kütleye göre değişimi. Turuncu çizgi RN, kesikli mavi çizgi TR modeli, 
siyah noktalı çizgi RN-AdS entropilerine karşılık gelmektedir. � = 1, � = 0.2  ve � =1 alınmıştır. 
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Şekil 4.8: Sıcaklıkların kütleye göre değişimi. Turuncu çizgi RN, kesikli mavi çizgi TR modeli, 
siyah noktalı çizgi RN-AdS entropilerine karşılık gelmektedir. � = 1, � = 0.2  ve � =1 alınmıştır. 

 

 

Şekil 4.9: Isı sığalarının kütleye göre değişimi. Turuncu çizgi RN, kesikli mavi çizgi TR 
modeline, siyah noktalı çizgi RN-AdS entropilerine karşılık gelmektedir. � = 1, � = 0.2  

ve � = 1 alınmıştır. 
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4.3.1. Faz Geçişi ve Kritik Noktalar � parametresinin AdS eğrilik yarıçapı gibi davranması nedeniyle faz geçişlerini RN 

karadelikleri için incelemek mümkündür. Biz bu incelemeyi iki farklı şema kullanarak 

yapacağız. İlk şemamızda (Chamblin ve diğ., 1999a; Chamblin ve diğ., 1999b) RN 

karadeliğinin faz geçişini   �! − �! düzleminde kritik yüke göre araştıracağız. İkinci 

şemamız ise tezin ikinci bölümünde ayrıntılı olarak anlattığımız � − K şemasına 

benzemektedir. Biz basınç yerine � parametresini kullanacağız. Şimdi sırasıyla bu 

şemalar için faz geçişlerini inceleyelim: 

4.3.1.1. � − � Düzleminde RN Karadeliğinin Faz Geçişi 

(4.37) ve (4.38) denklemlerinden elde edilen hal denklemini aşağıdaki gibi yazabiliriz: 

�! = l§� = �8



k¾³�h�(¾�h��l)(¾�h��l�8
de)                     (4.40) 

Kritik noktalar 

ZÍ�Zb� = ZeÍ�Zb�e = 0                        (4.41) 

ifadelerinden hesaplanırsa 

�� = l

 ln[2(√3 − 1],     �� = �¸�k√}8
 ,      �� = (x√}c})x �(x√}�})8


         (4.42) 

elde edilir.  

(4.10), (4.11) ve (4.12) numaralı şekillerde TR modelinde RN karadeliğinin �! − �! 

diyagramları çizilmiştir. Şekil (4.10)’da kritik yükün altında vdW ve RN-AdS 

sistemlerinde görülen karakteristik davranış gözlenir. Şekil (4.11) kritik yük için 

çizilmiştir. Şekil (4.12)’de kritik yükün üzerinde ideal gaz davranışı söz konusudur. 

Küçük karadeliklerin bulunduğu kol kararlı değildir. 



65 
 
 

 

 

Şekil 4.10: 0.8�� için �! − �! grafiği. � = 0.2 alınmıştır. 

 

 

Şekil 4.11: �� için �! − �! grafiği. � = 0.2 alınmıştır. 
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Şekil 4.12: 1.2�� için �! − �! grafiği. � = 0.2 alınmıştır. 

 

4.3.1.2. � − � Düzleminde RN Karadeliğinin Faz Geçişi 

(4.38)’den hal denklemini aşağıdaki gibi yazabiliriz: 

� = kW�§�decW�e − l8W�e                               (4.43) 

Kritik noktalar 

Z
ZW� = Ze
ZW�e = 0                         (4.44) 

ile hesaplanırsa 

�� = �3 + 2√3�,    
� = x�l}«c¸7√}8d ,      �� = ¸�k√}8de                (4.45) 

kritik noktalar olarak bulunur. Olay ufku � = W�k  şeklinde spesifik hacim ile 

ilişkilendirilirse evrensel değer 

vº¡º§º = }7                            (4.46) 
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olarak bulunur.  

 

 

Şekil 4.13: 0.8
� için � − �� grafiği. Q= 1 alınmıştır. 

 

 

Şekil 4.14: 
� için � − �� grafiği. � = 1 alınmıştır. 
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Şekil 4.15: 1.2
� için � − �� grafiği. � = 1 alınmıştır. 

 

(4.13) numaralı şekilde vdW ve RN-AdS sistemlerindekine benzer davranış söz 

konusudur. Şekil (4.14) kritik sıcaklık için çizilmiştir. Şekil (4.15)’de ise kritik sıcaklığın 

üzerinde ideal gaz davranışı söz konusudur. Benzer şekilde küçük karadeliklerin 

bulunduğu kolun kararlı olmadığı görülebilir.  

Şekil (4.16)’da Gibbs serbest enerjisinin sıcaklığa göre grafiği verilmiştir. Kritik basıncın 

altındaki değer için klasik kelebek kanadı davranışı gözükmektedir. Bu da vdW ve RN-

AdS karadeliklerinde gerçekleşen bir durumdur. Açıkça � parametresi AdS eğrilik 

yarıçapı gibi davranmaktadır. 

Son olarak her iki faz şeması için sonuçlarımızın 0 ≤ � ≤ 1 aralığında anlamlı olduğunu 

hatırlatalım.   
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Şekil 4.16: Gibbs serbest enerjisinin sıcaklığa göre değişimi. � = 0.08�� ve � = 1 alınmıştır. 
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ 

Bu tez çalışmasında genişletilmiş faz uzayındaki RN-AdS karadeliklerinin termodinamik 

özelliklerine değindik. RN-AdS karadelikleri için JT genleşmesi ile termal 

dalgalanmaların etkilerini ve düz uzayzamandaki RN karadelikleri için TR entropi 

modelinin sonuçlarını araştırdık. 

RN-AdS karadelikleri için JT genleşmesi sırasında vdW sistemlerinden farklı olarak 

kütlenin değişmediğini gösterdik. Dolayısıyla RN-AdS karadelikleri için izoentalpik bir 

süreç aynı zamanda kütlenin değişmediği bir süreç olarak ele alınabilir. Her iki sistemde 

de inversiyon ve izoentalpik eğrileri 
 − � düzleminde inceledik. Her iki sistem için 

inversiyon eğrilerinin içerisinde kalan bölgede soğuma meydana gelir. vdW 

sistemlerinden farklı olarak sadece alt inversiyon eğrisi tanımlıdır ve bu eğrinin herhangi 

bir noktada neden sonlanmadığını açıkladık. Ayrıca RN-AdS karadeliklerinde JT 

genleşmesi sırasında inversiyon eğrisinin üstündeki kapalı olmayan bölgede daima 

soğuma gözükür. Ancak her iki sistem için alt inversiyon eğrisinin altında izoentalpik 

eğriler iyi tanımlı değildirler. Son olarak çıplak tekillikler söz konusu olduğunda JT 

sürecinin tanımlanamayacağını gösterdik. 

İkinci problem olarak termal dalgalanmaları RN-AdS karadelikleri için inceledik. 

Öncelikle karadeliklerin entropisi için termal dalgalanmalardan gelen katkının elde 

edilmesini ele aldık. Daha sonra entropiden gelen bu katkıyı RN-AdS karadeliğinin diğer 

termodinamik niceliklerini elde etmek için kullandık. Termal dalgalanma katkılarını 

içeren bir hal denklemini elde ettik. Bu denklemden küçük termal dalgalanma durumunda 

analitik olarak kritik noktaları elde etmek mümkündür. Küçük termal dalgalanma 

durumunda faz geçişi vdW ve RN-AdS sistemlerininkiyle aynıdır. Benzer şekilde kritik 

üsteller de küçük termal dalgalanmalar durumunda aynı çıkmaktadır. Küçük karadelikler 

için termal dalgalanmaların etkileri baskın olduğundan, faz geçişlerini büyük termal 

dalgalanmalar durumunda da çalışmak önemlidir. Hal denkleminin karmaşıklığı 

nedeniyle kritik noktaları büyük termal dalgalanmalar için nümerik olarak elde etmek 

mümkündür. Büyük termal dalgalanmalar için vdW tipi faz geçişinden sapma söz 
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konusudur. Ayrıca karadeliklerin var olabileceği minimum bir olay ufku elde ettik. Bu 

minimum olay ufku şartı termal dalgalanma durumundaki entropi ve sıcaklık 

niceliklerindeki tekillikleri ve negatif bölgeleri dışlamak için oldukça kullanışlıdır. Bu 

dalgalanmaların küçük karadelikler için baskın olduğu bilinmektedir. Elde ettiğimiz 

sonuçlar bu açıdan bir tutarlılık göstermektedir. 

Son olarak TR entropi modelini karadelikler için ele aldık. Öncelikle düz uzayzamandaki 

Schwarzschild karadeliklerinin entropisinin Tsallis entropisi olarak ele alınması 

durumundan bahsettik. Karadeliğin entropisi Tsallis entropisi olarak ele alınır ve Renyi 

entropisiyle ilişkilendirilirse elde edilen sonuçlar AdS uzayzamanındaki karadeliklerle 

benzerlikler göstermektedir. Yani � parametresi � AdS eğrilik yarıçapı gibi 

davranmaktadır. Biz de bunu düz uzayzamandaki RN karadelikleri için tekrar ele aldık. 

Elde ettiğimiz sonuçlar daha önceden yapılan çalışmalardaki (Biro, 2010; Biro ve 

Czinner, 2013; Czinner ve Iguchi, 2016) sonuçlarla bu açıdan benzerlik göstermektedir. 

TR modelindeki RN karadelikleri için faz geçişlerini iki şema kullanarak inceledik 

(Chamblin ve diğ., 1999a; Chamblin ve diğ., 1999b; Kubiznak ve Mann, 2012). Elde 

edilen sonuçlar RN-AdS karadeliklerinin sonuçlarıyla benzerlikler göstermektedir. 

Sonuç olarak değişen kozmolojik sabit fikri etrafında RN-AdS karadelikleri için JT 

genleşmesini ile termal dalgalanmaların ve düz uzayzamandaki RN karadelikleri için de 

TR entropi modelinin etkilerini inceledik. Elde ettiğimiz bulgular literatürdeki 

çalışmalarla uyuşmakta olup yaptığı katkı bakımından önemlidir. 
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