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OZET

YUKSEK LIiSANS TEZi

REISSNER-NORDSTROM-ADS KARADELIKLERININ GENISLETILMIS
FAZ UZAYINDAKI TERMODINAMIK OZELLIKLERI

Ozgiir OKCU

istanbul Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Fizik Anabilim Dah

Danisman : Prof. Dr. Ekrem AYDINER

Bu tezde, oncelikle Joule-Thomson (JT) etkisi Reissner-Nordstrom-AdS (RN-AdS)
karadelikleri igin calisilmistir. Reissner-Nordstrom-AdS karadelikleri i¢in sadece alt
inversiyon egrisinin bulundugu gosterilmistir ve van der Waals sistemlerinden farkli
olarak bu egri belirli bir noktada sonlanmamaktadir. Soguma ve 1sinma bolgeleri
gosterilmistir. Ayrica olay ufkunun olmadigi ¢iplak tekilligin JT genlesmesi i¢in anlaml1
olmadig1 gosterilmistir. ikinci olarak termal dalgalanma etkileri RN-AdS karadelikleri
icin ¢alisilmistir. Baz1 yeni termodinamik nicelikler elde edilmistir ve hem analitik hem
de niimerik olarak P-V kritigi termal dalgalanmalarin varliginda incelenmistir. Termal
dalgalanmalarin etkileri kiigiik karadelikler i¢in kayda degerdir ve karadelikler belirli bir
olay ufku degerinin altinda var olmayabilirler. Kritik iisteller kii¢iik termal dalgalanmalar
icin hesaplanmistir. Son olarak, Tsallis-Renyi entropi modeli RN karadelikleri i¢in
diisiiniilmiistiir ve bazi yeni termodinamik nicelikler elde edilmistir. Faz gecisi AdS
egrilik yaricapina benzeyen A nedeniyle incelenmistir.

Aralik 2016, 90 sayfa.

Anahtar kelimeler: Karadelik Termodinamigi, AdS Karadelikleri, Gravitasyon

iX



SUMMARY

M.Sc. THESIS

THERMODYNAMIC PROPERTIES OF REISSNER-NORDSTROM-ADS
BLACK HOLES IN THE EXTENDED PHASE SPACE

Ozgiir OKCU

Istanbul University
Institute of Graduate Studies in Science and Engineering

Department of Physics

Supervisor : Prof. Dr. Ekrem AYDINER

In this thesis, firstly Joule-Thomson (JT) effects for Reissner-Norstrom-AdS (RN-AdS)
black holes were studied. It was showed that there is only a lower inversion curve for RN-
AdS black holes and this curve does not terminate any certain point, unlike van der Waals
system. Cooling and heating regions were shown. It was also denoted naked singularity
which is not sensible for JT expansion due to the lack of event horizon. Secondly, thermal
fluctuations effects were studied for RN-AdS black holes. Some new thermodynamic
quantites were obtained and both analytically and numerically P-V criticality was
investigated in the presence of thermal fluctuations. Thermal fluctuations effects are
remarkable for small black holes and black holes may not exist under a certain value of
event horizon. Critical exponents were computed for small thermal fluctuations. Finally,
Tsallis-Renyi entropy model was considered for RN black holes and some new
thermodynamic quantities were obtained. Phase transition was investigated due to A
parameter which is simulating the AdS curvature radius.

December 2016, 90 pages.

Keywords: Black Hole Thermodynamics, AdS Black Holes, Gravitation



1. GIRIS

1970’11 yillarda karadelik termodinamigi alaninda ardi ardina meydana gelen kesifler
karadeliklere bakis agimiz1 biiyiik 6lciide degistirmistir. Ozellikle kuantum gravitasyon
teorisinin dogasin1 anlamamizi saglayacak ilk ipuclarini bize saglamistir. Karadelik
termodinamigi; gravitasyon teorileri, parcacik fizigi, istatiksel fizik gibi teoriler arasinda

temel bir takim iligkiler olusturulmasi agisindan oldukga énemlidir.

Karadeliklerin de genel bir termodinamik sistem gibi bir sicakliga ve entropiye sahip
olabilecegini gosteren ilk ¢aligmalar (Bekenstein, 1972; Bekenstein, 1973; Hawking,
1974; Hawking, 1975) 1970’11 yillarin basinda yapilmistir. Giliniimiize kadar karadelik
termodinamigi konusunda c¢ok sayida calisma yapilmistir. Bu calismalar sayesinde
karadeliklerle genel termodinamik sistemler arasindaki benzerligin sadece sicaklik ve
entropi ile sinirlt olmadigr goriilmiistiir. Kisaca karadelik termodinamigi yasalar1 sdyle

ifade edilebilir (Dolan, 2015):

a) Olay ufku ilizerinde yiizey gravitesi k sabittir.
b) J, 2, Q ve @ sirasiyla acisal momentum, agisal hiz, yiikk ve elektrik potansiyeli

olmak iizere karadelik termodinamiginin birinci yasasi asagidaki gibi ifade edilir:
dU =TdS + 2d] + ®dQ (1.1)

c) Herhangi klasik bir siire¢ i¢in olay utkunun alani asla azalmaz.

d) Sonlu sayida adimla k = 0 durumuna ulagmak miimkiin degildir.

Karadeliklerin termodinamik bir sistem olarak diisiiniilmesiyle faz gecisi gibi
karakteristik olaylarn meydana gelmesini beklemek dogaldir. Ozellikle AdS
uzayzamanindaki karadelikler i¢in zengin faz ge¢isi yapilar1 tanimlamak miimkiindiir.
AdS uzayzamanindaki karadeliklerle genel termodinamik sistemler benzer davranislar
sergilemektedirler. Bu karadeliklerin termodinamigi tizerine ilk ¢alismayr Hawking ve
Page (1983) yapmistir ve Schwarzschild-AdS (yliksiiz ve donmeyen) karadelikleri ile
termal AdS uzayi arasinda bir faz gecisi bulmuslardir. Reissner-Nordstrom-AdS (ytikli



ve donmeyen) karadelikleri i¢in ilk defa van der Waals sivi-gaz faz gecisine benzer faz

gecisi Chamblin ve dig. (1999a, 1999b) tarafindan gosterilmistir.

Son yillarda kozmolojik sabitin bir termodinamik degisken olarak diislintilmesi, bu

benzerlikleri fiziksel olarak daha anlamli hale getirmistir. Ozellikle kozmolojik sabitin
basing P = — sA_n ve eslenik niceliginin de termodinamik hacim ile iligkilendirilmesi vdW

stvi-gaz faz gecisleri ile RN-AdS birinci mertebeden kiiciik-biiylik karadelik faz gegisleri
arasindaki benzerligi daha uyumlu bir hale getirmistir (Kubiznak ve Mann, 2012).
Aslinda degisen kozmolojik sabit fikri yeni degildir (Henneaux ve Teitelboim, 1984;
Henneaux ve Teitelboim, 1989; Teitelboim, 1985). Daha sonraki calismalarda (Caldarelli
ve dig., 2000; Kastor ve dig., 2009; Rubio, 2007; Sekiwa, 2006; Shuang ve dig., 2006)
kozmolojik sabitin ve eslenik niceliginin karadelik termodinamiginin birinci yasasinda
diisiiniilmesinin daha iyi sonuglar verecegi onerilmistir. Ozellikle kozmolojik sabitin
stfirdan farkli oldugu karadelik ¢oziimleri i¢in Smarr iligkisinde (Smarr, 1973) uyumluluk
degisen kozmolojik sabit fikriyle saglanmaktadir. Ayrica kozmolojik sabit ve eslenik
niceliginin sirastyla basing ve hacim ile iliskilendirilmesi, karadelik termodinamiginde

kiitleyi dogrudan entalpiyle esitlememize imkan tanir (Kastor ve dig., 2009).

Karadelik termodinamiginin birinci yasasinda basincin ve hacmin yer almasi genel
termodinamik sistemlerde gecerli olan olaylarin karadeliklerde de aragtirilmasi i¢in zemin
hazirlar. Ornegin; karadeliklerin sikistirilabilirligini ve hatta ses hizin1 (Dolan, 2011a) ve

0zel 1s1 ¢cevrimlerini (Johnson, 2014) diisiinmek miimkiindiir.

Faz gecisi, kritik olaylar, karadeliklerin sikistirilabilirligi ve 1s1 ¢evrimi gibi olaylarin
uygulanabilirligi genel termodinamik sistemlerde gecerli olan diger olaylarin da
karadeliklere uygulanip uygulanmayacagini akla getirmektedir. Bu nedenle biz bu tez
calismast boyunca RN-AdS karadelikleri i¢in Joule-Thomson etkisini, termal
dalgalanmalarin etkilerini ve diiz uzayzamandaki RN karadelikleri i¢in Tsallis-Renyi

entropi modelinin etkilerini inceleyecegiz. Ozetle tezin organizasyonu su sekildedir:

Ikinci béliimde &ncelikle degisen kozmolojik sabit fikri ile ortaya ¢ikan genisletilmis faz
uzayt kavrami ve kozmolojik sabit durumunda entalpinin kiitle ile eslestirilmesi
tartisilacaktir. Kozmolojik sabitin basingla iliskilendirilmesine deginilecektir. Smarr

iligkisinin tiiretildigi Euler Teoremi ve 6l¢eklendirme yontemi anlatilacaktir. Durgun ve



donen karadeliklerin termodinamik ve geometrik hacimlerinden bahsedilecektir. Daha
sonra RN-AdS karadeliklerindeki termodinamik olaylar1 daha iyi anlayabilmek i¢cin vdW
sistemlerinin dzellikleri ayrintili bir sekilde incelenecektir. Ozellikle faz gecisi ve kritik
olaylar, kritik iisteller, Ehrenfest siniflandirilmasi, 1s1 ¢evrimleri vdW sistemleri i¢in
tartisilacaktir. Ardindan RN-AdS karadelikleri icin de aym tartigmalar yapilacaktir.
Boliimiin sonunda donen AdS karadelikleri, dS karadelikleri basta olmak tizere diger
karadelik ¢oziimleri i¢in yapilan calismalardaki faz gecisi ve termodinamik olaylarin
ozelliklerine kisaca deginilecektir. Ugiincii boliimde ise dncelikle JT olay: anlatilacaktir.
JT olaymin vdW sistemleri i¢in elde edilmesine yonelik matematiksel yap1 verildikten
sonra inversiyon egrileri, maksimum ve minimum inversiyon sicakliklar ile izoentalpik
egrilerin elde edilmesi anlatilacaktir. Daha sonra karadelik entropisine termal
dalgalanmalar nedeniyle gelen katki incelenecektir (Das ve dig., 2002). Termal
dalgalanmanin elde edilmesine yonelik yontemler ayrintili bir sekilde anlatilacaktir. Son
olarak diiz uzayzamandaki Schwarzschild karadelikleri i¢in TR entropi modelinin etkileri
incelenecektir. Diiz uzayzamandaki Schwarzschild karadeliginin termodinamik
ozellikleri gozden gecirilecektir. TR modelinde elde edilen sonucglar anlatilacaktir.
Dordiincii boliimde ise, oncelikle JT olaymnin RN-AdS karadelikleri i¢in incelenmesi
yapilacaktir. Inversiyon egrisi ve izoentalpik siirecler RN-AdS karadelikleri igin
incelenecektir. izoentalpik siireclerin tanimli olmadig1 ¢iplak tekillik durumlarindan
bahsedilecektir. Ardindan termal dalgalanmadan gelen katki diger termodinamik
niceliklerde de diisiintilecektir. Biiyiik termal dalgalanma durumunda niimerik ve kiiciik
termal dalgalanma durumunda analitik olarak faz gecisi RN-AdS karadelikleri igin
calisilacaktir. Bu boliimde son olarak TR modelinin diiz uzayzamandaki RN karadelikleri
tizerindeki etkisi tartisilacaktir. Faz gecisleri hem Chamblin ve dig. (1999a, 1999b)
tarafindan Onerilen yontemle hem de Kubiznak ve Mann (2012) tarafindan Onerilen
yontemle incelenecektir. Son bdliimde ise yaptigimiz hesaplar sonucu elde ettigimiz
bulgular tartigilarak calisma sonlandirilacaktir. (Butezde a=b=¢p =G =kzp =h =

¢ = 1 alinmstir.)



2. GENEL KISIMLAR

Kozmolojik sabit ve eslenik niceliginin dolayisiyla basing ve hacim degiskenlerinin
karadelik termodinamiginin birinci yasasina eklenmesiyle genisletilmis faz uzay:1 elde
edilir. AdS uzayinda negatif enerji yogunlugu &, P basiciyla € + P = 0 seklinde

iligkilidir. Kozmolojik sabit 4 ise, € enerji yogunluguyla A = 8me seklinde verilir. Bu iki
iligki kullanildiginda P ile A arasinda P = — BA—H elde edilir. Eger karadelik bir V hacmine

sahipse, icerdigi enerji eV = —PV olur. Dolayistyla karadeligin toplam enerjisi U = M —
PV seklinde verilir. Bu ifade agik bir sekilde karadeliklerin kiitlelerinin entalpiye esit
olmasi gerektigini sdylemektedir (Kastor ve dig., 2009):

M=H=U+PV (2.1)
PdV terimini de igerecek sekilde (1.1) denklemini tekrar yazalim:

dU =TdS + 2d] + &dQ — PdV (2.2)
(2.1) denklemini kullanarak Legendre doniisiimiiyle

dM = dH =TdS + 2d] + ®dQ + VdP (2.3)

birinci yasay1 seklinde verebiliriz. (2.3) denklemine kars1 gelen Smarr iliskisini Euler
Teoremi (Kastor ve dig., 2009) ile elde edebiliriz. Euler Teoremi bir f(x,y)
fonksiyonunun f(aPx,a%y) = a”f(x,y) scklinde bir 6l¢eklendirme iligkisine uymasi

halinde, fonksiyonun ve tiirevlerinin asagidaki iliskiyi saglayacagini sdyler:
af of
rfey) =p(L)x+a(E)y (24)

Simdi Smarr iliskisini Kerr-Newman-AdS (yiikli ve donen) karadelikleri icin
belirleyelim. KN-AdS karadeliginin kiitlesi (Caldarelli ve dig., 2000) asagidaki gibi

verilir:



sPSZ) 8PS

S+mQ2%+ +4m2 (1+—)J?
M(S,P,],Q) = j< - -

- (2.5)

Denklem (2.5) igin S — a%S, P- a*P, Q- a”Q, |- a?] ve M- a'M
Olceklendirmeleri ile Euler Teoremi kullanilirsaw =2, x =—=2, y=1, z=2ve t =

1 bulunur. Bu durumda kiitle fonksiyonu ile kismi tiirevleri arasindaki iliski soyle ifade

edilir:
M=2(Z—ISW)S—2(Z—IZ)P+(Z—Z)Q+2(66—7)] (2.6)
Denklem (2.3)’den (Z—IZ) =T, (Z—A;) =V, (Z—IZ) =@ ve (Z—Aj) = (2 oldugu belirlenir ve

(2.6) denkleminde yerine yazilirsa kars1 gelen Smarr iliskimiz asagidaki gibi verilir:
M =2(TS—-VP+0Q])+ ®Q (2.7)

Karadelik ¢oziimleri farkli parametreler igerebilirler. Bu durumda Smarr iligkisinin
saglanmas1 i¢in degisen kozmolojik sabit fikri tek basma yeterli degildir. Ornegin;
quintessence ile g¢evrili karadeliklerde (Li, 2014) normalizasyon faktorii ve eslenik
niceligi, Born-Infield-AdS karadeliklerinde (Gunasekaran ve dig., 2012) elektromanyetik
alan siddeti ve eslenik niceligi, Gauss-Bonnet-AdS karadeliklerinde (Cai ve dig., 2013)
Gauss-Bonnet katsayist ile eslenik niceligi birinci yasa ve Smarr iligkisi igin

diistiniilmelidir.

Kozmolojik sabitin eslenik niceligi de termodinamik hacim ile iliskilendirilir. (2.3)

denkleminden termodinamik hacim asagidaki gibi verilir:

-6, e

Denklem (2.8) karadeliklerin hacminin termodinamik bir tanimlamasini vermektedir
(Kastor ve dig, 2009). Bu tanimlamanin geometrik hacimle bir ilgisi yoktur. Aslinda
karadeliklerin hacminin geometrik olarak nasil tanimlanacagi ¢ok agik degildir. Ciinkii
radyal r koordinati ile ¢ zaman koordinati, olay ufkunun icerisinde karakter degistirirler
(Misner ve dig., 1973). Yani r koordinati zamansaldir. Bu durumda sabit t i¢in alan

tizerinden r = 0°dan r = r3,ye kadar integral alip hacmi belirlemek pek uygun degildir.



Karadelikler i¢in hacmin nasil tanimlanabilecegine dair ¢aligmalar literatiirde mevcuttur

(Ballik ve Lake, 2010; Ballik ve Lake, 2013; Hayward, 1998; Parikh, 2006).

Yukarida bahsettigimiz engele ragmen durgun ve donen karadeliklerin geometrik
hacimlerine deginmek Onemlidir. Schwarzschild-AdS ve Kerr-AdS (donen)
karadeliklerini diislinelim. Schwarzschild-AdS karadelikleri i¢in metrik ifademiz

asagidaki gibi verilir:
ds? = —f(r)dt? + f(r)dr? + r?(d6? + sin? 0 dp?) (2.9)

2
Schawarzschild-AdS ¢6ziimii i¢in metrik fonksiyonumuz f(r) = 1 — % — A% ile verilir.

Alan (Gren ve Hervik, 2007; Misner ve dig., 1973) asagidaki gibi verilir:

Alan = fon,/lggglde fozn |9pp|de =142 fonsinH de fozn de = 4nr,?2 (2.10)
Geometrik hacmi, alan iizerinden integre ederek hesaplarsak,

Ve = forh Anridr = %Tmf (2.11)

3

elde ederiz. AdS uzayzamani i¢in kozmolojik sabit A = —= seklinde secilir. Burada [

uzayzamanin egrilik yaricapidir. Bu ifadeden basing ile egrilik yarigap arasindaki iligki

asagidaki gibi verilir:

p=2_ (2.12)

8712

Metrik fonksiyonundan f(r3,) = 0 i¢in kiitlenin ¢oziimii asagidaki gibi olur:

M =2(3 +8rPr,?) (2.13)

Denklem (2.13) kullanarak termodinamik hacmi hesaplarsak V = (Z—A;) = %m‘,ﬁ elde
s

ederiz. Geometrik hacim ve termodinamik hacim iki durumda da ayni ¢ikti. Yukaridaki

tartisma yiikli ve durgun karadeliklerde de ayni sonucu verecektir. Simdi Kerr-AdS

karadeliklerini inceleyelim. Kerr-AdS karadelikleri i¢in metrik ifademiz asagidaki gibi

verilir:



ds? = =2 (dt - Lsin? 0 dp)? +2dr? +2 g2 +2‘°';$(ddt - D) ggy2
(2.14)

Metrik igerisindeki diger fonksiyonlar ise agagidaki gibi tanimlanirlar:

4= +a)(1+5) - 2mr 2.15)

5 =1-Lcos?0 (2.16)

g=1-% 2.17)

p% =1r%+ d*cos?6 (2.18)

M = g (2.19)

i= é (2.20)
Kerr-AdS karadelikleri icin alan asagidaki gibi verilir:

Alan = 2% [T singd [2 dg = 4n T (221)

Yukaridaki ifadeye gore Kerr-AdS karadeliginin geometrik hacmi asagidaki gibi verilir:

24 52
Ve = %w (2.22)

Denklem (2.5) Q = 0 i¢in Kerr-AdS karadeliklerinin kiitlesini verir. Buna gore Kerr-

AdS karadeliklerinin termodinamik hacmi sdyle verilir:

V= (aa—’;’)s,] =2 [s(s+25) +2n72] (2.23)

3ntM

T'h2+d2

Kerr-AdS karadeliginin entropisi S = m ve (2.20) esitlikleri (2.22) denkleminde

yerine konulursa geometrik hacim asagidaki sekliyle verilebilir:



S J2(3+8PS)
T 3M?2

Ve =35 (2.24)
Donen karadelikler icin termodinamik hacim ve geometrik hacim biribirinden farklidir.
Kerr-Newman-AdS karadeliklerinde de benzer sonuglar elde edilir. Biz ¢alismamizda

karadelik hacminin termodinamik tanimini kullanacagiz.

2.1. VAN DER WAALS HAL DENKLEMI

Ideal gaz yasasinin genellestirilmis sekli olan vdW hal denklemi en ¢ok bilinen ve
kullanilan hal denklemidir (Berberan-Santos ve dig., 2008; Goldenfeld, 1992; Holyst ve
dig., 2012; Johnston, 2014; Vent, 2001). Ger¢cek gazlarin davranislarini yaklasik olarak
tamimlar. ideal gaz yasasindan farkli olarak molekiillerin biiyiikliiklerini ve aralarindaki
etkilesimi dikkate alir. Genelde sivi-gaz faz gegislerinin temel 6zelliklerini tanimlamak

icin kullanilir. Hal denklemi asagidaki gibi verilir:
(P+3)(w—b) = kT (2.25)

v =% olarak tanimlanir ve akigkanin spesifik hacmi olarak adlandirilir. a > 0 sabiti

molekiillerin aralarindaki etkilesimin bir dl¢iisiiyken, b > 0 sabiti molekiillerin hacminin

bir ol¢lisiidiir. a ve b sabitleri deneysel olarak saptanirlar.

vdW sistemlerinde basta faz gecisi ve kritik tisteller olmak iizere bir¢ok olay1 daha iyi
anlamak i¢in termodinamik potansiyellere, 1s1 kapasitelerine, hacim genlesmesine ve
izotermal sikistirilabilirlige deginmek yerinde olacaktir. Sabit parcacik sayisi igin,

Helmholtz serbest enerjisi asagidaki bagintinin v iizerinden integrasyonuyla elde edilir:
dF = —Pdv — SdT (2.26)

vdW sisteminin Helmholtz serbest enerjisi ile ideal gazinki karsilastirilarak integrasyon

sabiti belirlenir. Bu durumda Helmholtz serbest enerjisi

(v—b)T3/?

F(T,v) = —kgT (1+1n [TD _2 (2.27)

v



ile verilir. Burada ¢ gazlar karakterize etmek i¢in kullanilan bir sabittir. Yukaridaki ifade

kullanilarak Gibbs serbest enerjisi elde edilir:

a

G(T,P) =F + Py = —kyT (1+1n [@]) —2+ Py (2.28)

(2.26) ve (2.27) numarali denklemler kullanilarak entropi elde edilir:

OF

srv) == (). = ks 3+ 1n[%]) (2.29)

Sabit hacimde 1s1 s1gas1 asagidaki gibi verilir:

C=T(5) =% (2.30)

2
Sabit hacimdeki ve basingtaki 1s1 sigalar1 arasindaki iliski

Cp—C,=—T (Z—i)vz (Z—;’,)T 2.31)

ile verilir. Bu iliski ve (2.30) denklemi ile sabit basingtaki 1s1 sigas1 elde edilir:

Cr =5+ Zaor? (2.32)
kBT‘U3
[zotermal sikistirilabilirlik ve hacim genlesmesi sirasiyla asagidaki gibi verilir:
_ _l(ov\ _ __ v’(w-b)’
ey = v (ap)T " kgTv3-2a(b—v)? (2.33)
_ 1o\ _ _ kpv?
ap = v (6T)p = pv3—av+2ab (234)

2.1.1. Faz Gegisi ve Kritik Noktalar
vdW hal denklemi i¢in kritik noktalar basincin spesifik hacme gore birinci ve ikinci

tirevlerinden elde edilir:

ap _ a%p
Pl 0 (2.35)

Denklem (2.35)’e gore basincin spesifik hacme gore birinci ve ikinci tlirevleri
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oP _  kgT | 2a

o= Bz T 3 =0 (2.36)
o2p 2kgT 6a
72 = "o w0 237

ile verilir. Buradan elde edilen kritik noktalar asagidaki gibidir:

8a a
ksTe = =, v, =3b, P =-— (2.38)
P
0.08|
0.08}
0.04}-
0.02}
" 1 a " 2 1 2 2 . 1 M 2 . 1 . . . 1 . " 5 1 v
- \-2/ 4 e 8 10 12
-0.02|

Sekil 2.1: izotermal egrilerin P — v grafigi. Yukaridan asagiya sicakliklar sirasiyla
1.2T7,,1.1T7,,T,,0.9T,, 0.8T, olarak alinmstir.

(2.38)’deki ifadeleri kullanarak sikistirma faktorii igin evrensel orani hesaplayabiliriz.

Pcve
kpTc

Tiim akiskanlar i¢in vdW teorisinin 6ngordiigii evrensel oran Z, = = Z olur. Bu

deger a ve b sabitlerinden bagimsizdir. Deneysel verilere gore bu oran 0.25 ve 0.35
sayilar1 arasinda degismektedir (Greiner ve dig, 1997). Sekil (2.1)’de P — v diizlemindeki
izotermal egriler gosterilmektedir. T > T, sicakliklari i¢in egriler ideal gaz davranisi
sergilerken, T < T, i¢in egriler sivi-gaz faz gecisinin oldugu bolgede karakteristik bir
davranig sergilemektedirler. Kritik sicakligin altindaki izotermal egrilerin gosterdigi bu

karakteristik davranis, s1vi-gaz faz gegisini ima etmektedir.
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Sekil (2.1)’de kritik sicakligin altindaki izotermal egrilerde egiminin pozitif oldugu
bolgeler ve negatif basing goriilmektedir. Bu fiziksel olmayan durumlarin iistesinden
Maxwell esit alan yasasi ile gelinmektedir. Sekil (2.2)’de kritik sicakligin altinda tek bir
izotermal egri gdsterilmektedir. izotermal egrinin yerel minimum (C) ve yerel maksimum
(E) noktalar1 arasinda egim pozitiftir. Bu durum izotermal sikistirilabilirligin negatif
oldugu anlamina gelmektedir. Yani sistem sikistirildiginda basincinin azalacagini ima

etmektedir. Yani fiziksel bir sonu¢ degildir.

Vi Ve v

Sekil 2.2: Kritik sicakligin altindaki izotermal bir egrinin sematik temsili.

Sekil (2.2)’de A noktasindan B noktasina kadar es sicaklik egrisi boyunca du = —SdT +
vdP Gibbs-Duhem iliskisini integre edersek ve sivi-gaz fazlarmin birlikte bulunma

durumunda p, = pug kosulunu diisiiniirsek
B B
pg —pia = [, vdP = P.(vg —vy) = [, Pedv =0 (2.39)

Maxwell esit alan yasasini elde ederiz. Denklem (2.39) bize ayn1 zamanda Sekil (2.2)’de
I ve II numarali alanlarin birbirlerine esit olmasi gerektigini sdyler ve v4 = v;, v = v,

sirasiyla sivi ve gaz fazlariin hacimlerine karsilik gelmektedir.



12

Gibbs serbest enerjisi de faz gecisleri hakkinda bilgi verebilir. Sekil (2.3)’de Gibbs
serbest enerjisinin sicakliga gore grafigi ¢izilmistir. P < P. i¢in karakteristik kelebek
kanadi sekli goriilmektedir. Bu davranis birinci mertebe sivi-gaz faz gegisine karsilik

gelmektedir.

01

1 I I I 1
01 0z 03 0.4 0.5

0.1 |
0.2 | /
02|

0.4 |

_oel /

Sekil 2.3: Gibbs serbest enerjisinin sicakliga gore degisimi.

Denge durumunda fazlar birlikte bulunurlar. Sekil (2.4) iki fazin birlikte bulunma egrisini
gostermektedir. Egri, iki faz arasindaki sinirdir ve egri iizerinde iki faz birliktedir. Bu egri
birlikte bulunma egrisi olarak adlandirilir. Egrinin {izerindeki bolge sivi fazina, altindaki
bolge ise gaz fazina karsilik gelir. Birlikte bulunma egrisi sekilde kiigiik yuvarlak ile

gosterilen kritik noktada son bulur.

vdW hal denklemini indirgenmis nicelikler cinsinden de elde edebiliriz. indirgenmis

basing, hacim ve sicaklik
p=5, T=r, v=2 (2.40)

seklinde verilir. Indirgenmis vdW denklemi asagidaki gibi verilir:



81=Gv-1)(p+3)

Bu sekilde daha genel bir ifade elde edilir ve diger parametrelere gerek duyulmaz.
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Kritik Mokta

0.0

0.1
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2.1.1.1. Ehrenfest Denklemleri

Sekil 2.4: Sivi-gaz fazinin birlikte bulunma egrisi.

(2.41)

Klasik termodinamikte faz gegisleri birinci mertebe ya da ikinci mertebe olarak

smniflandirilir. Birinci mertebeden faz gecisleri Clausius-Clapeyron denklemince

saglanirken, ikinci mertebeden faz gecisleri Ehrenfest denklemince saglanir. Yukarida da

bahsettigimiz gibi vdW sistemlerinde kritik nokta bulunmaktadir. Kritik noktanin varligi

genelde ikinci mertebeden faz gegisleri oldugunu ima etmektedir. ikinci mertebeden faz

gecislerinde Ehrenfest denklemleri saglanmalidir. Ehrenfest denklemleri (Mo ve Liu,

2013) asagidaki gibi verilir:

(6P) _
0T/ s - vT(az—ay) T VTAa

(ap) _ _
aT),  k

_ AcCp

Aa
Ak

(2.42)

(2.43)
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Bu denklemlerin sol ve sag taraflar1 ayr1 ayr1 hesaplanir ve kritik noktada denklemlerin

saglanip saglanmadigina bakilir. Denklem (2.42) nin sol ve sag tarafi sabitlerin 1 alinmasi

durumunda hesaplanirsa % bulunur. Denklem (2.43)’1in sol ve sag tarafi da ayni sekilde

% bulunur. Ehrenfest denklemleri kritik noktalarda saglanmaktadir. ikinci Ehrenfest
denklemi kritik noktalarda her zaman saglanmayabilir. Bu nedenle ikinci mertebeden bir
faz gecisinden sapma s6z konusu olabilir. Bu durumda PD orani (Prigogine ve Defay,
1954) bu sapmay1 belirlemek i¢in kullanilabilir. PD orani

_ ACpAkT
T Tv(Aa)?

(2.44)

ile verilir ve vdW durumunda bir sapma olmadigindan sonucu 1 bulunur. Ayrica ikinci
mertebeden faz gecislerinde izotermal sikistirilabilirlik, hacim genlesmesi ve sabit
basingtaki 1s1 sigas1 1raksar. Sekil (2.5), sekil (2.6) ve sekil (2.7) ise sirasiyla izotermal
sikistirtlabilirlik, hacim genlesmesi ve sabit basingtaki 1s1 sigasinin spesifik hacme gore
degisimini gdstermektedir. Her ¢ grafik kritik spesifik hacim noktasinda

raksamaktadirlar.

Sekil 2.5: Izotermal sikistirilabilirligin hacme gore degisimi. P = P, almmustir.
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200

Sekil 2.6: Genlesmenin hacme gore degisimi. P = P, alinmistir.

100 |

|

a 2 4 i & 10

Sekil 2.7: Sabit basingtaki 1s1 sigasinin hacme gore degisimi. P = P, alinmustir.

2.1.1.2. Kritik Usteller
Fiziksel niceliklerin kritik nokta civarindaki davranislarini tanimlamak i¢in kullanilirlar.

Bunlarin evrensel oldugu disiiniiliir. Yani benzer faz gecisi gOsteren sistemler igin
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aynidirlar. Sistemin etkilesim menzili hari¢ diger niceliklerinden bagimsizdirlar. Kritik

isteller sunlardir:

e Sabit hacimdeki 1s1 sigasiyla iliskili olan ' isteli asagidaki gibi tanimlanir:
as —a!
C,=T (E)U o [t]-@ (2.45)

0

e 1" =7v,; — Vs seklinde tanimlanan mertebe parametresi ile iligkili olan f isteli

asagidaki gibi verilir:
n° = v, —vs o« [t|P (2.46)
e izotermal sikistirilabilirlikle iliskili olan y iisteli asagidaki gibi verilir:

1/0 _
ky = —;(a—z)T o ||~V (2.47)

o Kiritik es sicaklik {izerindeki davranisi tanimlayan § iisteli soyle tanimlanir:
|P—P| < |v—1,]8 (2.48)
Kritik iistelleri incelemek i¢in denklem (2.41)’1 ve asagidaki tanimlamay1 kullanacagiz:
v—v,

T-T,
t=71—-1, o=
Tc Ve

t =

—v—1 (2.49)

Denklem (2.30)’dan sabit hacimdeki 1s1 sigasinin t’den bagimsiz oldugu goriiliir. Yani

a’ = 0 bulunur.

(2.49)’daki tanimlamalar1 (2.41)’e atarsak hal denklemimiz

p _ 8¢+ 3 (2.50)

30+2 (o+1)2

ile verilir. Yukaridaki denklemi kritik noktalar civarinda seriye agarsak asagidaki ifadeyi

elde ederiz:
p =1+ 4t —6to —>0> + 0(to?,0*) 2.51)

Yukaridaki ifadenin sabit t < 0 i¢in diferansiyeli alinir ve denklem (2.40) yerine atanirsa
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dP = —P. (6t +20%)do (2.52)
2
0y = vgv_—cvc ve oy = %U;Cvc oldugunu g6z dniinde bulundursak ve faz gecisi sirasinda basing
sabit kaldigindan
p=1+4t—6to,— 20> =1+ 4t — 6toy —>0,° (2.53)

yazilabilir. Maxwell alan yasasi denklem (2.52)’yi kullanirsak
0= f:sg o (6t + 302) do (2.54)

seklinde yazilabilir. (2.53) ve (2.54) birlikte ¢oziiliirse o, = —g; = 2v—t bulunur. Bu

durumda mertebe parametresi 1°
n° = v, —vs = v.(05 — 05) = 2v.0, = 4v.V/—t (2.55)
seklinde bulunur. Yani f = %bulunur.

[zotermal sikistirilabilirlik

1 (0ov 11

ky = —-(a—P)T =51+ 000) (2.56)

v
olarak elde edilir. Yani y = 1 bulunur.
Son olarak (2.51) denkleminden t = 0 igin

p—1=—-20° (2.57)
elde edilir. Buradan § = 3 oldugu anlasilir.
vdW hal denklemi i¢in @’ = 0, = %,y =1 ve & = 3 bulunur.

2.1.2. Carnot Cevrimi
Ik defa Carnot tarafindan ideal gazlar i¢in 1824 yilinda 6nerilmistir. Sekil (2.8)’den de
goriilebilecegi gibi bir Carnot ¢evrimi iki izotermal ve iki adyabatik egriden meydana

gelmisgtir. Carnot gevrimlerini ger¢ek ¢evrimlerin limiti olarak diistinmek miimkiindiir.
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Yani gercek bir ¢evrimin sahip olabilecegi maksimum verimlilik Carnot verimliligidir.
Is1 ¢evrimleri i¢in verimlilik asagidaki gibi tanimlanir:

n = W _ an-ac (2.58)

qH qH

Sekil (2.8)’de c¢evrimin asamalart gosterilmektedir. 1-2 yolu arasinda sistem 1s1
almaktadir ve izotermal genlesme s6z konusudur. 2-3 arasi genlesme adyabatiktir, 3-4
aras1 noktalarda 1-2 aras1 gerceklesen siirecin tersi meydana gelir. Yani sistem 1s1
vermektedir ve izotermal sikigtirma gerceklesmektedir. 4-1 arasi adyabatik sikigtirma
gerceklesmektedir. Asagidaki termodinamik iliski verimi hesaplamak i¢in kullanilabilir

(Agrawalt ve Menon, 1990):
dU = C,dT + T (%) —P|dv (2.59)
4

Denklem (2.25) ve denklem (2.59) kullanilarak dq 1s1 degisimi asagidaki gibi elde edilir:

kgTdv
v—b

dq = dU + Pdv = C,dT + (2.60)

1-2 noktalar1 arasindaki egri boyunca T = Ty sicakligindaki izotermal genlesme boyunca

sistemin aldig1 1s1 miktar1

qn = J; dQ = kT In|2=] 2.61)

V11—

ile verilir. 2-3 arasinda adyabatik bir genisleme gerceklesir. Bu durumda 1s1 degisimi

gerceklesmez:
72T + kyln [33:2] =0 (2.62)
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v

Sekil 2.8: Carnot Cevrimi.

3-4 noktalar arasinda T = T, sicakligindaki izotermal sikigtirma boyunca sistemin

verdigi 1s1 miktari

qc = J; dQ = kpTcIn |22 (2.63)

V3 —

ile verilir. Son olarak 4-1 noktalar1 arasinda adyabatik bir sikigtirma gerceklesir ve 2-3

durumunda oldugu gibi 1s1 degisimi gerceklesmez:

[ 2dT + kpin [2=2] = 0 (2.64)

4T v4—b

T, =T, =Ty ve T3 =T, = T¢ oldugunu g6z 6niinde bulundurarak denklem (2.62) ve

denklem (2.64) toplanirsa

In[%=2] = —In [2=] (2.65)

Vy— U4—b

elde edilir. Verimlilik

[174,—b

_ (@u+qc) _ 7. M35
n= T =1+ Eln[vz—_z (266)
v1—

ile verilir. Denklem (2.65) kullanilirsa verimlilik asagidaki gibi ifade edilir:
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n=1-2X (2.67)

Bu bir ¢evrimin sahip olabilecegi en biiylik verimdir.

2.2. REISSNER-NORDSTROM-ADS KARADELIKLERI
RN-AdS karadelikleri i¢in metrik asagidaki gibi verilir:

ds? = —f(r)dt® + f(r)~1dr? + r2d6? + r? sin? Odp? (2.68)

2 2
Metrik fonksiyonu f(r) =1 — ¥ + S—z + :—2 seklinde tanimlanir ve f(ry,) = 0 igin en

biiyiik kok olay ufkunu tanimlar. Bu durumda RN-AdS karadeliginin kiitlesi

_Th [ ﬁ)
M=" (1 +o 43 (2.69)

ile verilir. RN-AdS karadelikleri i¢in genisletilmis faz uzayinda termodinamigin birinci

yasast
dM =TdS + ¢dQ + VdP (2.70)
seklinde verilir. Bu yasaya kars1 gelen Smarr iliskisi agagidaki gibi verilir:

M = 2(TS — VP) + ¢Q 2.71)

Alan

Entropi § = = nr{ seklinde tanimlidir ve genel termodinamik sistemlerden farkl

olarak hacim yerine alan ile orantilidir. Denklem (2.70) kullanilarak diger termodinamik

nicelikleri elde edebiliriz. Sicaklik
(o) _ (o
T= (6S)p'Q - (6rh)P'

ile verilir. Benzer sekilde denklem (2.70)’deki termodinamik yasadan elektrik potansiyeli

elde edilir:

AP e
(aS )P.Q - 4Trp (1 T 12 ﬁ (272)

Q

¢ = ("’_M)S'P s (2.73)
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Basing denklem (2.12) ile tanimlidir. Buna gore termodinamik hacim V = (Z—IZ) =
S.Q

%m‘,f’ seklinde elde edilir. Boliim (2.1)’de de bahsedildigi gibi kozmolojik sabitin ve

eslenik niceliginin termodinamik bir degisken gibi diisiiniiliip sirasiyla basing ve hacimle
iligkilendirilmeleriyle entalpinin ve kiitlenin esdeger oldugu goriiliir. Buna gére Gibbs ve

Helmbholtz serbest enerjilerini kiitle ile iligkili yazmak miimkiindiir. Gibbs serbest enerjisi
G=U-TS+PV (2.74)
seklinde tanimlanir. Denklem (2.1) yukaridaki ifadeye atanirsa, Gibbs serbest enerjisi
1 8 3Q?
G=1\4—T5=Z(rh—?”1>r,§>+7 (2.75)

seklinde verilir. Benzer sekilde Helmholtz serbest enerjisi (2.12), (2.72) ve (2.75)

denklemleri kullanilarak
F=G-PV=M-TS—PV =1 +Q—2—27TTr2) (2.76)
= = =z Ut o h :

seklinde ifade edilir. Sabit hacimdeki ve basingtaki 1s1 sigalar1

as
Cv=T (E)V,Q =0 2.77)
—_ (% _ 2 3rp—12Q%+1%rf,
Cp=T (aT)p,Q = 277, 3r+312Q2— 1212 (2.78)

seklinde verilir. Sabit hacimdeki 1s1 si§asinin sifir ¢ikmasinin nedeni entropi ile hacmin
birbirinden bagimsiz olmamasidir. Izotermal sikistirilabilirlik ve hacim genlesmesi

sirastyla asagidaki gibi verilir:

_ _lgovy _ 12wy
kT - 14 (6P)T - 2Q2+‘rﬁ(2n’T‘rh_1) (2.79)
_1fov) _ 1277,
a=y (aT)P T 3Q2+rZ(8nPri -1) (2.80)

2.2.1. Faz Gegisi ve Kritik Noktalar
(2.12) ve (2.72) denklemlerinden P (ry, T) hal denklemi asagidaki gibi elde edilir:
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p=L__1 ;< 2.81)

2r,  8mrf  8mry

(2.25) ifadesindeki vdW denklemini hacmin biiyiik degerleri i¢in seriye acarsak (Cai ve
dig., 2013)

kT a kpT . bkpT
p=Fkel _a ksl , bksT

v—b V2 v v2

S+ow™) (2.82)
elde edilir. (2.81) ve (2.82) karsilastirilirsa spesifik hacim ve olay ufku arasindaki iliski

v =2m, (2.83)
seklinde elde edilir. Buna gore hal denklemimizi asagidaki gibi verebiliriz:

2
p=l__— 4% (2.84)

v 2mv?  nvt

Kritik noktalar (2.35) denkleminden elde edilir:

CLA A S Y (2.85)

ov vZ w3 @S

9%p _ 2T _ 3, 40Q* _ (2.86)

ov? v3  mvt o

Buradan elde edilen kritik noktalar

_ V6 _ _ 1
Te = fng Ve = 2V6Q, P.= P (2.87)
seklinde verilir. Kritik termodinamik hacim
V. = nrd = 8V6mQ? (2.88)

ile verilir.
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0.008 |-

0.008 |-

0.004 |

0.002 |-

Sekil 2.9: izotermal egrilerin P — v grafigi. Yukaridan asag1 sicakliklar sirastyla
1.2T.,1.17,,T,, 0.9T, 0.8T 0.6T; olarak almmustir. Q = 1 secilmistir.

Sekil (2.9)’dan goriilebilecegi gibi kritik sicakligin (siyah egri) altindaki egriler (gri
egriler) vdW akigkanlar1 i¢in elde edilen egrilerle benzerlik gdstermektedir. Benzer
sekilde kritik sicakligin iizerindeki egriler (kirmizi egriler) ideal gaz davranisi

gostermektedir. Denklem (2.87)’deki kritik nicelikler kullanilirsa RN-AdS karadelikleri

P

icin evrensel deger T—C =§ seklinde elde edilir ve vdW akiskanlar1 i¢in elde edilen

degerle aynidir. vdW durumunda evrensel deger a ve b sabitlerinden bagimsizken, RN-
AdS karadelikleri i¢in yiikten bagimsizidir. Evrensel deger sistemin boyutuna baglh
olarak degisebilir. Ornegin d boyutlu RN-AdS karadelikleri (Gunasekaran ve dig, 2012)

% = % seklinde verilebilir ve d=4 i¢in 3/8 degerini elde ederiz. Born-Infield-

i¢in
AdS (Gunasekaran ve dig., 2012), skalar sagli BTZ (Belhaj ve dig., 2015a) ve KN-AdS
(Belhaj ve dig., 2013) karadelik ¢oziimlerinde evrensel degerde farkli parametreler
olabilir. Bu karadelik ¢6ziimleri i¢in RN-AdS karadeliklerinde elde edilen evrensel degeri

yaklagik olarak elde etmek miimkiindiir.
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Sekil 2.10: Kritik sicakligin altindaki izotermal bir egrinin RN-AdS karadeligi i¢in sematik
temsili.

Sekil (2.10)’da kritik sicakligin altindaki izotermal egri ii¢ kola ayrilmistir. Yiiksek basing
durumunda yani siyah kolda sadece kiiciik kiitleli karadelikler, diisiik basin¢ durumunda
yani yesil kolda biiyiik kiitleli karadelikler bulunur. Ortalama basing durumunda yani
kirmiz1 kolda kiigiik ve biiyiik karadelikler birlikte bulunur. vdW akigkanlarina benzer
sekilde kirmiz1 kol termodinamik olarak kararli degildir ve burada birinci mertebeden

kiigiik-biiyiik karadelik faz ge¢isi meydana gelir.

RN-AdS karadeliklerinin G — T grafikleri vdW akigkanlariyla benzerlik gosterirler. Sekil
(2.11)’de Gibbs serbest enerjisinin sicakliga gore grafigi ¢izilmistir. vdW akiskanlarinda
oldugu gibi P < P, durumunda (kirmiz1 ve yesil egriler) karakteristik kelebek kanadi
goriilmektedir ve bu birinci mertebeden kiigiik-biiyiik karadelik faz gegisine karsilik
gelmektedir.

P — T diizlemindeki birlikte bulunma egrisi de vdW akiskanlariyla benzerlik gdsterir.
Egri, sekil (2.12)’de gosterildigi gibi kritik noktada sonlanir. Yani faz gegisi kritik
noktada ikinci mertebeden olur. Egrinin iizerinde kiiciik kiitleli karadelikler ve altinda

biiyiik kiitleli karadelikler bulunur.
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Sekil 2.11: Gibbs serbest enerjisinin sicakliga gore degisimi. Q = 1 alinmistir.

P
0.004 -
Kritik nokta
0.003}
0.002}
b 001 Kugik karadelikler o .
BlyOk karadelikler
L L L T
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04

Sekil 2.12: RN-AdS karadeliklerinin birlikte bulunma egrisi. Q = 1 alinmustir.

RN-AdS hal denklemini indirgenmis sekilde verebiliriz. (2.40)’da bulunan ifadeler

kullanilirsa
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8=3v(p+3)- (2.89)

v3

elde edilir. Q =0 durumunda (2.84) ifadesindeki denklemden Schwarzschild-AdS

karadelikleri i¢in hal denklemi elde edilir:

T 1
p=-—
v 2nv?

(2.90)

Sekil (2.13)’de hal denkleminin P — v diizlemindeki grafigi ¢izilmistir. Her bir izotermal
egri i¢in v = % noktasina karsi gelen bir maksimum vardir. Her bir maksimumunun

solundaki egri kiiciik kiitleli karadeliklere karsilik gelir. Maksimumlarin sagindaki egriler
ise biiytik karadeliklere karsilik gelir. Kii¢iik karadeliklerin bulundugu egri termodinamik
olarak kararli degildir. Bu bdlgede sabit basingtaki 1s1 sigast negatiftir. Denklem
(2.90)’dan kritik noktalar elde edilmez ve sekil (2.13)’den agik¢a P — v diizleminde faz

gecisi meydana gelmedigi goriilmektedir.

———
7~

Sekil 2.13: Schwarzschild-AdS karadelikleri i¢cin P — v grafigi. Sicakliklar yukaridan asagiya 2,
3/2, 1, 1/2, 1/4 olarak alinmistir.
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2.2.1.1. Ehrenfest Denklemleri

Onceki béliimlerde bahsettigimiz gibi hem kozmolojik sabitin hem de eslenik niceliginin
basing ve termodinamik hacim ile iliskilendirilmesi AdS karadeliklerinde vdW
akigkanlarindakine benzer faz gecisini gostermektedir. PV teriminin karadelik
termodinamiginin birinci yasasinda bulunmasi ile Ehrenfest semas1 ve kritik tistellerin
karadelikler i¢in arastirilmasi gayet dogaldir. Ads uzayzamanindaki karadelikler i¢in PV
terimini icermeden faz gegislerinin mertebesini incelemek icin yapilan ilk ¢aligsmalarda
(Banerjee ve dig., 2010; Banerjee ve dig., 2011a; Banerjee ve dig., 2011b; Banerjee ve
Roychowdhury, 2011; Banerjee ve dig., 2012; Lala ve Roychowdhury, 2012) Ehrenfest
denklemlerine benzer denklemler kullanilmistir. Bu c¢aligmalarda genelde karadelik
parametreleri ile P ve V termodinamik nicelikleri arasinda benzerlikler olusturulmustur.
Ornegin RN-AdS karadelikleriicin V © Q , P & —¢ benzerligi diisiiniiliirken, Kerr-AdS
karadelikleri i¢in V < J, P & ) benzerligi diisiiniilmistiir. RN-AdS karadelikleri i¢in
Ehrenfest denklemlerini yani P ve V niceliklerini kullanarak kritik nokta civarinda faz

gecisini ilk olarak Mo ve Liu (2013) incelemistir.

RN-AdS karadelikleri icin kritik noktalarin bulunmasi ikinci dereceden faz gegisi
oldugunu gostermektedir. vdW akigkanlarinda oldugu gibi ikinci derece faz gegisleri igin
Ehrenfest denklemleri benzer sonuglari verir. Simdi ikinci derece faz gecisini Ehrenfest

denklemleriyle inceleyelim. Birinci ve ikinci Ehrenfest denklemlerini tekrar yazalim:

oP\ _ Cpy=Cpy _ ACp

(aT)s " VI(az—a;)  VTAa (2.91)
P) _ @z _ Aa

(6T)V " kr,~kr,  Akp (2.92)

Birinci Ehrenfest denkleminin sol ve sag tarafi i bulunur. ikinci Ehrenfest

2,/S¢
denkleminin de sol ve sag tarafi % olarak bulunur. Denklem (2.44)’de verilen PD orani
Cc

hesaplanirsa I1 = 1 bulunur. vdW sistemlerinde oldugu gibi RN-AdS karadeliklerindeki
faz gecisi de kritik noktalarda ikinci mertebedendir. (2.14), (2.15) ve (2.16a) numarali
sekillerde sirastyla izotermal sikistirilabilirlik, hacim genlesmesi ve sabit basingtaki 1s1
sigasinin olay ufkuna gore degisimi verilmistir. Her ¢ grafik kritik noktada

rraksamaktadir.
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Sekil 2.14: Izotermal sikistirilabilirligin olay ufkuna gore degisimi. Q = 1 ve T = T, almmustir.
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Sekil 2.15: Hacim genlesmenin olay ufkuna gore degisimi. Q = 1 ve P = P, alinmustir.
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Sekil 2.16: (a) Sabit basingtaki 1s1 sigasinin olay ufkuna gore degisimi (b) Is1 si§asinin negatif
oldugu bolge. Q = 1 ve P = P, alinmistir.

Karadeliklerde genel termodinamik sistemlerden farkli olarak 1s1 sigasinin negatif oldugu
durumlar s6z konusu olabilir. Yani karadelikler radyasyon yayarak enerji ya da kiitle
kaybettiklerinde sicakliklari artar. Sekil (2.16b)’de RN-AdS karadeliklerinin kritik basing
icin 1s1 siasinin negatif oldugu bolge gosterilmistir. Bu bolge termodinamik olarak
kararli degildir. Sekilden goriilecegi gibi negatif 1s1 s18asi1 kiiciik karadeliklere karsilik
gelmektedir.

2.2.1.2. Kritik Usteller
RN-AdS karadelikleri i¢in kritik tstelleri vdW sistemleri i¢in izledigimiz yontem ile
inceleyecegiz. Bunun i¢in denklem (2.89)’da tanimlanan indirgenmis RN-AdS hal

denklemini ve asagida tanimlanacak ifadeler kullanilacaktir:

V-V,
t= =7—1, w=—5
TC VC

—v—1 (2.93)

RN-AdS karadelikleri i¢in sabit hacimdeki 1s1 sigas1 €y = 0 oldugundan sicakliktan

bagimsizdir. Yani @’ = 0 bulunur. (2.93)’deki ifadeler hal denkleminde kullanilirsa

1
_ 9+8w+8t(1+W);6(1+W)3 (2.94)
6(1+w)3

elde edilir. Yukaridaki ifade kritik nokta civarinda seriye acilirsa
p= 1+%—gtw—%w3 + 0(tw?,w*) (2.95)

elde edilir. t < 0 i¢in yukaridaki ifadenin diferansiyeli alinirsa
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dP = —— P, (6t + w?)dw (2.96)

elde edilir. Basinglarin esitliginden ve Maxwell alan yasasindan asagidaki ifadeleri

yazabiliriz:
8, 8 4 8 8 4
p=1+§t—;twb—aw§=1+§t—;twk—aw,§ (2.97)
0= fv‘:;bw(6t +w?) dw (2.98)

(2.97) ve (2.98) denklemlerinin ¢oziilmesiyle w, = —w,, = 3v—2t ¢oziimleri elde edilir.

Bu ¢oziimlere gére mertebe parametresi
n° = v, — v = VoW, — wy) = 2Vw), = 6V.V =2t (2.99)
olarak bulunur. Yani f = %bulunur.

RN-AdS karadelikleri i¢in izotermal sikigtirilabilirlik

kr=—3(5). =it OW) (2.100)

v \ap 8P t
bulunur. Yani y = 1 bulunur.

Denklem (2.95)’den t =0 i¢in

1 =23
p—1= T W (2.101)

bulunur. Bu durumda § = 3 olur.

RN-AdS karadelikleri igin kritik tsteller &’ =0, 8 = %,y =1 ve § = 3 olarak elde

edilmistir. Bunlar vdW akiskanlari i¢in elde edilen kritik tistellerle aynidir.

Yukarida bahsettigimiz RN-AdS karadelikleri ve vdW akiskanlar1 arasinda goriilen bu
benzerlikler hem farkli boyutlardaki RN-AdS hem de diger AdS karadelikleri
¢coziimlerinde de goriilmektedir (Altamirano ve dig., 2014b; Belhaj ve dig., 2013; Belhaj
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ve dig., 2015a; Cai ve dig., 2013; Dolan, 2011b; Dolan, 201 1c; Dolan, 2012; Gunasekaran
ve dig., 2012; Hendi ve Vahidina., 2013; Hendi ve dig., 2016; Li, 2014; Liang ve dig.,
2016; Mo ve Liu, 2015; Niu ve dig., 2012, Spallucci ve Smailagic, 2013; Tsai ve dig.,
2012). Ayrica diiz uzayzamandaki yani kozmolojik sabitin sifir oldugu Kerr
karadeliklerinin yiiksek boyutlara genellestirilmis hali olan Myers-Perry karadeliklerinde
de vdW akiskanlarindakine benzer sekilde faz gegisi sz konusudur. Bu karadelik tipi igin
yapilan ¢alismada (Bagher ve dig., 2013) kuantum diizeltmeleri igeren durumda 2 — |
diizleminde ¢izilen izotermal egriler, kritik sicakligin altinda vdW akiskanlarinin egrileri
gibi davranmaktadir. Bu iki parametreye uygun sekilde tanimlanan Ehrenfest denklemleri
saglanmaktadir. Kritik tsteller vdW akiskanlariyla aynidir. Cok spinli Kerr-AdS ve
Myers-Perry karadeliklerinde re-entrant faz gecisine benzer faz gecisi de gormek
miimkiindiir (Altamirano ve dig, 2014a; Altamirano ve dig., 2014b, Kubiznak ve Mann,

2014).

dS uzayzamanindaki karadelikler i¢cin hem olay ufkunu hem de kozmolojik ufku
diisiinmek gerekir. RN-dS ve Kerr-dS karadelikleri i¢in etkin termodinamik nicelikleri
tanimlamak ve faz gecislerini incelemek miimkiindiir (Guo ve dig., 2015; Ma ve dig.,
2015; Zhang ve dig., 2014; Zhao ve dig., 2014). AdS uzayzamanindaki karadeliklerden
farkli olarak bu karadeliklerde olay ve kozmolojik ufuklarin oranlar1 spesifik hacimle
iligkili olarak diistliniiliir. vdW akigkanlarindakine benzer faz davraniglar RN-dS ve Kerr-
dS karadeliklerinde de goriiliir. Tabi bu benzerlik AdS uzayzamanindaki karadelikler gibi

tam bir benzerlik degildir.

2.2.2. Is1 Cevrimleri

Karadeliklerin termodinamik bir sistem olarak diisiiniilmesiyle ve ozellikle basing ile
hacim degiskenlerinin karadelik termodinamigi yasasinda yer almasiyla 1s1 ¢evrimlerini
karadelikler i¢in arastirmak miimkiindiir (Johnson, 2014). Cesitli karadelik ¢oztimleri i¢in
1s1 gevrim ¢aligmalart literatiirde mevcuttur (Belhaj ve dig., 2015b; Caceres ve dig, 2015;
Johnson, 2015a; Johnson, 2015b; Sadeghi ve Jafarzade, 2015; Setare ve Adami; 2015).
Bu calismalarda genelde yiiksek sicaklik ve basing durumlarinda verimlilikler elde
edilmistir. Son olarak Johnson’un (2016) 6nerdigi verimlilik formiilii ile yiiksek sicaklik

ve basing durumu olmadan verimliligi elde etmek miimkiindiir. Bununla beraber yiiksek
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sicaklik ve basing limitleri yaklasik olarak Carnot verimliligini elde etme agisindan

Onemlidir.

Karadelikler i¢in iki farkli 1s1 ¢evrimi diisinmek miimkiindiir (Johnson, 2014). Ilk olarak
Carnot ¢gevrimini ele alalim. Boliim (2.2.2)’de de bahsedildigi gibi bir Carnot ¢evrimi iki
izotermal egriden ve iki adyabatik egriden meydana gelir. Donmeyen karadelikler i¢in
entropi ve hacim birbirlerinden bagimsiz degildirler. Yani birbirleri cinsinden ifade
edilebilirler. Bu durumda sekil (2.17)’de de gosterildigi gibi adyabatik egrilerimizi
izokorik olarak diisiinmek miimkiindiir. iki izotermal ve iki izokorik egri Stirling
cevrimini olusturur ve bu durumda hem Carnot hem de Stirling g¢evrimlerimiz

cakismaktadir.

[lk izotermal egri boyunca alinan 1s1

2

2 2
3 - —_— —_—
qy = TyAS; .y = Ty (E)S n(VF — V2) (2.102)

ile verilir. Benzer sekilde asagidaki izotermal egri boyunca verilen 1s1

2 2

2
3 - —_—
Qe = TeASs g = T (5)3 n(V7 —V}7) (2.103)

olarak elde edilir. Adyabatik egriler boyunca entropi degisimi sifir oldugundan herhangi

bir katki gelmez. V; = V, ve V, = V3 oldugundan verimlilik asagidaki gibi verilir:
n=1-2%< (2.104)

Benzer sekilde donen karadeliklerde de bir ¢evrim olusturmak miimkiindiir. Ama bu
durumda entropi ve hacim birbirinden bagimsiz olacaktir. Yani izkorlar1 diisiinmek
mimkiin degildir. Yavag donme durumunda (Sadeghi ve Jafarzade, 2015) yukarida

bahsettigimiz ve asagida bahsedecegimiz ¢evrimi diistinmek miimkiindiir.
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Sekil 2.17: Karadeliklerde Carnot ¢evrimi.

Sabit basingtaki 1s1 sigasini diisliindiigimiizde sekil (2.18)’de verilen 1s1 ¢evrimini de
karadelikler icin diisiinmek miimkiindiir. Yeni c¢evrim iki izobarik ve iki izokorik
egrilerden meydana gelmektedir. Bunun ic¢in tam verimlilik formiilii tiiretmek
miimkiindiir. Yikiin sabit kaldig1 durumu diisiintirsek RN-AdS karadeligi i¢in birinci

yasa asagidaki gibi yazilabilir:
dM =TdS +VdP (2.105)

[zobarik egrilerimiz boyunca basing degisimi sifir olacagindan, 1s1 akis1 [ TdS iizerinden
elde edilir. Izokorik egriler boyunca da TdS teriminden gelen katki sifir olur. Denklem
(2.105)’1 gbz Oniine aldigimizda 1smin akisinin kiitlelerin degisimiyle iligkili oldugu
goriiliir. Bu durumda verimlilik formiilii asagidaki gibi verilir:

M3—M,

n=1 Mp—M,

(2.106)
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V

Sekil 2.18: Yeni 1s1 ¢evrimi.

Buna gore RN-AdS karadelikleri i¢in verimlilik

1 1
37TQ2 —(5152)7<3+8P4 (Sl +(5152)i+52>>

n= (2.107)

1 1
37TQ2 —(5152)E<3+8P1 (Sl +(5152)E+Sz>>

olarak verilir. Yiiksek basing durumunda seriye acarsak

1 1 1 1
— (1=t N 3m [s2-s2)| @2 1

Z_ 2 2
52-s2 (51S2)

elde edilir. Yiiksek basing ve sicaklik durumunda hal denklemi P~i1 seklinde
V3
diisiiniilebilir. Bu limit durumu ve Ty = T,, T, = T, iliskilerini g6z 6niinde bulundurusak

verimlilik

1

1= (-2) () 219
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olarak bulunur. Sekil (2.18)’den hacimlerin birbirine yaklastirilmastyla yani dikdortgenin

daraltilmasiyla Carnot verimliligine yaklagsmak miimkiindiir.
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3. MALZEME VE YONTEM

3.1. JOULE-THOMSON GENLESMESI

19. ylizyilin ortalarinda James Joule ve William Thomson tarafindan gesitli gazlar
tizerinde yapilan deneyler sonucu kesfedilmistir. Joule-Thomson genlesmesinde yiiksek
basing bolgesinde bulunan gaz diisiik basing bolgesine dogru hareket eder. Bu gegis iki
bolge arasinda bulunan gbézenekli bir yapi ya da kiigiik bir vana yardimiyla gerceklesir.

Genlesme sirasinda gazin entalpisi sabittir ve sicakligin basinca gore degisimi

1=, o

ile verilir. Burada jI Joule-Thomson katsayisi olarak adlandirilir. Bu katsayinin isareti ile
gazlarin JT genlesmesi sirasinda 1sinma-soguma etkilerini saptamak miimkiindiir. Yiiksek
basing bolgesinden diisiik basing bolgesine hareket s6z konusu oldugundan basing
degisimi daima negatiftir, fakat sicakligin degisimi pozitif ya da negatif olabilir. Eger
sicakligin degisimi negatif ise fI > 0 olur ve bu durumda gazlarda soguma goriiliir ya da

sicakligin degisimi pozitif ise # < 0 olur ve bu durumda gazlarda 1sinma goriiliir.

Denklem (3.1) ifadesini hacim ve sabit basingtaki 1s1 sigasi cinsinden ifade etmek
miuimkiindiir. Sabit parcacik sayis1 N i¢in termodinamigin birinci yasasi agagidaki sekliyle

verilebilir:
dU =TdS — PdV (3.2)
H = U + PV ifadesini kullanirsak (3.2) denklemi

dH = TdS + VdP (3.3)

ile verilir. Genlesme siiresince dH = 0 oldugundan

0=T (Z—i)H +V (3.4)
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yazilabilir. Entropi durum fonksiyonu oldugundan diferansiyeli dS asagidaki gibi verilir:

ds = (Z—f,)T dP + (Z—j)P dT (3.5)

Yukaridaki ifadenin diizenlenmesi durumunda
), =), + G, G, (.6)

elde edilir ve (3.6) denkleminin (3.4) denklemine atanmas1 durumunda asagidaki ifade

elde edilir:

0=7|G),+ &), @)+ 6.7
Maxwell iligkisi (g—i)T = — (Z—Z)P ve C, =T (Z_f")p ifadesi yukaridaki denklemde
kullanilirsa

0=-T (Z—Z)P +Cp (Z—DH +V (3.8)

bulunur. (3.8) ifadesi JT katsayisini1 verecek sekilde diizenlenirse

1= () =L (2)

= (6P)H TG T(aT)p V] (39)
elde edilir (Winterbone, 1997). (3.9) numarali denklem inversiyon sicakligi T;‘yi
tanimlamak i¢in kullanishdir.

T, =V (%)P (3.10)

Inversiyon sicakligi JT katsayisimin sifir oldugu sicaklik olarak tanimlanabilir. JT
genlesmesi sirasinda gercek gazlar bu sicaklik degerinde 1sinma-soguma etkisi
gostermezler. Ayrica T — P diizleminde inversiyon sicakliklarinin olusturdugu egriler

soguma ve 1sinma bolgelerini tanimlamak i¢in oldukca kullanighdir.
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3.1.1. van der Waals Denklemi

(2.25) denkleminde verilen vdW hal denkleminden inversiyon sicakligini
Tizg(Pi+1%)(v—b) G.11)
seklinde yazmak miimkiindiir. (3.10) denklemi kullanildiginda inversiyon sicakligini
1
T, = E(Piv -2 (w-2b)) (3.12)
seklinde elde etmek miimkiindiir. (3.11) denklemi (3.12) denkleminden ¢ikarilirsa
bP;v? — 2av + 3ab = 0 (3.13)

denklemi elde edilir. v i¢in denklemin iki kokii vardir:

e L L (3.14)

bP;

Bu koklerin (3.12) denklemine atanmasiyla

—3p2p.—4.[a2— 2p,
Tialt 2(5a-3b Plgzka 3ab?P;) (3'15)
. _2p2p. 2_ 2p,
Tiust 2(5a-3b Pl;z‘k/a 3ab?P;) (3.16)

elde edilir. (3.15) ve (3.16) denklemleri inversiyon basinci P;’ye bagli olan alt ve iist
inversiyon egrilerini verir. Sekil (3.1)’de T — P diizleminde inversiyon egrileri
gosterilmektedir. Kesikli mavi ¢izgi alt inversiyon egrisini gosterirken, turuncu ¢izgi iist
inversiyon egrisini gdstermektedir. inversiyon egrisi icerisinde JT katsayisi1 pozitiftir,

yani bu bolgede genlesen gazlar soguma etkisi gostermektedirler.

Inversiyon basimncinin sifir oldugu noktalarda minimum ve maksimum inversiyon

sicakliklar1 tanimlamak mimkindiir:

Timin — ;_ak‘ imax = 127_2 (3.17)
Kritik sicakligin T, = 2 seklinde oldugunu hatirlarsak

27bk
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Tim mn

3
. 4 T 4 (3.18)
elde edilir.
2.0 -
1.5¢
1ol Soguma bu bljlgede
gerceklesir.
0B
. ) . .
0.1 0.2 03 0

Sekil 3.1: T — P diizleminde inversiyon egrileri. Kesikli mavi ¢izgi alt inversiyon egrisini,
turuncu ¢izgi {ist inversiyon egrisini gostermektedir.

Simdi JT genlesmesi boyunca T — P diizlemindeki izoentalpik egrileri inceleyelim.

(2.27) ve (2.29) numarali denklemler kullanilirsa i¢ enerji

3kgT a

U(T,v) =F + TS =

(3.19)

seklinde verilir. (2.25) ve (3.19) denklemlerinden entalpi asagidaki gibi elde edilir:

3kgT kpTv 2a
—_— + —_— e —
2 v—b v

H(T,v) =U + PV = (3.20)

(2.25) ve (3.20) denklemleri kullanilirsa T — P diizleminde izoentalpik egriler elde edilir.
Sekil (3.2)’de inversiyon egrileri ve izoentalpik egriler birlikte gosterilmektedir.
Inversiyon egrilerinin icinde izoentalpik egrilerin egimi dolayisiyla JT katsayis1 pozitiftir.

Inversiyon egrisinin icerisinde meydana gelen genlesme i¢in soguma goriilmektedir.
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izoentalpik egriler inversiyon egrilerini gectiklerinde egim isaret degistirmektedir. Ust
inversiyon egrisinin iistiinde kalan izoentalpik egriler i¢in JT katsayis1 yani egim agikca
negatiftir. Alt inversiyon egrisinin altindaki izoentalpik egriler ise iyi tanimli degildir.
Yani alt inversiyon egrisi altinda izoentalpik egriler pozitif bir e§ime sahiptir. Ayrica
vdW denkleminin deneylerle bu konuda uyusmadigi iyi bilinmektedir. Bu nedenle farkl

hal denklemleri i¢in JT genlesmesi arastirilmaktadir.

-\_I

Sekil 3.2: T — P diizleminde izoentalpik egriler ve inversiyon egrileri. Kirmizi ¢izgiler
izoentalpik egrileri gostermektedir. Egrilerin entalpileri asagidan yukariya dogru H =
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 degerlerine karsilik gelmektedir.

3.2. KARADELIKLERIN ENTROPISINE GENEL LOGARITMIK DUZELTME

Planck 6l¢eginden biiyiik olan karadeliklerin entropisi alanlariyla orantili olarak verilir.
Ancak Planck oOlgegindeki kuantum dalgalanmalar karadeliklerin entropilerinde
degisikliklere neden olabilirler. Ozellikle bu dalgalanmalar, karadelikler Hawking
radyasyonu ile boyutlarimi kiigtilttiikleri zaman olduk¢a 6nemli bir hale gelirler. Bu
nedenle Planck 6lceginde bu karadeliklerin entropilerine gelen katkiy1 dikkate almak

gerekir. Karadelik entropisine gelen katkilar1 elde etmeye yonelik ¢alismalarda non-



41

pertiirbatif kuantum genel gorelilik, Cardy formiilii, tam bolisim fonksiyonu,
karadeliklerdeki madde alanlari, boliisiim fonksiyonunun Rademacher ac¢ilimi ve sicim
teorisi etkileri gibi ¢esitli yontemler ve teoriler kullanilmistir (Ashtekar, 1991;
Birmingham ve Sen, 2001; Carlip, 2000; Govindarajan ve dig., 2001; Jing ve Yan, 2000;
Lowe ve Roy, 2010; Mann ve Solodukhin, 1998; Medved ve Kunstatter, 1999; Medved
ve Kunstatter, 2001; Solodukhin, 1998; Sen, 2011; Sen, 2013 ). Ayrica son yillarda
genellestirilmis belirsizlik prensibi nedeniyle Planck 6l¢eginde karadeliklerin entropisine
gelen katkilar1 elde etmeye yonelik ¢alismalar da yapilmistir (Ali, 2012; Faizal ve Khalil,
2015; Gangopadhyay ve dig., 2014).

Biz bu boliimde karadelik entropisine termal dalgalanmalar nedeniyle gelen katkilari

inceleyecegiz. Oncelikle kanonik kiime igin béliisiim fonksiyonu bagmtisini diisiinelim:
Z(p) = J, p(E)e PdE (3:21)

B sicakligin tersi olarak adlandirilir, B =% . Durumlarin yogunlugu, ters Laplace

doniigiimiiyle denklem (3.21)’den elde edilir:

p(E) = o [ Z(B)ePEdp = o [T 7 eSP)dp (3.22)
Burada entropi fonksiyonu S()

S(B) =InZ(p) + BE (3.23)
seklinde verilir. Simdi bu entropiyi bir 5, denge sicakligi i¢in diisiinelim. Bu durumda
So = (az—?)ﬁ_ﬁ = 0 yazilabilir. Denklem (3.23)’ii 8, denge sicaklig1 civarinda seriye

=Po

acarsak ve ekstremum kosulunu géz 6niinde bulundurursak

S =So+(B—Po)2Sy + - (3.24)

seklinde verilir. Denklem (3.24)’i
B=Bo

denklem (3.22)’de kullanirsak durumlarin yogunlugu asagidaki gibi verilir:

elde ederiz. Burada S, = S(B,) ve Sy = (625(3))

ap2

S ico Ylrp_ "
p(E) = £ [ e TP ap (3.25)

2mi
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¢ = o ve (B — Bo) = ix segimiyle denklem (3.25)’in ¢ozlimiinii

So
p(E) =+ (3.26)
/2115{,’
elde ederiz. Denklem (3.26)’dan entropiyi asagidaki gibi vermek miimkiindiir:
S =Inp(E) = Sy —InSy + - (3.27)

Denklem (3.27)’de verilen formiil tiim termodinamik sistemler i¢in gegerlidir. Dogal
olarak bizim durumumuzda karadeliklerde de gecerlidir. Burada S, karadeligin
entropisini belirtmektedir. Simdi Sy ifadesini belirlemeliyiz. Bu nedenle Das ve dig.

(2002) tarafindan onerilen
S=xp™+yp™ (3.28)

entropiyi kullanmak gerekir. Burada x, y, m,n > 0 ve sabitlerdir. Bu entropi

1

Bo = ()™ (3.29)

i¢cin ekstremuma sahiptir. Bu durumda (3.28) ve (3.29) denklemlerinden

m n

So=x ()™ +y (’:—;)m (3.30)
m-z n+2
S =m@m—1x ()™ +n(n + 1)y (’:—;‘)’”*" (3.31)

elde edilir. (3.30) ve (3.31) denklemlerini (3.24) denkleminde kullanirsak

1

S(B) = AGx™y™mem + 2 B2y m2)men (B — Bo)? + -+ (3.32)

elde edilir. Burada A ile B sabitleri asagidaki gibi tanimlanirlar:

m n

A= (B (Zyme (3.33)

m n

n+2

B = (m + n)men)nGren) (3.34)
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(3.32) denklemini (3.24) ile karsilagtirirsak,

1 1
So = A(x™y™)min S = B(x™*2ym=2)men (3.35)

elde ederiz. (3.35) ifadesindeki denklemlerden x ve y ifadelerini Sy ve Sy cinsinden elde

edebiliriz. Bu durumda x ve y agagidaki gibi verilir:

mz m _m=2 -IEZ n+2 n
X = A ; (56’)750 2 : y = A _z Soz (S(IJI)—E (336)
B2 B 2

x ve y ifadelerini (3.29) denkleminde kullanirsak, S, asagidaki gibi verilir:
1

Bo=(Z)" \/% (3.37)

Buradan S|’ asagidaki sekliyle verilir:

2
nm _ | (B n\m+n -2
si = | (&) @) sus a.39)
Bu son iligki ile Sy’ elde etmek miimkiindiir. Boylece karadelik entropisine gelen katkiy1
hesaplayabiliriz. Bu sonu¢ dogrudan denklem (3.28)’e dayanir. Denklem (3.38)’de koseli

parantez icerisindeki terimler ihmal edilebilir. Bu durumda

S =~ Sobs” (-39)
elde edilir. Son ifadeyi denklem (3.27)’de kullanirsak

S =Sy —InS,T? (3.40)

elde ederiz. Bu karadelik entropisine genel bir diizeltme olarak diisiiniilebilir. Planck
Olceginde kuantum dalgalanmalardan dolay1 gelen logaritmik diizeltme, biiyiik
karadelikler i¢in yani Bekenstein-Hawking entropisinin biiyilik oldugu durumlarda ihmal
edilebilir diizeydedir. Bu katki karadeligin kiiciilmesiyle baskin bir 6zellik kazanir.
Denklem (3.40)’dan agikca goriildiigii gibi termal dalgalanmalar karadelik entropisi

lizerinde azalmaya neden olmaktadir.
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3.3. TSALLIS-RENYI ENRTOPi MODELINDE KARADELIKLER

Toplanamaz (non-extensive) termodinamik (Tsallis, 2009); basta dolanik sistemler ve
kuark-gluon plazmast olmak {izere, depremler ve tilirbiilanslar gibi olaylarin

tanimlanmasini amaglar.

Toplanamaz termodinamigi, karadeliklerin durumunda da diistinmek miimkiindiir. Son
yapilan ¢aligmalarda (Biro, 2010; Biro ve Czinner, 2013; Czinner ve Iguchi, 2016) diiz
uzayzamandaki Schwarzschild karadeliklerinin entropisi toplanamaz Tsallis entropisi
olarak diisiiliip Renyi entropisiyle iligkilendirildiginde termodinamik 6zelliklerinin AdS
uzayzamanindaki karadeliklerinki gibi davrandigi gozlenmistir. Biz de bu boliimde elde

edilen sonuclara deginecegiz.

Renyi ve Tsallis entropileri (Biro ve Czinner, 2013) sirasiyla

Sg = zIn(e?) (3.41)
Sr=2(e*) 1) (3.42)

ile verilir. A =1 — q (0 < 1 £ 1) seklinde tanimlidir ve q reel bir parametredir. Burada
(s), Boltzmann-Gibbs entropisidir ve 4 — 0 durumunda her iki entropi de Boltzmann-

Gibbs entropisini verecektir:

(s)=—XpiInp; (3.43)

(3.41) ve (3.42) denklemlerinden Renyi ve Tsallis entropileri arasindaki iligki
Sg =7In(1 +ASy) (3.44)

ile verilir.

Renyi ve Tsallis entropileri incelendiginde sirastyla toplanabilir ve toplanamaz olduklari

goriilebilir. Simdi TR entropi modelini Schwarzschild karadelikleri icin ele alalim:
Diiz uzayzamandaki Schwarzschild karadeligi i¢in metrik elemant

ds? = —f(r)dt? + f(r)~'dr? + r2d6? + r? sin? § dg? (3:45)
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seklinde verilir. Burada f(r) =1 — % metrik fonksiyonudur. f(r,) = 0 i¢in olay ufku

m = 2M (3.46)
olarak tanimlanir. Schwarzschild karadeligi i¢in termodinamigin birinci yasasi
dM =TdS (3.47)

seklindedir. Entropi S = 7 r* = 4wM? olarak tamimlanir. Buna gore sicaklik ve 1s1 sigasi

_daM _ 1 1

T= ds — 4mry ~ sm (3.48)
C= ‘;—“; = —2nr? = —8nM? (3.49)

ile wverilir. Denklem (3.49)’dan goriildiigii gibi diiz uzayzamandaki Schwarzschild
karadelikleri i¢in 1s1 sigas1 daima negatiftir. Yani sistem termodinamik olarak kararl
degildir. Zaten (3.48)’de sicakligin ve kiitlenin ters orantili oldugu acik¢a goriilmektedir.
Diiz uzayzaman i¢in P = 0 oldugundan, Gibbs serbest enerjisi ile Helmholtz enerjisi

cakisacaktir. Gibbs serbest enerjisi

G=M-TS=2=_1_ (3.50)
4 16mT

ile verilir. Bu yukarida verdigimiz niceliklere RN-AdS karadeliginin Q =0 ve P =0
limit durumlarinda da ulasabiliriz. Karadeliklerin entropisini toplanamaz Tsallis entropisi

olarak diisiiniirsek
Sp = %ln[l + ASpy] (3.51)

Renyi entropisi seklinde ifade edilir. Bu durumda Schwarzschild karadelikleri i¢in

Sgp = %ln[l + Anrf] = %ln[l + 4AnM?] (3.52)
—aM _ 1 A 1 M
Te = dSgp  4mrp, = 4 8uM 5 (3.53)

dM _ 2mrf _  8mM?
dTp = marf-1  4mAM2-1

CR=

(3.54)
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ile verilir. Denklem (3.54)’den acik¢a goriildiigii gibi TR modelinde 1s1 siamiz her

zaman negatif degildir. M > M, = 2\/%_” icin 1s1 s18as1 pozitifken, M < M, i¢in negatif

olur. M = Mynoktasinda iyi tanimli degildir. Ayrica biraz sonra gorecegimiz gibi
M, kiitlesi karadeliklerin var olabilecegi en kiiciik sicaklik degerine karsi gelmektedir.
TR modelindeki sicaklik ve 1s1 sigasi agikca Schwarzschild-AdS karadelikleri
durumundaki sicaklik ve 1s1 s1gas1 gibi davranmaktadir. Yani A parametresi [ AdS egrilik
yarigapi gibi davranmaktadir. (3.3), (3.4) ve (3.5) numaral sekillerde Schwarzschild, TR
ve Schwarzschild-AdS durumlart i¢in entropinin, sicakligin ve 1s1 sigasinin kiitleye gore
degisimi gosterilmistir. Bu sekillerden de agik¢a goriilecegi gibi TR modelinde

termodinamik nicelikler AdS durumundakilerle benzerlik gostermektedir.

L]

120 |

1o | / e

L]

0.0 0.8 1.0 1.8 20 25 20

Sekil 3.3: Entropilerin kiitleye gore degisimi. Turuncu ¢izgi Schwarzschild, kesikli mavi ¢izgi
TR modeli, siyah noktali ¢izgi Schwarzschild-AdS entropilerine karsilik gelmektedir. A =
0.2 ve l =1 alinmustir.
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Sekil 3.4: Sicakliklarin kiitleye gore degisimi. Turuncu ¢izgi Schwarzschild, kesikli mavi ¢izgi
TR modeli, siyah noktali ¢izgi Schwarzschild-AdS sicakliklarina karsilik gelmektedir.
A =0.2 vel = 1 alinmigtir.
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Sekil 3.5: Is1 sigalarinin kiitleye gore degisimi. Turuncu ¢izgi Schwarzschild, kesikli mavi ¢izgi
TR modeli, siyah noktali ¢izgi Schwarzschild-AdS 1s1 siZalarina karsilik gelmektedir. 4 =
0.2 ve I = 1 alinmustir.
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Usteki elde ettigimiz sonuglar 1s1¢1nda Hawking-Page faz gegisine (1983) benzer bir faz
gecisini TR modeli i¢in ele almak miimkiindiir. Sekil (3.6)’da Gibbs serbest enerjisinin
sicakliga gore grafigi cizilmistir. Sekilden de goriildiigii gibi Hawking-Page benzeri bir
faz gecisi s6z konusudur. M < M, durumunda kesikli ¢izgili mavi kol kararli olmayan
kiigiik karadeliklere karst gelmektedir. Bu kol iizerindeki karadeliklerin 1s1 sigasi
negatiftir. M > M, i¢cin turuncu kol kararl olan biiylik karadeliklere karsilik gelmektedir.
Bu kol iizerindeki karadeliklerin 1s1 sigas1 ise pozitiftir. Negatif Gibbs enerjisine karsi

gelen karadelikler termodinamik olarak daha kararlidir.

L&
0.20 -
= ]
.18 .
0.10 |- "
L Kararl olmayan ve
. "« kiigiik karadelikler
005} i :
Tg THF'I s ; . T
| Radyasyaon n:2 0.4
Kararh ve buyik
L karadelikler
-0l

Sekil 3.6: TR modelinde Schwarzschild karadeliginin Gibbs enerjisinin sicakliga gore degisimi.
A = 0.2 alinmustr.
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Her iki egrinin birlestigi noktada 1s1 sigas1 raksar ve 1s1 sigasinin raksadigi noktadaki

sicaklik karadeliklerin var olabilecegi en kiiciik sicakliktir. Bu sicaklik T, = % \E ile

verilir. ¢ = 0 sartindan Hawking-Page sicakligin1 Typ =~ 0.62 \/% seklinde elde etmek

miimkiindiir. Schwarzschild-AdS karadelikleri durumunda oldugu gibi Typ’den kiiciik

sicakliklar radyasyona karsilik gelmektedir.
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4. BULGULAR

Tezin bu bolimiinde ilk olarak bir dnceki boliimde vdW akiskanlart i¢in inceledigimiz
JT genlesmesini RN-AdS karadelikleri i¢in ele alacagiz. Daha sonra termal
dalgalanmalarin RN-AdS karadeliginin termodinamik 6zellikleri ve faz gecisi lizerindeki
etkilerini inceleyecegiz. Son olarak diiz uzayzamandaki RN karadelikleri i¢cin TR

modelinin etkilerini inceleyecegiz.

4.1.JOULE-THOMSON GENLESMESI

Boliim (2.1)’de de bahsedildigi gibi kozmolojik sabit ve eslenik niceliginin termodinamik
basing ve hacim ile iligskilendirilmesi AdS uzayzamanindaki karadeliklerin kiitlelerinin
entalpiye esit alinmasi gerektigini gostermektedir. Bu nedenle JT genlesmesi sirasinda
AdS uzayzamanindaki karadeliklerin kiitleleri degismez. JT katsayis1 asagidaki gibi

tanimlanabilir:

=), “

Boylece JT genlesmesi sirasinda sicakligin basinca gore degisimi kiitlenin degismedigi

durumda incelenir. Onceki béliimdekine benzer sekilde sabit Q yiikii icin JT katsayisi

=), =51 G, -Vl “2)

seklinde elde edilir. Denklem (2.72)’de verilen RN-AdS hal denklemini termodinamik

hacim cinsinden

Pty vifon(2) P e - (5G] @

seklinde yazabiliriz. (4.3)’lin (4.2)’de kullanilmastyla inversiyon sicakligi

T, =1 (Ef v [(2)5&_ - (E)g% + Pil =< L4 2T (4.4)

= 3 —
6 V3 T/ 1ov3 4mry, 12nry 3
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ile verilir. (4.3)’den

T =1(2) Vi l87r (%)é P+ ("—")2‘2—2] -2 _ 1 iopn (45

4amry, 4TTrp
elde edilir. (4.4) ve (4.5) denklemlerinin birbirlerinden ¢ikarilmasiyla
8Pyt + 2rF —3Q%2 =0 (4.6)

elde edilir. Bu denklemin 7y, i¢in ¢6ziilmesi ile dort kok elde edilir. Bu koklerden sadece

biri fiziksel olarak anlamlidir. Diger kokler negatif veya komplekstir. Pozitif ve reel kok

Th =

w/1+24P Q2 1
5 J = 4.7)

iTL’
seklindedir. (4.7)’nin (4.5)’de kullanilmasiyla

p; (1+16mP;Q?~\/1+241P;Q?
Ti:ﬂ( : ) (4.8)

\E (—1+‘/1+241TPL-Q2)7

inversiyon basincina bagli inversiyon sicakligr elde edilir. vdW akiskanlarindan farkli
olarak bir adet inversiyon egrisi elde edilir. Sekil (4.1)’de cesitli yiik degerleri igin
inversiyon egrileri gosterilmektedir. Denklem (4.8) T — P diizleminde herhangi bir

noktada sonlanmaz. Ciinkii ifade i¢indeki karekdkler higbir zaman negatif olmaz. Ayrica
payda her zaman pozitiftir. Pay 1+ 167P;Q? — \/HTT[PLQZ > 0 icin ¢oziilirse
sadece — ﬁ < P; < 0 araliginda negatif oldugu goriiliir. Diger durumlarda pozitifitir.
Yani agikca P > 0 durumunda payda pozitiftir ve boylelikle T; > 0 olur. Aslinda benzer
sekilde vdW akiskanlarinda da P > 0 durumunda T; > 0 olur. Ama inversiyon egrileri,
karekoklerin i¢inin negatif oldugu basing degerinden itibaren belirli bir noktada sonlanir.
Denklem (4.8)’den P; = 0 i¢in minimum inversiyon sicakligi tanimlamak miimkiindiir:

min _ 1
T; = ovona 4.9)

Kritik sicaklik T, = 3\/%_@ oldugundan
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Tim mn

(4.10)

N |-

bulunur.

Sekil 4.1: RN-AdS karadeligi i¢in inversiyon egrileri. Asagidan yukariya egriler Q =
1, 2,10, 20 degerlerine karsilik gelmektedir.

Simdi T — P diizlemindeki izoentalpik yani sabit kiitleli egrilerden bahsedelim. Denklem
(2.69)’da verilen kiitle fonksiyonundan RN-AdS karadeliklerinin olay ufkunu elde etmek
miimkiindiir. (2.69)’un olay ufku i¢in ¢6ziilmesi durumunda dort kok elde edilir. Bu
koklerden en biiyiik olan1 olay ufkunu tanimlar. Elde edilen olay ufkunun (2.72) numarali
hal denkleminde kullanilmasiyla T — P diizleminde farkli kiitle ve yiik degerleri igin
izoentalpik egriler elde etmek miimkiin olur. Sekil (4.2)’de inversiyon ve izoentalpik
egrileri birlikte gosterilmektedir. Inversiyon egrisinin iginde izoentalpik egrilerin egimi
pozitiftir. Dolayisiyla JT katsayis1 pozitiftir. Inversiyon egrilerini gectikten sonra
izoentalpik egriler negatif egimli olmaktadir. Yani inversiyon egrisinin disinda JT

katsayis1 negatif olur ve bu durumda 1sinma s6z konusudur.
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0.003 F
0.010 +

0.002

0.005 +
0,001 F

i L L i i FF i L i
0,0002 00004 00006 00008 0,0010 0,00002 000004 0000068 0,00008

Sekil 4.2: RN-AdS karadeligi icin inversiyon ve izoentalpik egriler. izoentalpik egriler asagidan
yukariya kiitlenin artan degerlerine kars1 gelmektedir. Kirmizi ¢izgileri izoentalpik
egrileri, siyah cizgiler inversiyon egrilerini gostermektedir. (a) Q = 1 ve M =
1.5,2,25,3.(b)Q =2veM =2.5,3,35,4.(c)Q =10 ve M = 10.5,11,11.5,12. (d)
Q =20veM = 20.5,21,21.5,22.

Son olarak RN-AdS karadelikleri icin ¢iplak tekillik durumunda JT genlesmesinden
bahsetmek yararli olacaktir. Sekil (4.3)’de olay ufku basing ve kiitlenin degerlerine gore
verilmistir. Ciplak tekillige kars1 gelen bolgeler sekil (4.3)’den gortilebilir. Ag¢ik bir
sekilde JT genlesmesi ¢iplak tekillikler i¢in olay ufku tanimli olmadigindan diisiintilemez.
Omegin, Q = 20 ve M < 20 i¢in olay ufku tanimlanamaz. Bu degerler igin olay ufku
kompleks bir sayidir ve ¢iplak tekillige kars1 gelir. Ayni sekilde izoentalpik egriler de

T — P diizleminde kompleks olurlar.

vdW sistemlerindeki gibi RN-AdS karadeliklerinde de diisiik sicaklik durumunda JT
genlesmesi iyi tanmiml degildir. Izoentalpik egriler alt inversiyon egrisinin altinda pozitif

egime sahiptirler. RN-AdS karadelikleri i¢in bu durumun arastirilmast gerekmektedir.
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Sekil 4.3: RN-AdS karadeliginin olay ufkunun kiitle ve basinca gore degisimi. (a) Q = 1.
(b)Q =2.(c)Q =10.(d) Q = 20.

4.2. TERMAL DALGALANMALARIN RN-ADS KARADELIGINE ETKIiLERI

Boliim (3.2)’de Planck olgeginde karadeliklerin entropisine termal dalgalanmalar
nedeniyle gelen katkiyr inceledik. Simdi termal dalgalanmalarin RN-AdS
karadeliklerinin termodinamik nicelikleri iizerindeki etkilerini inceleyecegiz. Son
yillarda c¢esitli karadelik ¢oziimleri i¢in bu etkiler incelenmistir (Faizal ve Pourhassan,
2015; Pourhassan ve dig., 2016; Pourhassan ve Faizal, 2015; Pourhassan ve Faizal, 2016;
Sadeghi ve dig., 2014; Sadeghi ve dig., 2016 ). RN-AdS karadelikleri i¢in Pourhassan ve
Faizal (2015) termal dalgalanmalarin etkisini aragtirmistir. Bizim elde ettigimiz sonuglar
izledigimiz yontem ve yaklasimlar nedeniyle Pourhassan ve Faizal (2015) tarafindan elde
edilen sonuglardan farklidir. Bizim kullandigimiz yontem RN-AdS karadeliginin P —V

kritigini incelemek agisindan uygundur.
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Denklem (3.40)’1 termal dalgalanmalardan gelen katkilar1 daha iyi irdelemek i¢in bir @
parametresine bagli sekilde verebiliriz (Pourhassan ve Faizal, 2015 ). Bu durumda

genellestirilmis entropimiz
S = So = 2In ST, @.11)

ile verilir. Burada Tgy denklem (2.72) ile tanimlanan karadeligin sicakligidir. Denklem
(4.11)’den gortldigii gibi d =1 durumunda termal dalgalanmalarin etkisi
maksimumdur. @ = 0 durumunda da termal dalgalanmalarin olmadigr Bekenstein-
Hawking entropisi elde edilir. RN-AdS karadeliginin entropisi S, = mr? ve (2.72)
denkleminde verilen sicaklik ifadeleri (4.11)’de kullanilirsa

— 2 — @ In (L@
S =mry, aln( TR (4.12)

elde edilir. Bu termal dalgalanmalar nedeniyle karadeligin yeni entropi ifadesidir. Bunu

kullanarak RN-AdS karadeliklerinin bazi termodinamik niceliklerini termal dalgalanma
durumunda elde edebiliriz. Termal dalgalanmalar durumunda T = 2_1\54 kullanildiginda
karadeligin sicakligi

2
B (3rﬁ+lz(rﬁ—Q2))
4121y (3mr + (w2 —a)r —ml2 Q217 —12Q24)

(4.13)

ile verilir. Sabit hacim ve basingtaki 1s1 sigalar1 ise C = TZ—“; ifadesi kullanildiginda

asagidaki gibi verilirler:

3nrf +(nl?-3a)ry —ml?Q?rf —al?Q?

Cy=a 4.14
|4 =3nrf+@Ba-nl?)ry+12(nQ2-a)rf +3al2 Q2 ( )
2R (OrB+612rE+12 (12—602 )ri—214Q2rf +14 @+ +251 D),
Cp = K2 (@ —= (4.15)
(9r +12(6Q2— 1)y +414 Q7 —314Q*+-25)
h

(4.15) denkleminde K, (@) = (—18mri® + 3(3d — 2ml®)rf + 212Q%(3a — ml?Q?*)ry +
2ml*Q*r? + al*Q*) ve K,(@) = 3a(—9rf + I?rf — 12Q%1?ryF — 1*Q%*r?) seklinde

verilir. Termodinamik kararlilik Cp > 0 sarti igin saglanir.
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4.2.1. Faz Gegisi ve Kritik Noktalar

(2.12) ve (4.13) denklemlerinden termal dalgalanma durumunda elde edilen hal denklemi
asagidaki gibi verilir:

2 ~ m2T2rt4—w(d)
¢ t T ar oy " (4.16)

©osnrf 8mr?  4r,  amrj 4mrg

Burada W (&) = aTry, (2nTry — r? — a@Try, + 2Q?) seklinde verilir. Hal denklemimizin
a — 0 icin termal dalgalanmanin olmadig1 (2.81) denklemini vermesi i¢in karekdkiin
oniinde art1 isaretli ¢6ziim anlamlhidir. Kritik noktalar1 hal denkleminin olay utkuna gore

birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerinden elde ederiz:

2
P _0P (4.17)

orp - orp?

a parametresinin kiiclik degerleri i¢in kritik noktalari analitik olarak elde etmek
miimkiindiir Kii¢iikk termal dalgalanmalar i¢in, hal denklemi asagidaki gibi seriye

acilabilir:

2 2
=2 L. +a< L — )+0(a) (4.18)

~ snrft N 8mrf 2rn 8m2ry  2mrf N 4m2rp
Kiiciik termal dalgalanmalar i¢in spesifik hacim olay ufkuyla
v =2m, (4.19)

seklinde iliskilendirilir. Kii¢iik termal dalgalanmalar i¢in kritik noktalar asagidaki gibi

verilir:
v, = 2460 — %d +0(@) (4.20)
T,=2 4+ % 4.0@2 @.21)

18nQ  72m2Q3

1 a
c = 2 + 204
96mQ 216m=Q

+0(@?) (4.22)

Bu durumda evrensel deger asagidaki gibi verilir:
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P.T. 3 a

_ ~2
ve 8 48mQ2 +0(@)

(4.23)

(4.20), (4.21), (4.22) ve (4.23) denklemlerinden agik¢a goriildiigii gibi @ = 0 durumunda
termal dalgalanmalardan gelen katkilarin olmadigi sonuglar elde edilir (Kubiznak ve
Mann, 2012 ). Yukaridaki sonuglardan da rahatlikla goriilecegi gibi kritik noktalar termal
dalgalanmalar nedeniyle degisirler. Ornegin; kritik spesifik hacmin degeri azalirken,
kritik sicaklik ve kritik basing i¢in deger artar. Ayrica evrensel deger @ ve Q ifadelerine
bagl ¢ikar. Sekil (4.4)’de kiigiik termal dalgalanmalar i¢in P — 1y, grafigi ¢izilmistir.
Sekilden de goriildiigii gibi kritik sicakligin altindaki karakteristik vdW davranisi goriiliir.
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Sekil 4.4: Kiiciik termal dalgalanma durumunda P — 7}, diyagrami. izotermal egriler icin
sicaklik yukaridan asagiya sirasiyla 1.2T,, T, ve 0.8T, degerlerine karsilik gelmektedir.

=107 ve Q = 1 alinmustr.

Kiiciik kiitleli karadelikler i¢in termal dalgalanmalarin etkisi baskin oldugundan termal
dalgalanmalarin biiyiik oldugu durumlarda da faz gecisini incelemek Onemlidir. Bu

durumda kokleri analitik olarak elde etmek miimkiin degildir. Kokleri niimerik olarak
elde edebiliriz. (4.5) ve (4.6) sekillerinde P — 1, diyagramlart biiylik termal
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dalgalanmalar i¢in ¢izilmistir. Termal dalgalanmalar agik¢a faz gecisini etkilemektedir.
Termal dalgalanmalarin etkisi artttkca vdW davranisindan sapma meydana gelir.
Sekillerden de goriildiigii gibi kiigiik kiitleli karadelikler i¢in termal dalgalanmalarin
etkisi baskindir. Kiiciik termal dalgalanmalarin aksine kiiciik karadeliklerin bulundugu
kol kararli degildir ve belirli bir olay ufkunun altinda basing komplekstir. Bu durumu
bliylik termal dalgalanmalar igin karadeliklerin belirli bir olay ufkunun altinda
olamayacagi seklinde yorumlamak miimkiindiir. Bu yorum ayrica elde ettigimiz sicaklik
ve entropi niceliklerindeki tekillikler ve negatif bolgeler gibi iyi tanimli olmayan

bolgeleri dislamak icin olduk¢a kullanishdir. Ornegin; sekil (4.6)’da 1.2T, izotermal

tekillikler bu minimum olay ufkundan daha kiigiikk degerlere karsilik gelir. Yani

karadelikler bu iyi taniml1 olmayan bolgelere ulagamazlar.

0.006 }

0.004 |-

0.002

-
-
-~

-0.002 ¢

Sekil 4.5: Biiyiik termal dalgalanma durumunda P — 1y, diyagrami. izotermal egriler icin
sicaklik yukaridan asagiya sirasiyla 1.2T,, T, ve 0.8T, degerlerine karsilik gelmektedir.
a=1ve Q = 1 alinmustir.
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0.012}

0.010F

0.008 |-

0.006

0.004 |-

0.002 -

Sekil 4.6: Biiyiik termal dalgalanma durumunda P — 7}, diyagrami. izotermal egriler icin
sicaklik yukaridan asagiya sirasiyla 1.2T,, T, ve 0.8T, degerlerine karsilik gelmektedir.
a = 0.5 ve Q = 1 alinmustir.

4.2.1.1. Kritik Usteller

Boliim (2.1.1.2)’de de bahsedildigi gibi benzer faz gecisi davranisi gosteren birbirinden
farkl sistemlerin kritik istelleri ayni ¢ikar. Yani ayni kritik iistellere sahip sistemler ayni
faz gegisi ailesine aittirler. Biz bu boliimde kiiciik termal dalgalanmalar igin kritik
tistelleri aragtiracagiz. Biiyiik termal dalgalanmalar i¢in hal denkleminin karmasik yapisi
nedeniyle kritik {istellerin elde edilmesi miimkiin olmayabilir. Zaten vdW faz gecisinden

bir sapma s6z konusu oldugundan kritik {isteller farkli ¢ikabilir.

Kiiciik termal dalgalanmalar icin sabit hacimdeki 1s1 sigasim C, = —a + 0(@?) seklinde

elde ederiz. Bu durumda 1s1 sigasi agik¢a sicakliktan bagimsizdir. Yani @’ = 0 bulunur.

Denklem (2.93)’deki ifadeler tekrar verelim:

T—T, 7
t=—"+==7—-1, w=——=
Tc Ve

=v-1 (4.24)
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Yukaridaki ifade (4.18) denkleminde kiigiik termal dalgalanmalar i¢in verilen hal

denklemine atanir ve kritik noktalar civarinda seriye acilirsa

p=1+(3-2 )+ (-2+ ) tw+ (- o+ o)W + 0(tw?,wh)

3 27mQ2 81mQ2 729mQ?
(4.25)
elde edilir. t < 0 i¢in ifadenin diferansiyeli alinirsa
- _2 __8 __4a 2
dP = = 5P [(6 = 557@) t + (1= ggz) w?| dw (4.26)
bulunur. Basinglarin esitliginden ve Maxwell esit alan yasasindan
_ 8  8d 8, 32a 4 164 3
p=1+ (3 27nQ2) + ( 1 in QZ) twp, + ( st 729nQ2) Wb
_ 8  8a 8, 324 4 164 3
=1+ (3 27nQ2) + ( st 8111'Q2) twy + ( st 729nQ2) Wi (4.27)
Wk _ 8
0= [ wp (G = a)t+( ) 2| dw (4.28)

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin birlikte ¢ozlilmesiyle wy, = —w;, = 3v—2t

coztimleri elde edilir. Bu durumda mertebe parametresi
n° = Ve(wp — wy) = 2Vowp, = 6V,V-2t (4.29)

seklinde bulunur. Yani = %bulunur.
[zotermal sikistirilabilirlik iisteli y ise

ky = ——(aV) =S 160w (4.30)

opP 8P (9mMQ2—-4d) t

oldugundan y = 1 bulunur. Son olarak § iistelini (4.25) denkleminden t = 0 i¢in

p—1=(—o+—o)w? (4.31)

81  729mQ?2

elde edilir. Yani § = 3 bulunur.
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Kiiciik termal dalgalanmalar igin RN-AdS karadeliginin kritik dstellerini ' = 0,8 =

%, y = 1 ve § = 3 seklinde elde ettik. Bunlar termal dalgalanmanin olmadig1 durumdaki

RN-AdS karadelikleriyle ayni1 ¢ikar.

4.3. TSALLIS-RENYI ENTROPi MODELINDE RN KARADELIGi

Bu béliimde diiz uzayzamandaki RN karadelikleri i¢in Tsallis-Renyi entropi modelini ele
alacagiz. Bolim (3.3)’te A parametresinin AdS uzayzamani egrilik yarigapr gibi
davrandigint  gosterdik. Bu diislinceden hareketle diiz uzayzamandaki RN
karadeliklerinin TR modelinde RN-AdS karadelikleri gibi davranacagini gosterecegiz.
Ayrica bolim (2.3)’te tanimladigimiz faz gecisine benzer bir faz gegisini diisiinmek
mimkiindiir. RN-AdS karadeliklerinin P — 0 durumunda diiz uzayzamandaki RN

karadeliklerinin termodinamik niceliklerini vermek mumkiindiir:

_ Th+Q?

— (4.32)
S = mrf (4.33)
_ =@’
T = pooc (4.34)
TZ—QZ
C = 2nrf 332_rﬁ (4.35)
_ TE+3Q2
G = e (4.36)
RN karadeliginin entropisini Tsallis entropisi olarak ele alirsak
Sp = %ln[l + Amr2] (4.37)
yazilir. Sicaklik ve 1s1 s1as1 sirasiyla
_ (oMY _ Anrg—-(AmQ*-1)ri-Q?
Tr = (6SR)Q - anry (4.38)
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_ SR\ _ 2nrf (rf—Q?)

Cr =Tr (6TR) T Anrf+(AnQ2—1)rZ +3Q? (4.39)
ile verilir. (4.7), (4.8) ve (4.9) numarali sekillerde sirasiyla entropinin, sicakliin ve 1s1
sigasinin kiitleye gore degisimleri her iic durum icin gosterilmistir. Sekillerden de
goriilecegi lizere A parametresinin AdS egrilik yarigapi gibi davranmasi nedeniyle TR
modelinde hesaplanan termodinamik nicelikler, AdS i¢in hesaplanan niceliklerle

benzerlikler gostermektedir.

50
a0 [

20 |-

10 |-

-

M

1.0 1.5 2.0 x5 2.0

Sekil 4.7: Entropilerin kiitleye gore degisimi. Turuncu ¢izgi RN, kesikli mavi ¢izgi TR modeli,
siyah noktali ¢izgi RN-AdS entropilerine karsilik gelmektedir. Q = 1,1 = 0.2 vel =
1 alinmustir.



63
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1 almmustir.

Sekil 4.8: Sicakliklarin kiitleye gore degisimi. Turuncu ¢izgi RN, kesikli mavi ¢izgi TR modeli,

siyah noktali ¢izgi RN-AdS entropilerine karsilik gelmektedir. Q = 1,4 = 0.2 vel =

1o |

-
-
-

18

______

22

1.0

Sekil 4.9: Is1 sigalarinin kiitleye gore degisimi. Turuncu ¢izgi RN, kesikli mavi ¢izgi TR

modeline, siyah noktali ¢izgi RN-AdS entropilerine karsilik gelmektedir. Q = 1, 4 = 0.2
ve | = 1 alinmugtir.
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4.3.1. Faz Gegisi ve Kritik Noktalar

A parametresinin AdS egrilik yarigap1 gibi davranmasi nedeniyle faz gecislerini RN
karadelikleri i¢in incelemek miimkiindiir. Biz bu incelemeyi iki farkli sema kullanarak
yapacagiz. Ik semamizda (Chamblin ve dig., 1999a; Chamblin ve dig., 1999b) RN
karadeliginin faz gecisini Sz — Sg diizleminde kritik yiike gore arastiracagiz. Ikinci
semamiz ise tezin ikinci bolimiinde ayrintili olarak anlattiZimiz P —V gemasina
benzemektedir. Biz basing yerine A parametresini kullanacagiz. Simdi sirastyla bu

semalar i¢in faz gegislerini inceleyelim:

4.3.1.1. B — S Diizleminde RN Karadeliginin Faz Gegisi
(4.37) ve (4.38) denklemlerinden elde edilen hal denklemini asagidaki gibi yazabiliriz:

_ 1 1r4-e‘)“SR(e’15R—1)
== \/;m (440)
Kritik noktalar
9Br _ 9Br _
o5n — 052 0 (4.41)

ifadelerinden hesaplanirsa

1 7-443 2/3+3 2/3-3
Se=1l2(V3-1], Q.= |22, g =! 2”,/( A (4.42)

elde edilir.

(4.10), (4.11) ve (4.12) numarali sekillerde TR modelinde RN karadeliginin S — Sg
diyagramlar1 ¢izilmistir. Sekil (4.10)’da kritik yilikiin altinda vdW ve RN-AdS
sistemlerinde goriilen karakteristik davranig gozlenir. Sekil (4.11) kritik yik igin
cizilmistir. Sekil (4.12)’de kritik yiikiin lizerinde ideal gaz davranist s6z konusudur.

Kiiciik karadeliklerin bulundugu kol kararli degildir.
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[&1]

Sr

Sekil 4.10: 0.8Q, icin S — Sk grafigi. A = 0.2 alinmstir.

10 |-

[&1]

20

Sr

Sekil 4.11: Q. icin S — Sg grafigi. A = 0.2 alinmustir.
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10

L] L] 10 '1;5- EICI SR
Sekil 4.12: 1.2Q,. i¢in S — Sy grafigi. A = 0.2 alinmustir.
4.3.1.2. 2 — v Diizleminde RN Karadeliginin Faz Gegisi
(4.38)’den hal denklemini agagidaki gibi yazabiliriz:
_4mT 1
R (443)
Kritik noktalar
oA %2
arn oz 0 (4.44)
ile hesaplanirsa
2 7-443
=/ = =— 4.45
Te 3+23Q, T, J135+78v3rQ’ Ac nQ2 (4.45)
kritik noktalar olarak bulunur. Olay uftku v = Th - seklinde spesifik hacim ile
iligkilendirilirse evrensel deger
Pcve E
™~ (4.46)



olarak bulunur.
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Sekil 4.13: 0.8T, icin A — 1y, grafigi. Q= 1 alinmustir.
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Sekil 4.14: T, i¢in A — rj, grafigi. Q = 1 alinmustir.




68

A
0.30 - |
.25 | |
.20 | |
|
|
|
0.15 h
\
II
oo} |
II-
\
.05 | \
'--._\_\___\_____
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Sekil 4.15: 1.2T, i¢in A — 1y, grafigi. Q = 1 alinmustir.

(4.13) numarali sekilde vdW ve RN-AdS sistemlerindekine benzer davranig soz
konusudur. Sekil (4.14) kritik sicaklik i¢in ¢izilmistir. Sekil (4.15)’de ise kritik sicakligin

tizerinde ideal gaz davranisi s6z konusudur. Benzer sekilde kiigiik karadeliklerin
bulundugu kolun kararli olmadig1 goriilebilir.

Sekil (4.16)’da Gibbs serbest enerjisinin sicakliga gore grafigi verilmistir. Kritik basincin
altindaki deger icin klasik kelebek kanadi davranisi goziikmektedir. Bu da vdW ve RN-

AdS karadeliklerinde gerceklesen bir durumdur. Agikca A parametresi AdS egrilik
yarigapi gibi davranmaktadir.

Son olarak her iki faz semasi i¢in sonu¢larimizin 0 < A < 1 aralifinda anlamli oldugunu
hatirlatalim.
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Sekil 4.16: Gibbs serbest enerjisinin sicakliga gore degisimi. A = 0.084, ve Q = 1 alinmistir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda genisletilmis faz uzayindaki RN-AdS karadeliklerinin termodinamik
ozelliklerine degindik. RN-AdS karadelikleri icin JT genlesmesi ile termal
dalgalanmalarin etkilerini ve diiz uzayzamandaki RN karadelikleri i¢cin TR entropi

modelinin sonuclarini arastirdik.

RN-AdS karadelikleri i¢in JT genlesmesi sirasinda vdW sistemlerinden farkli olarak
kiitlenin degismedigini gosterdik. Dolayistyla RN-AdS karadelikleri igin izoentalpik bir
siire¢ ayn1 zamanda kiitlenin degismedigi bir siire¢ olarak ele alinabilir. Her iki sistemde
de inversiyon ve izoentalpik egrileri T — P diizleminde inceledik. Her iki sistem igin
inversiyon egrilerinin igerisinde kalan bodlgede soguma meydana gelir. vdW
sistemlerinden farkli olarak sadece alt inversiyon egrisi tanimlidir ve bu egrinin herhangi
bir noktada neden sonlanmadigimi agikladik. Ayrica RN-AdS karadeliklerinde JT
genlesmesi sirasinda inversiyon egrisinin Ustiindeki kapali olmayan bolgede daima
soguma goziikiir. Ancak her iki sistem icin alt inversiyon egrisinin altinda izoentalpik
egriler 1yi tanimli degildirler. Son olarak ¢iplak tekillikler s6z konusu oldugunda JT

stirecinin tanimlanamayacagini gosterdik.

Ikinci problem olarak termal dalgalanmalari RN-AdS karadelikleri igin inceledik.
Oncelikle karadeliklerin entropisi igin termal dalgalanmalardan gelen katkinin elde
edilmesini ele aldik. Daha sonra entropiden gelen bu katkiyr RN-AdS karadeliginin diger
termodinamik niceliklerini elde etmek i¢in kullandik. Termal dalgalanma katkilarini
iceren bir hal denklemini elde ettik. Bu denklemden kiigiik termal dalgalanma durumunda
analitik olarak kritik noktalar1 elde etmek miimkiindiir. Kiigiik termal dalgalanma
durumunda faz gegisi vdW ve RN-AdS sistemlerininkiyle aynidir. Benzer sekilde kritik
tisteller de kiiciik termal dalgalanmalar durumunda ayni ¢ikmaktadir. Kiiglik karadelikler
icin termal dalgalanmalarin etkileri baskin oldugundan, faz gecislerini biiyiik termal
dalgalanmalar durumunda da c¢alismak oOnemlidir. Hal denkleminin karmasikligi
nedeniyle kritik noktalar1 biiyiik termal dalgalanmalar i¢in niimerik olarak elde etmek

miimkiindiir. Biiyiilk termal dalgalanmalar i¢in vdW tipi faz gecisinden sapma s6z
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konusudur. Ayrica karadeliklerin var olabilecegi minimum bir olay ufku elde ettik. Bu
minimum olay ufku sarti termal dalgalanma durumundaki entropi ve sicaklik
niceliklerindeki tekillikleri ve negatif bolgeleri dislamak icin oldukca kullanighdir. Bu
dalgalanmalarin kiiclik karadelikler icin baskin oldugu bilinmektedir. Elde ettigimiz

sonuclar bu agidan bir tutarlilik géstermektedir.

Son olarak TR entropi modelini karadelikler igin ele aldik. Oncelikle diiz uzayzamandaki
Schwarzschild karadeliklerinin entropisinin Tsallis entropisi olarak ele alinmasi
durumundan bahsettik. Karadeligin entropisi Tsallis entropisi olarak ele alinir ve Renyi
entropisiyle iliskilendirilirse elde edilen sonuglar AdS uzayzamanindaki karadeliklerle
benzerlikler gostermektedir. Yani A parametresi | AdS egrilik yarigapt gibi
davranmaktadir. Biz de bunu diiz uzayzamandaki RN karadelikleri i¢in tekrar ele aldik.
Elde ettigimiz sonuclar daha Onceden yapilan ¢alismalardaki (Biro, 2010; Biro ve
Czinner, 2013; Czinner ve Iguchi, 2016) sonuglarla bu agidan benzerlik gostermektedir.
TR modelindeki RN karadelikleri icin faz gegislerini iki sema kullanarak inceledik
(Chamblin ve dig., 1999a; Chamblin ve dig., 1999b; Kubiznak ve Mann, 2012). Elde

edilen sonuglar RN-AdS karadeliklerinin sonuglariyla benzerlikler gostermektedir.

Sonug olarak degisen kozmolojik sabit fikri etrafinda RN-AdS karadelikleri i¢in JT
genlesmesini ile termal dalgalanmalarin ve diiz uzayzamandaki RN karadelikleri i¢in de
TR entropi modelinin etkilerini inceledik. Elde ettigimiz bulgular literatiirdeki

caligsmalarla uyusmakta olup yaptigi katki bakimindan énemlidir.
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