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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
DURRMEYER TiPi OPERATORLER DiZiSiNiN YAKLASIM OZELLIKLERI
Mustafa KARAKECILI

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damsman: Do¢. Dr. Aydin iZGi
Yil: 2016, Sayfa: 34

Bu calismada; polinomlar kullanilarak siirekli ve integrallenebilen fonksiyonlara yaklagim yoniinde yapilan
calismalardan s6z edilmistir. Durrmeyer tarafindan tanimlanan polinomlarin yaklasim 6zellikleri incelenmistir.

Durrmeyer’in bir modifikasyonu olan

n+4
n(n 1 Y(n+a Y "3(n 1\
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”( ’X) (n+ )kz:(;[kj(x n+3j (n+3 Xj J;(kj(u n+3j
n+3
n-k
><(n+4_uj f(u)dU,X€|: 1 ’n+4}
n+3 n+3 n+3

seklinde tanimladigimiz lineer pozitif operatorler dizisinin yaklasim &zellikleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Korovkin teoremi, diizgiin yaklasim, yaklagim hizi, lineer pozitif operatér, Lp -yaklagim.



ABSTRACT
MSc Thesis
APPROXINMATION PROPERTIES OF SEQUENCE OF DURRMEYER TYPE OPERATORS
Mustafa KARAKECILI

Harran University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Dog. Dr. Aydin iZGi
Year: 2016, Page: 34

In this study, it has mentioned about approximation of continuous functions and integrable functions. We

examined the operators which defined by Durrmeyer. We defined a modification of Durrmeyer as

n+4

-zt (28] oot

n+3

x[w—ujnk f (u)du, XE{L M}

n+3 n+3

and we examined its approximation properties.

Key Words: Korovkin theorem, uniform approximation, rate of approximation, linear appositive operators,

L, -approximation.
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1. GIRIS

Bu boliimde, lineer pozitif operatorlerin tanimi yapilacak ve sagladigi 6zelliklere
deginilecektir. Bu ¢alisma sirasinda kullanacagimiz bazi tanimlar ve teoremler verilecektir.
Ayrica burada verecegimiz tanimlar ve teoremler genel halde gegerli tanimlar ve teoremler

oldugu i¢in pek cogunda kaynak belirtilmemistir.
Tanim 1.1: X bos olmayan bir kiime ve K cismi R veya C olsun.

+XxX > X, (X, y) > x+y

SKxX 5K, (a,x) > ax

Déniistimleri ile toplama ve ¢arpma islemlerini tanimlayalim. Her x,y,ze X ve

a,b e K i¢in asagidaki kosullar1 saglasin.

i) X+Yy=y+X

i) Xx+(y+z)=(x+y)+z

iii.)  Her xe X igin X+0=X esitligini saglayan bir tek 0 e X vardur.

iv.) Her xeX igin X +(—X) =0 esitligini saglayan bir tek —x e X vardir.
v.) Her xeXigin L.x=X

vi) a(x+y)=ax+ay
vii)  (a+b)x=ax+bx

viii)  (ab)x=a(bx)

Bu durumda X yukaridaki kosullar1 saglayan K iizerinde bir vektor uzay: (lineer

uzay1) ve elemanlarina vektor veya nokta denir.

Tamm 1.2: X ve Y reel degerli fonksiyon uzaylari olsun. L: X —Y seklinde

tanimlanan doniistimlere operator ad1 verilir.

Tamm 1.3: X ve Y reel degerli fonksiyon uzaylar1 olmak iizere; L: X —Y

seklindeki L operatdriinii goz 6niine alahm, eger her f,, f, € X ve @,,8, € R i¢in



1. GiRiS Mustafa KARAKECILI

L(af +a,f,)=aL(f)+a,L(f,)

kosulu saglaniyor ise L operatoriine lineer operator denir.

Tamm 1.4: Kabul edelim ki X" ={f e X : f(x)20}, Y"={geY :g(x)=0} olsun.
Eger X uzaymda tanimlanmis L lineer operatérii X © kiimesinde her hangi bir f

fonksiyonunu Y * kiimesindeki bir fonksiyona doniistiiriiyorsa o takdirde L operatoriine

“Lineer pozitif operator” denir.

Tammm 1.5: L lineer operatori X wuzayinda Y doniisim yapiyorsa, L

operatoriiniin normu;

Ll =Itl,, = sup JL()),

Il =2
seklinde tanimlanir.

Tanim 1.6: {fn}, B izerinde tanimli fonksiyonlar dizisi olsun. {fn(X)}
fonksiyonlar dizisinin bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmasi; tanim kiimesindeki

VX € A igin

jim||f, - ], =0

n—o0

olmasi demektir. Diizgilin yakinsama
f,(X)=f(x)
biciminde gosterilir.
Tamm 1.7: Bos olmayan X kiimesi ve bir

d:XxX >R,

(x,y)—>d(xy)

dontigiimii verilsin. Eger bu d doniistimi vx,y,z e X igin
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i) d(xy)=0ex=y;
i) d(xy)=d(y,x);
i) d(xz)<d(xy)+d(y,z)

ozelliklerini sagliyorsa X iizerinde uzaklik fonksiyonu ya da metrik adin1 alir. Bu durumda

(X,d) ikilisine metrik uzay denir.
Tanim 1.8: X bir K cismi iizerinde vektor uzay1 olsun.

[: X =R.x—x|

doniisimii vx,y e X veVaeK i¢in

) [M=0ex=0
i) fax|=alfx];
i) [x+y[<|x|+]y]

ozelliklerini sagliyorsa X iizerinde norm adimi alir ve bu durumda (X||||) ikilisine bir

normlu vektdr uzay: denir.

Tamm 19: f eC[a,b] olsun. f fonksiyonunun siireklilik modili W(f,5)

seklinde gosterime sahip olup

w(f,8)=sup |f(x)-f(t)

xte[a,b]|x—t[<s
seklinde tanimlidir.

Siireklilik modiilii asagidaki 6zellikleri saglar.

a) w(f,86)>0
b) 6, <8, =>w(f,5)<w(f,s,)

c) w(f+g,6)<w(f,5)+w(g,5)
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d) w( f,ms)=mw(f,5)
e) AeR" igin w(f,A6)<(A+1)w(f,5)

0 w(tft-x) =] (1)1 ()

9) [f(t)—f(x)< [@ +1j.w( f,5) (Altomare ve Campiti,1994)

Tanim 1.10: (X,||||) normlu uzay iginde bir dizi (X,) ve X, € X olsun. Eger

lim||x, — %,|| =0

n—oo

ise (Xn) dizisi (Xo) noktasina yakinsiyor denir ve

X, 2% (n—>®) veya limx, = x,

X—>0

olarak ifade edilir.

19 yiizyilda gonlimiize kadar bircok matematikgi tarafindan, ¢calismasi zor olan bir
fonksiyona ¢alisilmasit daha kolay olan (6rnegin polinomlar gibi) ve daha basit yapida olan
fonksiyonlarla yaklasim saglanabilir mi ve bu yaklasim en iyi nasil elde edilir sorularina

cevap arayan ¢aligmalar yapilmistir. Bu anlamda Alman Matematik¢i Karl Theodor Wilhelm

Weierstrass, [a,b] gibi kapali ve smurli bir aralikta siirekli her fonksiyona ayni aralikta

yakinsayan bir polinomun varligini iddia ve ispat etmistir. (Pinkus, 2000).

1912 yilinda, Weierstrass’in varligini iddia ettigi bu polinomun 6zelliklerini saglayan

bir polinom; Rus Matematik¢i S.N. Bernstein tarafindan toplam seklinde asagidaki sekilde

tanimlanmigtir. (Lorentz, 1953). X € [0,1] icin

k=0

g
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1951 yilinda H. Bohman, toplam seklindeki lineer pozitif operatdrler dizisinin [0,1]
araliginda siirekli bir f (X) fonksiyonuna yakinsakligini incelemistir. Bu ¢alismalar

sonucunda H. Bohman asagidaki teoremi iddia etmistir.

Teorem 1.1: xe[0,1], 0< ¢, , <1 oldugunda

Ln(f;x)zzn: f(n)Pen (X)) P, ()20

k=0

Lineer pozitif operatdr dizisinin N — 0 i¢in [0,1] arahfinda f fonksiyonuna diizgiin

yakinsak olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosullari ii¢ tanedir. H. Bohman bunlart;

L, (Lx)=1
L, (tx) = x

L, (£%%) =%
seklinde ifade etmistir.

Asikardir ki Bohman’nin arastirdi1 operatorlerin degeri f fonksiyonunun [0,1]

araliginin disindaki degerlerinden bagimsizdir.

1953 yilinda P.P. Korovkin, Bohman’nin kosullarinin genel halde de gegerli
oldugunu gormiis ve genel bir teorem ispatlamistir. (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995;
Korovkin, 1953).

Teorem 1.2:(Korovkin Teoremi) A :C[a,b]—B[a,b] lineer pozitif operatorii

her f eCl[a,b] asagidaki kosullar: saglasin.

a) |A Lx)-1, —>0.(n—>x)
b) |A, (t.x)—x]|, —0,(n—> o)

c) HAq(tz,x)—XZHB —0,(n— )
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Bu durumda A, (f,x), f (x) ‘e yakinsar.

|A(f.x)-f (X)HB —0,(n—> )

seklinde gosterilir.

Ispat: f fonksiyonu reel eksende smirli oldugu igin 6yle bir M pozitif sayisi

bulabiliriz ki tiim x ‘ler igin
[ (x)|<M

saglanir. f €C(a,b) oldugundan her &£>0 igin dyle bir & >0 bulabiriz ki t € (—0,0) ve

x € (a,b) i¢in |t - X| <0 oldugunda

[F(t)-F(x)<e
saglanir.

x,te[a,b] oldugundan |f(x)|<M esitsizligi fonksiyonu f fonksiyonu [a,b]
arahinda siirekli oldufu i¢in gergeklesir. xe(a,b),te[a,b] oldugunda ise
‘ f(t)-f (X)‘ < g esitsizligi f fonksiyonu a ve b noktalarindan, sirasiyla soldan ve sagdan

stirekli bir fonksiyon oldugu icin gergeklesir.

‘ f (X)‘ <M ve ‘ f(t)-f (X)‘ <¢ esitsizliklerinden dolayr tiim te(—o,00) ve

Xe [a,b] icin

I (t)- f (x)|<g+25'\§' (t-x)

esitsizligi  gergeklenir. Ciinkii |t - X| <6 oldugunda | f(t)—f (x)| <&+ 25—|\£|(t = X)2

esitsizligi ‘f (t)-f (x)‘ < ¢ esitsizliginden dolayr &+ 2M (t—x)2 ifadesi pozitif oldugu

52
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(t-x)’

—— =1 olacagindan g+2M (t—x)ZZZM
o

62

icin saglanir. |t—X|25 oldugunda ise

esitsizligi saglanir. Bu durumda &>0 oldugu igin |f (X)|<M esitsizliginden

[f(t)—f(x)<e+ 2(5—'\f(t —x)’ esitsizligi elde edilir.

Diger taraftan,

A (f.x)— (X)HB =HA1 (f(t)=f(x).x)+f(X)A (Lx)-f (X)HB
<A (F =1 x|+l 1A @301,

esitsizligi mevcuttur. Bu esitsizlikteki ikinci terim n — oo i¢in (a) kosulundan dolayi sifira

yakinsar. Yani

[ 1 A (33) =], < 0.2, >0

dir.

A, (£.x)= £ (9, <A (T (©)= T (x)]:x)

+ &
B n

esitsizligi gecerlidir. Boylece terime bakarsak
£ (t)- 1 (x)|<g+25_'\§'(t_x)2

esitsizliginden dolay1

2M

(A7 =1 o0, <A @0+ A ((-207.x)

B

=¢(A, (1,x)—1)+g+2§—'\;|[A1(t2,x)—2xA1 (%) XA, (LX) |

=£(A1(1,x)—1)+g+ 2;;'

><{[(A](tz,x)—xz)—Zx(,%(t,x)—x)jL xz(Al(l,x)—l)}} (1.1)
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elde ederiz. O halde;

AT 0-1(x)]%)

< C1HA1 (t2x)- XZHB +C, A (Lx) -1,

yazilabilir. (a), (b) ve (¢) kosullarindan dolay1 n — o i¢in

A1 (x)].x)

-0
B
olur. Bu sonug ve

+&

B n

[ ()= £ (0l <[ (£ ()= 1 (0] x)
esitliginden yararlanirsak

|A.(f.x)=f(x)], »0.(n—>)
oldugunu goriiriiz. (Korovkin, 1953).

Teorem 1.3:(Minkowski esitsizligi) p>1 i¢in a,a,,..a, >0 ve b,b,,..b >0

olsun. Bu takdirde;

saglar.

Teorem 1.4:(Holder esitsizligi) 1< p <o ve q , p ’nin eslenigi olsun.a,,a,,...a

n

ve b,b,,..b, sayilar

n

San<[SJal | (Sl

k=1 k=

esitsizligini saglar.
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Teorem 1.5:(Holder esitsizligi) 1< p<oo ve g , p ’nin eslenigi olsun. Bir [a,b]

araliginda tamimh f, g siirekli fonksiyonlari
1

Tlf<x>g<x>|dxs@|f<x>|pdx] lotor o]

a
esitsizligini saglar.

p = q =2 halinde Holder esitsizligi Cauchy-Schwartz-Bunyakovsky esitsizligi adini

alir.

Yardimer Teorem 1.1:(Lousin(Luzin)) Her bir f eL [ab] ise her £>0 igin

|f —g|, <& olacak sekilde C[a,b] uzayinda bir g fonksiyonu vardir. Yani: L, [a,b] uzay:

C[a,b] uzayinda yogundur. (Royden,1968).

Teorem 1.6:(Orlicz Teoremi) K :[a,b]x[a,b]— R siirekli bir fonksiyon ve

T\Kn(x,t)\dt <M; T\Kn(x,t)\dxs N  (n=123..)

olacak sekilde sabit M, N >0 sayilart mevcut ise bu durumda f € Lp [a, b] icin

Fn(x):j’Kn(x,t)f(t)dt

integrali mevcut ve F, e L dir. (Lorentz, 1953).
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2. ONCEKIi CALISMALAR

Yaklasim teorisi; iizerinde ¢alisilmasi zor olan bir fonksiyona, 6zellikleri daha kolay
ve daha basit karakterli olan fonksiyonlarla yaklasim saglanmasi ve bu yaklasimin en iyi
sekilde elde edilmesi hakkinda arastirma yapan ve yapilan ¢alismalar1 kapsayan bir teoridir.
Bununla alakali olarak 1800’lerden su ana dek bir¢ok matematik¢i, fonksiyonlar teorisi
icinde de genis uygulama alanina sahip olan bu teori iizerinde arastirmalar yapmustir. Ilk

olarak Rus matematik¢iler P.L. Chebyhev, siirekli bir f fonksiyonunun n dereceli (n

yeterince biiyiik) bir Pn ZakX polinomu temsil edilebilir mi problemi iizerinde
k=0

calismalar yapmistir.

Sonradan 1885 yilinda Alman matematik¢i Karl Theodor Wilhelm Weierstrass,
cebirsel ve trigonometrik polinomlarla siirekli fonksiyonlara [a,b] gibi kapali ve sinirlt bir

aralik lizerinde yaklasim saglanacagini ifade ve ispat etmistir. (Pinkus 2000).

1912 yilinda Rus matematik¢i S.N. Bernstein, Veierstrass’in teoreminin ispati i¢in

Xe [0,1] olmak iizere toplam bi¢iminde tanimladig1 polinom asagidaki sekildedir.

o (1001w

Bernstein, tanimladig1 ve kendi adiyla anilan bu polinomlarla [0, l] araliginda taniml

ve stirekli f fonksiyonuna yaklasabilecegini ispatlamistir. (Bernstein, 1912; Lorentz, 1953).

1930 yilinda L.V. Kantorovich L de olan f fonksiyonlar i¢in

ket
n+l

operatorii incelemistir.

Daha sonra Durrmeyer L, de olan f fonksiyonlari igin

10
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1
D,(f,x)= I f (U)K, (x,u)du operatérleri incelemistir.
0

Burada

K, (xu)=(n+1)> P, (X)P, (u)

k=1

ve buradan

dir.

1935 yilinda T. Popoviciu tarafindan, f fonksiyonunun siirekli modiilii

hesaplanmustir.

1953 yilinda ise P.P. Korovkin, yaklasim teorisinde kendi adiyla bilinen ve 6nemli
bir yere sahip olan teoremi ifade ve ispat etmistir. (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995). Bu
asamadan sonra, Korovkin teoremin sartlarin1 saglayan Bernstein polinomlar: ile ilgili

caligmalar hiz kazanmustir.

Bu ¢aligsma,

1 . -
seklinde {— , —} simetrik aralig1 {izerinde tanimlanan operator dizisinin lineer pozitif

+3 n+3

1 n+4

——,—— | aralig1 lzerinde diizgin
n+3 n+3} 8 8

oldugu Korovkin Teoremin sartlarin1 sagladigi, [

yakinsak oldugu gosterilmis ve momentleri, stireklilik modiilii yardimi ile yaklasim hizi

11
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hesaplanmigtir. Daha sonra I\/In(f;X) operatorii ile f fonksiyonuna yaklagimi grafik

yardimiyla gosterilmistir. Son olarak da secilen bir fonksiyona yaklasim bazi n degerleri

icin grafikleri ¢izilmistir.

12
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Materyal

Kiitiiphane de buldugumuz kitap, dergi ve internet ortaminda buldugumuz

caligmalar. Ayrica literatiir taramasinda ¢alismamizla ilgili makalelerden istifade edilmistir.

3.2. Yontem

Calismamizda tanimladigimiz operatoriin daha onceki benzer operatorler ile
arasindaki farklar incelenmis. Mapple bilgisayar yazilim programinda bu operatoriin stirekli

bazi fonksiyonlara yaklasim grafikleri ¢izilmistir.

13
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu boliimdeki tartisgmamizda inceleyecegimiz M, ( f; X) operator dizisinin lineer

pozitif oldugu ve Korovkin Teoremi sartlarini sagladigi gosterilmistir.

Tamm 4.1: Kabul edelim ki X€|: 1 &4} ve f eC[i n_+4} olsun.
n+3 n+3

Mn(f(u);x):zMn(f;x)

n+4

TRy P [ o

n+3

n-k

x(n+4—uj f (u)du
n+3

seklinde operatére M ( f; X) operator dizisini tanimlayalim.
M, ( f X) operator dizisinin lineer ve pozitif oldugunu gosterelim.

1 n+4
Lineerlik: f, C|l—,—— | ve a, R ici
I I ge {n+3 n+3} ve a,f R i¢in

n+4

gl ol e

n+4

A e e N

n+3

(2] (o))

n+3

14
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x(m—ujn_k g(u)du

n+3

=AM, (f (t);x)+aM, (g(t);x)

oldugundan M, ( f; X) operator dizisi lineer bir operatordiir.

Pozitiflik ise: n,k e N ve XE{L,M} icin

k n—k n13 n k n-k
(n+1) (x—ij (n—+4—xj j ( —Lj (M— j du>0
k n+3) \n+3 1 (K n+3) \n+3
n+3
o n+41 . . . .
oldugundan ve her Xe[ ,—} icin f >0 ise her neN i¢in Mn(f;X)ZO olur.
n+3 n+3

Dolaysiyla M ( f; X) pozitif lineer operatdr dizisidir.

Yardimei Teorem 4.1: M ( f; X) operatOr dizisi agagidaki sartlari saglar.

M, (t%x) = x°

M, (1, x) =1 oldugunu gdsterim.

15
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Ispat:

n

o031

k=0
n—k
x( uj du

t=u-— 1 degisken degistirmesi yapilirsa,
n+3

1
X__
n+3

n+4

M (1
o (LX) n+3

: I

n+4

n+3

ned
n+3

J

1

n+3

n
k

015

3ol () (o
g (va ) (Wpteana
S e R
e[l () (e
S e G e
e ema) (5 7
ool G

elde edilir. Yani n — o iken
M, (Lx)=1

olur.

16
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n 1
=(n+1) X—L) n—+4—xj I tk*l(l—t)"*kdt+L
= n+3 n+3 o LK n+3
37y (Bt x) [t zn ey
~ n+3) (n+3 k ’ n+3
n “ "K(M\T(k+2)T(n—k+1
T ) e N oy LSS TGRS
— n+3) {(n+3 I'(n+3) n+3
n k n—k | _ |
_(n+1) n x—i) (M_Xj n)(k+1)!(n k)'+ 1
s n+3) \n+3 k (n+2)! n+3

n.(n 1 T(n+4 Tk 1
XYy X——— | | —=x| +
~\ k n+3) \n+3 (n+3)

__ 1 n n(x—ijk(m—x)n_kk+ ! + !
_(n+2)k:0 k n+3) \n+3 (n+2) (n+3)

17
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1 in k(x_ 1 ]k(n+4_xj”k+ 1 1
_(n+2)h1k n+3) {n+3 (n+2) (n+3)
St (5t
(n+2)k (n— k'kI n+3) (n+3 (n+2) (n+3)
o (X_ 1 jz n-1 (X_ 1 )“(n+4_xj”k+ﬂ
_(n+2) n+3)& k-1 n+3 n+3 n*+5n+6

_ X n N 2n+95
n+2 (n+2)(n+3) n’+5n+6

n n+5
X+—
n+2 n“+5n+6

2X n+5
+
n+2 n’>+5n+6

= X—

2X n+5
M (t;x)=x-— 4.2
o (%) =x n+2+fﬁ+5n+6 ( )

elde edilir.

M, (t:x) x”[l n+ﬂ_llm E n+{’Mn(t;x)—x

N—soo Max
n+3'n+3 2

n+3'n+3

2X n+5 |

=lim - +—
WmmeLgﬂ} nN+2 n°+5n+6

n+3'n+3

Yani n— o iken x = yazilirsa;
n+3
. 2 n+5
=lim|-— +—
n>el N°+50+6 n°+5n+6
=lim|l——|=0
o |+ 2

M, (t;x) = X

olur.

18
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n+4
n(n 1 Y(n+4 " "2(n 1\
M (t%:x)= 1 - || —- -
”( X) UH);;(J(X n+3j (n+3 Xj !(kj(u n+3j
n+3
n-k
x(nLA'—uj u?du
n+3

t=u- 1 degisken degistirmesi yapilirsa,
n+3

o N (S [Ty YR
N [ NN O
o3 (5 e

b ot 4] oo
et (] e

S
gl ) (s
oo )
ol (s
SO (e

19
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n

=(n+1) |

X_ij(w_)(}”k( (k+2)(k+1)  2(n+1)

( n+3)(n+2)(n+l)  (n+3)
Sloms) i) maes oy
(

ij(n+4 XJ"‘k((k(k—1)+4k+2)

n+2)(n+3)(n+1)

=~

2(n+1)

+(n+2ﬂn+3ﬂn+&)§1ﬁj(x_ﬁééf(%Eg_xf*(k+n+(nj3f

s3] i)

ﬁ([ <nis>]”]+ﬁ
! n(n—l)x2+x(6n_2n(n_1)}rn(n_l)_ 6n +4+(n+2)J

T +5n+6 (n+3) ) (n+3 (n+3)  (n+3)

y 1
n’>+5n+6

n(n—l)x2+(

4n*+20n)X  10n+42
+
(n+3) (n+3)2

oo (1e8) o, Gn2) L amedz
(n+2)(n+3)"  (n+2)(n+3)°  (n+2)(n+3)’ |

elde edilir. Yani n —» o« iken

HM" (tz;x)—xzuc[l M} -

n+3'n+3

=lim X2 — (6n+6) W2 4 (4n2+20”) (o don+d2

e 020 )3 (0 2)(n 3y

n+3'n+3

_lim ~ (6n+6) 2 (4n2+20n) . 10n + 42 |
MWVM}W“W”) (n+2)(n+3)° " (n+2)(n+3)|

n+3'n+3

x? nin katsayis1 negatif oldugu igin ¢ikarilirsa ifade daha biiyiik olur.

20



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Mustafa KARAKECILi

i (4n+20n) 10042 |
o 2 (n+2)(n+3)’ (n+2)(n+3)3\

n+3'n+3

X = n+4 son ifade de yerine yazilirsa
n+3
. (4n”+20n) (n+4} 10n+42 |
<lim + | =
n+3) " (n+2)(n+3)|

n+3'n+3

n—o max[i M} (n+2)(n+3)2

M, (t%x) = x*
olur.

4.1. Operator Dizisinin Diizgiin Yakinsakhgi

Bu kisimda operatdr dizisinin diizgiin yakinsaklig1 gosterilmistir.

1 n+4
Teorem 4.1.1: I\/In(f;X) operator dizisi {—,L} araliginda siirekli olan f
n+3 n+3

fonksiyonu ayni aralikta diizgiin yakinsaktir. Yani;

im|M, (1)~ £ (3],

lim [

1 n+4} =0

n+3'n+3

Ispat: (1.1) den dolay:

M, (fix)-f (x)|<g||\/|n(1;x)_]4+g+2M

52

x[(Mn(tz;x)—xz)—Zx(Mn(t;x)—x)+x2(|\/ln(1;x)—1)}

ifadesi acilarak Mn(f;x) operator dizisinin lineerliginden ve (4.1), (4.2) ve (4.3)

ifadelerinin kullanilmasiyla

oM | (6-2n) (2n2+4n—30)x 10N+ 42

M (530~ <o T e (e nedy (e 2)(ned)

21
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elde edilir. Son ifade de n>3 igin x’nin katsayis1 negatif olacagindan, f_ixz
n°+5n+6
ifadesi atilirsa geriye kalan ifade daha biiyiik olur.
O halde; x =%
n+3
(21°+4n-30)  10n+42 <(2n2+4n—30)(n+4)+ 10n + 42
(n+2)(n+3)°  (n+2)(n+3)° (n+2)(n+3)°\n+3) (n+2)(n+3)’
8n° 1In 8 11 9
<+ <—+—5<=
n n* n n° n
9M
M, (f;x)—f — 4.4
M, (£ 1 (] <+ 2 (24)
imM, (£55)~ £ (0« v <0
e n+3'n+3

olur. Boylece diizgiin yakinsak oldugu goriiliir.

4.2. Operator Dizisinin Yaklasim Hizi

Bu kisimda operator dizisinin yaklasim hizi hesaplanmaistir.

Teorem4.2.1: M, ( f; X) operatOr dizisinin siireklilik modiiliiniin yardim ile yaklagim hizi

her fec[i,w}
n+3 n+3
i¢in
||Mn(f;x)—f(x)||§4w(f;ij
Jn
dir.

Ispat: Siireklilik modiilii 6zelliklerinden (Tanim 1.9)

t -

[f(t)-f (x)‘s(1+7jw(f;5)

22
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oldugundan
M, (£ (£):) = £ 00 =M, ((F(£)= F (x)5x)| <M, (| (©)= F (X))
< Mn(w(f;|t—x|);x)§w(f;6)Mn{(1+%];xJ

buradan Cauchy-Schwartz-Bunyakovsky esitsizligini kullanirsak

w(f;a)Mn{(u@}szw(f;5)Mn(1;x)+w(f;a)Mn&@}x]

sw(f;5)+@\/Mn((t—x)2;x)

:w(f;5)+@\/Mn((t2—2xt+x2);x)

=w(f;§)+@\/Mn(tz;x)—ZXMn(t;x)+x2Mn(1;x)

w(f;5)+w(f;§)\/{ (6-20) ,, (20"+4n-30) 1on+42 } (4.5)

) n*+5n+6 (n+2)(n+3)°  (n+2)(n+3)’

x? ifadesi

elde edilir. (4.5) te n>3 i¢in x’nin katsayisi negatif olacagindan, -
+

n?_

atilirsa geriye kalan ifade daha biiyiik olur.

O halde; x = n+4 , (4.5) da yerine yazilirsa,

n+3

w( f;5) g:W(f;§)+w(f;5
o n o n

N—"

3

M, (%)= f(X)|=w(F;8)+

o= secilirse;

1
Ny

23



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Mustafa KARAKECILi

Boylece ispat biter.

4.3. Operator Dizisinin L, -Normunda Yaklasim

1 n+4
n+3' n+3

Burada 0< p<oo igin Lp{ }uzaylnda, operatoriimiiziin L, —normuna

gore yaklagimi incelenmistir.

comroen o ] o 22

Teorem 1.6°dan biliyoruz ki

n+4
n+3

!

n+3

K, (x,u)|dx <M

n+4
n+3

I K, (x,u)|du<N
1

n+3

olacak sekilde M, N >0 sonlu sayilar1 var ise, M, ( f: X) biitiin f e L, [——

L, de dir.

Simdi bunu gosterelim.

n+4 n+4

o Jomng (oo a8 (o) 5

n+3 n+3

t=Xx- 1 degisken degistirmesi yapilirsa
n+3

T R

24
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gl
g ]

=l<w

n+4

{2 (7] (lmis) (73]

n+3
n+4

nn k n-K ns3 n k n—k
=(n+1) (X—Lj (n—“"—xj I (u—ij [M—uj du
=Lk n+3) \n+3 1 k n+3) \n+3

n+3

k n-k 1
nn n .
~(n+1) xm—— | [ 222 ] ) (-t
oLk n+3) \n+3 o\ K
0N 1 Y (n+4 \(mk!(n-k)!
=(n+1) X——— | | —==x
=k n+3) \n+3 k) (n+1)!
(1 1 Y(n+sa Y1
~(n+1) x—— | [M*2 ]
=k n+3) \n+3 n+1
=1l<w
oldugundan dolayr f e L, [%,1‘31 igin operatériimiz L, {%,n—f} uzayindadir.
n+3 n+ n+3 n+

fel, ve a€R oldugundan «f ’inde L, oldugu biliyoruz. Ayrica f,gel, ise
£ 0l <(|f|+lol)" <[ 2max (|| Jol) " <2*(| [ +[a]")

olacagindan | f +g|” integrallebilir. Yani (f +g)e L’ “dur.

Asagidaki teoremin ispatinda Lousin teoreminden faydalanilacaktir.

Teorem4.3.1: fel, [——} icin

25
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imM, (1)1 ()], =0

n—oo p

dir.

. s . . C . 1 n+4

Ispat: Yardimci teorem 1.1°den dolay: verilen bir &>0 i¢in 0yle bir g eC [—,—}
n+3 n+3

vardir ki

[f()-9(x)]. BRI
PLn+3'n+3
dir.

Teorem 4.1.1°den dolay1 ||Mn (9;x)-g (X)”B[ 1 nﬂ <& dir.

n+3'n+3

Mn<“X>—f<X>=”f(m)i@(“‘L)k(w_u)n_k

Jongleo-t G e (s
<[ f(u)—g(u)+g(u)—g(x)+g(x)— f(x)]du

S (RN E D)

n+4

x| f(u)=-g(u)]du +T(n+1)zn:(m(u _ﬁ]k (:—_—::_ujn—k

n+3

k=0
n+3

x[EJ(x—ﬁjk (%—xjnk [9(x)—f(x)]du

26
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oot ot (b
[
Tog (o) (o) ()

x(x——iL{)(?tti—xjn|g(u )—g(x)|du

n+3 n+3

M, ()= £ (X)) < 1y () + 1z (X)+ 1,5 (¥) ve §+%:1 olsun.
1 1
n+4 p

n+3

M

j|hﬂ (f:x)—f(x)'dx | < nF|Inl(x)+»ln2(x)+ln3(x)|pdx
1

n+3 n+3

l..(x) ve I.,(x) Lousin teoreminden 1 ,(x) teorem 4.1.1°den dolay,

1

n+d p
n+3 D
I Gl =| T 1 00 o

neal s Ve
n+3| n+3
_ I I K, (x,u)|f (u)—g(u)|du | dx
1 1
n+3 [ n+3

27
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IA

IA

n+4
n+3

n+3

n+4
n+3

n+3

n+4
n+3

n+3

n+4
n+3

1

n+3

n+4

g{j
IHZ(X)HLP {

n+3

n+3

n+4
n+3

1

n+3

n+4
n+3

n+3

n+4
n+3

n+3

[ n+4
n+3

!

L n+3

[ n+4
n+3

L n+3

n+4
n+3

1

n+3

n+4
n+3

1

1

n+3

n+4

n+3

J

1

n+3

Mn+4
n+3

!

L n+3

M n+4
n+3

1

L n+3

[ n+4

n+3

1

L n+3

Jl. (Kn (x,u)clxjq du]q rf

Inz(x)‘p dx}

_[ (Kn (x,u):jq du]q rf

K, (x,u)ﬁ K, (x,u)%|f (u)g(u)|du] dx

p

n+3

I K, (x,u)[f (u)—g(u)" du}dx}

j Kn(x,u)g"duldx]
dx}p =¢

K, (x.u)|g(x)-f (x)|du} dx

p

n+3

28
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1
P
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1
p

1
p
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n+4 [ n+4

- ] ”j?’Kn(x,u)\g(x)-f(x)\pdu}de

n+3 \Un+3

1

N+ [ nid b
n+3| n+3

< _[ an(X,U)EF’dqux}

1 1

n+3 \ n+3
1
ntd o \p
n+3
1
n+3

s (X)”Lp ={T|lns (x)" dx}

n+3

1
n+4[ n+4 5

n+3| n+3

- | !Kn(x’“)|9(u)—9(X)|du} dx

1

n+3 | n+3

1

n+4 ( nid b
n+3| n+3

< _[ an(X,U)EF’dqux}

1 1

n+3 \_n+3

1
ma
n+3
= é:{: .[ (j)(:] =g
1
n+3

o |+

L
n+3

ispat biter.

29
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1
-=X

Simdi de iizerinde ¢alistigimiz M (f;x) operatdr dizisinin; f (x)=sin(zx)e ®
fonksiyonuna ait yaklasimini gosteren grafikler bazi n-ler i¢in ¢izilmistir.

ne 4 (x)

0.8 1 Mn(X)

0.7 4
0.6 A
0.5 4
0.4+
0.3 4
0.2

0.1 4

1
. —Zx
Sekil 4.1. f (X) :sm(nx)e 8 fonksiyonuna M ( f; X) ile N=10 yaklasim grafigi

091
02 - Ma(x)
07 4 0
05 -
05 4
0.41
03 4

024

0.1 4

Sekil 4.2. f (X) =sin (nx)efgx fonksiyonuna M ( f; X) ile N =15 yaklasim grafigi
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0.5
0 - Mi(x)
0.7 - f(x)
0. -
0.5 -
0.4
0.3

024

0.1 4

1
4 —=X
sekil4.3. T (x)=sin(zx)e ® fonksiyonuna M ( f;X) ile n=20 yaklasim grafigi

f(x)
0.71

0.6
D(x)
0.5+ Mn(x)

0.4+

0.37

-=X

Sekil 4.4. f (X) =sin (ﬂx)e & fonksiyonuna N=10 i¢in M, ( f; X) ve Durmeyer ile yaklasim grafigi
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5. SONUCLAR ve ONERILER
5.1. Sonuglar

{LM} araligr {izerinde tanimlanan M, ( f;x) operatorler dizisinin lineer
n+3 n+3

pozitif operator dizisi oldugu ve Korovkin sartlarini sagladigi goriilmiistiir. Ayrica

lim| M, (f)- fHC[l ) =0

= n+3'n+3
esitligini sagladig1 goriildiiglinde diizgilin yakinsakligi ispat edilmistir.

Daha sonra siireklilik modiilii yardimiyla yaklasim hizi hesaplanmis ve asagidaki

esitsizlik elde edilmistir.
HMn (f;x)-f (x)”s4w( f ij
I

Ayrica operatdr dizisinin L uzayinda oldugunda operator dizisinin L, -yaklagimi

gosterilmistir ve asagidaki esitlik elde edilmistir.

lim|m, (f:x)-f(x)| =0

n—»o p

1
Son olarak; M, (f;x) operator dizisi f(x)=sin(zx)e® fonksiyonuna ait
yaklagimini gosteren grafikte ¢izilmistir.
5.2. Oneriler

Bu ¢aligmada ele aldigimiz Durrmeyer tipi operatdrlerin yaklagimlart azda olsa klasik
Durrmeyer operator dizisinden daha iyi oldugu yaptigimiz grafikte anlasilir. Bu sebeple

calistigimiz operatdriimiiziin kullanilmasi daha uygun olacaktir.
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