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The aim of this study is to consider some presentations for the semigroups of 2 x 2
matrices and all 2 x 2 matrices of determinant 0 or 1 over the field GF(p)
(p: prime). We show that the matrix semigroups can be described by a finite
complete rewriting systems as a consequence of which we obtain new presentations
for matrix semigroups and we find the normal forms of these presentations.
Moreover, we obtain an abelian group presentation for the second integral homology
of special linear semigroups SLS(2, p).
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Tez Yoneticisi: Yrd.Dog.Dr. Belgin OZER

Temmuz 2016, 87 Sayfa

Bu c¢alisma GL(p) (p asal) cismi lizerinden determinanti1 0 ya da 1 olan 2 X 2
tipindeki matrisleri ve 2 X 2 tipindeki matris yarigruplarinin bazi takdimlerini
incelemektir. Matris yarigruplarinin  sonlu tam yerine-yazma sistemleri ile
tanimlanabildigi gosterilmistir ve bunun sonucu olarak yeni takdimler elde edilmistir
ve bu takdimlerin normal formlar1 verilmistir. Ayrica, 6zel lineer yarigruplar

SLS(2,p) nin ikinci integral homolojisi igin degismeli bir grup takdimi bulunmustur.

Anahtar Kelimeler: Yerine-yazma sistemleri, matris yarigruplar, normal formlar,

ikinci integral homolojisi, noksanlik.
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SEMBOLLER LISTESI

At A kiimesinden olusturulan en az bir uzunluklu

kelimelerin kiimesi

A At u {1}

WX w kelimesinin x kelimesine indirgenmesi

(X|R) Monoid ( ya da yarigrup ) takdimi

L(W;) W; kelimesinin uzunlugu

SxS S kilimesinin kartezyen ¢arpimi

S / D S yarigrubunun p kongriiansi ile boliim yarigrubu

St S yarigrubuna {1} eleman eklenerek elde edilen
monoid

s0 S yarigrubuna {0} eleman: eklenerek elde edilen sifirl
yarigrup

(A) A kiimesi tarafindan dogrulan yarigrup

B(X) X kiimesi lizerindeki tiim bagintilarin kiimesi

xp x elemaninin p kongriiansina gore denklik sinifi

R* R denklik bagintisinin gecismeli kapanisi

Irr(R) R yeniden yazma sistemine gore indirgenemez

elemanlarin kiimesi
Wy =w, w; Ve w, kelimeleri 6zdes
Wy = g, e, Oy =Wy w; kelimesinden w, kelimesine sonlu dizi

Xi



Wy

wy wip = w,p (S yarigrubunda ayni elemani temsil eden

kelimeler)

=aq; > = a, =w, w; kelimesinden w, kelimesine sonlu zincir

Xii



BOLUM 1
GIRIS

Monoid ve gruplarda yerine yazma sistemlerinin tarihi yaklasik 100
yagindadir. Bir monoid ya da grup takdimi bir yerine-yazma sistemi olarak
goriilebilir. Bazen bazi1 istenen Ozelliklere sahip bu sistem klasik algoritma
problemlerin ¢dziimiine yardimei olur. Ornegin, eger yerine-yazma sistemi sonlu ve
tam ise, kelime probleminin ¢oziimiinde ve monoidin elemanlarinin normal
formlarin1 bulmak i¢in kullanilabilir. Bu yerine yazma sistemlerinin grup ve yarigrup
teoride 6neminin temel nedenlerinden biridir ve bu konu iizerinde genis Olciide
literatiir vardir. [1,2,3,4,5,6,7]. S. M. Hermiller [8], J. Pederson ve M. Yoder [9] bazi
gruplar icin sonlu tam yerine yazma sistemleri vermistir.

Gegmis yillarda yerine-yazma sistemleri hem matematikte hem de teorik
bilgisayar bilimlerinde 6nemli rol oynamaistir.

Matris yarigruplari takdimleri [10,11,12,13,14] te ¢aligiimustur.

Bu c¢alismada, herhangi asal cisim Uzerindeki 2 x 2 tipindeki matris
yarigruplari i¢in tek tiirlii sonlanan yerine-yazma sistemi insa edilmistir.

Ozel lineer yangruplarim SLS(d,p™) ve genel lineer yarigruplarini
GLS(d,p™) tanimlayan bazi takdimler Nikola Ruskuc tarafindan [11] de verilmistir.
Ayrica bazi monoid ve yarigruplarin ikinci integral homolojisi [15,16,17] da
calisilmistir. Bu calismalarin sonucu olarak, monoidlerin Schiitzenberger carpiminin,

mn dereceli sonlu bir dikddrtgen band R,,, nin ve sonlu bir Rees matris
yarigrubunun ikinci integral homolojilerinin sirasiyla H, (S 0 T) = H,(S) X Hy(T) %

(HL(S)®H,(T)), Hy(S) x ZUN=DUA-Doldugu bulunmustur. [16] da H. Ayik Rees
matris yarigrubunun ikinci homolojisini bulmak i¢in Squier ¢oziimlemesi [18]
kullanmustir.

Burada, bu ¢6ziimii kullanarak, 6zel lineer matris yarigruplarinin (SLS(2,p))
ikinci integral homolojisi i¢in degismeli bir grup takdimi bulunmustur.

Ayrica, James D. Mitchell herhangi sonlu takdimli yarigruplarin ikinci
homolojisini bulmak i¢in [19] da GAP code vermistir.
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Bu c¢alismanin 2. boliimiinde (ihtiyacimiz olan) temel tanim ve teoremler
verilmistir.

3. boliimde bu calismadan yola ¢ikarak matris yarigrup takdimleri verilmistir.
Nikola Ruskuc [11] de genel lineer yarigruplar1 GLS(d,p™) ve 0Ozel lineer
yarigruplar1 SLS(d,p™) icin d = 2,n = 1 durumunda tanimlayan c¢esitli takdimler
vermistir.

4. boliim 6zel lineer matris yarigruplar1 ve genel lineer matris yarigruplar tek
tiirlii sonlanan yerine yazma sistemleri ile tanimlanmistir. Yerine yazma sistemleri
icin [20,21] e bakiniz.

5. boliimde 6zel lineer yarigruplarin ikinci integral homolojisi i¢in degismeli
bir grup takdimi bulunmustur. Bu grup takdimi bulunurken Squier’in Z nin

¢oziimlenmesi (resolution) yontemi kullanilmustir. ([18]).



BOLUM 2

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Yangrup Tanimlar:

Bu béliimde ileride kullanacagimiz yarigrup teorisindeki 6nemli tanim ve teoremler
verilecektir.

Tamim 2.1.1. S bostan farkli bir kiime olsun. S X S den S ye tamimh bir “u”
fonksiyonuna S tizerinde bir (kapali) ikili islem denir. Her a,b € S icin a ve b
elemanlarma uygulanan bu ikili islem aub seklinde gosterilir. Eger “u”, S Gizerinde
bir ikili islem ise (S, n) ikilisine bir grupoid denir.

Tanmm 2.1.2. (S, ) bir grupoid olsun. Eger “u” ikili islemi S {izerinde birlesme

ozelligine sahip, yani her a,b,c € S igin

ap(buc) = (aub)uc

ise (S, u) grupoidine bir yarigrup denir.
Genelde “ikili islem” yerine “carpma islemi” denilecektir ve bu islem “.” ile
gosterilecektir. Eger ¢arpma isleminin ne oldugu igerikten belli ise, (S,.) yerine S ve

a. b yerine de ab yazilacaktir.

Tammm 2.1.3. S yarigrubu degisme Ozelligine sahip, yani her a,b €S igin

ab = ba ise S yarigrubuna degismeli yarigrup denir.

Tamim 2.1.4. S bir yarigrup ve a € S olsun. Her x € S i¢in ax = a ise a ya S nin bir
sol sifir elemani, her x € Sigin xa = a ise a ya S nin bir sag sifir elemam denir.

Eger a € S hem sol hem de sag sifir eleman ise a ya S nin bir sifir elemam denir.



Bir yarigrupta birden fazla sag veya sol sifir eleman olabilir. Fakat bir yarigrupta sifir

eleman varsa asagidaki dnermeden dolay: sifir eleman tektir ve 0 ile gosterilir.
Onerme 2.1.5. Bir S yarigrubunun sifir eleman1 varsa tektir.
Ispat: 0 ve 0', S nin iki sifir eleman1 olsun. O halde

0 = 00’ (0, sifir eleman oldugundan)

=0" (0, sifir eleman oldugundan)
olur.m

Tamm 2.1.6. S bir yarigrup ve e € S olsun. Her x € S igin ex = x ise e ye S nin bir
sol birim elemani, her x € S icin xe = x ise e ye S nin bir sag birim eleman1 denir.
Eger e € S hem sag hem de sol birim eleman ise e ye S nin bir birim elemam denir.
Birim eleman genellikle 15 veya kisaca 1 ile gosterilir. Bir yarigrupta birden
fazla sag veya sol birim eleman olabilir. Fakat bir yarigrupta birim eleman varsa

asagidaki onermeden dolay: tektir.

Onerme 2.1.7. Bir S yarigrubunun birim elemani varsa tektir.

Ispat: Onerme 2.1.5 teki gibi benzer sekilde ispatlanir.m

Tamim 2.1.8. S bir yarigrup olsun. Eger S nin birim elemani varsa S ye bir monoid
denir.

S herhangi bir yarigrup olsun. Eger

51—{ S 1€S
—1 su{1} 1es



Xy x,Y€E€S

_)x y=
Xy = y x=1
1 xX=y=

seklinde tammlanirsa ST bir monoid olup eger gerekli ise birim eleman eklenerek S

den elde edilen monoid olarak adlandirilir.

Tamm 2.1.9. S bir yarigrup ve e € S olsun. Eger e? = e.e = e ise e ye S nin bir
idempotent elemani denir. S yarigrubunun tiim idempotent elemanlarinin kiimesi
E(S) ile gosterilir. Eger S yarigrubunun tiim elemanlar1 birer idempotent yani
E(S) = Sise S yarigrubuna band denir. Eger S yarigrubu hem degismeli hem de bir

band ise S ye bir yarilatis ( idempotentlerin degimeli yarigrubu) denir.

Tammm 2.1.10. S bir yarigrup olsun. Eger, hera € SiginSa =SveaS = Sise S ye
bir grup denir.

S bir yarigrup olsun. Eger, her a € S i¢in ea = a (ae = a) olacak sekilde bir
e€Sveherbira €Sicina la=e (aa~! = e) olacak sekilde bir a~! € S mevcut
ise S ye bir grup denir. Burada e € S ye grubun birim elemam ve a™! € S ye de a

elemaninin tersi denir.

Sadece birim elemandan olusan {1} kiimesi bir grup olup bu gruba asikar

grup denir.

Tanmm 2.1.11. S bir yarigrup ve @ # T € S olsun. Eger T, S deki ¢arpma islemine
gore kapali yani her x,y € T i¢cin xy € T ise T ye S nin bir altyarigrubu denir ve

T < S seklinde gosterilir.

§?2 =55 ={xy:x,y € S} S Solup S < S olur. Ayrica S de bir sifir eleman
var ise {0} <S ve S bir monoid ise {1} <S olur. Bu altyarigruplara asikar

altyarigruplar ve bunlarin disindaki altyarigruplara 6z altyarigruplar denir.

S bir yarigrup ve T de S nin bir altyarigrubu olsun. Eger T, S deki ¢arpma

islemiyle bir monoid oluyorsa T ye S nin bir altmonoidi, eger bir grup oluyorsa T ye



S nin bir altgrubu denir. Benzer sekilde bir monoidin altmonoidi, bir grubun

altgrubu kavramlari tanimlanabilir.

Tammm 2.1.12. Pozitif n tamsayisi igin 1<a<n ve (a,n)=1 olan a
tamsayilarinin sayist ¢(n) ile gosterilir ve Euler fonksiyonu denir. p asal ise
¢(p) =p —1dir.

Tamm 2.1.13. Herhangi bir n modunda bir p sayisinin ilkel kdk (primitif) olmasi
demek o modda n ile aralarinda asal bir sayinin p nin bir kuvveti olarak yazilabilmesi
demektir. Ozel olarak p asalsa p’nin kuvvetlerinin tiim kalanlar smifin1 olusturmasi

demektir.

§P(®) =1 (p asal)

=1

Ornegin, 5 (mod7) de ilkel koktiir.

51 =5 (mod 7)
52 =4 (mod 7)
53 = 6 (mod 7)
5% =2 (mod 7)
55 =3 (mod 7)
56 =1 (mod 7)

2 (mod 7) de ilkel kok degildir.

21 =2 (mod 7)
22 =4 (mod 7)
23 =1 (mod 7)



2.2. Homomorfizmalar

Tamim 2.2.1. S ve T iki yarigrup ve i de S den T ye bir doniisiim olsun. Eger her
a,b € Sigin

(ab)y = (@ (b)Y

ise ¥ ye bir homomorfizma denir.

(ab)y = (b)Y (a)y

ise ¥ ye bir anti-homomaorfizma denir.

Tamim 2.2.2. S ve T iki yarigrup ve i de S den T ye bir homomorfizma olsun.

Q) Eger vy birebir ise 1 ye bir monomorfizm denir.

(i)  Eger y Orten ise ¥ ye bir epimorfizm denir.

(iii)  Eger ¥ hem monomorfizm hem de epimorfizm ise i ye bir izomorfizm
denir.

(iv)  Eger, S den S ye bir homomorfizm ise ¥ ye bir endomorfizm denir.

(V) Eger ¥, S den S ye bir izomorfizm ise ¥ ye bir otomorfizm denir.

(vi) Eger S den T ye bir izomorfizm mevcut ise S ile T ye izomorfik

yanigruplar denir ve S = T seklinde yazilir.

S ve T iki monoid ve ¢ de S den T ye bir (yarigrup) anti-homomorfizma olsun.

Y birebir ve 6rten ise Y ye anti-izmorfizma denir.

S ve T iki monoid ve i de S den T ye bir (yarigrup) homomorfizm olsun. Eger
S nin birim elemaninin ¥ altindaki goriintiisi T nin birim elemani, yani (15)y = 11
ise Y ye bir monoid homomorfizmi denir. Benzer sekilde, yukaridaki diger tanimlar

da monoidler i¢in genellestirilebilir.

Tamim 2.2.3. S ve T iki yarigrup ve ¥: S = T bir homomorfizm olsun. O zaman
kery = {(a,b) € S X S:ay = by},

imy = SY = {xy:x € S}

7



olarak tanimlanan kiimelere sirasiyla ¥ nin ¢ekirdek kimesi ve gorinti kidmesi

denir.

Tanim 2.2.4. S ve T iki yarigrup olsun. S X T = {(s,t):s € S,t € T} kiimesine S ile
T nin kartezyen ¢arpim denir. Ayrica s,s' € Svet,t' €T olmak Uzere S X T

kartezyen ¢arpim kiimesi iizerinde
(s,0)(s',t") = (ss', tt")

tanimlanan ¢arpma (ikili) islemi ile S X T de bir yarigruptur. Bu yarigruba S ile T nin

direkt ¢arpimm denir.

2.3. Bagintilar ve Denklikler

Tammm 2.3.1 X ve Y bos olmayan iki kiime olmak iizere X X Y in her bir p alt
kiimesine X ten Y ye bir bagti denir. X X X in her bir p altklimesine ise X
iizerinde bir baginti denir. X tizerindeki tiim bagintilarin kiimesi B(X) ile gosterilir.
?,0x= 1y = {(x,x):x € X} kilmesi ve X X X in kendisi X {lizerinde birer bagmti

olup bunlara sirasiyla bos baginti, birim bagint1 ve evrensel baginti denir.

Tamim 2.3.2. Her o, f € B(X) igin

aofB ={(x,y) EXXX:z€ Xicin (x,z) € ave (z,y) € B}

seklinde tanimlanan ikili islem ile B(X) bir yarigruptur. Bu yarigruba tim

bagintilar yarigrubu denir. Ayrica B(X), birim eleman1 Ay olan bir monoid olur.
Her p € B(X) igin

p~t={(x,y) EX X X:(y,x) € p}

bagintisina p nun ters bagintisi (tersi) denir.



Tamm 2.3.3. p, X {izerinde herhangi bir bagint1 olsun. Eger

(i) 1x S p ise p ya yansimah baginti;
(ii) p~1 = pise p ya simetrik bagnti;
(iii) p o p S p ise p ya gecismeli baginti;

(iv) p N p~1 € Ay ise p ya ters-simetrik bagint;

denir. Eger p bagintis1 yansimali, simetrik ve gecismeli bir baginti ise p ya X

uzerinde bir denklik bagintis1 denir.

Tamim 2.3.4. p, X iizerinde bir denklik bagintist ve x € X olsun. O zaman

x/p=xp={y€X(xy)€p}

kiimesine bir denklik sinifi denir. Ayrica X in tiim denklik siniflarinin ailesi olan

X/p ={xp:x € X}

kiimesine de X in p araciligiyla olusturulan bolim kuimesi denir.

Tanmm 2.3.5. X bos olmayan bir kiime ve R, X kiimesi lizerinde herhangi bir baginti
ise R € X X X oldugundan R yi i¢eren denklik bagintilarinin ailesi bostan farklidir.
Boylece, R yi igeren denklik bagntilarinin kesisimi de bir denklik bagintisidir ve bu
denklik bagintis1 R yi iceren en kii¢iik denklik bagintisidir. Bu en kiigiik denklik
bagmtisina R tarafindan dogrulan denklik bagintis1 denir ve R® ile gosterilir.
Baska bir ifade ile

R® =n{p: R S p ve p, X lizerinde bir denklik bagintis1}

olur. Ayrica
e R= ¢ = R¢ = AX,

e R bir denklik bagintisi ise R® = R ve
e R¢= (R—l)e



Ozellikleri saglanir.

Tamm 2.3.6. X bos olmayan bir kiime ve R, X iizerinde yansimali bir baginti

(Ax< R) olsun. O zaman

R=Ay°o RS RoR => R C R?
R?=A4yoR?CRoR?=R?*CR?

olup benzer sekilde devam edilirse
RESR*?CR3c--CR"C -

olur. Bu durumda X Gzerinde R* bagintisi

R% = UR"

nez+

olarak tanimlanir. Bu kiimeye R nin gecismeli kapamsi denir.

Onerme 2.3.7. Eger R bir X kiimesi iizerinde bir bagint1 ise R®, X Uizerinde R i

igeren en kiigiik gecismeli bagintidir.

Ispat: (x,y), (y,z) € R olsun. O halde (x,y) € R™ ve (y,z) € R™ olacak sekilde

m, n pozitif sayilar1 vardir.

(x,z) € R™ o R = R™M*" C R®
olup R*® gecismelidir. Dikkat edilirse R € R € R®dur. T, X Uzerinde R yi iceren
baska bir gecismeli baginti olsun. RZ2=RoR S ToT €T dir. Tiimevarim ile

kolayca goriilecegi gibi n = 1,2, ... icin R™ < Tdir. Boylece R < T olup R, X

Uzerinde R yi igeren en kiigiik gegismeli bagintidir. m
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Onerme 2.3.8. R, X kiimesi iizerinde bir bagint1 ise X Uzerinde R yi iceren tim

denklik bagintilarinin kesisimi R® = [R U R~ U 1,]® dur.

Ispat: S= RUR ' U1, ve E = S® olsun. Onerme 2.3.7. den, E gegismeli ve R S
E dir. 1y € S € E oldugundan E yansimalidir. S tanimdan dolay1 simetriktir. Yani

St =S dir.Ohalde hern € Z* igin S™ = (™)™ = (™)1 olur. Boylece

E-1=(5%)1= (0 sn>1 = lj(sn)-l = Osn =F
n=1 n=1 n=1

olup E simetriktir. O halde E, R yi iceren bir denklik bagintisidir. T, X Uzerinde R vyi
iceren bir baska denklik bagimntisi olsun. O zaman 1y, S Tve R"1 € T~ =T olup
S=RUR'U1,; ST dir. E=5%, X Uzerinde S yi iceren en kiiciik gecismeli
bagint1 ve T gecismeli oldugundan E € T dir. Boylece SoS € T oT =T olup her
n>1icin E=S5%CcT elde edilir. E=[RUR1U1,]® nin X Uzerindeki R vyi

iceren en kiiglik kongriians oldugunu gosterdik. O halde E = R® dir.m
2.4. Kongruanslar

Yarigrup homomorfizmalarinin g¢ekirdegi kongriians oldugundan, kongriians

kavrami yarigrup teoride dnemli yer tutmaktadir.

Tanim 2.4.1. S bir yarigrup ve R de S iizerinde bir bagint1 olsun. Eger, her a € S ve
her (s,t),(s’,t") € R igin

(i) (as,at) € R ise R bagintisina sol uyumlu;
(ii) (sa,ta) € R ise R bagintisina sag uyumlu;

(iii) (ss’, tt") € R ise R bagintisina uyumlu
bagint1 denir. Ayrica sol uyumlu denklik bagintisina bir sol kongriians; sag uyumlu

denklik bagintisina bir sag kongriians; ve uyumlu denklik bagmntisina bir

kongruans denir.
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Onerme 2.4.2. S bir yarigrup ve R, S iizerinde bir denklik bagintis1 olsun. R nin bir
kongriians olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R nin hem sol hem de sag kongriians

olmasidir.
Ispat: Ispat igin bkz. [22].

Tamm 2.4.3. S bir yarigrup ve R, S lizerinde bir denklik bagintis1 olmak {izere
tanimdan kolayca goriilityor ki, R nin bir kongriians olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
R nin S X S nin bir altyarigrubu olmasidir. O halde S X S nin altyarigrubu olan Ag ve
§ XS, S lizerinde birer kongriianstir. Bu kongriianslara sirasiyla S nin asikar

kongriiansi ve evrensel kongriiansi denir.

Tamim 2.4.4. S bir yarigrup ve p, S Uzerinde bir kongruans olsun. S nin p ile elde

edilen bolim kimesi S/ p tizerinde bir ¢arpma islemi her ap, bp € S/p icin

(ap)(bp) = (ab)p

seklinde tanimlanir ise S / p bu ¢arpma islemi ile bir yarigrup olup bu yarigruba S nin
p ile elde edilen béliim yarigrubu denir. Kolayca goriiliiyor ki, eger S birim elemani
1 olan bir monoid ise S/p da birim eleman 1, olan bir monoiddir. Burada

4/p = {b € S:apb} seklinde gosterilecektir.

Tamim 2.4.5. S bir yarigrup ve p, S tUzerinde bir kongrtans olsun. O zaman her x € S
icin xp* = xp olarak tanimlanan p* = S - S / p donistimil bir 6rten homomorfizm

olup bu homomorfizme dogal homomorfizma denir.

Tamim 2.4.6. S, T iki yarigrup ve y: S — T bir homomorfizm olsun. Bu durumda

kerp = oy~ = {(x,y) € X x X:x¢p = yy}

S {izerinde bir kongriianstir.
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Ispat: Ispat icin bkz. [22].

Teorem 2.4.7. (1. iIzomorfizm Teoremi) S, T iki yarigrup ve :S — T orten bir

homomorfizm ise S/kerlp = T olur.

Ispat: p = kery alalim ve qb:S/p — T doniisiimii her xp € S/p icin (xp)¢ = xp

olarak tanimlayalim. Her xp, yp € S / p icin

xp=yp = (x,y) €Ep=kerp & xp =y < (xp)$p = (yp)p ve
(xpyp)¢p = ((xy)p)d = ()b = Y)Y = ((xp)9) ((yp)d)

oldugundan ¢ hem iyi tanimli hem de bir monomorfizmdir. Ayrica ¥ Orten

oldugundan im¢ = imyp = T olup ¢ bir izomorfizmdir. m

Tanim 2.4.8. R bir S yarigrubu {izerinde herhangi bir baginti olsun. O zaman R¢

kiimesi
R¢ = {(xay,xby):x,y € S,(a,b) ER}

olarak tanimlanir. Bu durumda kolayca goriiliir ki R€, S yarigrubu {izerinde R i
igeren en kiigiik sol ve sag uyumlu bagintidir. Ayrica, Q da S izerinde herhangi bir

bagint1 olmak tizere

e RC(Q=R°CQ",
(R™H = (R,
(RUQ)*=R°UQ°ve

R bir kongriians ise R = R

olur.
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2.5. Doguray Kiimeleri

Tammm 2.5.1. S bir yarigrup ve @ # X € S olsun. S nin X kimesini igeren tim

altyarigruplarinin arakesiti de X kiimesini igeren bir altyarigrup olup, bu altyarigruba

S nin X tarafindan dogrulan altyarigrubu denir ve <X> ile gosterilir. Yani
J(X) = ﬂ{T:X CT,T<S)}

olur. Boylece S<X> , X kiimesini igeren en kiigiik altyarigruptur. Ayrica, kolayca

gosterilecegi lizere <X> , X tizerindeki tiim sonlu ¢arpimlarin kiimesidir. Yani

S<X> ={x;..x;:n€Z vexy, .., x, €EX}

olur.
Benzer sekilde X tarafindan dogrulan altmonoid ve X tarafindan

dogrulan altgrup da tanimlanabilir. Bunlar da sirasiyla
M<X> ={x; ..xp;n€Z vexy, .., x, EX}U{1}
G<X> = {xl‘El WX EZTx €X, g €{-11},i=1, ...,n}

olur. Tamimdan kolayca goriiliiyor ki X! = {x "1:x € X} olarak tanimlanirsa

G<X> = S<X uX‘1>

olur. Eger X kiimesinin bir yarigrup, monoid veya grup doguray kiimesi oldugu
icerikten anlasiliyorsa X tarafindan dogrulan altyarigrup, altmonoid veya altgrup
kisaca (X) ile gosterilir.

S bir yarigrup (monoid/grup), @ # X € Sve @ #Y € S olsun. Eger X C Y
ise (X) € (Y) oldugu agiktir.
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Tamim 2.5.2. S bir yarigrup olmak iizere eger S = (X) olacak sekilde bir@ # X € S
klimesi var ise bu X kiimesine S nin bir yarigrup doguray kiimesi, X in her bir
elemanina S nin bir doguray1 ve S ye de X tarafindan dogrulan yarigrup denir.
Eger S = (X) olacak sekilde S nin sonlu bir X alt kiimesi varsa S ye sonlu dogurayh
yarigrup denir.

Ozel olarak, sonlu bir yarigrup aym zamanda kendisi i¢in bir sonlu doguray
kiimesi oldugundan sonlu doguraylidir.

S bir yarigrup ve S = (X) olsun. Eger X = {x} seklinde tek elemanli bir kiime
ise S ye tek dogurayl (monogenic) yarigrup denir ve S = (X) seklinde de

yazilabilir. Benzer tanimlar monoid ve grup i¢in de yapilabilir.

Tanim 2.5.3. S, sonlu dogurayli bir yarigrup olmak iizere

rank(s) = minf{|x:X €5, (X) =5}

tamsayisina S nin yarigrup ranki denir ve ranks(s) ile gosterilir. Benzer tanimlar

monoid ranki ve grup ranki da tanimlanabilir.

Onerme 2.5.4. S, T birim elemanlari sirastyla 15, 17 olan iki monoid ve X, Y sirasiyla

S ile T nin birer doguray kiimesi olsun. O zaman
Z={(x1r):x €eX}U{(15,y):y €Y}
kiimesi S X T monoidinin bir dogurayidir.
Ispat: (s,t) €S T olsun. O halde s€S ve t€T olup s =x;Xy...%, Ve

t =y1Y, ..V, olacak sekilde x; € X,i € {1,2,...,m} ve y;EY,JE {1,2,...,n}

vardir. Bu durumda

(s,t) = (X1 X3 e X, Y1 V2 oo V) = (x1,1T) v O, 17) (X5, y1) - (X5, V)
olup S X T =(Z) olur.m
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Onerme 2.5.5. S sonlu dogurayli bir yarigrup ve A,S nin herhangi bir doguray
kiimesi olsun. O halde S nin bir doguray kiimesi olacak sekilde sonlu bir A, € A

altkiimesi vardir.

Ispat: S sonlu dogurayli bir yarigrup ve A,S nin herhangi bir doguray kiimesi
olsun. B = {by, by, ..., by}, S nin bir sonlu doguray kiimesi olmak {izere her b; € B
icin

bi=ai1ai2 al-k

olacak sekilde a; a;, ...a;, € A vardir. Boylece Ay = U?zl{ail, A aik} olarak almir

ise S = (B) € (Ay) € (A) = S olup Ay, S nin bir sonlu doguray kiimesi olur. m
2.6. Takdimler

Tamim 2.6.1. A bos olmayan bir kiime olsun. Bu kiimenin elemanlarini bir alfabe

sisteminin tiim harfleri olarak diistiniiliirse her a4, ..., a,, € A,n € Z* U {0} icin
W=a,..a,

ifadesine uzunlugu n olan bir kelime denir ve w kelimesinin uzunlugu (boyu)
[(w), L(w), |w|veya ||w| sembollerinden biri ile gosterilir. Eger [(w) sonlu bir
tamsay1 ise w kelimesine bir sonlu kelime denir. Eger [(w) = 0 ise w kelimesine
bos kelime denir ve bos kelime € veya 1 ile gosterilir.

A bos olmayan bir kiime (alfabe) olmak iizere, A tlizerindeki tiim sonlu bos
olmayan kelimelerin kimesi A%t ile ve At u{e} = A" U {1} kimesi de A* ile

gosterilir. Diger bir ifade ile
At ={a,..a;:n€Zt veay,..a, EA}ve A" = AT u{e}=AT U {1}

olur.
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Tamm 2.6.2. A* kiimesi, her a; ...a,, by ... b,,, € A% icin
(al s an) (bl s bm) = al ...an b1 s bm

seklinde tanimlanan ¢arpma iglemi ile bir yarigrup olur. Bu yarigruba A Uzerinde Ki
serbest yarigrup denir. Ayrica, A* kiimesi de aym ikili islemle ile birim elemani 1

olan bir monoiddir ve bu monoide serbest monoid denir.
Onerme 2.6.3. Her yarigrup bir serbest yarigrubun homomorfik goriintiisiidiir.

Ispat: S bir yarigrup ve A da S nin bir doguray kiimesi olsun. O zaman ¥: A* — S
her a € A igin ay = a olacak sekilde tek homomorfizma olarak tanimlayalim.
S = (A) oldugundan her s € S i¢in s = a,a, ...a, olacak sekilde a4,a,, ...,a, € A
vardir. (a;a; ... a,)P = s oldugundan 1 Grtendir.m

A bir alfabe ve R < A* x A* olmak (zere bir yarigrup takdimi (A|R)

ikilisidir. (A|R) tarafindan tanimlanan yarigrup, p,R yi igeren A* (zerindeki en
kiglk kongriians olmak lizere A+/ p yarigrubudur.

A nin elemanlarina doguraylar, R nin elemanlarina tamimh iliskiler denir.
Tipik tanimli iliski (u, v) € R genellikle u = v olarak yazilir. Genellikle A ve R yi

elemanlar1 yazilarak belirtilir. Ornegin,

({a, b}|{(a® a)(b® b)(ab, ba)})
yerine
(a,bla® = a,b® = b,ab = ba)

yazilir.

S, (A|R) ile tanimli bir yarigrup olsun. O halde, w;,w, € A* iki kelimesi
icin, eger benzer kelimeler ise w; = w, ve eger S yarigrubunun ayni elemanin
gosterirlerse w; = w, yazilir. Yani (wy,w,) € p Ve w; = w,, iliskisi § de saglanir
denilir. Ornegin A = {a, b} ve R = {ab = ba} ise, aba = a?b dir. Fakat aba % a®b
dir.
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Eger bir S yarigrubu hem A hem de R sonlu olacak sekilde (A|R) tamiml1 ise,

takdime sonlu takdim ve S ye ise sonlu takdimlidir denir.

Tamm 2.6.4. (A|R) bir yangrup takdimi ve wy,w, € AT olsun. w; = aup,
w, = avf olacak sekilde a, 8 € A" ve (u,v) € R mevcut ise wy, R deki bir iliski
bir kez uygulanarak w; den elde edilmistir denir. Bir baska ifadeyle, eger
w; =w, veya heri =1,2,...,n—1i¢in a;;4, R deki bir iliski bir kez uygulanarak

a; den elde edilmis olmak tizere kelimelerin sonlu bir

W1 =ap 20 =2y =Wp

dizisi mevcut ise w,, w; den R deki iliskiler kullanilarak elde edilmistir denir.

Ayrica w; = wy, (A|R) nin veya sadece R nin bir sonucudur da denir.

Onerme 2.6.5. S, A kiimesi tarafindan dogurulan bir yarigrup ve R € At x At
olsun. (A|R) nin S i¢in bir takdim olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul asagidaki
kosullarin saglanmasidir.

1) S, R deki tiim iliskileri saglar ve

i) uw=wv iliskisi S de saglaniyor olacak sekilde u,v € A* herhangi iki

kelime ise 0 zaman u = v, R nin bir sonucudur.

Ispat: (A|R), S icin bir takdim olsun. O zaman S, R deki tiim iliskileri saglar. ii) nin
saglandig1 agiktir. Tersini gostermek icin 1) ve ii) nin saglandigini kabul edelim.
¢: At — S birim déniisiim, I: A — A nin bir genislemesi olan bir epimorfizm ve p
da R yi iceren A* Uzerindeki en kiicik kongriians olsun. S,R deki tiim iliskileri
sagladigindan R C Ker¢ dir. Boylece p € Ker¢ dir. Diger yandan eger
(u,v) € Ker¢ ise 0 zaman S,u = v iliskisini saglar. O halde u = v,R nin bir
sonucudur. Tanim 2.6.4 ile (u,v) € p dir. Boylece p = Ker¢ dir. Dolayisiyla S =
At /Ker¢ = A*/p yarigrubu, (A|R) tarafindan tanimlanan yarigruptur. m

Onerme 2.6.6. (A|R) bir yarnigrup takdimi, p, R nin dogurdugu kongriians,
S=A%/p ve wy, w, € A olsun. w;p = w,p olmasi igin gerek ve yeter kosul

w; = w, nin (A|R) nin bir sonucu olmasidir.
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Ispat: Ispat icin bkz. [23].

Tanmmm 2.6.7. Sonlu bir yarigrup takdimi o = (A|R) i¢in noksanhk (deficiency)
|IR| — |A| olarak tanimlanir ve def () ile gosterilir. Sonlu takdimli bir S yarigrubu
icin yarigrup noksanligi,

def s (S) = min{def () : $, S i¢in sonlu bir yarigrup takdimi}
olarak tanimlanir. Benzer sekilde grup ve monoid noksanligi tanimlanir. S’nin ikinci

integral homolojisini gz Oniine alarak noksanlik i¢in daha iyi bir sinir elde edilir. Bir

baska deyisle H,(S), S yarigrubunun ikinci integral homolojisi olacak sekilde
def(S) = rank(H,(S)).

Onerme 2.6.8. P = (A|R) bir yarigrup takdimi ve S,P tarafindan tamimlanan
yarigrup olsun. Ayrica T, bir B kiimesi tarafindan dogurulan yarigrup olsun. Eger
f:A — B orten bir fonksiyon mevcut ve y: A* - T, f nin tek genislemesi olarak

tanimlanan dogal homomorfizm olmak tizere her (r,s) € R icinry = sy ise T, S nin
bir homomorfik gorintiisiidiir. Diger bir ifade ile T = S / p olacak sekilde S tzerinde

bir p kongriians1 vardir.
Ispat: Ispat igin bkz. [24].

Sonu¢ 2.6.9. S=(A|R) ve T =(A|Q) olsun. Eger RS Q ise T,S nin bir

homomorfik gorintistdar. m

Sonug 2.6.10. S,(A|R) takdimi ile tanimlanan yarigrup ve T = (A| ) = A* serbest
yarigrup olsun. O zaman @ € R olup S,T nin bir homomorfik goruntusidur.
Dolayistyla her yarigrup bir serbest yarigrubun homomorfik goriintiisiidiir. m

Ispat: Ispat icin bkz. [23].

Teorem 2.6.11. S bir yarigrup, A € S ve S = (A4) olsun. O zaman (A|R) nin S i¢in

bir takdim olabilmesi icgin gerek ve yeter kosul
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(i) R deki tiim iligkilerin S de saglaniyor olmasi ve
(ii) Her u,v € A" icin u=v bagmtis1 S de saglamyor iken u=v

bagntisinin R nin bir sonucu

olmasidir.
Ispat: Ispat igin bkz. [24].

Onerme 2.6.12. S, A kiimesi tarafindan dogurulan bir yarigrup ve R € At x A* ve
W < A*olsun.
1) S, R deki tiim iliskileri saglar.
ii)  Her bir w € A* kelimesi icin, w = w, R nin bir sonucu olacak sekilde,
w € W vardir.

iii)  u # v olacak sekilde u, v € W ise, S nin bir yarigrup takdimidir.

Ispat: Ispat igin bkz. [23].

Ornek 2.6.13. S = {1} asikar grubun yarigrup takdimi (a|a? = a) dir.
i) A={a}ve fiA— S ye f(a) =1 seklinde tanimlanirsa Af, S nin bir
dogurayidir.
i) R nin iliskisinin S de saglandigin gosterelim. m: A* — S, f yi genislemesi

dogal homomorfizma ve i: A —» A* olsun.

a*rm = (am)(am)

= af.af

=1.1

=l=af =anr
O halde, a? = a iliskisi S de saglanur.

i) W = {a} olsun. Herhangi bir a™ € A* icin a™ = a ise (yani n = 1 ise)
a€W olur. n>2 ise, a®=a"2%a%1 ( a®=a iliskisini uygulayalim).
a™?.a.1=a"? olur. Benzer yolla devam edersek, a elde edilir. Bir iliski
uygulayarak a™ - a™ ! olup, a® =a, R nin bir sonucudur. Ayrica, |W|=1

oldugundan, W, S nin bir kanonik formudur. Béylece, S = (a|a? = a) olur.
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Onerme 2.6.14. S, A kiimesi tarafindan dogurulan bir yarigrup ve R € A* x At ve
W < A*olsun.
i) S, R deki tiim iliskileri saglar.
i)  Her birw € A* kelimesi icin, w = w, R nin bir sonucu olacak sekilde,
w € W vardir.
i) (W <|S]

kosullar1 saglaniyor ise, (A|R), S nin bir yarigrup takdimidir. (bkz. [22])
Ispat: Ispat icin bkz. [23].

Ornek 2.6.15. X = {x,y,z} olmak (izere, S = (P(X)/®,U) yani SL; olsun.
A={ab,c} secelim. f:A->S vye, a-{x}, b->{y}, c—>{z} seklinde
tanimlayalim. Af: {{x}, {y}, {Z}} olup, S nin bir dogurayidir. m: A* - S, f yi geren
dogal homomorfizma olmak iizere, R:a?=a, b>=b, c> =c, ab = ba,
ac = ca, bc = cb seklinde tamimlanan iliskiler § de saglanir. Gergekten, a? = a,

ab = ba oldugunu gorelim.
a’nm = (am)? = (af)* ={x}u{x} ={x} =af = an
olup, a? = a iliskisi S de saglanir.

(ab)(m) = (am)(bm) = {x} U {y} = {y} U {x}
= (bm)(am)

= (ba)(m)

olup, ab = ba, S de saglanir. O halde, benzer sekilde diger tiim iligkilerde S de

saglanir.

PX)/0 = {{x}, {y}.{z}. {x, ¥}, {x, 2}, {y, 2}, {x, v, z}}

dir. W nin elemanlar1 S nin elemanlarina esit olacak sekilde segelim.
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W ={a'b/c*:i,j,k € {0,1} ve en az biri sifirdan farkli olsun. } ¢ A*
W ={a,b,c,ab,ac,bc,abc} ve w € A* olsun. ab =ba, ac =ca ve bc =ch

iliskilerinden gerektigi kadar yararlanarak m,n,r € Z* U {0} fakat en az biri
sifirdan farkli olmak iizere w —— a™b™c” olur. Ornegin,

acha—acab— a?cbh — a?bc
olur. Eger kelimenin i¢inde hi¢ ¢ olmasaydi,

aba — a*ab — a®b — ab

elde edilir. a® =a, b? = b, ¢? = ¢ iliskilerinden gerektigi kadar faydalanarak,

a™b"c" - a'b/c* ve en az biri sifirdan farkli olacak sekilde i,j, k € {0,1}

2:
vardir. Yani a3h ———s ab yapilabilir. Sonug olarak,
W—— a™b"c" —albick e W
R nin bir sonucudur. |W| = 7 = |SL3| oldugundan,
SL; ={a,b,cla? = a,b?> = b,c? = ¢c,ab = ba,ac = ca, bc = cbh)
olur.
Tamm 2.6.16. A* kilmesi, €2 = £ ve her w € A" i¢in we = ew = w carpmas1 ile
At U {&} olarak tanimlanir. A bir alfabe, R de A* X A* n bir alt kiimesi olmak {iizere
bir monoid takdimi (A|R) ikilisidir. (A|R) tarafindan tanimlanan monoid, R, R deki

bos kelime yerine e yazilmis olmak iizere

(A,e|R,e? = e,ae = ea = a (a € A))

22



tarafindan tanimlanan yarigruptur.

Dikkat edilecek olursa her yarigrup takdimi ayni zamanda bir monoid
takdimidir. Eger S, (A|R) tarafindan tanimlanan yarigrup ve M de ayni takdim
tarafindan tanimlanan monoid ise, M basit¢e yeni bir birim eklenmis S dir. Eger S
birim elemana sahip ise bu eleman yeni eklenen birim eleman Uzerinde birim gibi

davranamayacaktir. Boylece |M| = |S| + 1 dir.

Ornek 2.6.17. M = {1, a} ve a?® = 1 olarak taniml1 monoidi alalim. P, = {a|a? = 1)

monoid takdimi M yi tanimlar.

P, ={a,bla? = b,b? = b,ab = a,ba = a)

yarigrup takdimi de M yi tanimlar.

Tamim 2.6.18. A bir alfabe, A~'={a"':a € A}, A ile bir bir eslenen bir alfabe ve
Rc (AuA1)*x (AuA~1)* olmak lzere (A|R) ikilisine bir grup takdimi denir.
(A|R) ile taniml1 grup

(A,A7YR,aat = a la = ¢ (a € A))

tarafindan tanimlanan monoiddir. R deki iliskileri saglayan ve A tarafindan
dogurulan her grup, (A|R) tarafindan tanimlanan grubun bir homomorfik
gorindtsudlr. (A| ) tarafindan tanimlanan gruba A Uzerinde serbest grup denir. A
Uzerindeki serbest grubu F ile gosterelim. o, {(aa™1,¢),(a 1a,):a € A} kimesini

iceren en kiictik kongriians olsun. O zaman F ile (4 U A~1)*/p izomorfiktirler.
2.7. Yangrup Takdimi Bulmak igin Genel Metodlar
Bir S yarigrubu i¢in takdim bulurken U¢ temel metod vardir.

1) Direkt Metod (Tahmin ve Ispat)

2) Tietze Doniistimleri

3) Yarigrubun yapisini kullanmak
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Direkt metod genellikle en ¢ok kullanilan metodtur. Baz1 varyasyonlar1 olmasina
ragmen genellikle asagidaki adimlari igerir.

1) Sigin bir A doguray kiimesi bulmak.

2) S yi tamimlamak igin yeterli ve A daki doguraylar tarafindan saglaniyor

olacak sekilde bir R iliskiler kiimesi bulmak.

3) R deki iliskiler uygulanarak A" daki her kelime W deki bir kelimeye

doniistiiriilebilmek iizere bir W € A* kiimesi bulmak.

4) W deki farkli kelimelerin S deki farkli kelimeleri temsil ettigini ispatlamak.

Bir yarigrup i¢in takdim bulmanin iigiincii metodu yarigrubun yapist yardimi ile
takdim bulmaktir. Bu metodta bir S yarigrubunu daha basit i € I, T; yarigruplari
vasitasiyla ifade etmeye calisiriz. Sonra i € I, T; yarigruplart i¢in takdim bulup, S
i¢in bir takdim bulmak iizere bu takdimleri belli sekillerde bir araya getiririz.

Bir S yarigrubu icin takdim bulmanin diger bir metodu Tietze doniistimlerini
uygulamaktadir.

Tietze dontistimlerini eger S icin bir (A|R) takdimini zaten biliyorsak, uygulamak
mimkundlr ve o halde S igin alternatif bir takdim verir. Fikir bazi elementer
hareketler uygulayarak ama takdimle tanimli yarigrubu degistirmeksizin (A|R)
takdimini doniistiirmektir. Bu elementer hareketler genellikle Tietze doniisiimleri
olarak adlandirilir.

Elementer Tietze doniigiimleri diye bilinen 4 temel doniisiim vardir.

(T1) (Doguray Ekleme) Eger w = b olacak sekilde birw € A™ varise b ¢ A
doguraymni ekleyerek ayni yarigrubu tanimlamak {izere (A|R) takdiminden
(A U {b}|R U {w = b}) takdimi elde edilir.

(T2) (Doguray Cikarma) Eger w = b € R olacak sekilde, w € (A/{b})* ve
b € R varsa ayn1 yarigrubu tanimlamak (zere (A|R) takdiminden (A/{b}|R) takdimi
elde edilir. Burada R, R/{w = b} den, b nin her bulundugu yeri w ile degistirerek
elde edilen kimedir.

(T3) (iliski Ekleme) Eger r = s bagntis1, (A|R) ile tanimlanan yarigrupta
saglaniyorsa, (A|R) takdiminden (A|R U {r = s}) takdimi elde edilir.

(T4) (iliski Cikarma) Eger R deki r =s bagntisi, (A|R) takdiminde
R — {r = s} deki bagntilarin bir sonucu ise, (A|R) takdiminden (A|R — {r = s})
takdimi elde edilir.

Grup teoride de Tietze doniisiimleri benzerdir. (bkz. [25]).
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BOLUM 3
MATRIS YARIGRUP TAKDIMLERI

F bir cisim olsun. F iizerinde matrislerin bilinen ¢arpma islemine gore
determinantlar1 sifirdan farkli biitiin d X d matrislerin kiimesi bir gruptur. Bu gruba
genel lineer grup denir ve GL(d, F) ile gosterilir. Determinant1 1 olan bitin d X d
matrisleri iceren matris grubuna 6zel lineer grup denir ve SL(d, F) ile gosterilir.
SL(d,F) GL(d,F) nin normal alt grubudur ve determinant homomorfizmasinin
det: GF(d, F) — F gekirdegidir. Boylece GL(d, F)/SL(d, F)kiimesi ¢arpimsal grup
F — {0} a izomorfiktir. Lineer gruplar igin ayrmntili bilgi i¢in [26]’e bakiniz.

F Uzerinde butlin d X d matrislerin kiimesi matrislerin ¢arpma islemi altinda
bir yarigruptur. Bu gruba genel lineer yarigrup denir ve GLS(d, F) ile ifade edilir.
GLS(d,F), GL(d,F) nin benzeri bir yarigruptur. Biitiin matrislerin determinantlar1 0
veya 1 olan yarigruba 0zel lineer yarigrup denir ve SLS(d,F) ile ifade edilir.
SLS(d,F), SL(d, F) nin benzeri bir yarigruptur.

GLS(d,p™) — GL(d,p™) (p asal) bdtin singller matrislerin idealidir.
sing(d,p™) ile gosterilir. Aym zamanda SLS(d,p™) — SL(d,p™) = sing(d,p™)
olur ve bu SLS(d, p™) bir idealidir.

Teorem 3.1. S € GLS(d, F) rank1 d — 1 olan herhangi bir matris ise

(GL(d,F) U {S}) = GLS(d, F)
0zel olarak

rank(GLS(d, F)) = rank(GL(d,F)) +1
Ispat: Ispat igin bkz. [24].

Teorem 3.2. S € SLS(d, F) ranki d — 1 olan herhangi bir matris ise
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(SL(d,F) U {S}) = SLS(d, F)
0zel olarak

rank(SLS(d,F)) = rank(SL(d,F)) + 1
Ispat: Ispat igin bkz. [24].
3.1. Ozel Lineer Yarigrup Takdimleri

Bu boélimde d = 2, n = 1 durumunda SLS(d, p™) yarigruplarini tanimlayan
cesitli takdimler wverilir. Bu takdimler daha sonra genel lineer yarigrup igin
takdimlerini bulmak i¢in kullanilacaktir.

Her 6zel lineer yarigrup matrisleri, kdsegende 1 digerlerinin en az biri
sifirdan farkli matrisler tarafindan dogruldugundan SL(d, p) nin;

A (i g)veBz(é 1)

matrisleri tarafindan dogruldugunu gostermek kolaydir.

p = 2 i¢in SL(2,p) (= GL(2,p)) Ss’e izomorfik oldugundan SL(2,p),
(a,bla? = b? = (ab)® = 1)

takdimi ile tanimlanabilir.

p > 2 durumunda SL(2, p) icin birkac takdim biliniyor.

+1 |2
<a,b|ap =1,b% = (ab)® = (a4bap7b)

[27]'da verilir ve bu takdim SL(2,p) yi

oy
Il
—~

L 0= o)
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doguraylar1 cinsinden tanimlar.

Bununla birlikte, bunu

<a, b

takdimine donistiirmek kolaydir. Bu takdim SL(2,p) yi A ve B cinsinden tanimlar.
SL(2,p) icin alternatif takdimler [10] da bulunabilir.

a? =1,b = (a *h)*a"1(a"1h)?

+1 2 3.1.1
(ba™'b)? = (aba™'b)* = (a*ba~*ba'z ba™'b) (.10

GLS(2,p) ve SLS(2,p) yarigruplari sifir ve birim eleman igerirler.
(3.1.1) nolu takdim yarigrup takdimi olarak diisiiniilemez ¢iinkii tersler vardir.

(3.1.1) in yarigrup modifikasyonu,

<a, b

Teorem 3.2. ile A ve B matrisleri ve ranki 1 olan herhangi bir matris,

aP = b? = 1,b = (aP"1bh)*aP~1(aP~1b)?,

) 2 3.1.2
(baP-1b)? = (abaP~1h)? = (a“bap‘lba%bap‘lb) (3.1.2)

olur.

SLS(2,p) yarigrubunu dogurur. Bu matrisler,

Sz(g g>yadaT= (é 8)

matrisleridir. Burada &, GF (p) — {0} grubu igin bir doguraydir. Bir baska deyisle

modulo p ye gore 1 in ilkel kokadar.

Teorem 3.1.1. {(a,b|R), A ve B doguraylarina gore SLS(2,p) icin herhangi bir
(yarigrup) takdimi olsun. O halde;

R, bs = sa = s,sbaP~'s = 0,bas~1s = a*~¢ 's2,
ﬁl = anJS

sbé~lq = s2p1=¢7"
A, B ve S doguraylarina gore SLS(2, p) i¢in bir takdimdir. (bkz. [11]).
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Teorem 3.1.2. {a,b|R), A ve B doguraylarina gore SLS(2,p) icin herhangi bir
(yarigrup) takdimi olsun. O halde;

R, t> =bt =ta =t, thaP~ 't =0,

BZ == <a, b, t
bé~tath = a¥ 'théalt=¢"

A, B ve T doguraylarina gére SLS(2,p) icin bir takdimdir. (bkz. [11])
p = 2 durumu i¢in 6ncelikle ispat yapalim.

Lemma 3.1.3. {a, b|R), A ve B doguraylari cinsinden GL(2,2)(= SL(2,2)) icin bir
takdim olsun. O halde,

(a,b,s|R,s? = bs = sa = s,sbas = 0) (3.1.3)
GLS(2,2)(= SLS(2,2)) icin bir takdimdir.

Ispat: GLS(2,2) yarigrubu (3.1.3) ile tanimli S yarigrubunun bir homomorfik
gorintlsudir. Clnkd (3.1.3) deki biitiin iliskileri saglar. {a, b|R) takdimi GL(2,2) yi
tanimlar ve {a, b} ile dogurulan S nin altyarigrubunun |GLS(2,2)| = 6 elemandan
fazla elemani yoktur. Ayn1 zamanda a? = b% = 1 ve aba = bab dir. S’de s harfini
iceren her bir kelime {s, sh, sha, as, asb, asba, bas, basb, basba, 0} kimesinden bir

kelimeye esittir. Sonug olarak |S| < 16 = |GLS(2,2)]| dir ve sonug ¢ikar.m

p = 2 durumu igin hem S; hem de f, takdimleri (3.1.3) takdimine denktir.
Bundan dolay1, bu boliimiin kalani i¢in, p = 3 durumuna yogunlasalim.

Ik olarak, teknik sonuglar serisi kullanilarak Teorem 3.1.1 i ispatlayalim ve
sonra S, takdimini elde etmek igin 5; takdimini doniistiirelim. Bu ¢alismada S, ; ile

taniml1 yarigrubu gosterecektir.

Lemma 3.1.4. SLS(2,p), S nin homomorfik gorintusiddr.
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Ispat: Teorem 3.2. ile A, B ve S matrisleri SLS(2,p) yi dogurur ve B, deki biitin

iligkileri saglarlar. Bu bir matris hesab ile ispatlanabilir.

bs = sa = s iliskisini
(0 D=6 9-s

s 90 9= =

shaP~1s = 0 iliskisini
pa-1s = (& 0)(1 1 1 0\l E 0y (& &( 1 0\& 0
sha 5‘(0 o)(o 1)(1 1) (o 0)‘(0 o)(p—l 1)(0 o)
=(o o)
baé~ts = al~¢"s? iligkisini
-1
v s=(0 )G D6 0=6 D21 1)E o)
& 0
:<52—5 0)

1 1-¢71 2 2
@ =(0 D) 6 o) =l )6 0)=(eg o)
sbé~1aq = s2p1~¢"" iligkisini

£-1 _
i a=(F ) 1) G D=6 06 ‘TG 7

29



= (502 fzo—f)

R R N M (S Ry C )

Dolayisiyla sonug elde edilir. m

S1 ve S, sirasiyla {a,b}* ve {a,b,s}" -{a,b}* dan kelimeler ile tanimlh
elemanlar1 i¢eren S nin altkiimelerini gostersin. S; ve S,, S nin altyarigruplaridir ve

gercekten S; i belirlemek kolaydir.
Lemma 3.15. S; = SL(2,p).

Ispat: B;,SL(2,p) yi tanmimlamak icin gerekli biitiin iliskileri icerdiginden
B1,SL(2,p) nin homomorfik goriintistdir. sha?~s =0 iliskisi sbaP lsa =
asbaP~ls = shaP~1s, a € {a, b, s} ye denktir. R de olmayan ; den her bir iliski
her iki tarafinda s harfini igerir. Bunun igin, eger u,v € {a, b}" S de ayn1 elemam
gosteren iki kelime ise, u = v esitligi sadece R den iliskiler kullanilarak elde

edilebilir ve sonug ¢ikar. m

Lemma 3.1.5, S deki esitlikleri ispatlamaya yardimct olur. S deki a ve b
harfli iki kelimenin esitligini ispatlamak igin, bunlarin SL(2,p) de esit olup
olmadigimi kontrol etmek yeterlidir. Bu fikir kullanilarak asagidaki teknik sonucu

ispatlayalim.

Lemma 3.1.6. S de asagidakiler saglanir.
(i) babP~la?b = bP"1qg;
(i) abP lab = bP 1q;

(III) ba€m+1_fmbp_la_f_'_z_f—mbp_lal_f—lbfm+2_§m+1+f — al_f—m—l

Ispat: (i) bab?~'a?b = bP~'a iliskisini
-1 2
bar-tatb=(5 1) DG D G D6 D)
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-6 DG D6 710G D6 D=6 "7

_1 )
wra=( ) G D=6 "7

(if) ve (iii) nin ispatt Lemmadan onceki uyari ile sonu¢ matris c¢arpmasi ile

ispatlanabilir. m

S yarigrubu S;Ve S, nin birlesimidir.|S,| < |sing(2,p)| yi ispatlamaya ¢aligalim. Tlk

asama f; in baz1 sonuglarini olusturmaktir.

Lemma 3.1.7. Asagidaki iligkiler S de saglanir.
(i) Herm =1,2,...,;icin ba" ~1s = ql=¢ "si+m,

(i) sP=s;
+1
(i)  baP~ls = bPlas 7 ;

(iv) abP las = bP las;

(v) sbP7las =0.

Ispat: (i) Bu iliskiyi m iizerinde matematiksel tiimevarim kullanarak ispatlayalim.
m = 1 i¢in, iliski baé~1s = a>~¢ ' s2, B, de bir iliskidir. m > 1 i¢in dogru oldugunu
kabul edelim. O halde;

baf™ s

=paf™ " gt 1 (@s".af" =1)
=baf"" " pP1pat" s (bP =1)

= paf™ T pp1gl=ET T glm (hipotezden)

= paf" " " pp1gl=E T gl gé g™ (a'%a"1=1)

= paf" " " pp1qE 2= pP1patTlss™  (BP = 1)
= paf" T pp1g 2T pp-1g1-ET gz gm (pgftlg = 187 g2)
= paf™ T pp1g 2T pp-1 1= pETMEETT I 24m (s — g fligkisinden)

=ql=§ " gltm, (Lemma 3.1.6 (iii)den)
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(ii) Bu iliski m = p — 1 igin (i) den elde edilebilir.
bat" s =al=¢ s m =p—1igin

p—1_ _&—p+1 -
baf 1S — al '3 Sl+p 1

pat? t1g = g1-§ P Vep (&P~ = 1(modp))
ba'ls = a'"1s?

bs = sP (bS - S)

s =s?

(iii) Bu durumda

baP~1ls

p=1  p-1 p-1 po1
=haP~1q=¢ 2 *1q¢ 2 ~1g (a %2+ 2 1=1)

p—1 p—1
=haP~1q=% 2 t1pP~1pgs 2 ~1g (b? = 1)

p—-1 p— —
=paP~1qE 7 Hippigi-f 2 g1t ((0) den)

p+1 p—1 _p-1
:bap_la_(_1)+1bp_1a1_(_1)sT (aéT 2 = af 2 = —1)
:ba”_lazbzf’_lazspT+1
:ba’”lb”"lazspTJr1
p+1
=bhabP la’s =~ (a? = 1)
p+1
= babP'a’bs z ((bs = s) iligkisinden)
p+1

=pP las 2z (Lemma 3.1.6 (i) den)

(iv) ab?"las
=baP labs ((bs = s) iliskisinden)
=aP~las (Lemma 3.1.6 (ii) den)
(v) sbP~las
=sbP~las? ((sP = s) (ii) den)
pt1l p-1 pt1
=shP las z s 2 ((iii) den baP~1s = bP"las 2 )
E
=sbaP 1ss 2 ((sbaP~'s = 0), B, iliskisinden)
p-1
=0s 2
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=0

olup ispat tamamlanir.m

Asagidaki gibi ¢ doniisiimiinii tanimlayalim.
¢:(a,b,s)" = (a,b,s)"
¢(a) =b,p(b) =a,P(s) ==
¢laraz ... ax) = Pp(ag) ... p(az)P(as)
aq, Ay, ..., @y € {a, b, s}. ¢ birim ddniisiim oldugundan w ve ¢(w) dual kelimeler

olarak alalim.
Lemma 3.1.8. ¢ doniisiimii S Gzerinde bir anti-izomorfizma olusturur.

Ispat: S, B, ile taniml1 yarigrup oldugundan, 5; den herhangi bir u = v iliskisi igin,
¢(u) = ¢p(v) dual iliskisinin S de saglandigini gostermek yeterlidir. Eger u =v R
ye ait ise bu Lemma 3.1.5 ile ve AT = B gercegi ile dogrudur. bs =s, sa =s
iliskileri ve bas™1s = al=¢ "s2,sbé~1a = s2p1=¢"" ikilileri duallerdir. Son olarak
sbaP~1s = 0 iliskisi Lemma 3.1.7 (v) ile S de saglanan sh?"las = 0 iliskisine

dualdir.m

Simdi a, b ve s harflerini igeren bazi kelimeleri tanimliyalim. Bunlar S, nin

elemanlari i¢in kanonik formlar olacaktir. Asagidaki sekilde tanimlayalim;

cf1(i,j, k) = a's/ b, Lk=1.,pj=1,.,p—1

cfo(i,j) = bP7tas'h’, i=1,..,p—1,j=1,..,p

cfz(i,)) =a's’ba?™t, i=1,.,pj=1,.,p—1

cfo(0) = bP tas‘ha?™t, i=1,..,p—1

cfs =0
CF, bitun bu kelimeleri iceren kiime olsun.

Lemma 3.1.9. S, nin her elemani, CF nin elemanlarina aittir.

Ispat: S, S, ye ait olan S nin tek dogurayr oldugundan ve s = cf;(p,1,p)
oldugundan, CF nin herhangi elemaninin ve a, b yada s doguraylarinin ¢arpimi CF
nin bagka bir elemanina esit oldugunu ispatlamak yeterlidir. ¢, anti-izormofizmasina

gore,
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cfi(i,j, k) ile cfi(k,j, i) ve cfy(i,)) ile cf5(j, i) ikililer olarak duallerdir, cf, (i) ve

cfs ikililer 6z duallerdir.

Su sekilde gosterilebilir.

cfi(i,j, k) ile cfy(k,j, ©)

d(cfi(i,j, k) = p(a's’b¥) = p(b*)¢p(s7)p(a') = a*s'b' = cf, (k, j, )

cfa(i,))ilecf3(j, D)

$(cf.)) = p(bPas'b)) = ¢(b))p(s)p(@)p(bP™) = a/s'baP~
=cf3(,0)

cfa(i) ve cfs
¢(cfa(®) = (b "as'baP™") = p(a’ ) p(b)p(s")p(@)p(bP~1)
= bP las'baP! = cf, (i)
¢(cfs) = cfs
CF den bir kelimeyi bir dogurayla soldan ¢carpma CF den bagka bir kelime S de esit
olan bir kelimeyi verir. Lemma 3.1.7 ve f8; den iliskileri kullanarak asagidaki
esitlikleri gorebiliriz.
a.cfi(i,j, k) = cfi(i + 1(modp), j, k)
b.cfi(¢™ — 1(modp), j, k)=cf,(1 — E™(modp),j + m(modp — 1),k)

b.cf,(p—1,j,k) = cf; (j + pz;l(modp _ 1),k>

s.cfi(i,j, k) = cfi(p,j + 1(modp — 1), k)
a.cfa(i,j) = cf2(i,))

b.cf,(i,)) = cf1(1,),k)

s.cfo(i,)) = cfs

a.cf3(i,j) = cf3(i + 1(modp), j)

b.cfs(§™ — 1(modp), )=cf3(1 — § ™ (modp),j + m(modp — 1))
b.cfalp 1)) = fs (j + 25+ (modp — 1))
s.cf3(i,)) = cfs(p,j + 1(modp — 1))
a.cfy(D) = cfo (D)

b.cfoa(D) = cf3(1,0)

s.cfa(D) = cfs

a.cfs =b.cfs =s.cfs = cfs.
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Yukaridaki esitlikler su sekilde gosterilebilir.
a.cfi(i,j, k) = cfi(i + 1(modp), j, k)
a.cfi(i,j, k) = a.a's’b* = a'*1s/b* = cf,(i + 1(modp), j, k)

b. Cfl(fm - 1(m0dp))]) k):Cfl(l - E_m(mOdp)’] + m(mOdp - 1)1 k)
b.cf,(§™ — 1(modp), j, k) = b.a®" ~1s/bk

=b.af""lssI~1pk (Lemma 3.1.7 (i) den)

—ql=§ Mgltmgi-1pk

=qi=¢ TSI Mpk= cf, (1 = £ (modp), j + m(modp — 1),k)

, . p—1
b.cfilp —1,j,k) = cfy (] + T(modp — 1),k>
b.cfi(p—1,j,k) = b.aP~'s/b*
=b.aPtss/~1pk (Lemma 3.1.7 (iii) den)
pti
=bP~las 2 s/1pk

=bP~Las/* T bk= cf, (j + == (modp — 1), k)

s.cf1(i,j, k) = cfi(p,j + 1(modp — 1), k)

s.cfi(i,j, k) = s.a‘s/b¥ (B4, (sa = s)iliskisinden)
=ss/pk = si+1pk (B, (aP = 1)iliskisinden)
=aPs/*1bk = cf,(p,j + 1(modp — 1),k)

a.cfo(i,)) = cfz(i,))

a.cf,(i,j) = a.bP tas'b’

=a.bP lassi~tp/ (Lemma 3.1.7(iv) den)
=pP~1gssi—1pJ

=bPlas'b) = cf,(i,))

b.cf(i,j) = cf1(1,), k)
b.cf,(i,j) = bbP tas'h’
=bPas'b/ (B1, (b? = 1) iliskisinden)
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=as'b/ = cf,(1,j,k)

s.cfo(i,)) = cfs
s.cfy(i,j) = sbP~las'h/
=shPlassi~tpJ (Lemma 3.1.7(v) den)

=0s"'h/ = 0 = cf;

a.cf3(i,j) = cfs(i + 1(modp), j)
a.cfz(i,j) = a.a's’baP~! = a*'s/baP~! = cf3(i + 1(modp),))

b.cf3(E™ — 1(modp), )=cf3(1 — £ ™(modp),j + m(modp — 1))
b.cfs(§™ — 1(modp),j) = baé" ~ts/baP~!
=bas"1ssi~1pgP-1 (Lemma 3.1.7(i) den)

_g—m i_ _
:al '3 Sl+msj 1bap 1

=ql=$ " gitmpap-1 = Cf3(1 — & ™(modp),j + m(modp — 1))

, .. p—1
b.cfs@ = 1,) = ofs (j + 2= Gmodp - 1))
b.cf;(p —1,j) = baP~'s/baP~!
=baPlss/~thaP~?! (Lemma 3.1.7(iii) den)

-1 Ll j—1 -1
=bP~tas 2 s/7'haP

=pP~1as/* 7 hap~1 = cfy (j + pT_l (modp — 1))

s.cfs(i,)) = cf3(p,j + 1(modp — 1))

s.cf3(i,j) = sats’baP~™* (B, (sa = s) iliskisinden)
=ss/baP~?!

=s/+1pgr-1 (By, (aP = 1) iliskisinden)
=aPs/*1haP~! = cf3(p,j + 1(modp — 1))

a.cfy(i) = cfa (D)
a.cfy(i) = a.bP"tas'baP~?!

=abPlass'~thaP~! (Lemma 3.1.7(iv) den)

36



=pP~lgssi~1paP~1

=bPlas‘baP~t = cf, (i)

b.cf,(i) = cf5(1,0)
b.cf,(i) = bb? tas'baP~?!
=bPas‘baP~! (B, (b? = 1) iliskisinden)

=as‘baP™! = cf3(1,1)

s.cfa(i) = cfs
b.cf,(i) = sbP tas‘ba?~!
=sbPlass'=1haP~t (B, (sbP~las = 0) iliskisinden)

=0s"1haP™! = 0 = cfs

a.cfs =b.cfs =s.cfs = cfs
a.0=b.0=5.0=0=cfs
Modilo p ve modilo p — 1 hesaplamalar1 sirasiyla {1,...,p} ve {1,..,p —1}
degerleri ile yapilir ve burada
{&m —1(modp)lm e N} ={1, ...,p — 2,p}
kullanildi.m

Lemma 3.1.10. CF nin elemanlar1 SLS(2, p) yarigrubunda farkli singiiler matrisleri

gosterir.
fspac: i 1) = a'sine = (1 O (5 9)' (1 1)’
9 96 9-(5 )
chn=ptasthi=(0 T (NG OQ Y
(710G DE 96 D=(e )
hen=asvae=(0 O ¢ 0G DE YT

1 0E ¢ DL 9-( )
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e =wesne = (7006 Y0 DG Y
67790 96 96 D61 )

:(O O'>

0 &

Cf5=0=(8 8)

cfi(i,j, k), cfo(i,)), cf5(i,)), cfi(i) ve cfs kelimeleri sirasiyla SLS(2,p) de sirasiyla
& k& (0 0)051' (0 0)00 o

. N N G -, i, matrislerini gosterirler.m
(ifl ik&l )7\&" j§t)’\o g7 )’\0 & (0 0) 0

Teorem 3.1.1 in ispati: p = 2 ise Lemma 3.1.3. ile teorem saglanir. p > 3 igin
dogru oldugunu kabul edelim. Lemma 3.1.4. ile SLS(2, p) 6zel lineer yarigrubu S nin
homomorfik gorlntisudur. [SLS(2,p)| < |S| dir. S =S; U S, den |S]| < |S;]| + |S,|
olur. Lemma 3.3.5. ile |S;| = |SL(2,p)| elde edilir. Lemma 3.1.9. ve 3.1.10 ile de
|S,| < |sing(2,p)| olur. Dolayisiyla;

ST < 1811 + 1S2] < ISL(Z, p)| + Ising (2, p)| = |SLS(2, p)|
bulunur ve teoremin ispati tamamlanir. m

Aym yaklagimla, Teorem 3.1.2 yi ispatlamak kolay degildir. Ozellikle 4, B ve
T doguraylarina gore sing(2,p) den elemanlarin kanonik formlari, CF dekilerden
daha karmagiktir. f; takdimini B, takdimine doniistirmek daha mantikli bir
yaklagimdir.

[28] de verilen benzer modifikasyonu iki sonlu yarigrup takdimi IT ve IT ayn1
yarigrup tanimlar ancak ve ancak I, IT den Tietze doniisiimleri uygulayarak elde
edilebilir. Bu gercegi ve Bq,SLS(2,p) yi tamimlar gerceginin kullanarak
B2, SLS(2,p) yi tamimladigini ispatlariz. Bununla birlikte daha fazla teknik Lemmaya

ihtiyacimiz var. Burada T, 8, ile taniml1 yarigrubu gostersin.
Lemma 3.1.11. a ve b ile dogrulan " nin altyarigrubu, SLS(2, p) ye izomorftur.
Ispat: Ispat Lemma 3.1.5. in ispat1 ile aynidir. m

Lemma 3.1.12. T asagidaki iligkileri saglar.
(i) q TR T P E 1T 82 8T 81 01 ...;icin
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(i)  bas~2b=$+1ad  p¥ % = g1

(iii) af T pEre=ET = pétlg;

(iv) af bl p ¢ = péla,

Ispat: Lemma 3.1.11. ile, A ve B matrislerinin (i) den (iv) e kadar biitiin iliskileri

sagladigini kontrol etmek yeterlidir. m

Lemma 3.1.13. Asagidaki iliskiler 5, nin sonuglaridir.

(i) (tbf_lat)k = th¥lat k = 1,2, ...;icin
(i) baf~tthi~tat = al~ " (eb¥tar)’;

(i) tb¥lathi~la = (tb¥lat) bt

Ispat: (i) Bu iliskiyi k fiizerinde tiimevarimla ispatlayalim. k=1 icin
(1:195—1at)1 = thé ~lat yani tb¥lat = thé lat agiktr. iliskinin k =1 icin
(tbf_lat)k = th¥“~1at dogru oldugunu kabul edelim.
(tb¥~1at) "
= (tbf‘lat)l(tbf‘lat)k (hipotezden )
= th¥tarthé tat
= tb¢~1at?bé Lat ((¢% = t), B,iliskisinden)
= thé~tarbt at
= th¢~atbb¢ ~2at ((bf-latb = af "th? al-f‘l),ﬁzin§kisinden)
= tad 'th¥al=¢ T hE 2at ((ta = t), B,iliskisinden)
= ttb¥al~¢ bt 2at
= t2béql=¢ " pt 2t ((t% = t), B,iliskisinden)
= tbéal=¥ " pt 2qt
B I I SN JR S N N S
((ta =bt=1t),p, iliskisinden)

= th* ' -1gt (Lemma 3.1.12. (i) den)
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(i) ba~'tb*lat
= bas~2(ath)bé2at ((b*atb = a¥ 7 th¥a'=$™"), B, iliskisinden
= baf~2b~5*1a8  théal ¢ b 2at
= paf2lp =t e 2 p g E T HE TR HE TR E T g 1 e 2 e
((ta = bt = t), B, iligkisinden)
=al~¢ b 1at (Lemma 3.1.12. (i) i=1 den ve Lemma 3.1.12 (ii) den)

= a1~ (tbé1ar)’ ((i) den k=2 igin)

(iii) (¢b¥~tat) p1=¢7"
= tb¢ " tath?~¢" ((i) den k=2 igin)
= ths*~1(ath)b=¢" ((b¥atb = a¥™"th¥a’~*™"), p, iliskisinden )
= thS "1p~t1q8 théal = T p ¢
R T T T e e TSR
((ta =bt =1t),5, iliskisinden)
= th*ath*~la (Lemma 3.1.12. (iii) ve Lemma 3.1.12 (iv) den).m

Teorem 3.1.2. in Ispati: B; yeni bir doguray sembolii t ve t = sP~1 iliskisini ((T3)

Tietze doniistimii ile) ekleyelim. SLS(2,p) de t ile gdsterilen matris,

sP~1 = (g 8)p_1 = (fpo_l g) (¢P~1 = 1 (modp) oldugundan)

T = (é 8) dir.

Teorem 3.1.1 ile biliyoruz ki, §;,SLS(2,p) yi tanimlar ve 3, deki biitiin iliskiler
SLS(2,p) de saglanir. Bundan dolay: biitiin bu iliskileri ((T1) Tietze doniisiimii ile )

B, e ekleyebiliriz. Son olarak s = thé~'at gecerli iliski ekleyelim.

£-1
v ac=(5 ) 1) G DG o)

=6 06 TG0 DG =6 o)=s
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— _ _z—1
R, bs = sa = s,shaP~'s = 0,ba’"1s = al=% 52,

a, b; S, t Sbf_la = Szbl_f_l; t = Sp_lls = tbf_lat
t? =bt =ta =t tha? 't =0,
bélath = a¥ 'théal~¢"

Simdi s = tb*~'at yi kullanarak s yi ((T4) Tietze doniisiimii ile) ¢ikaralim ve

R,bthStat = thé lata = thé lat, th’ tatbaP 1thSlat = 0,
bas~1thé lqt = al‘f_l(tbf"lat)z,

ab,t _ _
th¥~latbé~la = (thé~tat) ' b4 ¢ = (b ar)’
t? =bt =ta =t tha? 't =0,
bélath = af 'théal=¢"

Daha sonra (T2) Tietze doniistimii kullanilarak (R den sonra) ilk 6 iliskiyi kalan 5

iligkinin sonucu oldugundan ¢ikaralim. Bunlarin ilk 3 i sirasiyla bt =t , ta =t ve
thaP~'t = 0 1n sonuglaridir. btb*~tat = th*~'at ((bt = t) iliskisinden) th* 'ata
=tb*tat ((ta =t)iliskisinden) tb*~lathaP~'tb*~lat=0 ((thaP~'t=
0) iliskisinden). Sonraki iki iliski baf~ltbé~lat = a'~¢'(tbé~lat)” Lemma
3.1.13 (ii) ve th*ath?~la = (tbf-lat)zbl-f‘1 iliskisi ise Lemma 3.1.13 (iii) den
elde edilir. (¢b¢~2at)”™ " iliski k = p — 1 igin

(th¥~tat)”  (Lemma3.1.13 (i) den)

= th¥" gt (éP~! =1 (modp) oldugundan)

=th' tat

= tat ((ta = ©), B,iliskisinden)
=tt ((t% = t), B,iliskisinden)
=t eldeedilir.

Elde edilen takdim

R, t?> = bt =ta =t,thaP~ 1t =0,

<a, b, t

3.2. Genel Lineer Yarigrup Takdimleri

bé~lath = af 'théal~¢"
B, takdimidir.m
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GL(2,p)/SL(2,p) devirli bir grup oldugundan GL(2,p), SL(2,p) tarafindan ve

determinant ¢ nin bir elemani tarafindan dogrulabilir. Bu durumda bu elemani

1 0
C = (0 E) secmek uygundur.

Teorem 3.2.1. (a,b,c|R), A, B ve C doguraylar cinsinden GL(2,p) i¢in herhangi
(yarigrup) takdimi olsun. O halde takdimler
R,cs = sc = s,shaP~'s = 0,bat~1s = al=¢ 52,
:B4 =\a,b,c,s ve
sb¥lq = s2p1=¢7"

R, t? =ct =tc =t thaP 't =0,

Bs = <a, b,ct
bétath = af 'théal~¢"

GL(2,p) yi swasiyla A,B,C,S ve A,B,C,T doguraylar1 cinsinden tanimlar.
(bkz.[11])

Uyan 3.2.2. GL(2,p) i¢in asagidaki takdim [26] da verildi.

P — 2 3 4 et 2 p—1 _
a 1,b (ab) a*baz b) ,c 1,

c lac = af,c 'bc = ba= "ba¥bat"'b

a,b,c

Bu takdim GL(2,p) yi 4, B ve C doguraylari cinsinden tanimlar.

a=(; D=4 o= )

Bu takdimi GL(2,p) yi A,B ve C cinsinden tanimlayan takdime g¢evirmek zor
degildir.
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a? = b? = 1,b = (a?"b)*aP~1(a?’~1b)?,

1 2) takdimine cP~! =1,
(baP~'b)? = (aba?~'b)* = (a*ba?~*ba’ ba?~'b)

<a, b

¢ tac = af"" ve c™1bc = b?¥ iliskileri eklenirse bu takdimi GL(2,p) Vi 4,B ve C

cinsinden tanimlayan takdime ¢evrilebilir.
a? = b? = 1,b = (aP~th)*aP~1(aP~1b)?,
+1
a,b|(baP~1h)? = (aba?~1h)3 = (a4bap‘1bap7ba”‘1b)

P t'=1ctac=af ", c hc = b¢

2

Teorem 3.2.1 in ispati: p = 2 i¢in 8, ve S5 takdimleri (3.1.3) takdimine denktir ve
Lemma 3.1.3 ten cikar. p = 3 igin Teoremi ispatlamak icin ilk olarak yeni bir
doguray sembolii ¢ ve iki iliski cs = s ve sc = s ekleyerek B; den elde edilen B,

takdiminin

R,bs =sa = cs = sc = s,sha?™1s = 0,
By =\ab,c,s
_ _z—1 _ _z—1
baé~ls = q'=¢ 5% ,shé"1q = s2p1~¢

GLS(2,p) ye izomorfik £ yarigrubunu tanimladigini gosterelim. A4,B,C ve S
matrislerinin B, deki biitiin iliskileri sagladigin1 gdstermek kolaydir ve Teorem 3.1.
ile GLS(2,p) £ nin homomorfik goéruntistdir. £;,£, ve £ nin L, alt kiimeleri
sirastyla {a, b, c}*,{a,b,c,s}* —{a,b,c}* ve {a,b,s}* —{a,b}* den kelimeleri
gostersin. Lemma 3.1.5 teki benzer yaklasimla £; = GL(2,p) oldugu ispatlanir. 8,
deki biitiin iliskiler 8, e ait oldugundan £, her elemani CF den bir kelimeye
esittir.(Lemma 3.2.9). Bunun i¢in £, = £, oldugunu ispatlamak yeterlidir. Ciinkii
|£,] < |CF| < |Sing(2,p)| (Lemma 3.1.10) bdylece iddia ispatlanir.

Eger w € {a, b} herhangi bir kelime ise baz1 wy,w, € {a, b} i¢cin wc = cw,
ve cw = wyc dir. Cunkld SL(2,p), GL(2,p) nin normal altgrubudur. Fakat sonra
SWC = Scw; = Sw; Ve cws = w,cs = w,s dir. Bu, £ de s yi iceren her kelime c yi
icermeyen bir kelimeye esittir ifadesini ispatlamak i¢in kullanilabilir. Bu ifade
L, = L, adenktir.

Simdi bs =s ve sa =s iliskilerini ¢ikaralm. Eger ba~ls =al~¢ 's?

ca=alcvech =b% ¢ iligkilerinin bir sonucu olan ve GL(2, p) saglanan
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s2 = q 1 pad-1s (3.2.1)

iligkisini kullanirsak

s2 =c¢s? = ca ¥ " palls (ca = a®c esitliginden)
=a~**cha’~ s (cb = b¥ "¢ esitliginden)
= a~ 1§ cad s (ca = alc esitliginden)
=g $*1ps T " s (cs = s iligkisinden)

— -t pE T g ¢

s2 = ¢s2 = q=§+1peT g8 (3.2.2)
elde edilir.
(3.2.1) ve (3.2.2) ten

s2 = q 1+ pad-1s = q=§+1pET 8" =€ oldugundan;
s=a $tip gl g 1pE T g8 b g = it 1Sz T 8% g

— b_f—l_l_f—zs
a-$t1p—1g=§+2-§ 1 pETt pE0 -6 g — p-ETTHE g (3.2.3)
elde edilir. Cunkd,

a~$t1p~1q=$+2=§7"p¢ 7" q8° ¢ ifadesinde A ve B matrisleri yerine yazilirsa,

G Y

Bu ifade,

<—§1+ 1 (1)) ((1) _11) (—5 + 21 —&t (1)) ((1) T) (521— 3 2) esit  olur.

&1 -2 1, -
((1) ¢ 1+ ¢ ) = b~$*8" GL(2,p) de saglanir. p,2 den biiyiik bir asal say1

oldugundan, —§~1 + 72 = 0 dir. Boylece (3.1.3) ise bs = s dir ve (T2) Tietze

-1

((1) D (1 2>_§+2_§_1 ((1) 1)5_1 (1 (1))52_f ifadesine  doniisiir.

-&+1

doniisiimii ile B, dan bu iliski ¢ikarilabilir. bs = s iliskisini ¢ikarirken sa = s
iliskisini kullanmadik, sa =s de dual yaklasimiyla ¢ikarilabilir. Bunun igin

B4, GLS (2, p) icin bir takdimdir.
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Simdi Bs in GLS(2,p) igin bir takdim oldugunu gosterelim. B, n GLS(2,p)

bir takdim oldugunu goésterdigimiz ispatin benzer yolu ile,

R,t? =bt =ta=ct =tc =t tha? 1t =0,

Bs = <a, b,c,t
bétath = a¥ 'théal~¢"

in GLS (2, p) iginde bir takdim oldugunu gosterilebilir. bt = t iliskisini ¢ikarmak i¢in

Bs in son iliskisinin (bé~1ath = a” ' tb$a*~¢"") bir sonucu olan,

t =a‘b=$+t1ad théal=$ 1 (3.2.4)
iliskisini kullanalim. (3.2.4) yi soldan c ile ¢arparak
ct = ca b=t 1af  th¥al ¢ b (ca = dafc esitliginden)
=a$ch~$+1af ' théal~s T p? (cb = b "¢ esitliginden)
=a~$b 1 caf T théal~¢ Tt (ca = alc esitliginden)
= a~$p ¢ acthlal~¢ T p? (ct = tiliskisinden)

= a1 athbal = p1

t=ct=ca b~ *1af théal~¢ b = q~$b 1+ athial~¢ T pL (3.2.5)

(3.2.4) ve (3.2.5) birlestirilirse

t=a b=t th¥a' b~ = afh~ 1+ athéal =S b1

a 1b~$+1af "t = a=$b~1*¢ " at oldugundan

t =a ¢ bétaa~$b 1 at = a ¢ pELatEp 1 g = pEDt (3.2.6)

elde edilir. Cunkd,
a=$ i 1gl-¢p—1+ g

“CTEYTEYTE YT Y

(e )6 PTG )6 TG D)
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— ((1) €3 —11)2) _ pE-1?

GL(2,p) de saglanir. (3.2.6) iliskisi p > 2 icin bt = t yi verir. Yine ta = t iliskisini

kullanmadik dual yaklasimi bu iliskinin gereksiz oldugunu gdsterir. m
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BOLUM 4
MATRIS YARIGRUPLARI ICIN YERINE-YAZMA SISTEMLERI

4.1. Serbest Monoidlerde Siralamalar

Tanim 4.1.1. S bos olmayan bir kiime olsun. S iizerinde asagidaki aksiyomlari
saglayan < bagintisina S Gizerinde bir lineer siralama ve bu durumda S ye bir lineer
sirali kiime denir. Bu aksiyomlar

(1) < gegismeli,

(i) < ters simetrik ve

(i) Herr,s eSver #siginr <sveyas<r

seklindedir.

Eger < bagintis1 S iizerinde (i) ve (ii) 6zelliklerini sagliyorsa < bagimntisina bir
kismi siralama ve bu durumda S ye bir kismi sirah kiime denir.

S lizerinde kesin azalan sonsuz bir diziye sahip olmayan bir lineer siralamaya

ise S Uzerinde bir iyi siralama ve bu durumda S ye bir iyi siral kiime denir.

Ornek 4.1.2. S sonlu bir kiime ise S nin herhangi bir lineer siralamasi iyi

siralamadir.

Ornek 4.1.3. Dogal sayilar kiimesi bildigimiz siralama ile iyi sirali kiimedir.

Tamim 4.1.4. S, < bagintis1 ile lineer sirali bir kiime ve S* =S X ...X S de S nin
n —li elemanlarinin olusturdugu bir kiime olsun. (ry, 15, ...73,), (51, S3, ... Sp) € S™icin
eger iy < S; Veya s; =1y, ...S;j_1 =Tj_1 Ve 1; <s; olacak sekilde bir 1 <i<n
mevcut ise

(r11r21 ---Tn) < (Sll SZ! ---Sn)

yazilir. Bu siralamaya S™ iizerinde bir (soldan saga) alfabetik siralama denir.
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Tanim 4.1.5. A, < ile lineer siral1 bir alfabe olsun. Asagida tanimlanan siralamaya A*
iizerindeki alfabetik siralama denir.
r=mnr,..T V& S = 5,5, ..5; € A" olmak (zere r < s olmasi1 igin gerek ve
yeter kosul
(i)  r elemaninin s nin bir 6n eki olmasi, yani k < lve r; = sy, ...,1, = S} olmasi
veya
(i) 1 =s5q,..,1_1 =S;_1 Ve 1; <s; olacak sekilde bir 1 < i < min{k,[} nin

mevcut olmasidir.

Uyari 4.1.6. A™ lizerindeki alfabetik siralama lineerdir.

Uyar1 4.1.7. |A| > 2 ise A" lizerindeki alfabetik siralama iyi sirali olmayabilir.

Ormegin, A = {a, b, ...,z} ve a < b <...< z olmak lizere
hello > helllo > hellllo >...
dizisi A* da kesin azalan sonsuz bir dizidir.
Tanim 4.1.8. A bir alfabe ve r, s € A™ olmak lizere
r<s e ||r]l <|ls|l veya ||r|| = ||s|| iken r, s den alfabetik siralama ile daha kiigiik
seklinde tanimlanan siralamaya uzunluk arti1 alfabetik (I-p-1) siralama denir. I-p-I
siralamayi digerlerinden ayirmak i¢in < ile gosterilecektir.
Eger A iyi siraliise A", I-p-1 siralamast ile iyi sirali ve lineerdir.
Tanim 4.1.9. A* Uzerinde r, s € A* olmak izere

r<se || <|sll

seklinde tanimlanan siralamaya uzunluk uyumlu (azaltan) siralama; ve her

u,v € A" igin

r<s < urv < usv
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seklinde tanimlanan siralamaya tercime-degismez siralama denir. Bir tercime-

degismez iyi siralamaya indirgenmis siralama denir.

Ornek 4.1.10. Bos kelime ¢ indirgenmis siralamada en kiiciik elemandar.

Ispat: Kabul edelim ki € > r olacak sekilde bir r € AT mevcut olsun. O zaman

siralamanin terciime-degismez olusundan

recer>er.r=r?

r’=err>crir=rs3

benzer sekilde devam edilirse

eE>STr>ri>rdi>..

seklinde kesin azalan sonsuz bir dizi elde edilir. Bu durum indirgenmis siralamanin

1yi siralama olusuyla gelisir. m

Uyan 4.1.11. lyi sirali bir terciime-degismez siralamada urv < usv ise r <s

oldugu agiktir. Diger yandan; r > s ise urv > usv olur.

Uyan 4.1.12. Bir siralamanin terclime-degismez oldugunu gostermek ic¢in her
r,s €A ve her x,y € A igin r <s oldugunda xr < xs ve ry < sy oldugunu

gostermek yeterlidir.

Uyan 4.1.13. |A| = 2 ise A" da tanmimh alfabetik siralama terciime-degismez
degildir. Omegin; A = {x,y} ve x <y olsun. Fakat x < xx iken xy > xxy dir.
Ancak, ayni uzunluktaki kelimeler icin tercime-degismez &zelligi saglanir.

Gercekten de ||| = |Is]| ve r < s iken xr < xs ve ry < sy olur.

Uyan 4.1.14. I-p-1 swralamada ||r|| <||s|] ve r <s iken [lxr|| <||lxs|| ve

lryll < lIsyll oldugundan, ayrica ||r|| = ||s]| ve r <s iken xr < xs ve ry < sy
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oldugundan 1-p-1 siralama bir terciime degismez siralama olur. Dolayisiyla 1-p-l

siralama, bir indirgenmis siralamadir.
4.2. Yerine-yazma Sistemleri

Tanim 4.2.1. A bir alfabe ve A, A lzerindeki serbest monoid olmak uzere <, A"
lizerinde bir indirgenmis siralama ve R, A* X A* kiimesinin her (r,s) € Ricinr > s
seklindeki elemanlarindan olusan bir altkiimesi olsun. O zaman (4, <, R) Uclusilne A
Uzerinde bir yerine-yazma sistemi denir. Bu durumda (r,s) € R elemanina bir
yerine-yazma kural denir ve r — s seklinde gosterilir.

Genel olarak w;,w, € A* olsun. Eger w; = urv ve w, = usv seklinde
u,v € A*ver - s € R mevcut ise w,, R deki bir iligki bir kez uygulanarak w, den

elde edilmistir denir ve w; = w, Vveya w; 2 W yazilir. Eger w; = w, veya her

i =1,2,..,nicin a; € A* olmak tzere sonlu bir
Wi1=0a 20 220y =W,

dizisi mevcut ise wy, w,yi R ile yerine yazar denir ve w; =% w, yazilir. Diger bir
ifade ile % , = nin yansimali ve gecismeli kapanisidir.

Ayrica = nin yansimali, simetrik ve gecismeli kapanigint <} ile gosterelim.
o%, At Uzerinde R tarafindan dogurulan kongriians olup A*/<% bdlim grubunu
tanimlar ve u € A" icin u nun modil <% smufi [u]y ile gosterilir.

Eger w —% z olacak sekilde bir z € A* kelimesi mevcut ise w € A"
kelimesine (R ye gore) indirgenebilir kelime denir. Aksi halde w ye (R ye gore)
indirgenemez kelime denir ve A* da R nin higbir kural ile indirgenemez olan

elemanlarin kiimesi Irr(R) veya IrrR ile gosterilir.

Tanmim 4.2.2. Eger w —% y ve y indirgenemez ise y kelimesine w kelimesinin

(R ye gore) indirgenemez (normal) formu denir.

Uyan 4.2.3. Bir yerine yazma sisteminde normal (indirgenemez) kelimelerin kiimesi

normal formlar olusturur.
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Ornek 4.2.4. A= {x,y} ve x <y olsun. Ayrica <,A* da bir I-p-1 siralama ve

R = {x%? > e,y% - e,yxy - xyx} olsun. Ornegin,

XYXYYX = XXYXYX = YXYX = XYXX = XY

olur. Benzer sekilde normal formlarin kiimesinin {e,x,y,xy,yx,xyx} oldugu

kolayca gorulir.

Ornek 4.25. A={a,b,at,b~'}ve a>b>a 1> b1 olsun. Ayrica <,A* bir

1

I-p-1 swralama ve R ={aa ! ->e,ala—>ebb ! —>e b b > e} olsun. Eger

w = aba tab™la b 1bab ise R deki farkl kurallar1 uygulayarak
w =aba tab 'a b 'bab — abb 'a b~ bab - aa"'b 'hab
— b~ 'hab = ab

veya

w = aba tab 'a 'b~'bab —» aba tab 'alab — aba lab~ b

- aba"'a - ab
olur. Dikkat edilirse bu iki yerine-yazmanin sonucunda ayni eleman elde edildi.
Ornek 4.26. A={x,y}, x <y ve R={x?>e,y3 > e, (xy) > e} olsun. R, <
siralamasi ile A* Uizerinde bir yerine-yazma sistemidir. Eger w = x2yxyxy alinir ise
R deki farkli kurallar1 uygulayarak

w = x(xy)3 - x veyaw = x%yxyxy = yxyxy

olur. Bu durumda iki yerine-yazmanin sonucunda farkli (indirgenemez) elemanlar
elde edildi.

Teorem 4.2.7. u =y v ise her w € A" igin uw =% vw ve wu = wv olur.

Ispat: Ispat icin bkz. [29].
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Teorem 4.2.8. (A,<,R) bir yerine-yazma sistemi ve "~" da R nin A* (zerinde
dogurdugu kongriians olmak tizere w/~ nin en kiigiik elemanina w € A* in kanonik

formu denir.

Onerme 4.2.9. Bir kanonik formun her alt kiimesi de kanoniktir.

Ispat: v bir kanonik form ve u da v nin bir alt kiimesi olsun. O zaman v = aub
olacak sekilde a ve b kelimeleri vardir. Eger u kanonik form olmasaydi u~u' ve
u' < u olacak sekilde u’ € u/~ var olup au'b < aub olurdu. Ayrica < siralamasi
terciime degismez oldugundan v' = au'b < aub = v olurdu. Ancak, v’ € u/~ olup

bu durum v nin en kii¢iik olmasi ile gelisir. O halde u bir kanonik formdur. m

Uyan 4.2.10. Eger u~vise heri = 1,2, ..., ligin u; =»" u;_; veya u;_; =" u; olacak

sekilde bir u = ug, uy, ..., u; = v sonlu dizisi vardir.

Tammm 4.2.11. Eger u~v seklindeki tim u,v € A" igin u =»* w ve v =" w olacak
sekilde bir w € A* mevcut ise bu yerine-yazma sistemine Church-Rosser ozelligine

sahiptir denir.

Teorem 4.2.12. Eger bir yerine-yazma sistemi Church-Rosser 6zelligine sahip ise

her kongriians sinifi tam olarak bir tane indirgenmis forma sahiptir.

Ispat: u,v € A*,u~v ve u ile v nin ikisi de indirgenemez olsun. Church-Rosser
Ozelliginden u »*w ve v ->"w olacak sekilde bir w € A* vardir. u ve v nin

indirgenmezliginden u = w = v olur.m

Tammm 4.2.13. Eger u =" v ve u =" w seklindeki her u,v,w € A*igin v ="t ve
w =" t olacak sekilde bir t € A* mevcut ise bu yerine-yazma sistemine konfluent
(confluent) sistem denir.

Eger u - v ve u » w seklindeki her u,v,w € A" igin v->"t ve w-"t
olacak sekilde bir bir t € A* mevcut ise bu yerine-yazma sistemine yerel konfluent

sistem denir.
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Teorem 4.2.14. Bir yerine-yazma sistemi icin Church-Rosser 6zelligine sahip olma

yerel konfluent sistem olma ve konfluent sistem olma denktir.
Ispat: Ispat igin bkz. [30].

Sonug¢ 4.2.15. Eger bir yerine-yazma sistemi konfluent ise yerine yazilan bir

kelimeden elde edilen indirgenmis form kanonik formdur. m

Ornek 4.2.16. (i) (x, y|x? = e,y? = e, yxy — xyx) yerine-yazma sistemi konfluent

sistemdir. Ornegin;

XXX = X ve XXX > X
YYXy = YXYX > XYyXXx S Xy Ve  yyxy - xy
YXYy = yxX Ve  YXyy = Xyxy — xXxyx - yx

YXYXY = YXXYX > YYX > X Ve  yXYXY = XYXXY = XYY = X

(i) A={a<b} olmak Uzere <, A* Uzerinde I-p-1 siralama ve
R = {ab'a - aba, Vi > 2} olsun. Bu yerine-yazma sistemi konfluent sistemdir.

Ornegin; Vi,j = 2 icin

ab‘ab’ a —» ab' aba — ababa ve ab' ab’a —» abab’ a — ababa

olur.

Tammm 4.2.17. Bir yerine-yazma sisteminde her n > 1 icin w,, » w,,; olacak
sekilde (w,,) sonsuz diziler mevcut degil ise bu yerine-yazma sistemine sonlanan

(terminating) sistem denir.

Tamim 4.2.18. Bir yerine-yazma sistemi hem konfluent hem de sonlanan sistem ise
bu sisteme tam (complete) yerine-yazma sistemi denir.
R bir yerine-yazma sistemi olsun. Her u —» v € R igin |[u|| > ||v]| ise R ye

uzunluk azaltan (length-reducing) sistem denir.
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Tamim 4.2.19. R bir yerine-yazma sistemi olsun. Uzunluk arti alfabetik (I-p-I)
siralamasi ile R ye Lexicographic yerine-yazma sistemi denir. Bu durumda R nin

bir sonlanan yerine-yazma sistemi oldugu agiktir.
Tamim 4.2.20. Verilen bir R yerine-yazma sistemi igin R; € A* alt kimesini
R, = {r € A*: (r,s) € R olacak sekilde bir s € A* vardir}

olarak tanimlayalim.

Her (r,s) E R € A* X A" icin R, N A*rA* = {r} ve s indirgenemez ise R ye
bir indirgenmis (reduced) yerine-yazma sistemi denir. Eger R indirgenmis ve tam
yerine-yazma sistemi ise R ye tek tlrli sonlanan (uniquely terminating) yerine-

yazma sistemi denir.

Lemma 4.2.21. R bir sonlanan yerine-yazma sistemi olsun. O zaman asagidakiler
birbirine denktir.

(1) R konfluenttir.

(2) Herhangi bir x € A* kelimesi bir tek indirgenemez forma sahiptir. Ayrica,
x~Yy olmasi i¢in gerek ve yeter kosul x ile y nin ayni indirgenemez forma
sahip olmasidir.

(3) u,w,p,q € A* ve v € A* olmak Uzere her (uv,p), (vw,q) € R icin pw »* z
ve uq =" z olacak sekilde bir z € A* vardir. Ayrica, her (uvw, p), (v,q) € R

icin de p =" z ve uqw =" z olacak sekilde bir z € A* vardir.
Ispat: Ispat igin bkz. [31].

[(rlrzjslz), (r2r31523)] ve [(r4r5r6,s45), (r51556)] formundaki sirali ikilileri
overlap (ortiisme, c¢akisma, kesisimler) olarak tanimlayalim. Burada (rlrzr&slz),

(r2r3'523), (r4r5r6,s45), (r51556) € R ve 1, ve r5 bos olmayan kelimelerdir.

Ornek 4.222. R ={(a,bla® =a,b®=b,ba =ab) yerine-yazma  sistemi

konfluenttir. Gergekten de;
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(a?a,a), (aa? a) € Ricin aa? - a3 - a, a’a - a3 - q;
(aa?,a),(a%a,a) € R icin aa - a?;

(b2b,b), (bb?%,b) € R icin bb? - b3 > b, b?b - b3 - b;

(bb?%,b), (b%b,b) € R igin bb — b?;

(b?b, b), (ba,ab) € R icin ba - ab, b*ab - b*ba - b3a — ba - ab;

(ba, ab), (aa?, a) € R icin ba - ab, aba? - baa? - ba® - ba — ab
seklindedir.
4.3 Ozel Lineer Yarigruplar SLS(2,p) icin Yerine-yazma Sistemleri

Ozel lineer yarigruplar icin Teorem 3.1.1°de verilen takdime geri donelim.

aP = b? = 1,b = (a?"1h)*aP~1(aP~1b)?,
+1 2
m; = \a,b,s|(baP~1b)? = (abaP~1bh)3 = (a“‘bap‘lbaprap‘lb) ,bs=sa=s

shaP~1s = 0,bal~1s = a'=¢ 's2,sbé1q = s2p1¢ "

A,B ve S doguraylarina gore SLS(2,p) i¢in bir takdim oldugunu 3. boliimde
verilmistir.

7, takdiminde kullanacagimiz bazi notasyonlari su sekilde alalim.

— 1 p-—-1 _ -1 p— - 1 0
p-1 _ = pP—1p\4,P-1,P-1} -1 — —
pP~1 =k, = (O 1 ), (aP~'b)*aP~raP™ ' baP™' =k, = (0 1),
e b=k, = (L) (@ byabar b=k = (T 0)
+1 2 _
(a*ba?~1ba'z ba?=b) =k, = 01 _01), baP~1s = kg = (_OE 8)
0 . £ 0
f_l = = f ) 1_5 2 — = ( )
as~ s = kg <52—f o) a s* =k, 2_¢ o)
§-1, — — § ¢—1 2p1-6"1 _ =(52 Szz_s;>
béla = kg ( s ) s2b ke=(% *5°)
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1 0
p—1 _ _
a _mm_(p_1 1).
Doguray kiimesi Y = {a, b, s, kg, k1, k2, k3, k4, ks, ke, k7, kg, kg, m;o}dir. m; takdimi

suna doniisiir.

kob = 1, klb = b, bkz = k3, bk2 = k4,$k5 =0 >
bke = k;,skg = kg ,bs = s,sa =s,bs =sa,mjga =1

= (v
Tietze doniisiimleri ile k3 = k, ve bs = sa = s oldugundan bk, = k,, bs = sa
iligkileri ile k, doguraymi 7; takdiminden ¢ikarilabilir.

7; takdiminde baz1 drtiismeler vardir. Ornegin;
[kob = 1, bk6 = k7]

Dolayisiyla bu 6rnek takdimin iligkilerinin tek tiirlii sonlanan yerine-yazma sistem
olmadigimi gosterir. Simdi iliskileri bir tek sonlanan yerine-yazma sistem olusturan
bir takdim inga edilecektir. (X|R) takdimini Cayley tablosu olarak alabiliriz dyle ki
X=aG

R = {(x1x2,x3)|x1, %3, X3 € X, x1%; = x3 € G}

R, X Uzerinde bir tek turli sonlanan yerine-yazma sistemi oldugu aciktir. G grubunun
birim eleman1 k; € X temsil edilsin. O halde e = k; alalim SLS(2,p) de saglanan
kiks = k3, kok; = ke, bkg =ky, kikg =ky, kokg=ky, kos=s, kis=s,
koks; = ko, kik,; = k- yeni iligkiler eklemekle,

kob = 1, klb = b, bkz = k3, Sks = O, bk6 = k7, Sks = kg, k0k3 = kz
7T=1 = )_/ k0k7 = k6' bkg == kg, klkg == kg, kokg = kg ,k1k7 - k7, bS =S5,5a =S5,
koS =S, k1$ =S, mpa = 1, k1k3 = k3

takdimi elde edilir. Doguray kiimesi

Y = {a, b, S, ko, kl' kz, k3, k5, k6’ k7, kg, kg, mlo} dll’
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Simdi 6zel lineer yarigruplar i¢in birinci temel sonucumuzu verelim.

Teorem 4.3.1. (X|R) takdimi bir sonlu G grubunun Cayley tablosu olsun. k; € X

birim elemaninin temsilcisi olsun. Yukaridaki notasyonlari ile bu takdim,

kob = 1, klb = b, bkz = k3, Sks == 0, bk6 = k7, Skg == kg, k0k3 = kz
7T=1 = )_/ k0k7 = k6' bkg = kg, klkg = kg, kokg = kg ,k1k7 = k7, bS =S,5a =35,
koS =S, k1$ =S, mloa == 1, k1k3 = k3

Y iizerinde iliskilerinin kiimesi tek tiirlii sonlanan yerine-yazma sistem olan bir

SLS(2,p) ozel lineer matris yarigrubunu tanimlar.

Ispat: Q, 77 deki iliskilerin kiimesi olsun. R icindeki biitiin yerine-yazma kurallari
(x1%5, x3) (1, X5, x3 € X) formuna sahip oldugunu hatirlayalim. Oyle ki Q igindeki
bltun yerine-yazma kurallar1 uzunluk azaltabilme 6zelligine sahiptir. Bundan dolayi

Q sonlanandir. Q nun indirgenebilir oldugu agiktir. Q nun konfluent oldugunu

gosterelim.

Ut kybk, = [(k1b,b), (bky, k3)] Uzpsa = [(bs,s),(sa,s)]
Uspsks = [(bs,s), (sks, 0)] Uskobk, = [(kob, 1), (bky, k3)]
Uskobke = [(kob, 1), (bke, k7)] Usp,sks = [(bs,5), (skg, ko)]

U7 kobko = [(kob, 1), (bko, ko)] Ug i, bke = [(k1b, b), (bko, kq)]
Uskobs = [(kob, 1), (bs, s)] Uiok,bs = [(k1b, b), (bs, s)]
Uit kysa = [(kos,5), (sa,s)] Uiz kysks = [(kos,5), (skg, ko)]
Ui kgsiks = [(kos, ), (sks, 0)] Urai,bks = [(k1b, b), (bke, k)]
Uisiysks = [(k1S,5), (skg, ko)l Useiysa = [(k15,5), (sa,s)]

Ur7,kysks = [(k1s,8), (sks, 0)]

olsun. Simdi Lemma 4.2.21 (3) kullanilirsa,

Uk, bk, 1IN (kib)k, = bk, — k3 ve k,(bk,) > kiks = kj olacak sekilde bazi

ks € Y* lar vardir,
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Uzpsa iGN (bs)a > sa > s Ve b(sa) > bs — s olacak sekilde bazi s € Y* lar
vardr,

Us bsks iGN (bs)ks — sks — 0 ve b(sks) — b0 — 0 olacak sekilde baz1 0 € Y*lar
vardr,

Ug ok, 16N (kob)ky = 1k > ky ve ko(bk,) = koks — k; olacak sekilde bazi
k, € Y* lar vardir,

Us kobke 16N (kob)ke = 1k > kg Ve ko(bkg) — kok; — kg olacak sekilde bazi
ke € Y™ lar vardir,

Us p,s ks 16IN (bS)kg = skg = kg ve b(skg) = bkg — kgolacak sekilde bazi kg € Y+
lar vardir,

U7 ko bk 16IN (kob)kg = 1kg = kg Ve ko(bky) = kokg = ko olacak sekilde bazi
ko € Y™ lar vardir,

Ugk,bky 16N (k1b)kg = bkg = kg Ve ki(bkg) = kikg — kg olacak sekilde bazi
ko € Y lar vardir,

U o p,s 16N (kKgb)s = 1s — s ve ko(bs) — ks = s olacak sekilde baz1 s € Y'* lar
vardir,

Uiok,ps i6iN (k1b)s = bs = s ve ky(bs) = kys — s olacak sekilde bazis € Y* lar
vardir,

Ut1,kys5.a 161N (kgs)a = sa — s ve ky(sa) — kqos — s olacak sekilde bazi s € Y*lar
vardir,

Ut2,kq.5.ks icin (kos)kg = skg = kg Ve ky(skg) = kokg — kg olacak sekilde bazi
kg € Y7 lar vardr,

Uiz kgsks 16N (kos)ks = sks > 0 ve ko(sks) > ko0 — 0 olacak sekilde bazi
0 € Y* lar vardur,

Uiak,bkg 16IN (kyb)kg = bkg — k; ve ki(bkg) = kik; = k; olacak sekilde bazi
k, € Y* lar vardir,

Utskyske 16N (k1S)kg = skg = kg ve ky(skg) = kikg — kg Olacak sekilde bazi
ko € Y* lar vardir,

Usekys,a 16N (kys)a — sa —» s ve ky(sa) - kys — s olacak sekilde bazi s € Y* lar
vardir,

U7k sks 16N (kys)ks = sks > 0 ve ky(sks) = k0 - 0 olacak sekilde bazi

0 € Y lar vardirdir.
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Boylece Q nun konfluent oldugunu ispatladik. O halde Q, Y (zerinde bir tek tirli

sonlanan yerine-yazma sistemidir. m
Uyari 4.3.2. T; normal formlarinin kiimesi {0,1, b, s, k4, k3, k¢, k7, ko} dir.
Ozel lineer yarigruplar i¢in Teorem 3.1.2°de verilen takdime geri donelim.
a? = b? = 1,b = (a?"'b)*aP~(aP~1b)?,
pi1 2
m, = (a,b,t| (baP~1h)? = (abaP~1h)? = (a4bap‘1ba 2 bap‘lb) ,

t2 = bt = ta = t, tha? 't = 0,b$Yath = a® 'théal~¢"

A,B ve T doguraylarina gore SLS(2,p) icin bir takdim oldugunu 3. bdoliimde

verilmistir.

m, takdiminde Teorem 4.3.1. de kullandigimiz kg, k4, k5, k3, k4, m; o notasyonlarini

ayni sekilde digerlerini su sekilde alalim.

bap_lt = klO = (p 2 1 8): af_ltbfal_f_l = k12 = (i i),
- 0 - 0
bg 1at = k11 = (i O)' k11k3 = k12k2 = k13 = (_i 0)

Doguray kiimesi Z = {a, b, t, ko, kl, kz, k3, k4,, klO' klll klz, mlo} . Ty takdimi sSuna

doniistir.

tt = t,bt = t,ta = t,t?> = bt = ta,kob = 1,k.b = b, bk, = ks,
bky = kg4, thig = 0,ky1b = ki3, mga =1

-

Tietze doniisiimleri ile k3 =k, ve t? = bt =ta =t oldugundan bk, = k,,
t2 = bt = ta iliskileri ile k, dogurayin 7, takdiminden ¢ikarilabilir.

7, takdiminde bazi1 6rtiismeler vardir. Ornegin;

[kob = 1, bkz = k3]
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Dolayisiyla bu 6rnek takdimin iligkilerinin tek tiirlii sonlanan yerine-yazma sistem
olmadigin1 gosterir. Simdi iligkileri bir tek sonlanan yerine-yazma sistem olusturan
bir takdim inga edilecektir. (X|R) takdimini Cayley tablosu olarak alabiliriz dyle ki
X=G

R = {(x1x3,x3)|x1, X5, x3 € X, x1X, = x3 € G}

R, X Uzerinde bir tek tirli sonlanan yerine-yazma sistemi oldugu agiktir. G grubunun
birim eleman1 k; € X temsil edilsin. O halde e = k; alalim SLS(2,p) de saglanan
koks = ka, kot =t, kiks = ks, kat =, kizky = ki3, kiiks = ki3, kqgt = kqg,
k12t = kll' k11k10 = 0, klla = k11 yeni 111$kller eklemekle,

Itt = t, bt = t, ta = t, kob = 1, klb == b, k11a = kll’ k11k3 = k13,
bk, = k3, tkig = 0,k11b = kqp, kiks = k3, kik, = ky3,
k0k3 = kz, kot = t, k11k10 = 0, klt == t,
kipt = ki, mpea = 1, kgt = kyy

3
I
N

Z iizerinde iliskilerinin kiimesi tek tiirlii sonlanan yerine-yazma sistem olan bir
SLS(2,p) ozel lineer matris yarigrubunu tanimlar. Burada

Z_ = {a, b, t, ko, kl, kz‘ k3‘ klo, kll, k12, k13, mlo} dir.

Simdi 6zel lineer yarigruplar i¢in ikinci temel sonucumuzu verelim.

Teorem 4.3.3. (X|R) takdimi bir sonlu G grubunun Cayley tablosu olsun. k; € X
birim elemaninin temsilcisi olsun. Yukaridaki notasyonlari ile bu takdim,
tt=tbt=tta=tkob=1kb=>bkiia=kqiqki1ks = kq3,
bk, = ks, tkig = 0,k11D = kqp,kiks = k3, kiok; = kq3,
koks = ko, kot =t,k11k1o =0, kit = t,
kipt = kig,myga = 1,ky1t = kqq

31
I
N

Z iizerinde iliskilerinin kiimesi tek tiirlii sonlanan yerine-yazma sistem olan bir

SLS(2,p) 6zel lineer matris yarigrubunu tanimlar.
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Ispat: Q, T, deki iliskilerin kiimesi olsun. R igindeki biitiin yerine-yazma kurallari
(x1%5,x3)(x1, x5, X3 € X) formuna sahip oldugunu hatirlayalim. Oyle ki Q igindeki
bltun yerine-yazma kurallar1 uzunluk azaltabilme 6zelligine sahiptir. Bundan dolay1

Q sonlanandir. Q nun indirgenebilir oldugu agiktir. Q nun konfluent oldugunu

gosterelim.

Ut kobk, = [(kob, 1), (bky, k3)] Uz kbt = [(kob, 1), (bt,1)]

Us e, bk, = [(k1b, D), (bk3, k3)] Usjey bt = [(k1b, b), (bt, )]

Us: = [(¢t, 1), (tt, £)] Us iy, = [(tL, 1), (tkyo, 0)]
Urea = [(tt, 1), (ta, t)] Ugp: = [(bt, 1), (tt, t)]

Uspea = [(bt, 1), (ta,t)] Ustoptk,, = [(bt, 1), (tkyg, 0)]
Uitk bk, = [(k11b, k13), (bky, k3)] Uiz, bt = [(k11b, k13), (bt, t)]
Uiz ko = [(kot, t), (tt, t)] Urakota = [(kot, 1), (ta,t)]
Uis ko tki, = L(kot, t), (tkqo, 0)] Useiyt = [(ket,t), (tt, T)]

Uiz kyta = [(Kat, 1), (ta, t)] Uty tkio = [(kat, 1), (tkqo,0)]
Utoypt = [(K12t, kyq), (tE,1)] Uzokypta = [(kizt, kq1), (ta,t)]
Uptkpptiy = (K12t K11), (tk1g, 0)] Uz eyt = [(Raat, kqg), (2t 0)]
Uzs ke = [(ki1t, kqp), (ta, t)] Uzaieyytiy = [(K11t kq1), (L1, 0)]

olur. Teorem 4.3.1. ispatindaki gibi Lemma 4.2.21 (3)’yi kullanilarak benzer yolla
gosterebilir.

Boylece Q nun konfluent oldugunu ispatladik. O halde Q, Z lizerinde bir tek tirlii
sonlanan yerine-yazma sistemidir.m

Uyan 4.3.4. T, normal formlarinin kiimesi {0,1, b, t, k, k3, k11, k12, k13} dir.

4.4 Genel Lineer Yarigruplar GLS(2,p) icin Yerine-yazma Sistemleri

Genel lineer yarigruplar i¢cin Teorem 3.4.1°de verilen takdime geri donelim.
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a? = b? =1,b = (a?"'b)*aP~(aP~1bh)?,
+1 2
ro=labes (baP~1bh)? = (aba?~1b)3 = (a4ba”‘1bap7ba”‘1b) )
3 — Yy, L
P 1=1,ac=ca’ ' ,bc=ch’,cs=sc=s,

shaP~ls = 0,baé~1s = at¢ 's2,sh¢"1q = s2p1-¢"

A,B,S ve C doguraylarma gore GLS(2,p) icin bir takdim oldugunu 3. Boliimde
verilmistir.
5 takdiminde Teorem 4.3.1. de kullandigimiz kg, kq, ky, k3, k4, ks, ke, k7, kg, ko,

m; notasyonlar1 ayn1 sekilde digerlerini su sekilde alalim.

wemen(l, o
cbé = kyg = ((1) :Z) P2 =y, = (é fpo_z),
as = kg = (g 8) kikg = kiskg = kg = (535_352 £ 5_32_5524_ §z>'

2 g2 _
akg = kigkg = kyskg = kyo = (gz 2:2 _ 2:)
Doguray kiimesi

Y'={a,b,c,s, ko ky,ky ks, ka, ks, k7, kg, ko, k14, k15, K16, K17, Mo} dir.

73 takdimi suna doniisiir.

kob = 1, klb = b, bkz = k3, bkz = k4,5k5 = O,Skg = kg
3 = (Y’ ac = kqg, ki7;¢ = 1,bc = kg cs =s,sc =5,
cs = SC, kiys =k, mppga =1

Tietze donlistimleri ile ks =k, Ve sc = cs = s oldugundan bk, = k,,sc = cs
iligkileri ile k, dogurayim 73 takdiminden ¢ikarilabilir.

73 takdiminde bazi drtiismeler vardir. Ornegin;

[klb = b, bkz = k3]
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Dolayisiyla bu 6rnek takdimin iliskilerinin tek tiirlii sonlanan yerine-yazma sistem
olmadigimi gosterir. Simdi iligkileri bir tek sonlanan yerine-yazma sistem olusturan
bir takdim inga edilecektir. (X|R) takdimini Cayley tablosu olarak alabiliriz dyle ki
X=aG

R = {(x12x3,x3)|x1, X5, x3 € X, x1%, = x3 € G}

R, X Uzerinde bir tek tlrli sonlanan yerine-yazma sistemi oldugu agiktir. G grubunun
birim elemani k; € X temsil edilsin. O halde e = k; alalim SLS(2,p) de saglanan
koks = k,, kokig =c, kiks =ks, ckg=ky, k;c=k; kiks=0, kigs=s,
bs =s, kiss = kig, as = kqg, kykg = kq9, kiskg = ki, k175 =5, ki7kg = ko,
kicko = ko, bkg = ko, kos = s, k1S = 5, kigks = 0, kigkg = kyo, kiske = ks,
kigc = kig, akg = kyo, kokog =ky, kikg=ky, miokis=c, miokig=s5,

mqok,o = ko, k1k1¢ = kq¢ yeni iliskiler eklemekle,

mqoa =1,kob = 1,k;b = b,bk, = k3,5ks = 0,5kg = kq
ac = kys, ki,¢ =1,bc = kqg,65 = 5,5C = S, k145 = ko, koks =k,
kokic = ¢, kiki6 = k16, k1k3 = k3, ckg = kg, k;c = k-,

I = koks = 0,kq¢4s = 5,bs = s,kq5S = kqg,as = kqg, kskg = k9,
kiskg = k19, k175 = s, k17kg = kg, k16kg = ko, bkg = kg, kos =5,
kis = s, kigks = 0, kigks = kao, kK1skg = kaq, k1gC = kig, akg = kzo,
kokg = ko, kikg = kg, myokys = ¢, myokig = s, Mygks = ko

Y’ Uzerinde iliskilerinin kiimesi tek tiirlii sonlanan yerine-yazma sistem olan bir

GLS(2,p) genel lineer matris yarigrubunu tanimlar. Burada

Y_I = {ar b' ¢S, kO' kl' kZ' k3' kS' k7' k8' k9' k14-' k15' k16' k17' k18' k19' kZO' mlO} dlr

Simdi genel lineer yarigruplar i¢in birinci temel sonucumuzu verelim.

Teorem 4.4.1. (X|R) takdimi bir sonlu G grubunun Cayley tablosu olsun. k; € X

birim elemaninin temsilcisi olsun. Yukaridaki notasyonlart ile bu takdim,
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mqioa =1,kob = 1,k;b = b, bk, = k3,sks = 0,5kg = kq
ac = kqyg,ki7¢ =1,bc = kig,cS = 5,5¢ = S5, kq4S = k7, koks =k,
kokie = ¢, kikie = k16, kiks = k3, ckg = ko, ky¢ = k7,

— = koks = 0,ki6s = 5,bs = 5,k15S = kqig,as = kqg, k- kg = kqo,
kisko = ki, k178 = 5, k17kg = ko, ki6kg = ko, bkg = ko, kos =5,
kis = s, kigks = 0, kigkg = ko, k1skg = ko, k1gC = k1g, akg = k3,
kokg = ko, kikg = ko, migkis = ¢, myokig = s, Myokz0 = Ko,

Y’ Uzerinde iliskilerinin kiimesi tek tiirlii sonlanan yerine-yazma sistem olan bir

GLS(2,p) genel lineer matris yarigrubunu tanimlar.

Ispat: Q’, 75 deki iliskilerin kiimesi olsun. R igindeki biitiin yerine-yazma kurallari
(x122, x3) (%1, x5, x3 € X) formuna sahip oldugunu hatirlayalim. Oyle ki Q' igindeki
bltun yerine-yazma kurallar1 uzunluk azaltabilme 6zelligine sahiptir. Bundan dolayi

Q' sonlanandir. Q' nun indirgenebilir oldugu agiktir. Q" nun konfluent oldugunu

gosterelim.

Ui kopie, = [(kob, 1), (bky, k3)] Uz ko bc = [(kob, 1), (be, ky6)]

Us ey bk, = [(k1b, b), (bky, k3)] Upes = [(cs, s), (sc,s)]

Us,c,sks = 1(cs,5), (sks, 0)] Us,c,s.ks = 1(c5,5), (skg, ko)]

Uzsc = [(sc,s), (cs, )] Ugp,cs = [(be, kie), (cs,5)]

Usacs = [(ac, ky5), (cs,5)] Uiokypsec = [(k14S,k7), (sc,s)]
Uit kypsks = [(k14S,k7), (sks, 0)] Uiz kypsks = = [(k145,k7), (skg, ko)]
Utz keyyes = [(k17¢,1), (cs, )] Utakyyeks = [(K17¢,1), (cko, ko)l
Uispc ko = [(be, ki), (cko, ko)] Uie,s,c ko = [(sc, s), (cko, kq)]

Ui7,kops = [(Kob, 1), (bs, s)]
Utok,gsks = [(k16S,5), (sks, 0)]
U21,k16,s,c = [(k16S,5), (sc,5)]
Uzs,b,s,k8 = [(bs, s), (skg, k9)]
Uzske,esiks = [(K15S, k1g), (sks, 0)]
Uz7kys5c = [(k1sS, k1g), (sc, 5)]
Uzo,a,sks = [(as, kig), (skg, ko)]
Ustkyysis = [(K17S, ), (sks, 0)]
U33,k17,s,c = [(ky7s,5), (sc,s)]

U18,k1b,s = [(k1b, b), (bs, s)]
Uzo,1<16,5,1<8 = [(ky65,5), (skg, k)]
Uzopsks = [(Ds,s), (sks, 0)]
Uzapsc = [(bs,s), (sc,s)]
Uzekeyssikg = [(K15S, k1g), (Skg, ko)l
Uzgasiks = [(as, kig), (sks, 0)]
Uzo,asc = [(as, kig), (sc, s)]
Usokeyrsikg = [(K17S,5), (skg, ko)]
Usarysiks = [(KoS,5), (sks, 0)]



U35,k0,s,k8 = [(kos, s), (skg, ko)] U36,k0,s,c = [(kos, s), (sc,5)]

Uz7 ke, ks = [(k1s,5), (sks, 0)] Usgiey,s.kg = [(k1s, ), (skg, ko)l
Usok,sc = [(k1s,5), (sc,s)] Usokygcs = [(k1gc, kqg), (cs,5)]
Ustkygoks = [(K1gC, k1g), (Cko, ko)l Uszkgbike = [(kob, 1), (bko, ko)l
Uz ey bk = [(k1b, b), (bko, ko)] Usamypac = [(Moa, 1), (ac, kqs)]

Ussmygas = [(myoa, 1), (as, kqg)]

Usem,gake = [(myoa, 1), (aky, kyo)]

Us7myokyss = [(myokys, ©), (k1sS, kig)]

U48,m10,k15,k9 = [(myokss, ©), (kisko, k20)]

U49,m101k18,c = [(myokys,5), (k1gC, kig)]

Uso,myokigks = [((Mm10kyg, 5), (kigks, 0)]

Us1,myokigks = [(M10k1s,5), (k1gks, k20)]

U52,k1,b,c = [(k1b, b), (bc, ky6)]

Uszacke = [(ac, ky5), (cko, ko)]

U54,k7,c,s = [(kyc, k7), (cs,5)]

Uss iy c ko = [(k7c, k7), (cko, ko)]

olur. Simdi Lemma 4.2.21 (3) kullanilarak,

Ut ko bk, icin (kob)k, » 1k, - k, ve ky(bk,) — kyks — k, olacak sekilde bazi
k, € 7" lar vardir,

Uzkobc 16N (kob)c — 1c > ¢ ve ko(bc) - kokig = ¢ olacak sekilde bazi
c eV lar vardir,

Usk, bk, 16N (kib)k, = bk, — k3 ve ki(bk,) = kiks — ks olacak sekilde bazi
ks € Y7 lar vardir,

Uy s icin (cs)c = sc — s ve c(sc) — cs — s olacak sekilde bazi s € 7" lar vardir,
Usc,s ks 16IN (¢S)ks = sks — 0 ve c(sks) = c0 — 0 olacak sekilde baz1 0 € 7" lar
vardr,

Uscskg, 16N (cS)kg = skg > kg ve c(skg) = ckg = kg olacak sekilde bazi
ko € Y Mlar vardr,

U;sc igin (sc)s » ss > s? ve s(cs) - ss - s? olacak sekilde bazi s? € 7" lar

vardir,
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Ugpcs iGin (bc)s = kigs — s ve b(cs) = bs — s olacak sekilde bazi s € 7 lar
vardr,

Ugacs iGin (ac)s — kiss = kyg ve a(cs) » as — kig olacak sekilde bazi
kyg € Y lar vardir,

Utokyasc 16N (kiaS)c = ksc > ky ve kyy(sc) = kiys — k; olacak sekilde bazi
k, € V" lar vardir,

Ut1kysks 16N (K148)ks = k7ks = 0 ve kq,(sks) = k140 — 0 olacak sekilde bazi
0 € ¥ " lar vardur,

Uiz kyasks 161N (K14S)kg = k7kg = k1o Ve k14(skg) — ki4ke — kigolacak sekilde
bazi kyo € ¥ lar vardr,

Uiz kyyes 16N (kyz¢)s > 1s > s ve ky;(cs) - ky;s = s olacak sekilde bazi
s€ YV M lar vardir,

Ut ks ke 16N (k170)kg = 1kg = kg Ve kqi7(ckg) = ki7kg — kg olacak sekilde
bazi kq € 7" lar vardir,

Uispek, 16N (b)kg = kigkg = kg Ve b(cky) — bkg — kg olacak sekilde bazi
ko € 7" lar vardir,

Uie,s,c ik, 16IN (sC)kg = skg Ve s(ckq) — sko olacak sekilde bazi skg € 7" lar
vardir,

U17,kob,s 16IN (kgb)s = 1s — s ve kq(bs) = kos — s olacak sekilde bazi s € 7" lar
vardir,

Uig,k,b,s 16N (k1b)s = bs — s ve k;(bs) - kys — s olacak sekilde bazi s € 7" lar
vardir,

Utokygsks 161N (k1S)ks = sks = 0 ve kqi6(sks) = k160 = 0 olacak sekilde bazi
0 € Y " lar vardir,

Uzokyesikg 16N (ki6S)kg = skg = kg Ve kqig(skg) = kigko = kg olacak sekilde
bazi ko € ¥'" lar vardir,

Upikyesc 16N (kygs)c = sc > s ve kig(sc) > kigs > s olacak sekilde bazi
s € Y "lar vardr,

Upopsks 16N (bs)ks » sks > 0 ve b(sks) > b0 — 0 olacak sekilde bazi

0 € Y " lar vardir,
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Uz sk 16N (bs)kg = skg = kg ve b(skg) - bkg — kg olacak sekilde bazi
ky € 7 lar vardir,

Uzapsc iGin (bs)c — sc — s ve b(sc) —» bs — s olacak sekilde baz1 s € 7" lar
vardr,

Uzs k,s,s,ks 161N (ky5S)ks = kigks — 0 ve kys(sks) = k150 — 0 olacak sekilde bazi
0 € ¥ " lar vardur,

Uz6,kys,5.kq 161N (k15S)kg = kigkg = ko V€ ki5(skg) = kqske — ko olacak sekilde
bazi koo € ' ' lar vardir,

Uz7kyss.c 16IN (kiss)c = kg = kqg Ve kys(sc) = kqyss = kqgolacak sekilde bazi
kyg € Y M ar vardir,

Uzgasks 16IN (as)ks = kigks > 0 ve a(sks) > a0 —» 0 olacak sekilde baz
0 € Y " lar vardir,

Uzoaskg 16IN (as)kg = kigkg = kyo Ve a(skg) - akg — kyolacak sekilde bazi
ko € ' lar vardir,

Usoasc 16N (as)c - kigc > kyg ve a(sc) —» as — kig olacak sekilde bazi
kyg € Y M lar vardir,

Ustkyysiks 16N (ky178)ks = sks = 0 ve ky;(sks) - k170 - Oolacak sekilde bazi
0 € Y " lar vardir,

Uszkypsig 16N (k178)kg = skg = kg Ve kqi7(skg) = ki7kg = kg olacak sekilde
bazi kg € ¥'" lar vardir,

Ussk,sc 16N (ky78)c > sc > s ve ky;(sc) - ky;s > s olacak sekilde bazi
s € Y "lar vardr,

Usakgesiks 16N (kos)ks = sks = 0 ve ko(sks) = ko0 — 0 olacak sekilde bazi
0 € Y " lar vardir,

Uss kysks 16N (koS)kg = skg = kg Ve ko(skg) = kokg — kg olacak sekilde bazi
ko € Y' " lar vardur,

Uz ky.s,c 161N (kgs)c = sc = s ve ko(sc) = kos — s olacak sekilde bazi s € 7" M lar
vardr,

Us7kysks 16N (kys)ks — sks > 0 ve ky(sks) - k;0 - 0 olacak sekilde bazi

0 € Y " lar vardir,
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Usg i, sk 16N (k1S)kg = skg = ko Ve kq(skg) = kikg — kg olacak sekilde bazi
ko € V'™ lar vardr,

Usok,s.c 16N (kys)c = sc = s ve ky(sc) - kys — s olacak sekilde bazi s € 7 lar
vardir,

Usokyges 16N (K1gC)s = kygs Ve kig(cs) = kygs olacak sekilde bazi kygs € 77" lar
vardr,

Usikygok, 161N (K1gC)ko = kigky Ve kig(cky) — kigky olacak sekilde bazi
kigkq € 7" lar vardir,

Uiz ko ko 16IN (Kob)kg = 1kg — kg Ve ko(bkq) — kokg — kg olacak sekilde bazi
ko € Y lar vardur,

Uss ke, ks 16IN (k1b)kg = bkg — kg Ve kq(bkg) — kikg — kg olacak sekilde bazi
ko € Y7 lar vardur,

Usam,gac icin (mypa)c - 1c - ¢ ve myy(ac) » myok,s — colacak sekilde bazi
c €Y M lar vardir,

Ussmypas 16N (Mpa)s = 1s - s ve myg(as) - myok,g - solacak sekilde bazi
s €YV Mlar vardir,

Usemigaks 1IN (Myo@)kg > 1kg > kg ve myo(aky) > mygkyo = kg olacak
sekilde baz1 kg € 7" M lar vardr,

Usrmiygkyss icin (myokqs)s = cs = s ve myy(kyss) » myok,g = s olacak sekilde
bazis € V' lar vardr,

Usgmokiske 161N (Mygkis)ke = ckg = kg Ve myg(kiske) = mygkso — ko Olacak
sekilde baz1 kg € 7" M lar vardr,

Usomyo kg icin (myokig)c = sc » s ve my(kigc) = myok,5 = s olacak sekilde
bazi s € ' " lar vardur,

Usomyokieks 16N (Mygkig)ks = sks = 0 ve myo(kigks) & myo0 - 0 olacak
sekilde baz1 0 € ¥ " lar vardir,

Ustimyokieks 161N (Mygkig)kg = skg = kg Ve mqo(kigks) = myok,o = ko Olacak
sekilde bazi ko € Y7 lar vardir,

Usz i, pc 16N (kib)c = bc — kg Ve ky(bc) = kikig = kg olacak sekilde bazi

— +
ki € Y’ lar vardir,
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Us3,ack, 16N (ac)ky = kiskg = ko Ve a(cky) = akg — kyq olacak sekilde bazi
kyo € ' lar vardir,

Usajercs iGN (kyC)s = kys Ve k,(cs) — k,s olacak sekilde bazi kys € 7' lar
vardir,

Ussk,ck, 16N (k;0)kg = kskg Ve  k;(cky) = k;kg olacak sekilde bazi

k-ky € 7" lar vardr.

Boylece Q' nun konfluent oldugunu ispatladik. O halde Q',Y’ Uizerinde bir tek turli

sonlanan yerine-yazma sistemidir. m

Uyari 4.4.2. T3 normal formlarinin kiimesi

{0,1, b, C, S, t, kz, k3, k7, k9) kls’ k16, k18, klg, kzo} dir-
Genel lineer yarigruplar igin Teorem 3.2.1°de verilen takdime geri dénelim.

a? = b? = 1,b = (a?"1b)*aP~1(aP’~1b)?,
+1 2
| (baP~10)? = (aba?~1h)* = (a*baP~'ba’> baP~'b)

P l=1ac=ca ,bc=ché,t?=ct=tc=t
thaP~1t = 0,b tath = a¥ théal ¢

T, =\a,b,c,

A,B,T ve C doguraylarina gore GLS(2,p) i¢in bir takdim oldugunu 3. boliimde

verilmistir.

m, takdiminde Teorem 4.3.1. de kullandigimiz kg, kq, k, k3, k4, myp,

ki1, k12, k15, k16, k17 notasyonlart ayn1 sekilde digerlerini su sekilde alalim.

2
kizc = ki1kie = k3o = (i i:)’

ioky = ases = kg = (75 D),

kist=at =k = (7 J)
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Doguray kiimesi

Z’ = {a' b, C; S’ kO’ kl, kz, k3, k4, ks, k7, k8, k9' k14, k15, k16, k17, mlo} dir.

7, takdimi suna dondistir.

kob = 1, klb = b, bkz = k3, bkz = k4_, tklO = 0, kllb = klZ
Ty =\Z' ac = kqs, ki, =1,bc = kg, tt =t,ct =t,tc =t
t?=ct=tc,mppa=1

Tietze doniisiimleri ile k3 =k, ve t?=ct=tc=t oldugundan bk, = k,,
t? = ct = tc iliskileri ile k, doguraym 77, takdiminden ¢ikarilabilir.

7, takdiminde bazi drtiismeler vardir. Ornegin;

[klb = b, bkz == k3]

Dolayisiyla bu 6rnek takdimin iligkilerinin tek tiirlii sonlanan yerine-yazma sistem
olmadigin1 gosterir. Simdi iligkileri bir tek sonlanan yerine-yazma sistem olusturan
bir takdim insa edilecektir. (X|R) takdimini Cayley tablosu olarak alabiliriz dyle ki
X=aG

R = {(x1x2,x3)|x1, X3, %3 € X, x1%; = x3 € G}

R, X Uzerinde bir tek tirli sonlanan yerine-yazma sistemi oldugu agiktir. G grubunun
birim elemani k; € X temsil edilsin. O halde e = k; alalim. SLS(2,p) de saglanan
koks = ka, kokis = ¢, kiks = k3, k1K1 = k16, Miok1s = €, k120 = k3o, k11k16 =
k3o, kizky = k31, kist = kzp, ki7t =t ky1ks = k3q, at = kzp, Mygksy = t, k3ot =
ki1, k1ot = kyy, k3ot = kap, k3¢ = kag, kaokio = 0, kgt = kyg, kiic = kyy,
ki1kio = 0,bt =t kgt = t, kot = t, kit =t yeni iliskiler eklemekle,
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Mioa = 1,kgb = 1,kyb = b, bky = ks, thio = 0, ky1b = kip, ac = kys,
ki;c =1,bc = kqg, tt = t,ct =t, tc = t, koks = ky, koki16 = C,
kiks = k3, k1ki6 = k16, M1okis = ¢, k12¢ = k3o, k11k16 = k3o,

71| K12k2 = K31, kist = k3p, k7t = €, K11k3 = k31, at = K3z, myoksy =1,

k3ot = ki1, k1ot = ki1, k3pt = K3p, k3p¢ = k3p, k3pki9 = 0,

Koyt = koo, koyC = kyp kirkyo = 0,bt = &, kot = £, kot = t, kyt = ¢

S
I

Z' Uzerinde iliskilerinin kiimesi tek tiirlii sonlanan yerine-yazma sistem olan bir

GLS(2,p) genel lineer matris yarigrubunu tanimlar. Burada

7' = {a,b,c,t ko, kq, ka, k3, kio, k11, k12, k16, k17, k30, K31, M10}-

Simdi genel lineer yarigruplar i¢in ikinci temel sonucumuzu verelim.

Teorem 4.4.3. (X|R) takdimi bir sonlu G grubunun Cayley Tablosu olsun. k; € X

birim elemaninin temsilcisi olsun. Yukaridaki notasyonlart ile bu takdim,

My =1, kob = 1,kib = b, bk, = ks, thyg = 0, ki1b = kup, ac = kis,
ki;c =1,bc = kqg, tt = t,ct =t, tc =t, koks = ky, koki14 = C,
kiks = k3, kiki = ki, Myokys = €, k12¢ = k3o, k11k16 = K30,

71| K12k2 = K31, kist = k3p, k7t = €, ki1ks = ka1, at = K3z, myoksy =1,

k3ot = ki1, k1ot = ki1, k3pt = K3p, k3p¢ = k3p, k3aki9 =0,

Koyt = kyp kysc = kyp kitkyg = 0,bt = t, kgt = £ kot = ¢, kot = t

S
I

7' iizerinde iligkilerinin kiimesi tek tiirlii sonlanan yerine-yazma sistem olan bir

GLS(2,p) genel lineer matris yarigrubunu tanimlar.

Ispat: Q’, 7, deki iliskilerin kiimesi olsun. R igindeki biitin yerine-yazma kurallar1
(x1%5,x3) (x1, %5, x5 € X) formuna sahip oldugunu hatirlayalim. Oyle ki Q' igindeki
bltln yerine-yazma kurallar1 uzunluk azaltabilme 6zelligine sahiptir. Bundan dolay1
Q' sonlanandir. Q" nun indirgenebilir oldugu aciktir. Q" nun konfluent oldugunu

gosterelim.

Ul,ko,b,kz = [(kObi 1): (kaJ k3)]
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Uz kon,e = [(kob, 1), (bc, kq6)]

Usk, bk, = [(k1b,b), (bky, k3)]
Usgey ot = [(k1b, b), (bc, k16)]

Us, = [(tt, 1), (tt, t)]

Ustk,o = [(tt, 1), (thyp, 0)]

Uz e = [(tt, 1), (tc, t)]

Ugmypac = [(myoa, 1), (ac, ky5)]
U9,k11,b,c = [(k11b, k12), (bc, kq6)]
U10,k11,b,k2 = [(k11b’ klz), (bkz» ks)]
Ur1,ace = [(ac kis), (ct, 0)]
Uizkeyy e = [(ky7¢,1), (ct, t)]

Utz mygat = [(Myoa, 1), (at, k3,)]
Uramyokist = [(M1okys, ©), (Kyst, k3z)]
Utskeyyer = [(k12€, k30), (ct, t)]

Use st = [(kist, k3z), (tt, t)]
U7kyste = [(kist, ks3z), (Ec, )]

Uig kst ke = [(K1st, k32), (thkig, 0)]
Uto,ky,e = [(k17t, 1), (t8, )]
Uzok,,te = [(kq7t, 1), (tc, t)]
Uptkeystiye = [(K17t,T), (tkyo, 0)]
Uzz,ae = [(at, ksz), (¢, 0)]

Uzsacc = [(at, ksz), (tc, 0)]
Uzaatk,, = [(at, ks;), (tkyg, 0)]
Uzs st = [(k3ot, kq1), (tt,1)]
Uzéksotc = [(k3ot, k11), (tc, t)]

Uz ksotier = [(K30t, K11), (tkig, 0)]
Uzg eyt = [(ka2t, kqp), (tt, )]
Uzoiypte = [(kiat ki), (tc,t)]
Usokeyptiy = (K12t k11), (thkig, 0)]
Uiyt = [(K32t, k32), (tt,1)]
Uszkspte = [(K32t, k32), (tc, t)]
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U3z kaptiere = [(K32t, K32), (tkqo, 0)]

Usamygksyt = [(Mioks2,t), (k3at, k3p)]

Ussmyokape = [(Mioks2, t), (k3zC, k3z)]

Usemygkspkio = [(Mi1oks2,t), (k32kq0,0)]

Us7ksyet = [(k326,k3z), (ct, t)]

Usg iyt = [(kaat, kqp), (22, 0)]
Usok,ite = [(kq1t, kq1), (Ec, )]
Usokys teyo = [(K11t, k1), k10, 0)]
Usiyyor = (k116 k1), (ct, t)]
Usz,ce = [(ct, 1), (t, )]

Uss,ce = [(ct, 1), (tc, )]

Usac iy, = [(ct, t), (tkqo, 0)]

Usse,e = [(tc, ©), (ct, )]

Usep,ct = [(be, ki), (ct, t)]

Uz kone = [(Kob, 1), (bt, t)]
Usg i, bt = [(k1b,b), (bt, t)]

Usope = [(bt, 1), (tt, )]

Usopte = [(bt, 1), (tc, )]

Usibtk,, = LB, 1), (tkyg, 0)]

Usz iyt = [(ke6t, £), (tt, )]
Us3kytc = [(ki6t, t), (tc, t)]
Usa ke thy = [(K16t,t), (tkyo, 0)]
Uss iy kiet = [(K11k16) K30), (K16t, )]
Use ke, keyet = [(K1k16:K16), (ki6t, )]
Us7 ko, = [(kot, 0), (L, )]

Usgkotc = [(kot, t), (tc,t)]
Usokotki, = L(kot, t), (tkio, 0)]

Uso k.t = [(kit,t), (tt, t)]

Ust iy tc = [(kat, ), (Ec, £)]
Us2ieythro = [(kat, 1), (tkqo, 0)]
Uss ko iyt = [(Kokie, €), (kigt, )]
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Usa i,y bt = [(k11b, ky3), (bt,t)]
olur. Teorem 4.4.1 ispatindaki gibi Lemma 4.2.21 (3) kullanilarak benzer yolla
gosterilebilir.m

Uyan 4.4.4. T, normal formlarimin kiimesi

{0,1, b, C; t, kz, k3, kll, klz, kls' k16, k30, k31, k32} dir-
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BOLUM 5
MATRIS YARIGRUPLARININ IKINCi INTEGRAL HOMOLOJISI
5.1. Ozel Lineer Matris Yarigruplarmmmn ikinci Integral Homolojisi
Sonlu bir 6zel lineer yarigruplarin ikinci homolojisini hesaplamak icin [18]
de Squier tarafindan Z nin ¢oziimlemesi asagidaki sekilde tanimlanir.
S, bir monoid olsun ve (4|R) de S icin bir takdimi olsun. Oyle ki bu takdimde

R de tek tlrli sonlanan yerine-yazma sistem olsun. Squier Z nin serbest ¢oztimlemesi

asagidaki gibi tanimlamistir.
a; @ ] €
P, 5P, > P, > Py > 70

burada P,, tek formal sembol [ ] lzerinde serbest ZS —moduldir. & genisletme

homomorfizmi

&Py Z
e([D=1

olarak tanimlanir.
Her x € A icin P, [x] formal sembollerinin kiimesi Uzerinde bir serbest
ZS —moduldir ve
61: Pl i PO
01([x]) = (x — D[]

seklinde tanimlayalim. Ayrica,
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P,, her bir (r,s) € R icin [r,s] formal sembollerinin kiimesi Uzerinde bir

serbest ZS —moduldir. x € A icin timevarimla sdyle bir fonksiyon tanimlayalim;

0/0,: A* > TA*

0/0,(1) =0
_(0/0, (W) +w (w e A" vex = yise)
a/ax(wy)‘{a/ax (w) (w € A" ve x # y ise)

Bu fonksiyon tiirev fonksiyonu adin1 alir. Simdi

d,: P, — P; fonksiyonunu

0z ([r,s]) = 2 $(0/0x (r) = 3/0y () [x]

X€EA

seklinde tanmimlariz, burada &:ZA" — ZS, donisimi A* =S ’ye dogal
homomorfizma tarafindan elde edilir.

P;, [(1y15,512) (15713, 523) ] R deki  ortiismelerin - kiimesi  tizerinde serbest
ZS —modldir. w, A*'da bir kelime olsun. u da w nin bir indirgenemez formu olsun.

O takdirde asagidaki zincire sahip olunur.

W = bi71Cq,byS1¢1 = ba1aCy, ., bgSecq = U,

b;,c; € A" ve (r;,s;) ER,i =1,...,q olmak Uizere

®: A" > P,

a
d(w) = Z ¢ (b)), si]

seklinde tanimlansin. Simdi de
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d5: P; — P, fonksiyonunu

03([(r172,512) (1273, 523)]) = 11[1a73, 23] — [1172, 512] + P(r1523) — P(51273)
seklinde tanimlayalim.
Squier (bkz. [18]), R bir tek tlrli sonlanan yerine-yazma sistemi oldugunda

asagidaki dizinin tam dizi oldugunu gosterdi.
s @ ]
P,3P, 3 PSP ST-0

Sonlu SLS(2,p) 6zel lineer yarigrubunun ikinci homolojisini hesaplamak icin bu

¢Oziimleme kullanilir.

Teorem 5.2. SLS(2,p) bir sonlu 6zel lineer yarigrubu olsun. SLS(2,p) nin ikinci

integral homolojisi i¢in degismeli bir grup takdimi bulunabilir.

Ispat: Teorem 4.3.1. de verilen ¥ iizerinde tek tiirlii sonlanan yerine-yazma sistem
olan Q yu ve Q nun kullanilmasiyla Z nin ¢6zimlemesini gz oniine alalim. Bu

cozlimleme Zgys, faktorinln uygulanmasiyla

1Q0 1Q0 10 1Q
LRP, ST QP 3 LQP, —SL® Py — 7L ® L 0

zinciri elde edilir.

Bu zincir daha basit olarak asagidaki sekilde yazilabilir.

73R % P %150

Burada P,,P, ve P; smasiyla [x](x € 7), [r,s]((r,s) €Q) ve
[(ri7y, S12) (1,73, S23)] formal semboller i¢in kiimeleri tlizerinde serbest degismeli
gruplardir.

6_2:P_2 - P, ve 6_3P_3 — P, doniisimleri swrasiyla  asagidaki  sekilde

tanimlanmaistir.
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d,[r,s] = Z [(r de gegen x lerin sayisi) — (s de gecen x lerin sayis1)][x]
X€EY
ve

6_3([(7”17”2;512)(7”27”3’523)]) = [ry13,523] — [1172, S12] + @ (11523) — P(51273)

Eger ®(w) = Y1, ¢(b))[r;, s;] seklinde ise o takdirde ®’de
q

B(w) = ) [ri,si

i=1

seklinde tanimlanabilir.

SLS(2,p) ’nin ikinci homolojisini HZ(SLS (Z,p)) = kera_z/ imd; oldugunu
varsayalim.

Teorem 4.3.1.in ispatindaki ortiismeler kullanilarak im6_3 icin bir doguray
kiimesi bulunur. ik 6nce 0_3(U1,k1,b,k2) nin bir doguray kiimesi bulalim.

@ (kiks) = [kiks, k3] ve @(bk,) = [bky, ks]
oldugundan

05 (Usk,pi,) = [bky, k3] — [kyb, b] + ®(kiks) — ®(bky)
= [k1k3'k3] - [k1b. b]
elde edilir.

Benzer sekilde asagidakiler hesaplanabilir.
a_B(UZ,b,s,a) =0,
93(Us p,sks) = [b0,0] = [bs, s1,
a_3(U4,ko,b,k2) = [k0k3:k2] - [kob; 1],
93(Usyeopis) = [bks, k7] = [kob, 1],
93(Usbisis) = [bko, ko] = [bs,s],
a_3(U7,1<0,b,k9) = [bko, ko] — [kob, 1],
a_3(Us,k1,b,k9) = [kiko, ko] — [k1b, b],
a_3(U9,ko,b,s) = [bs,s] — [kob, 1],
93(Urok,0,5) = [kss, 51— [k, b],

a_3(Ul 1,k0,s,a) =0,
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03(Usz,k0,5,5) = koko, ko] — [kos, s],
03(Usz ko 5,5) = [k0,0] = [Kos, 5],
03(Ura ey pies) = [kiky, k7] = [k1b, ],
03(Uss iy s,es) = lkko, ko] — [kys, 5],
a_3(U16,k1,s,a) =0,

a_3(U17,k1,s,k5) = [k10,0] — [k;s, s].

imds igin daha kiigiik bir doguray kiimesi oldugunu gérmek kolaydir.

Vi = [kqks, k3] — [k1b, b] V, = [kys,s] — [k1b, b]

V, = [sks, 0] — [sa, s] Vg = [kiko, ko] — k1D, b]
Vs = [koks, k2] — [kob, 1] Vo = [koko, ko] — [kos, 5]
Vy = [bko, ko] — [kob, 1] Vio = [ko0,0] — [kos, s]

Vs = [bke, k7] — [kob, 1] Vi1 = [kiky, k7] — [k1b, b]
Ve = [bkg, ko] — [bs, 5] Vip = [k10,0] — [kys, 5]

83 (Ug kg ps) = —Ve + Vo Ve 05(Uss sk ) = Ve — Vs oldugundan
B = {V1,V3,V3,Vy, Vs, Ve, V7, Vg, Vo, Vig, Vi1, Va2 }
kiimesi ima- Vi gerer.
Bundan sonraki adimda kerd, igin bir doguray kiimesi bulalim.

Her a € P, icin

a= Z ay,plkob, 1] + Z ay, plk1b, b] + z Ap i, ks [Pk, k3]

ko,bEY kq,bEY b,ky,k3€EY

+ Z g k. [sks, 0] + Z Ap ko i, [Pk, k7] + Z g ko ko [SKg) Kol

s,ks€Y b,kg,k,€EY s,kg,ko€EY

) Ggmnlkkall v ) @ lkokr kel )y, b, ko]

ko.k3,k2€EY ko.k7,kgEY b,ko€EY
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+ Z akl,kg[k1k9»k9]+ Z “ko,kg[kok9'k9]+ Z ab,s[bs's]

kq,ko€Y ko,ko€EY b,seY

+ Z as,a[sa;s] + z ako,s[kOS;S] + z akl,s[kls;s]

S,a€y ko,SEY kq,SEY

+ Z A, oalMioa, 1] + Z Qg i, K1k, k3] + 2 Ak, k, [ K1k7, k7]

mlo,QE? k]_,k3€? kl,k7E?

formunda oldugundan ve tiim katsayilar tamsay1 oldugundan a € kerd, olabilmesi

icin gerek ve yeter kosul

0=0@= ) @il + b= 1D+ ) gl + > el

ko,bEY k1,bEY kqi,k €Y
+ O i (B U] = D + Y g (Is] + [ks])

b,ky k€Y s,ks€Y
£ g 1+ kel =T+ @iy (I51+ [s] = [ks))
b,kg k€Y s,kg,ko€EY
F ) Gkl + ] = [yl

ko ks3,k,€Y
F D g kol + ] = [kel)

kok7,kcEY
£ OB+ ) D+ ) (Tl

b,kg€EY kq,ko€Y ko, ko€EY
) aps D+ ) asallal + ) (oD + ) ays(la]
b,s€Y s5,a€Y ko,SEY kq,5€Y
£ mgamal +[al =D+ ) @y ()

M10,0EY kq,k3€Y

dir.

Buna denk olarak a € kerd, olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul

D aslbl+ ) oD+ ) skl + Y ai (k]

k1,bEY k1,kg€EY kq,S€Y kqi,k3€Y
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D () B SN (I %) B S A 5.2.1)

mlo,a67 ko,bE? kl,k7E?

z ay,»([b]) + Z_akl,b[b]‘l' z Ap k, ks ([D]

ko,bEY kq1,bEY b,k k3€Y

+ z Ap kg ke, D] + Z Ak, ([]) + z aps([b]) =0 (5.2.2)

b,kgk,€Y b,kg€EY b,seY

z ay, b ([kol) + z _ako,k7,k6([k0])+ 2 Ay ko ([Ko]

ko,bEY kok7,kcEY koko€EY

F ) s+ Y @iy (ol) = 0 (5.23)
ko,SE? ko,k3,k2€7

Y 1+ D @age(Ish =0 (5.24)
S,k5E? S,kg,kgey

D @D = D (k) =0 (5.25)
ko,k3,k, €Y b,ky,k3€Y

Y G = D (] =0 (5.26)
b,ky k€Y ko ks3,ko€Y

D aalla) + ) apyya(lal) =0 (5.27)
s,a€Y M10,aEY

> Gk (ke = D gy T = 0 (5.28)
b,kg,k,€Y kok7,kcEY

> CGire D = D s T =0 (5.29)
ko k7,kcEY b,k k,€EY

z ag i [Ks] + Z g kg ko LKg] — Z g kg ko LKo]

S,k5€? S,kg,kgE? S,kg,kgey

+ z @, alMao] = 0 (5.2.10)
my0,a€EY
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Yukaridaki sistemleri kullanirsak kerd, icin bir doguray kiimesi bulunur.
A, ks = 1, @ p = —1 ve (5.2.1) in solundaki diger degerleri 0 alirsak agagidaki

doguraylar elde edilir.

W, = [k1k3’k3] - [klb: b]

Benzer sekilde (5.2.2)-(5.2.10) arasindaki denklemlerden asagidaki doguraylar elde

edilir.

= [sks, 0] — [bs, 5] W3 = [koks, k2] = [kob, 1]

= [bkg, k] — [kob, 1] = [bko, ko] — [bs, s]

= [bko, ko] — [kob, 1] = [kqko, ko] — [k1D, b]
Wg = [bs, s] — [kob, k4] Wy = [kys, s] — [k1b, b]
Wio = [koko, ko] — [kos, ] Wiy = [sks, 0] — [kos, s]
Wiy = [kiks, k7] — k1D, b] Wiz = [kiko, ko] — [k1s, 5]

Z = {Wy, W, Wa, Wy, Ws, We, Wy, We, Wy, Wyo, Wy, Wia, i3} nin kerd, icin
bir doguray oldugu goriiliir.
Simdi de B deki V leri Z deki W lar cinsinden asagidaki gosterilmistir.

Vi=w V3 =W;

Vy, = Wg = W5 + Wy Vs =W,

Ve = Ws = Ws — Wpg Vy =Wy =W; —Wip3
Vg =Wy Vo = Wiy

Vis = Wi

H,(SLS(2,p)) icin asagidaki abelyan grup takdimi elde edilir.

<Z|W1 = 0,W3 = 0,W5+W8 :O,W4:O,W6_W8 :O>
W7_W13 = O,W7 = 0,W10 =O,W12 =0

Yukaridaki takdimde bazi iliskiler gereksizdir. Gereksiz iligkileri elimine

ederek asagidaki abelyan grup takdimi elde edilir.
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P = <W13, Ws, W6’ W7, W8|W5 + Wg = 0, W6 - W8 = 0, W7 - W13 = 0)
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SONUCLAR

GL(p) (p asal) cismi lizerinden determinant1 0 ya da 1 olan 2 X 2 tipindeki matrisleri
ve 2 X 2 tipindeki matris yarigruplari i¢in bazi takdimler ele alinmistir. Bu
takdimlerin normal formlart bulunmustur. Bu matris yarigruplart i¢in tek tiirlii
sonlanan yerine-yazma sistemleri insa edilmistir. Ayrica Squier ¢dziimlemesi
kullanilarak 6zel matris yarigruplarin ikinci integral homolojisi ig¢in degismeli bir

grup takdimi
(Whs, Ws, W, W, We|[Ws + Wg = 0, Ws — Wg = 0, W, — W;3 = 0)

elde edilmistir.
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