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OZET

Anahtar kelimeler: Orlicz fonksiyonu, lacunary dizisi, invaryant yakinsaklik,
istatistiksel yakinsaklik, asimptotik denklik.

Dort bolim olarak hazirlanan bu c¢alismanin birinci boliimiinde daha sonraki
boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim ve teoremler verildi.

Ikinci boliimde, Orlicz fonksiyonu ve invaryant yakimsaklik ile istatistiksel
yakinsaklik kavramlar1 birlestirilerek bazi yeni dizi uzaylar1 tanimlandi ve bu

uzaylarin ¢esitli 6zellikleri incelendi.

Ugiincii boliimde, fark dizisi ve lacunary dizisi kullamlarak yeni asimptotik denklik
tanimlar1 verildi ve asimptotik denklikler arasindaki bagintilar incelendi.

Son boliimde ise, baz1 genel sonuglar ve arastirma problemleri verildi.
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THE  GENERALIZED  STATISTICAL  CONVERGENT
SEQUENCE SPACES DEFINED BY ORLICZ FUNCTIONS AND
STATISTICAL ASYMPTOTICALLY EQUIVALENT
SEQUENCES

SUMMARY

Key Words: Orlicz function, lacunary sequence, invariant means, statistical
convergence, asymptotically equivalence.

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, literature notices, some
fundamantel definitions and theorems will be used in the later chapters were given.

In the second chapter, by combining concepts of invariant or o - convergence,
Orlicz function and statistical convergence, some new sequence spaces were defined
and some topological properties were examined.

In the third chapter, A- lacunary statistically asimptotic equivalent sequences and
[W][Lr , - Statistically asimptotic equivalent sequences were defined and some theorems
were proved.

In the last chapter, the main results reached were summarized.
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BOLUM 1. GIRIS

1.1. Temel Tanim ve Teoremler

Bu bolimde daha sonraki bolimlerde kullanilacak temel tanim ve teoremler verildi.

Tamm 1.1.1. [20] X bos olmayan bir kiime ve K, reel veya kompleks sayilar

cismi olsun.

+: XxX—>X o KxX o X
(x,y)—>x+y (x,y)—)x.y

ikili islem olmak tlizere V a,f € K ve V x,y,z€ X igin,

1) x+y=y+x

i) (x+y)+z=x+(y+z)

iil) Vxe X igin x+6=6+x=x olacak sekilde bir # € X vardir.
iv) VxelX igin x+(—x)=(~x)+x olacak bigimde (-x)e X vardur.
v) lx=x

Vi) a.(x + y) =ax+a.y

vii) (a + ﬁ).x =ax+fx

vil) a(fx)=(a.f)x



ozelliklerini sagliyorsa X kiimesine K cismi iizerinde bir lineer (vektor) uzay adi

verilir.

Tanim 1.1.2. [20] X, K cismi lizerinde bir lineer uzay ve M de X in bir alt kiimesi

olsun. x,ye M ve a,f € K olmak lizere ax+ fyeM ise M ye X in bir lineer

alt uzay1 denir.

Tanim 1.1.3. [20] X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. ||||X —> R

fonksiyonu, V x,ye X ve V ¢ €K igin,

i [0
i) |q=0ex=0
i) orad| = e

iv) e+ <[]+

) ikilisine

ozelliklerini sagliyorsa |||| fonksiyonuna X {izerinde bir norm ve (X ,

de bir normlu lineer uzay veya kisaca normlu uzay denir.

Tanim 1.1.4. [20] X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. Eger ¢: X — R

fonksiyonu V x,ye X ve V A €K igin,

) q(Ax)=|2]q(x)

i) g(x+y)<q(x)+q(»)

sartlarini saglarsa g ya bir yar1 norm, (X , q) ya da yar1 normlu uzay denir. p ve g, X

iizerinde iki yarmorm ve (x,), X de bir dizi olmak iizere p(x,)—>0 iken



q(xn) — 0 ise, p yarmormu ¢ yarinormundan daha kuvvetlidir denir. Eger her biri

digerinden kuvvetli ise p ve g yarinormlar1 denktirler.

Lemma 1.1.1. [43] p ve g, X lizerinde iki yarinorm olsun. p nin ¢ dan daha kuvvetli

olmasi icin gerek ve yeter sart her x € X i¢in ¢g(x)< Mp(x) olacak sekilde bir M

sabitinin var olmasidir.

Tamm 1.1.5. [20] X, K cismi lizerinde bir lineer uzay olsun. Eger g: X — R

fonksiyonu

i) g(6)=0
i) VxeX icin g(x)=g(-x)
iii) Vox,yeXigin g(x+y)<g(x)+g(y)

iv) (4,) K da, (x,) de X de bir dizi olmak iizere, n—>o0 igin A, >4, ve

g(x,—x,) >0 iken g(4,x, —Ax,)—>0

sartlarini saglarsa g ye bir paranorm, (X , g) ikilisine de paranormlu uzay denir.

Tanim 1.1.6. [20] (X , ||) bir normlu uzay ve x=(x,) de X uzaymda bir dizi

olsun. Eger Ve&>0 icin n=n, oldugunda

X, —x0|| <¢ olacak sekilde bir
ny=n,(&) €N sayis1 varsa x = (x,) dizisi X, a yakinsaktir denir. x = (x,) dizisi x,

a yakinsak ise limx, = x, veya x, — x, seklinde yazilir.
n

Tamm 1.1.7. [20] (X , ||) bir normlu uzay ve x=(x,) de X uzaymda bir dizi

olsun. Eger V& >0 i¢in m,n>n, iken ||xm —xn” < ¢ olacak sekilde n, =n, (5) eN

sayist varsa x = (x, ) dizisine bir Cauchy dizisi denir.



Tamm 1.1.8. [20] (X , ||) normlu uzaymnda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu

normlu uzaya tam normlu uzay veya Banach uzay1 denir.

Tamm 1.1.9. [20] (X , g) paranormlu uzayinda alinan her Cauchy dizisi yakinsak

ise bu (X, g) uzayma tam paranormlu uzay denir.

Tamm 1.1.10. [20] x=(x,) (k=1,23,...) seklindeki reel veya kompleks terimli

biitlin  sinirlh  veya sinirsiz dizilerden olusan uzay w ile gOsterilsin.

x=(x,), y=(v,)ew ve A bir sabit say1 olmak iizere

x+y=(x +y) Ax =(Ax,)

seklinde tanimlanan islemler altinda w bir lineer uzaydir. Iyi bilinen ¢,, ¢, [, dizi
uzaylar sirasiyla, sifira yakinsayan diziler uzayi, yakinsak diziler uzayr ve smirl

diziler uzayi, w dizi uzaymin alt uzayidir ve |||| = sup k|xk| normuyla birer Banach

uzayidirlar.

Tamm 1.1.11. [20] X bir kompleks lineer uzay olmak tizere L: X — C doniisiimiine

bir fonksiyonel denir. Eger her x, y € X i¢in

L(x+y)<L(x)+L(y)

esitsizligi ger¢ekleniyorsa L fonksiyoneline alt toplamsal,
L(x+y)=L(x)+L(y)

gergekleniyorsa toplamsaldir denir. Eger her x € X ve her A skaleri igin

L(Ax) = AL(x)



ise L fonksiyoneline homojendir. Homojen ve alt toplamsal olan bir fonksiyonele alt
lineer, toplamsal ve homojen olan bir fonksiyonele ise lineer fonksiyonel denir. L

homojen bir fonksiyonel ise L(#) =0 dir ve L lineer ise

L(-x)+L(x)=L(-x+x)=L(#)=0

olup L(—x)=-L(x) dir. Buna gdre bir lineer fonksiyonel, her x,y € X ve her a ve

[ skaleri igin

L(ax+py)=alL(x)+FL(y)

bagintisini gergekler.

Teorem 1.1.1. [20] X bir lineer uzay ve Y de onun bir alt uzay1 olsun. p, X iizerinde

alt lineer bir fonksiyonel olmak iizere, eger f, Y lizerinde lineer bir fonksiyonel ve

S ()< p(x)

1se bu taktirde X lizerinde

g(x) < p(x)

olacak sekilde fnin X e bir g lineer genislemesi vardir.

Sonug 1.1.1. [20] X bir lineer uzay ve p, X iizerinde bir alt lineer fonksiyonel olsun.

Bu taktirde her x € X i¢in

F(x)< p(x)

olacak sekilde X de taniml1 bir F' lineer fonksiyoneli mevcuttur.



Hahn-Banach teoreminin sinirli dizilerin uzay1 olan [/, a bir uygulamasi, Banach

limit kavraminin dogmasina yol agmistir. Banach limitleri ilk olarak Banach [1]

tarafindan asagidaki sekilde verilmistir.

Tamim 1.1.12. [1] L, [ tizerinde tanimli bir lineer fonksiyonel olsun. Eger L lineer

fonksiyoneli

1) n=12,... 1¢in x, 20 iken L(x,)=0
i) Tx =T({x,})={x,,,} olmak iizere L(x)= L(Tx)

i) e=(1,1,1,...) olmak lizere L(e)=1

ozelliklerine sahip ise bir Banach limiti adin1 alir. L bir Banach limiti olmak iizere

her x=(x,) e/, i¢in
liminf x, < L(x,) <limsupx,

dir. Banach limitlerinin kiimesi B ile gosterilsin. ¢ uzay1 iizerindeki biitiin Banach

limitleri aymidir. Eger xec ise her LeB i¢in L(x)=I[(x)=limx, dir. Fakat

yakinsak olmayip, biitin Banach limitleri aym olan diziler de vardir. Ornegin,

x=(1,0,1,0,...) ise bu takdirde her L € B i¢in

L(x)= %[L(x) + L(Dx)] = %L(x +Dx) = %L(e) = %

dir.

Tamm 1.1.13. [1] Bir x =(x,) €/, dizisi verilsin. Her L Banach limiti i¢cin L(x)=s

ise x dizisine hemen hemen yakinsak dizi ve s ye de x in f~limiti denir.

Hemen hemen yakinsak bir dizi Lorentz [18] tarafindan asagidaki teoremle

karakterize edilmistir.



Teorem 1.1.2. [18] Bir x dizisinin bir s sayisina hemen hemen yakinsak olmasi i¢in

gerek ve yeter sart n ye gore diizgiin olarak

.oXx +Xx ,t+.. X
(x): hm n n+l n+m =g
m—o0 m+1

lim d
m-—>o0

mn

olmasidir. Hemen hemen yakinsak dizilerin sinifit ¢ ile ve s =0 i¢in sifira hemen

hemen yakinsak dizilerin sinifi ¢, ile gosterilecektir.

Schaefer [35] 6teleme operatorii altinda limitin degismezligi yerine genel bir 6teleme
operatorii  altinda Ilimitin degismezligini alarak Banach limitlerinin  bir
genellestirilmesi olan invaryant limitleri ve buna bagl olarak invaryant yakinsakligi

vermistir.

m

Tanmim 1.1.14. [35] 0:N—> N her m, n pozitif tam sayilar1 i¢in o"(n)#n olacak
sekilde bir bire-bir doniisiim olsun. x =(x,) olmak iizere siirekli bir ¢:/, >R

lineer fonksiyoneli

i) Her nicin x, 20 iken ¢(x,) >0

il) Her x el igin ¢( X)) = 0(x)

iil) e=(1,1,1,...) olmak lizere ¢(e) =1

ozelliklerini saglarsa invaryant limit veya c-limit adin1 alir. Ozel olarak o(n)=n+1

aliirsa ¢ bir Banach limiti olur.

Tamm 1.1.15. [35] Invaryant limitleri esit olan smirli bir diziye invaryant yakinsak

veya o —yakinsak dizi denir. o — yakinsak dizilerin kiimesi V_ ile gosterilir.

Teorem 1.1.3. [35] x=(x,) ve Tx=(Tx,)=(x,,,), T’x=(T"x,)=(x 0 R

o



o +Tx, +T°x, +...+T"
T"x=(T"x,)=(x,,) olarak verilsin. t,(x)= (v, + T, x"l %) ve
o (n m+

t,,(x)=0 olmak lzere x eV, olmasi igin gerek ve yeter sart n ye gore diizgiin

olarak lim¢  (x) =L limitinin mevcut olmasidir.

Bu L limitine x =(x,) dizisinin o — limiti denir ve L =o —limx seklinde gosterilir.

Ayrica o(n)=n+1 olmast halinde o —limitleri, [  lzerindeki klasik Banach

o0

limitlerine ve V_ kiimesi de hemen hemen yakinsak dizilerin f kiimesine indirgenir.

o"(n)#n olmak lizere her invaryant limit her x € ¢ i¢in ¢(x)=Ilimx anlaminda ¢

tizerindeki limit fonksiyoneline genisler.
Tanim 1.1.16. [16] Her u,, u, € R igin

M) < %[M(umM(uz)]

esitsizligini saglayan reel degerli M fonksiyonuna konvekstir denir.

Teorem 1.1.4. [16] M (a) =0 sartin1 saglayan her konveks M (u) fonksiyonu, p(¢)

azalmayan, sagdan siirekli bir fonksiyon olmak iizere
M) = [ p(t)dt

formunda temsil edilebilir.

Tanmm 1.1.17. [12] Asagidaki sartlar1 saglayan M :[0,00) —[0,00) fonksiyonuna,

Orlicz fonksiyonu denir.

i) M(0)=0,
i1) Her x i¢in M (x)>0,



i11) Siirekli, azalmayan ve konveks,

1v) x > o iken M(x) > .
Tanim 1.1.18. [16] M bir Orlicz fonksiyonu olsun. # >0 olmak {izere,
M (2u) < KM (u)

olacak sekilde bir K >0 sabiti varsa M, u nun biitiin degerleri i¢in A, sartini

sagliyor denir. A, sart1, / >1 ve u nun biitiin degerleri i¢in
M (lu) < KIM (u)

esitsizligine denktir.

Tanim 1.1.19. [5] 6 = (k,) pozitif tamsayilarmn bir dizisi

i) k, =0
i) 0<k <k,

i) r >0 igin h, =k, —k,_, > ©

sartlarim1 saglasin. Bu durumda & ya bir lacunary dizisi denir. Burada & ile

belirlenen araliklar /. = (k, ,k.] ve k, orant da g, ile gosterilir.

r-1

Teorem 1.1.5. [19] q,, b,eC, 0<p, <supp, =H ve D=max(1,2"") olmak
tzere

lac+b, " < D(ja, " +[b.]" ) (1.1.1)

dir.
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Lemma 1.1.2. [40] (p,) ve (7,) iki reel say1 dizisi olmak iizere m,(r) = m,(p)

olmasi i¢in gerek ve yeter sart O6(K)=1 1 saglayan K < N kiimesi igin

lirIP }(nf Pr >0 olmasidir.

Lemma 1.1.3. [40] 2 =inf p, ve G =sup p, olsun. Bu takdirde asagidakiler denktir:

(1) G<oo ve h>0 dir.
(i1) m(p)=m dir.

Buradaki m(p) uzay1 Sayfa 18 de tanimlhidir.

1.2. Istatistiksel Yakinsakhik

Bu bdliimde, dncelikle yogunluk kavrami tanitilarak bunun yardimiyla istatistiksel
yakinsaklik kavrami tanitilacak ve bu tezde kullanilan istatistiksel yakinsaklikla ilgili
tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 1.2.1. [22] K, N dogal sayilar kiimesinin bir alt kiimesi ve

K,={k<n:keK}

olsun. |Kn , K, kiimesinin eleman sayisini gdstermek lizere eger
|k,

o(K)=Ilim—=
n—o0 n

mevcut ise 9(K) sayisina K kiimesinin yogunlugu denir.

K kiimesi sonlu elemanli bir kiime ise 6(K)=0 oldugu agiktir. 6(K)=0 ise K

kiimesine sifir yogunluklu denir. Dogal sayilarin her bir sonlu alt kiimesi de sifir
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yogunlukludur. Ayrica dogal sayilar kiimesinin yogunlugunun 1 oldugu kolayca

gorilebilir. Bir B kiimesi ¢(B) yogunluguna sahip ise 6(N\ B)=1-06(B) dir.

Tanmm 1.2.2. Bir x =(x,) dizisinin terimleri sifir yogunluklu bir kiime hari¢ diger
biitlin & degerleri icin bir P 6zelligini sagliyorsa bu takdirde (x,) dizisi hemen

hemen her £ i¢in P 6zelligini sagliyor denir ve “h.h.h.k.” seklinde gosterilir.

Sifir yogunluklu kiime tanimindan hareketle istatistiksel yakinsak dizi tanimi

asagidaki sekilde verilmistir.

Tamm 1.2.3. [6] x =(x,) bir kompleks say1 dizisi olsun. Eger her & >0 i¢in
5{k£n:|xk—L|23}:0
yani,

1iml{kgn:|xk—L|Zg}\=o

n—o n

ise x=(x,) dizisine L sayisina istatistiksel yakinsak denir ve stat—limx=L veya

stat

x, — L olarak gosterilir. Istatistiksel yakisak dizilerin uzay1 c ile gosterilecektir.

Tanimdan da anlagilacag: lizere, eger x dizisi L sayisina istatistiksel yakinsak ise, L
sayisinin herhangi bir ¢ komsulugunda dizinin sonsuz ¢oklukta terimi bulunurken
bu komsulugun disinda, indis kiimesinin yogunlugu sifir olmak kosulu ile, yine
diziye ait sonsuz c¢oklukta terim bulunabilir. Bu ise istatistiksel yakinsakligin adi

yakinsakliktan daha genel oldugunu gostermektedir. Boylece yakinsak diziler uzayini
c ve istatistiksel yakinsak diziler uzaymi da c ile gosterecek olursak ¢ cc oldugu

aciktir. Yani yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Fakat bu 6nermenin karsiti

her zaman dogru degildir. Bununla ilgili olarak asagidaki 6rnek verilebilir.
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Ornek 1.2.1. m e N olmak iizere, x = (x,) dizisi

M I, k=m’
g 0, k#m’

seklinde tanimlansin. Bu dizi adi anlamda yakinsak degildir. Fakat her ¢ >0 icin

0<|{k<n:|x|2el|<[{k<n:x, =0} <n

oldugundan
0< 1iml\{k <n:x, #0}|< lim£= 0
n—x0 n n—x0 n

bulunur. Boylece stat —limx =0 elde edilir.

Klasik analizde yakinsak diziler i¢in verilen teoremlerin benzerleri asagidaki sekilde

verilir.

Teorem 1.2.1. [3] x=(x,) ve y=(y,) istatistiksel yakinsak diziler ve «,f

skalerler olmak tizere

(1) stat —lim(ax+ fy) = a.stat —lim x + f.stat —lim y
(1) stat —lim(xy) = (stat —lim x)(stat —lim y)

(iii)) k e N ve (Tx,) = x,,, olmak iizere stat —lim x = stat —lim(Tx)

dir.

Teorem 1.2.2. [3] Bir reel say1 dizisinin istatistiksel limiti varsa tektir.

Teorem 1.2.3. [38] Her neKcN igin x, <y <z, JK)=1 ve

stat—limx, = stat —limz, = L olsun. Bu takdirde, stat—limy, = L dir.
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Teorem 1.2.4. [38] o6(K)=1 olmak iizere ne KN icin x, <y olsun. Eger

stat—limx, ve stat—limy, mevcutise stat—limx, <stat—Ilimy, dir.



BOLUM 2. ORLICZ FONKSIYONLARI TARAFINDAN
TANIMLANAN ISTATISTIKSEL YAKINSAK DiZi UZAYLARI

Konveks fonksiyonlar teorisinin temeli, 1906 da J. Jensel ile olusturulmus, 1934 de
G. Hardy, J. Littlewood ve G. Poyla tarafindan yazilan “Inequalities” isimli eserde
konveks fonksiyonlar ayrintili olarak incelenmistir. 1931 yilinda Z.W. Birnbaum ve
W. Orlicz konveks fonksiyonlarin 6zel bir sinifinda yer alan N-fonksiyonlari
tanimlamigtir. N-fonksiyonlarin ayrintilt bir incelemesi, 1961 de M.A. Krasnoselskii
ve Y.B. Rutickii [16] tarafindan “Convex functions and Orlicz spaces” adli
calismayla yapilmistir. 1991 de M.M. Rao ve Z.D. Ren [27] “Theory of Orlicz
Spaces” adli calismada, N-fonksiyonlarin daha kapsamli ve sistematik bir
incelemesini verdiler. Bir N-fonksiyonu ile Orlicz fonksiyonu arasinda ¢ok yakin bir

iliski vardir.

M (a) =0 olacak sekildeki her konveks fonksiyonun
M (u) = [ ptydt

seklinde bir integral gosterimine sahip olmasi, bu konveks fonksiyonun sahip oldugu

ozellikleri, p(t) fonksiyonu ile inceleme imkani tanir.

W. Orlicz, |, uzaymnin insasinda t° fonksiyonun rol oynamasindan esinlenerek, t°

yerine daha genel bir M fonksiyonu alip, z M (|ak |) serisi yakinsak olacak sekildeki
k=1

tiim (ak) dizilerinin kiimesinde calisilabilecegi fikrini dogal bularak, bu sekildeki

dizilerin kiimesinin bir Banach uzay1 yapisina sahip olmasi i¢in M iizerinde ne gibi

kisitlamalar yapilmasi gerektigini arastirmigtir.
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Orlicz fonksiyonu ile tanimlanan Orlicz dizi uzay1r 1971 yilinda Lindenstrauss ve

Tzafriri [17] tarafindan

Iy = {X € W:i M (mj <o, bazi p>0 lar igin}

k=1 P

seklinde tanimlanmistir. Bu uzay
||x||:inf{p>o;§m (MJSI}
k=1 P

normu ile birlikte bir Banach uzayidir. Ayrica, |, uzayi, 1< p<o olmak iizere

M (x)=|x|" oldugunda bir Orlicz dizi uzay1 olan |, uzayt ile yakin iliskilidir.

1994 yilinda, S.D. Parashar ve B. Choudhary [23], pozitif reel sayilarin siirlt bir

Pk
= X
(pk) dizisini kullanarak, l,, uzayinin, bir p>0 reel sayisi i¢in Z{M [uﬂ serisi
Yo,

k=1
yakinsak olacak sekildeki (Xk) dizilerinin uzay1 olan |, (p) ye genellestirmesini

verdiler. Ayrica iizerinde tanimladiklart bir paranormla I, (p) uzaymin tam

oldugunu da gosterdiler.
2.1. Istatistiksel Yakinsak Dizi Uzaylar

Istatistiksel yakinsaklik fikri ilk defa Steinhaus [37] tarafindan bir konferansta ortaya
atilmistir. Daha sonra Fast [4] tarafindan c¢alisilmistir. Bu konunun toplanabilme
teorisiyle iligkisi Schoenberg [36] tarafindan verilmis ve Salat [29], Fridy [6], Fridy
ve Miller [7], Fridy ve Orhan [8,9] tarafindan ayn1 6zelliklerin incelenmesine devam
edilmistir. Istatistiksel yakinsakligin fonksiyonel analiz agisindan énemi Connor 1n

[3] yaptig1 calismayla ve trigonometrik serilerde uygulamasi da Zygmund un [44]
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yaptig1 ¢alismayla ortaya konmustur. Ayrica Savas [30], Savas ve Nuray [34], Kolk
[14,15], Tripathy [39,42], Rath ve Tripathy [28], Tripathy, Altin ve Et [41]
istatistiksel yakinsaklig1 cesitli sekillerde kullanmis ve ¢calismislardir.

Invaryant yakinsaklikla, istatistiksel yakinsakligin iliskisi Savas ve Nuray [34]

tarafindan asagidaki tanimla verildi.

Tamm 2.1.1. [34] Her ¢ >0 i¢in m ye gore diizgiin olarak

liml‘{k <n: ‘Xak(m) - L‘ > g} =0

n—oo n

ise X=(X,) dizisine L sayisina o —istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda

stat,,
stat, —limx=L veya X, — L olarak gosterilir. o —istatistiksel yakinsak dizilerin

uzay1

E(O‘) = {X :bazi L ler igin stat, —lim X = L}

seklinde tanimlanir. Yukarida tanimlanan uzay L =0 igin Eo(a) uzayina, invaryant

limit yerine adi anlamda limit alindiginda ise Fridy [6] tarafindan ¢alisilan c uzayima

indirgenir.

Ayrica p=(p,) kesin pozitif reel say1 dizisi olmak iizere, ¢ ve Co uzaylar1 Tripathy

ve Sen [40] tarafindan

— stat
c(p)= {(Xk) € W2|Xk - L|pk —0, kK > o, baz1 L ler ig:in}

— stat
co(p):{(xk)ew:|xk|pk —0, k= o0

uzaylarina genellestirildi. Burada ayn1 zamanda
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1. () ={(%) € w:supx|" <oo

olmak iizere m(p)= c( PNl (p) ve my(p)= Eo( p)NIl (p) uzaylarmin da

M = max(l,sup p,) olmak iizere
Py
9(x) = sup|x,| L

paranormuyla birlikte birer paranormlu uzay olduklar1 gosterildi.

2.2. Orlicz Fonksiyonlar1 Tarafindan Tamimlanan Paranormlu o -istatistiksel

Yakinsak Dizi Uzaylari

Bu béliimde Orlicz fonksiyonu ve invaryant limit kavramlar1 kullanilarak bazi yeni

dizi uzaylar1 tanimlandi.

Tanmm 2.2.1. p=(p,) bir pozitif reel say1 dizisi ve q bir yarmorm olmak iizere

(X,q) uzay1 C kompleks sayilar cismi iizerinde tanimli yarmormlu bir uzay olsun.

Asagidaki dizi uzaylarini tanimlayalim:

Pk
— X, —-L stat
c(o, M, p,g,8)={ (x) el (X): k5[|v| (q[—“ @ m — 0, k>, n ye gore
Y2

diizgiin,s > 0, baz1 p >0 lar i¢in, L € X},

Px
— X ¢ stal
Co(o,M, p,0,8)={ (%) el (X) : k{M (q(“—“m 5 0, k>, n ye gore
Y2,

diizgiin, S > 0,baz1 p > 0 lar i¢in},

Pk
X
l.(o,M, p,q,s)={(x) el (X) : supks[M (q[“—”m < ©,5>0, bazi p >0 lar
k,n P

i¢gin},
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X

P
i -L
W (o, M, p,q,8)={(x) el (X): lim%Zk{M {q(Lm = 0, n ye gore
J k=1 P

diizgiin, s > 0, bazi p > 0 lar igin} .
m(o,M, p,q,s) =c(o,M, p,q,s) NI, (o, M, p,q,5)
Ve
m,(o,M, p,0,5) =Co(o, M, p,q,5) Nl (o, M, p,q,5)
olsun.

Eger M(X) =X, q(x)=|x

,$=0 ve o-limit yerine adi anlamda limit alinirsa

yukarida tanimlanan uzaylar Tripathy ve Sen [40] tarafindan tanimlanan sirasiyla

o(p) =1 (x)ew: [x ~L* 5 0, k>oveLeX],
— D stat

Co(pP)={(X)ew: |Xk| “—> 0, k> oo},
L(p)={ (x) ew: suplx|* <co}.

m(p) =c(p)n1,(p)

\%

m,(p) = Co(p) NI, (P)

uzaylaria indirgenir.
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Teorem 2.2.1. c(o,M,p,q,5), Co(o,M,p,q,5), m(c,M,p,q,s) ve

m,(o,M, p,q,s) uzaylar birer lineer uzaylardir.

Ispat. (x,), (yk)eE(U,M,p,q,S) olsun. Bu takdirde k >, n ye gore diizgiin

olmak iizere,
X, —-K a stat
k*|M|q] =2 — — 0
P
ve

olacak sekilde p,, p, pozitif reel sayilar1 ve K, L € X mevcuttur.

a, p skaler olmak lizere p, = max(2|a| P2 ﬂ| p,) olsun. Bu takdirde (1.1.1.) den

k— o, n ye gore diizglin olmak iizere,

- {M [q[axak(n) +BY sy — (@K + L) }] k

P

1Pk
X, —K . —L
Skfs M q o’ (n) +q yo‘ (n)
2p 2p, ]
ol x, -K y. —LN]"
<k®—|M|q <0 |+M|q| 2> —
2k_ P P>
1Pk r P
X, —-K . —L stat
<Dk (M| q = — +k*|M|q Yow ™" 15 0
P | P
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elde edilir.

Boylece E(O‘, M, p,q,s) uzay1 bir lineer uzaydir. Diger uzaylar i¢in benzer islemler

yapilarak ispat elde edilir.

Teorem 2.2.2. m(c,M,p,q,8) ve m,(co,M,p,q,s) uzaylart H =max(l,sup p,)

olmak iizere,

X
g(x) =inf{p"™" : supk *M [q(a—(mjlﬁ 1, n ye gore diizgiin, s >0, p >0 ve me N}
‘ p

ile birlikte birer paranormlu uzaylardir.

Ispat. ispati m (c,M, p,q,s) uzay i¢in yapalim. Diger uzay igin benzer yolla ispat
yapilabilir. Her xemy(o,M, p,q,s) i¢in g(x)=g(-X) veg(d)=0 oldugu agiktir.

X, Yyem,(c,M,p,q,s) olsun. Bu takdirde n ye gore diizgiin olmak iizere,

Ve

olacak sekilde p,, p, >0 sayilar1 mevcuttur.

P = p, + p, olsun. M nin konveksliginden n ye gore diizglin olmak lizere
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X  +Y« X . V.
SupkfsM q _om “Tom < Supk’sM J2! q o (n) n Y2 q o (n)
‘ P ‘ atp A ) Ate P

X
<P supk M | q| =2
PPy &

Y «
+Lsupk‘sM q === | <1
Ptp,

elde edilir. Boylece yukaridaki esitsizlikten

Xa“(n) + yokm)

g(x+Yy)=inf { p™": supk™M {q(
‘ p

B < 1, n ye gore diizgiin, p > 0}

Xa*(n)

<inf{p,""" :supk M| q —D <1, n ye gore diizgiin, p, > 0}
k Py

Y .
+inf{p, M supk ™M | g "—(”)j] <1, n ye gore diizgiin, p, > 0}
k P>

=g(x)+9(y)
olur.

Simdi skalerle ¢arpimin siirekli oldugunu gosterelim. A #0 olmak iizere A bir

kompleks say1 olsun. Bu takdirde r = P olmak iizere g nin tanimindan

4

AX
g(Ax) =inf{p"™'" :supk*M {q[ 7@ J] <1, n ye gore diizgiin, p > 0}
K P

=inf{r|2

X
P supk M (q( ) D <1, n ye gore diizgiin, r > 0}
k r

elde edilir. |1 /1|H) oldugundan |4 P/t < (max(1,|/1|H N/ dir. Boylece

Pr < max(l,
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g(Ax) <

X i
(max(1, /1|H N inf{(r)™™ : supk =M (q[“—(mn < 1, n ye gore diizgiin, r > 0}
k r

A" N g(x)

= (max(l,

olur. Yukaridaki esitsizlikten g(x) >0 veya A —0 iken ¢g(AX)—> 0 oldugu
gorilir. Boylece m(o,M, p,q,s) ve m,(co,M, p,q,s) uzaylar g ile birlikte birer

paranormlu uzaydir.

Teorem 2.2.3. (X,q) tam yarmormlu uzay olsun. Bu takdirde m(c,M, p,q,s) ve

m,(o,M, p,q,s) uzaylar: tamdir.

Ispat. Ispat1 m,(c,M, p,q,s) uzayr igin yapalim. Diger uzay igin ispat benzer

sekilde yapilabilir. Her k,ne N icin X =(x’, ), m,(o,M,p,q,s) uzaymnda bir

()
Cauchy dizisi olsun. Cauchy dizisi tanimindan i, j > iken g(x'—x')—0 dir.
Verilen bir £ >0 sayisi igin % >0 olmak tlizere r >0 ve 6 >0 sayilart alinsin. Bu
takdirde her i, j > N ig¢in,

X —xh)y<£
a( )<r5

olacak sekilde pozitif bir N sayis1 mevcuttur. g paranormunun tanimindan

i j

X =X
inf{p"" :supk *M [q[MH <1, n ye gore diizgiin, p > 0} < %
k P r

dir. Buradan x' nin (X,q) da bir Cauchy dizisi oldugu goriiliir. Boylece 0< & <1

olmak iizere her bir & sayist ve her i, j > N igin
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q(x' =x)<e
olacak sekilde pozitif bir N sayis1t mevcuttur. M nin siirekliliginden

x' —lim x
supk™*M | g ——|<1
: p

bulunur. Buradan

olur. p lar izerinden infimum alinirsa her i >N ve j— oo igin

inf{p"/" :supk*M [q(x _XDSI}<5
‘ p

dur. X' em,(o,M, p,q,s) ve M siirekli oldugundan x e m (o, M, p,q,s) elde edilir.

Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 2.2.4. M, ve M,, A,- sartin1 saglayan iki Orlicz fonksiyonu olsun. Bu

takdirde, Z =E,m, Co ve m, olmak tizere,

(@) Z(o,M,,p,q,8)c Z(0,M, >M,, p,q,5)
(i) Z(o,M;, p,q,8)"Z(o,M,, p,0,8) < Z(0,M,; + M,, p,q,s)

dir.
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Ispat. (i) Ispatn bu kisnum yalmzca Z =Co icin yapalim. Diger durumlar benzer
sekilde ispatlanabilir. (X, )€ Eo(a, M, p,q,S) olsun. Bu takdirde verilen bir 0 <& <1

say1sl i¢in,

B = max [l,sup{M2 [Wﬂ J

veE

X k Px .
K={keN:ks[Ml{q[”—(”’D] <=} (2.2.1)
o, B

olmak iizere O(K)=1 olacak sekilde Nnin bir K altkiimesi vardir. Eger
. X & .
a, =k™)"™M,| q =2 || alinrsa af < E<1 ve buradan da a, <1 elde edilir. M
yo,

nin konveksliginden

. X || & b
(MZ Ml)(q( D ]J_MZ((kS)l/pkjSakMz((k5)1/ka

olur. Bu son esitsizlikten

Pk
k*[M,(a)]" < k{Mz[ﬁﬂ <kB(a )™ <B(a)* <&

dur. Boylece (2.2.1.) den verilen bir & >0 sayis1 i¢in

[l
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olacak sekilde p >0 sayis1t mevcuttur. Sonu¢ olarak (X,)e Co (o,M, oM, p,q,s)
elde edilir.

Teorem 2.2.5. p =(p,) pozitif reel say1 dizisi, g, ve ¢, de X {izerinde iki seminorm

olsun. Bu takdirde Z = E, m, Co ve M, olmak iizere,

Z(o,M, p,q,,8)NZ(o,M, p,q,,8) # D

dir.

Ispat. Teoremin ifadesindeki dizi uzay1 siniflarinin her birine en azindan sifir dizisi

dahil oldugundan ispat kolayca tamamlanir.

Asagidaki onermede, dizi uzaylarn arasindaki kapsama bagintilart ve ¢, ve 0, ye

bagli olan kapsama bagintilar1 ispatsiz olarak verilmistir.

Onerme 2.2.1. M, A,- sartim saglayan Orlicz fonksiyonu ve @, ve @, de X

tizerinde iki yariorm olsun. Bu takdirde,

(i) Co(,M, P.0,,5) S C(0. M, P.4.9),

(i) my(o.M, p,q,,8) = m(o, M, p.q,.5),

(i1) Z =c,m, Co ve m, olmak tizere

Z(o,M,p,q,,8)"Z(o,M, p,0,,8) c Z(o,M, p,q, +0,,9),

(iv) Z =c,m, Co ve m, olmak tizere, eger ¢, yarmormu ¢, den daha kuvvetli ise
Z(o,M,p,q,,s) = Z(o,M, p,q,,s)

dir.
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Onerme 2.2.2. (p,) ve (t,) dizileri igin m,(c,M, p,q,s) 2 m,(c,M,t,q,s) olmasi
icin gerek ve yeter sart o(K)=1 sartiz1 saglayan K <N icin lirp inf % >0
c k

olmasidir.
Ispat. Lemma 1.1.2. den kolayca goriiliir.
Asagidaki Sonug Onerme 2.2.2. nin bir sonucudur.

Sonuc¢ 2.2.1. (p,) ve (t,) dizileri icin my(o,M, p,q,s)=m,(c,M,t,q,s) olmasi

icin gerek ve yeter sart 5(K)=1 sartin1 saglayan K <N i¢in lirﬂ(nf %>0 ve
© k

liminf t—" >0 olmasidir.

keK pk

Onerme 2.2.3. h=inf p, ve G =sup p, olsun. Bu takdirde asagidakiler denktir:

(1) G<o ve h>0,
(i) m(o,M, p,q,s) =m(o,M,q,s).

Ispat. Lemma 1.1.3. den kolayca goriiliir.

Teorem 2.2.6. p=(p,) dizisi, inf p, >0 olmak iizere negatif olmayan, sinirl reel

say1 dizisi olsun. Bu takdirde,
m(o,M, p,q,s)=W(o,M, p,q,s)N1, (o,M, p,q,s)
dir.

Ispat. (x,)eW(o,M,p,q,s)NI_(o,M,p,q,s) olsun. Bu takdirde, diiz gizgiler

kiime i¢indeki eleman sayisin1 géstermek iizere, verilen bir & > 0 sayisi i¢in
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olur. Yukaridaki esitsizlikten (x,) € m(c,M, p,q,s) oldugu goriiliir.

Tersine, (X, ) em(o,M, p,q,s) olsun. Bu takdirde k — o0, n ye gore diizgiin olmak

lizere,

Ve

_I_
Il
i
A
N
~
1
<
7\
o]
VR
x
qr
S ‘3
[
—
N—e
N
| — |
=
\V;
N | &

olsun. (X,)em(o,M, p,q,s) oldugundan j— oo, n ye gore diizgiin olmak iizere

@—)O dir ve her j>n, i¢in @

<

2 olacak sekilde bir n, pozitif

tamsay1s1 mevcuttur. O halde j > n, igin

bl et
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1 X L Py
N L e
JkeLj p

& &

olur. Boylece (x,)eW(o,M,p,q,5)NI (o,M,p,q,s) elde edilir. Bu da ispati

tamamlar.
Asagidaki Sonug 2.2.2 yukaridaki teoremin sonucudur.

Sonuc¢ 2.2.2. p=(p,) ve t=(t,) dizisi, inf p, >0 ve inft, >0olmak iizere negatif

olmayan, smirli reel say1 dizisi olsunlar. Bu takdirde,
W(o,M, p,q,s)nl_ (o,M, p,q,5) =W (o,M,t,q,5) NIl _(c,M,t,q,3)
dir.

Teorem 2.2.7. q, Xiizerinde bir yarinorm olsun. Bu takdirde,

(i) W(o,q) c c(o,9),
(i) (%) €l (0,q) ise c(o,q) cW(o,q),

(ifi) 1, (o,0) N c(o,q) =1, (0,9) "W (0, )
dur.

Ispat. (i) &> 0 verilsin ve (x, ) eW(o,q) olsun. O halde,

i i
XCHEENDY q(xak(n)—L)Z‘{ks j1q0x, (n)—L)Zg}‘.g

a0, ~L)ze
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(i) (%) el (o,q) oldugundan q(x " L) <K olacak sekilde pozitif bir K sayis1

mevcuttur. (X, ) EE(U,C]) olsun. ¢ >0 verilsin. O halde her neN ve > j, i¢in

&
< —
2K

&
TR

olacak sekilde j, €N vardir. L= {k <X, w7

i> ], i¢in
1 i
Tkz: q(xo.k(n) k;_: q(xo.k(n) L) +— z q(xo.k(n)

&
( )K 1(2)—<9

olur. Boylece (X,) eW(o,q) elde edilir.

(iii) Ispat (i) ve (ii) den agiktir.

L)> %} diyelim. O halde her

L)

Teorem 2.2.8. M bir Orlicz fonksiyonu ve 0<inf p, < p, <sup p, < olsun. Bu

takdirde,

W (o, M, p,q)  ¢(5,9)

dur.

Ispat. (x,) eW (o, M, p,q) olsun. O halde j — oo igin n ye gore diizgiin olarak
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j x, —L)]™ i x, —L)]™
%Z{M(q[—””’ m = Y |m q(—‘””’ B
k=1 P J k=t P
1Pk
1 i X, —-L
+— M|q 2 —
LS ﬂ

q(xak(n —-L)<eb

Zl_ i min{[M (gl)]infpk ,[M (gl):lsuppk}
>l 50, 02 e min [ ) [ ()]

olur. Boylece (X,) € E(O‘, q) elde edilir.

Teorem 2.2.9. M bir Orlicz fonksiyonu ve 0<inf p, < p, <sup p, < olsun. Bu

takdirde,

c(o,q) N1, (5,0)=W (o, M, p,a) Nl (0,q)

dur.
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Ispat. Teorem 2.2.8. den, yalmzca E(O‘, Qnl (o,9)cW(o,M,p,q)nI_(c,9)
kapsamasinin  varligin1  gostermek yeterlidir. (X, ) € E(U, )Nl (o,q) olsun.
(%) €l (o,q) oldugundan her k,ne N icin q(x , " L) <K olacak sekilde pozitif

bir K sayist mevcuttur. O halde her bir j e N igin

(], 2 L)
AL
3w []]

SR G

-L)<e

Smax{[M(T)]‘“”’k,[M(T) S“”"k} —‘ k<jiae,, —L)z g}‘

+max{[M (81):|mfpk ,[M (81)]Suppk} ;

olur (E:T =¢g). (Xk)EC(O' q) oldugundan (x,)eW(o,M, p,q)Nl (o,q) elde
P

£
P

edilir.



BOLUM 3. iISTATISTIKSEL ASIMPTOTIK DENK DiZiLER

Asimptotik denk dizi ve asimptotik regililer matris tanimlar1 Pobyvanets [26]
tarafindan verildi. Marouf [21] tarafindan asimptotik denk diziler arasindaki iligki ve
bu denklik ile ilgili diziden diziye matris doniisiimleri incelendi. Pobyvanets [26] in
tanimlarina benzer olarak L carpanli istatistiksel asimptotik denk dizi ve istatistiksel
asimptotik regililer matris tanimlar1 Patterson [24] tarafindan verildi. Ayrica,
asimptotik denk diziler, Savas ve Basarir [31], Patterson ve Savas [25], [32]

tarafindan da calisilmustir.

3.1. A - Lacunary Istatistiksel Asimptotik Denk Diziler

Bu boélimde, once A -asimptotik denklik tanimi verilerek, daha sonra lacunary
istatistiksel asimptotik denklik kavrami fark dizisiyle birlikte diisliniiliip yeni
asimptotik denklik tanimlar1 verilmistir. Bu tanimlara ilave olarak bazi kapsama

bagntilart da ispatlanmistir. Bu tanimlar1 vermeden 6nce, asimptotik denklikle ilgili

yapilan ¢aligsmalarda elde edilen tanimlar asagidaki gibidir:

Tamm 3.1.1. [21] x=(X,) ve y=(Y,) pozitif iki dizi olmak {izere, eger

ise X ve y dizilerine asimptotik denk diziler denir ve X ~ y seklinde gosterilir.

Tanim 3.1.2. [24] X=(X,) ve Y=(Y,) pozitif iki dizi olsun. Eger, her & >0 icin,
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kL

1{ksn:x—

lim—
n—oo n yk

=0

2ol

oluyorsa X ve y dizilerine L carpanli istatistiksel asimptotik denk diziler denir ve

SL
X~y seklinde gosterilir.

Tamm 3.1.3. [25] @ bir lacunary dizisi ve X=(X,), Y=(Y,) pozitif iki dizi olsun.

> g}
Sy

ise X ve Yy dizilerine L ¢arpanli S,-asimptotik denktir denir ve X~y seklinde

Eger her ¢ >0 i¢in

{kelr:
h,

LY
Yi

limi =0

r—o0

gosterilir.

Tamm 3.1.4. [2] Her ¢ >0 igin

liml{kSn:|AXk—L|25H=O

n—oo n

ise X= (X, ) dizisi L sayisina A -istatistiksel yakinsaktir denir. A -istatistiksel yakinsak

dizilerin kiimesi S(A) ile gosterilir.

Tamm 3.1.5. [11] @ bir lacunary dizisi olsun. Eger her ¢ >0 i¢in

1imi{ke |, :ax, — L= &f[=0

r—oo

ise X= (X, ) dizisi L sayisina A -lacunary istatistiksel yakinsaktir denir ve A -lacunary

istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S,(A) ile gosterilir.



34

Tanim 3.1.6. [11] X= (X, ) herhangi bir dizi olmak iizere, eger

ise X= (X, ) dizisi L sayisina A -Cesaro toplanabilirdir denir ve A -Cesaro toplanabilir

dizilerin kiimesi (0'1 )(A) ile gosterilir.

Tanmmm 3.1.7. [11] X= (X, ) herhangi bir dizi olmak iizere, eger

1imlzn:|Axk -L|=0

n—oo n k=1

ise X=(X,)dizisi L sayisina kuvvetli A-Cesaro toplanabilirdir denir ve kuvvetli

A -Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi |o;|(A) ile gésterilir.

Tanim 3.1.8. [11] @ bir lacunary dizisi olsun. Eger

ise X=(X,)dizisi L sayismna kuvvetli A-lacunary yakinsaktir denir ve kuvvetli

A -lacunary yakinsak dizilerin kiimesi N, (A) ile gosterilir.

Tammm 3.1.9. [11] Xx=(X,) herhangi bir dizi olmak {lizere, eger m ye gore diizgilin

olarak

limlzn]Aka ~-L|=0

n—oo n k=1
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ise X=(X, ) dizisi L sayisina kuvvetli A-hemen hemen yakinsaktir denir ve kuvvetli

A -hemen hemen yakinsak dizilerin kiimesi |AC| (A) ile gosterilir.

Yukaridaki tanimlardan yola ¢ikarak agsagidaki yeni tanimlar elde edildi.

Tamm 3.1.10. x=(x,) ve y=(Y,) pozitif iki dizi ve her K e N ig¢in Ay, #0 olsun.

Eger,

A
ise X ve Yy dizilerine A -asimptotik denk diziler denir ve X~y seklinde gosterilir.

Tamm 3.1.11. x=(x,) ve y=(Y,) pozitif iki dizi ve her K e N i¢in Ay, #0 olsun.

2]

oluyorsa x vey dizilerine L carpanli A -istatistiksel asimptotik denk diziler denir ve

Eger, her £ >0 i¢in,

1{kﬁn:

A

Ay,

lim—
n—oo n

st ()
X ~ Yy seklinde gosterilir.

E herhangi bir dizi uzay1 olmak iizere, E — AE kapsamasinin dogru oldugu kolayca
goriiliir. Fakat bu kapsamanin tersi her zaman dogru degildir. Benzer iliski, [24] de

tamimlanan S -asimptotik denklik ve Tanmm 3.1.11 de verilen A -istatistiksel

st st(a)
asimptotik denklik arasinda da verilebilir. Yani, X~y ise X ~ Yy dir. Fakat bu

bagintinin da tersi her zaman dogru olmayabilir. (x,)=(k) ve a bir sabit olmak

st(a) st
tizere (Y,)=(a—(k—1)) alinirsa x ~ y fakat X+ Yy olur.
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Tamm 3.1.12. @ bir lacunary dizisi ve X= (X, ), Y=(Y,) pozitif iki dizi ve her k e N

icin Ay, # 0 olsun. Eger her ¢ > 0 ig¢in,

{kelr: 25}
h,

.1 AX
lim— — S
ise X ve Y dizilerine L carpanli A -lacunary istatistiksel asimptotik denktir denir ve

Ay,

L

r—o

S5(4)
X ~ Yy seklinde gosterilir.

Tamm 3.1.13. @ bir lacunary dizisi ve Xx= (X, ), Y=(Y,) pozitif iki dizi ve her k e N

icin Ay, #0 olsun. Eger,

A%

.1

r kel,

L‘:O

ise X ve Yy dizilerine L ¢arpanli kuvvetli A-lacunary asimptotik denktir denir ve

NG (4)
X ~ Yy seklinde gosterilir.

Tamm 3.1.14. X=(x,) ve y=(Y,) pozitif iki dizi ve her kK e N i¢in Ay, # 0 olsun.

Eger,

(o))
ise X ve Yy dizilerine L ¢arpanli A-Cesaro asimptotik denktir denir ve X ~ Yy

seklinde gosterilir.

Tamm 3.1.15. x=(x,) ve y=(Y,) pozitif iki dizi ve her kK e N i¢in Ay, #0 olsun.

Eger,
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ise X ve y dizilerine L c¢arpanli kuvvetli A-Cesaro asimptotik denktir denir ve

joi[(4)
X ~ 'y seklinde gosterilir.

Tamm 3.1.16. Xx=(x,) ve y=(Y,) pozitif iki dizi ve her K e N i¢in Ay, #0 olsun.

Eger m ye gore diizgiin olarak,

AXk+m
Ayk+m

lim—
n—oo n k=1

—L‘:O

ise X ve y dizilerine L ¢arpanli kuvvetli A -hemen hemen asimptotik denktir denir ve

|AC|-(a)
X ~ vy seklinde gosterilir.

Simdi yukarida tanimlanan asimptotik denklik kavramlar1 arasindaki iligkileri veren

teoremleri verelim.

Teorem 3.1.1. X ve y, A-sinirhi iki dizi olsun. Eger X ve y dizileri L carpanl
A -istatistiksel asimptotik denk ise L ¢arpanli A -Cesaro asimptotik denktir.

. st
Ispat. X,y €l _(A) ve X ~ y olsun. Bu takdirde hemen hemen her K igin,

Ax _
Ay,

LI<M

olacak sekilde bir M pozitif sayis1 vardir. € >0 olmak tizere

lZ[A_ jsliﬂ_L‘:l [ ‘ L Axk_L‘
N Ay, NS | Ay, n o |Ay, n o |Ay,
ﬂ—ng ﬁ—L<g
Ayy Ay
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:&—L +—ne

2o}

o] (a)
dir. Boylece X ~ Yy oldugu goriiliir.

Teorem 3.1.2. &=(k,) bir lacunary dizisi olmak iizere liminfq, >1 olsun. Bu

takdirde,

st(a) S5 (A)
X ~y=>X~Y

dir.

st(a)

Ispat. Kabul edelimki X ~ y ve liminf g, >1 olsun. Bu takdirde yeterince biiyiik r

ler igin ¢, 21+ 06 olacak sekilde bir 6 > 0 sayis1 vardir. Buradan

hr
>

R, o
k. 1+0

st
oldugu goriiliir. Ayrica X ~ Yy oldugundan her ¢ > 0 ve yeterince biiytik r ler i¢in

> 5} > g}
AX,

{kelr:——L
Ay,

1
k

Y

{kskr:
A

Yy

> A%

> 1 {kelr:
K, Ay,

-L

r

4

> 0 1
1+6 h,
elde dilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.1.3. &=(k,) bir lacunary dizisi olmak iizere limsup(, <o olsun. Bu

takdirde,
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S5 (A) st(a)
X ~ Yy =>X~Y

dir.

Ispat. Kabul edelim ki limsupg, <o olsun. Bu takdirde, her reN icin g, <B

S5(4)
olacak sekilde bir B >0 sayist mevcuttur. X ~ y ve & >0 olsun. Her j>R i¢in

=]

olacak sekilde R>0 ve ¢ >0 sayilar1 vardir.

Ajzhi{kelj:%—L

<&
i Yk

Ayrica, her  j=1,2,... igin A; <K olacak sekilde bir K >0 sayisi bulunabilir.

Simdi r>R ic¢in k., <n<Kk, olacak sekilde bir n pozitif tamsayisin1 alalim. Bu

takdirde,
> g}

- S S

l{kﬁn: Ax
A

n Yy

< <k -

k., A
1 {k el :‘ﬂ—L
kr—l Ayk

r-1

IA

kz _kl

AX,
+—
kr—l(kz - kl)

2L
Ay,

{kelzz

4
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Ka ke, {keIR:—k—L 26}
kl‘ l(kR kR 1) yk
K =Ky { | 25}
kr—l (kr kr—l) Ayk
K, k, —k,
= +
kl‘—l A kr—l A2
kR kR*l kR+1 kR
+
kp1 AR kp1 AR+1
kr — kr—l
A

olur. r —> oo igin Kk, — o oldugundan Ke_ — 0 elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

r-1

Sonu¢ 3.1.1. &=(k,) bir lacunary dizisi olmak iizere 1<liminfq, <limsupq, <o

olsun. Bu takdirde,

S5 (A) st (a)
X ~y X~y

dir.
Ispat. Teorem 3.1.2. ve Teorem 3.1.3. den agikca goriiliir.
Teorem 3.1.4. & =(k,) bir lacunary dizisi olsun. Bu takdirde,

o New) S5 (4)
DX ~y=>X-~Y,

S5 () Nj(4)
i1) X ve y, A -sinirlt diziler olmak lizere X ~ y = X ~ VY,



41

iii) {xsi(my }mlw(A) :{XNQLLA)y }mlm(A)

dir.
Ng (A)
Ispat.i) X ~ Yy olmak iizere &£ > 0 icin
AX AX

dlE-L 2 —L—L|zelkel, :|—~-L|z¢
ker | AYy kel, K Ay,

ﬂ L‘>g

Ay

S5 (4)

olur. Boylece X ~ Yy elde edilir.

S5 (4)
ii) X,yel_(A) ve X ~ y olsun. Bu takdirde hemen hemen her K i¢gin

~
Ay,

-L|<M

olacak sekilde bir M pozitif sayis1 vardir. £ > 0 olmak {izere

_ZAXk _1 5 A e L 3 M|
r kel, Ayk hr kel, Ayk hr kel, Ayk
AA Lize ﬂ—L<.€
Ay Ay
SM kelr:ﬂ—L >erl+e
h, Ay,
Ng (A)

dur. Boylece X ~ Yy oldugu goriiliir.

iii) Ispat i) ve ii) den goriiliir.
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Uyan 3.1.1. Teorem 3.1.4. (i) nin tersi her zaman dogru degildir. Simdi bununla ilgili

ornegi verelim.

Ornek 3.1.1. &= (k,) bir lacunary dizisi olmak iizere L=1 alalim. x =(x,) dizisini,

[\/h_r 1, \/h—r sayisindan biiyiik olmayan tamsayilarin en biiytigiinli gostermek iizere,

ke, —(n=1)+[Jh ], n=12...k
X, = [Jh _(I_TDI’ n=k_ +i,i=12...[/h]

[\/h—,]—[‘/h—“]([;/mm—(i—l), n=k,_, +i, i=[\/h 1+1....k,,...

Ve

y= ( yn) dizisini de « Dbir sabit olmak iizere (yn) = (a —(n —1)) seklinde

tanmimlayalim. O halde, Ax, ve Ay, dizileri sirasiyla

N :{i, n=k,_,+i, i=1,2,....[h ]

", diger

ve Ay, =1 olarak elde edilir. Dikkat edersek X dizisi A -sinirhi degildir. Ayrica & >0

olmak tizere r — o i¢in

Ller |2 g5, _Whl
hr Ayk hr
So(A)

dir. Yani X ~ Yy dir. Diger yandan r — o i¢in

)

r kel,

%_1‘:i[ﬁ“ﬁ]‘lbl¢o
Ay, h 2 2

r
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Ny (A)
oldugundan x ~ ydir.

Teorem 3.1.5. & =(Kk,) bir lacunary dizisi olmak tizere

|aC|-(a) NS (A)
X ~ y=>X ~Yy
dir.
: L e .y :
Ispat. Kabul edelim ki x ~ y olsun. £>0 verilsin. Bu takdirde, n>n, ve

m=0,1,2,... i¢in

m+n

| m+1

Ay,

olacak sekilde n,eN mevcuttur. @ bir lacunary dizisi oldugundan r>R igin

h, > n, olacak sekilde bir R >0 sayis1 segilebilir. Sonug olarak,

AX
AY,

ey

r kel,

NG (A)

dur. Boylece x ~ 'y elde edilir.

Ornek 3.1.2. Teorem 3.1.5. in tersinin her zaman dogru olmadigini gostermek igin

NG () |ACl"(a) |ACl" (&)
X ~ Yyolup X ~ Yy olmayanyani X ~ Y olan X ve Y dizilerini aragtiralim.

0 =(k,) bir lacunary dizisi olmak iizere L=1 alahm. x=(x,) dizisini, [\/h, ], /h,

sayisindan biiyiik olmayan tamsayilarin en biiyligiinii gostermek tizere,
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a—(n-1), n=L2,....k_, +1

°o -1
X, =3 a—-(n+i-2), n=Kk,_, +i, i= ,...,[\/h_r]+1

a—-(n+[h1-1), n=k_ +i, i=[Jh1+2,...,k,

vE

y= ( yn) dizisini de «a bir sabit olmak iizere (yn) = (a -(n- 1)) seklinde

tanimlayalim. O halde, AX, ve Ay, dizileri sirasiyla

AX, :{2, n=k_, +i, i=12,..[/h]

1, diger
ve Ay, =1 olarak elde edilir. Ayrica r — oo igi

—Z AXk ‘:hi[\/h—r]_)o

r kel,

Ny (4)
dir. Yani X ~ Yy dir. Diger yandan r — oo igin i ye gore diizgiin olarak

m+n

=2

| m-+1

LT R
Ay,

|AC|(A)
oldugundan X ~ ydir.

Teorem 3.1.6. & =(k,) bir lacunary dizisi olmak {izere

. LS NG (&)
i) liminfg, >1ise x ~ y = x ~ vy,

o _ NG (A) o] ()
ii)limsup(g, <o ise X ~ y =X ~ VY,

.. ) , N§(4) o] (a)
iii) 1 <liminf g, <limsupQ, <o ise X ~ Yy <X ~ VY
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dir.

Ispat. i) Kabul edelim ki liminf @, >1 olsun. Bu takdirde yeterince biiyiik r ler icin

g, 21+ 0 olacak sekilde bir 6 >0 sayis1 vardir. Buradan

h . o
r>__
k., 1+0

oldugu goriiliir. O halde

K,
Lo |A% ‘ 15 1A% L‘Zliz ﬂ_L‘
K. i |AY, K, ket | A, K. h o | Ay,
> 6 1 |Axk L
1+0 h & | Ay,
o[ () NG (8)
elde edilir. Bu son ifadeden X ~ y iken X ~ Y oldugu goriiliir.

ii) Eger limsup(, <oo ise, her reN i¢in ¢, <M olacak sekilde bir M >0 sayisi

Ng (A)
mevcuttur. X ~ Yy, £>0 ve 7, ——Z
i kel;

A%
Ay,

—L| olsun. supz; <¢ ve her i=1,2,...

i~R

icin 7; <K olacak sekilde R>0 ve K >0 sayilar1 vardir. Bu takdirde, eger r >R

icin K, , <t <k, olacak sekilde bir t pozitif tamsayisi alinirsa

1 |Ax 1 & |ax ‘ 1 ‘ AX, ‘
Y12 < = — 2
<LT1 + k, =k 7,
kr—l kr—l
+ kR — kR—l + kR+1 — kR r
kr71 R kr71 R+1
kr B kr—l
+
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k. —Kq

r

< {sup T, }k—R + {sup 2 }
i>t ) K., iR .

< Kk—R+5M

r-1

t
elde edilir. t—> o igin k., > o oldugundan lz

i=l

%—L‘ﬁo dir. Sonug olarak
Ay,

loi|" (&)

X ~ Yy elde edilir.
ii1) 1 ve i1 den agikga goriiliir.
3.2 [W](LT ) -Istatistiksel Asimptotik Denk Diziler

Bu bolimde, once [w] -asimptotik denklik tanimi verilmis, daha sonra
X + Xom + oo X

1 ortalama dizisi, lacunary istatistiksel asimptotik
+

tkm (X) =

denklik kavramiyla birlikte distintiliip st —[W][';,g -asimptotik  denklik tanimi

verilmistir. Bu tanimlara ilave olarak bazi kapsama bagintilar1 da elde edilmistir. Bu
tanimlar1 vermeden dnce, asimptotik denklikle ilgili yapilan ¢aligmalarda elde edilen

tanimlar asagidaki gibidir:

Tamim 3.2.1. [13] @ bir lacunary dizisi olsun. Eger her ¢ >0 i¢in m ye gore diizgiin

olarak

1g§hi {kel, :|tkm(x)—L|25}\=0

ise x=(x,)dizisi L sayisma [w] -istatistiksel yakmsaktir denir ve

st _[W]a, , ~limx=L veya X — L(St —[W] 0) seklinde gosterilir.

o,
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Tanim 3.2.2. [13] @ bir lacunary dizisi olmak iizere eger m ye gore diizgiin olarak

lim— D It (0—L|=0
r—e hr kel,

ise Xx=(x,)dizisi L sayisima [w]  -yakinsaktir denir ve [w] —limx=L veya

X, — L([W]G) 9) seklinde yazilir. [W]U’ ,-yakinsak dizilerin kiimesi [W]U’ , e

gosterilir.

Tanim 3.2.3. [33] @ bir lacunary dizisi ve X=(X, ), Y=(Y,) pozitif iki dizi olsun.

Eger her ¢ > 0 i¢in m ye gore diizgiin olarak,

> g} =0
Sto

ise X ve Yy dizilerine L garpanl S_,-asimptotik denktir denir ve X ~ y seklinde

X
limhi{kelr:ﬂ—L

yak(m>

gosterilir.

Tanim 3.2.4. [33] @ bir lacunary dizisi ve X=(X,), Y=(Y,) pozitif iki dizi olsun.

Eger m ye gore diizgiin olarak,

ST

o1
hm—z
r—owo kel

Yo (m)

ise X ve y dizilerine L ¢arpanli kuvvetli o -lacunary asimptotik denktir denir ve

L
No',ﬁ

X ~ Yy seklinde gosterilir.
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Yukarida verilen tanimlardan yola c¢ikarak, [W](F -asimptotik denklik, st—[W]L -

o

asimptotik denklik ve [W]; , -asimptotik denklik tanimlari verilebilir.

Tamm 3.2.5. x=(X,) ve y=(Y,) pozitif iki dizi olmak iizere, eger

m tkm(x) =1
K tkm(y)

[w],
ise X ve y dizilerine [W]U -asimptotik denk diziler denir ve X ~ y seklinde gosterilir.

Tamm 3.2.6. X= (X, ) ve y=(Y,) pozitif iki dizi olsun. Eger, her ¢ >0 i¢in,

ez

oluyorsa X ve y dizilerine L carpanl St-[W];- asimptotik denk diziler denir ve

tkm (X) —L
tkm (y)

=0

st—[w](';

X ~ Yy seklinde gosterilir.

Tanmim 3.2.7. @ bir lacunary dizisi ve X=(X, ), y=(Y,) pozitif iki dizi olsun. Eger

her £ >0 i¢cin m ye gore diizgiin olarak,

limi ke Ir:M—L >eg=0
r—o hr tkm (y)

L St_[w];,a
ise X vey dizilerine L ¢arpanl st-[W]a ,- asimptotik denk diziler denir ve X ~ 'y

seklinde gosterilir.
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Tamim 3.2.8. @ bir lacunary dizisi ve X= (X, ), Y=(Y,) pozitif iki dizi olsun. Eger m

ye gore diizgiin olarak,

1

m—
r—oo hr kelr

tkm (X) _ L‘
tkm(y)

[l ,

ise X ve Y dizilerine L c¢arpanlh [W]; ,-asimptotik denktir denir ve X ~ y seklinde

gosterilir.

Simdi yukarida tanimlanan asimptotik denklik kavramlari arasindaki iligkileri veren

teoremleri verelim.

Teorem 3.2.1. & =(Kk,) bir lacunary dizisi olsun. Bu takdirde,

L L

W, st-[w], ,
DX ~y=Xx ~Y,
Stf[w]zl;,(/ [W]:;.U
ii) X,yel, olmakiizere X ~ y = X ~ VY,
st—[w]:;ﬁ [W]i_r,é'
i) <x ~ yenl = 3x ~ yenl,
dur.
W,

Ispat.i) X ~ y olmak iizere & >0 igin

tkm (X) _
tkm (y)

tkm (X) —L
tkm (y)

tkm(X) —L
tkm (y)

>

_g{kelr:

2

kel,

L= >

kel,
tm (X)
tm (V)

4

-Lze

L
St_[""]a,a

olur. Boylece x ~ 'y elde edilir.
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st _[W]CL;,H

ii) Kabul edelim ki X,yel_ ve X ~ y olsun. Bu takdirde hemen hemen her k ve

her m igin

tkm (X) L
tkm (y)

<M

olacak sekilde bir M pozitif sayis1 vardir. € >0 olmak tizere

tkm (X) — i
tkm (y) ‘ hr I;h

tkm (X)fL
Ikm ( y) Ikm ( Y)
L

{ke ) |t () L‘Ze}
tkm(y)
[W]a,za

dur. Boylece X ~ Yy oldugu goriiliir.

=Y )

r kel,

1:km(x) _ L‘ L
" hr z tkm(y)

tkm(y) kel,

Ikm(X)7L

tkm (X) _ L‘

>

<&

M
<

< +&
h

r

iii) Ispat i ve ii den goriiliir.

Teorem 3.2.1. in tersinin her zaman dogru olmadigini géstermek i¢in asagidaki drnek

verilebilir.

Ornek 3.2.1. @=(k,) bir lacunary dizisi olmak iizere L=1 alalim. x=(x,) dizisini,

[\/h_r I, \/h—, sayisindan bilylik olmayan tamsayilarin en biiyliglinii gdstermek tizere,

o“(m), k=0,1,2,....,k_, +1,
1, kr1+[\/— +2,krl+[\/_ 1+4.k,
+[\/T +5,...
k., +2n, i=c“(m), k=k_ +n, n:2,3,...,[ﬁ]
~[Jh Tk, ~[Jh P +2 i=c*(m), k=k_ + [Jh]+1
3 i=c*(m), k=k_ + [Jn1+3
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veE

y :(yn) dizisini de her ke N i¢in y, =1 seklinde tanimlayalim. Dikkat edersek x

dizisi siirli degildir. m>1 olmak iizere,

i, k=Kk_ +i,i=L2,....[\/h ]
tkm(x): .o
I, diger

ve her k ve migin t,, (y) =1 olarak elde edilir. Ayrica & >0 olmak {izere I — oo i¢in

{k el :
st-[w]_,

dir. Yani X ~ y dir. Diger yandan r — oo i¢in

1

h

r

tkm (X) -1
tkm (y)

L

)

r kel,

ﬂ_l‘:ﬂﬁ]ﬂm—lgiio
Ay, h 2 2

r

W],

oldugundan x ~ y dir.

Lemma 3.2.1. ¢ >0 olmak iizere her £ >0 ve n>n,, m>m, igin

— <g
n

! {Oskgn—lz
tkm(Y)

1:km(x) _ L‘ > g}

st—[w]"

olacak sekilde m, ve n, sayilart mevcut olsun. Bu takdirde X ~ ’ y dir.

Ispat. & >0 verilsin. Her £ >0, n>n] ve m>m, igin,



1:km (X) —L
tkm(Y)

&

2

>

<

l{Oskgn—lz
n

d
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(3.2.1))

olacak sekilde nj ve m; mevcut olsun. Ispati tamamlamak i¢in n>n) ve 0<m<m;

oldugunda
l{Oskgn—lz M—L‘Zg <g
n km(y)

n

olacak sekilde n; niin varhgm

n, =max(n6,ng) alinarak her m ve n>n, i¢in (3.2.2.)

sonu¢ elde edilmis olur.

Bunun i¢in m; sabit olmak {izere,

1:km(x) _ L‘ > 6‘}
tkm(y)

olsun. 0<m<my, n>m, ve (3.2.1.) kullanilarak

l{OSkSmO—I:
n

gostermek  yeterli

(3.2.2.)

olacaktir. O zaman

saglanacagindan istenilen

i{oskgn_I;M_ng A{Okl_wL‘
n e (Y) n ten (Y)
+l{m0£k£n—1:M—L‘2 }
n tkm(y)
t. (X
M1 mOSKSn—l:kr"O—()—L25
n n tkmo(y)
M g
<— 4+
n 2

elde edilir. n yeterince biiyiik alinarak
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M—L <M+ﬁ<g1
b (Y) 2

l{Oskgn—l:
n n

2]

yapilabilir. Bu da (3.2.2.) yi verir ki istenilen sonu¢ da budur.

Teorem 3.2.2. & =(K,) bir lacunary dizisi olmak tizere

st-[wl, , st-[w],

X ~ y&S X ~ Y

dir.

. St_[W];,e

Ispat. X ~ Yy olsun. & >0 olmak {izere Tanim 3.2.8. den rz=r, ve

m=Kk,_,+1+u, u=>0 igin

1

—{kelr:

<&
h,

tkm(X) _ L‘ > g}
1:km(y)

olacak sekilde r, ve L sayisi vardir. n>h, olsun. i bir tamsay1 ve 0<t<h olmak

tizere N =ih, +t alalim. Bu takdirde, i >1 ve n>h, esitsizlikleri kullanilarak

l{Oskgn—lz M—L 25} Sl 0<k<(i+Dh, —1: M—L 25}
n ten (V) n ten (V)
— L3l jh, <k <(j+nh, -1: M—L‘Ze
nj:() tkm(y)
(i+Dh, g < 2ih g,
n n

elde edilir. h <1 i¢in i, <1 oldugundan
n n
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l{OSkSH—IZM—LZE <2¢
n tkm(Y)
st-{wl; st-{w];
olur. Lemma 3.2.1.den X ~ Yy = X ~ Y elde edilir.
St_[""]{LI St_[W]:g st—[w];
Simdi X ~ y = X ~ Yy oldugunu gosterelim. X ~ Yy olsun. Tanim 3.2.7. den

g >0 olmak tizere her £ >0 i¢in

2]

dir. n>h, olsun. 0<t<h ve i bir tamsay1 olmak iizere n=ih, +t alalm. n>ih. ve

tkm(x) _
) L <e (3.2.3))

l{Oﬁkgn—lz
n

n<(i+1)h, oldugundan

1 OSkSn—I:M—L25 Zl OSKSihr—l:M—L‘Zg
n tkm(y) n tkm(y)
! 0sksihr—1:M—L‘23}
(I + 1)hr tkm(y)
> 1 Ho<k<in —1:}® |5,
2|hr tkm(y)
1 &, : tn (X)
=— (j-Dh <k < jh —1:| X |>¢
2Ihrjz—(;{ tkm(y)
2L OSkShr—l:M—LZg
2hr tkm(y)

olur. (3.2.3.) den
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1 OSkShr—IZM—LZE Sl OSkSn—I:M—LZa‘ <g
r tkm (y) n tkm (y)
bulunur. Buradan
1 OSkéhr—l:M—LZS <2¢
r 1:km(y)
st-[w] st-[w],,,
elde edilir. Dolayisiyla X ~ y = X ~ Yy oldugu gosterilmis olur. Boylece ispat

tamamlanir.



BOLUM 4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu boliimde, tezde elde edilen 6nceki boliimlerdeki orijinal sonuglar 6zetlenecektir.
Bunlar, matematige yeni tanimlarla katki saglayan ve bir boslugu dolduran
kavramlardir. Tezdeki ikinci ve lglincli boliimler orijinal caligsmalari

bulundurmaktadir.

Boliim 2 de Tripathy ve Sen tarafindan tanimlanan istatistiksel yakinsak dizi uzaylari
invaryant limit ve Orlicz fonksiyonu kullanilarak (_:(0', M, p,q,s), Co (o,M, p,q,s),
m(o,M, p,q,s) ve m,(c,M, p,q,s) uzaylarina genellestirilmis ve bu uzaylarin birer
lineer uzay olduklar1 gosterilmistir. Ayrica m(o,M, p,q,s) ve m,(o,M,p,q,s)
uzaylar1 birer paranormlu uzay olduklar1 da ispatlanmistir.(X,q) tam yarinormlu
uzay olmak iizere m(o,M, p,q,s) ve m,(c,M, p,q,S) uzaylar1 ayn1 zamanda tam

uzaylardir. Bununla birlikte, tanimlanan uzaylar arasindaki kapsama bagintilar

incelenmistir.

Bolim 3 iin ilk kisminda dnce A -asimptotik denklik tanimi verilmis, daha sonra
lacunary istatistiksel asimptotik denklik kavrami fark dizisiyle birlikte diisiiniiliip
yeni asimptotik denklik tanimlar1 verilmistir. Bu tanimlara ilave olarak bazi kapsama

bagmtilart da ispatlanmustir. ikinci kisminda ise dnce [w] -asimptotik denklik
tanim1 verilmis, daha sonra t, (X) ortalama dizisi, lacunary istatistiksel asimptotik
denklik kavramiyla birlikte distiniliip St—[W];g -asimptotik denklik tanimi1

verilmistir ve bazi kapsama bagintilart da elde edilmistir.

Bu calismalarin devaminda istatistiksel yakinsakligin bir genellestirmesi olan I-
yakinsaklik (ideal yakinsaklik) kavrami kullanilarak daha genel sonuglar elde
edilebilir.
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