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ELASTIK ROTOR-PALA SISTEMLERININ TITRESIMLERI

OZET

Ucak ve helikopter pervaneleri, kompresorler, tiirbomakinalar gibi ©Onemli
uygulamalara sahip olmalar1 nedeniyle rotor-pala sistemlerinin dinamigi, 6zellikle de
titresimleri 6nemli bir arastirma konusudur. Anilan uygulama alanlarinda prototip
gelistirme ve test maliyetlerinin yiiksek, hizmete alinma sonrasinda ortaya ¢ikan
hasarlarin sonucunun ise genellikle gercek bir felaket olmasi nedeniyle bu
sistemlerin ¢alisma kosullarinda sahip olacaklar titresim karakteristiklerinin daha
tasarim asamasindayken gercege uygun olarak ongoriilebilmesi biiyiik onem tagir.

Bu calismada ilk olarak, her kademesinde birden ¢ok 6zdes pala tasiyan, tek ve ¢cok
kademeli rotor pala sistemleri ele alinmis ve mil burulma titresimleriyle palalarin
donme diizlemi ic¢indeki egilme titresimlerinin baglasikligi incelenmistir. Bu
yapilirken, Euler-Bernouilli kirisi olarak gbz Oniine alinan palalarin Galerkin
yontemi ile, burulma elastikligine sahip milin ise sonlu elemanlar yontemi ile
modellendigi karma bir modelleme yOontemi Onerilmis ve uygulanmistir. Sistem,
Onerilen bu yontemle diisiik serbestlik dereceli bir modelle modellenmis ve ilgili
O0zdeger analizi problemi analitik olarak gelistirilerek, sistemin iki farkli mod sekli
smifina karsilik gelen iki bagimsiz alt probleme ayrilmistir. Mil burulma-pala egilme
baglasik modlart alt problemi ve rijid mil modlart alt problemi ad1 verilen bu alt
problemlerin incelenmesiyle baglasikligin, sistemin dogal frekanslar1 ve titresim
bicimleri iizerindeki etkileri incelenmis ve sistem parametrelerinin titresim davranisi
tizerindeki etkileri ortaya konmustur.

Ikinci olarak, rotor-pala sistemlerinin lineer olmayan titresimleri, rijid rotora bagh
olarak donen kirisin donme diizlemi i¢indeki egilme titresimlerinin bir serbestlik
dereceli lineer olmayan modeli lizerinden incelenmistir. Lyapunov {issii hesabi
aracilifiyla kaos analizi gerceklestirilmis ve bir sistem parametreleri bilesimi i¢in
kaos kart1 verilmistir. Daha sonra, rotorun sabit hizla donmesi ©zel halinde,
Lindstedt-Poincaré yontemi yardimiyla frekans hesab1 yapilmig ve sistem
parametrelerinin temel frekans iizerindeki etkileri irdelenerek, frekans cevabr analizi
sonuclar1 verilmistir.

X



VIBRATIONS OF ELASTIC ROTOR-BLADE SYSTEMS

SUMMARY

Vibrations of rotor-blade systems is an important research topic, due to very
important applications such as aeroplane and helicopter propellers, compressors,
turbo-machines, etc. In those application areas, accurate prediction of vibration
characteristics is crucial in the design stage of the system because prototyping and
testing costs are exceptionally high and failure is generally disastrous.

In this study, first, single and multi stage rotor-blade systems, carriying a number of
identical blades in each stage, are considered and coupling of shaft-torsional and
blade-(in-plane) bending vibrations are studied. To do this, a mixed modeling
technique is proposed where the blades, considered as Euler-Bernouilli beams, are
modelled by Galerkin method and the shaft, having torsional flexibility, is modeled
by finite element method. The system is modelled as a lower degree of freedom
model by this mixed technique and the related eigenanalysis problem is analytically
developed and splitted into two independent sub-problems corresponding to two
kinds of possible normal mode motions of the system. These sub-problems are
referred to as shaft torsion-blade bending modes sub-problem and rigid shaft modes
sub-problem. The variation of the natural frequencies with certain system parameters
is examined and effects of coupling on the eigen-characteristics of the system are
studied.

Second, non-linear vibrations of rotor-blade systems are studied through a unimodal
nonlinear model of in-plane, transverse vibrations of a rotating beam attached to a
rigid rotor. Chaos analysis is performed via Lyapunov exponent calculations and a
chaos chart is obtained on a two dimensional parameter space for a special
combination of the remaining system parameters. Later, Lindstedt-Poincaré method
is used to perform a frequency analysis for the special case of a rotor with constant
rotation speed. Effects of the system parameters on the fundamental frequency are
discussed and results of frequency response analysis are given.



1. GIRIS

1.1 Calismanin Amaci ve Kapsamm

Gilinlimiizde, iiretimden ulasima kadar hemen her alanda karsimiza c¢ikmalar1 ve
tiirbomakinalar, kompresorler, fanlar, ugak ve helikopter pervaneleri gibi ¢ok onemli
uygulama alanlarina sahip olmalar1 nedeni ile rotor-pala sistemlerinin dinamigi, dzel

olarak da titresimleri 6nemli bir arastirma konusudur.

Anilan uygulama alanlarinda prototip gelistirme ve test maliyetleri 6zellikle yiiksek,
hizmete alinma sonrasinda ortaya ¢ikan hasarlarin sonucu ise genellikle gercek bir
felaket oldugundan bu sistemlerin c¢alisma kosullarinda sahip olacaklari titresim
karakteristiklerinin daha tasarim asamasindayken gercege uygun bicimde

Ongoriilebilmesi biiylik 6nem tasir.

Makinalarin tasarimindaki genel egilime paralel olarak, bu makinalarm da daha
biiytik gii¢/agirlik oranmma sahip olmalari, dolayisiyla daha hizli ve daha hafif
olmalar1 egiliminin her gecen giin artmasi, daha narin hale gelen bu makinalarda
titresim nedeniyle ortaya cikan problemlerin de artmasina sebep olmakta ve bu da,
gerek verimlilik gerekse calisma Omrii agisindan, titresim karakteristiklerinin yani
sistem dogal frekanslarimin ve titresim bicimlerinin O6nceden dogru olarak

kestirilebilmesini gerekli kilmaktadir.

Rotor-pala sistemleri, mil, disk, pala ve baz1 makinalarda palalar1 birbirine baglayan
kusaklar gibi temel elemanlardan meydana gelir. Mil ve disklerin basit yapilarina
karsin palalar, genellikle karmasik bir profile sahip ve bazen kusaklar gibi cembersel
elemanlarla birbirine bagli olan narin yapilardir. Bu narin yapilarindan dolayi,
uygulamada titresim problemlerinden kaynaklanan hasarlar genellikle palalarda
ortaya ¢ikmakta ve bu nedenle mevcut arastirmalarin ¢ogu da pala titresimleri

tizerinde yogunlagmaktadir.



Rotor-pala sistemlerinde titresim problemleri incelenirken, genellikle sistemi
olusturan elemanlarin titresimleri birbirlerinden bagimsiz olarak ele alinir ve hangi
elemanm titresimleriyle ilgileniliyorsa, onun disindaki elemanlar rijid kabul edilir.
Ornegin, mil, disk ve palalardan olusan ve disklerin, mil ve palalar yaminda rijid
kabul edilebilecegi bir sistemde, pala titresimleri incelenirken mil, mil titresimleri
incelenirken de palalar rijid kabul edilir. Oysa mil egilme titresimlerinin donme
diizlemi disindaki pala egilme titresimleriyle, mil burulma titresimlerinin ise donme
diizlemi icindeki pala egilme titresimleriyle baglasacagi bilinmektir. Bu baglasiklik
etkilerini dikkate alan az sayida calismadan, baglagikligin, sistemin titresim davranisi
tizerinde ciddi etkilere sebep olacagi anlasilmakta ve bu da, rotor-pala sistemlerinin
titresim karakteristiklerinin dogru olarak Ongoriilebilmesi icin bu baglasiklik

etkilerinin mutlaka gz Oniine alinmasini gerekli kilmaktadir.

Bu calismada, rotor-pala sistemleri, sistemi olusturan elemanlarin titresimleri
arasindaki baglasiklik etkilerini de goz Oniine alan modeller yardimiyla, belli bir
soyutlama diizeyinde ele almmis ve titresim davramigma iligkin, modelleme
asamasindayken kullanilabilecek, bazi nitel sonuglara analitik yaklasimlarla

ulasilmas1 amaglanmigtir.

Bu amacgla ilk olarak, Bolim 2’de, bu tez kapsaminda ele alinan rotor-pala
sistemlerinde, pala titresimlerinin rotorun hareketiyle olan etkilesimi inceleme
konusu oldugundan, pala titresimlerine iliskin genel bir formiilasyon ortaya
konulmustur. Degisken hizla donen rijid rotora bagh paladan olusan bir rotor-pala
sistemi ele alinarak palanin, kayma ve agirlik merkezlerinin cakistigi, diizgiin kesitli,
homojen bir Euler-Bernouilli ¢ubugu olmasi kabulleri altinda, donme diizlemi
icerisindeki titresimlerine iligkin lineer olmayan hareket denklemi elde edilmistir.
Konsol kirig smir sartlarina sahip palanin hareketine iliskin elde edilen bu kismi
tirevli integro-diferansiyel denklem, Galerkin yontemi yardimiyla ayriklastirilarak,
pala titresimlerini temsilen sonlu sayida, lineer olmayan adi diferansiyel denklemden

olusan denklem takimina ulagilmistir.

Pala titresimlerine iligkin genel bir formiilasyon bdylece ortaya konulduktan sonra
Boliim 3’de, lineer bir model cercevesinde, lizerinde birden ¢ok kademe (her bir
kademe, rijid bir disk ve bu diskin iizerinde tasidigi birden ¢ok paladan ibaret)

tastyan burulma esnekligine sahip milden ibaret bir rotor-pala sistemi ele alinmustir.



Matematiksel modelin kurulmasi asamasinda mil, sonlu elemanlar yOntemiyle
modellenmis, palalar ise daha 6nce Galerkin yontemine dayali olarak elde edilen
genel formiilasyonda, lineer olmayan terimler goéz ardi edilerek ele alinmistir. Sonlu
elemanlar yontemi ve Galerkin yontemi gibi iki farkl yontemin bir arada kullanildig:
karma bir yontem Onerilip kullanilarak, tek ve ¢ok kademeli rotor-pala sistemlerinde,
mil burulma titresimleri ile palalarm donme diizlemi icerisindeki egilme
titresimlerinin baglasikligina iliskin bir inceleme gerceklestirilmistir. Boylece,
baglasikligin, bu tiir sistemlerin dogal frekans ve titresim bi¢imleri iizerindeki etkileri
ortaya konulmus, ve ayrica, sistem parametrelerinin titresim davranisi iizerindeki

etkileri incelenmistir.

Son olarak, Boliim 4’de, rotor-pala sistemlerinin lineer olmayan dinamiginin, bu tiir
sistemlerin titresim davranisi iizerindeki etkilerini incelemek amaciyla, rotorun rijid
olarak goz Oniine alindigi, iizerinde tek pala tasiyan tek kademeli bir rotor-pala
sisteminin bir serbestlik dereceli modeli ele almmustir. Once, milin burulma
elastikliginden kaynaklanan burulma titresimlerini bir soyutlama diizeyinde
probleme yansitmak amaciyla, rijid rotorun, belirli bir frekansla dalgalanarak
donmesi kabulii yapilmis ve pala titresimlerinin kaotik davranigina iliskin Lyapunov
issii hesabina dayali bir inceleme gergeklestirilmistir. Daha sonra, sabit hizla donen
rijid rotora bagl palanin, bir pertiirbasyon yontemi olan Lindstedt-Poincaré yontemi
ile dogal frekans1 hesaplanarak zorlanmis titresimlerine iliskin frekans cevabi analizi

verilmistir.

1.2 Konuya iliskin Calismalar ve Bu Cahismanin Katkisi

Rotor-pala sistemlerinin dinamigi, bu konudaki caligmalarin ilki sayilabilecek
Southwell ve Gough’un [1] calismasindan bu yana, bir¢ok arastirmacinin ilgisini
cekmistir. Uygulamada bu tiir sistemlerin titresim problemlerinden kaynaklanan
hasarlar genellikle palalarda ortaya c¢iktigindan, mevcut arastirmalarin ¢ogu pala
titresimleri iizerinde yogunlagmistir. Rotor-pala sistemlerinde, palalarda karsilasilan
titresim problemlerinin ayrintili olarak ele alindigi bir ¢alisma Srinivasan [2]
tarafindan ortaya konulmustur. Bu ¢alismada, bu titresim problemlerinin kuramsal ve
pratik yonlerine ve gelecekteki arastirmalara yon verebilecek sorunlara iliskin bir

derleme ile bu konudaki ¢alismalarin bir listesi verilmistir.



Yakin ge¢gmise kadar analitik yaklasimlarla, belli bir soyutlama diizeyinde nispeten
basit modeller kurularak incelenmeye calisilan bu sistemler, bilgisayar
teknolojisindeki  ilerlemeler sayesinde ve iretimin acil  ihtiyaglarinin
yonlendirmesinin geometrik olarak bire-bir modellemeyi gerektirmesi nedeni ile
sayisal hesaba dayal1 yaklasimlar (6zellikle sonlu elemanlar yontemi) kullanilarak da

incelenmeye calisilmaktadir.

Analitik yaklagimlarla ele alman caligmalarin ¢ogu, yakin zamana kadar, rijid rotora
bagl olarak donen, merkezkac¢ kuvvetin ceki veya basi etkisi altindaki ¢ubuklarin
titresimleri lizerinde yogunlasmistir ve bu ¢aligmalarin da biiyiik bir kismi, ankastre-
serbest sinir kosullarina sahip cubuklar iizerinedir. Bu ¢aligmalarda, donme diizlemi
icerisindeki egilme titresimleri ve merkezkac kuvvetin basi etkisi altinda olusan
burkulma problemi [3-10]; diizlem dis1 egilme titresimleri, burkulma ve frekans
cakismasi problemleri [11]; hem diizlem i¢i hem diizlem dis1 titresimler ile ilgili
problemler [12-15] ve ¢ubuk iizerindeki tekil kiitlelerin etkisi [16,17] incelenmistir.
Bu calismalardan farkli olarak Naguleswaran, ankastre-serbest smir kosullar
disindaki cesitli klasik smir kosullarini da kapsayan calismalarinda, Frobenius
serilerine dayali bir yaklasik yontem ile merkezka¢ kuvvetin c¢eki etkisindeki
cubuklarin diizlem ici ve diizlem dis1 titresimlerinde 6zdeger analizi problemlerini
[18] ve merkezkag¢ kuvvetin basi etkisindeki ¢ubuklarin diizlem dis1 titresimlerinde

0zdeger analizi, burkulma ve frekans ¢akigsmasi problemlerini [19] incelemistir.

Yukarida bahsi gecen rijid bir rotora bagh tek bir cubugun titresimleri iizerinde
yogunlasan calismalardan farkli olarak, rotor-pala sistemleri, belli soyutlamalar
altinda, tek ve ¢ok kademeli ve her kademede ¢ok sayida pala tasiyan elastik mil-
disk-pala sistemleri olarak modellenmeye de calisilmistir. Ancak, yapilan ¢ok az
sayida c¢aligmada, bu sistemleri olusturan elemanlarin titresimleri arasinda karsilikla

baglasiklik etkilesimlerinin olabilecegine isaret edilmistir.

Bu cercevede yapilmis ve lineer modeller iizerinden analitik yaklasimlarla problemi

ele alan calismalara 6rnek olarak sunlar verilebilir.

Chun ve Lee [20], tek kademeli bir rotor-pala sisteminde mil egilme-pala baglasik
titresimlerini  dikkate alarak rotor dinamigi (millerin dolanimi) problemini
incelemisler ve anilan baglasikligin kimi sistem frekanslar1 iizerinde ciddi etkisi

bulundugu sonucuna varmiglardir.



Okabe ve ark. [21], mili sonlu elemanlar yontemiyle, palalar1 ise basit birer tek
serbestlik dereceli sistem olarak modelledikleri ¢aligmalarinda, bir enerji iiretim
tesisindeki tiirbin-jeneratdr grubunda mil burulma-pala egilme baglasik titresimlerini
incelemisler ve teorik ve deneysel sonuclar1 karsilastirarak, baglasik modelin gercek

sistemin kimi dogal frekanslarii dogru olarak 6ngordiigiinii rapor etmislerdir.

Bu tezle kismen Ortiisen bir ¢aligmay1 ortaya koyan Huang ve Ho [22], mili ve
palalar1 stirekli ortam olarak modelledikleri, tek kademeli bir mil-disk-pala sistemi
ele alarak mil burulma titresimleriyle palalarin donme diizlemi icerisindeki egilme
titresimlerinin baglasikli§1 iizerine bir inceleme gerceklestirmislerdir. Yaptiklar:
inceleme sonunda sistemin titresim davraniginin iki farkli mod sekli sinifina ayristigi
sonucuna ulagsmislar ve mil burulma titresimleri ile pala egilme titresimlerinin
baglastig1 modlara, burulma egilme-baglasik modlari, milin rijid davrandigi modlara
ise pala baglasik modlar1 adin1 vermislerdir. Ornek bir rotor pala modeli ele alip, mil
donmezken, bu mod bi¢imlerine iliskin sistem dogal frekanslar1 ve mod bi¢gimlerini
vererek titresim davranisini ortaya koymaya calismislardir. Milin belli bir devir
sayist ile donmesi halinde ise, sistem dogal frekanslarinin mil donme hizi ile
degisimi vermisler ve baglasikligin pala titresimlerinde kararhilik yitimine neden

olacagi carpici fakat hatali sonucuna varmiglardir.

Diger taraftan, mil burulma-pala egilme titresimleri arasmndaki lineer olmayan
baglasikligin dikkate alinmasi halinde Turhan ve Bulut [23], Al-Bedoor ve Al-Qaisia
[24], Al-Nassar ve Al-Bedoor [25]’un caligmalarinda da ortaya konuldugu gibi
kararlilik yitimi beklenebilecek bir sonu¢ olmakla birlikte, Huang ve Ho [22]'nun
calismasindaki gibi lineer bir mil burulma-pala egilme baglasik modelinde kararlilik

yitimi ortaya ¢cikmasi ne fiziksel ne de kuramsal beklentilerle bagdasmaktadir.

Cogu caliymada da, daha Once de bahsedildigi gibi, iiretimin acil ihtiyaglarinin
yonlendirmesi ile, palalarin ve yerine gore onlar1 tasiyan disk, onlar1 birbirine
baglayan kusaklar gibi sistem unsurlarinin, bir sayisal yontem olan sonlu elemanlar
yontemi kullanarak, ayrintili modellenmesine c¢alisilmakta, ancak, yOntemin
dezavantajlar1 (serbestliklerin ¢ok yiiksek olmasi ve yakinsama problemleri) nedeni
ile bu kismen basarilabilmektedir. Bu tip c¢alismalara da sunlar O6rnek olarak

verilebilir.



Ewins [26], disk-pala sistemlerinin titresim karakteristigi iizerine olan ¢aligmasinda,
biitiiniinii stirekli ortam olarak modelledigi, farkli sayida palalar tasiyan disk-pala
sistemleri ele alarak, bazi sistem parametrelerinin, 6zdes olmayan palalarin ve
palalar1 birbirine baglayan kusaklarin sistemin titresim karakteristigine olan etkisini
incelemis ve bu tiir sistemlerin zorlanmig titresim cevabina da deginerek, teorik ve

deneysel sonuglar1 karsilastirmali olarak vermistir.

Loewy ve Khader [27], pratikte kullanilan bir tiirbomakinanin bir kademesine iliskin
mil-pala baglasik titresimlerini dikkate alarak rotor dinamigi problemini incelemisler
ve mil egilme rijidligiyle sistem dogal frekanslarinin degisimini grafik olarak
vermislerdir. Baglagiklig1 dikkate alan ve almayan modellere iligkin sonuglarin
birarada verildigi bu calismada, mil egilme titresimleriyle pala titresimleri arasinda

giiclii baglasiklik etkileri oldugu sonucuna ulagilmistir.

Tsai [28], bir disk—pala sistemi ele almis ve sonlu elemanlar yontemi yardimiyla
once tek bir palanin ve ele aldig1 disk-pala sisteminde biitiin palalarin tek bir kusakla
birbirlerine bagli olmasi halinde sistemin biitiiniiniin, titresim davranisma iliskin
sonuclarmi deneysel sonuglarla karsilastirmali olarak vermistir. Ardindan, disk-pala
sistemindeki palalarin, birbirlerine kusakla bagli, belli sayida pala iceren gruplar
olusturmasi durumunda, grup sayisinin sistemin titresim davranisina olan etkisini
incelemistir. Ayrica, Disk-pala sistemine iligkin Campbell diyagramini ve sistemin

zorlanmuis titresim cevabina iligkin sonuglar1 vermistir.

Crawley ve ark. [29], egilme esnekligine sahip bir mil ve milin ucunda tek bir
tastyici disk-pala sisteminin bulundugu bir rotor-pala modelini ele alip rotor dinamigi
problemini inceleyerek, sonuclar1 deneysel sonuclarla karsilastirmali olarak
vermisler ve mil titresimleri ile pala titresimleri arasindaki baglasikligin sistem dogal

frekanslar1 ve rotor kritik hizlar1 iizerinde ciddi etkisi oldugunu ortaya koymuslardir.

Rotor-pala sistemlerinin biitiiniiniin, hatta yalnizca bir kademesinin sonlu elemanlar
yontemi ile modellenmesi durumunda cok biiyiik model serbestlik dereceleri s6z
konusu olmakta ve bu da, yontemin pratik olarak uygulanabilirligini ortadan
kaldirmaktadir. Bu, yontemin en 6nemli dezavantajlarindan biridir. Bunu agmak i¢in
bu tiir sistemlerin donel simetrisinden faydalanarak, sistemin bir sektoriiniin

incelenmesiyle elde edilen sonuglarm, sistemin biitiiniine genellestirilmesi esasina



dayanan model indirgeme yontemleri gelistirilmistir. Ancak bu yontemlerin de bir
dezavantaji, ulasilan sonuglarin, sistemin biitiiniiniin sonlu elemanlar modelinden
elde edilen sonuglara yakinsamasinda ortaya c¢ikan sorunlardir. Buna karsin bu
yontemler, incelenen sistemin nispeten diisiik serbestlik derecesiyle modellenmesine
olanak sagladig icin gelecek vaadeden ancak gelistirilmeye muhta¢ yontemlerdir. Bu

yontemlerle yapilan dnemli ¢aligmalardan ikisine asagida deginilmistir.

Bladh ve ark. [30], endiistriyel bir tiirbomakinanin bir kademesine ait, birbirleriyle
0zdes olmayan palalar iceren bir disk-pala sistemini, bir model indirgeme teknigi
kullanarak, sonlu elemanlar yontemi ile modellemisler ve nispeten diisiik serbestlik
dereceli bir model iizerinden, sistemin serbest ve zorlanmis titresim davranigina
iliskin bir inceleme gerceklestirerek pala titresimleri arasindaki baglasiklik etkilerine

dikkat cekmislerdir.

Chatalet ve ark. [31], sonlu elemanlar yontemine dayali iki model indirgeme teknigi
onerip kullanarak cok kademeli bir mil-disk-pala sisteminin titresim davranisina
iliskin bir inceleme gergeklestirmislerdir. Palalar1 elastik ve rijid olarak goz Oniine
aldiklar: iki farkli durum icin Campbell diyagramlarin1 vermisler ve bu diyagramlari
kargilastirarak, sistemi olusturan elastik uzuvlarin titresimleri arasindaki baglasikliga

dikkat cekmislerdir.

Lineer modeller iizerinden yapilan bu ¢aligmalardan farkl olarak, az sayida da olsa,
konuyu lineer olmayan modeller yardimiyla ele alan caligmalar da vardir. Bu
cercevede, Rao ve Carnegie [32] bir harmonik denge yontemi yardimiyla donen
cubuklarin lineer olmayan dogal frekans hesabi1 ve frekans cevabi problemlerini
incelemislerdir. Hamdan ve Al-Bedoor [33], rijid rotora bagl olarak donen bir Euler-
Bernouilli kirisini ele alarak egilme titresimlerine iliskin lineer olmayan bir model
ortaya koymuslardir. Ardindan bir zaman doniisiimii yontemi ile dogal frekans hesabi
problemini ele almiglar ve palalarin titresim davranisina iligkin bir inceleme
gerceklestirmislerdir. Pala egilme modlar1 arasindaki baglasikligi goz ardi ederek
yaptiklar1 bu inceleme sonunda, titresim davranisina iliskin yumusayan yay sertlesen
yay karakterinin pala modlariyla iligkili oldugu sonucuna ulagmislardir. Larsen ve
Nielsen, Euler-Bernouilli ¢ubugu olarak ele aldiklari riizgar tiirbini palalarinin
donme diizlemi digindaki titresimlerinin lineer olmayan modeline iliskin bir inceleme

gerceklestirmisler [34] ve riizgar tiirbininin baglandigr dayanagin salinimlarinim,



tiirbin palalarinin donme diizlemi digindaki titresimlerinde kararsizlik ve kaosa neden

oldugunu Lyapunov iissii hesabina dayali bir incelemeyle ortaya koymuslardir [35].

Yukarida, analitik ve sayisal (sonlu elemanlar yontemi) yontemlerle modellenen
rotor-pala sistemlerinde, sistemi olusturan elemanlarin titresimleri arasindaki
baglasikliga da dikkat ceken bir grup calismaya deginildi. Sonlu elemanlar
yontemine dayali caligmalarda, incelenen rotor-pala sistemlerinin birebir olarak
modellenebilmesine karsin, yontemin kendine 0zgii dezavantajlart nedeniyle bu
kismen basarilabilmektedir ve 6zellikle yiiksek serbestlik derecesinden kaynaklanan
dezavantaji asmak amaciyla Onerilip uygulanan model indirgeme teknikleri de heniiz
gelisme asamasindadir. Analitik yontemlere dayali ¢calismalarda ise bu tiir sistemler,
bire-bir modellemenin miimkiin olamamasindan dolayi, cesitli soyutlamalar ve
kabullerle, nispeten basit modeller kurularak incelenmeye calisilmaktadir. Ancak,
analitik yontemlerin bu dezavantajina karsin bu tiir sistemlerin dinamigine iliskin
ortaya koyduklar1 nitel sonuglar, mevcut sayisal yaklasimlarin iyilestirilmesi, olas1
yeni ve daha iyi sayisal yaklasimlarin gelistirilebilmesi ve bu yaklasimlardan elde

edilen sonuglarin dogrulanmasi ve yorumlanmasinda da 6nemli rol oynamaktadir.

Bu tez caligmasi kapsaminda, ilk olarak, analitik yaklasimlarla lineer bir model
tizerinden, mil ve palalarin siirekli ortam olarak modellendigi, cok kademeli rotor-
pala sistemlerinde mil burulma titresimleri ile palalarm diizlem i¢i egilme
titresimlerinin baglagikligma iliskin bir inceleme gergeklestirilmistir. Bu yapilirken
modellemede, farkli yontemlerin bir arada yer aldigi karma bir yontem Onerilip
kullanilmis ve ¢ok etkili olmustur. Anilan baglasiklig1 lineer, analitik bir model
cercevesinde inceleme konusu yapan, Huang ve Ho [22]’nun calismasi disinda bir
caligma literatiirde yer almamaktadir. Ancak bu calisma da, baglasiklik etkilerini
ortaya koymakta oldukca zayiftir ve beklentilerle uyusmayan, hatali sonuclar

icermektedir.

Literatiirde, yukarida anilan baglasiklik {izerine, etkili bir yontemle ayrintili inceleme
yapan bir calismanin olmamasi, bu tez ¢alismasi kapsaminda Boliim 3’de ortaya

konulan incelemelerin yapilmasi i¢cin motive edici olmustur.

Ikinci olarak, rijid rotor-elastik pala sisteminde kaos ve frekans analizi iizerine bir

inceleme gerceklestirilmistir. Literatiirde, rotor-pala sistemlerinde rotor hizindaki



dalgalanmalarin pala titresimlerinde kaosa neden olup olmayacagi lizerine bir
calisma yer almamaktadir. Diger taraftan, bu tiir sistemlerin frekans analizine iliskin
az sayida da olsa bir grup calisma mevcuttur. Ancak, bu ¢caligmalar bu sistemlerin
lineer olmayan dinamigine iligkin Ozelliklerini ortaya koymaktan uzaktir. Bu

nedenler, Boliim 4’de yapilan incelemelerin ¢ikis noktasidir.



2. INCELENEN ROTOR-PALA SiSTEMLERIi VE MATEMATIK MODEL

2.1 incelenen Rotor-Pala Sistemleri

Bu tez calismasi kapsaminda yapilan incelemeler icin farkl rotor-pala sistemleri ele
alinmustir. Ik olarak, Boliim 2’de, lineer bir model iizerinden mil burulma-pala
egilme titresimlerinin baglasikligina iligkin bir inceleme kapsaminda, tizerinde birden
cok kademe (her biri, iizerinde birden ¢ok pala tasiyan rijid disklerden ibaret) tasiyan
burulma esnekligine sahip bir milden ibaret, ¢cok kademeli bir rotor-pala sistemi ele

alimugtir.

Ikinci olarak, Boliim 3’de, rotor-pala sistemlerinin lineer olmayan dinamiginin bu
sistemlerin titresim davranisi tizerindeki etkileri inceleme konusu yapilmis ve kaotik
titresimlere 1iligkin bir inceleme kapsaminda, rotorun belirli bir frekans ile
dalgalanarak dondiigii, iizerinde tek pala tasiyan tek kademeli bir rijid rotor-elastik
pala sisteminin lineer olmayan modeli ele alinmistir. Lineer olmayan bu modelde,
dogal frekans hesabi ve frekans cevabi analizi yapabilmek amaciyla da, rijid rotorun

sabit hizla donmesi 6zel hali géz Oniine alinmustir.

Ele alinan bu rotor-pala sistemlerinde, pala titresimleri ve bu titresimlerin rotorun
hareketiyle olan etkilesimi inceleme konusu yapilmistir. Bu nedenle, tiim bu
incelemelere esas olusturmak iizere, ilk olarak, Bolim 2.2°de, pala egilme

titresimlerine iliskin genel bir formiilasyon ortaya konulmustur.

2.2 Pala Egilme Titresimlerine Iliskin Matematik Model

Ek A’da, diizgiin kesitli, homojen bir Euler-Bernouilli cubugu olarak ele alinan ve
hareketinin incelendigi O;xy eksen takiminda f(s,t)=f(s,t)i+fy(s,t)j yayili kuvveti
etkisindeki visko-elastik, stasyoner kirigin enine titresimlerine iliskin, lineer

olmayan, kismi tiirevli integro-diferansiyel denklemi verilmistir. Bu denklem, ¢ ve
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1, s icin kukla degiskenleri, lisler s’ye, noktalar da zamana gore tiirevi gdstermek ve

EI egilme rijidligi, A kesit alani, p yogunluk, ¢ kiris boyu olmak iizere

’ ’7 v m ” o . . 7 ;7 » [
BIly™ +Ly™y2 +3yy’y” +y" )+ BTy +pA{y—%yy 2+yy'[ §do
-y ! [ (52 + vy )dn do+ y’js(y’2+y’y’)dn —y”'[gf (0,t) do @2.1)
sJ0 0 s X7 )
Va4 [ ’ ’
-yy '[S fy(c,)ydo+£,(s,t) y —£,(s,t) (1—%3/ 2):0
seklindedir.

Bu tez kapsamindaki incelemelere esas olusturan, Q(t) degisken hizi ile donen R
yaricapl rijid bir disk ve ona bagl visko-elastik, siirekli ortam olarak goz Oniine

alan paladan ibaret rotor-pala modeli Sekil 2.1°de gosterilmistir.

Q(t)

Sekil 2.1: Rotor-Pala Modeli

Bu modeldeki palanin hareket denklemi, O;xy eksen takiminin hareketinden
kaynaklanan ve palanin kendi eylemsizligini temsilen yazilabilecek olan
f(s,t)=fx(s,0)i,+fx(s,t)j yayilt kuvvetinin Denk (2.1)’de yerine yazilmasiyla elde

edilebilir. f(s,t) yayili kuvvetinin bilesenleri ise modelden hareketle kolayca,

£, (s,t) = pA{Q2 R+ | 0 [1-1y'(c, 01 ]dc} +Qy(s, 1) + 293, t)} (2.2)

f,(s,0)= pA{— AR+ j ;[1 -lly@.or ]dcs} +Q%y(s, 1) +2Q j ; y'(5,0¥(0, t)dcs} (2.3)
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seklinde yazilabilir. (2.2) ve (2.3) ile tamimli denklemlerin (2.1)’de yerlerine
yazilmasiyla ve modelin dinamiginden gelen lineer olmayan terimler nedeniyle

ortaya c¢ikan, iicten daha yiiksek dereceli terimlerin ihmal edilmesiyle

’ . m ” . ’ . r” /

EIGy"Y +1y™y? +3yyy"+y 3)+EICyW+pA{(l—%y2)y+yy [ 3do

’ S ./ Ses ) ” / G ./ Ses ! V4
+y [ 67 yyran-y | <y2+yy>dndc}+pm{—y[R(é—s>+%<é2—s2>]

s v0

’ 1/2 11S12 ///ﬂ 1//”612

+YR+s)—yd-7y )—gyjoy dn—nyyd6+5y L on dndo
~ ’ 1 /2 . ” 1 2 2 1 S /2 — ” /

+PAQ| Yy + R+9)A-Ly )+ yY R -9+ 507 =sH- L[ y?an-y[ ydo

. /7 S 7 7 ” ﬂ.
+2pAQ | yy —J.Oy ydn-y J.Sde =0

2.4

ifadesi elde edilir. (2.4) ile taniml1 denklem, Sekil 1°de verilen modelde palanin
donme diizlemi i¢indeki, enine titresimlerinin hareketine ait lineer olmayan integro-

diferansiyel denklemdir.

(2.4) denkleminde yer alan terimlere yakindan bakilirsa; bu terimlerden ilki, palanin
elastikliginden kaynaklanan geri getirici kuvvete; ikincisi, malzeme soniimiinden
kaynaklanan kuvvete; liciinciisii ise, eylemsizlik kuvvetine karsilik gelen terimlerdir.
Diger terimler ise, rotorun donmesi ile birlikte aciga ¢ikan ve ilki, merkezcil ivmeden
kaynaklanan merkezka¢ kuvvete; ikincisi, tegetsel ivmeden kaynaklanan kuvvete;

ticiinciisii ise, Coriolis ivmesinden kaynaklanan kuvvete iligkin terimlerdir.

(2.4) denklemi,

S y i _ 0 _ M Q ¥ % EIl

=, =, :mt, o=— cC=—, =, =7 = (0,0) = 2.5
u J v / T 7 n 7 p o C=¢ pA€4 (2.5)

tanimlart 1s1ginda boyutsuzlastirilir ve mM—mn, 6-—>0 gosterilimine yeniden

doniliirse
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.. . ’ LN m ” ’ .. ’r” 1-- ’ u ./ oo/
V(v)=v+vY +v" +%V1VV 2 13V —%V Zi+viy I vdo+v -[O(V 24V xan
u

—V”I:IS(V’Z +VV)dndGJrBZ[_V”[O‘(l_“)JF%(l—uz)]+v'(oc+u)—v(l—%V'Z)

(0, ’ 1 ” leo ’ A ’ ’
—%V IOV 2dT]—VV J.quG—i_%V Iujo v 2dndc}+5[w +(oc+u)(1—%v 2)

1 1
+VVad-u+La—u?) L | (;lv'zdn—v” [ uvd6}+2[3[\"v'— [ (;lv'\'l'dﬂ [ u\'/dcs} )
(2.6)

elde edilir. Boyutsuzlastirma sonunda iisler u’ya gore, noktalar ise T’ya gore tiirevi
gostermektedir. Ayrica, hareketin incelendigi eksen takimi seciminin bir sonucu

olarak sinir sartlari,

v(0,71)=0, Vv/(0,1)=0, v'1,1)=0, v'1,1)=0 2.7)

seklinde konsol kiris sinir sartlaridir. (2.6) ve (2.7)’nin tanimladigi sinir deger
probleminin yerine Galerkin yontemi [36] yardimui ile, onu belli bir yaklasiklikla
temsil edecek, sonlu sayida denklemden olusan bir adi diferansiyel denklem takimi

konulabilir. Bu amagla g, (t) ’lar bilinmeyen agirhk fonksiyonlari,

. . _coshp+coshp
@, (u) = coshAu—cosAyu—Kp, - (smh Apu —sin Xpu); Kp = W (2.8)

fonksiyonlar1 ise (2.7) sinir sartlarini saglayan stasyoner kirisin 6z fonksiyonlar: olan
bir ortogonal fonksiyonlar takimi olmak tizere (2.6,7) smir deger probleminin

¢Ozimil,
VWD =Y g,(0)-0p () (2.9)
p=l1

sonlu serisi ile yaklagik olarak temsil edilebilir. (2.8) ifadesinde yer alan A;’ler, (2.7)
siir sartlarina sahip stasyoner kirisin boyutsuz 6z frekanslaridir ve ilk bes frekans

degeri Ek B’de verilmistir.
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(2.9) ¢oziimii (2.6)’da yerine konulup

1
J' V(@)0q (wdu =0; q=1,2,....m (2.10)
0

seklinde m adet ortogonalizasyon sart1 yazilirsa,

m m m m m m

m
gt Cx;gp + k‘;,gp -p° Z(“qu +Bpq +8pq) gq + Zzchqrs 8qeEs * ZZZqurS 248

q=1 gq=lr=l1s=l1 g=lr=ls=l1

m m m m m _m m
+ ZZZ[qurs_ Bszqrs] 8q&rgs T2 p Zszqr gqgr + BZZ[aHpqr + qur] gq8r
q=lr=ls=1 q=l1r=1 g=lr=l1

:—B(o(cp-q-dp); p=12..m
(2.11)
1 ” , 1 1 2 ” ’
Apg = [ [0-065 =041 9pdu s Bpg = [ [50-u7)¢] ~ugilopdu
1 1
Cp = J.O(ppdu » dy = jou(ppdu )
1 | PR ’ 7 1 ’ u ’ 7 ” leo 4
Cpqrs = J.O[_E(Pq(Pr(Ps +(Pq(PrJ.u (Psdc"'(PqJ.O(Pr(Psdn _(PqJ.uJ.O(Pr(PsdndG](deu >
l / u / / ” l G / /
Dpgrs = J [9g J PPN -9 J J ¢, ¢;dndoip,du,
0 0 uvs 0
1
qurs = J‘O[%(Pavq)rq)s T Qg9 05 + 3(Pq(Pr(Ps ](deu ;
1 1 ’ 7 1.7 u ’ 7 ’ » 1 1 leo ’ 7
qurs = J 0[_5 (pq(pr(ps +§(pq JO ¢r¢sdm6+¢q¢rju¢s _§¢unJO (Pr(PsdﬂdG](deu >

¥ 1 4 ” 1 u 4 4
qur = 0[(Pq(Pr —@q -[u ¢ do— _[0 (Pq(Prdn](deu ,

el
Hpgr = J 0[(1_u)(Pq(Pr _%(Pq(Pr](deu )

11 25 .2 » 1 , s , ” 1 1 u, .,
Kpgr = J 0[5 1=u") Qg =5 PP + O P; — Py J U(PrdG_E J 0 PP dnlep,du
(2.12)
denklemlerine ulasilir. (2.11,12) ile tanimli denklem, bu tez kapsamindaki
incelemelere esas olusturan ve Sekil 2.1 ile gosterilen rotor-pala modelinde, palanin

donme diizlemi igerisindeki enine titresimlerinin lineer olmayan, ayriklastirilmis

hareket denklemidir.
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3. ROTOR-PALA SISTEMLERININ TiTRESIMLERINDE LINEER
BAGLASIKLIK

Bu boliimde, lineer bir model ¢ercevesinde, ¢cok kademeli bir rotor-pala sistemi ele
alinmistir. Ik olarak, mil burulma-pala egilme titresimlerine iliskin matematik
model, sonlu elemanlar yontemi ve Galerkin yontemi gibi iki farkli yontemin bir
arada kullanildig1 karma bir yontemle elde edilmistir. Daha sonra, tek ve cok
kademeli rotor-pala sistemlerinde, mil burulma-pala egilme titresimlerinin
baglasikligina iligkin bir inceleme gerceklestirilerek baglasikligin, bu tiir sistemlerin

titresim davranisi iizerindeki etkileri ortaya konulmustur.

3.1 Mil Burulma-Pala Egilme Titresimlerine Iliskin Matematik Model

Yogunlugu po, kayma modiilii G, kesit eylemsizlik momenti I, ve uzunlugu {o olan
burulma esnekligine sahip bir mil ve bu milin iizerinde tasidig: r adet rijid diskten
olusan (r kademeli) rotor-pala sistemi goz Oniine alinsin (Sekil 3.1a). Burada,
yaricap1 R;, kiitlesel eylemsizlik momenti J; olan 1. rijid disk, yogunlugu p;, egilme

rijidligi (EI);, kesit alan1 A;, ve uzunlugu ¢; olan k; adet 6zdes pala tasisin.

Uc parcadan olusan (burulma mili, rijid disk ve palalar) bu bilesik sistemin
modellenmesinde sentetik, ¢ok eksen takimli ve karma bir yonteme bagvurulsun. Bu
amagla, parcalar ayr1 ayr1 ele alinsin ve bu parcalarin her birinin hareketi, farkli

modelleme yontemi kullanilarak, en uygun eksen takimimnda incelensin.

Bu amagla ilk olarak, tasidigi disklerin T; tepki momentlerinin etkisinde bulunan
burulma mili ele alinsin. Milin sol ucuna bagl, mil ile birlikte £ sabit agisal hiz1 ile
donen 0O’ XYZ eksen takiminda, burulma hareketleri incelenmek istenir,
modellemede sonlu elemanlar yontemine basvurulur ve milin, n adet, esit uzunluklu,
3 diigiim noktali (ikisi ug, biri orta noktasinda) ve 2. dereceden sekil fonksiyonuna

sahip sonlu elemanlardan olustugu diisiiniiliirse,
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Sekil 3.1: Cok Kademeli Rotor-Pala Sistemi
a) Genel Goriiniim, b) Elemanlar

2q GI .
p01p€0~M~%+(—:~K~9=Zesi T (3.1)
i=1

yazilabilir. Denk. (3.1)’de, 0=1{0,05.....0,,}7, 2n boyutlu diigiim koordinatlari

vektori, e, e3 ={0,0,1,0,...,0" Srneginde oldugu gibi, j. 2n boyutlu birim vektor,
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. . . -~ ~ ss W ee GI
si, 1. diskin baglandigr dugiim noktasi ve po I,/ -M ve /_ K, milin bagli-serbest
0

simir kosullarina karsilik gelen, 2nx2n boyutlu global kiitle ve katilik matrisleridir.

Buradaki, M ve K matrislerinin yapist ek C’de verilmistir.

Ikinci olarak, iizerinde k; adet pala tasiyan i. rijid disk ele alinsin. Milin —T; tepki
momentiyle palalarin —-F;; ve -M;;; j=1,2,...k; tepki kuvvet ve momentlerinin etkisi
altindaki i. rijid diskin hareket denklemi, diskin, mile ait s; nci diigiim noktasi ile

birlikte hareket edecegine dikkat ederek, O”; XYZ eksen takiminda

T, (e T dﬂ)_ T - Z(R Ej+M;) (3.2)

seklinde yazilabilir.

Son olarak, 1. rijid diske (i. kademeye) bagl j. palanin O;x;jy;jzij eksen takimindaki
hareketi gbz Oniine alinsin. Bunun i¢in, Boliim 2°de ele alinan rotor-pala sisteminde
palanin, donme diizlemi igerisindeki enine titresimlerine iliskin hareketini tanimlayan
(2.11,12) denklemlerine basvurulsun. Ancak, artik cok kademeli bir rotor-pala
sistemi modellenmeye ¢alisildigindan (2.11,12) denklemleri elde edilirken kullanilan

(2.5) boyutsuz parametrelerinde zaman Olgcegi olarak 1. rijid diske bagh (1.

* EIl
kademedeki) palalarin @) = (A)£14 seklindeki frekans ol¢egi kullanilsin.
P11ty
1. rijid diskin dénme hizi,
Q;()=Qq +e_ -0() (3.3)

seklindedir ve boyutsuz karsiligi

B=—r>Bi= o 3.4

ifadeleri ile
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Bi (1) = B+eSTi (1) (3.5)

olarak yazilabilir.

Burada nokta, artik T'ya gore tiirevi gostermektedir. i. rijid diskin donme hizmin
boyutsuz karsilig1 boylece elde edildikten sonra, bu diske bagli, egilme rijidligi (EI);,
yogunlugu, p;, kesit alam A;, boyu {; olan j. palanin diizlem i¢i enine titresimlerinin
hareketine ait diferansiyel denklem ise, kiiciik genlikli titresimler kabulu altinda
lineer olmayan terimlerin ihmal edilmesiyle, Denk. (2.11)’den hareketle matris-

vektor gosterilimiyle ve (3.4) ile

*
, R, o [ (ED),
TEOt, 6=, M=o, 0 = =0 3.6)
i o PiA L]

tanmimlar1 altinda

gij<r>+[nf A* =B (o A+B+I) -gii(0) +Bi (D0t -e+d) =0 3.7)

olarak yazilabilir. Burada A, elemanlart A,, =A, olan mxm boyutunda késegen

matris; I, mxm boyutunda birim matris; g;(T), j. palaya ait m boyutlu Galerkin
koordinatlar1 vektorii; A ve B, mxm boyutlu simetrik matrisler, ¢ ve d ise, mx1

boyutlu vektorlerdir ve elemanlar1 Denk. (2.12)’de tanimlidir.

(3.5) ifadesi, (3.7) ifadesinde yerine yazilirsa

i

.. 2 .4 T - 2 T =
gijm+(n; A —([3+esi~9(*c)j (o - A+B+I) gij(D+ (0 -c+d)-e_ -0()=0 (3.8

elde edilir. (3.8) nolu denklemden goriilecegi lizere, pala diizlem ici enine titresimleri

ile mil-disk sisteminin burulma titresimleri arasinda, i. diske iligkin eg -0(t) terimi
1

2
iizerinden lineer, (B+ez ~9(*c)) terimi {izerinden ise, pala titresimlerinin
1

kararliligmin yitimine yol acabilecegi [23-25] caligmalariyla ortaya konmus olan,

lineer olmayan baglasiklik mevcuttur. Lineer olmayan baglasikligin, rijid disklerin
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titresim genliklerinin ve frekanslarinin  kiiciik olmas1 kabulleri altinda ihmal

edilmesiyle

gij(r)+[nf A B2 (o -A+B+1)] g0 +(0; -c+d)-e] -6(m)=0 (3.9)

elde edilir.

Bu formiilasyon 1s181nda i. disk tarafindan j. palaya uygulanan kesme kuvvetleri Fj;,

ve egilme momentleri M;;,

EI v (uj,0) EI
‘1 Ui ll'j—O ‘1
3.10)
92 .
M;j;j(7) = (EI)1 vi; (U5, T)| _ 5 (EI); ngi_(,C)
4 ou? ‘ & !
i lu.=0

y

olarak hesaplanir. Burada, e ve f, elemanlar1

ep =Kphps fp=Ap (3.11)
seklinde tanimhi m boyutlu vektorlerdir ve k, Denk. (2.8)’de tanimlanmigtir.

Parcalarin hareket denklemleri bu sekilde elde edildikten sonra sira sistemin
biitiiniiniin sentezlenmesine gelmistir. Bunun i¢in 6nce F;j ve Mj;, Denk. (3.10)’dan

almip Denk. (3.2)’de yerlerine konularak T; cekilirse

Ty =T ey B +2 50 (—i +ij Zgu(t) (3.12)

1

daha sonra Tj, Denk. (3.1)’de yerine konulursa

T T
T | sy, O (ED;i . (R T
p01p€0~M+leJi~esiesiJ~9(t)+T§K~9(t)21:2Ties( Tig j Zglj(‘c) =0
1= 1=
3.13)
elde edilir. Denk. (3.13)’de, (3.6) ve
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5 PiAl; o *_[G
P = , O =" ==, 0y = (3.14)
" Polpfo” ' Polplo H o 0 Pol3

tanimlar1 kullanilarak, T zamanina gecilip boyutsuzlastirma yapilmasi sonunda

T T ki
{M""Z'Yi 'esie;[; J'é(’c)"‘HzK '9(1)—2281T]izesi (oci el +fT)~ Zgij(t) =0 (3.15)

r
ifadesine ulasilir. Denk. (3.9) ve Denk. (3.15)’in 2n+m~{2kiJ boyutlu tek bir
i=1

hiper-matris/vektor denklemi halinde bir araya getirilmesiyle sistemin hareket

denklemi

Mo 0 0 - 0 1[0] | Ko Koy &HKpp - 5Ky [[0] [0

Mg I 0 0 ||g 0 K 0 0 g 0

Myy O I - 0 Ripet © 0 Ky - 0 [grr=10:(3.16)
My 0 0 - I g/ Lo o 0o - K |lg [0
seklinde elde edilir.

Burada g;, 1. diske bagh k; adet palanm m boyutlu Galerkin koordinatlar:
vektoriinden olugsmus k;-m boyutlu bir hiper vektor, M;, ve Koj , ki (veya k;) adet
6zdes matristen olusan hiper-matrisler, K;;, ki adet 6zdes kdsegen blok igeren blok-

kosegen bir hiper-matris olup genel goriiniimleri

b T T o T wmT T
gi—{gu 8p v giki}T’ MiO_[MiO M - Mio]T ’
K; 0 0
— I ko0 K 0 (3.17)
Koj=IKoj Koj - Koj|, Kj= :
0 0 K;;

seklindedir. 2nx2n boyutlu Myyve Ko, mxm boyutlu K;;, mx2n boyutlu M;, ve

2nxm boyutlu K; matrisleri ise
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T
T T 2
MOO:M+Zyi~eSieSi, Mg =(aj -e+d)-e_ . Koo =p'K,
~ (3.18)

Ko; :—21]? ey ~(ocj el +le Kj =17 -A*-B* (0 -A+B+1)

seklinde tanimlidir.

Denk. (3.16), Sekil 3.1’de goriillen ¢ok kademeli rotor-pala sisteminin serbest

titresimleri i¢in lineer, yaklasik ve ayriklastirilmis bir model olusturmaktadir.

3.2 Ozdeger Analizi

T ) . ]
G; {GE,GITZ, GlTk} olmak iizere 0(t)=0-¢'°", g;(1)=G; -¢'°" seklindeki

¢Oziim kabulleri Denk. (3.16)’da yerlerine konulup, Ek D’de verildigi iizere, parcali

matrislerde ters alma ve ¢carpma kurallar1 dikkate alinarak gerekli islemler yapilirsa

AOQ-GZI B 51'_13_01 52'?02 & §Or o 0

Co K+ Djj-01 & Do & - Dy G| |0

Cy 8- Dyy K +8 Dyp-671 - & - D2r Gy =10 (3.19)
L E1r0 61'_D1r1 62'_])1r2 K1r1r"‘81r'_])1r1r'621_ Gr 0

0zdeger analizi problemine gelinir. Burada iist ¢izgili matrisler, yerine gore k; veya

kixk; adet 6zdes bloktan olusan

Cio D;j Dj - Dj
_ Cio — Dj Dj - Djj

BOJ:[BOj Boj; - Bo;‘], Co=| . |, Dyj= S (3.20)
Cio Djj Dj - Dj

goriiniimiine sahip hiper-matrislerdir ve

-1
Ago =M Koo, Bpj=M,, KOJ’ Cip =-MjpAqo, Dj

ij =—MioBo; (3.21)
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tammlar1 gecerlidir. Icerdigi matrislerin tekrarli yapida olusundan yararlanilarak
Denk. (3.19)’daki 6zdeger analizi problemi Ek E’de verildigi iizere analitik olarak

gelistirilebilir ve su sonuca varilir:

Karakteristik denklem,
Aj = ki =k; 2 (3.22)
1 11 1 pOIp(O ° .

1. diskin tasidigi palalarin toplam eylemsizliginin boyutsuz bir olciisiinii olusturmak

lizere
[Agp  ABo MByp o ApBo
Co AD;+Kyp  ADpp o ApDyy L | it
1
det C20 A1D21 A2D22 + K22 cee ApDZr -o1| H{det [Kii -0 Il}k =0 (3'23)
: : : : il
__CrO ADy AoDrp o ADy + Krr_ ]

seklinde iki carpana ayrilarak yazilabilir. Buradan, incelenen sistemin 6zdeger analizi
probleminin iki alt probleme ayrisacagi anlasilmaktadir. (3.23)’de ilk c¢arpan,
baglasik titresimlere karsilik gelen, ikinci carpan ise, bagsiz titresimlere karsilik

gelen alt problemdir.

Iki farklh mod sekli smifina karsilik gelen bu alt problemler, “mil burulma-pala
egilme baglasik modlar1 alt problemi” ve “rijid mil modlar1 alt problemi” basliklar1

altinda asagida ele alinmigtir.

3.2.1 Mil burulma-pala egilme baglasik modlan alt problemi

Bu problem, pala sayisi k; den bagimsiz olarak, 2n+rm boyutlu olup frekans
denklemi

Ao ABog A2B o ApBor
Cio AP +Kyg AsDp2 o ApDyy
det| [ Cop  ADy;  ADyp+Koyy - ADy  |-01|=0 (3.24)
__CrO ArDyg A2Dyo o ApDp + Krr_ h
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seklindedir. Bu baglasik modlara ait 2n+rm adet 6z frekansin yan sira bu frekanslara
karsilik gelen 6zvektorler de Denk. (3.24)’den hesaplanabilir. Denk. (3.19)’un bu

baglasik modlardan s incisine ait G, frekansina karsilik gelen

T
T T T T T T T
_ ORPTOLNPIO ©" & G®
U(S)_{G(S) Gy 6 G GG ,...,Grkr} (3.25)

0zvektori ile Denk. (3.24)’den ayni frekans i¢in hesaplanacak

T
T T T T
v<s>={@<s> FEORPICRNHG } (3.26)

OzvektOrii arasinda

Gi(;) =¢Y; =12,k (3.27)

iliskisi mevcuttur. Diger bir degisle, mil burulma-pala egilme baglasik modlarinda,
aynt diske bagli biitiin palalar 6zdes bicimde davranmakta ve bu modlara ait

ozvektorler Denk. (3.24)’de tanmiml1 alt problemden hesaplanabilmektedir.

3.2.2 Rijid mil modlan alt problemi

Palalar1 tastyan her i. diske, frekans denklemi

det|Kj; —62I| =detff?A% B2 - (0; - A+B+1)-c2I|=0,i=1,2,....r (3.28)
ii i

olan bir alt problem karsilik gelir ve bu alt problemin boyutu, o diskin tasidig: pala
sayist ki’den bagimsiz olarak, bir palanin model serbestlik derecesi olan m dir. Denk.
(3.28)’in rijid bir rotora bagl olarak donen bir palanin frekans denklemi olduguna
dikkat edilirse, bu modlarda mil esnekliginin bir etkisinin bulunmadigi anlasilir.
Denk. (3.23)’e gore, i. kademeye karsilik gelen ve Denk. (3.28)’den hesaplanacak
her bir frekansin (ki-1) kath olarak degerlendirilmesi gerekmektedir. Buradan
anlasilacagi tizere rijid mil modlari, bir kademesinde birden fazla pala iceren
sistemlere Ozgiidiir. Denk. (3.19)’dan, bu modlardan birine ait bir o frekansina

karsilik hesaplanacak U® &zvektorii, Denk. (3.28)’in q. alt probleminden ayni
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frekans i¢in hesaplanacak Wés) Ozvektorii yardimiyla belirlenebilir. Bunun ig¢in,

oc((ﬁ) "ler, pozitif veya negatif 6l¢cek katsayilar: olmak iizere
(S) W(S) Z al® = i=q
0® =0, ¢¥ = (3.29)
ij
0 i#q

oldugunun goz Oniine alinmasi yeterlidir. Ele alinan rotor-pala sisteminde, q.
kademeye karsilik gelen rijid mil modunda yalnizca bu kademedeki palalar
titresirken, diger kademelerdeki palalar hareketsiz kalir. Titresim hareketi yapan
biitiin palalar ayn1 mod bi¢imine sahiptir. Ancak bu mod bi¢cimleri, bagli olduklar:
disk tizerindeki toplam etkileri sifirlanacak bicimde Olceklidir. Bu nedenle bu
modlarda mil, bir rijid cisim gibi davranir. Ayrica Denk. (3.29), toplamda sifir
etmeleri kaydiyla palalarm bagil genliklerini belirsiz birakmaktadir. Bunun tek
istisnasi, her iki palanin esit genlikle zit yonde titresecegi k=2 halidir.

3.3 Sayisal Uygulamalar

Bu alt boliimde, 3.2 alt boliimiinde ortaya konmus olan hesap yonteminin, tek ve ¢cok
kademeli rotor-pala sistemleri i¢in uygulama sonuclarina yer verilmistir. Hesaplar,
bu amacla gelistirilmis bir FORTRAN programi yardimiyla gerceklestirilmis ve
palalarin modellenmesinde m=10 Galerkin terimi kullanilmistir. Ayrica hesaplarda,
mil burulma frekanslarinm 1ilk 10 tanesinin goz Oniine almmas:1 yeterli
goriildiigiinden, milin modellenmesinde, 10. burulma frekans: icin yeterli
yakinsamay1 saglayan n=10(r+1) sonlu eleman kullanilmistir. Bu eleman sayisi,
Tablo 3.1’de de goriilecegi tlizere ilgili 10 burulma frekans: i¢in tatminkar bir

yaklasiklik saglamaktadir.

Mil burulma ve pala egilme titresimleri arasindaki baglasikligin hesap sonuglari
tizerindeki etkilerini gorebilmek icin, sonuclar, bu baglagikligin hesaba katilmamasi
durumunda bulunacak sonuglarla karsilastirmali olarak verilmistir. Bu amacla,

palalar rijid kabul ederek mil burulma titresimlerini incelemeye yonelik
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Si]

T
M+ Yiegel 1 0+p°K-0=0 (3.30)
i=1
problemi ile, mili rijid kabul ederek pala titresimlerini incelemeye yonelik

glJ + [I]IZA4 —Bz(ociA+B +I)] glJ =0; izl, 2,...,1' (3.31)

problemi ele alimistir. Denk. (3.30)’da v, , tastyici disk ve palalarin

— 2
Ji =Jj +kiPiAif1[ﬁ€%+(Ri +7‘)2] (3.32)

olarak ifade edilmis donme eylemsizlikleri toplaminin

Yi =7 +Ai(%+oc12 +04) (3.33)

— i
pOIpEO

seklindeki boyutsuz karsiligidir.

3.3.1 Tek kademeli rotor-pala sistemlerinde baglasik titresimler

[Ik olarak, iizerinde birden fazla pala tasiyan tek bir rijid disk ve bu diski sag ucunda
tastyan burulma milinden ibaret, tek kademeli bir rotor-pala sistemi ele almsm. Bu
durumda, r=1 ve diskin mile baglandig1 diigiim noktasi s=2n dir. Bu alt boliimde, tek
kademeli bir sistem goz Oniine alindigindan dolayi, i. diski tanimlayan 1 indisi
hesaplardan diisiiriilecektir. Ayrica, yapilacak inceleme pala sayist k dan bagimsiz

oldugundan, pala sayisinin verilmesine gerek yoktur.

3.3.1.1 Modelin dogrulanmasi

Yapilan inceme sonuglarini ortaya koymadan Once, bu calismada Onerilen yontemle
elde edilen modelin dogrulanmasi yerinde olur. Denk. (3.19) ile tanimlanan orijinal
problem, Denk. (3.24) ve Denk. (3.28) ile tanimlanan iki alt probleme indirgenmisti.
Bu alt problemlerden Denk. (3.28) ile tamimlanan rijid mil modlar1 alt problemi,
simdiye dek bir ¢ok calismaya konu olmus [9-14,19] ve ¢ok iyi bilinen, donen
kirislerin diizlem ici titresimlerinin modelidir. Bu nedenle, yalnizca Denk. (3.24) ile

tanimlanan mil burulma-pala egilme baglasik modlar1 alt problemine iliskin modelin
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dogrulugunun kontrol edilmesi yeterlidir. Bu kontrol icin, W boyutsuz
parametresinden yararlanilmas: diisliniilsiin. Buna gore [ niin degeri sifira
gotiiriildiigiinde model, elastik mil-rijid pala modeline, sonsuza gotiiriildiigiinde ise,
rijid mil-elastik pala modeline yaklasacaktir. Dolayisiyla, Denk.(3.24)’lin, i’niin ug
degerleri icin elde edilecek sonuglari, bu uc¢ degerlere karsilik gelen modellerin

sonuglariyla karsilastirilarak kontrol yapilabilir.

Ik olarak w’niin degerini sifira dogru gotiirelim. Bu durumda model, bir ucu bagl,
diger ucunda eylemsizlik momenti y olan bir rijid cisim tasiyan burulma miline

yaklasacaktir. Boyle bir modelin kesin, boyutsuz, burulma dogal frekanslarinimn,

— (0] .
®; =— olmak lizere
o

cos @ —Ywsin @ =0 3.34)

denkleminin kokleri oldugu gosterilebilir. Buna gore sistem parametrelerinin a)
0=0.4, =0, y=0.33, A=0.75 — y=1 ve b) a=0.4, B=0, y=2.32, A=3 — ¥ =5 seklinde
iki farkli kombinasyonu i¢in Denk. (3.24)’den n=0.0001 olmak iizere hesaplanan ilk

on o; frekansi, ® :% seklinde yeniden Olceklendirilerek, Denk. (3.34)’den elde

1

edilen degerlerle birlikte Tablo 3.1°de karsilastirmali olarak verilmistir.

Ikinci olarak, diger u¢ durum olan W niin degerinin sonsuza gitmesi halinde model,
sabit acisal hizla donen ve bagli-serbest sinir sartlarina sahip elastik pala modeline
yaklasacaktir. Buna gore sistem parametrelerinin o=1, y=1, A=1 degerleri ve

boyutsuz donme hizi f’nin ii¢ farkli degeri i¢in Denk. (3.24)’den u=10000 alinarak

hesaplanan o; =2 seklinde tanimli ilk ii¢ boyutsuz dogal frekans, Naguleswaran
!

[19] tarafindan diizlem dis titresimler i¢in verilen frekans degerlerinin Gigzzcdlsz—ﬁz

Tablo 3.1: p=0.0001 Icin Hesaplanan Frekanslarmn Elastik Mil-Rijid Pala
Frekanslari le Karsilagtirmasi

O | @ | @ | @y | @ [ [ g W | O

~_1] Model |0-8620]3.4269]6.4381[9.5302 12,6471 [15.7757 | 18.9127 [ 22.0580 [ 25.2132 [ 28.3814

Denk.(3.34) | 0-8603 | 3.4256 | 6.4373 | 9.5293 | 12.6453 | 15.7713 | 18.9024 | 22.0365 | 25.1724 | 28.3096

= Model 0.4337]3.2042 | 6.3150| 9.4464 | 12.5837 | 15.7248 | 18.8701 | 22.0213 | 25.1811 | 28.3527

Denk.(3.34) | 0-4328 | 3.2039 | 6.31489.4459 | 12.5823 | 15.7207 | 18.8602 | 22.0002 | 25.1407 | 28.2814
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Tablo 3.2: u=10000 i¢in Hesaplanan Frekanslarin Rijid Mil-Elastik Pala Frekanslar1
Ile Karsilastirmas1 (o=1 igin)

B=0 B=2 B=10
S G2 O3 S G2 O3 S G2 O3
Model | 3:5160 | 22.0345 | 61.6972 | 4.4005 | 23.2803 | 63.0357 | 13.2591 | 43.2301 | 88.6025
Ref.[19] | 3.5160 | 22.0345 | 61.6972 | 4.4005 | 23.2802 | 63.0358 | 13.2579 | 43.2266 | 88.5937

denklemi kullanilarak diizlem ici titresimlere uyarlanmasi ile elde edilen degerlerle
birlikte Tablo 3.2’de karsilastirmali olarak verilmistir. Ayrica, =0 degerinde
merkezka¢ kuvvet etkisi devreye girmediginden, Denk. (3.24)’den bu B degerine
karsilik hesaplanan frekanslar, stasyoner konsol kirisin boyutsuz frekanslar1 olan ve

sayisal degerleri ek B’de verilen A; ’lerin karesiyle de kontrol edilebilir.

Tablo 3.1 ve Tablo 3.2’nin incelenmesinden, Denk. (3.24)’te verilen model ile, n
parametresinin sifira ve sonsuza gotiiriilmesine karsilik gelen, sirasiyla elastik mil-
rijid pala ve rijid mil-elastik pala modelleri arasindaki uyumun tatmin edici oldugu
goriilmektedir. Bu da, modelin, @ parametresinin bu smir durumlar disina karsilik

gelen ara degerlerinde de iyi sonu¢ vereceginin bir gostergesi olarak kabul edilebilir.

3.3.1.2 Parametrik incelemeler

Tek kademeli rotor-pala modelinin dinamik davranisi, daha 6nce tanimlanan o, f3, v,
A ve 1 boyutsuz parametrelerinin yan sira, tasiyici diskin mil tizerindeki konumunu

tanimlayan, boyutsuz
n=-2 (3.35)

parametresine de bagimlidir. Ancak formiilasyonda disk, milin s. diigiim noktasina

bagli kabul edildiginden a = i—gs (s=1,2,...,2n) olmakta, M da siirekli olarak degil,

n=5-: s=1,2,....2n (3.36)

uyarinca degismektedir. Bu boliimde, sistem Ozfrekanslarinin bu boyutsuz

parametrelerle degisimine iligkin bir parametrik inceleme ortaya konacaktir.
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[k olarak o=0.4, v=1, A=10, p=10 seklinde tanimli bir rotor-pala sisteminde
Ozfrekanslarin boyutsuz hiz  ile degisimi incelenmis ve sonuclar Sekil 3.2a, b ve
c’de verilmistir. Sekil 3.2a’da, baglasikligi dikkate almayan (3.30) ve (3.31)
denklemlerinden hesaplanan bagsiz frekanslar goriilmektedir. Burada, yatay hatlar
donme hizindan etkilenmeyen mil burulma frekanslarina, 3 arttik¢a yiikselen egriler

ise merkezkag kuvvet etkisi ile sertlesen palalarin frekanslarina karsilik gelmektedir.
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180 ¢ |

o // // - m.// / —
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1] 10 20 30 40 50 0 10 20 20 40 50

B B

()
Sekil 3.2: Ozfrekanslarm Mil Boyutsuz Dénme Hiz1 B ile Degisimi

a) Bagsiz, b) Baglasik, c) Biitiin Frekanslar
(0=0.4, y=1, A=10, u=10)
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Sekil 3.2b’de, Denk. (3.24)’den hesaplanan mil burulma-pala egilme baglasik
modlarina ait frekanslar goriilmektedir ve bu sekil tek palali bir modele ait biitiin
frekanslar1 barindirmaktadir. Sekil 3.2b’ye ek olarak Denk.(3.28)’in de hesaba
katilmasiyla ¢cok palali modele ait biitiin frekanslar Sekil 3.2c’deki gibi elde edilmis
olur. Bu sekil, Sekil 3.2a’daki pala frekanslarmin ve Sekil 3.2b’nin
siiperpozisyonundan bagka bir sey degildir ve bazi B degerlerine karsilik gelen ilk on
frekans Tablo 3.3’de verilmistir. Burada, * ile gosterilen frekanslar, iizerinde birden
cok pala tasiyan rotor-pala sistemlerine 6zgii rijid mil modlarma; diger frekanslar ise,
mil burulma-pala egilme baglasik modlarina karsilik gelen frekanslardir. Farkli
parametre bilesimlerine karsilik gelen frekanslar tablolar halinde Ek F’de verilmistir.
Sekil 3.2a ve 3.2b’nin karsilastirilmasindan su sonuclara variir: 1) Bagsiz haldeki
frekanslarin geometrik yerlerinin kesisme noktalarindan uzaklastikca baglagikligin
ozfrekanslar iizerindeki etkisi azalmaktadir. ii) Ozellikle diisiik frekanslarda olmak
tizere, bu kesigme noktalar: civarinda baglagik modlara iligkin 6zfrekanslar ¢cok ciddi
geometrik yer sapmasimna (loci-veering) ugramaktir. Bu geometrik yer sapmalari
civarinda fiziksel olarak ne oldugunu daha iyi anlayabilmek i¢in, Sekil 3.2c’de
goriilen A ve B’nin geometrik yerleri iizerindeki bazi noktalara karsilik gelen mil
burulma-pala egilme baglasitk mod bi¢imleri, ilgili boyutsuz frekans degerleriyle
birlikte Sekil 3.3’de verilmistir. Palalara ait mod bic¢imlerinin pala sayisindan

bagimsiz olmasi1 nedeniyle tek pala gbz Oniine alinmustir.

Tablo 3.3: Uzerinde k Adet Pala Tasiyan Rotor-Pala Sistemine Iligkin Frekanslar
(0=0.4, y=1, A= 10, u=10, *: (k-1) kath 6zdeger)

O1 (o)) O3 Oy Os O¢ 07 O3 Oy O10

B:O 2.4147| 3.5160% | 9.0813 |22.0345%*| 25.7803 | 34.4928 | 61.6972* | 62.5385 | 67.7701 | 95.1458

B:S 2.9264 | 5.6545% | 12.6040 | 26.6164* | 29.1079 | 35.7292 | 63.4377 | 66.8854* | 71.8722 | 95.2172

[3:]0 3.3873| 9.2643* | 18.8391 | 32.7712 | 37.0050* | 42.7690 | 64.1111 | 80.2182* | 84.1402 | 95.4932

[3:]5 3.7511 | 13.0496* | 24.3159 | 34.7057 | 49.5139% | 54.1024 | 64.7881 94.7241 | 98.0155* | 102.2744

[3:20 4.0905 | 16.8752* | 27.8875 | 37.4354 | 62.8077* | 62.8263 | 69.1592 | 95.2533 | 117.9818*| 121.0768

l3=25 4.4192 | 20.7190% | 29.6770 | 41.1061 | 64.1496 | 76.4560* | 81.2292 | 95.5552 | 126.3288 | 139.0445*

[3:30 4.7370 | 24.5754% | 30.5780 | 44.9657 | 64.6410 | 90.2966* | 92.8830 | 97.2849 | 126.4931 | 157.4517

l3=35 5.0408 | 28.4419* | 31.1174 | 48.6072 | 65.0851 | 95.0307 | 104.2557*| 108.6997 | 126.6280 | 157.7251

[3:40 5.3278 | 31.4940 | 32.3172* | 51.9168 | 65.6040 | 95.2833 | 118.2950* | 121.7132 | 127.1586 | 157.7909

l3=45 5.5959 | 31.7851 | 36.2002* | 54.8469 | 66.2928 | 95.4125 | 126.1940 | 132.3919% | 136.4039 | 157.8571

[3:50 5.8440 | 32.0245 | 40.0898* | 57.3275 | 67.2759 | 95.5104 | 126.4069 | 146.5318* | 149.8741 | 158.0535
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Sekil 3.3: Mil Burulma-Pala Egilme Baglasik Modlar1 (Sol siitun, Sekil 3.2’ deki A
geometrik yerine; sag siitun, B geometrik yerine ait noktalar)

A’ya iligkin geometrik yerler iizerinde ilerlerken mil burulma modunun 4. moddan 5.
moda, pala egilme modunun ise 3. moddan 2. moda gectigi; B’ye iligkin geometrik
yerler iizerinde ilerlerken ise, mil burulma modunun 4. modda kaldigi, pala egilme
modunun 3. modan 2. moda gectigi goriilmektedir. Bu da, bir bagsiz moddan
digerine baglasikhigin etkisiyle kademeli bir ge¢isin oldugunu ortaya koymaktadir.
Bu durum, Jei ve Lee’nin [37] elastik rotor-yatak sistemlerinin Ozdeger
problemlerinde geometrik yer sapmasina iliskin caligmalarinda da ortaya koyduklar:

gibi, geometrik yer sapmasinin fiziksel gercekliginin bir kanit1 olarak goriilebilir.

Sekil 3.4’de boyutsuz donme hizi =20 i¢in rijid mil modlarina ait bazi mod
bicimleri verilmistir. Burada, k=2 ve 3 palali rotor-pala sistemlerine iliskin (k-1) adet
olas1 pala mod bicimi toplu olarak gosterilmistir. Mil sekilleri, bu modlarda milin

rijid cisim olarak davranmasi nedeniyle gosterilmemistir.
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Sekil 3.4: =20 I¢in Rijid Mil Modlar1

Burada, bu tezle kismen Ortiisen bir caligmay1 ortaya koyan Huang ve Ho [22]'nun
ulastiklar1 sonuclarla, bu calismada elde edilen sonuglarin bir karsilastirmas: yerinde

olur.

Huang ve Ho’nun mil donmezken verdikleri mod bi¢imleriyle, burada verilen mod
bicimleri arasinda benzerlikler vardir. Diger taraftan, 6zfrekanslarm mil donme hizi
ile degisimini veren Sekil 3b,c ile, bu grafige karsilik gelen, Huang ve Ho’nun
caligmalarinda verdikleri grafik arasinda ¢ok ciddi nitel farklihiklar mevcuttur.
Calismalarinda, baglasikligi pala titresimlerinde kararhilik yitimine neden olacag,
bu tez caligmasiyla desteklenmeyen ve beklentilerle de uyusmayan, ¢arpici sonucuna
ulasmislardir. Ayrica, ele aldiklar1 6rnek rotor-pala modelindeki eksik verilerden

dolayi ortaya koyduklar1 hesaplar yinelenememektedir.

Ikinci olarak, B=10, y=1, A=1, u=10 seklinde tanimli bir sistemde boyutsuz disk
yaricap1l o’ nin etkisi incelenmis ve sonuglar Sekil 3.5a, b ve ¢’de verilmistir. Denk.
(3.30) ve (3.31)’den hesaplanan bagsiz frekanslar Sekil 3.5a’da gosterilmistir.
Burada yiikselen egriler palalarim egilme frekanslarini, yatay gidisli egriler ise mil
burulma frekanslarmi gostermektedir. Tek palali sistemlere 6zgii, yalnizca baglasik
modlara ait frekanslar Denk. (3.24)’den hesaplanarak Sekil 3.5b’de ve ¢ok palali bir
sisteme ait biitiin frekanslar ise Denk. (3.24)’iin yaninda Denk. (3.28)’in de hesaba
katilmasiyla Sekil 3.5¢’de gosterilmistir. Bu sekillerde palalarin, donme merkezinin
disina bakmast (o>0) haline ve merkezka¢ kuvvetin basi etkisine maruz kalacak
bicimde donme merkezine bakmasi (0<0) haline karsilik gelen sonuglar bir arada

goriilmektedir.
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Sekil 3.5: Ozfrekanslarin Boyutsuz Disk Yarigap: o Ile Degisimi
a) Bagsiz, b) Baglasik, c) Biitiin Frekanslar
(B=10, v=1, A=1, u=10)

Bu sekillerin incelenmesinden su sonuclara varilir: 1) Sekil 3.5a’da mil frekanslarinin

o ile, a=-0.5 noktas:1 civarinda bir maksimuma sahip olacak bi¢cimde degistigi

goriilmektedir. Bunun nedeni, disk-pala sisteminin donme eylemsizligini tanimlayan

Denk. (3.33)’deki y(a) fonksiyonunun

dy(o)

=A;2o+1)=0—>a=-05 3.37)
do
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seklinde o=-0.5 noktasinda bir minimuma sahip olmasidir. Ayrica, O’nin
biiyiimesiyle birlikte merkezkac kuvvet etkisi palalarin sertlesmesine, bu da pala
egilme modlarina ait frekanslarin artmasina neden olmaktadir. Bunun yaninda Sekil
3.5b ve c’de, bagsiz frekanslarm birbirleriyle kesisme noktalar1 civarinda, ¢ok giiclii
baglasiklik etkilerinin ortaya ¢iktig1 ve frekanslarin geometrik yer sapmasina maruz
kaldig1 goriilmektedir. 1) a<0 parametre bolgesinde merkezka¢ kuvvetin basi etkisi
devreye girdiginden, pala frekanslar1 diismekte ve belli bir o degerinde
sifirlanmaktadir. Yani,  statik kararlilik yitiminin (burkulma) ortaya c¢iktigi
goriilmektedir. Bu problem, ilk olarak Mostaghel ve Tadjbakhsh [3] tarafindan
ortaya konmus ve daha sonra bircok arastirmaci tarafindan da [4-10] ele alinmustir.
Bunun yaninda, Sekil 3.5¢’den bagsiz ve baglasik pala frekanslarinin ayni noktada
sifirlandig1 yani baglasikligin burkulma kosullarinda bir degisiklige neden olmadig:

goriilmektedir.

U(;iincii olarak, 0=0.4, B=10, A=10, u=10 seklinde tanimli, ¢ok palali bir sistem ele
alimip dzfrekanslarin boyutsuz disk eylemsizligi v ile degisimi incelenmis ve sonuglar

Sekil 3.6a’da verilmistir.
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Sekil 3.6: Ozfrekanslarin a) Boyutsuz Disk Eylemsizligi ¥ (0=0.4, f=10,
A=10, u=10), b) Palalarin Toplam Boyutsuz Eylemsizligi
A (0=0.4, B=10, y=1, u=5) ile Degisimi
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Bu seklin incelenmesinden goriiliir ki, yatay hatlar, Denk. (3.28) ile tanimli rijid mil
modlarina karsilik gelen ve y’nin degisiminden etkilenmeyen (k-1) kath bagsiz pala
egilme frekanslaridir. Diger egriler ise Denk. (3.24) ile tamimli mil burulma-pala
egilme baglasik modlarina karsilik gelen frekanslardir. y’nin artmasiyla birlikte yatay
hatlara yaklasan egriler baglasik egilme frekanslaridir. Bagsiz ve baglasik egilme
frekanslarinin birbirine yaklagmasinin sebebi ise, disk eylemsizliinin artmasinin
disk titresimlerini engellemesi ve bunun da baglasikligin azalmasina sebep olmasidir.
Ynm artmasiyla yatay gitme egiliminde olan diger egriler ise, sifira yaklasan
hari¢, bagli-baghh sinir sartlarma sahip ¢ubugun oj=ljw; j=1,2,... seklinde yeniden

Olceklendirilmis burulma frekanslarina yaklasan baglasik mil frekanslaridir.

Bir sonraki inceleme olarak, Ozfrekanslarm, palalarin toplam eylemsizliginin
boyutsuz karsihigi olan A=kd parametresi ile degisimi ele alinmistir. Bunun igin,
0=0.4, B=10, y=1, u=5 seklinde tanimh ¢ok palali bir sistem g6z Oniine alinarak
yapilan analiz sonuglar1 Sekil 3.6b’de verilmistir. Burada yatay hatlar, Sekil
3.6a’dakine benzer sekilde, Denk. (3.28) ile tanimli rijid mil modlarina karsilik gelen
ve A’nin degisiminden etkilenmeyen (k-1) katli bagsiz pala egilme frekanslaridir.
Baglasikligin olmadigi A=0’da bu yatay hatlarla ayn1 noktadan c¢ikan ve A’nin
artmastyla birlikte baglagikligi etkin hale gelmesi sonucu bu yatay hatlardan ayrilan

egriler Denk. (3.24)’den elde edilen baglasik pala frekanslaridir.
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Sekil 3.7: Ozfrekanslarin Mil Ve Palalarin Frekans Olgekleri Orani i le
Degisimi (0=0.4, =10, y=1, A=2)

34



Diger egriler ise baglasik mil burulma frekanslarina aittir ve beklenecegi tizere A’nin
artmasiyla birlikte, sifira yaklasan en alttaki hari¢, i=(jx; j=1,2,... seklinde yeniden
Olceklendirilmis bagli-bagli sinir sartlarma sahip ¢ubugun burulma frekanslarma
yaklagsmaktadir. Ancak kuvvetli baglasiklik etkisinden dolay1 baglasik frekanslarin
geometrik yerlerinde sapma meydana gelmekte ve dogrultular1 degismektedir. Diger
bir incelemede, Ozfrekanslarm mil ve palalarin frekans Olcegi ile degisimi, 0=0.4,
B=10, y=1, A=2 seklinde tanimli ¢ok palali bir sistem icin ele alinmis ve sonuglar
Sekil 3.7°de verilmistir. Bu sekillerde yatay hatlar, i niin degisiminden etkilenmeyen
(k-1) kath baglasik pala frekanslaridir. Beklenecegi iizere, baglasik mil frekanslari, 1
ile birlikte dogrusal olarak artmaktadir ve bu frekanslar, baglasikligin giiclii etkisi
yiiziinden baglasik pala frekanslari ile ice ice gegmektedir. Ayrica, | niin artmastyla
birlikte boyle bir sistemdeki genel egilimin elastik mil-rijid pala sisteminden, rijid
mil-elastik pala sistemine dogru bir gecis seklinde oldugu goriilmektedir. Sekil
3.7’nin ilk grafiginde, mil frekanslarina iliskin dogrularin arasinda yer alan bosluk, o
bosluga karsilik gelen mil modunun sonlu elemanlar yontemi tarafindan

yakalanamamas1 nedeniyle olusan bir problemden kaynaklanmaktadir.

Son olarak, Sekil 3.8a ve b’de, a=0.4, =5.0, y=0.2, A=5.0, u=5.0 seklinde taniml

bir sistemde 6zdegerlerin, boyutsuz disk konumu 7 ile degisimi gosterilmistir.
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Sekil 3.8: Ozfrekanslarin Diskin Mil Uzerindeki Konumu ile Degisimi
a) Bagsiz, b) Baglasik (0=0.4, f=5.0, y=0.2, A=5.0, u=5.0)
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Sekil 3.8a’daki yatay ¢izgiler, diskin mil iizerindeki konumundan etkilenmeyen pala
frekanslarini, zikzakli egriler ise mil frekanslarini gostermektedir. Mil frekanslari,

n=0 iken, iizerinde disk bulunmayan milin o;=u(-0.5)x; j=1,2,... seklindeki

frekanslarindan ¢ikip, bu degerlerin altinda ve disk konumu ilgili modun bir diigiim
noktasiyla cakistiginda yeniden bu degerleri alacak bicimde dalgalanmaktadir. Sekil
3.8b’nin  Sek. 3.8a ile karsilastirilmasi, baglasiklik dikkate alinmadan
gerceklestirilecek bir 6zdeger hesabinin ne kadar hatali sonug¢ verebilecegini bir kez

daha ortaya koymaktadir.

3.3.2 Cok kademeli rotor-pala sistemlerinde baglasik titresimler

Bu boliimde, bu calismada tanitilan hesap yontemi, ¢ok kademeli rotor-pala
sistemlerine uygulanmis ve hesap sonuglar: verilmistir. Ele alinan r kademeli bir
rotor pala sisteminde milin modellenmesinde n=10(r+1) sonlu eleman kullanilmistir.
Ayrica, kullanilan hesap yOonteminin bir sonucu olarak, i’inci diskin tasidig1 pala

say1s1 k;’nin onceden verilmesine gerek yoktur.

[1k olarak, birbirleriyle 6zdes kademelere sahip, her bir kademenin milin sol ucundan

a =10 4 uzakligina yerlestirildigi ve u=5, =1, ¥;=0.2, A=0.4, n; =1; i=1,2,....r

17
seklinde tanimli ¢ok kademeli bir rotor-pala sistemi ele alimmustir. r=2, 3, 6, 20
kademe iceren rotor-pala sistemleri i¢in Ozfrekanslarin boyutsuz donme hizi f ile
degisimi incelenmis ve sonuglar Sekil 3.9’da verilmistir. Sekil 3.9al-d1, Denk.
(3.30) ve (3.31)’den hesaplanmis bagsiz frekanslari, Sekil 3.9a2-d2 ise, Denk. (3.24)

ve (3.28)’den hesaplanmis baglasik analiz sonuglarini gdstermektedir.

Sekil 3.9al-d1’de, yatay hatlar boyutsuz donme hizi [’dan etkilenmeyen mil
burulma frekanslaridir. Disk ve palalarin eylemsizliginden dolay: milin disklerle olan
baglant1 noktalar, yiiksek frekanslarda hareketsiz kalma egilimine girecektir. Bunun
sonucu olarak da, yiiksek modlarda mil, her birinin boyu £/(r+1) ve Denk.(3.14)’de
tamiml [ ile yeniden Ol¢eklendirilen frekanslari oq=q(r+1)um; q=1,2,... olan r adet
bagli-bagh smir sartlarma ve frekans1 64=(q-0.5)(r+1)um; q=1,2,... olan bir adet
bagli-serbest sinir sartlarina sahip burulma ¢ubugundan ibretmis gibi davranmaya

calisacaktir.
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Sekil 3.9: Ozfrekanslarin Boyutsuz Hiz B ile Degisimi al) 2 Ozdes Kademeli,
Bagsiz; a2) 2 Ozdes Kademeli, Baglasik; bl) 3 Ozdes Kademeli,
Bagsiz; b2) 3 Ozdes Kademeli, Baglasik; c1) 6 Ozdes Kademeli,
Bagsiz; c2) 6 Ozdes Kademeli, Baglasik; d1) 20 Ozdes Kademeli,
Bagsiz; d2) 20 Ozdes Kademeli, Baglasik Sistem

Bundan dolayi, en alttaki r adedi hari¢c mil burulma frekanslarindan, r adet frekans
iceren guruplarin o=q(r+1)um ve tek basma bulunanlarin ©,=(q-0.5)(r+1)un
degerine yaklastiklar1 goriilmektedir. Diger taraftan, f’nin artmasiyla yiikselen

egriler ise, merkezka¢ kuvvetin ceki etkisiyle sertlesen palalarin titresimlerine ait

egilme frekanslaridir.
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Sekil 3.9: (Devam)

Sekil 3.9a2-d2’de ise, baglasikligi gdz Oniine alindig1 analiz sonuglar1 gosterilmistir.
Bu sekillerin incelenmesinden su sonuglara varilir: 1) Baglasik frekanslarla bir arada
goriilen bagsiz pala frekanslari, ¢cok palali (k#1) ve r adet 6zdes kademeden olusan
bu sistemde r(k-1) kathdir. ii) Her kademeden yalmizca bir pala egilme frekansi mil
burulma frekanslariyla baglasmakta ve r adet frekans ilgili bagsiz egilme frekansi
yakminda toplanarak ona paralel ilerlemektedir. iii) baglasikligin etkisiyle mil
burulma ve pala egime frekanslar1 i¢ ice gecmekte ve frekanslarin geometrik
yerlerinde ciddi sapmalar olmaktadir. Sonug¢ olarak, baglasik analiz sonuglariyla

bagsiz analiz sonuglar1 arasinda ¢ok ciddi fark bulunmaktadir.
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Ikinci olarak, birbirlerinden esit uzakliklara yerlestirilmis, her bir diskin kendi icinde

0zdes, fakat diger disklerden farkli palalar tasidigi, r kademeden olusan bir rotor-pala

sistemi ele almmustir. u=5, o;=1, v;=0.2, A;=0.4 olmak {lizere «; =%, Yi =7Y1-

1

A; =A1\|!i3 SN =%; y; =1-0.04G-1); 1=2,3,...,r seklinde tamiml1 ve r=2, 3, 6, 20

kademe igeren rotor-pala sistemleri icin, 6zfrekanslarin boyutsuz hiz B ile degisimi

incelenerek sonuglar Sekil 3.10°da verilmistir.
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Sekil 3.10: Ozfrekanslarin Boyutsuz Hiz B Ile Degisimi al) 2 Farkhh Kademeli,
Bagsiz; a2) 2 Farkli Kademeli, Baglasik; bl) 3 Farkli Kademeli,
Bagsiz; b2) 3 Farkli Kademeli, Baglasik; c1) 6 Farkli Kademeli,
Bagsiz; c2) 6 Farkli Kademeli, Baglasik; d1) 20 Farkli Kademeli,
Bagsiz; d2) 20 Farkli Kademeli, Baglagik Sistem
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Sekil 3.10al-d1’de, her kademede farkli frekans Olcegine sahip palalarin
bulunmasindan dolay1 bagsiz pala frekanslari, birbirinden ayirt edilen r adetli gruplar
halinde goriilmektedir. Sekil 3.10a2-d2 ise, baglasik analiz sonuglarmni
gostermektedir ve bu sekillerden su sonuclara varilabilir. 1) farkli kademelere iligkin
pala egilme frekanslarmin sagilarak ilerlemesinden dolayi, sekiller ¢ok daha fazla
karisik hale gelmistir. i1) her 1 inci kademeye ait bagsiz pala frekanslar: (k;-1) katl
olarak baglasik frekanslarla birlikte goriilmektedir. ii1) Her kademeden bir pala
frekans1 mil burulma frekanslariyla baglagmakta ve frekanslar geometrik yer
sapmasimna ugramaktadir. Bu da, baglasik analiz sonuglarmi bagsiz analiz

sonuglarindan oldukca farklh hale getirmektedir.
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Sekil 3.10: (Devam)

40



Tablo 3.4: Sekil 3.10b1,b2’de Goriilen 3 Kademeli Rotor-Pala Sistemi I¢in Bagsiz
Ve Baglasik Frekanslarin Karsilagtirmasi (i tist indisli degerler (ki-1) kath
frekanslar1 gostermektedir)

(S (&) O3 Oy Os G O7 O3y Oy GCio

B=s Bagsiz |3.8217| 7.4115 | 7.6742 | 7.9669 | 10.8356 | 16.2886 | 28.9241 | 30.5275 | 32.3645 | 34.2830
Baglagik | 3.8066 | 6.7568 | 7.2713 | 7.4115" | 7.6742% | 7.9669° | 11.1726 | 17.5527 | 23.9908 | 28.9241'

B=I Bagsiz | 3.8217]10.8356 | 13.2591 | 13.6068 | 13.9819 | 16.2886 | 34.2830 | 43.2302 | 44.6464 | 46.2595
Baglasik | 42432 | 10.0059 | 11.7896 | 13.2591" | 13.6068% | 13.9819% | 17.9819 | 22.1347 | 29.3416 | 38.5508
B=15 Bagsiz |3.8217 | 10.8356 | 16.2886 | 19.2625 | 19.7228 | 20.2141 | 34.2830 | 59.5924 | 61.0254 | 62.6322
Baglagik | 45405 | 11.9346 | 15.4188 | 19.2625' | 19.7228% | 20.2141% | 24.0817 | 27.4503 | 33.7671 | 42.0696

Bu fark, Sekil 3.10b1,b2’deki 3 kademeli rotor-pala sisteminde, 3 farkli boyutsuz hiz
B degeri i¢in hesaplanmis, bagsiz ve baglagik hesap sonuglarina iliskin ilk 10 frekans1

gosteren Tablo 3.4’den de goriilebilir.

Son olarak Sekil 3.11°de, mil burulma-pala egilme baglasik mod bi¢imleri hakkinda
bir fikir vermesi amaciyla, Sekil 3.10b2’de goriilen ve ayn1 baglasik frekansa iliskin
geometrik yer iizerinde bulunan A, B, C noktalarma ait mod bi¢cimleri verilmistir.
Burada, baglasikligin etkisiyle mod bi¢imlerindeki baskalasim agik¢a goriilmektedir.
Sekil 3.11a, 8. mil burulma moduyla 3. pala egilme modu arasindaki baglasikligi,
Sekil 3.11b, 11. mil burulma moduyla 3. pala egilme modu arasindaki baglasiklig1 ve
Sekil 3.11c, 11. mil burulma moduyla 2. pala egilme modu arasindaki baglasiklig:
gostermektedir. Bu da, Sekil 3.10b2’de, A, B, C noktalarinin iizerinde bulundugu
baglasik frekans boyunca ilerlerken, baglasikligin etkisiyle bir moddan digerine
kademeli bir gecisin olmasi gerektigi yolundaki beklentiyle ortiigmektedir.

Mil burulma-pala egilme titresimlerinin baglasikligma iliskin buraya kadar yapilan

incelemeler, [38-40] ile verilen ¢aligsmalarla da ortaya konulmustur.
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(o)

Sekil 3.11: Mil Burulma-Pala Egilme Baglasik Modlar1
a) Sekil 3.10b2’deki A noktasi, /=10, 0=104.2698;
b) Sekil 3.10b2’deki B noktasi, =20, c=133.6422;
¢) Sekil 3.10b2’deki C noktasi, =40, 0=153.7841
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3.3.3 Sistem parametrelerinin baglasikhga etkisi

Bu boliimde, Bolim 3.3.1 de incelenen rotor-pala sistemi ele alarak, sistem
ozfrekanslarmm boyutsuz rotor hizi B ile degisimine iligkin grafikler yardimiyla,
cesitli sistem parametrelerinin baglasikliga olan etkisi incelenmis ve sonuglar Sekil

3.12’de verilmistir.

Sekil 3.12a’da, boyutsuz disk yaricapr o’nin baglasikliga olan etkisi ele alinmistir.
Bu amacla, diger parametreleri y=1, A=5, u=5 seklinde verilen bir sistemde, 0=0.1,
o=1, o=10 seklindeki 3 farkli a degeri icin 6—f diyagramlar1 verilmistir. Bu
diyagramlarda B ile yiikselen Kkesintisiz egriler bagsiz pala modlarma iliskin
frekanslari, mil burulma modlarinin agir bastigi bolgelerde yatay, pala egilme
modlarini agir bastig1 bolgelerde ise bagsiz pala frekanslarimi izleyerek giden egriler
ise baglasik modlara iliskin frekanslar1 gostermektedir. Bagsiz pala frekanslarina ait
egrilerle baglasik frekanslara ait egrilerin ilgili bolgelerinin (baglasik pala frekanslar:
diyelim) birbirine yakin olmasi1 baglasikhik etkilerinin zayifliginin, bunlarin
birbirinden ayrilmasi ise, ayrilma miktarma gore, baglasiklik etkilerinin derecesinin
bir gostergesidir. Sekil 3.12a’daki diyagramlarmn  bu sOylenenler 1s18inda
kargilastirilmasindan, o’'nin biiyiimesiyle, baglasik pala frekanslarinin, bagsiz pala
frekanslarindan belirgin bir sekilde ayrildigi, dolayisiyla, baglasiklik etkisinin arttig1
goriilmektedir. Sekil 3.12b, boyutsuz disk eylemsizligi y'nin baglasikliga etkisini
gostermektedir. Bu sekilde, o=1, A=5, u=5 ile taniml bir sistemin y=1, y=10, y=100
degerlerine karsilik gelen 3 farkli 6—f diyagramui goriilmektedir. Bu sekillerin
karsilagtirilmasindan, y'nin  kiiciik degerlerinde baglasiklik belirginken, Y nin
biiylimesiyle -bu durumda diskin hareketsiz kalma egilimine girip pala ile mil
titresimleri arasindaki etkilesimi azaltmasiyla baglantili olarak- baglagikligi etkisini
yitirdigi goriilmektedir. Benzer sekilde, Sekil 3.12c’de verilen 3 diyagramin
karsilagtirilmasindan palalarin  toplam boyutsuz eylemsizligi A’nin artmasiyla
baglasik pala frekanslarmin bagsiz pala frekanslarindan belirgin bicimde ayrildig:
yani  baglasgikhk  etkisinin  arttigi;  Sekil  3.12d’deki  diyagramlarin
karsilastirilmasindan da, mil ve pala frekans Olgekleri oram1 Wniin artmasiyla mil
frekanslarinin yiiksek frekans bolgelerine dogru kaydigi, bunu yaparken baglasik
pala frekanslarini da birlikte siiriiklemeleri sonucu baglasiklik etkilerinin giderek

belirgin hale geldigi goriilmektedir.
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Sekil 3.12: Cesitli Sistem Parametrelerinin Baglasiklik Uzerindeki Etkileri
a) o’nin (y=1, A=5, u=5), b) Y'nin (a=1, A=5, u=5),
¢) A’nin (a=1, y=1, u=5), d) W’ niin (y=1, y=1, A=5) Etkisi
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Sekil 3.12°nin (ve c¢ok c¢esitli parametre kombinasyonlarina karsilik gelen fakat
burada verilmeyen daha bir ¢cok seklin) incelenmesinden elde edilen sonuclar, sistem
parametrelerinin ¢esitli uygulama alanlarindaki mertebelerini veren Tablo 3.5’teki
parametre degerleriyle birlikte degerlendirildiginde, baglasikligin kiiciik, ciftlik tipi
riizgar tiirbinleriyle gaz tiirbinlerinin kisa palali kademelerinde kayda deger bir
etkisinin bulunmayacagi, buna karsilik, uzun palali biiyiik riizgar tiirbinlerinde, gaz
tiirbinlerinin uzun palali kademelerinde ve istisnasiz biitiin buhar tiirbinlerinde ciddi

etkilerinin bulunacagi sonucuna varilmigtir.

Ozetlersek; baglagiklik etkilerinin, palalar1 uzun, disk c¢aplar1 kiiciik olan (biiyiik o),
disk eylemsizligi milinkine gore c¢ok biiyilk olmayan (kiiciikk y), toplam pala
eylemsizligi milinkine gore biiyiikk olan (biiyiik A) ve mil dogal frekanslarinin
mertebesi palalarinkinden yiiksek olan (biiyiikk |) rotor-pala sistemlerinde 6zellikle

belirgin olacag1 anlasilmaktadir.

Bu bilgilerin uygulamada karsilagilan rotor-pala sistemleriyle iliskilendirilebilmesi
icin, riizgar, gaz ve buhar tiirbinleri gibi uygulama alanlarinda sistem
parametrelerinin hangi deger mertebelerinde oldugunun belirlenmesine ¢alisilmig ve
cesitli alanlara giren cok sayida Ornegin incelenmesi sonucu Tablo 3.5‘de verilen
sonuglara ulasilmistir. Bu tablodan goriildiigii gibi, her bir uygulama alaninda sistem
parametreleri, cok genis bir mertebe araligina yayilmaktadir. Bu yayilmanm bir
nedeni farkli amaglara yonelik farkli tasarimlar bulunmasi; bir bagka nedeni ise ayni
gaz ve buhar tirbininin farkli kademelerinde farkli parametre degerlerinin sz

konusu olmasidir.

Tablo 3.5: Boyutsuz Parametrelerin Bazi Uygulama Alanlarindaki Mertebeleri

Uygulama Alam o B Y A u

Riizgar Tirbinleri 10710 10" 10-10°  10-10° 10107
Gaz Tirbinleri ~ 10"-10'  10%10°  10%10*  107-10°  107-10°

Buhar Tiirbinleri 10° 10'-10'  10"-10°  10"-10°  10'-10°
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4. ROTOR-PALA SiISTEMLERINDE LINEER OLMAYAN TIiTRESIMLER

Boliim 3°de, cok kademeli ve her kademesinde birden cok pala tasiyan rotor-pala
sistemlerinde, mil burulma-pala egilme titresimleri lineer bir model iizerinden
incelendi. Bu incelemeye esas olarak, palanin donme diizlemi icindeki egilme
titresimlerine iliskin (2.11,12) ile verilen modelde, lineer olmayan terimlerin kiigiik
genlikli titresimler kabulii altinda goz ardi edilmesiyle ulasilan lineer modelden
yararlanildi. Bu durumda, akla soyle bir soru takilabilir: “Lineer olmayan terimlerin
goz ardi edilmesi acaba hareketin kimi nitel 6zelliklerinin, en 6nemlisi de, olas1

kaotik davraniglarin gozden kagmasina yol agmakta midir?”

Bu soruya yanit aranmadan Once, bu tez kapsamindaki incelemeler i¢in yapilan 6n
caligmalardan biri olan [41]’e deginmek yerinde olur. Bu ¢aligsmada, rijid bir rotora
burulma yayr ve viskoz soniim elemamn ile bagh rijid ¢cubuktan olusan ¢ok basit bir
rotor-pala sistemi ele alinmis ve rijid cubugun donme diizlemi icerisindeki
titresimlerine iligkin lineer olmayan model iizerinden Lyapunov iissii hesabina dayali
olarak yapilan inceleme sonunda, bu sistemin, rotordaki hiz dalgalanmasi nedeniyle
belli parametre bilesimlerinde kaotik davranis gosterecegi sonucuna ulagilmistir. Cok
basit bir rotor-pala modeli esas alinarak yapilan inceleme sonunda ulasilan bu sonuc,
benzer bir incelemenin, palanin siirekli ortam olarak g6z Oniine alindigr daha
gercekci bir rotor-pala sistemi iizerinde yinelenerek, yukaridaki soruya cevap

aranmasin gerekli kilmistir.

Yukarida sorulan soruya yanit aramak amaciyla bu boliimdeki incelemelerde, Sekil
2.1 ile verilen tek kademeli rijid rotor-elastik pala sistemi esas alinmistir. Palanin
enine titresimlerine iligkin lineer olmayan (2.11,12) denklemlerinde, yapilan
incelemenin yalnizca nitel bazi sonuglara ulagsmak amacini tasimasi nedeniyle hesap
basitligi agisindan, Galerkin a¢cimiminda bir terim alinmis (m=1) ve incelemeler,
birinci moda karsilik gelen tek modlu model iizerinden gerceklestirilmistir. Bu
yapilarak, birinci modun iist modlarla olan baglasikligi ihmal edilmis ve kaba bir

yaklasiklikla yetinilmistir.
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IIk olarak, mil burulma titresimlerinin rotor hizinda meydana getirdigi hiz
dalgalanmalarim1 bir soyutlama diizeyinde probleme yansitmak amaciyla, rijid
rotorun belli bir frekansla dalgalanarak donmesi 6zel halinde pala titresimleri ele
alimmis ve Lyapunov iissii hesabina dayali olarak elde edilen kaos kart1 ve Poincaré
tasviri yardimiyla palanin, baz1 parametre bilesimlerinde kaotik davranis gosterecegi

sonucuna ulasilmstir.

Ikinci olarak, sabit hizla dénen rijid rotora bagh palanin, bir perturbasyon yontemi
olan Lindstedt-Poincaré yontemi yardimiyla frekans hesabi1 gerceklestirilmis ve
lineer olmayan unsurlarin sistemin dogal frekans: iizerindeki etkileri irdelenerek,

zorlanmus titresimlerine iligkin frekans cevabi verilmistir.

4.1 Kaotik Titresimler

Ele alinan rotor-pala sisteminde, kaotik titresimleri incelemek {iizere, rijid rotorun
harmonik hiz dalgalanmasina sahip olmasi ©6zel halinde ortaya c¢ikacak pala

titresimlerine egilinsin ve rotorun

Q) =Q( +Q sin vt 4.D

hiziyla dalgalandig1 kabul edilsin. Bu kabul 15181nda, pala titresimlerine ait (2.11)
denkleminde zaman boyutsuzlastirilmasinin, dalgalanma frekans1 V’ye gore

yapilmas1 daha uygun oldugundan, (2.5)’de tanimli

T=0t 4.2)

seklindeki boyutsuzlastirmadan

T=Vt 4.3)

boyusuzlagtirmasina gecisi saglayan

T=0T, O= 4.4

*

®

tanimi kullanilarak (2.11) ifadesi
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q=lr=ls=1 q—lr— q =lr=1

E(o«: +dy);  p=12...m

0]

4.5)

seklinde yeniden yazilabilir. (4.5) ifadesinde noktalar artik 7T’ya gore tiirevi

gostermektedir. Burada 3, Denk. (4.1)’in (4.4) uyarinca ve

B=—Bo= o=—— (4.6)
®

tanimlar1 altinda boyutsuzlagtirilmasiyla

B=By(l+ g sin %) 4.7

seklinde elde edilir.

Simdi, yalnizca birinci titresim moduna iliskin bir inceleme yapmak amaciyla m=1
alinarak (4.5) denklemi, (2.12) ifadelerinden m=1 icin hesaplanan katsayilarin sayisal

degerleri

All :—1570878, Bll :—1193336, Cllll = 2143318, Dllll :4596773, Ellll :10110166,
Fllll = 0155068, Glll =0 N Hlll :—173649], Klll =-0.290536 N Cl =0.782991 N dl =0.568825
4.8)

olmak lizere ve g; yerine gosterilim kolayligi bakimindan g yazilip, katsayilarin

indisleri de kaldirilarak,

g+ 2ad g o Pt -p2@A+B+10)]grce? g+ Deg? + B2
67 @2 o’ 4.9)
+£[ocH+K]g2 =—£(0ﬂ0+d)
[0) (O]

seklinde yazilabilir. Denklem (4.9), kaotik titresimlere iliskin incelemeye esas olan

denklemdir. Yakindan bakilirsa bu denklemin, hem parametrik hem de dogrudan
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zorlama etkisindeki lineer olmayan bir sisteme isaret ettigi goriilir ve bu

Ozellikleriyle son derece karmasik dinamik davraniglar gdstermesi beklenmelidir.

4.1.1 Lyapunov iissii hesab1

Bir dinamik sistemde, sistem davraniginin baslangic kosullarina asir1 duyarhiliginin
kaosa neden oldugu bilinmektedir. Bu duyarliligin bir 6l¢iisiinii olusturan Lyapunov
isleri de, en 6nemli kaos Ol¢iitlerinden biri olarak kabul edilir. Ozel olarak, bir
dinamik sistemde, belli bir parametre bilesiminde Lyapunov iislerinden en az birinin
pozitif olmasi, sistemin o parametre bilesiminde kaotik davranis gosterecegine isaret

eder [42,43].

Bu inceleme kapsaminda Lyapunov iisleri, dogrudan dogruya en biiyiik iissiin elde
edilmesine yonelik bir algoritma yardimiyla hesaplanmistir. Bu algoritmayi

sergilemek {lizere Denk. (4.9)’un durum uzayindaki ifadesine gecilirse, u; =g,

u, =g’ ile

u={u; u,}t, (4.10)

u
Fw ‘{1-{‘;%{ Uy +—= 4~ (A +B+1.0)| u; +Duy u +i[E—B2F] uj +E[0cH+K]u12 +B(ac+d)}]
®° ®° ® ®

1+Cuf (@
4.11)

tanmimlar1 altinda
u =F(u) 4.12)

yazilabilir. Denklem (4.12) nin, sistem parametrelerinin belirli degerlerine ve rasgele
baslangi¢ kosullarina karsilik gelen, [T(,Tx] zaman araligindaki N adimh ¢oziimii
bir sayisal integrasyon yontemi ile elde edilir. Gegici titresimlerin etkisini silmek i¢in
bu ¢oziimiin ilk n adimi atilip, geri kalam1 “referans ¢0ziim” adi altinda u(ty);

k=n+1, n+2,...,N seklinde saklanir.

Lyapunov iissii bu referans ¢oziimiin kararliligmin bir 6l¢iisiidiir ve bu nedenle, bu

¢O0ziim civarindaki varyasyonel (kiiciik sapmalara karsilik gelen) denklemlerin
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cOziimlerinin davranisi incelenerek elde edilir. Referans ¢oziimiin her 7T, am i¢in

varyasyonel denklem, Denk. (4.11)’deki F(u) fonksiyonunun Jakobiyeninin bu

andaki degeri yardimiyla
(7)) =% a)” i(T;T,); k=n+l,..N (4.13)

seklinde yazilabilir. Bu denklemlerden k=n+1 inci adima karsilik gelen birincisinin,

(0,7 )| =1 (4.14)

seklindeki bir normal baslangic kosulu ile sayisal olarak bir adim c¢oziilmesiyle
(T 45Ty ) elde edilir ve k=n+2 nci adima karsilik gelen ikinci denkleme gecilir. Bu

denklem de, bir 6nceki denklemden elde edilen ¢oziim

(Tt T 4.15)

u(O, Tk+1 ) = |ﬁ('_Ck+1 ,Ek )|

seklinde normalize edilip baslangi¢c kosulu alinarak bir adim ¢o6ziiliir ve islemler bu

diizende [7T,,;,Tn] aralif1 boyunca siirdiiriiliir. Bu algoritma cergevesinde en biiyiik

Lyapunov tissiiniin

N

_ 1 -~ _

C=—""—"" Zln|u(’ck+1;‘5k)| 4.16)
TN - Tn+1 k=n+1

seklinde hesaplanacagi gosterilebilir [43-45].

4.1.2 Sayisal uygulama

Ele alinan rotor-pala sisteminde kaotik titresimlere sebep olabilecek en Onemli iki
parametre, rotor dalgalanma frekanst v’niin boyutsuz karsiligi olan @ ile, rotor
donme hizinin ortalama degeri Qp’dan maksimum sapmay1 tanimlayan
dalgalanma genliginin boyutsuz karsiligi olan 8 parametresidir. Dolayisiyla, sistemin
kaotik titresimlerine iliskin, Lyapunov iissii hesabma dayali kaos kartin1 bu iki

parametreden olusan @ — 3 diizleminde elde etmek yerinde olur.
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o 5 10 15 20
[0}

Sekil 4.1: Lyapunov Ussii Hesabina Dayali Kaos Kart1

Bu amacla, a=1, By =5, {=0.001 parametreleriyle tanimli bir rotor-pala sistemi

ornegi ele alinmis, 6zel olarak gelistirilen ve sayisal integrasyonda Runge-Kutta(4)
yontemini kullanan bir FORTRAN programindan yararlanilarak, Lyapunov iissiiniin
pozitif deger aldig1 noktalar isaretlenmis ve ®-—0 parametre diizleminde, Sekil
4.1’de gosterilen kaos kart1 elde edilmistir. Bu sekle gore, ele alman rotor-pala
modelinin kaotik davranig gosterecegi genis parametre bdolgelerinin bulundugu
anlagilmaktadir. Farkli renkle gosterilen dort adet i¢ bolge, sistemin kararhiligini
yitirdigi  (titresim genliginin sinirsiz bilyiidiigii) parametre bilesimlerine karsilik
gelmektedir. Bu kaos kartim1 dogrulamak amaciyla Sekil 4.2°de, Sekil 4.1°de verilen
kaos kartinda kaotik ve kaotik olmayan iki parametre bilesimine karsilik gelen

Poincaré tasvirleri verilmistir.

() (b)

025}

-0.25 1

-0.5

(c)
Sekil 4.2: Poincaré Tasviri a) @ =7, 6=1.8, {=0.001;
b) G=7, 8=1.8, {=0.1; ¢) @=6, 8=0.5, {=0.001
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Bilindigi gibi, bir harekete ait faz yoriingesinin, sisteme ait karakteristik bir zaman
aralig: tetikleme aralig1 alinarak elde edilmis stroboskopik bir goriintiisiinden ibaret
olan Poincaré tasviri, Lyapunov iissii digindaki en 6nemli kaos ol¢iitiidiir. Bu olciite
gore, Poincaré tasviri fraktal olan hareket kaotiktir. Ote yandan, Poincaré tasvirinin
bir veya birden cok, ancak sonlu sayida noktadan ibaret olmasi da, hareketin
harmonik (bir nokta) veya harmonik alt1 (birden ¢ok nokta) peryodik bir hareket
olacagin1 gosterir. Bu calismada tetikleme araligi olarak, parametrik zorlama ile dis

zorlamanin ortak peryodu olan T=27 alinmistir.

Sekil 4.2 a, =7, 6=1.8, {=0.001 parametrelerine karsilik gelen Poincaré tasviridir.
Bu parametre bilesiminde sistem, kaotik davranis gostermesine karsin Poincaré
tasviri fraktalden degil, iic bulutsu bolgeden olusmaktadir. Ancak bilindigi iizere
sOniimiin diisiik olmas1 durumunda karsilagilan bu tiir tasvirler, soniim arttirildiginda
fraktal goriiniim almaktadirlar [42]. Bu durumda, séniim {=0.1 degerine yiiseltilirse,
Poincaré tasviri Sekil 4.2 b’deki goriiniimii almakta yani, fraktal sekil vermektedir ve
bu da hareketin kaotik oldugunun acgik bir gostergesidir. Sekil 4.2 c’de ise, w=6,
0=0.5, C=0.001 seklinde kaotik olmayan bir noktaya ait Poincaré tasviri
goriilmektedir. Sekilde tek bir nokta aywrd edilmektedir. Bu da hareketin, T=27
peryoduyla peryodik bir hareket olduguna isaret etmektedir. Goriildiigii iizere,
Poincaré tasvirleri de Sekil 4.1°de verilen ve Lyapunov iissii hesabina dayali olarak

elde edilen kaos kartin1 dogrulamaktadir.

4.2 Frekans Analizi

Ikinci olarak, Sekil 2.1 ile verilen rotor-pala sisteminde, rotorun sabit hizla donmesi
Ozel halinde pala titresimleri ele almsm ve sistem dogal frekansi hesaplanarak,

zorlanmus titresimlerine iliskin frekans cevabi analizi gerceklestirilsin. Bunun i¢in,

(2.11) denkleminde rotorun sabit hizla donmesi 6zel halinde B =0 yazilarak

m m m m m m m
&y + gy +Xp2p B (0 +Bpg +3p0) 2g+ D > Coars22is + > > Dpgrs 2aeds
q=l1 g=lr=ls=1 q=1r=l s=1l ( 4 17)

m m m

m m
+ ZZZ[qurs_ BZqurs] gqgrgs +2 B ZZqur gqgr =0; p= 12,...m

q=lr=ls=1 g=lr=l1
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ifadesine ulasilir. Yalnizca birinci titresim moduna iliskin bir inceleme yapmak
amaciyla, (4.17) denkleminde m=1 almarak ve g; yerine, gosterilim kolayligi
bakimindan g konularak, ayrica (2.12) ifadelerinden gerekli sayisal degerler
hesaplanarak,

a=2.143318, b=4.596773, ¢=10.110166 + 0.155068B2

o (4.18)
Q3 =12.362363 + (0.193336 + 1.5718780)p>

tanmimlari altinda

g+\g+Qf g+ag?g+bggl+cg’ =0 (4.19)

yazilabilir. (4.19) denklemi bu boliimdeki incelememize esas olusturan denklemdir
ve yalnizca ligiincii dereceden lineer olmayan terimler icermektedir. Denk. (4.17)’de
ifadesinde esitligin  solundaki terimlerin sonuncusu, katsayisinin, (2.12)
denklemlerinden m=1 i¢in hesaplanan sayisal degerinin sifir olmasi nedeniyle

problemden diigmektedir.

(4.19) lineer olmayan denkleminin c¢oziimiinii elde etmek iizere pertiirbasyon
yontemlerine bagvurulmasi diistiniilsiin. Pertiirbasyon yOntemleri, lineer olmayan
terimlerin lineer terimler yaninda kiiciik mertebeden oldugu kabulii altinda probleme
asimtotik seriler seklinde ¢6ziim bulmaya calisan yaklasik analitik ¢o6ziim

yontemleridir.

Bu amacla, ilk olarak (4.19) denklemini perturbasyon yontemleriyle ¢oziime uygun

formata getirmek tizere

g= Ve x (4.20)

seklinde degisken doniisiimii yapilarak,

— 4
2efi = {0} 4.21)

tanimi altinda

53



K +0F x+eQix+ax 2k +bxk% +¢x>)=0 (4.22)

yazilabilir.

4.2.1 Dogal frekans hesabi

Simdi, bu denklemin yaklasik ¢oziimiinii elde etmek iizere, bir pertiirbasyon yontemi
olan Lindstedt-Poincaré yontemine [46,47] basvurulsun. COziimiiniin peryodik
olacagi bilinen korunumlu sistemler, bu yontem i¢in Onemli bir uygulama alanmi

olustururlar.

Simdi, Lindstedt-Poincaré yontemini (4.22) denklemine, soniimii ihmal ederek, adim
adim uygulayip sonuca ulasalim. Coziim, tiim pertiirbasyon yonemlerinde oldugu

gibi,
X(T) =X (T) +€X (D) + E7X 5 (D) +...= D €% (1) (4.23)
k=0

seklinde bir pertiirbasyon serisi seklinde tanimlanabilir. Ayrica, frekans da

Q=0 +eQ +e7Qy +..= Y €0y 4.24)
k=0

seklinde bir pertiirbasyon serisi ile temsil edilir ve

T=Q1 4.25)

degisken doniisiimii yapilirsa (4.22) denklemi,

Q2%+ 03 x+e@Q? x2x+bxx? +cx)=0 (4.26)

halini alir. Artik noktalar T’ye gore tiirevleri gostermektedir ve (4.23) ile tanimh
¢oziime iligkin pertiirbasyon serisi de artik t’nun degil T ’nin bir fonksiyonudur.
Ayrica, (4.25) degisken doniisiimiinden sonra (4.26) ile tanimli sistemin titresim

peryodunun da 27 olacagi agiktir.
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(4.23) ve (4.24) ile tamiml pertiirbasyon serilerinin, (4.26)’da yerlerine yazilmasi ve

€’un kuvvetlerine gore esitliklerin ayrilmasiyla

80: X0+X0=0

Q
€ X +xy =—2§—15{0 —ax3%( — bxox3 —_szg (4.27)
0 o

denklemlerine ulagilir. (4.26) ile tanimli sistemin titresim peryodunun 27 olmasi
nedeniyle (4.27) ile verilen denklemlerden her birinin ¢6ziimii de 27 peryodiktir.

Yani bu denklemler,

x(T) =x(Tt+2n), k=1,2,3,... (4.28)

kosulunu saglamaktadirlar. (4.27) denklemlerinden birincisinin ¢6ziimii, birbirlerinin

karmagik eslenigi olan

Ay =%aoei60, Ay =%aoe_i60 (4.29)
ifadeleri ile

Xo(@=Age'" +Age T (4.30)

seklinde yazilabilir. (4.30) ¢Oziimii 27t peryoduyla peryodik, korunumlu bir titresim
sistemine isaret etmektedir ve ag ile ©p, baslangic kosullarindan hesaplanacaktir. Bu
¢oziim gerekli ara hesaplardan sonra (4.27) ile tamimli denklemlerden ikincisinde

yerlerine yazilirsa

%, +% = (2‘52—(1)A0 +3aA2R0 -bA2A, —% AZRg)e'
0

Q ~ =2 T2 3¢, K2..-T 4.31
+(2§—0A0 +3aA0A ~bAOAG ~ 25 AgAp)e 4.31
0
3 3 ¢ A3,.i37 A3 1wA3 ¢ x3\.-137
+HaAg +bAG —=5 Ag)e +(AG +DAG ~ S AD)e
0 0

ifadesine ulagsilir. (4.31)’de esitligin sag tarafindaki ilk iki terim rezonansa sebep olan

ve sekiiler terimler olarak bilinen terimlerdir. (4.28) kosulu geregi, ¢Oziimiin 27
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peryoduna sahip oldugu bilgisinden hareketle, bu sekiiler terimler (4.29) ifadeleri

g0z Oniine alinarak sifira esitlenirse

(—aO + 8aao ——b a) _%Q_an)elﬁo =0 (4.32)
(—a0+gaa0 bao—%g—oao)e 50 (4.33)

denklemlerine ulasilir. (4.32,33) denklemleri ayni sonuca gotiireceginden birisi ele

alinirsa

a =%{b - aﬂa%ﬁo (434

ifadesi elde edilir. Hesap burada kesilerek (4.24)’e doniilir ve e€=1 konulursa,

kiiciik genliklerde yaklasik olarak gecerli bir dogal frekans ifadesi olarak

Q= {1 +1 {b + 3(9%% - aﬂa% }50 (4.35)

elde edilir. Baslangi¢ sartlari, tiim pertiirbasyon yontemlerinde hesaba katilmasinin

en uygun oldugu

x0(0)=Xg, %0(0)=0; X} (0)=%, (0)=0, k=1,2,3,... (4.36)

seklinde goz Oniine alinr ve (4.30)’a doniiliirse ap =X, oc7=0 ve (4.25) ile

sifirinct mertebeye kasilik gelen ¢oziim

x(1) =X cos Q1 +0(g) 4.37)

olarak elde edilir. (4.36) baslangi¢ sartlarina karsilik gelen dogal frekans ifadesi ise

Q= {1 +1 {b + 3(9—% - aﬂX% }50 (4.38)

seklindedir. Beklendigi iizere dogal frekans, sistem parametrelerinin yani sira X

genligine de baghdir. Denk. (4.38)’deki ¢ ve Q, (lineer dogal frekans)
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biiyiikliiklerinin Denk. (4.18) uyarinca sistem parametreleri o ve [’ya bagh

olduklarina dikkat edilirse,

2
b3 70([3) —al=b+3 10.110166+0.155068B _al=0 (4.39)
QZ(OC, B) 12.362363+(0.193336+1.5718780€)B2

esitliginin saglandigi o-f bilesimlerinde frekansin genlikten bagimsiz kalacagi ve bu
denklemin, o-f diizleminde frekansin genlikle arttigi (sertlesen yay) parametre
bolgesi ile frekansin genlikle azaldigi (yumusayan yay) parametre bdlgesini ayiran
bir sinir verecegi anlasilir. Diger taraftan o’ nin negatif degerlerinde, 3 nin artmasiyla
birlikte pala merkezkac kuvvetin bas1 etkisi altinda kalacak ve lineer dogal frekans

Q(a,p) gittikge kiigiilerek belli bir [ degerinde sifirlanacaktir. Bu, palanin

burkulmasi (statik kararhiligimi yitirmesi) anlamina gelir. Dolayisiyla, a-f3 parametre
diizleminde statik kararli ve kararsiz bolgeleri birbirinden ayiran birinci moda iligkin

burkulma sinir1

Q3 (0, B) =12.362363 + (0.193336 +1.571878a)B> =0 (4.40)

ifadesi kullanmilarak cizilebilir. Sekil 4.3’de bu sinirlar ve ayirdig: parametre bolgeleri
gosterilmistir. Bu tespitler onemlidir, ¢iinkii, donme hizina bagl olarak, palanin
statik kararli olup olmadigmi, kararliysa ayni palanin bazen yumusayan, bazen
sertlesen bir yay olarak davranabilecegini; yani ¢calisma sirasinda davraniginda nitel

bir degisiklik ortaya ¢ikabilecegini gostermektedir.

10 T T T T T T T 1
8 - p—
6 [~ ¥ .
Al umusayan yay |
2 -
=
o 0>
-2 8
(7o)
-4 -2
-5 E Burkulma _
)
_g L p—
-10 | ] ] ] ] ] ] |

Sekil 4.3: Yumusayan-Sertlesen Yay Ve Burkulma Sinir1
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Qsf 1 Qer 1
6 — & Denk.(4.38) (B=5, X(=0.8) —
4 Denk.(4.38) (a=5, X¢=0.8) | a _

| | | | | | | |
2 ] 1 2 3 4 5 4 o 1 2 3 4 5
B o
(a) (b)
I I I I
18 k= —
— Denk. (4.38) (0=0.01, B=15)
Q28 -
24 Denk. (4.38) (0=5, p=2)
4 | | | |
““0 0.2 0.4 0.8
X
() ’

Sekil 4.4: Dogal Frekansin a) B Ile, b) o Ile, ¢) X, ile Degisimi

Sekil 4.4 a, b ve c’de ise, Denk. (4.38) uyarinca, dogal frekansin sistem parametreleri
ve genlik ile degisimi goriilmektedir. Sekil 4.4 a, b’de, lineer modele ait frekans
egrileri de gosterilmistir. Burada, dogal frekanslarm beklendigi gibi, o ve B ile
arttig1, lineer olmayan modele ait frekans egrilerinin, genlige bagimliligin bir sonucu
olarak, lineer modele ait frekans egrilerinden ayrildig: goriilmektedir. Sekil 4.4 c¢’de
ise lineer olmayan modele ait frekanslarin genlik ile degisimi verilmistir. Goriildiigi
gibi, yumusayan yaya karsilik gelen parametre bilesiminde (0=5, P=2) frekans
genlikle azalirken, sertlesen yaya karsilik gelen parametre bilesiminde (0=0.01,

B=15) genlikle artmaktadir.

4.2.2 Frekans cevabi

Simdi, (4.22) ile tanimli modelde, zorlayici kuvvet frekansi’nin degisiminin sistemin
davranis1 iizerindeki etkilerini gérmek amaciyla, harmonik kuvvetle zorlanmis
titresimlere iliskin frekans cevabi problemi ele alinsin. Bu durumda, lineer olmayan
terimlerin ve sOniimiin yam swra zorlayict kuvvet genliginin de € mertebesinde

oldugu kabulii ile (4.22) denklemi yerine,

5{+§_2§ X+ +a x X +bxk” +cx>) =¢f cost (4.41)

58



yazilabilir. Coziim yontemi olarak, sistemin zorlanmig kalici titresimlerinin, zorlayici
kuvvetin Q frekansiyla peryodik olacag: bilgisinden hareketle, ¢6ziimiiniin peryodik
olacag: bilinen sistemlerin incelenmesi i¢in elverisli bir yontem olan ve bir 6nceki alt

boliimde hesap ayrintist verilen Lindstedt-Poincaré yontemine bagvurulsun.

4.2.2.1 Esas rezonans

[k olarak sistemin, esas rezonans (Q=Q) civarindaki davramsmi inceleyelim.

Denk. (4.41)’in ¢oziimii

X(T) =X (T) +€X (D) + E7X (D) +...= D €% (1) (4.42)
k=0

seklinde bir pertiirbasyon serisi olarak tamimlanabilir. k, Q 'nin Q,’dan farkhligini
olcen bir parametre olmak kaydiyla, sistemin Q=Q, civarindaki davramgimni

incelemek tizere

Q=0 +ke) (4.43)
denilir ve
T=Q1=Q)(1+ke)T (4.44)

degisken doniisiimii yapilirsa, (4.41) denklemi,

Qf (1+ke)? K+ Q) x +22H0Q (1+ ke)k +aQ (1+ke)*x £ +bQg (1+ke) *xk > +ex° | (4.45)

=¢ef cosT

seklini alir. Degisken doniisiimiinden sonra, (4.45) denkleminde noktalar T’ye gore
tiirevi gostermektedir ve denklemin tanimladig1 zorlanmus sistemin kalici titresimleri,
21 peryoduyla peryodik titresimlerdir. Ayrica, Denk. (4.42) ile taniml pertiirbasyon

serisi artik T 'nin bir fonksiyonudur.

(4.42)’nin, (4.45)°’de yerine konmasi ve ¢€’un kuvvetlerine gore esitliklerin

ayrilmasiyla
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80: ?Z(Z)XO +§(2)X0 =0

et Qpx; +Qix; =—2kQf%( - 20Qpk o —aQ xpKo —bQGx X[ —cxy +f cosT (4.46)

denklemleri elde edilir. Denklemlerden birincisinin ¢6ziimii,

Xo(@=Age'" +Age T (4.47)
seklindedir. A, ve A, Denk. (4.29)’da tammlidir. (4.47) denklemi gerekli ara

hesaplardan sonra (4.46) ile tanimli denklemlerden ikincisinde yerine yazilir ve

fcosT= % (eﬁ +e T ) (4.48)

oldugu dikkate alinirsa

2%, + 02x, =p02kA — 20ByiAg + 307 ~)AZR ) —bOZAZA, + L]eT
+ [2§§kKO +20Q0iA +3(Q] —c)AgA] —bQJAGA] + %]e_” (4.49)
+ [(a + b)ﬁg —cC geiﬁ + [(a + b)ﬁg — C]K?)e_iﬁ

elde edilir. (4.49) denkleminde esitligin sag tarafindaki ilk iki terim rezonansa neden
olan ve sekiiler terim adi verilen terimlerdir. Hareketin 27 peryoduyla peryodik
olmas1 gereginden dolayr bu terimler sifira esit olmalidir. (4.29) ifadesi goz Oniine

alinarak bu terimler sifira esitlenirse

3 3

— — — a —n a :

a0 QFk —aiQi +3(aQf - C)?O -bQ§ ?0 +fe 90 =0 (4.50)
— — — 213 — 213 :

a9 Q5K +aglQi +3aQf - C)?O -bQ§ ?0 +1e'°0 =0 (4.51)

elde edilir. Bu denklemler birbirleriyle Ozdestir ve ayni sonuca gotiirecektir.

Dolayisiyla, yalnizca (4.50) denklemi ele alinir ve

fe 7100 = % (cos Gy —isin o)) 4.52)

olduguna dikkat edilerek gercgel ve sanal kisimlar1 ayrilirsa
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3
_ a _ _
aOng+?0 3(aQ3 —c)—bQ(Z) =—%cosc50

aoﬁﬁo = —isin (50
2
yazilabilir. (4.53) ve (4.54)’iin kareleri alinip toplanarak

2
. ST . L £2
{a0Q§k+?0[3(aQ§ —c)—bgg]} +(alQ)> - =0

ya da k yalniz birakilarak
2 2
a —
k =—?0[3(a—_%)—b]¢_i2 f—z——%zg
0 Q \4a,

elde edilir. Bu iki denklem taraf tarafa oranlanarak da

i

Qnik X 3a——)—b
— 0 +? (a_ﬁg)_

Op =atan

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

4.57)

ifadesine ulagilir. a, zorlanmis titresim genligi ve o faz agisi ile zorlayict kuvvet

frekans1 Q 'nin Q,’dan farkliligin1 8lgen k parametresi arasinda (4.55-57) bagintilar

mevcuttur. Deger taraftan, hesabin sifirincit mertebede kesilmesiyle ¢6ziim, (4.44,47)

ifadeleri goz Oniine alinarak

Oo 157

Sekil 4.5: Sistemin, Esas Rezonans Civarindaki Frekans Cevabi

(f=2, a=2, f=5; Yumusayan yay)
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x(1) = ay cos|Qt— 6, ] +O(e) (4.58)
seklinde elde edilir.

Sekil 4.5, palanm, yumusayan yay olarak davranmasina karsilik gelen, Sekil 4.6 ise,
sertlesen yay olarak davranmasina karsilik gelen parametre bilesimleri i¢in Denk.
(4.56,57)’den elde edilmis frekans cevaplarin1 gostermektedir. Bu sekillerin
incelenmesinden su sonuglara varilir. Beklentilere uygun bir bicimde, Sekil 4.5°de
yumusayan yay etkisi ile rezonans egrileri sola, Sekil 4.6’da ise sertlesen yay etkisi
ile saga yatmakta, ayrica, lineer olmayan sistemlere 6zgii, frekans cevabimnin bazi
frekans bolgelerinde siireksizlik gostermesi olarak bilinen ve o bolgede sistemin
kararsiz davraniglar géstermesine neden olan sigrama olayr goriilmektedir. SOniim
ise, genlik tepelerini asagiya cekici, bunun sonucu olarak da belli bir degerden sonra

sicrama olaymi ortadan kaldiric1 etki yapmaktadir.
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Sekil 4.6: Sistemin, Esas Rezonans Civarindaki Frekans Cevabi
(f=2, a=0.5, B=1; Sertlesen yay)

12 — 3 T T T T T T T LI
25

02 2
Ao 04
04

0z

Sekil 4.7: Sistemin, Esas Rezonans Civarindaki Frekans Cevabina f’nin Etkisi
a) ©=0.2, o=2, B=5; Yumusayan Yay;
b) m=0.2, a=0.5, B=1; Sertlesen Yay
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Diger taraftan Sekil 4.7°de f zorlayicit kuvvet genliginin frekans cevabina etkisi
verilmigtir. Bu sekilden f’nin artmasiyla birlikte sicrama olaymin ortaya ciktigi

goriilmektedir.

4.2.2.2 Harmonik iistii rezonans

Ikinci olarak, sistemin, harmonik iistii rezonans (ﬁz%ﬁo) civarindaki davranisi

incelensin. Ancak bu kez (4.41) denkleminde, sebebine daha sonra doniilmek iizere,
zorlayici kuvvet etkisinin € mertebesinde oldugu kabulii kaldirilarak, ¢oziimii (4.42)
ifadesi ile tanimli,

£+0Q7 x +eQk +ax’k+bxx? +cx?)=f cosOr (4.59)

denklemi ele almsin. Bu kez, yine k, Q *nin %50 "dan farkliligim 6lgen bir parametre

olmak iizere

Q- % Qo1 +ke) (4.60)
denilir ve

7= m:% Q1 + k)T (4.61)

seklinde degisken doniisiimii yapilirsa (4.59) denklemi

1—=» 2.. =2 R ) 2 2. 1. =2 )
—QT(1+ke) X+ Q x+e —nQp(l+ke)x +—aQ 1+ ke)"x°X +—bQ 75 (1+ke) xx
9 0( ) 0 |:3“ O( ) 9 0( ) 9 O( ) (4.62)

+cx3]=fcos?

olarak elde edilir. (4.62) denkleminde noktalar, artik T’ye gore tiirevi gdstermektedir
ve peryodu 27’dir. (4.42) ile tanimh, ¢oziime iligkin pertiirbasyon serisi (4.62)’de

yerine konulup €' nun kuvvetlerine gore esitliklerin ayrilmasiyla
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€ ?235&0 +9§gx0 =9f cosT

et Qpk; +995x; =—2kQJ% — 61Ok —aQ x Ko —bQGX X —9ex] (4.63)

elde edilir. (4.63) denklemlerinden birincisinin ¢6ziimii

Xg = Aoeiﬁ +Koe_i3i +—9_f2 (eﬁ + e_ﬁ) (4.64)
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seklindedir. (4.64) ifadesi gerekli ara hesaplardan sonra (4.63) denklemlerinin
ikincisinde yerine yazilir ve rezonansa sebep olan sekiiler terimlerin sifira esit olmasi

geregi dikkate almirsa

18kA ) — lggAO i+aQ7A%A +22f2A) +£7) —bOAFA +2f2A) — )

. 0 (4.65)
—Z 3A%A +6f2A0 +£2)=0

Q5
ifadesine ulasilir. (4.29) dikkate alinirsa (4.65) denklemi

9ka —%—“aonz—;ag(a—g—%) +£2a,(11a —b—2_LZC) ¢i%
0 Qj Qg (4.66)
3 a+b-—Sy=0
Q5
seklini alir. (4.66) ifadesi e 719 jle carpilip
e 7190 =¢os Gy —isinG 4.67)
oldugu dikkate almirsa ve ulasilan denklemin sanal ve gercel kisimlar1 ayrilirsa
9ka, +£a(3)(a —E—_Lz)+f2a0(11a—b—2_—7zc) =3 +b—3—c)cosc50 (4.68)
8 395 Q) Q%

M =3 a+b-—sino, (4.69)
Qg 0}
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ifadelerine ulasilir. (4.68) ve (4.69)’un kareleri alinip taraf tarafa toplanir ve k yalniz

birakilirsa

2
k=—lad(a—b-29) -~ (lla~b-0%)
Q2 162 of 2
0 0 0
5 4.70)
- L Jle? ¢ 9 7202
— | b2 Q.
Q(Z) \/{163 o (a 3 H H2%
birbirine oranlanirsa da
Gy =atan —H (4.71)

J— 2
~Qy|k+Llaj|3a-b-3 |+ 2 L l11a—b-2I¢
0{ 8 0( of ) 1629} o

elde edilir. Hesabin sifirinct mertebede kesilmesiyle de ¢oziim, (4.61,64) gbz Oniine

alinarak

of
807

x(T)=ag cos[3§’c -0y ]+ cos Q1 +0(€) 4.72)

seklinde elde edilir.

Denklem (4.71,74)’den hareketle elde edilen Sekil 4.8, sistemin, yumusayan yay
olarak davrandigi, Sekil 4.9 ise sertlesen yay olarak davrandigi parametre

bilesimlerine karsilik gelen harmonik iistii frekans cevaplarin1 gostermektedir.
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Sekil 4.8: Sistemin, Harmonik Ustii Rezonans Civarindaki Frekans Cevabi
(f=12, o=1, B=2; Yumusayan yay)
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Her iki seklin incelenmesinden, esas rezonans civarindakine benzer sekilde, sigcrama
olay1 goriilecegi, artan soniimle birlikte zorlanmis titresim genliginin azalacagi ve
belli bir degerden sonra sigcrama olayinin ortadan kalkacagi goriiliir. Sekil 4.10°de
ise sistemin yumusayan ve sertlesen yay olarak davranmasi durumunda zorlayici
kuvvet genligi f'nin titresim genligine olan etkisi goriilmektedir. Artan f ile birlikte
genliklerin artacagi ve sigrama olaymin goriilmeye baslanacagi anlasilmaktadir.
Diger taraftan, f'nin azalmasiyla birlikte zorlanmig titresim genligi de ¢ok hizli bir
sekilde azalmaktadir ve esas rezonansdakinden farkli olarak, harmonik iistii
razonansda sistemin tahrik edilebilmesi icin zorlayict kuvvet genliginin biiyiik
degerler almasi gerektigi goriilmektedir. Hesabin basinda zorlayici kuvvetin €

mertebesinde oldugu kabulii de bu sebeple kaldirilmistir.

18 T T j14 I I

Op 137

=0.02 0.06 0.14 0.22 0.3 %5 0623 3 05

Sekil 4.9: Sistemin, Harmonik Ustii Rezonans Civarindaki Frekans Cevabi
(f=12, 0=0.5, B=0.5; sertlesen yay)

Sekil 4.10: Sistemin, Harmonik Ustii Rezonans Civarmdaki Frekans Cevabina f’nin
Etkisi a) £ =0.05, o=1, f=2; Yumusayan Yay; b) & =0.05, o=0.5,
B=0.5; Sertlesen Yay
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Q= %50 frekansli harmonik bir kuvvetle zorlanan (4.59) ile tanimli modelin (4.72)
ile verilen cevabi1 yakidan incelenirse, Q frekansli bir harmonik terimin yaninda,
sistemin serbest titresimleriyle iligkili olan 3Q=Q frekansh bir harmonik iistii

terim bulunmaktadir. Bu da, sistemin serbest titresimlerinin zamanla sonmedigini,

aksine zorlayict kuvvet tarafindan tahrik edildigini ortaya koymaktadir.

4.2.2.3 Harmonik alt1 rezonans

Son olarak, sistemin, harmonik alt1 rezonans (Q = 350) civarindaki davranisi
incelensin. Bunun i¢in (4.59) ifadesi gz Oniine alinir ve bu kez zorlayici kuvvetin
frekans1 Q 'nin sistem dogal frekans1 Q’1n ii¢ kat1 civarinda olmasi halinde sistem

frekans cevabini elde etmek iizere

Q=3Q (1 +ke) 4.73)
denilip
T=Q1=3Q(l+ke)t 4.74)

seklinde degisken doniisiimii yapilirsa (4.59) denklemi

T 00021t ke 2% 4 Ob B2 (1 4 ke i
99 (1+ke)~X + Qx +e[61Qn (1 + ke)x +9aQy (1+ke)”x X +9bQ (1+ke)“xx (4.75)

+cx3 =fcosT

seklinde elde edilir. (4.42)’nin, ¢Oziimiiniin 27 peryodik oldugu bilinen (4.75)’de

yerine konulup €’ nun kuvvetlerine gore esitliklerin ayrilmasiyla

el 3§0+lx0= _zcos'_c
9 990
1 | T .. 2.. .2 ¢ 3
€ : X1 +—X1 = ———x —2kXg —ax5Xn —bxoXxs ———=x 4.76
15X =735, X0 07 2X0X0 ~PX0Xp = =2 %0 (4.76)

elde edilir. (4.76) denklemlerinden birincisinin ¢oziimii
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T Lz — .
X( = A0e13 +Ape e e +e™) 4.77)

1693

seklindedir. (4.77) denklemi gerekli ara hesaplardan sonra ikincisinde yerine

yazilarak rezonansa sebep olan sekiiler terimler sifira esitlenirse

2 2., . 1 11—2382}[12— 5 —9 2}

“kag = E Agical - AZA +— A2 —20F2A, |—b|— AZA, —2fA2 +2f2A

909900{300909090090 0

4.78)
C 27X N2 2

——BAJAG —3A] +6f Ao]zo

90

yazilabilir. (4.29) denklemlerinin (4.78)’de yerlerine yazilip diizenlenmesiyle de

[81(30 —Sﬁloaoi + 38{33 ~b —%J +4f %2 (382 —18b —%) el%
0 0 (4.79)
1 2fa3] “11a +5b— =S [e71200 =g
Q3
elde edilir. (4.79) denklemi e ' ile carpilip,
e 3% = cos 36 —isin 30 (4.80)

oldugu goz Oniine alinarak gerekli diizenlemeler yapilirsa frekans cevabina iliskin

2
al £2 3 1 f 3 —
-_0 _ S _plo _op_>C |1 ||1a0|_ _2C | _g202 4.81
k= 3 [3(a ) b} 19a —9b + o 11a+5b > 0 QO ( )

052 254 521 o2
QO 16 QO QO QO QO

Gozéatan il 4.82)
2

Ck-1a2[3a-b-¢ |- yga_gp- 3¢

8¢ a2 160} Q2

ifadelerine ulasilir. Hesabin sifirinci mertebede kesilmesiyle de ¢oziim, (4.72,75) ile

Q

x(T)=ag cos[% T—0) ]— iz cos Q1 +0(€) 4.83)
8Q

0

seklinde elde edilir.
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Sekil 4.11: Sistemin Harmonik Alt1 Rezonans Civarindaki Frekans Cevabina
f'nin Etkisi (x =0.1, a=0.5, B=2)
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Sekil 4.12: Sistemin Harmonik Alt1 Rezonans Civarindaki Frekans Cevabina
It ’niin Etkisi (f=0.1, 0=0.5, f=2)

Denklem (4.81,82)’den hareketle elde edilen frekans cevaplar1 Sekil 4.11,12°de
verilmigtir. Bu sekillerde, harmonik alt1 rezonansin ancak zorlayict kuvvet genligi
f’nin kayda deger biiyiikliiklerinde etkili olacagi ve zorlanmis titresim genliginin ¢ok
biiyliik degerler alabilecegi, diger taraftan esas ve harmonik iistii rezonanslardan

farkli olarak sicrama olaymin ortaya ¢ikmayacagi goriilmektedir.

Ayrica, (4.81) ifadesi yakindan incelenirse, esas ve harmonik iistii rezonanstan farkl
olarak harmonik alti rezonansmm her parametre bilesiminde ortaya c¢ikmayacagi
goriilmektedir. Harmonik alt1 rezonansin goriildiigii parametre bilesimlerinde, (4.83)

ile verilen sistem cevabi, Q frekansl bir harmonik terimin yaninda, sistemin serbest

titresimleriyle iliskili olan % = Qq frekanslt bir harmonik alt1 terim icermektedir ve

bu da sistemin serbest titresimlerinin zamanla sonmedigi, zorlayici kuvvet tarafindan

tahrik edildigini anlamma gelmektedir.
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Burada donen kirisin birinci mod davranmisiyla ilgili olarak elde edilen sonuglar,
biiyiik dlciide, kiibik geri getirme kuvvetine sahip tek serbestlik dereceli sistemlerin

(Duffing denklemi) bilinen sonuglariyla ortiismektedir [47].

Rotor-pala sistemlerinin kaos ve frekans analizine iliskin Bolim 4’de yapilan

incelemeler, [41,48] ile verilen ¢caligmalarla da ortaya konulmustur.
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5. SONUCLAR

IIk olarak, lineer bir model gergevesinde, rotor-pala sistemlerinde mil burulma
titresimleriyle palalarm  donme diizlemi igerisindeki egilme titresimlerinin
baglasikligi ve bu baglasikligin sistemin titresim davranigina olan etkileri
incelenmistir. Bu yapilirken, sentetik (sistemi olusturan elemanlarin ayri ayri ele
alindig1), cok eksen takimli (her elemanin hareketinin en uygun eksen takiminda
incelendigi) ve karma (sonlu elemanlar ve Galerkin yontemlerinin bir arada yer
aldig1) bir modelleme yaklasimu onerilip kullamlmistir. Inceleme neticesinde ulasilan

sonuclar asagida siralanmustir.

¢ Modellemede kullanilan karma yontem, ele alinan rotor-pala sisteminin gorece
diisiikk serbestlik dereceli bir modelle temsil edilmesini saglamis ve etkili
olmustur. Ayrica inceleme, sistemin her kademesinin 6zdes palalar tasimasi 6zel
halinde gercgeklestirilmis ve bu da, ilgili 6zdeger analizi probleminin tekrarl
yapiya sahip matrislere iliskin 6zel bir problem haline gelmesini saglamistir. Bu

Ozelliginden yararlanilarak problem, analitik olarak gelistirilmis ve

I
2n+m~{2kiJ olan boyutu mevcut pala sayis1 ki’den bagimsiz hale getirilip
i=1

diisiiriilerek, birbirinden bagimsiz iki alt probleme ayrilmustir. iki farkli mod sekli
smifina karsilik gelen bu alt problemler, boyutu 2n+rm olan mil burulma-pala
egilme baglasik modlart alt problemi ile her 1. kademeye m boyutlu bir alt
problemin karsilik geldigi rijid mil modlart alt problemleridir.

e Mil burulma-pala egilme baglasik modlari, mil burulma titresimleriyle pala
egilme titresimleri arasindaki baglasiklik etkilerinin goriildiigii modlardir. Bu
modlarda, her kademedeki palalar kendi igerisinde 6zdes olarak davranmakta ve
mil burulma frekanslar1 ile pala egilme frekanslar1 arasinda ¢ok ciddi dzdeger

geometrik yer sapmasi olaylar1 meydana gelmektedir.
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Rijid mil modlari, milin bir rijid cisim gibi davrandigi modlardir. Mildeki
burulma esnekligi dikkate alinmaksizin yapilacak bir pala titresim analizinde
bulunacak sonucu temsil etmektedirler ve bir kademesinde birden fazla pala
tastyan sistemlere ozgiidiirler. 1. kademeye karsilik gelen rijid mil modunda, o
kademedeki palalar ayn1 mod bi¢imiyle ancak, bagl olduklar1 disk tizerindeki
toplam etkileri sifir olacak sekilde titresirken, diger kademelerdeki palalar

hareketsiz kalir.

Ilgili 6zdeger analizi probleminin iki farkli alt probleme ayrilmasi, problem
boyutunu oldukca diismiistiir. Ornegin, k=30, n=20, m=10 olan tek kademeli bir
rotor-pala sisteminde problem boyutundaki azalma %82.4 iken; r=6, k=30,
n=10(r+1), m=10 olan c¢cok kademeli bir rotor-pala sisteminde bu azalma
%86.6’dir. Kademelerin 6zdes palalar tasimasinin getirdigi bu avantaj sayesinde
cok fazla kademeye sahip komple bir tiirbini dahi oldukg¢a diisiik serbestlik

dereceli bir modelle modellemek miimkiin olmaktadir.

Tek ve cok kademeli rotor-pala Ornekleri ele alinarak sistem parametrelerinin
titresim davranisi lizerindeki etkileri ortaya konmustur. Elde edilen bazi 6nemli
sonuglar sunlardir: Boyutsuz disk yaricapt o ve mil boyutsuz donme hizi ’nin
biiyiimesi ile birlikte artan merkezka¢ kuvvet etkisi palalarin sertlesmesine ve bu
da, pala egilme frekanslariin artmasina sebep olmaktadir. Palalarin donme
merkezine bakmasi durumunda (0<0), merkezkac¢ kuvvetin basi etkisiyle pala
frekanslar1 diismekte ve belli bir a0 degerinde sifirlanarak statik kararhlik yitimi
(burkulma) ortaya c¢ikmaktadir. Ancak baglasikligin, burkulma kosullarma bir
etkisinin bulunmadigi, dolayisiyla bu amaca yonelik incelemelerde dikkate
alinmasima gerek olmadig1 goriilmiistiir. Diger taraftan, disk eylemsizligi Y’ nin
biiyiimesi, disk titresimlerini engellemekte ve bu da, mil ve pala titresimleri

arasindaki baglasikligin etkisinin azalmasina neden olmaktadir.

Bagsiz ve baglasik modellerin 0Ozfrekanslarmin sistem parametreleriyle
degisimine iliskin sonuglarin karsilastirmasindan, mil burulma frekanslari ile pala
egilme frekanslar1 arasinda geometrik yer sapmasi olaylarmin ortaya ¢iktigi ve
bunun, ¢ok ciddi farklara yol actig1 gOriilmiistiir. Ayrica, baglagikligin sistemin

titresim bigcimleri iizerindeki etkilerini ortaya koymak amaciyla, baglasik bir
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frekansin geometrik yerleri iizerinde bulunan bazi noktalara iliskin mod bi¢imleri
verilmistir. Bu mod bi¢cimlerinin incelenmesinden, geometrik yer sapmasi
nedeniyle, bir moddan digerine kademeli bir gecisin oldugu goriilmiistiir.
Boylece, rotor-pala sistemlerinin titresim karakteristiklerinin hatasiz olarak
ongoriilebilmesi i¢cin baglasiklik etkilerinin mutlaka dikkate alinmasi gerektigi

sonucuna ulasilmustir.

Ikinci olarak, iizerinde tek pala tasiyan, tek kademeli rijid rotor-elastik pala modeli
ele alinmis ve lineer olmayan terimlerin sistemin dinamigi tizerindeki etkileri
incelenmistir. Bu amagla, pala titresimlerine iligkin tek serbestlik dereceli lineer
olmayan bir model iizerinden Once, rijid rotorun dalgalanarak donmesi 6zel halinde,
Lyapunov issii hesabina dayali bir kaos incelemesi yapilmig; daha sonra, rijid
rotorun sabit hizla donmesi 0zel halinde, sistem dogal frekansi ile zorlanmig
titresimlerine iliskin frekans cevaplar1 elde edilmistir. Bu inceleme neticesinde

asagidaki sonuglara ulagilmistir.

¢ Bir soyutlama diizeyinde mil burulma titresimlerini temsil eden rotordaki hiz
dalgalanmalarinin, bazi1 sistem parametreleri bilesiminde, pala titresimlerinde

kaotik davranisa yol acacag1 sonucuna ulasilmigtir.

¢ Rotorun sabit hizla donmesi 6zel halinde yapilan inceleme, donen bir palanin,
donme hizina bagh olarak, sertlesen ve yumusayan yay karakterleri arasinda

gecis yapacak sekilde nitelik degistirebilecegi 6nemli sonucunu vermistir.

® Ayrica, ele alinan modelin esas ve harmonik iistii rezonans cevaplarinda, frekans
cevabmin bazi frekans bolgelerinde siireksizlik gostermesi olarak bilinen ve o
bolgede sistemin kararsiz davraniglar gdstermesine neden olan sigrama olayinin

ortaya ¢iktig1 goriilmiistiir.

Bunun yaninda, bu tez kapsaminda yapilan incelemelerin bazi sinirlamalarina ve

gelecekte bu konuda neler yapilmasi gerektigine deginmek yerinde olur.

e Palalar, gercek rotor-pala sistemlerinde yer alan palalardan farkl olarak, diizgiin
kesitli, kayma ve agirhik merkezlerinin cakistigi, birer Euler-Bernouilli kirisi
olarak ele alinmiglardir. Bu da, mil burulma titresimleriyle, palalarin donme

diizlemi icerisindeki egilme titresimleri arasindaki baglasikligin incelenmesini
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saglamustir. Oysa, gercek rotor-pala sistemlerinde, pala diizlem i¢i egilme
titresimleri, aym1 zamanda pala burulma ve pala dizlem dis1 egilme
titresimleriyle, pala diizlem dis1 egilme titresimleri de mil egilme titresimleriyle
baglagmaktadir. Dolayisiyla, daha gercek¢i bir model, bu baglasikliklar1 da

hesaba katan bir modeldir.

Bu calismada, palalarm iizerine dizildikleri diskler rijid olarak ele alinmiglardir.
Disklerin de siirekli ortam olarak ele alindig1 ve bdylece, pala, mil ve disk
titresimleri arasindaki baglasikligin hesaba katildig1 bir model kurulabilir.
Ayrica, gercek rotor-pala sistemlerinde palalar, c¢ogu zaman kusaklarla
birbirlerine baglanmislardir. Bu sistem elemanlarin1 da hesaba katan ve palalarin
kendi aralarindaki baglasikliginin da probleme yansimasmi saglayan bir model

kurulabilir.

Lineer olmayan modellerler iizerinden yapilan incelemeler, bir serbestlik dereceli
bir model iizerinden gerceklestirilmistir. Bu incelemeler, daha yiiksek serbestlik

dereceli modeller yardimiyla yinelenmelidir.
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Ek A

Sekil A1’de gosterilen, yogunlugu p, kesit alan1 A, boyu € ve egilme rijidligi EI olan,
f(s,) =fy (s, )i + £y (s,t)j yayill kuvveti etkisindeki diizgiin kesitli Euler-Bernouilli

kirisinin xy diizlemi i¢indeki egilme titresimlerine ait denklem, y ekseninin, kirisin
dik kesitine ait bir asal eksen oldugu ve xy diizlemi i¢indeki egilme titresimlerinin,
kirisin burulma ve diizlem dis1 egilme titresimleriyle baglasmadig1 kabulleri altinda
elde edilsin. Diferansiyel geometriden, Sekil A.1°de gosterilen kirigin s koordinati ile
belirli bir noktasindaki egrilik, s, ¢ubuk egilme eksenini izleyen egrisel koordinat
olmak ve iisler s’ye gore tlirevi gdstermek {izere,

paAaﬂaEI M(S,t)

fu(s,t) + Fy (s, 1)

fy(s,t) + F;,’ (s,t)

Sekil A.1: f(s,t) Yayili Kuvveti Etkisindeki Stasyoner Kirig

!’ 2
Vl_[y (Sat)] (A.l)

0=
p(s, t) VG0

olarak yazilabilir. s noktasindaki moment ise

M(st) = — — g Y (%Y

PED -y oP

seklinde elde edilir. Diger taraftan, malzeme soniimiinii modele yansitmak amaciyla,
Kelvin-Voigt malzeme modeli ele alinsin. Bu modele gore, malzemenin gerilme (o)-
birim sekil degistirme (¢) iliskisi, ¢, viskoz séniim orant1 katsayis1 olmak iizere

(A2)

c=E(e+ Z%) (A.3)

seklinde tanimlidir. (A.3) ifadesinden hareketle (A.2) yeniden ele alinir, ancak
malzeme soniimii ile moment arasindaki iliskinin lineer oldugu kabul edilirse,
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M(s, t) = EI I HCONS + T (s,1) (A.4)

V1-[y(s, 01

yazilabilir. Yine Sekil A.1°den, yayili eylemsizlik kuvvetleri

2 S
Fy (s, 1) =—pA§t—2{ f 0\/1 ~[y'Mm,0]* dn- s} (A.5)

FS(s.0)= pAd y(s.0 (A.6)

olarak ve kirisin s koordinat1 ile belirli bir noktasinda, f(s,t) yayili kuvveti etkisinde
olusan M(s,t) ifadesi, 6 ve M kukla degiskenler olmak ve iisler n’ya gore tiirevi
gostermek lizere

M0 =~ / ; “ Yo dn}dﬁ | :[fy(ﬁ,t)JfP?(G’t)]'{ [“ymor dn}dc

(A7)

seklinde yazilabilir. (A.7) ifadesinde M’ya gore integraller, carpam olduklar ilgili
kuvvetin moment kollaridir.

Simdi, (A.4,5 ve 6), (A.7)’da yerlerine yazilip, 1/\/1—[y'(s,t)]2 ve \/1—[y'(1],t)]2
ifadelerinin

1/A1-1y'(s, 017 =1+10y' .01 +%[y'(s,t)]4 +.. (A.8)
VI-Iy'm,01% =1-1ry'm 01 - Liy'm01* +.. (A.9)

seklindeki Taylor serisi acimimlar1 dikkate almarak 3. dereceye kadar olan terimler
alikonulursa ve s’ye gore iki kez kismi integrasyon gerceklestirilirse, iisler s’ye,
noktalar da zamana gore tiirevi gostermek iizere Sekil A.1’de gosterilen stasyoner
visko-elastik kirisin enine titresimlerinin hareketine ait lineer olamayan integro-
diferansiyel denklem

’ ’r v m ” o . .o w7 s » /
BIly™ +1y"y2 +3yyy" +y 3)+E1Cy‘v+pA{y—%yy2+yy [ ydo

_yj [I (y +YY)dTI}dG+YJ‘ (y +yy)dn} ,ijx(ﬁ,t)dﬁ (A.10)
_yyj £,(0,0)do + £, (5,0) y — f(st)(__ 2)=g
olarak elde edilir.
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Ek B

Bir konsol kirisin enine titresimlerinin boyutsuz dogal frekanslarmna iligkin frekans
denklemi

1+cosAcoshA =0 (B.1)

dir. Bu denklemden hesaplanan ilk bes dogal frekans

Ai=1.8751040687,  A,=4.6940911329,
A3=7.8547574382,  A4=10.9955407348, (B.2)
As=14.1371683910,

seklindedir.
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Ek C

Millerin burulma titresimlerinin sonlu elemanlarla modellenmesinde global kiitle ve
katilik matrislerinin olusturulmasima iligkin ayrintilar bircok kitaptan edinilebilir
(Bkz. [49]). Ikinci dereceden sekil fonksiyonlarma sahip, bir diigiimii ortada
olmak {iizere iic diigiimlii n adet sonlu elemandan ibaret bir burulma ¢ubugunun
global kiitle ve katilikk matrislerinin boyutsuz kismi Denk. (C.1) ve (C.2)’de
verilmistir.

(16 -8
-8 14 -8 1 0
-8 16 -8
Koo 1 -8 14 -8 1 (C.1)
3 e
1 -8 14 -8 1
0 -8 16 -8
i 1 -8 7|
(16 2 i
2 8 2 -1 0
2 16 2
-1 2 8 2 -1
M-l : (€C2)
-1 2 8 2 -1
0 2 16 2
i -1 2 4]
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Ek D

Parcali matrislerde ters alma islemi, A(mxm), B(mxn), C(nxm), D(nxn) olmak, A ve
D- CA_IB) tekil olmamak iizere

-1
{A B} (A vaBo-caT'B)'ca™! —aT'BD-caTlB) | ®.1)
CD —-m-cA By 1ca! D-CA™B)! ’

parcali matrislerde carpma islemi ise, A(mxn), B(mxp), C(qg,n), D(gxp), E(nxr),
F(nxs), G(pxr), H(pxs) olmak iizere

{A B}{E F}{AEH;G AF+BH} D.2)

C D|G H CE+DG CF+DH

seklinde tanimlidir [50].

(3.16) ifadesinde 0(t) = @®-€l°F, g(1)=G; 10T ¢oziim kabulleri yerlerine yazilip
gerekli diizenlemeler yapilirsa

- L B B o
My 0 0 - 0 Koo OKor &Kpy o 3Ky o0
Ml() I 0 0 0 Kll 0 0 Gl 0
M, 0 I - 0 0 0 Ky, - 0 |-0I8G,;=10 (D.3)
M, 0 0 - I]| 0 0 0 Ky G| |0

0zdeger analizi problemine ulasilir. (D.3) ifadesinde, kiitle matrisi M’nin, elemanlar1

M, (2nx2n), My(2nxm3 k; ), Ma(m3 k; x2n), My(m¥ k; xm3 k; ) olmak iizere

i=1 i=1 i=1 i=1

M; M _ _
M{ ! 2},M1=M00,M2=0,M3=MT My, - MEE)]T,M4=I (D.4)

M3 M4 10

seklinde ve katihk maatrisi K’nmn, elemanlar1 K;(2nx2n), K;(2nxm) k; ),
i=l

Ks(m3 k; x2n), Ky(mY k; xm3 k; ) olmak iizere

i=1 i=1 i=1
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K, K, _ _ _
{ } K, =K, K =[8;K¢; 8K - 8,Koy |,

K3 Ky
Ky 0 0 (D.5)
0 0 - K,

seklinde parcali olarak yazilmasiyla ve (D.1,2)’de tamimli, parcali matrislerde ters

alma ve ¢arpma kurallarina dikkat edilerek

7M&1)K00 7511\’15(1)1:(01 B 5&’1&1@027 5@’1(_)(1@0;7 o) |0

~MMyKoy  —EM MK +Kp = 8,M MK, M MoKy ||| G| 0
~MyMyKgy 3§ MyMyKy,  —8,MyMyKp, + K5, -8 MyMyK,,  |~0T1Gy =10
M MgKgy 8 M MyK, -5MMyKp, -+ =5 MMyK,, +K,, 1G] 10
(D.6)

elde edilir. Denk. (D.6)’dan, (3.20,21) tamimlar1 altinda (3.19) ifadesine ulasilir.
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Ek E

Denklem (3.19)’da, lizerinde k; adet pala tasiyan 1. kademeye karsilik gelen, k; adet
alt-hiper satira sahip 1. hiper satir ele alinir ve herhangi j. ve k. palalara iligkin iki alt-
hiper satirin farki yazilirsa

[I(ii —621]{Gij _Gik }= {0}‘, i=1,2,....,1‘ (E.l)

elde edilir. Denk. (E.1)’e gore ya

det[Kii - 621]= 0 (E.2)
ya da

Gij=Gi(=G;); V. k (E.3)
olmaldir.

1) Denk. (E.3)’iin gecerli olmasi halinde her 1. kademe i¢in
Gij:Gik =Gi;Vi=1,2, e I, (E.4)

yazilabilir. Bu durumda, her 1. kademedeki k; adet palaya iligkin alt-hiper satirlar
birbirleriyle 6zdes hale gelir ve her kademedeki bu alt-hiper satirlardan yalnizca biri
dikkate alinirsa

Ao k8B k76,Bp k8, Bo; | 0 0

Cio Kj;+ki6;Dyy k76,Dy k.6, Dy, G, 0

C20 k161D21 K22 +k262D22 krSrDzr —621 G’2 =<0 (E'S)
__CrO klsll)rl kZSZDrZ o Ky +kr6rDrr_ i G, 0

ifadesine ulasilir. Denk. (E.4) ve (E.5)’den, mil burulma-pala egilme baglasik
modlarina iligkin alt problemi tanimlayan Denk. (3.24) ve (3.27) elde edilir.
i1) Denk. (E.2) nin gecerli olmasi durumunda

det [Kii - 621]= 0; i=q (E.6)
veE
Gij =G =Gy; i1#q E.7)

85



yazilabilir. Bu durumda her i=q i¢in bu denklemin herhangi bir s’inci 65 6zdegerine
Denk. (E.1)’den U((]S) ={qu -G g }(S) ozvektorii kargihik gelir. Bu 6zvektoriin j ve
k’nmn se¢iminden bagimsiz olduguna dikkat edilirse, s6z konusu s’inci modda biitiin

G,; vektorlerinin UY ile ayni formda olmasi gerektigi anlasilir. Buna gore a'® bir
qi q y g g g qj

sabit Olcek katsayis1 olmak iizere
) —pg® ) _y®) @ (8) i
Gy =Uy, G =0y Gq’, Vs (E.8)

yazilabilir. Denk. (E.6-8) 1s1g81inda Denk. (3.19)

k
q
af) = 20 (E.9)
q
=l
olmak iizere
Ag o.l S a8 By - k,8,B, 0®] [0
Cio K +k;8D;; oI - ac(ls)Squ] k.8,.Dy, G{S) 0
: : : SR : )10
(s)
Cgo klsl.Dql a((]s)Squq . krSr.qu Gqs 0
: : : : : : , : :
CrO kISIDrl a((]S)Squq Krr +kr6rDrr GsI Ggs) 0

seklinde yazilabilir. Denk. (E.10)’da yer alan G((]S)’in Denk. (E.8)’den

hesaplanabilmesine karsin, (X((]s) bilinmeyendir. Bilinmeyenleri bir araya toplamak
amaciyla Denk. (E.10)

Ago—0i1 ki8Bo; o 3BoiGY - k,5,B; 0] [0

Cio  Kyj+ki3Djj—ciT - 3Dy GY k8, Dy, G| |0
(s)

Cqo ki3, Dy o 3Dy G . k3D a(f 0

: : : : : : ) : :

Cro k18D SquqGEIS) - Ky +k 8Dy —o51 Ggs) 0

olarak diizenlenebilir. Denk. (E.11)’in gerceklenebilmesi i¢in ya katsayilar matrisinin
determinantinin sifira esit olmasi gerekir ki bu matrisin elemanlar1 birbirinden
bagimsiz verili biyiikliiklerdir ve rastlantisal haller disinda bu determinantin sifira
esit olmasi miimkiin degildir, ya da bu denklemin sifir ¢6ziime sahip olmasi gerekir.
Bu durumda ¢6ziim,

=0, o =0 (E.12)

seklindedir. Sonug olarak, Denk. (E.6), (E.8) ve (E.12)’den rijid mil modlarina iliskin
alt problemi tamimlayan Denk. (3.28) ve (3.29) elde edilir.
Diger taraftan, Denk.(3.19)’nin bir dizi elemanter matris islemi sonrasinda
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aet| * Y=o E.13
U 7|7 (E.13)

seklinde bir karakteristik denkleme gotiirecegi gosterilebilir. Burada X, 2n+rm
boyutunda

. ) )
App—o71 k181Bo1 k287B(» k:8;:Bor
2
kiCijp  Kjp+ki9Dj1-071 k6,Dyp k8, Dyy (E.14)
_ 2 .
X=1 kyCy k181D K7 +kp6oDpp =0T -+ k8 Doy
| k:Cro k161D k78,D;o o Kpp +kp 6Dy — 621_

T
seklinde; Z, m- Z (k; —1) boyutunda, ve elemanlari olan Z; alt-hiper matrisleri
i=1
0 Kii—GZI 0 (E.IS)
0 0 oo Kii — (521

olarak tanimli ki-1 6zdes blok iceren blok-diyagonal bir matris olmak iizere,

Zy 0 - 0
e (E.16)
0 0 -z,

seklinde kare matrisler ve 0, sifir matrisi olup, Denk. (E.15)’deki K;; Denk. (3.18)’de
tanimlandigr gibidir. Denk. (E.13-16)’dan, sistemin, Denk. (3.23) ile verilen
karakteristik denklemi elde edilir. Bu sonug, Denk. (E.5) ve (E.6) ile uyum
halindedir. Burada elde edilen sonuglar, Ren ve ark. [51] tarafindan yapilan, tizerinde
Ozdes palalar tasiyan tek kademeli bir rotor-pala sisteminin ele alindigi1 caligmada
elde edilen sonuglarla da ayn1 dogrultudadir.
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Ek F

Tablo F.1: Uzerinde k Adet Pala Tasiyan Rotor-Pala Sistemine iliskin Frekanslar
(0=0.1, y=0.5, A=20, u=10, *: (k-1) kath 6zdeger)

O1 (o)) O3 Oy O5s O¢ o7 O3 Oy O10
[3:0 2.4139 | 3.5160* | 11.9198 | 22.0345%| 25.5092 | 37.3651 | 61.6972* | 62.2922 | 68.6407 96.2172
[3:5 2.6980 | 4.5218* | 14.3466 | 25.3777*| 27.7057 | 38.2037 | 63.8036 | 65.4872* | 70.6814 96.2982
[3:10 3.0604 | 6.3727* | 18.7906 | 32.4882 | 33.4149*| 41.3172 | 65.3606 | 75.5967* | 78.7926 96.5284
[3:15 3.3612 | 8.3280* | 22.5279 | 36.4789 | 43.5162*% | 48.0191 | 66.2043 89.6658 | 91.2212 | 97.3789
[3:20 3.6408 | 10.2920* | 25.0965 | 39.3573 | 54.4712* | 56.9387 | 67.2409 | 96.1058 |105.9184* | 108.2978
[3:25 3.9167 | 12.2570% | 26.7674 | 41.8440 | 64.1333 | 65.8254* | 71.0030 96.5354 | 123.3695* | 124.2730
[3:30 4.1938 | 14.2247* | 27.8751 | 44.0663 | 66.1216 | 77.3954* | 80.3630 96.8510 | 127.2105 | 141.5156*
Tablo F.2: Uzerinde k Adet Pala Tasiyan Rotor-Pala Sistemine iligkin Frekanslar
(=2, y=1, A=10, u=10, *: (k-1) kath 6zdeger)
G1 G2 G3 G4 Gs Gs 07 Gs Gy G10
[3:0 1.2030 | 3.5160* | 6.8432 |22.0345*| 30.0321 | 33.2800 | 61.6972* | 62.8114 | 76.9871 94.4698
[3:5 1.4489 | 9.6425% | 17.4391 | 31.4464 | 32.3811* | 44.5091 | 62.9873 | 73.8171* | 89.8380 94.9986
[3:10 1.7110 | 18.0257*| 30.3857 | 33.7691 | 51.8532* | 62.4205 | 69.0191 94.3303 | 100.7552* | 120.1831
[3:15 2.0003 | 26.5322* | 31.3358 | 47.9256 | 63.0039 |73.1867*| 92.4720 | 96.4108 | 125.7497 | 132.6554*
[3:20 2.3100 | 31.4585 |35.0738* | 60.7922 | 64.9400 | 94.2619 | 95.0897* | 119.8297 | 126.5367 | 157.2035
[3:25 2.6305 | 31.5404 | 43.6357* | 62.5397 | 77.3598 | 94.5573 | 117.2533* | 125.5606 | 145.7466 | 157.6727
[3:30 2.9539 | 31.6163 | 52.2117* | 62.7233 | 89.7027 | 95.7804 | 125.8157 | 139.5651* | 156.8017 | 170.9092
Tablo F.3: Uzerinde k Adet Pala Tasiyan Rotor-Pala Sistemine iligkin Frekanslar
(0=5, y=2, A=5, u=5, *: (k-1) kath 6zdeger)
O1 (o)) O3 Oy O5s O¢ o7 O3 Oy O10
[3:0 0.4079 | 3.5160* | 6.1016 | 15.7307 | 22.0345% | 30.9614 | 31.9210 47.1446 | 61.6972* | 62.8367
[3:5 0.5166 | 14.3561* | 15.7026 | 23.8193 | 31.4410 |40.9234* | 47.1054 54.6871 62.8746 78.5674
[3:10 0.6538 | 15.7284 | 27.7367* | 31.4097 | 45.7059 | 47.3212 | 62.8505 | 71.4128* | 78.5477 92.0213
[3:15 0.8081 | 15.7453 | 31.4268 | 41.2082* | 47.1181 | 62.7603 | 67.6387 78.5978 | 94.3067 | 103.3715%
[3:20 0.9697 | 15.7648 | 31.4388 | 47.1323 | 54.7152% | 62.8299 | 78.5109 88.4605 | 94.3993 | 110.0871
[3:25 1.1316 | 15.7875 | 31.4512 | 47.1427 | 62.8430 | 68.2438* | 78.5498 94.2541 | 108.1026 | 110.4564
[3:30 1.2893 | 15.8128 | 31.4647 | 47.1528 | 62.8526 | 78.5625 | 81.7868* | 94.2853 | 110.0182 | 125.3846
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