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Matematikte en giizel ve en karmasik sekillerden biri 1980 yilinda Benoit Mandelbrot

tarafindan kesfedilen Mandelbrot ciimlesidir. 0 1n x° +caltinda sonsuza gitmeyen
yoriingesindeki tiim kompleks c¢- degerlerinin climlesi olan Mandelbrot ciimlesi

iterasyon ile olusturulur. Her c- degeri i¢in bir Julia ciimlesi, J, vardir ve bu ciimle ya

irtibatlidir ya da bir Cantor climlesidir. Eger 0 in ydriingesi bir n- periyotlu ¢eken
yorlingeye (attracting cycle) yoneliyorsa o halde her bir dekorasyon i¢in n sayisini
tomurcuklarin periyodu olarak belirleyebiliriz. Mandelbrot climlesinin sinirinda sonsuz

coklukta tomurcuk vardir. Ana kardiyoide tutturulmus olan her bir temel tomurcugu bir

P rasyonel sayisi ile bagdastiracagiz. P tomurcuklarm rotasyon sayisidir. Paydadaki ¢

q q

degeri tomurcugun periyodu ve paydaki p degeri ise tomurcugun neslidir. Ve nihayet
Mandelbrot ciimlesinin tomurcuklar1 arasinda Fibonacci dizisi vardir. Bu tez dort
boliimden olusmaktadir. Birinci bdliimde bu ¢alismanin kapsami anlatilmaktadir. Ikinci
boliimde temel tanimlar verilmistir. Mandelbrot cilimlesinin O6zelikleri, sinir1,
tomurcuklari, tomurcuklarmmin periyotlari, karmasik yapist liclincii boliimde

aciklanmakta ve sonuglar dordiincii boliimde verilmektedir.
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One of the most intricate and beautiful images in all of mathematics is the Mandelbrot
set, discovered by Benoit Mandelbrot in 1980. The Mandelbrot set which consists of all
of those complex c- values for which the corresponding orbit of 0 under x* + ¢ does not
escape to infinity is generated by iteration. For each c- value, there is a Julia set, Jf and
it is either a connected set or a Cantor set. If the orbit of 0 tends to an attracting cycle of

period n then we may assign n to each decoration as the period of the bulb. There are

infinitely many bulbs on its boundary. We associate a rational number P {5 each

q

primary bulb which is directly attached to the main cardioid. 2 is bulb’s rotational
q

number. The denominator q simply is the period and the nominator p is the generation
of the bulb. And finally there is a Fibonacci sequence between the bulbs of Mandelbrot
set. This thesis is composed of four chapters. In the first chapter, the content of the
thesis are explaned. In the second chapter, basic definitions are given. Properties of the
Mandelbrot set, its boundary, bulbs, bulb’s period, complex structure, ...are described in

the third chapter and conclusions are given in the fourth chapter.
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1. GIRIS

Fraktal kelimesi Latince’ de “kirikli” anlamina gelen fractus kelimesinden tiiretilmistir.
Ik matematiksel fraktal 1861 yilinda kesfedilmistir. Karl Weierstrass siirekli fakat
hicbir noktada diferensiyellenemeyen, yani kose noktalarindan olusan bir egri
tizerindeki degismeleri arastirirken, higbir noktada degisme oraninin bulunmayacagi
kanaati ile sarsilmigtir. Fraktal kelimesini Weierstrass bu cins egriler icin ilk defa

kullanmustir.

Geometricilerin Fraktal geometri adin1 vererek ele alip inceledikleri fraktallar, yeni bir
bilim alan1 olarak meshur olmusglardir. Diger biitiin bilim dallari da fraktallardan

yararlanmakta ve bahsetmektedir.

Fraktallar cogunlukla kendine benzeme 6zelligi gosteren karmasik, geometrik sekillerin
ortak adidir. Fraktallar diizensiz gibi goriinen sekillerin i¢indeki gizli diizeni kapsarlar.
Diizensiz ayrintilar ya da desenler giderek kiigiilen 6rneklerde yinelenir ve tiimiiyle
soyut nesnelerde sonsuza kadar siirebilir; tam tersi her parcanin her bir pargasi
biiylitiildiiglinde, yine cismin biitiiniine benzer. Caligmamizin konusunu olusturan
Mandelbrot ciimlesi de bir fraktaldir. Basit bir matematiksel formiilden iterasyon
yontemiyle kaotik bir sistem iiretilebileceginin en giizel 6rnegi olan Mandelbrot
climlesinin sinir1 sonsuz bir karmagiklik gostermektedir. Sinirinin derinlikleri, climlenin
tamamindan ¢ok daha karmasik bir yapiya sahiptir ve Mandelbrot fraktali zig-zagli,
spiral kenarlar1 i¢inde sonsuz sayida kiigiik Mandelbrot fraktalina benzer climleler

igcermektedir.

Mandelbrot ciimlesi matematiksel olarak, kompleks diizlemde z — z° +c¢ iterasyon

kurali ile elde edilen belli 6zelikteki kompleks sayilarin climlesidir. Benoit Mandelbrot
daha ¢ok, zeC olmak iizere f:C—C, f(z)=az’ +bz+c kuadratik polinomu ile
aym dinamiklere sahip olan g(z)=z’+c¢ polinomunun kompleks diizlemde

tekrarlanmasi {lizerine calismistir. Bu alanda sadece kuadratik degil kompleks diizlemde



taniml1 rasyonel, iistel, trigonometrik, ...vs doniisiimler de ele alinmaktadir. Fakat biz
Mandelbrot’ u takip edecegimiz i¢in diger doniisiimlere yer vermeyecegiz.

Halen yasamakta ve bu alanda yaptig1 caligmalari ile bir¢ok ddiile layik goriilen Polonya

asilli matematik¢i Benoit Mandelbrot® un, z — z° +c¢ iterasyon kurali ile bilgisayar
grafiklerini birlestirerek kesfettigi Mandelbrot climlesi, belki de diinyanin en meshur
geometrik fraktal sekillerinden birisidir. Fakat su var ki Mandelbrot cilimlesinin
mevcudiyeti onun kesfinden Oncesine dayanmaktadir. Bilim kendisine bir igerik
yarattigi- yani kompleks sayilardan olusan bir c¢erceve ve iterasyonlu fonksiyonlar
yaklagimi yarattigi- andan beri mevcut olan Mandelbrot climlesi ondan sonra sirrinin

¢Oziilmesini beklemistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Cantor Ciimlesi

Adin1 Alman matematik¢i Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918)’
dan alan Cantor ciimlesi ile ilgili ilk ¢calisma 1883 yilinda yayinlanmistir. (G. Cantor,

Uber Unendliche, Lineare punktmanning faltigkeiten V.Mathematische Annalen 21
(1883) 545-591) (Sekil 2.1).

Sekil 2.1 Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor(1845-1918)

Cantor climlesi matematigin pek cok alaninda 6zellikle Kaotik Dinamik Sistemlerde
onemli rol oynamaktadir ve bir¢ok fraktal (Julia ciimleleri gibi) icin de gerekli bir

model 6rnegi sergilemektedir.

Cantor climlesini olusturmak i¢in bir dogru parcasi ile baslanir: dogru ii¢ esit parcaya
ayrilir ve ortadaki parga ¢ikarilir; baslangictaki dogrunun iicte biri uzunlugunda iki yeni
dogru parcasi elde edilir. Bu iki dogru parcasi da ayni sekilde tekrar ii¢ pargaya daha
ayrilir, ortadaki parga c¢ikarilir, tekrar iki yeni dogru pargasi elde edilir. Bu islem
sonsuza kadar tekrarlanirsa Cantor tozu (Cantor dust) ile de anilan Cantor ciimlesi elde
edilir. Her bir adimda kendisinin farkli olgeklerde iki kopyasindan olusan Cantor
climlesi kendine benzer bir yapiya sahiptir. Simdi matematiksel olarak Cantor

climlesinin olusumuna bakalim.



Reel sayilar ciimlesinin C, = [0,1] aralig1 ile baslayalim. C, climlesinden ortadaki iigte

bir acik arali1 ¢ikaralim. Geriye kalan C, climlesi her biri % uzunluga sahip iki kapali

araliktan olugmaktadir. C, = [O,%}u[%,l} dir. Simdi de C, ciimlesindeki iki kapali
araligin her birinin licte bir acgik araligin ¢ikaralim.

C, = [0,1}{2,1}{2,1}{31} elde edilir. Benzer sekilde devam ederek C,
9 93 39 9 !
cimlesindeki her bir kapali araliktan tigte bir agik araliklari ¢ikararak C,,, ciimlesini

o0

olusturalim. Bu durumda Cantor ciimlesi C = ﬂ ;21 C olarak tanimlanir (Sekil 2.2).

Sekil 2.2 Cantor ciimlesi

2.2 Altin Oran

Altin orana iliskin matematik bilgisinin M.O. 3. yiizyilda Oklid’ in (M.O. 325-265?)
“Elementler” isimli 13 kitaptan olusan ¢alismasinin 13. kitabinda ilk kez ortaya atildig:
diisiiniilmektedir. Bununla birlikte, bu bilginin ge¢misinin Eski Misir> da M.O. 3 bin yil
oncesine dayandigini gosteren bilgilere rastlanmistir. Eski Yunan diinyasina da Pisagor
ve izleyenleri tarafindan tanitildig: ileri siiriilmektedir. Altin Oran’ a armagan edilmis
ilk kitap 1519’ da basilmis ve Luca Pacioli (1445-1519) ye ait “De Divina Proportione”
adli kitaptir (Akdeniz 2007).

20. yiizyilin bagindan beri altin oran i¢in ¢ simgesi kullanilmaya baglanmistir. ¢

Yunan alfabesinin 21. harfidir. M.O. 5. yiizyilda yasanus Atinali {inlii heykeltiras

Phidias anisina bu harf se¢ilmistir.



Tanmm 2.1 : x+ y uzunlugunda bir dogru pargasi ¢izelim. Bu dogru parcasini iki

parcaya bolelim. x biiyiik parca, y kiigiik parca olsun. x + y toplaminin x’ e orani, x’

in y’ ye oranina esit ise

=
+
<

=
< | =

yazilir. Yukaridaki esitlikte paydalari esitlersek

xy+y° = x°

bulunur. Simdi her iki tarafi > ye bolelim

Bu asamada X @ konumunu yapalim. Yukaridaki esitlikten
¢’ —p-1=0

olup, buradan ¢ icin iki deger bulunur:

145 1445
¢1 2 5(02 2 :

x, y> 0 oldugundan T>0ve dolayist ile pozitif olan ifadeyi almaliy1z. Yani

:1+\/§

2

X
-9
y

orani elde edilmis olur. Bu orana altin oran denir.



¢*> =1+ ¢ esitligini ele alalim. Her iki yani karekokii almirsa @ = /1+ ¢ elde edilir.

Esitligin ikinci yaninda ¢ yerine /1+ ¢ yazilirsa ¢ =4/1+./1+¢ olur. Ardisik olarak

@ yerine ./1+¢ yazilmaya devam edildiginde altin oranin asagidaki gosterimi elde

edilir;

¢:J1+J1+\/1+\/T... .

Bu kez ¢° =1+¢ esitligini (p:1+l olarak ele alalim. Esitligin ikinci yaninda ¢
4

yerine 1+l yazilirsa ¢ =1+ olur. Bu isleme devam edildiginde altin oranin

I+—
@

ikinci bir ifadesi olan

elde edilir.

2.2.1 Altin dikdortgen ve spiraller

Kisa kenart 1 birim ve uzun kenari altin orana, yani ¢ ye esit olan bir dikddrtgen
diistinelim. Dikdortgenin kenarlarinin orant 1:¢ dir. Boyle bir dikdortgene altin

dikdortgen denir.



@-1
Sekil 2.3 Altin dikdortgen

Sekil 2.3 teki dikdortgenin i¢inde kenar uzunlugu 1 birim olan kare ayrilirsa geri kalan

dikdortgenin kisa kenar1 ¢ -1 ve uzun kenar1 1 birim olur. Bu igleme devam edildiginde

olusacak dikdortgenlerin kenarlar1 da ayni orana sahip olur. Bu durumda Sekil 2.4’ te

goriildiigii gibi karelerin kenar uzunluklarn 1, 2-¢, 2¢-3, 5-3¢, 5¢-8, ... olacaktir.
Boylece;

yazabiliriz.



Sekil 2.4 Altin dikdortgen ve spiral

Spiral, merkezden siirekli uzaklasan ve merkezi etrafinda birgok defa donen bir egridir.

Spiral ilk kez Archimedes (M.O. 287?-212) tarafindan tanimlanmustir (Akdeniz 2007).

2.3 Fibonacci Sayilar1 ve Tavsan Problemi

Leonardo Fibonacci 1175 yili civarinda Italya’ nin Pisa kentinde dogmustur (Sekil
2.5). Bonacci’ nin oglu anlamindaki Fibonacci’ nin bir diger adi da Leonardo Pisano’
dur. Dogum yeri olan Pisa’ da devamli oturmaya baslamadan once biitiin Akdeniz’ i
dolagmistir. Bu seyahat sirasinda Araplarin kullandigi, i¢inde sifirin da bulundugu 10’
luk sayma sistemi ile hesaplamalarin daha kolay yapildigin1 fak etmistir. Pisa’ ya
dondiikten sonra 1202 yilinda tamamladigi Liber Abaci (Hesaplama Kitab1) adli
kitabinda onluk sistemde nasil aritmetik yapilacagini anlatmistir. Bu kitap Avrupa’ ya
Hint-Arap say1 sistemini tanitmistir. Orta ¢agda Avrupa’ nin en biiyiik matematikgisi
olan Fibonacci, ilkdgretimde 6grendigimiz sayilarin toplama, ¢ikarma, carpma ve bélme
islemlerine ait kurallar1 vermistir. Kitabinin ii¢lincii boliimiindeki problem Fibonacci
sayilariyla tanigmamiz i¢in yol gostericidir: Bu problem c¢ok iyi bilinen tavsan

problemidir.



Sekil 2.5 Leonardo Fibonacci (1175?-1250)

Tavsan popiilasyonlarin ¢izelgesini yaparak Fibonacci, elde ettigi ardisik sayilari

birbirine bolmiis ve altin orana ulasilan asagidaki F'(n) sayi dizisini bulmustur:

F(n)=10,1,1,2,3,5,8, 13,21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, ...}

Ancak bu sayi1 dizisi, ismini Fibonacci’ nin ¢liimiinden sonra, Edouard Lucas isimli
matematik¢iden almistir (Sekil 2.6). Birgok matematik¢i gibi Lucas da Fibonacci
sayilar1 iizerine calismalar yapmis ve Fibonacci sayilarinin olusma mantigina benzer bir

mantikla olusturdugu kendi adiyla anilan Lucas dizisini bulmugtur.

Sekil 2.6 Edouard Lucas (1842-1891)

Fibonacci sayilar1 0 ve 1 degerleri ile olusturulurken Lucas dizisi 2 ve 1 degerleri ile

olugmaktadir. n > 1 olmak iizere L(n) ile gosterilen Lucas dizisi:



L(n)=12,1,3,4,7, 11, 18,29, 47, 76, 123, 199, 322, 521, 843, 1364, ...}

seklindedir. Fibonacci dizisi ile Lucas dizisi arasinda asagidaki bagint1 vardir:

L(n)= F(n+2)-F(n-2).

(www.facstaff.bucknell.edu/udaepp/090/w3/emilyc.htm).

(www.mcs.surrey.ac.uk/Personal/R.Knott/Fibonacci/fib.html).

(www.mcs.surrey.ac.uk/Personal/R.Knott/Fibonacci/fibBio.html).

Unlii Italyan matematik¢i Leonardo Fibonacci’ nin Liber Abaci kitabinda yer alan, ideal

durumlarda tavsanlarin ne kadar yavruladiklarini géstermek amaciyla yapilan aragtirma

bizim Fibonacci sayilarini fark etmemizi saglamistir. Problem sudur:

“Biri erkek digeri disi olan bir ¢ift tavsan ile baglayalim. Her ¢ift tavsanin bir ay i¢inde

yeni bir ¢ift tavsan yavruladigi, her yeni ¢iftin de erginlesebilmesi i¢in bir ay gerektigi

ve tavsanlarin 6lmedigi varsayilirsa, 1 yil sonunda kag ¢ift tavsan olur?”

Problemin ¢6zlimii i¢in tavsan popiilasyonunun yetiskin ve geng¢ tavsanlarini ayiralim.

Yeni dogmus olan ¢ift genctir ve bir ay sonunda yetigkin olacaktir. Yetiskin ¢ift de yine

bir ay sonra yeni bir ¢ift verecektir. J, ve A4, sirasi ile, n ay sonraki geng ve yetiskin

tavsan ciftlerinin sayisini gostersin. n = 0 baslangi¢c anindan baslamak tlizere J, ve 4,

lerin sayisini bulalim:

n=0 J, =1, 4,=0 (Baslangi¢ aninda 1 geng ¢ift var, yetiskin cift yok)
n=1 J,= 0, 4=1 (1.ay sonunda geng cift yetiskin olur)

n=2 J,=1, A,=1 (2. aysonunda 1 geng ve 1 yetiskin ¢ift olur)

n=3 Jy=1, A, =2 (3. ay sonunda 1 geng ve 2 yetiskin ¢ift olur)

n=4 J,= 2, A,=3 (4. ay sonunda 2 geng ve 3 yetiskin ¢ift olur)

n=>5 Js=3, A; =5 (5. ay sonunda 3 geng ve 5 yetiskin ¢ift olur)

10



bu sekilde devam eder. Genel kural sudur: Yeni dogan ciftlerin sayisi, bir 6nceki aydaki

yetiskinlerin sayisina esit olacaktir;

Jn+l = An' (1)

Ayrica bir sonraki aydaki yetigkinlerin sayisi, bir dnceki aydaki geng ve yetiskinlerin

sayilar1 toplamina esit olacaktir;

An+1 = Jn + An' (2)

Tavsan popiilasyonunun dinamigini bu iki formiil ¢ok 1yi agiklamaktadir. J, =1, 4,=0
baslangic degerleri i¢in (1) den J, =4, , kolayca yazilabilir. Bu esitligi (2) de yerine

koyarsak, 4,=0 ve 4,= 1 olmak iizere,

A=A ,+4

n+l n—1 n

elde edilir. Olusacak ¢iftlerin sayis1 bu formiil ile hesaplandiginda asagidaki gibi olur:

F(n)={0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55, 89, 144, 233, ...}

Bu dizi Fibonacci dizisi olup F(n) ile gosterilir. O halde F; ile i-nci Fibonacci sayisi

gosterilmek tizere F, = F, =1 alinmasi sart1 ile

Fn+1:Fn+Fn—1

formiilii Fibonacci sayilarini {iretir. Fibonacci sayilarimin  dinamiklerle iligkisi

F

n+l

=F, +F _, esitliginin iki kademeli makineyi temsil etmesinden, yani her adimda

kendinden onceki son iki degerin kullanilmasindandir. Bu tekrarli bir siire¢ olup,

11



dinamik sistemler bu iterasyon sonucu olusan degerlerin ciimlesinin akibeti ile

ilgilenmektedir.

Ardisik Fibonacci sayilarinin oranlanmasiyla Fibonacci dizisinin temel 6zeligi olan

altin orami elde edilir. Bu oran yavas yavas 1,6180339874... sayisina yaklasmaktadir
(Peitgen et al. 2004).

2.3.1 Fibonacci dikdortgenleri ve Fibonacci spirali

Kenar uzunlugu 1 birim olan ve birbirine bitigik iki kiiciik kare ile baglayarak bu iki
karenin her ikisinin tepesinde kenar uzunlugu 2 birim olan bir kare ¢izilir. Bdylece bu
li¢ kare ile kenar uzunlugu 2 ve 3 birim olan bir dikdortgen bulunur. Bunlarin saginda 3
birimlik bir kare ¢izildiginde her bir yeni karenin kenar uzunlugunun, 6nceki iki karenin
kenar uzunluklarinin toplami oldugu goriiliir. Dikdortgenlerin kenar uzunluklari ardisik
Fibonacci sayilari olan 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... dir. Boylece Fibonacci dikdortgenleri

elde edilmektedir (Sekil 2.7).

21

13

5

Sekil 2.7 Fibonacci dikdortgenleri
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Her bir Fibonacci dikddrtgeninin igindeki karelerin kdselerinden gegen ceyrek cember
yaylari ile olusturulan sarmala Fibonacci spirali (sarmali) denir (Sekil 2.8) (Akdeniz

2007).

Sekil 2.8 Fibonacci spirali

2.4 Kompleks Sayilar

Kompleks sayilar ciimlesi reel sayilarin yetersiz kaldigi durumlar agiklamak, 6rnegin
x> +1=0 gibi denklemlerin ¢dziimlerini bulmak i¢in tanimlanmistir. Kompleks sayilar
hem matematikte hem de elektrik miithendisligi, salinim teorisi ve benzeri uygulamali

bilim dallarinda ve hemen hemen matematigi kullanan her bransta kullanilabilmekte ve

cok onemli rol oynamaktadir. Aslinda kompleks sayilar IRxIR = IR’ kartezyen

carpiminin elemanlar1 olan sirali ikililerdir. Kompleks sayilar cismi, reel sayilar
ciimlesinin kendi kendisi ile kartezyen ¢arpimi olan IR’ de tammlanan toplama ve

carpma islemleriyle birlikte cisim olan IR’? olarak tammlanmaktadir. Reel sayilar

climlesinde ¢6ziimii olmayan
x*+1=0 (D)

denklemini g6z Oniine alalim. (1) denkleminde x yerine +-1 veya —+/-1

koyulur ve (\/—1)2 =—1 yazilirsa denklemin saglandig1 goriiliir. Fakat karesi —1 olan
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reel say1 bulunmadigindan, (1) deki J=1 ifadesiile yapilan bu islemin bir anlaminin
olamayacag1 aciktir, ancak sonucun sifira esit olmasi, yani denklemin saglaniyor olmasi,
buna seklen de olsa bir anlam verilmesi geregini ortaya koymaktadir. Bunun i¢in karesi
— 1 sayisina esit olmaktan baska hicbir 6zeligi ile ilgilenmeyecegimiz bir sembole gerek
vardir. Bu sembole i denmektedir. Eger yukarida (1) denkleminde x yerine i ve —i
den herhangi birini koyup, reel sayilarda yaptigimiz gibi islemleri yaparsak ve i’ =—1
oldugunu goz oniine alirsak denklem saglanir. O halde (1) denkleminin koklerinin i ve
—1i oldugunu disiinebiliriz. Ancak burada dikkat edilmesi gereken en 6nemli husus i

nin karesi — 1 e esit olan yani kendisi ile garpim1 — 1 e esit olan bir sembol oldugudur.

Kompleks sayilarda islem her ne kadar reel sayilarda oldugu gibi ise de i’ gbriilen
yerde —1 alarak yapiliyorsa da kompleks sayilarin aslinda her bir bileseninin sirali

ikililer oldugunu gézden kagirmamaliyiz. Kompleks say1 tanimini asagida veriyoruz:

Tamm 2.1 : Reel sayilarin her bir siral1 (a,b) ikilisine bir kompleks ( ya da karmasik)
sayl denir. Buna gore a ve b iki reel say1 ise (a,b) sirali ikilisi bir kompleks sayidir.

x = (a,b) ve y=(c,d) iki kompleks say1 olsun. @ =c ve b =d oluyorsa x =y olarak
tanimlanmaktadir. O halde iki kompleks saymin esit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

kompleks sayilarin birinci bilesenlerinin birbirine ve ikinci bilesenlerinin birbirine esit

olmasidir. Diger bir ifadeyle karsilikl bilesenler esit ise kompleks sayilar esittir.

Iki kompleks saymin toplamu:

x+y=(a+c,b+d)

ve iki kompleks sayinin ¢arpimi:
x.y =(ac—bd,ad + bc)
olarak tanimlanir. Biitiin kompleks sayilar climlesi C ile gosterilir. C kompleks sayilar

ciimlesi dendiginde yukaridaki toplama ve ¢arpma islemleri ile birlikte IRxIR = IR’

kartezyen ¢arpim ciimlesi dikkate alinir.
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Tanim 2.2 : (0,1) sirali ikilisi 7 ile gosterilir.

Teorem 2.1: i* 2 —1 dir.

ispat : i> =ii=(0,1)(0,1) = (0.0-1.1,0.1+1.0) = (-1,0) = 1.

Teorem 2.2 : a ve b reel sayilar olmak lizere (a,b) =a+ib.
Ispat : a +ib = (a,0) + (0,1)(h,0) = (a,0) + (0.0 —1.0,0.0 + 1.b) = (a,0) + (0,b)
=(a,b).

Tammm 2.3 : a ve b reel sayilar ve z =a +ib olsun. Bu takdirde a—ib kompleks
sayisina z kompleks sayisinin eslenigi denir ve Zz ile gosterilir. Buna gore z =a—ib

dir. a sayisina z kompleks sayisinin reel kismi denir. Re(z) ile gosterilir ve b
sayisina z kompleks sayisinin sanal kismi denir, Im(z) ile gosterilir. Bu tanimlara
gore z=a+ib seklindeki bir kompleks say1 i¢cin Re(z) =a, Im(z)=»b olacaktir.
a € IR olmak iizere a seklindeki kompleks sayiya sirf reel kompleks say1 ve b € IR

olmak iizere ib seklindeki bir kompleks sayiya da sirf sanal kompleks say1 denir.

Tamm 2.4 : Eger z bir kompleks say1 ise z nin 0 dan uzaklhifina z kompleks

sayisinin mutlak degeri denir ve |z| ile gosterilir.

z ve w kompleks sayilar olmak {izere mutlak degerin birka¢ 6zeligi:

d) |z+w| S|z|+|w|
dir.
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Reel sayilar ile yapilan tiim aritmetik islemler kompleks sayilar ile de yapilir. Fakat reel
sayilar ile kompleks sayilar arasindaki en 6nemli fark; reel sayilarda siralama bagintisi

olmasina ragmen kompleks sayilarda olmamasidir.
2.4.1 Kutupsal gosterim

Bir z kompleks sayis1 diizlemde, koordinatlar1 x ve y olan bir noktaya karsilik gelir.

Bu noktanin yer vektdrii » ise # vektdriiniin uzunlugu r = |z|= /x> + y® olup || ye z

kompleks sayisinin modiilii, » vektoriiniin pozitif reel eksen ile saat yoniiniin tersinde

yaptigi @ agisina da z kompleks sayisinin argiimani denir ve Arg z ile gosterilir.

Bir kompleks say1 kartezyen koordinatlarda x =Re(z) vey =Im(z)ile belirli iken,
kutupsal koordinatlarda » = |z| ve®d = Arg z ile belirlidir. O halde sinus ve cosinus

trigonometrik fonksiyonlar1 yardimiyla

<

sin® == cos® =

N =

olacagindan x ve y degerleri

x=rcos®

y=rsin®

olarak bulunur. O halde buradan z kompleks sayisinin kutupsal koordinatlarda

gosterimi (Sekil 2.9).

z=rcos® +irsind

dir.
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Inn elkksen

z=x+ iy

1 ¥ Re eksen

Sekil 2.9 Kompleks sayinin kutupsal gésterimi
2.4.2 Ustel gosterim

Kutupsal koordinatlar ile yakindan iliskili bir gosterim Euler gdsterimidir. Modiilii 1 ve

argiiman1 @ olan bir z kompleks sayist:
e'” = cos® +isin®

seklinde gosterilir ve buna Euler formiilii denir. Modiilii r ve argiiman1 @ olan bir

kompleks sayinin gosteriminin ise

re’® = r(cos® +isin ®)

olacagi aciktir.

2.5 Kompleks Diizlemde Bolgeler
Tanmm 2.5: z, eCve ¢ € IR" olsun.

{z:zeC,z—zO|<g}

climlesine z, In ¢ komsulugu denir.
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O halde bu tanimdan hareketle yararli olacak su tanimi verelim:

Tamm 2.6 : Merkezi z, ve yarigap uzunlugu r olan bir gemberin ici:
D (z)= {ze C:|z—zo| < r},

merkezi z,, ve yarigap » olan bir gemberin siniri:
D (z)= {ze CI|Z—ZO| = r},

merkezi z, ve yarigap1 » olan bir gemberin dis1:
D, (z)= {Ze CZ|Z—ZO| > r}

dir.

Tanmim 2.7 : S kompleks diizlemde herhangi bir climle ve z, bir nokta olsun. Eger z, n
yalniz S nin noktalarini iceren komsulugu varsa z, a S ciimlesinin bir i¢ noktasi denir.
Eger z,, S nin hicbir noktasini igermeyen bir komsuluga sahipse z, a S climlesinin bir
dis noktasi, z, S nin ne i¢ ne de dis noktas: degil ise z, a S climlesinin sinir noktasi

denir.

Tanmim 2.8 : Sinir noktalarimin hicbirini igermeyen ciimleye agik ciimle, sinir

noktalarinin hepsini i¢eren ciimleye kapah ciimle denir.
Tamm 2.9 : S agik bir climle olmak iizere, S de bulunan z, ve z, nokta ¢ifti, tamamen

S de kalacak bi¢cimde ug¢ uca birlestirilmis sonlu sayida dogru pargalarindan olusan,

poligonal egri ile birlestirilebilirse S climlesine irtibathdir denir.
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Tanmm 2.10 : Bir S climlesinin her bir noktasi |z| = R ¢emberinin i¢inde kalirsa bu

durumda S ye simirh ciimle aksi halde simirsiz ciimle denir.
2.6 Iterasyon

Kelime anlamu itibariyle tekerriir, tekrarlama, yineleme ve ardisik islem anlamlarina
gelir. Iterasyon bir siireci tekrarlamak demektir. Matematiksel manada iterasyon,
matematiksel bir fonksiyonun bir girdiye uygulanarak bir ¢ikt1 elde edilmesi ve bundan
sonraki her adimda olusan ¢iktinin bu siirece dahil edilmesidir. Tekrarlama islemini
gerceklestiren formiilleri tekrarlayic (iterator) kelimesi ile es anlamli olan geri besleme
kelimesi ile ifade edecegiz. Burada GU giris iinitesi, KU kontrol iinitesi ve CU ¢ikis
tinitesini ifade etmektedir (Sekil 2.10).

Sekil 2.10 Geri besleme mekanizmasi

Geri besleme siirecleri tiim bilimlerde esas alinmaktadir. Aslinda ilk olarak 300 yil
once, dinamik yasalarin i¢inde Sir Isaac Newton ve Gottfried W. Leibniz tarafindan
tanimlanmistir ve simdi bu yasalar kullanilarak dogal olaylarin modellenmesi
gergeklestirilmektedir. Mesela yer degistiren bir tanecigin daha 6nceki bir zamandan

simdiki zamana kadarki konumu ve hiz1 bu yasalarca belirlenir.
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2.7 iterasyon Siireclerinin Cesitleri

2.7.1 Bir kademeli makineler

f herhangi bir matematiksel dontisiim olmak iizere x,,, = f(x,) tekrarlama formiilii ile
karakterize edilen makinelerin her birine bir kademeli makine denir. Ciinkii bu
makineye tek bir say1 girer ve yeni bir sayiya doniigiir. Ornegin f(x,) = xn2 +1
donilisiimiine x, girer ve x,,,= xn2 +1 olarak ¢ikar. Bu formiil sabit bir ¢ kontrol

parametresi ile kontrol edilebilir, bu durumda 6rnekteki formiil;
xn+1 zf(xn): xn ? +cC

seklinde genellestirilebilir. Bir kademeli makinelerde tekrarlama siireci Sekil 2.11” deki

gibi resmedilir:

o K1 = f(xle @

Sekil 2.11 Bir kademeli dinamik sistem

Bir kademeli makineler ¢ok kullanigli matematiksel araglardir ve Ozellikle karmasik
problemlerin nlimerik ¢6ziimleri i¢in gelistirilmislerdir. Bunlarin tarihgesi en az birkag
bin yi1l eskiye dayanir. Karekok hesaplama makinesi yaklasik 4000 yil 6nce, Siimer

matematikgileri tarafindan bilindigi kabul edilen bir algoritmadan ibarettir.

2.7.2 iki kademeli makineler

Iki kademeli makinelerde ¢ikt1, tek bir girdiye degil iki girdiye bagl olarak hesaplanir.
Ismi de bundan dolay1 iki kademeli makinedir. O halde g herhangi bir matematiksel

fonksiyon olmak tizere, iki kademeli makineleri karakterize eden gosterim su sekildedir:
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xn+1 = g(‘xn b xn—l) .

x,,, degeri sadece kendinden bir 6nceki adimda olusan x, degerine degil, iki Onceki

adimda olusan x,_, degerine de baghdr.

Iki kademeli makinelerin calisma mantig1 Fibonacci sayilarinin olusma mantigi ile

aynidir (Peitgen et al. 2004).

2.8 Kompleks Kuadratik Polinomlar

Tamm 2.11: f: C— C olmak iizere f(z)=az’ +fz+y, a #0, B, y € C seklinde
tanimlanan polinomlara kompleks kuadratik polinomlar denir. Burada o, S, y

kompleks sayilar1 katsayilar ve z polinomun kokiidiir.

2.8.1 f(z)=az’ + Bz +y Kompleks kuadratik polinomunun kéklerinin bulunusu

oz’ + fz+y= 0 kuadratik polinomuna 2ﬁ kesrinin karesi eklenip g¢ikarilirsa
a
polinomun kokleri kolayca bulunur:
oz’ + fr+y= 0{(22 +ﬁz+l)
a «a
2 2
=a|z’ +ﬁz+l—ﬂ—2+’8—2
a o 4da° 4a

a 4da’ a

. [ +£Z+ﬂ_2J_ﬂ_2+1}
i 4’
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2 2
A BBty
20 4o
2 2
= (Z+£j P~ —day
2a 4
2_
. (Hﬁj =y [fdy
2a da
2
2a 2a
2_
j— z = _ﬁiu
2a 2a
- —BEp’ —day
z = .
20

_p-\p* -4 _pip -4
O halde z, = —# f Y ez, = ZPINP TG e cdilir,
a

2a

Kuadratik polinomlarin kokleri ile katsayilar1 arasinda su bagintilar vardir:

—B-p 4y
2a

oz’ + Bz +y = 0 kuadratik polinomunun kokleri z, =

_ BB 4oy

2 2a

idi. Buna gore;

—p-p -4y -p+\B —4ay _ -p
2a

1. Koklerin toplami: z, +z, = 5 5
a a

2. Koklerin ¢arpimu : z,.z, =

—B-ANB —day — BB —4ay _
2a 2a

B’ - p* +4ay
4o

Q=
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dir.

Tanim 2.12 (Eslegik Fonksiyonlar): f: C—C ve g: C— C iki doniisiim,
g=ho fo h!

olmak tizere 4 : C— C doniisiimii varsa, f fonksiyonuna g nin eslegi denir.

Teorem 2.3 : Her f(z)=o0z’ + fz+y, a # 0 kompleks kuadratik polinomu

g.(2) = z° + ¢ polinomunun eslegi ise bir tek ¢ degeri vardir (Beardon 1991).

Ispat : f(z)=0az” + fz+y genel bir kuadratik polinom ve g, (z) =z’ +c kompleks

kuadratik polinomlarin 6zel bir formu olsun. O halde 4#: C—>C, h(z)= Az+ B bir

) - z—-B .
homeomorfizim ve 4™ (z) = ise,

]+B

_A{—z +[ﬂ 2Bajz+Bza—%+y}LB

A A A A
a 2Ba pa
— ———|z+——-Bf+Aa+B
A ('B j A 4
2
ise f(z)=o0z’ + fz+y oldugundan katsayilar 4 = a, B = g ve ¢ = a7/+'§ ﬂT

olarak elde edilir.

f(z)=az’ + pz+y genel formiillii kompleks kuadratik polinomlar g, (z)=z"+c

formuna kisitlanarak ¢ahsilabilir. Cinkii f(z) = az” + ffz + 7 genel kuadratik polinomu
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ile g.(z)=z"+c polinomu ayni dinamiklere sahiptir. Bu nedenle ikinci dereceden

genel bir polinomu temsil etmek i¢in g(z) = z*> + ¢ polinomu almabilir.

2.9 Kompleks Kuadratiklerin Tekrarlanmasi

f:C—>C
z > f(z)=z"+c, z,c € C

kompleks kuadratik polinomu ile olusacak siirecin geri besleme makinesi soyledir:

2
z, ——————* f(z,)=z, ¢ ——————*

1

Sekil 2.12° deki iterasyon islemine devam ettik¢e elde edilecek sonug bir sonraki adim

n+l

Sekil. 2.12 Kuadratiklerin tekrarlanmasi
icin baslangi¢ verisi olacaktir.

Bir z, baslangi¢ degeri ve ¢ kontrol parametresi ile baslayan siire¢ s0yledir:

2= J((Zo)zzo2 +c
2, =f(z)=f(z, +¢)=(zy+¢)” +c=f7(z,)
2, =f(2,) = f((z," +¢)’ +¢) =[(zy +¢)* +c]* +c = f7(z,)

Zy fz,)=1"(z)
z,0= f(z,)=1""(z2,).

z,, ¢ € C olmak tzere z, =x,6 +iy,, c=a+ib, x,,y,,a,b € IR degerleri

n?o

asagidaki esitlikte yerlerine koyuldugunda;
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2
zZ,,=z, tc

n+l
z,,= (x, +iy,)> +a+ib
Y, 2 b
Zn+l_ xn + lxnyn_yn ta+i
_ 2 2 (D b
Zn+l_ (xn _yn +a)+l( xnyn+ )

2 2
= xn+l:xn _yn +a
yn+l :2xnyn +b

dinamik sistemi elde edilir. f kompleks kuadratik polinomunun dinamigi, f nin

iterasyonu ve bu iterasyon ile elde edilecek sonuclardir.
2.10 Kompleks Dinamik Sistemler

Kompleks Dinamikler alan1 nispeten iki kisa periyot gérmiistiir. Bu alan orijinlerini 19.
ylizyilin sonlarinda ve 20. yiizyilin baslarinda ¢izmistir. O zamanlarda Leau, Schroder,
Koenings, Bottcher gibi matematikgiler iterasyon altinda kompleks fonksiyonlarin belli
davraniglart ile ilgilenmislerdir. Calismalar1 oncelikli olarak sabit nokta etrafindaki
iterasyonlarin davraniglarina odaklanmistir. Bu koklii ¢alismanin iyi bir referansi D.

Alexander (Boston University, 1992)’ in tez ¢alismasidir.

1918-1920 tarihlerinde iki Fransiz matematik¢i Gaston Julia ve Pierre Fatou’ nun
onciliiglinde c¢arpict bir gelisme meydana geldi. Sadece belli dinamiksel davranislar
yerine, Julia ve Fatou daha evrensel bir goriise vardilar. Sabit noktalarin disinda oldukga
farkli dinamik davraniglar buldular. Adrien Douady ve John H. Hubbard, kuadratik
polinomlarin parametreler diizlemi iizerine ¢alismalar yapmis, kuadratik dinamiklerin
miimkiin olan tiim ¢esitlerini siiflandirmiglar ve Douady tavsani olarak anilan bir

ciimle kesfetmislerdir.
1980’ lerde kompleks dinamikleri kesfetmek i¢in bilgisayar grafiklerini ilk kullanan kisi

olan Mandelbrot’ tan sonra calismalarin ikinci biiylik periyodu baglamigtir. Onun

Mandelbrot climlesini kesfi, birgok matematik¢iyi bu alanda yeniden aragtirma yapmaya
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itti. Mikhail Lyubich, Curt McMullen, John Milnor, Mitsuhiro Shishikura, Jean-
Christophe Yoccoz gibi isimler de bu climle ile ilgili arastirma yapanlar arasindadir
(Devaney 1994).

Kompleks dinamikler, kompleks diizlemde tanimli doniisiimlerin iterasyonlar1 ile olugan
sonuglar1 inceler. Biz ¢alismamizda kompleks dinamiklerin f,(z) = z* +c¢ ile tammli

kompleks kuadratik polinomu ile ilgili bilgiler sunacagiz.

f.(z2)=z"+c kompleks kuadratik polinomunun iterasyonlar altinda davranislarini
incelemek icin bazi tanmimlar ile baslayalim. Basitlik agisindan f nin n-inci

tekrarlamasmi /" ile gdsterecegiz. Yani,

fO=fof
[P =Ffofeof

fO = fo.of.

ntane
Tamm 2.13 (Yériinge) : /:C — C, f.(z)=z" +c igin z, € C olmak iizere
ZO’f(ZO)af(Z)(ZO)a---
say1 dizisine z, 1n yoriingesi denir.

Aslinda dinamiklerin temel problemi n — o igin { f’(z,)} dizisinin yani f nin

yoriingesinin akibetinin ne olacagidir. O halde birka¢ tanim ile devam edelim.

Tamm 2.14 (Kritik nokta) : /: C —» C, z e C olmak lizere f'(z)= 0kosulunu

saglayan z noktasina kritik nokta denir.
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Tanim 2.15 (Sabit nokta) : /: C > C, z € C olmak iizere f(z)=zise z noktasina

sabit nokta denir.

Tanim 2.16 (Periyodik nokta) : /: C — C, z € C olmak iizere 1"’ (z) =z kosulunu
saglayan en kiicik p € N (p > 1) sayisina periyot, z noktasina periyodik nokta

denir.

Tanim 2.17 (Periyodik olmayan nokta) : f:C — C, z € Colmak iizere baz1 j >
0 i¢in f"(z)= fY(z) kosulunu saglayan z noktasmna periyodik olmayan

(preperiodic) nokta denir.

Tanimm 2.18 (Cekim havzasi) : Yorilingeleri, ¢ceken (attractive) periyodik yoriingeler

olan tlim noktalarin climlesine o yoriingenin ¢ekim havzasi (basin of attraction) denir.

Tamim 2.19 (Sabit noktamin gesitleri) : z, f.(z) =z’ +ckuadratik polinomu igin

sabit bir nokta olmak tlizere f'(z,) =4 sayis1 f nin z, daki ¢arpani olsun. O halde z,,:

1- Attracting(¢eken) nokta; 0 < |/1| <1

2- Superattracting(kuvvetli ¢eken) nokta; 4 =0

3- Repelling(iten) nokta; ﬂ| >1

4- Neutral(etkisiz) nokta;

/”t| =1=¢""olsun.
1) 0 rasyonel ise z, rationally indifferent (rasyonel olarak

degismeyen nokta),

i1) 0 irrasyonel ise z, irrationally indifferent (irrasyonel olarak

degismeyen nokta)

dir.
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z, 1n irrationally indifferent oldugu durumun O6zel bir hali vardir. A4 =™ igin 0

irrasyonel ve 6 € (0,1) dir. Bu durumda her bir a pozitif tamsay1 olmak tizere 6 sonsuz

kesirli yapiya sahip olup

dir (Beardon 1991).

Ornek 2.1 : 0 =

icin Ozel bir hal ortaya ¢ikmaktadir. Altin oranin sonsuz kesirli

J5-1
2

ifadesini daha 6nce elde etmistik. O halde

70 esitliginde O = Js-1

yazabiliriz. A =e oldugunda Siegel dairesi olugsmaktadir (Sekil

2.13).
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Sekil 2.13 Siegel dairesi (Siegel disc)

f.(z)=z" +c iterasyon kurali ile elde edilen belli &zelikteki noktalarn bir araya

toplanmasi sonucu iki farkli diizlem olugmustur. Bunlar:

1- Parametreler diizlemi (c- diizlemi) : z, =0 baslangi¢ noktas: segilerek,
f.(z)=z"+c iterasyonu tiim kompleks diizlemde tekrarlanir. Yani z sabit, c

degiskendir.

2- Dinamik diizlem : Belli bir c- degeri se¢ildikten sonra kompleks diizlemdeki

tiim z sayilar1 kullanilincaya kadar f,(z) =z’ +c iterasyonuna devam edilir. Yani ¢

sabit, z degiskendir.
2.11 Julia Ciimleleri

f(z,) :an +c¢ kompleks kuadratik polinomu igin Julia cilimlelerinin olusumu

Z, . — an + ¢ algoritma kurali ile olur. Bir ¢ € C degeri belirlenip, tiim kompleks

n+l
diizlemdeki sayilar kontrol edilinceye kadar bu algoritma uygulanir. Bu islem

tamamlandiginda tek bir Julia ciimlesi elde edilir. Yani her bir c- degeri farkli bir Julia
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climlesi tretir. c- degeri belirlendikten sonra z,,, —— an + ¢ algoritma kurali ile elde

edilecek kompleks sayilarin dizisi;

— .z +c (zn2+c)2+c ((znz+c)2+c)2+c

Zn+l n

olacaktir. Bu dizi i¢in ortaya ¢ikabilecek iki sonug vardir: ya simirhdir ya da sinirsizdir.

Dizi sinirlt ise elemanlar belirli bir alanda kalacak, sinirsiz ise sonsuza gidecektir. O
halde f(z,)= zn2 + ¢ kompleks kuadratik polinomunun belirli bir ¢- degeri i¢in sinirlt
bir alanda kalan dizi K, ve elemanlar1 sonsuza giden dizi 4, olmak tizere asagidaki

tanimlar verilebilir:

Tammm 2.19 : f nin iterasyonlar1 altinda smirli kalan ydriingelerin ciimlesine

doldurulmus Julia ciimlesi denir ve K, ile gosterilmek iizere,

K,={zeC|f"2) 7 >w}
seklinde tanimlanir (Branner 1989).

f.(z) = z* + ckuadratik polinomunun K, doldurulmus Julia ctimlesi, merkezi orijinde

ve yaricapt R = max(2, c| ) olan bir daire tarafindan igerilir. ‘Z| > R olmak iizere;

f.(2)|

d

> ‘z|—‘i|| > ‘z|—1 >1
E

olur. Dolayistyla
>R = £"(2) > .

(Beardon 1991).
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Tanim 2.20 : f nin iterasyonlari altinda sonsuza giden yoriingelerin climlesine o un

cekim havzasi (basin of attractive) denir ve A4, () ile gosterilir:

A(0)=C\K,={zeC| f"(z) —>w}

dir (Branner 1989).

Tamm 2.21 : J, Julia climlesi olmak tizere, kompleks diizlemdeki her c- degeri i¢in

olusacak Julia ciimlesine, K , doldurulmus Julia ciimlesinin sinir1 denir.

Teorem 2.4 (P. Fatou ve G. Julia) : Q , f polinomunun kritik noktalarinin ctimlesi

olmak tuzere

Q. ckK P = J . irtibathdir

f f

Q,n K,=0 = J, bir Cantor climlesidir (Branner 1989).

O halde bu teorem 15181nda, f.(z) =z +c kuadratik polinomunun tek bir kritik noktast

olan 0 i¢in su ayirma teoremi verilebilir:

Teorem 2.5 ( Fundamental Dichotomy) : Kompleks diizlemdeki herhangi bir c- degeri
i¢in f,(0) 0 1n ydriingesi olmak tzere, f,(0) € K, ise J, irtibathdir, f,(0) ¢ K, ise

J ; Cantor ciimlesidir (Devaney 1994).

Irtibatli ciimleler tek bir par¢adan olusurken Cantor ciimlesi sonsuz ¢oklukta parcadan
olusur. Dahasi Cantor ciimlesinin her bir pargasi da birer Cantor ciimlesidir ve Cantor
climlesindeki her nokta diger noktalarin limit noktasidir. Bu nedenle Cantor ciimlesi
noktalardan olusmus bir ciimle olup, Cantor tozu olarak da anilmaktadr. Irtibatsiz Julia

ctimleleri Cantor ciimlesi yapisindadirlar (Sekil 2.14).
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Sekil 2.14 Irtibatsiz Julia ciimlesi (Cantor ciimlesi)

2.11.1 Julia ciimlelerine 6rnekler

Ornek 2.3 : ¢=0icin f(z)=z" polinomunun Julia ciimlesi ‘z| = 1 ¢emberidir (Sekil
2.17). Bu ¢emberin bilgisayar grafikleri yardimiyla elde edilen renkli goriintiisii Sekil

2.18” de gosterilmistir. ‘z|< 1 ise n— oo igin £ (z) > 0 (Sekil 2.15),

z| >11ise n—

o igin f"(z) > oo, |z| =1 ise f"(z) gember iizerinde kalacaktir (Sekil 2.16).

Gortldiugi gibi ti¢ farkli durum ortaya c¢ikmaktadir: Birim ¢ember iizerindeki veya
icindeki herhangi bir noktanin yoriingesi sinirli bir alanda kalirken, ¢gemberin disindaki

herhangi bir noktanin yoriingesi sonsuza gidecektir.

Sekil 2.15 |z|<lisen— coigin " (2) > 0
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F 10

P
s

Sekil 2.17 || = lise £ (2) =1
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Sekil 2.18 f(z)=z" lgin Julia ciimlesi yesil bdlge ile mor renkli bdlge arasindaki smir

Ornek 2.4 : f.(z) =z +c kuadratik polinomunun ¢ = i igin olusacak Julia ciimlesini
incelemek igin ayirma teoremi 1giginda f,(z) =z’ +i altnda O mn ydriingesini

bulacagiz.

£(0) =i
fiG)=—1+i
fi(-1+i)=—i
fi(=)=—1+i

0 1n yoriingesi {0, -1 + i, -i, -1 + i, -i, ...} olup, sinirlt oldugu agiktir. O halde ayirma

teoremi geregince f, i¢in olusan Julia ciimlesi irtibathidir (Sekil 2.19).

1
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Sekil 2.19 ¢ = i I¢in Julia ciimlesi

Ornek 2.5 : ¢ = -1 igin olusacak Julia ciimlesini bulmak igin f (z) =z> —1 altinda 0 1n

yoriingesini bulalim:

f4(0)=~1
Sa=DH=0
S4(0)=~1
fa=DH=0

¢ = -1 i¢in 0 m yoriingesi {0, -1, 0, -1, 0, ...} oldugundan sinirhdir, dolayisiyla Julia

ctimlesi irtibatlidir (Sekil 2.20).
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Sekil 2.20 ¢ = -1 I¢in Julia ciimlesi

2.12 Farey Agaci

Farey agaci, 0 ile 1 arasindaki tiim rasyonel sayilari i¢ceren bir agagtir. Kendi yapisinin
her katinda rasyonel sayilarin sonlu bir listesinden olusur. Bu listedeki bitisik rasyonel
sayillar Farey komsular1 olarak adlandirilir. Aga¢ tiimevarimsal olarak sdyle
olusturulur: Her Farey komsu cifti bir Farey ¢ocugu iiretir ki bu, iki komsu arasinda en
kiiclik degere sahip olan bir rasyonel sayidir. Dogal olarak Farey ¢ocugu iireten rasyonel

sayilar onun Farey ailesi olarak adlandirilir.

Farey agacinin en ilging o0zeligi, Farey cocuklarinin Farey toplamasi ile elde

edilmesidir. Yani < ve £ Farey komsular1 arasindaki kesir:

a+y

L+

o9

a o
p )

Yani en kiigiik paydali iki Farey komsusu arasindaki kesiri olusturmak i¢in, ailelerin

pay ve paydalar1 ayr1 ayr1 toplanir ve gocuk olusturulmus olur.
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0 1 o
n ve I olarak yazacagimiz 0 ve 1 rasyonel say1 cifti ile Farey agacinin yapimina

baslayalim. Farey toplami ile bunlarin ¢ocuklari:

>—|O

ol -1
1 2
dir, dolayistyla yapinin ikinci katindaki rasyonellerin listesi:
o 1
1 2 1

dir. Bir sonraki katta iki yeni Farey ¢ocugu elde edilir:

o 121
1 3 2 3 1
Dordiincii katta bulunan rasyoneller:
o r 2 13 2 3 1
1 4 3 5 2 5 3 4 1

dir. Her Farey komsusu icin bu toplam sonsuza kadar gider, bdylece Farey agaci tiim
rasyonel sayilar1 igerir.

Farey agacinin bir diger 6zeligi:

ao - Py =1 < 2 ve g Farey komsulardir.

Bu 6zelikten hareketle

oldugu agikca goriilmektedir (Devaney 1999).
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3. MANDELBROT CUMLESI

Fraktal geometrinin babasi olarak bilinen Benoit Mandelbrot, diinyadaki yiiksek hizli
bilgisayarlar1 kullanan ilk matematikg¢ilerden biridir (Sekil 3.1). Ekonomi alanindaki en
meshur c¢alismasi pamuk fiyatlar1 ile ilgili arastirmasidir. Pamuk fiyatlarindaki
dalgalanmalarin gilinliik degisimi 6nceden tahmin edilemezdi fakat bilgisayar analizi ile
bunun goriintiisii incelenebilirdi. Uzun donem pamuk fiyatlarinin dalgalanmasi ile kisa
donem pamuk fiyatlarinin dalgalanmasi arasinda bir simetri buldu. Bu sasirtict sonucu
ancak, ekonomik verideki tiim 6l¢eklerde kendini tekrar eden, kendine benzer bir fraktal
kesfettikten sonra anladi. Mandelbrot’ un bu arastirmasi onu basit bir matematiksel
formiil ile 6zetlenen biiyiik bulusuna gotiirmiistiir. Adin1 Benoit Mandelbrot’ tan alan ve
aslinda basit bir ifadeyle kompleks sayilarin bir ciimlesi olan Mandelbrot ciimlesi,
iterasyon yoOnteminin bilgisayar grafikleri ile zenginlestirilmesiyle tam anlamiyla
kendini gdstermistir. Basit bir denklem belki de daha O6nce kimsenin akil etmedigi
sekilde tekrarlanip, iterasyonlarmin sonuglar1 bilgisayar yardimiyla incelendiginde
ortaya ¢ikan muhtesem sekiller, bizi hala bir yerlerde var olan ama su ana kadar

goremedigimiz bir¢ok matematiksel olguyu kesfe cagirmaktadir.

Sekil 3.1 Benoit Mandelbrot (1924 -)

3.1 Olusumu ve Matematiksel Olarak Aciklanmasi

Mandelbrot ciimlesi, z,,,=f(z,)=z,>+c kompleks kuadratik polinomunun

tekrarlanmasiyla olusur. Kompleks sayilar dinamigi bakimindan Mandelbrot ciimlesi,
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temel geometrideki bir ¢ember kadar dogal bir objedir (Sekil 3.2). Mandelbrot

cimlesini olusturmak i¢in baslangi¢ degeri olarak z, =0+0i almir ve ¢ kontrol
parametresi belirli degildir. z, =0 noktasimn her ¢ € C kompleks sayist icin

f(z,) =1z, +c iterasyonu altinda olusacak yériingelerin davranislar1 incelendiginde su

sonu¢ ortaya cikar: yoriinge ya sonsuza gider ya da smrl bir alanda kalir. Iste
Mandelbrot climlesi, kompleks diizlemde tarayacagimiz tiim c- degerleri icin f
iterasyonu altinda 0 1n sonsuza kagmayan yoriingelerini olusturan c- degerlerinden

olusur. Asagida Mandelbrot ciimlesinin tanimi1 bulunmaktadir:

Tamm 3.1 : Mandelbrot ciimlesi f(z,)=z,” +¢, z, ¢ € C kuadratik polinomu igin

sinirlt kalan yoriingeleri olusturan c- degerlerinin ciimlesi, yani

M={ce C| f”(0)smirl}

dir (Crownover 1995).

_ 2 . . . . .
z, =0 almarak, z, , = z,~ +c iterasyon kurali ile z,, z,, z,, ...dizisi elde edilir. Eger

bu dizi sonsuza kagmiyorsa c € M, sonsuza kagiyorsa ¢ M dir.
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Sekil 3.2 Mandelbrot ciimlesi

Mandelbrot climlesi, kompleks dinamiklerde bir ikon haline gelmistir. Bir iterasyon
altinda olusacak yoriingelerin akibetinin ne olacagi dinamikler konusu i¢inde yer alir.

Her ¢ degeri i¢in olusan ve z, =0 1n yoriingesi olarak anilan diziler nasil davranirlar?

Aslinda Mandelbrot ciimlesi bu sorulara verilecek cevabin geometrik aciklamasidir.

Farkl1 c- degerleri i¢in z, =0 1 yoriingeleri yakinsarlar m1 1raksarlar m1? Bu sorunun

cevabi i¢in agsagida ornekler verilmigtir.

Ornek 3.1:c=11icinz, =0 m f(z,) =z, +c altinda olusan yoriingesi:

z, =0

z,=0"+1=1
z,=1"+1=2
z,=2"+1=5
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z, =5 +1=26
z, =26 +1=677

z, =677% +1=458.330

dir. c =1 i¢inz, = 0 1n yoriingesi sonsuza gider o haldec=1 ¢ M dir.

Ornek 3.2 : c=iicinz, =0 m f(z,)=z,’ +c altinda olusan yoriingesi:

z,=0

z, =1

z, ==1+i
Zy =—i

z,=—1+i
Zg=—i

Zg =—1+1

dirr. ¢ = i i¢in z,=0 1n yoriingesi belli degerler almakta ve bunun disina

¢ikmamaktadir. O halde ¢ =i € M dir.

Ornek 3.3:c=0i¢in z, =0 m f(z,)= zn2 + ¢ altinda olusan yoriingesi:

z, =0
z,=0
z, =
z,=0
z,=0
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dir. Olusan bu yoriinge ise yukaridaki diger iki yoriingeden oldukca farklidir ¢linkii tiim

iterasyonlar i¢in sabit kalir.

Orneklerden de anlagilacagi iizere z,=0 m f(z,)= zn2 +c¢ altinda olusacak
yoriingeleri ya sonsuza gider ya da gitmez. Eger yoriinge sonsuza gitmezse bir¢cok
sekilde davranabilir: sabit, periyodik veya kaotik, fakat esas olan bazen sonsuza gitmesi

diger zamanlarda ise gitmemesidir. Mandelbrot climlesi tam da bu 6zel durumun

resmidir.

Bir nokta Mandelbrot ciimlesince igeriliyorsa orijin ile o nokta arasindaki uzaklik 2 den

biiyiik olamaz. O halde su teorem verilebilir:

Teorem 3.1 : ‘c| >2ve ‘z| > ‘c| ise z nin yoriingesi sonsuza gider (Brinks 2005).

Ispat: ‘c| =2+ pvep> 0 olsun.

an‘: zn2+c—c‘
znz+c—c‘ < zn2+c‘+ ‘c| (Ucgen esitsizligi)
an‘ < an+c+‘c|
z2+d> |z,°|- ‘c|
n - n
2 2 .
z, +clz |z, |- |z, ; z, z‘c|
2
z, +c> |z, (jz,| - D
2
z,” +c > |z, (‘c| -1) ; z, z‘c|
2
z,”+c| > ‘zn|(2+p-1) ; ‘c|=2+p
z2 4> |z, (p+1)
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. . 2
Iterasyonile z,,, =z,~ +c ve

z,’ +c‘ > ‘zn|(p + 1) oldugundan

Zual 2 2l +D(p+) =2, (p+ D)7, p>0
Z,s| 2 |7, [(p+ DY (p+D) =z,[(p+ 1, p>0
Zn+k| >z [(p+D)*, ke N

Dolayisiyla n — oo i¢in z nin yoriingesi de sonsuza gider.

Yoriingenin sonsuza gidip gitmedigini agiklayan bu teorem sunu sdylemektedir:
Kompleks diizlemden segilecek her ¢ sayisi i¢in ‘c| >21isec ¢ Mdir. Yani ¢=0, -1,

-1.1, -1.3, -1.48, 1 degerlerinin hepsi Mandelbrot ciimlesinde yer alirken ¢ = 2 + 3i

Mandelbrot climlesinin disinda yer alir.

M Mandelbrot ciimlesi, kompleks kuadratik polinomlarin bir ailesi ve ¢ bir kompleks
parametredir. Her bir ¢ i¢in, f nin kritik noktadan baslayan iterasyonuyla elde edilen

dizinin davranislar1 kompleks dinamik sistemler konusu i¢inde yer alir.

Sekil 3.3 Reel eksene gore simetrik Mandelbrot ciimlesi
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Mandelbrot climlesi reel ekseni simetri ekseni olarak kabul eder (Sekil 3.3).

(www.en.wikipedia.org/wiki/Mandelbrot set).

Teorem 3.2 : Mandelbrot ciimlesi, kompleks diizlemde reel eksene gore simetriktir.

Ispat: ‘f;(O)‘ = ‘E| = ‘C| = 1/.(0)

3

£.7(0)

2

£ = |@)+d =

cz+c‘=|cz+c|=

0=

£ 0).
3.2 Mandelbrot Ciimlesinin Kisimlari

3.2.1 Ana kardiyoid

Kardiyoid seklindeki biiyiik bolge Mandelbrot climlesi iginde ana kardiyoid adin1 alir.

Ana kardiyoidin i¢i f nin attracting sabit noktalara sahip c- degerlerinin climlesidir.
Veya ana kardiyoid, f(z)=z’+c iterasyonu altinda sabit bir noktaya yakisayan c-
degerlerinin climlesidir. Bu nedenle ana kardiyoid i¢inden hangi c- degerini secersek

secelim, f(z)=z> +c iterasyonu tek bir kompleks degeri verecektir.
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Sekil 3.4 1- periyotlu ve 2- periyotlu noktalarin olusturdugu bolgeler

Periyodik yoriinge tanimindan f”(z)=z ve p = 1 olup, ana kardiyoidi yeniden 1-
periyotlu periyodik yoriingelere sahip c- degerlerinin ciimlesi olarak da tanimlayabiliriz

(Sekil 3.4). p = 1 oldugundan f(z) = z, yani z bir sabit nokta olacaktir. O halde 1-

periyotlu noktalarin f z z> + ¢ kompleks kuadratik polinomunun bir kere

tekrarlanmasiyla olusan sabit noktalar olacagi aciktir. Buradan;

f2)=z

Z24c=z = z'—z+¢=0

denkleminin ¢dziimii 1- periyotlu sabit noktalar olup f: z—— z° +c¢ polinomunun z

sabit noktasindaki tlirevi a’i (z* + ¢) = 2z dir. Kutupsal koordinatlarda
z

45



yazilabilir. Bu z*> — z + ¢ esitliginde yerine koyulursa;

i i
re 2 re
- +c= O
( 2 ) 2
olur. Bu esitligin ¢oziilmesiyle c(®):
iD 2 _2id
re ree
C @ = -
(®) 2 4

olarak elde edilir. Kompleks koordinatlarda ¢ = x+iy olmak iizere » ve ® nin

secimlerine bagl olarak elde edilen ¢ parametreleri, olusacak climlenin seklini belirler.

Soyle ki, » =1 alindiginda ana kardiyoidin sinir1 olusur.

iD 2id
r=1icin c(®) =% S

olur. ¢ = x +iy olarak yazarsak;

_ cos® cos2P
2 4

_ sind sin2®
2 4

elde edilir. Bu esitlikler Arg® ye bagh olarak kompleks noktalar iiretir. Bu durumda
kutupsal koordinatlarda parametre degeri @ acisidir diyebiliriz. @ nin bes degeri i¢in

belirlenen x ve y degerleri asagidaki Cizelge 3.1 de yer almaktadir:
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Cizelge 3.1 Ana kardiyoidi olusturan baz1 @, x ve y degerleri

o X y
0 0.25 0.0
2r /5 0.35676 0.32858
/2 0.25 0.5
27 /3 -0.12500 0.64952
T -0.75 0.0

0 < ®< 27 olmak tlizere® nin 50 farkli degeri icin ¢izilmis ana kardiyoidin sinir1

Sekil 3.5 te gosterilmistir.

2id

4

Sekil 3.5 (@) =

e e
2

ile olusan ana kardiyoid
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iD 2 _2i0
c(D) = re2 I olmak iizere, < 1 i¢in ise ana kardiyoidin i¢ bolgesi olusur. ®

parametresine bagli olarak elde edilecek kompleks sayilar benzer sekilde bu kez ana

kardiyoidin i¢ini olusturacaktir.

Lemma 3.1 : Ana kardiyoid merkezi (—i,O), yarigapi % olan agik daireyi kapsar
(Beardon 1991).

z+% < %} merkezi (—i,O) ve yarigapi % olan acik daire olmak

. 1
Ispat: Dl (_Z) = {

2

1 .. C . 3
tizere, D, (_Z) climlesinin ana kardiyoid i¢inde oldugunu gdsterecegiz. 1 eM ve
2

ieM oldugundan D, (—i) nin smirt M de kapsanir. Ana kardiyoidin sinir1
2
eifD eZiCD
c(®)=—- >—, 0<®d<27 oldugunu
2 4 2

gosterecegiz ve bu esitlik ancak @ € {0, ﬂ} oldugu zaman saglanir.

1

, 0<®d<27 olup, c(d))+i

1 eiCD eZiCD 1
>~ o -
2 2 4 4

1
“2

ei®(2—ei¢)+l|>l
4 |72

0

¢’ (2-e")+1|22

0

e?(2-e)+1 24

€ 2-e®)+1)(e"2-e")+1)>4

e Q2-e")+)Ee™R2-e")+1)>4
2-e")2-e™)+e"2-e")+e™2-e)+1)>4
6—(e” +e ") >4

6—cos2d >4

cos2d <1

g ¢80 ¢ ¢ O
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& cos2® <1 ve cos2d =1, ® € {0, 7}

Sonug olarak 0 € D, (—%) dir.

2

3.2.2 Ana daire

Ana kardiyoidin sol kismina ¢ = -0.75 noktasinda tutturulmus olan daire seklindeki f/ nin
2- periyotlu attracting noktalara sahip c- degerlerinden olusan bdlge “ana daire’dir. f
nin bir kere tekrarlanmasiyla olugan sabit noktalar 1- periyotlu olup ana kardiyoidi

olusturmustu. Simdi de f nin iki kere tekrarlanmasiyla olusan 2- periyotlu noktalar

olusturalim. f: z z* + ¢ iterasyonunda tekrarlanma saysi iki ise olusacak esitlik:

(z2+c) +c=z

dir. ' nin bir kere tekrarlanmasiyla olusan sabit noktalarin denklemi olan z°> —z+¢ =0,

(z* +¢)’ + ¢ = z, 4. dereceden polinomunun bir ¢carpamdir. Gergekten,
2 2 2 2
(z7+¢c) —z+c=(z"+z+1+¢)(z"—z+0)

1++V1-4c

dir ve z* —z+c=0 denkleminin ¢dziimleri — olup bir onceki bolimdeki

hesaplanmistir. z° +z +1+c = 0 denkleminin ¢dziimleri olan z, ve z, 2- periyotlu olup

2
z, +tc=z,

2
z, tc=z

dir. Coziim igin bu esitlikler yetersiz olup, f z—— (z° +¢)* + ¢ doniisiimiiniin z,

periyodik noktasinda tiirevini alirsak;
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2(z,> +¢).2z,
bulunur. zl2 + ¢ = z, oldugundan yukarida yerine yazilirsa
4z .z,
elde edilir.

z? + z+1+ ¢ =0 kuadratik polinomunun kéklerinin ¢arpim kisaca z,.z,= ¢ + 1 olarak

yazilabilir. O halde 4(c + 1) elde edilir ki bu deger ana daireyi olusturan denklemler igin

gereklidir. 2- periyotlu periyodik attracting noktalara sahip c- degerlerinin bulundugu

ana dairenin sinir1 ‘c + 1| = i, ici ‘c + 1| < %denklemlerinin ¢Oziimii olan c¢- degerleri

ile belirlenir. Bu da bize ana dairenin merkezi ¢ = -1 de olan, % yarigaplt bir daire

oldugunu soyler.

Lemma 3.2 : ‘c + 1| < i & f, 2- periyotlu attracting sabit noktalara sahiptir.

Ispat: Ana daireyi olusturan 2- periyotlu periyodik attracting noktalara sahip c-

degerlerini kutupsal koordinatlarda elde edelim:

z

z' +c 1. iterasyon

22 +¢

(zP+¢) +c 2. iterasyon

olup, 2. iterasyon sonucu olusacak esitlik:

(z°+¢) +c=z

dir. ¢ ye gore bir polinom olarak diisiiniiliip, ¢oziiliirse:
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' +2z%c+c* +c—z=0

22 +D)+z'—2z=0

olup, yine 2. dereceden bir polinomun ¢6ziimiinden, polinomun kdkleri ¢, ve ¢, olmak
lizere ¢,.c, = z*' —z ve ¢, +c,= -2z’ —1dir. ¢,.c, = z' —z esitliginin garpanlara

ayrilmis hali
2tz =(z-2)-2z"-2z-1)

olup, ¢, = z—z” ve ¢, = —z° —z—1 esitliklerinden ilki ana kardiyoidi belirleyen c-

degerlerini hesapladigindan goz ardi edilebilir. O halde f(f(z)) = f°(z) olmak iizere:
7y )|=1

esitliginin ¢6zlimii olan neutral z noktalar1 ana dairenin sinirini,
)| <

esitsizliginin ¢6ziimii olan attracting z noktalar1 ise ana dairenin i¢ini olusturur.

(f7)(2)=42(z" +¢)

olup kutupsal koordinatlarda
4z(z* +c)=€"
dir. O halde

4z(z* +c)=€"
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Ve

c=-z"-z-1
esitliklerinden
id
c=— -1
4

elde edilir. Bu esitlik ¢+ 1= eT olup, bu da ‘c + l| = % demektir.

c=— (cos®+isin®)—1

1
4

esitliginden ¢ = x +iy olmak lizere

cosd
X= -1
4
_ sin ®
YTy

elde edilir. @ nin se¢imine bagli olarak ana daireyi olusturan bazi noktalar asagidaki

Cizelge 3.2° de gosterilmistir.
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Cizelge 3.2 Ana daireyi olusturan bazi @, x ve y degerleri

o X b%
0 -0.75 0.0
/2 -1 0.32858
T -1.25 0.0
3772 -1 -0.25

0< ® <27z olmak tizere @ nin 30 farkli degeri i¢in ¢izilmis ana dairenin sinir1 Sekil

3.6’ da gosterilmistir.

Sekil 3.6 Ana daire ile ana kardiyoid

Bir¢ok manada Mandelbrot ciimlesinin en ilging kismi siniridir. Siirin aslinda oldukca
karmasik bir yapiya sahip oldugu, cok biiyiik Ol¢eklerde incelendiginde ortaya
cikmaktadir (Sekil 3.7).
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Sekil 3.7 Mandelbrot ciimlesinin sinir1

3.3 n- Periyotlu Yoriingenin Merkezi (n > 1)

n- periyotlu yoriingenin olusturdugu climlenin merkezi, z, =0 kritik noktasinin #n-inci

iterasyonunun degerini 0 yapan c- degeridir.

n =1, 1- Periyotlu voriinge (Ana kardivoid):

1- periyotlu yoriingenin merkezini bulmak ic¢in f nin l-inci iterasyonu ile

ilgileniriz. z, = 0 iken £ (0)=0 esitligini gerceklestirecek ¢ degerini arayalim:

z, =0
z, :f(l)(0)2202+c:02+c:c

- FP0)=c=0 = c=0.

O halde

fY0)=0 & ¢=0
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olup 1- periyotlu ana kardiyoidin merkezi ¢ = 0 +i0 noktasidir.

n =2, 2-Periyotlu yoriinge (Ana daire):

2- periyotlu yoriingenin merkezini bulmak i¢in de f nin 2-nci iterasyonu ile

ilgileniriz. z, = 0 iken f®(0)= 0 esitligini gergeklestirecek ¢ degerini arayalim:

z,=0
zZ, =f“)(0):202+c=02+c=c
z, :f(z)(O):zlz+c:cz+c

= FP0)=c*+c=0isec=-1.

O halde

fP0)=0 o c=-1

olup 2- periyotlu ana dairenin merkezi ¢ = —1+i0 noktasidir.
Bu 6rnekleri genellestirirsek;

n- Perivotlu voriinge:

n- periyotlu yoriingenin merkezi, z, =0 baslangic noktast i¢in f nin n-inci

iterasyonunu 0 yapan c- degeridir (Sekil 3.8).

F"(0)=0 < c-degeri n- periyotlu yoriingenin merkezidir.

(www.classes.yale.edu/fractals/).
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Sekil 3.8 Ana kardiyoid, ana daire ve diger tomurcuklarin merkezleri

3.4 Mandelbrot Ciimlesinin Tomurcuklari

f(z)=z" +c; f(z) =z esitliginin ¢dziimii olan ¢ ler 1- periyotlu sabit noktalar,
f(f(2)=(z> +c)* +c; f’(z)=zesitliginin ¢dziimii olan c ler 2- periyotlu sabit

noktalar,
Ff(f(2)= ((z> +c)* +c)’ +c; f(2) =z esitliginin ¢oziimii olan c ler 3- periyotlu

sabit noktalar,

F(f(f(2)..)) = ((z°+¢) +¢)* +c...); [f"(2) = zesitliginin ¢oziimii olan ¢ ler n-

periyotlu sabit noktalardir.

Mandelbrot ciimlesinin smirindaki tomurcuklar f(z) = z*> +¢ nin iterasyon sayisina

baglidir. Daha 6nceki hesaplamalardan;

Ana kardiyoid: 1- periyotlu noktalara sahip bir ciimle,

Ana daire: 2- periyotlu noktalara sahip bir ciimle,
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olarak bilinmektedir ve Mandelbrot ciimlesinin smirindaki her tomurcugun, ana
kardiyoid ve ana daire orneginde oldugu gibi, iterasyon sayisina bagl bir periyodu

vardir.

3.4.1 Tomurcuklarin periyotlari

L=

Sekil 3.9 Mandelbrot ciimlesi ve tomurcuklari

Sekil 3.9” da goriilen 1 numarali bolge ana kardiyoid, 2 numarali bolge de ana dairedir.
3 numarali bolge f(z) =z’ +¢ nin ii¢ kere tekrarlanmasiyla olusan 3- periyotlu

noktalarin ctimlesidir.

Ana kardiyoidin iist kismina 2- periyotlu tomurcuk da dahil olmak iizere tutturulmus

tomurcuklar;
3- periyotlu bir tomurcuk,

4- periyotlu bir tomurcuk,

5- periyotlu bir tomurcuk,
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seklinde devam eder. Bu iist temel seridir. Ana kardiyoidin alt kisminda olusacak
serinin adi da alt temel seridir. Bu da Mandelbrot climlesinin ana kardiyoidine
tutturulmus olan tomurcuklarin kartezyen koordinatlarda, x-eksenine gore simetrik bir

sekilde siralandiklar1 Sekil 3.10” da gosterilmistir (www.classes.yale.edu/fractals/).

Sekil 3.10 Ust temel seri ve alt temel seri

Tomurcuklarin  periyotlarr, f kuadratik polinomunun tekrarlanma sayisiyla
belirlenebildigi gibi iizerlerindeki anten sayilariyla da belirlenebilir: n- periyotlu bir

tomurcugun anten sayisi da n dir. Buna dair resimler Sekil 3.11° de verilmistir.

a. b.

Sekil 3.11 n- periyotlu n antene sahip tomurcuklar

a.n =3, 3- periyotlu 3 antene sahip tomurcuk
b.n =9, 9- periyotlu 9 antene sahip tomurcuk
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Ana kardiyoide tutturulmus 3- periyotlu ve 4- periyotlu tomurcuklar Sekil 3.12 ve Sekil

3.13’ te gosterilmistir.

Sekil 3.12 Ust temel serinin 3- periyotlu elemani

Sekil 3.13 Ust temel serinin 4- periyotlu elemani
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Temel serinin n- ve (n + 1)- periyotlu tomurcuklar1 arasindaki en kiigiik periyotlu

tomurcugun degeri (21 + 1) dir. Ornegin:

2- ile 3- periyotlu tomurcuklarin arasindaki 5- periyotlu,
3- ile 4- periyotlu tomurcuklarin arasindaki 7- periyotlu,

4- ile 5- periyotlu tomurcuklarin arasindaki 9- periyotlu,

tomurcuk olup, tomurcuklarin periyotlarin1i bulma islemi sonsuza dogru bu sekilde

gider. Temel seriden iireyecek bu tomurcuklara 2. nesil tomurcuk adin1 verelim (Sekil

3.14).

Sekil 3.14 Temel seriden elde edilen 2. nesil tomurcuklar

Temel serinin elemanlarindan Farey toplamu ile elde edilen ardisik tomurcuklar ile
temel serinin elemanlar1 yani, 1. nesil ve 2. nesil tomurcuklar arasinda da yine benzer
iliski olup en kiiciik periyotlu tomurcugun degeri bunlarin periyot degerlerinin

toplamdir. Ornegin:

2- ile 5- periyotlu tomurcuklarin arasindaki 7- periyotlu,
5- ile 3- periyotlu tomurcuklarin arasindaki 8- periyotlu,
3- ile 7- periyotlu tomurcuklarin arasindaki 10- periyotlu,
7- ile 4- periyotlu tomurcuklarin arasindaki 11- periyotlu,

4- ile 9- periyotlu tomurcuklarin arasindaki 13- periyotlu,
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9- ile 5- periyotlu tomurcuklarin arasindaki 14- periyotlu,
5-ile 11- periyotlu tomurcuklarin arasindaki 16- periyotlu,

11- ile 6- periyotlu tomurcuklarin arasindaki 17- periyotlu,

tomurcuk olup bu sekilde devam eder. Bunlara da 3. nesil tomurcuk adin1 verelim (Sekil

3.15).

Sekil 3.15 Temel seriden elde edilen 3. nesil tomurcuklar

Farey toplami ile elde edilen ve 2. nesile 6rnek teskil eden tomurcuklar Sekil 3.16 ve
Sekil 3.17° de, 3. nesil tomurcuk i¢in verilen bir 6rnek ise Sekil 3.18° de gosterilmistir

(www.classes.yale.edu/fractals/).
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s o mih Jr.'!..u-

Sekil 3.16 Temel seriden Farey toplamu ile elde edilen 2. nesil 5- periyotlu tomurcuk

Sekil 3.17 Temel seriden Farey toplamu ile elde edilen 2. nesil 9- periyotlu tomurcuk
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Sekil 3.18 3. nesil 7- periyotlu tomurcuk

Ardisik tomurcuklarin periyotlarint bulmak i¢in kullanilan bu toplama ydntemi, her
derecedeki periyotlar i¢in sonug verir. Ardisik iki tomurcugun periyot degerleri p ve g
olmak iizere bunlarin arasindaki en kiiciik periyot degeri p + ¢ ile hesaplanir (Peitgen et

al. 1992).
3.4.2 Rotasyon sayilari

Ana kardiyoid tizerindeki tomurcuklarin kendi geometrileri birazdan bahsedecegimiz

P rotasyon sayili tomurcuklar1 fark etmemizi saglamigtir. Tomurcuklarin kaginci nesil

q

olduklar1 ve periyot degerleri bizi, p ve ¢ rakamlarint da kullanarak bir formiil

gelistirmeye itmektedir. P i rasyonel sayr olmak {izere p ile tomurcugun nesil

q

sayist, ¢ ile de periyodu gosterilmek iizere P sayisina tomurcugun rotasyon sayisi
q

denir. Bir tomurcuk p ve ¢ sayilariyla belirlenmektedir. Tomurcuklarin periyot

toplamlarina iligkin verdigimiz Farey toplami kuralin1 simdi de 2 rotasyon sayilarina

uygulayacagiz. O halde birkag¢ 6rnekle inceleyelim:
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Sekil 3.19 2 rotasyon sayili tomurcuk

Sekil 3.19° da goriilen % rotasyon sayili tomurcuktur. Yani bu tomurcuk 2. nesil ve 5-

periyotludur. f kuadratik polinomu, daire seklinde olan genis kisimdaki her c- degeri

.. 2 . . -~ o SR
i¢in rotasyon sayisi 3 olan bir attracting(¢eken) yoriinge belirtir. Bu tomurcugun tist

.2
kisminin baglanti1 noktasindan yayilan 5 tane anten vardir, bunlardan biri 3 rotasyon

sayili tomurcuga dogrudan bagli olan ana antendir.
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Sekil 3.20 % rotasyon sayili tomurcuk

Bir diger 6rnek de sekil 3.20° de goriilen % rotasyon say1l1 tomurcuktur. Ust kismindaki

baglanti noktasindan yayilan 7 tane anteni vardir.

[V RRN)

Sekil 321 — @

1
2

W | =
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Mandelbrot ciimlesinin geometrisi ile dinamikleri arasindaki etkilesim hakkinda birgok

hikaye vardir. Sekil 3.21° de % ve % rotasyon sayili tomurcuklar goriilmektedir. Sol

. 1 o1
taraftaki biiyiik olan 5 rotasyon sayili, tepe kismindaki 3 rotasyon sayili tomurcuktur.
Bu iki tomurcuk arasinda bu ikisinden daha kiiciik sonsuz c¢oklukta tomurcuk vardir

fakat bunlarin en biiyiigiiniin % rotasyon sayili tomurcuk oldugu agikca goriilmektedir.

2 1 1
O halde 3 rotasyon sayili tomurcuk — ve 3 rotasyon sayili tomurcuklarin Farey

toplamu ile elde edilebilir:

N | —
W | —
I
W | N

Yani verilen iki tomurcuk arasindaki en biiylik tomurcugun sayisini elde etmek igin

verilen kesirlerin paylar1 toplanarak paya, paydalar toplanarak paydaya yazilir.

Sekil 322 L@ 2=2
2 5 7
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Ust temel serinin eleman1 olan 5 rotasyon sayili tomurcuk ile bir 6nceki 6rnekte elde

: 2 - 1 2 3 3
edilen 3 rotasyon sayili tomurcugunun Farey toplami 5 @ 377 olup, 2 rotasyon

sayili tomurcuk Sekil 3.22° de acik¢a goriilmektedir.

Sekil 3.23’ de, sirasiyla, daha o6nce elde edilen % ve % rotasyon sayili tomurcuklarin

. i 5 <
arasindaki en biiylik tomurcuk olan o rotasyon sayili tomurcugun sayisinin

% @% = % Farey toplamu ile elde edilisi gosterilmektedir.

Sekil 3.23

f(z)=z" +c doniisimii altinda Mandelbrot ciimlesinin ana kardiyoidinin simirin1

iD 2iD
olusturan c- degerlerini, @ parametresine bagli olarak c¢(®)= 67 S

,0< <27

seklinde ifade etmistik. f fonksiyonu ana kardiyoidin sinirini olusturan c(®) degerinde

neutral(etkisiz) sabit noktaya sahiptir. O halde neutral sabit noktanin tanimindan, f nin
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¢(®) degerindeki tiirevi 1 olup bu noktadaki tiirevi ¢™® dir. Ana kardiyoide c(®)

noktasinda tutturulmus P rotasyon sayili tomurcugun @ agist;

o=27L
q
ile tanimlidir (Devaney 1999).
Baz1 £ rotasyon sayili tomurcuklar i¢in 6rnekler verelim:
q

Ornek34: £ =2 = ®:2n%=1m°
q

1
2

1 . .
> rotasyon sayili tomurcuk ana kardiyoide @®= 180° a¢1 ile c¢(®)noktasinda

tutturulmus olup bu tomurcuk i¢in

2i®
€

4

eiCD
c(P)= — -
()=

cos180° +isin180°  c0s360° +isin360°

2

3
4

dir.

4

% rotasyon sayili tomurcuk ana kardiyoide yukaridaki hesaplama ile buldugumuz —%

noktasinda tutturulmus olan ana dairedir.
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1

Ornek34: 2 =~ = CD=27z§=120°
q

1
3
% rotasyon sayili tomurcuk ana kardiyoide ®= 120° a¢1 ile c(®) noktasinda

tutturulmus olup bu tomurcuk i¢in

2id

(@)= 2

e e
2

cos120° +isin120°  c0s240° +isin 240°

|
N |~
|
|-
~
1
NG
|
| =
|
N

dir.

Ornek3.6: £ =~ = ®=27r%=90°
q

1
4
2 rotasyon sayili tomurcuk ana kardiyoide ® = 90°ag1 ile ¢(®)noktasinda tutturulmus

olup bu tomurcuk i¢in

ei(D e2i<1)
c(P)= — -
(@) 2 4
_ c0s90° +7sin90° ] cos180° +isin180°
2 4
1 1.
= —4+—
4 2

dir.
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0 ile 1 arasindaki her bir sayiya bir 4 rotasyon sayili tomurcuk karsilik gelir. Yani

Mandelbrot ciimlesinin ilizerindeki tomurcuklar ile reel sayilarin (0,1) agik araligindaki

sayilar eslesirler (Sekil 3.24).

a/7

4/9

Sekil 3.24 Mandelbrot climlesinin tomurcuklar1 ve bu tomurcuklarin rotasyon sayilari
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3.4.3 Tomurcuklarin iizerindeki tomurcuklar

Sekil 3.25 Tomurcuklarin tomurcuklari

Mandelbrot ciimlesinin sinirt onun en karmasik yeri olup, burada hem ana kardiyoid
izerine hem de ana daire iizerine tutturulmus sonsuz ¢oklukta tomurcuk vardir. Her n-
periyotlu tomurcugun etrafina tutturulmus olan tomurcuklarin periyotlar: bulunurken de
temel seri ile Farey dizisi kurali uygulanir fakat yeni periyot degerleri, tomurcugun
periyodu olan 7 ile garpilarak elde edilir. Ornegin 3- periyotlu daireye tutturulmus
daireler sO0yle hesaplanir: 3- periyotlu daire temel seride oldugu gibi 1. daire olarak
kabul edilerek islem yapilir. 3- periyotlu daireye tutturulmus ilk daire de 2. daireymis
gibi distiniiliir ancak periyodu 3.2 = 6, 3- periyotlu daireye tutturulmus ikinci daire de
3. daireymis gibi diisiiniiliir ve periyodu 3.3 = 9 ve lg¢iincii daire de 4. daireymis gibi
diisiiniilerek periyodu 3.4 = 12 olarak bulunur. Gergekten de bu durum Sekil 3.25° ten

acikca goriilmektedir (www.classes.yale.edu/fractals/).
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3.4.4 Mandelbrot ciimlesinin tomurcuklar1 arasinda sakh Fibonacci dizisi

Yukarida yapilan c¢alismalar, Mandelbrot ciimlesinin iginde Fibonacci dizisinin
olabilecegini akla getiriyor. Simdi adim adim Fibonacci dizisinin olusumunu

inceleyelim. Mandelbrot climlesinde;

ana kardiyoid = 1- periyotlu,

ana daire = 2- periyotlu,

ana kardiyoidin hem alt hem de {ist kisminda bulunan dairenin de 3- periyotlu oldugu
bilinmektedir. 2- ve 3- periyotlu daireler arasindaki en diisiik dereceden tomurcugun 5-
periyotlu, 3- ve 5- periyotlu daireler arasindaki tomurcugun 8- periyotlu oldugu ve bu
toplamin sonsuza dogru bu sekilde gittigi daha onceki boliimde gosterildi. O halde

bunun sonucunda olusacak dizi

1,2,3,5,8,13,21, 34, ...

olup bir Fibonacci dizisidir (Sekil 3.26).

Sekil 3.26 Fibonacci dizisi: 1, 2, 3,5, 8, 13, ...
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3.5 Misiurewicz Noktasi

Bazi c- degerleri i¢in z, = 0 noktas1 yoriingede yer almazken iterasyonlarindan bazilar
yoriingede yer alir. Yani periyodik olmayan bir yoOriinge olusur. O halde
f(z,)= an + ¢ iterasyonu altinda periyodik olmayan yoriingeye sahip c- degerine
karsilik gelen noktaya Misiurewicz noktasi denir. Yani z, =0 sabit nokta iken

iterasyonlar sonucu olusan diger noktalar sabittir.  Tim Misiurewicz noktalari
Mandelbrot climlesinin sinirinda yer alir. Bu noktalar dallarin ucu, spirallerin merkezi
ve dallarin birlesme noktalaridir. Sekil 3.27° de baz1 Misiurewicz noktalar1 kirmizi renk

ile gosterilmistir.

Sekil 3.27 Mandelbrot ciimlesinin sinirindaki Misiurewicz noktalari

Ornek 3.6 : ¢ = -2 igin f(z,)=z,"+c altnda z, =0 noktasmm yoriingesini

inceleyelim:
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23:zzz+c:22—2:2

z,=2,n>1

olup z, =0 noktast periyodik degildir ve yoriingesi 2. iterasyondan sonra sabit

kalmaktadir. Dolayisiyla ¢ = -2 noktas1 bir Misiurewicz noktasidir.

(www.classes.yale.edu/fractals/).

Ornek 3.7: c=iigin f(z,) =2z, +c altinda z, = 0 noktasin yériingesini

inceleyelim:

z,=0
2 2 . .
z,=zy +c=0"+i=1
2 2 . .
z, =z, +c=i"+i=-1+i
_ 2 _ 1 N2 . .
zy=2z, +c=(=1+i)" +i=—i
_ 2 _ N2 . 1 .
z, =2z, +e=(=0) +i=—1+i

zo=z, +c=(=1+i) +i=—i

Zyy =—L,n>1

z,, =—1+i,n>1

z, =0 sabit nokta degildir fakat ¢ = i i¢in f(z,)=z,” +c iterasyonu altinda belli

iterasyondan hep ayni degerlerin olustugu goriiliir. 2. iterasyondan sonra periyodik

yoriinge olusmaktadir. O halde ¢ = i bir Misiurewicz noktadir (Sekil 3.28).
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Sekil 3.28 ¢ =1 Misiurewicz noktasi
3.6 Mandelbrot Ciimlesi ve Kendine Benzerlik (Self Similarity)
Mandelbrot ciimlesi kendisinin sonsuz c¢oklukta kopyasini igerir. Bu yaklasim,
Mandelbrot climlesinin kendine benzer oldugu yanlis sonucuna yol agabilir. Gergekten

her kiigilk Mandelbrot ciimlesinin disindaki lifler kendine has dekorasyonlara sahiptir

ve her biri bir digerinden farklidir (Sekil 3.29).
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C.

Sekil 3.29 a.b.c. Mandelbrot ciimlesinin kiigiik kopyalar1
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Mandelbrot climlesinin sinirinda bulunan bir kii¢ciik kopyasinin yakinlastirilmig hali

Sekil 3.30° da goriilmektedir.

Sekil 3.30 Mandelbrot climlesi ve kopyalar1

Mandelbrot ciimlesindeki Misiurewicz noktalar1 kendine benzer bir yapi sergiler. Bu
benzerlik ¢ok kiiciik 6l¢eklerde yakinlastirildiginda goriilebilir. Mandelbrot climlesinin
simirindaki ¢ = -0,1011 + 0,95631 degerine karsilik gelen Misiurewicz noktasinin daha

kiigiik olgceklerde incelendiginde kendine benzer bir yapi sergiledigi Sekil 3.31° de

-

Sekil 3.31 ¢~=-0,1011 + 0,95631 Misiurewicz noktasi etrafinda kendine benzerlik

goriilmektedir.
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O halde Mandelbrot ciimlesinin kendisi yar1 kendine benzer bir ciimle olup, sinirinda

barindirdig1 Misiurewicz noktalarinin etrafinda kendine benzerlik mevcuttur.
3.7 Mandelbrot Ciimlesinin Derinlikleri
Kompleks dinamik sistemlerin en {iinlii fraktali olan Mandelbrot ciimlesinin bazi

kisimlari, kiigiik olgeklerde yakinlastirildiklarinda ortaya c¢ikan gorsel sonucglara gore

isimlendirilmistir (Sekil 3.32).

Vadisi

Vi
Denizati
Vadisi

Sekil 3.32 Fil vadisi ve denizat1 vadisi

Bunlardan biri denizati vadisidir. Bu vadi negatif x-ekseninde, ana kardiyoid ile ana

daireyi birbirine baglayan z =0,75+i0 noktasinda olusur. Burada denizatina benzeyen

tomurcuklar goriilmektedir, adi bundan dolay1 denizat1 vadisidir (Sekil 3.33).
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Sekil 3.33 Denizat1 vadisi

Fil vadisi ise pozitif x-ekseninin z=0,25+i0 yani simetri ekseninin baslangic
noktasinda olusur. Kiiclik dairesel tomurcuklar fil goriintiilerine benzetildiginden bu

ismi almistir. Daha fazla yakinlastirildiginda birgok ilging yap1 gozlenir (Sekil 3.34).

Sekil 3.34 Fil vadisi
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3.8 Mandelbrot Ciimlesi ile Julia Ciimlesi Arasindaki liski

Dinamik diizlemde bir ¢ parametresi belirlenir ve kompleks diizlemdeki tim z
noktalarmin  f(z,)=z,” +c iterasyonu altindaki davranislar1 incelenir. Parametre
diizleminde ise bir z, =0 baslangi¢ degeri secilir ve tiim parametre degerleri igin

2 . .. .o . . .
f(z,)=2z,” +c iterasyonu altinda 0 1n ydriingesi incelenir.

Mandelbrot ciimlesi, kendisini olusturan algoritma kurali geregi Parametreler
diizleminde, Julia ciimleleri ise dinamik diizlemde yer alir. Dinamik diizlemde yer alan
Julia climlelerinin olusmasi i¢in tek yapilmasi gereken bir c- degerinin belirlenmesi ve

iterasyon iglemine tiim diizlemde devam edilmesidir. Bir baska deyisle her bir c- degeri
z ,— z,+c iterasyon kurali ile farkli bir Julia ciimlesi olusturur. Dolayisiyla

Mandelbrot cilimlesi, yoriingesi sinirli olan c¢- degerlerinin cilimlesi oldugundan,
Mandelbrot ciimlesi icindeki her c-degerine bir Julia ciimlesi karsihk gelir (Sekil

3.35).

r'H'w-"'“*;ﬁz' ‘fy
Y ’ }
’,\-%' LW ™ ."_h Lﬂ‘ﬁ

Sekil 3.35 Mandelbrot climlesindeki Julia ciimleleri
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Belirli bir c- degeri i¢in z,,, — z,> +c¢ iterasyon kurali ile z, =0 dan baslanarak elde
edilecek {z, }- lar sinirh bir yoriinge olusturuyorsa J, irtibatl, {z, }- lar sonsuza
gidiyorsa J , Cantor ctimlesidir. O halde Julia ciimleleri ile Mandelbrot ciimlesini ayni

noktada bulusturan tanimi verelim:

Tamm 3.1 : Mandelbrot climlesi irtibatli Julia ciimlelerini olusturan c- degerlerinin

ciimlesidir. Yani M;

M={ce C|J, irtibath }
={ceC|f™0) 7>}

={ceCle,+ec (P +0) +c, ... +"oo}.

Ohaldec e M = c¢-degerine karsilik gelen Julia climlesi irtibathdir,

cg M =  c-degerine karsilik gelen Julia ciimlesi Cantor ciimlesidir.

Sekil 3.36 farkli c- degerleri i¢in verilmis Julia ciimlelerinin resimlerini gostermektedir.
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d. ¢ = 0,26 Julia climlesi e. ¢ =-0,75 Julia climlesi

Sekil 3.36 Farkli c- degerleri i¢in Julia ciimleleri

Julia ciimleleri sonsuz ¢oklukta baglanti noktas1 icermektedir. Baglant1 noktasi, Julia
climlesinin her defasinda kendisinin kii¢lik kopyasinin eklendigi noktadir. Sekil 3.37” de
fraktal tavsan olarak adlandirilan Douady tavsaninin resmi goriilmektedir. Her baglanti

noktasinda yeni bir Douady tavsani vardir ve her baglant1 noktasinda Julia ciimlesinin 3
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parcaya sahip olmasi elbette siirpriz degildir. Ciinkii Douady tavsanini olusturan c-

degeri Mandelbrot climlesinin 3- periyotlu tomurcugunda bulunmaktadir.

Sekil 3.37 ¢=-0.12 + 0.751, Douady tavsani

O halde Mandelbrot ciimlesinin n- periyotlu tomurcugundan segecegimiz c- degeri igin
olusacak Julia climlesi, icerdigi sonsuz ¢okluktaki her baglant1 noktasinda »n parcaya
sahiptir. Sekil 3.38” de 2- periyotlu yani baglanti noktalarinda 2 pargaya sahip olan Julia

climleleri gosterilmistir.

Sekil 3.38 2- periyotlu tomurcuktaki Julia ctimleleri (sol) ¢ = -1, (sag) ¢ =-0,83 + 0,161

4- periyotlu ve baglant1 noktalarinin her birinde 4 pargaya sahip olan Julia climlesi de

Sekil 3.39° da gosterilmigtir.

&3



s

Sekil 3.39 ¢=0,28 + 0,531, 4- periyotlu tomurcuktaki Julia climlesi

Tipki altin dikdortgen ve Fibonacci spirallerinde oldugu gibi Julia climlesinin i¢inde de
spiraller vardir. Sekil 3.40 Julia ciimlesinin bir kismini ve yakinlagtirildiginda daha agik

olarak ortaya ¢ikan spiralleri géstermektedir.

Sekil 3.40 a.b. Julia spiralleri
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3.9 Mandelbrot Galerisi

Burada Mandelbrot ciimlesinin yakinlastirildikc¢a ortaya ¢ikan denizati vadisi motifleri,
bu vadideki Julia ciimlelerinin olusturdugu spiralleri, spirallerin arasina gizlenmis
kiigiik Mandelbrot ciimlelerini gosteren resimler ¢ergeve igine alnarak bir sonraki
resimde biiyltiilmiis sekli ile adim adim verilmistir.

(www.en.wikipedia.org/wiki/Mandelbrot set).

Sekil 3.41 Mandelbrot climlesinin i¢inde yolculuk

&5



Sekil 3.42 Sekil 3.41° in yaklastirilmis hali

Sekil 3.43 Sekil 3.42° nin yaklastirilmis hali
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Sekil 3.45 Sekil 3.44’ {in yaklastirilmis hali
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Sekil 3.49 Sekil 3.48’ in yaklagtirilmig hali
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Sekil 3.51 Sekil 3.50° nin yaklastirilmis hali
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Sekil 3.53 Sekil 3.52’ nin yaklastirilmis hali
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Sekil 3.54 Sekil 3.53’ iin yaklastirilmis hali

Sekil 3.55 Sekil 3.54” {in yaklastirilmig hali

92



4. SONUC

Mandelbrot ciimlesi ff z—— z> +c¢ iterasyon kurali ile elde edilir. Kompleks
diizlemdeki sayilarin bu iterasyon kurali altindaki goriintiileri nokta dizilerini (yoriinge)
olusturur. Mandelbrot climlesini yoriingeleri sinirli kalan c¢- degerleri olusturur.
Kompleks diizlemi ikiye ayirdigimizda birincisi dinamik diizlem, digeri parametreler
diizlemidir ve Mandelbrot ciimlesi parametreler diizleminde yer alir. Mandelbrot

climlesini olusturan her bir c- degerine bir Julia ciimlesi karsilik gelir ve bu climleler

irtibatli Julia climleleridir. Reel eksenin {— 2,%} kapal1 araligi Mandelbrot ciimlesinin

icinde yer alir. Mandelbrot climlesinin sinir1 onun en karmasik yerdir. Sinirdaki her bir
noktaya farkli 6lgeklerde yaklastikca sonsuz karmagikligin resmi daha da net goriiniir.
Mandelbrot ciimlesi iki ana parcadan olusur: ana kardiyoid ve ana daire. Ana

kardiyoidin iizerine tutturulmus olan tomurcuklar iterasyon sayisina gore elde edilir.

Her bir tomurcuk £ rotasyon sayisi ile belirlidir ki p tomurcugun nesil sayis1 ve ¢
q

periyodudur. Her bir tomurcuga karsilik gelen P rasyonel sayilar1 Reel sayilarin (0,1)

acik araligi ile eslesir. Mandelbrot ciimlesi basit bir iterasyon kurali ile elde edilen en

karmasik ve en giizel climledir.
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