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OZET

KISM i TUREVL i DIFERANSIYEL DENKLEMLER iN
WAVELET YONTEM 1YLE COZUMU

GUL, Serife
Yiksek Lisans Tezi, Matematik Bolumu
Tez Yoneticisi: Yrd. Doc. Dr. Fadime DAL
Aralik 2008, 65 sayfa

Bu tez camasinin ilk béliminde, konu ile ilgili bolumler i
gerekli matematiksel altyapi ¢cghalarina yer verilnstir.

Ikinci bolimde, Dalgacik fonksiyonlari, bunlarin bikéeri ve
Coklu Cozundrlik Analizi ayrintih olarak incelergtir. Boylece aygim
ve yeniden olgum algoritmalarinin matris formu Ayrik Dalgacik
Donlsumu olarak verilmtir.

Uctinci bolimde, dalgacik yonteminin yakinsgkli hizlandiran
Multigrid semasi ek olarak anlatilgy Coklu Cozunurlik Analizi ile
benzer yanlari verilngiir.

Dordunctu boélimde, Dalgacik — Multigrid yontemi dritals,
uygulanma bicimi verilrsitir.

Besinci bolimde, yontemin daha iyi aglbmasi icin eliptik kismi
diferansiyel denklem 6r@e yer verilmstir.

Anahtar soOzcukler: Multigrid Yontemi, Coklu Cozunurlik Analizi,
Ayrik Dalgacik Dongimu, Kismi Tuarevli Diferansiyel Denklemler
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ABSTRACT

THE SOLUTION OF PARTIAL DIFERANTIAL EQUATIONS BY
USING WAVELET METHOD

GUL, Serife
Msc. in Mathematics
Supervisor: Assistant Prof. Dr. Fadime DAL
December 2008, 65 pages

In the first chapter of this thesis, the mathenahtmonstructions
required for the other chapters are given.

In the second chapter, the wavelet functionsy theperties and
the multiresolution analysis are studied in defaus, the matris forms
the decomposition and the reconstruction algoritanespresented as the
wavelet transform.

In the third chapter, the multigrid scheme accéilegathe wavelet
method is defined. Also, the similarities betweba two methods are
explained.

In the fourth chapter, the wavelet — multigrid noethand its
application are studied.

In the fifth chapter, the method above is illustthtvith a simple
elliptic partial differential equation.

Keywords: Multigrid method, multiresolution analysis, diste
wavelet transform, partial differential equations
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1-GIRIS
1.1. Fourier Analizi

Fourier serilerinin temel amaci bir iny&lini t zaman
desiskeninin bir fonksiyonu olarak ele almak ve onusitie frekans
bilesenlerine aysgtirmaktir. Bir sinyal verildiinde, bir ses veya bir
goruntl olabilir. Fourier analizi; frekanslari vényalli olusturan bu
frekanslarin buyukltklerini kolayca hesaplar.

Ancak, Fourier inversiyonu belli duranl altinda mimkdn
olmasina kann, Fourier yontemleri 6zellikle yUksek seviyede
dizgunsuzlge sahip bir fonksiyonu yeniden gturmak icin her zaman
iyi bir ara¢ dgildir. Sinyali lokal olarak yeniden ofturmak igin ¢ok
saylda Fourier bilgisine ihtiyac vardir (Boggesd alarcowich, 2001).

f(t)=%+2(agq cosnt+ b, sinnt) (1.1)

1.2. Neden Dalgaciklar?

Fourier serisinin bir dezavantaji, yap! bloklami{s ve kosinus
fonksiyonlarinin sonsuza kadar devam eden periyodi&lgalar
olmalaridir. Bu yaklam sekli, Sekil 1 deki gibi zamana k@ dalga

benzeri Ozellikleri olan sinyalleri filtreleme veyaikstirma igin



uygundur. Ancak daha bolgesel Ozelliklergiyan fonksiyonlar igin

uygun olmayabilir.
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Sekil 1 - f(t) =sin(t)+ 2cos(8 } 0.3sin(F0fonksiyonunun grafi

Baska bir deysle, bir Fourier acilimi sadece frekans ¢ozungiihii verir
ancak zamana ait ¢ozun(giltivermez. Bunun anlami, bir sinyalde var
olan tim frekanslari belirleyebilmemizegraen bu frekanslarin hangi

zamanda var olduklarini belirleyememektedir.

Bu problemin tstesinden gelmek amaciyla birdrek ayni anda
hem zaman hem de frekans tanim kiimesinde ifaddlieesb sgzlayan
cesitli yontemler gelstirilmistir. Zaman- frekans biik sunumlarinin
arkasindaki dgiince sinyali ¢gtli ilgi alanlarina bolmek ve parcalari ayri

ayri analiz etmektir. Dalgaciklar (wavelets), farklapi bloklarindan



olusan bir kime ile bu tipteki sinyalleri modellemekineelemek icin iyi
bir aractir (Boggess and Narcowich, 2001).

2. DALGACIKLAR (WAVELETS)

2.1. Dalgaciklarin Tarihi

Tarihsel bir baky acisiyla bakildiinda matematiksel temelleri
19. ylzyllda Joseph Fourier' in gahalarina dayanmasina kar,
dalgacik analizi yeni bir yontemdir. Fourier, coednli ve etkili oldgu
ispat edilen teorileriyle birlikte frekans anali@iriemellerini atmgtir .

Farkli oOlceklerde ortalama dalgalanmayi oOlcen baklgsimin
gurdltiye kagi daha az duyarl oldgwnun ispat edilebilmesi acikgh
kavusmaya baladigindan bu yana agarmacilarin ilgisi gittikce frekans
tabanli analizden 0Olgek tabanli analize dogtint

“Dalgacik (Wavelet)” olarak adlandirilan kavram dkarak 1909
yilinda Alfred Haar tarafindan yapilan yiksek lisatezinde ele
alinmstir.

Teorik olarak dalgaciklardan bahseden kavram Fransa
Marseille Teorik Fizik Merkezin’ de Jean Morlet vakim arkadsglar
tarafindan tasarlanguir. Dalgacik analizi yontemleri ganlukla Y.
Meyer ve cakma arkadslari tarafindan gedtirilmistir. Ana algoritma
1988’ de Stephane Mallat’ in ¢ghasina dayanmaktadir. Bundan sonra
dalgaciklar Gizerine yapilan atamalar uluslararasi boyuta ghaistir

Bu argtirmacilarin bainda calgmalari dgerlerine dnculik eden
Ingrid Daubechies, Ronald Coifman ve Victor Wickauiker

gelmektedir.



Dalgaciklarin ¢capma ve uygulama alani ¢ok hizli bir bicimde
blyumektedir. Genellikle veri ve sinyatleme alanlarina uygulama
yapilmstir. Dalgaciklarin dier uygulama alanlari astronomi, akustik,
nikleer mihendislik, sinyal ve goruntgleme, manyetik rezonans
goruntuleme, norofizyoloji, muzik, optik, tirbilgndeprem tahmini,
radar, insan goérigi, ve kismi diferansiyel denklemlerin nimerik

cbzumleri ve pur matematik uygulamalaridir.

2.2-Coklu Cozundrlik Analizi ve Dalgaciklarin Olusturulmasi

“ Coklu c¢ozunurlik analizi, dalgacik bazlarinin
anlaiimasi ve yeni 6rneklerin ofturulmasi igin dgal bir

sistem olgturur. Coklu ¢ozunurluk analizi
formulasyonunun tarihi, teorik gemeleri canlandiran

uygulamalarin guzel bir 6rgelir.”

Ingrid Daubechies

Coklu c¢ozunarluk kavrami sezgisel olarak sinyatienveya
goruntulerin piramide benzegekilde farkh c¢ozinurlik seviyelerinde
calisiimasiyla bglantilidir. Matematiksel olarak, c¢oklu ¢ozunurlik
analizinin temel fikri birf fonksiyonunu (veya bir sinyali), her bifi

fonksiyonunun daha ince versiyonlari olan gitdyaklagimlarin bir limiti



olarak sunmaktir. Bu argdk yaklagimlar farkli ¢c6zunurluk seviyelerine
karsilik gelir.

MRA ( multiresolution analysis, ¢oklu ¢6zunurlik adi@i) nin
temel ilkesi tim fonksiyon uzayiVa U Vo alt uzaylara ayirmaktir; éyle

ki Vs, Vo uzayinda yeniden dlceklengnolan tim fonksiyonlari icerir
(Boggess and Narcowich, 2001).

Tanim 2.2.1. Bir ~ ¢oklu cozunuarluk  analizi (MRA,
multiresolution analysis), sagidaki kaullari sa&layan L*(R) nin

gomulmi kapah alt uzaylarinin t{V,- : jDZ} dizisini icerir (Debnath,
2002):

(i) - uv,ov,dv,uvuawvo.. \J/ O Y+1~-~(i(; ice gecmy
uzaylar)
(ii) U Vi(R), L*(R) icinde yaundur.
j=—00

U V; = (R) (yogunluk)

j_
(iii) ﬂ v, ={0} (ayirma)
j=—00
(v) FOIDV) ancak ve anca f (2)0Vy., | 0jOZ (5icekleme)

W) {@, =#x=K.,k0Z} komesi Vo icin ortonormal bir baz

olusturacaksekilde PV, fonksiyonu vardir:



||f||2 = _]2 |f (X)|2 dx:i‘( f’%k)r' Ofoyv,. 2.1)

Burada ¢ fonksiyonu olcekleme fonksiyonu olarak adlandirili
Eger {Vj}, L*(R)nin bir coklu cozinirlgi ve Vo tek bir @
fonksiyonunun tam sayi Otelemeleri tarafindagudtalan kapali bir alt

uzay ise, ? coklu cozunarlik analizi obnurur.Vj uzaylari, yaklgim
uzaylaridir. Her biri bir yakkam uzaylari sistemine kghk gelen ceitli

® secimleri olabilir.

Tanim 2.2.1’ in Sonuglari

1. (iv) sartinin art arda uygulanmasOi.mOZ jcin, OV,
ancak ve ancalf(ZmX)DV,-+m sonucuna goéturiir. Bla bir deygle,
0j0Z igin TOV; igin (27 %) 0V,

Bu ifade Yi de bulunan fonksiyonlanVo da bulunan
fonksiyonlarin 27/ ile 6lceklenmesi ile elde edilghi gosterir. Ber
1=0 dlcesi Vo ile ilgili ise 27 dlcesi Vi ile ilgilidir. Boylece, Vi alt
uzaylar, sadeceVo merkez uzayinin Olceklengni versiyonlardir
(Debnath, 2002).



2. Tanim 2.2.1 den hareketle, bir ¢oklu ¢ozunurluk analizinin
tamamen ¢ olcekleme fonksiyonu tarafindan belirlegidisonucuna

varilir. Verilen bir #5Vs icin, ilk olarak

k=—c0 k=—00

Vo ={f(x)= Z Gy = Z Gl x= B:f Q}WZ(Z)}, (2.2)

tanimlansin. (iv) kosulu Vo uzayinin ortonormal

{%,k} :{{ﬂ(x_k)} ortonormal bazinin oldiunu karet eder. Bu nedenle,

Vo,  tiim f(x)=2 c@(x-K) fonksiyonlarini icerir, oyleki

k=—00
|t ||2 = Z, |Cn|2 <o, Benzer  sekilde N uzayl da

{C",.k = 2j/2¢’( 2'x- k) ) kDZ} ortonormal bazina sahiptir, dyle ki

f (%)= 2. e (%) vel fk(x)||2 =2 ‘Ci,k‘z <o (2.3)
Koo —

(Debnatht, 2002).

3. (i) ve (i) kosullari Pj nin Vi uzerine ortogonal
projeksiyonlari cinsinden ifade edilebil Of OL*(R) | ,-"P_L P =0 e
Im b T =1 (Depnatht, 2002).

Tanim 2.2.2. Vo, sonlu boyutlu bitV i¢ carpim uzayinin sonlu

boyutlu alt uzayi olsun. Herhangi bVOV vektori icin, V nin Vo



tizerine ortogonal projeksiyorY. ye en yakin olanYo UVo vektorudir,

oyle ki
fv=va] = minfv=v{ 4

p; f projeksiyonu, 2’ Olcesinde fnin bir yaklasimi olarak ele
alinabilir. Bu nedenle, verilen b f fonksiyonunun ardik yaklasimlari

N uzay! tzerine P; ortogonal projeksiyonlari olarak tanimlanir:

00

o f=> (F.0,) 9, (2.5)

k=—0c0

Burada, x|V uzayi icin ortonormal bir bazdir (Boggess and
Narcowich, 2001).

(4). Vo U1 oldugundan dolayi,Vo icin bir baz olgturan ¢
olcekleme fonksiyonu, ayni zamanV: icin de bir bazdir.#EVi ve

% () =29(2x= k), Vi icin ortonormal bir baz oldiundan dolay! #;

w0 =Y 6@ (N =V2Y ce@x- K, 2.6)

k=—00

G :<¢7¢I,k> ve k:i_m,'(:”r =1 (2.7)



yazilabilirler (Debnath, 2002).
(2.6) denklemi gerieme denklemi olarak adlandirilir. x ve 2x

ifadelerini ayni anda igerir ve sik sik “iki dlcelenklemi” veya “inceltme
denklemi” olarak belirtilir. Ctnku @X), inceltimis Vi uzayinda

gosterilir. Vi uzayl daha ince2™ olcesine sahiptir ve 6lgg 1 olan
AX) i icerir.

Olcekleme fonksiyonlarinin icinde belki de en cakrarli olan
sinif kompakt veya sonlu destekli olanlardir. Binksiyonun kompakt
dest@i varsa, sonlu bir aralik ginda dgeri 0’a 6zdetir. Haar dlcekleme
fonksiyonu, kompakt destekli fonksiyona giizel hinéktir. Daubechies
dalgaciklariyla ilgili 6lcekleme fonksiyonu saddaampakt destekli dal
ayni zamanda sureklidir. Bir dlcekleme fonksiyonmiiner iki 6zellgi de
sahip olmasi o6zellikle istenir, ¢cunki ilgili ayym ve yeniden djiim
algoritmalari fonksiyonlari analiz ederken ve yemlytururken daha
hizli hesaplamay:i ghar.

Ornek 2.2.1. Haar Olcekleme fonksiyonu;
1, Osx<1
AX) = 0 aksi
halde

suireksizlik noktalar 2™ 'nin tamsayi katlari kiimesinde bulunan kompakt

destekli parcall sabit fonksiyonlari (adim fonksijar) igerenvj alt

uzaylarini dgurur.



{V,-, jz 0} kiimesinin,# Haar dlgekleme fonksiyonu ile birlikte

coklu ¢cozunurlik analizartlarini yerine getirgiini gérelim.

J negatif olmayan herhangi bir tamsayi olsun.eyiyee adim
fonksiyonlarinin uzayi Vi, reel sayllar Uzerinde
{ P2 x+1), (2 x), (2 x- 1),~~~} , kimesi ile gerilen uzay olarak

tanimlanir.V; uzay! ayni zamanda sureksizlik noktalari

1 1 2 3 _ _
‘;' POl g kiimesinde bulunan sonlu destekli

parcall sabit

fonksiyonlarin uzayidir.

Vi'den alinan bir fonksiyon, ayni zamancVj+ uzayinin

elemanidir. Vina uzayini sureksizlik noktalari,
1 1 2 3 .
o TR Y o el e kiimesinde bulunan kompakt

destekli adim fonksiyonlarinin uzayidir.

{ L o,i,_z.,_?‘",...}m{...,— 1ot 23 }
2 222 2 37121 D

oldugundanvj DVia dir.

Yogunluk sartlarini sglamak iginV1+1 uzaylnl,Vj ve Vi'nin Via
icinde var olan timleyeninin ortogonal toplami alamyrstiralim. W,
Vi uzayinin Vis uzay icindeki tamleyenidir veVia =V, OW By

durumda L’(R)uzayi, L*(R)=V,OW,0WDO... sonsuz ortogonal



toplamina direkt olarak aytirnlabilir. Ozel olarak,

Of OL*(R) fonksiyonu:
f= fo+;0w. , (2.8)
olarak tek bir bicimde yazilabili fo Ve, W DWW,
. N
f=f +|N|rj!0]z:(;vvj _ (2.9)

Bunun anlami | = @ giderken, v uzayinda alinan bir yaldan

fonksiyonunun orijinal fonksiyonun 6zelliklerini tamamen kapaardir.
Ayrisim sarti igin, Vi'nin taniminda j'nin pozitif oldgu kadar
negatif olabildgine de dikkat edilmelidir. ger T OV-;» 1>0 jge, f

fonksiyonu elemanlar---’[‘2j ,0) [ 0’2) »--araliklarinda sabitler olan

{¢’(X21 -k, kDZ} bazlarinin sonlu bir lineer kombinasyonu olmalidir. |

bulyiidikce araliklar da bilyur. gir taraftar f 'nin destei ( f ’nin 0'dan

farkll oldugu kime) sonlu kalmalidir. B(jylecj - % jken T tum

Vi'lere ait ise, f ’nin sabit deeri 0 olmalidir.

Son olarak Haar sisteminin dlgcekleme sabiti;

fO)OV, = f(2'X0V, (2.10)



fO)OV, « 270V, (2.11)

ifadesinden ortaya cikar. Ortonormallijarti ise; I(¢(2' X))ZdXZE

N
oldugunu gbrerek{ZAW(Z' x=k); kO Z} fonksiyonlar kiimesinitY; icin

ortonormal bir baz okiurdusunu gérmek gereklidir. Bbylec{Vj} Haar

sistemi, ¢oklu ¢ozundrlik analizinin tim 6zelliklersaglar.

Teorem 2.2.1.{Vj’ ] DZ} @ 6lcekleme fonksiyonu ile birlikte bir

coklu ¢dzunurlik analizi olsun. Bu durumda herharig oz icin,

[ca,k(x) =22 (2 x- k) kDZ] |

fonksiyonlar kiimesi V| icin ortonormal bir bazdir (Boggess and
Narcowich, 2001).

iSPAT: Herhangi bir fOITVnin, {¢(2jx—k);kDZ}
fonksiyonlarinin  bir lineer kombinasyonu olarak yazilabifcie

gostermek gerekir. Olcekleme ozgifiden, f (27 X)0V, ve bu nedenle

f(277x), {@x=K); KOZ} 'nin bir lineer kombinasyonudur. x yeri2'x



yazarak; f(X) fonksiyonunun {ﬂzjx‘k)ikDZ}’nin bir lineer

kombinasyonu oldgu gorulir.

{%uk DZ} kiimesinin ortonormal oldwinu gostermek icin

0, kz/

—00

2) T @2 x-K)p(2 x-1)dx=9,, ={1' k:g} , (2.12)

oldusunu gostermek gereki Y =2' x=> dy=2' dx desisken déngumii

ile bu sonuci2’ | @(y=K)@(y=1) dy ifadesinden ulglrr.
2.3. Olgcekleme Bgintisi

Teorem 2.3.1.{V,w ] DZ}, @ olcekleme fonksiyonu ile birlikte

bir ¢oklu ¢ozunurluk analizi olsun. Bu durumdgag@adaki olgekleme
bagintisi gecerlidir:

@)=Y pe2x-K, =2 e(Rp(2x K d, (2.13)
Ayrica,
(”(Zj_lx_f): z n<—2(¢(zj X= k)’ (2_14)

veya denk olarak;



- i .
@, =2 %Z Pe-2Pic» P (x) =24¢(2J X— k), (2.15)
vardir.

UYARE: #X) ile #2X)'in otelemelerini birbirine bglayan
denklem “Olcekleme kantisi” veya “iki Olcek bgintisi” olarak

adlandirilir. #'nin destei kompakt oldgu zaman, yalnizca sonlu sayida

P« sifirdan farkli oldgunda, |k| yeterince bulyuk oldtu icin,
A2x=K)nin destgi AX)’in destesi disinda olacaktir. Bu nedenle,
yukaridaki teoremde ortaya cikan toplam sonluduenelikle Px

katsayilarinin reel oldiu durumlardeé? fonksiyonu da reel gerlidir.

isPAT: @) =D BA(X bveli P secimleri igin
saglanmalidir.  Cunka #X) UVo OVirdir. Vi uzayinin lineer gereni
{a,.kx07} fonksiyonlar kimesidi{ @,k 0Z} |V, icin ortonormal bir

baz oldgundan dolayi P« ’lar asagidaki gibi belirlenebilirler:
B =(@a.). =27 [ p(x)p@x- K)dx (2.15)

Bu nedenle;



A=Y A (N=Y n22P2x K. (2.16)

P =221, = 2] p(x)p(2x- K) &b (2.17)
alinir ve
A(x) = é RA2x- K. (2.18)

olur. x yerine 2'7*x~1 alinarak, ikinci denklem elde edilifkinci

denklemde dizenleme yapilarak da Ugtinct denkleombul

Ornek: Haar sistemi icir P« degerleri Po = P =1'dir. Diger tiim

P« degerleri sifirdir.

Ornek: Surekli 6lcekleme fonksiyonlarina sahip Daubechies

sisteminin P« degerleri

1+J§ _3+y3 33 e
N O N N Y L T

dir.

Teorem 2.3.2.{V,-,J'DZ}, @ dlgekleme fonksiyonu ile birlikte

bir coklu ¢dzunurlik analizi olsun.sAgidaki sitlikler gecerlidir:



1) Z Pe-2i B =29,

kOZ

2) é“’kr =2
3)ép2=2
4) é ka :1veé p2k+1:1

ISPAT: 1) iki olcek baintisi ve {@x=K); kKOZ} kiimesinin

ortonormal olmasindan yola ¢ikarak bu 6zelispatlayalim. Bunlara ek
olarak, V ortonormaI{Vk}f::1 bazi ile birlikte bir kompleks i¢ carpim

uzayi olsun f UV ve 9UZ fonksiyonlar aagidaki

f=2au veg=2hu, (2.19)
acilimlarina sahip iseler;

<f.9>=3.aR, (2.20)

Ozelligi vardir. Buna Parseval denklemi denir. Bu denkleoe

kullanarak;

w9 =Y pp2x- K @27x-1)= Y p @2 x- k)

kOZ kOZ



<@x), @27 x-1)>=>" p.pcy

kOZ

= Z(z? PX)P(2x~ K) dx] [ 2T P(Xp2x 2 k) d%

kOZ

—00

=24 [ (200) @(2x=K)p(2x- 2~ K)dx= 2, | (2.21)

2)1=0 ahmrsaé PP= 2| pl*=2 sonucuna ukalir.

kOz

3) T(p(x)dx:]:kz A2 X- k)dng p]:qo(Z x kd
t=2x-k

ax= At desisken dénigumii ile
2

Jeo9ax=13 p [ ety ot (2.22)

bulunur. j{ﬂ(t)dt sifira @it olamaz, aksi takdirde f OL*(R)

fonksiyonuna Vi uzay icindeki 1‘onksiyonlarlajf(t)dt;’f0 ile
yaklasamayiz. Bu nedenle her iki taraftaki integrallededasebilir. Bu

sekilde G¢lncu denklem ortaya cikar.



4) ilk denklemde! yerine | alalim ve ! lizerinden toplama

gecelim;

2 2 (Pea*B)=2 (2.23)

10Z kOz

k Uzerinden olan toplami tek ve c¢ift terimlerineralim;

2= Z [Z p2k+2||_32k +Z p2<+} 2_p2<+1j
kOZ kOz

102

=2 [Z p2k+2lJ|_32k + (Z IO%HJTO% \ (2.24)

kOzZ 107 kOzZ 107

parantez icinde yer alan toplamlail gerine! = k vyazilirsa ;

2
+

D P

kOZ

é P ‘2,

(2.25)

ZZZBZk z P +ZT32k+1Z Py 1=
K1z oz K1z

10z

E:Zﬁzk Veozz Pk

kOZ kOZ !

(2.26)

olsun. Bu durumda denklelE[*+|0*=2 olarak ifade edilirikinci bir
denklem olarak ikinci Ozeli tek ve cift terimlerine ayirgimizda

E+O=2 pulunur. Bu iki denklemden hareketle yalnizca bak¢éziim



vardir. E=0=2 pgylece dérdiincii ézellik ispat edikmlur (Boggess
and Narcowich, 2001).

2.4. Dalgacik ve Dalgacik Uzaylari

ViUV Ozelliginden yola c¢ikarak genel bir aym algoritmasi

gerceklgtirmek igin, Vi uzaylna,Vi ile Wi ile belirtilen ortogonal

tumleyenin direkt toplami olarak aytirmaya ihtiyac vardir. Ek olarak,
stelemeleri W, uzayini geren bir¥ fonksiyonu olgturulmalidir. ¢
fonksiyonu bir kere belirlendikten sonra olgeklebagintisi W, uzayini

geren ilgili W, uzayini geren‘/’ fonksiyonun olgturulmasi icin

kullanilabilir.

Teorem 2.4.1{V;: j0z}, #X= > ho(2x-K)

kOZ !

Olcekleme fonksiyonu ile birlikte bir coklu c¢ozuhik analizi

k
olsun W, w(X)ZZ(_l) PLp(2x- K) olmak Uzere

kOz
, {(//(ij—k);kDZ} nin gereni olsun. Bu durumdY; BVia, V,
uzayinin Via uzay! icgindeki ortogonal tuimleyenidir. Ayrica,

{‘/’jk (X) = 21/2‘//(2j X= k) , kDZ} , Wi icin ortonormal bir bazdir.

ISPAT: ilk olarak j = 0 igin ispati yapilir. j > 0 durumsei

olcekleme baintisi kullanilarak bulunur.



j = 0 icin teoremi ispat ederkegagidaki t¢ ifade ispat edilmelidir:

1) {Wo (¥) =9 (x= K); KOZ} kiamesi ortonormaldir.

2) Yo (x) =9 (x-m);OnDZ icin Vo a ortogonaldir. Denk
olarak W, uzayi,Vo'in Vi icindeki ortogonal tiimleyeninde bulunur.

3) Vi icindeki Vo a ortogonal olan herhangi bir fonksiyon,
‘/’(X_k) fonksiyonlarinin bir lineer kombinasyonu olarakzyabilir.

Denk olarakV,, Vo uzayininVi icindeki ortogonal tiimleyenidir.

IIk ifade igin,
1w
<wom!wol> ZEZ pl—k+2mp— k2, (227)
kOZ

alinmalidir. K =1-K+2m indeks dgisikligi ve teorem 5.9 un ilk

kismini kullanarak

<w0m’l//OI>: P Peszi-om = Oy 10= O, (2.28)

N~

bulunur. Boylece?o.m ortonormaldir.
ikinci ifade igin,‘/’(x_m) fonksiyonunun her £l 0Z igin ¢(X_|)ye

ortogonal oldgunu gdstermek yeterlidir. (;UnVo, {C”(X")" DZ} ile

gerilir.



1 k
<¢%|’w0m>:_2(_1) Pk omPic 21 | (2.29)

2 kOZ

olsun, sg@daki toplam sifirdir.

I =m=0 jse, toplam

> () Py P =~ BP+ AR~ B R Py Bt ... (2.30)

kOZ

olur.
Genel  durumda, K=1+m-1j j=20  jcin  terimler
(1™ Prteme; P,  bicimindedir. Bu terimler K=1+m+ j+1

indeksli terimlerle birbirlerini yok ederler.

[+m+ j+1 I+m-j
(_1) J pm—l—j B+ -1 = _(_1) : an—j pmj+1—1, (2-31)
Bdylece ikinci ifade de ispat edilgolur.

Ucuincii ifadenin ispati biraz daha kagmabir yapiya sahiptir.
Ispat icin, ¢ sonlu sayida sifirdan farkh P« sabiti icin

o(x) =Z|:¢J(2X— )

ispatini sglayan bir dlgcekleme fonksiyonu olmak
tizere, V1, {¢’(2X‘ )i DZ} gerilen bir lineer uzay olarak tanimlanir.

_ I
flgili dalgacik fonksiyonu ¢ (x)=2.(-1) Puo(2x-1) olarak

tanimlanir.



Burada ama: uzayinin? ve ¥ fonksiyonlarinin otelemeleri
tarafindan gerildiini gostermektir. Ayrica bu ifadeVo uzayinin Vi

icindeki ortogonal timleyeni olaW, uzayinda bulunan herhangi bir

elemanin ¥ fonksiyonunun o6telemelerinin bir lineer kombinasyo

oldugu anlamina da gelir.

Simdi her j icin belli & ve b, sabitleri secimlerine kaulik

p(2x=j)=> a@(x-K)+hy(x K, (2.32)

k

oldugu gdsterilmelidir.{¢(x_k)’ kDZ} ortonormal oldgundan dolayi

eger varsa % sabitleri,

3 = [@(2y- j)p(y-K)dy

:Izllga(Zy—j)pl o(2y- 2=1)=( %) P, (2.33)

ile verilmelidir. Benzesekilde, ger varszP sabitleri

b =2"(-1)' P, (2.34)

ile verilmelidirler.



Boylece;
p(2x=1)=27F (pad(x- ) *+(-1' na0 (%K), 235)

oldugu gosterilmelidir. Bu denklem ayni zamanda

o2 1) =( 1) (0" PrpaPuiR)o(2x- 2= ), (2.36)

k|

ifadesine denktir. Bu denklemin gegerli olmasnj(2k+1= | olmadj

sUrece¢(2X‘ 2k - '), fonksiyonlarinin katsayilari sifirgieolmalidir.

Bu nedenlel= ] — XK+t jse

Z(pl—j+2kr)l—j+2k+_pj—2< 9_1)22’ (2.37)

k

vet#0icin 1= ] X+t jse tumt 2 0 igin;

2 (Y (PrriaPuyis) * 2 (Pra Boa) =0, (2.38)

k

oldugu gosterilmelidit? =1-j+2&X  ve 7=j-2K glarak (2.37)

denkleminin sol tara1zr: PP olarak y@unlastirilabilir. Denklem (2.38)

icin t nin cift ve tek dgerleri ayri ayri incelemeye ihtiya¢c vardir. t tek,



t=2s+1 jse, (2.38) denklemindeki ilk toplark’ =S+ j*+K indeks
degisimi ile

Z Pz Pyoac (2.39)

k

k=-K+ j+S indeks dgisimi ikinci toplami
; Pjeac Pojonct (2.40)

bicimine doniturar. 7T="1+t2k" ye T=1-j+X olarak (2.38)
denklemi

2. PPz (2.41)

bicimine donigur. Bu toplam teorem 5.9 geface sifira gittir. Boylece
ispat biter.

Teorem 2.4.2.{V,-, jDZ}, @ olcekleme fonksiyonu ile birlikte
bir coklu c¢ozunarlik analizi olsunW;, 'V, uzayinin Via icindeki

ortogonal timleyeni olsun. Bu durum L (R) =-.OW, OW, O WO ...

zel olarak, heif D'—Z(R) fonksiyonu ZWk toplami olarak tek bir
k=-0c0



bicimde ifade edilebilir. Oyle ki W UWe ve Wi lar kagilikli olarak

ortogonaldir. Denk olarak, tum dalgaciklarin kUm{‘/’jk}j,kDZ , L*(R)

icin ortonormal bir bazdir.

Bu teoremde goriinen sonsuz toplam, sonlu topléniapilan
bir yaklasim olarak dgutnulebilir. Bgka bir deysle, her fD'-Z(R)

fonksiyonuna W-j ¥ W . ¥ W+ W formundaki sonlu  toplamla

(uygun olarak bilyiik j icin L* normunda keyfi yakinlkta yakidabilir
(Boggess and Narcowich, 2001).

2.5. Ayrisim ve Yeniden Olgum Formdulleri

Bir f fonksiyonu (sinyali]Vj gibi bir yaklgim uzayinin elemani olsun.
f fonksiyonunu ifade etmek icin iki ana ortonormal baz vaiith. V;
uzayinin dgal {%,kDZ} bazidir. Bu baz cinsinde f fonksiyonu,

f=3(f.0) 4

kOZ !

(2.42)

yazilr. Vi =V W, ortogonal direkt toplami var olgundan dolayi

{C",—l,k}kDZD{‘»”j—lk}kDZ bazi kullanilabilir. Bu ortonormal baza da

olarak f fonksiyonu

£ =3 (1) a2 F W)Wy (2.43)

kOZ kOZ



formunda yazilabilir. Aygim formula ilk bazdaki katsayilarla dar ve
bu katsayilari ikinci baza Ba katsayilari hesaplamak icin kullanir.

Yeniden olgum formdlt ise tam tersi bicimdglem yapar.

Ayrisim formuld;

(94) =2 ZBoa{1.)
1 . (2.44)
<f’wi—1v|>: 22;4( 1) Prii+a < #{k>

olarak yazilir. Yeniden okum formulu ise;

(822 S0 (1) 2 S P 101,

(2.45)
f fonksiyonunun acilimi
f(x)= éﬂf %>22¢k =2 ae(2x K (2.46)
al o2 x-1)

yazilabilir. Benzegekilde dger acilim



f = Zaki‘lgo(zj'lx— k) +> ti']lﬂ(zj_l x= k) (2.47)

kOZ kOZ !
biciminde,

i-1) i1

U L, U
a'=27 (fgu)veb =27 (1), (@49
olmak uzere yazilabilir. Burad‘alj( katsayilari, yaklam katsayilari

veb,i katsayilari, ayrinti katsayilarn olarak adlandurlAyrisim ve

yeniden olgum formulleri bu katsayilar cinsinden,

a '=2"Y P48

kOZ

b|j_l: 2_12(_1)k pl—k+2lakj ’

kOZ

ayrisim: (2.49)

yeniden olyum: {ai = Pad” +Z(‘1)k Poa B (2.50)
107 10Z

olarak daha sistematik olarak ifade edilebilir (Begs and Narcowich,
2001).



25.1. Ayrsim ve Yeniden Olyum Formdllerinin

Uygulanmasi
2.5.1.a. Ayrsim Algoritmasi

Bir sinyali (fonksiyonu) glemek icin filtreleme veya veri
sikistirma gibi, sinyali salinan karaktere sahip boélgaeke ait bilgilerini

iceren parcalara ayirmaya ihtiya¢c vardir. Bu amam ibir coklu

¢ozunurluk analizi kullanilga takdirde, sinyali dalgaC|(Wj) uzaylarina

aylran bir algoritmaya gereksinim duyulur.
Bir sinyali ayrstirmak icin U¢ ana adim bulunmaktadir:sBana,

iterasyon ve sonlandirma.

Baslama: Bu adim iki kisimdan ohlwr. ilk kisim f uzerindeki
bilgilere en iyi uyanVi yaklasim uzayinin belirlenmesidir. Ornekleme
orani ve coklu ¢ozunurlik analizininsigel secimi hangi v uzayinin
kullanilaca belirler. Ikinci kisim f nin kendisine en iyi olal f; 0V,
nin segimidir.

v uzaylndarf ' e olan en lyi yaklam, f fonksiyonununVi
Uzerine ortogonal izd@imuduar. 2%40(21X—k) ortonormal oldgundan

dolayi



Pf(x=Y 492 x-K, g'= 2] (J9(2 x B d (25

kOZ

vardir.

Teorem 2.5.1.¢ {V,v j DZ} , kompakt destekli bi? olcekleme

fonksiyonu ile birlikte verilen bir ¢oklu ¢ozuntRuanalizi olsun. Eer

fou (R) surekli ise yeterince b[]y[j icin;

0

a =2 [ 1(9e(2 x-Kax= m{k/ ) m=[p(ax, (252

—00

vardir.

Iterasyon: Baslama adimindan sonr T = 1,0V qir. T ile
baslanabilir ve diguk seviyeli yaklaim kismi fia0Via ve dalgacik
kismi Wi HW kisminin toplamine fi=T4+W_ olarak ayrgtirilir,

Bu strec fias fiaee biciminde devam eder. Bu sure¢ 0O seviyesinde

biten gagidakisekille ifade edilir:

f:fj — fj—l_’ fj_2—>...—> f1—> fO
W N W, NN W N W



Tanim 2.5.1.a.Bir X= (- Xz, X1, %, X, %, --) dizisinin alt
ornesi  ( down sample),

DX = (e Xp 0 %0 %0 er)
veya (DX), =%, 010Z dizisidir,

Tanimdan sonra, ayrik filtreleri (konvolisyon opérkeri)

kullanarak algoritmada iteratif adim formile edilin ve | filtreleri
sirasiyla aymim yiksek gegi (decomposition, high-pass) ve agym

alcak geg (decomposition, low-pass) filtreleri olarak aclamirlar.

Konvoliisyon form @'~ = D(|* a )vebj_l = D(h* a )

Operatér form: @' =DLa’ veb'™ = DHa/

Not: X:(---’X-m)%%--) ve y:(""y—l'yO’YL"") dizilerinin

konvoliisyonu (x* y)lzé&y_k olarak tanimlanir. h ve I,

N

h=2 ()" P, b=

5 P_ dizileri ise, iki ayrik filtre (konvoliisyon

operatorleri)H (x) =h*x L(x)=1*X olarak tanimlanir.

H 21..b7°
L o2y..at

al

Sekil 2: Genel ¢oklu ¢ozunurlik analizi icin ayrsim

diyagrami



Sonlandirma: Ayrisimi bitirmek igin c¢aitli kriterler vardir. En
sade bicimi, sonlu sayida 6rnek elde edinceye kagagtirmaktir. Diger
taraftan, bu gerekli olmayabilir. Genelde, durmaktael ulgilmak
istenen noktanin ne olduna b&ll olarak deisir (Boggess and
Narcowich, 2001).

2.5.1.b. Yeniden Olgum Algoritmasi

Sinyal (fonksiyon) aystirldiktan sonra, ¢gtli amaclar i(;inWi

bilesenleri modifiye edilebilir. Amag parazit yok etméde, istenmeyen

frekanslara karlik gelen f nin ilgili W, bilesenleri atilir ve sonug

sinyali 6nemli derecede glik parazitli olacaktir. ger amacg veri
sikistirma ise, kuguk olaV, bilesenleri atilabilir; ki bu durum sinyali
¢cok fazla dgistirmez. Yalnizca oneml W, bilesenleri gecer ve veri
sikistirma gerceklgr. Her iki durumda daW, bilesenleri modifiye
oldugundan dolayr siktirilmis veya filtrelenmg sinyali W nin
¢(2j X= |) baz elemanlari cinsinden yenidenspbluulan bir algoritmaya

intiyac vardir. Fikir 1= ifadesini 1=1 icin fj=fa+W

kullanarak olgturmaktir. Fikringsemasi gagida verilmgtir.

fo - fl — f2 - .o fj—2 — fj—l_’ fj = f

w, WA w W,

ayrisimda oldgu gibi yeniden olgumun G¢ ana adimi vardir; 8ama,

Iterasyon, Sonlandirma.



Baslama: yeniden olgum icin elde bulunan kimel =0

seviyesinden kmyarak{af} yaklasim ve {bK'} '=0,...1 detay (
dalgacik) katsayillardan alan kiumedir. Bu katsayilar sagidaki

acthmlarda bulunur:

fo (x) = 2 ao(x- KO (2.53)

kOZ

wj,(x):ij'(//(Zj' x—I<)DW, 0< j< j, (2.54)

kOZ

iterasyon Bu adim icin de ayrik filtrelerden yararlanihr.

Tamm 2.5.1.0b. X={ X2, X1 %%, %} bir dizi olsun. U st

ornekleme operat6ru

Ux=(...,X,,0,x,,0,%,%,0% ,0,)

veya
(Ux), =

k

0 , ktekise
X/ k cift ise -
2

seklinde tanimlanir.
Yeniden olgturma icin kullanilmak istenen iterasyon sirecilayr

filtreler ( konvolisyon operatérleri) cinsinden

Konvoliisyon forma’ =1* (Uaj_l) + b (UH_l) :



Operator forma’ = LU ™ + HUD' ™,

biciminde formule edilebilir.

bit...21...H...

gy o a’
a ... TL

Sekil 3 : Genel ¢oklu ¢6zunurlik analizi igin yenide olusturma

diyagrami

Sonlandirma: Ayrisim ve yeniden olgum algoritmasi gergek

@(x) ve ¢(X) formullerini desil P« 6lcekleme katsayilarini kullanirlar.

2! x- I)

Fonksiyon veya sinye f (X) = qu(p( biciminde olyturulup a/

katsayilari elde edilir. Bu adimda grafik cizilerskire¢ sonlandirilir

(Boggess and Narcowich, 2001).

2.6. Daubechies Dalgaciklari ve Ayrik DalgacikDéntsumu
(DWT)

Daubechies dalgaciklari, Ingrid Daubechiessfédilen bir
dalgacik sistemine sahiptir. Daubechies dalgaaildgrica iki énemli
ozellige de sahiptir. Birincisi, sonlu sayida sifirdarkfa P« olcekleme
katsayilart vardir. Bunun anlami, Olcekleme fonksiarinin ve
dalgaciklarinin kompakt olmasidir. N -mertebeli Daubechies

dlcekleme fonksiyonuZ2N adet sifirdan farkli 6lcekleme katsayisina



sahiptir ve dlgekleme fonksiyonu ile ana dalgacikksiyonunun desge
[O’ZN _]] aralgl Gzerindedir.

N-mertebeli Daubechies dalggein ikinci onemli 0Ozellg,
dalgaciklarin ilk N=1 momentlerinin sifir olmasidu®X), élcekleme

fonksiyonu veW(X), dalgacik fonksiyonu olmak Uzere, dlcekleme ve

dalgacik fonksiyonlarinin momentleri sirasiyla

[ @9 xm dx | (2.55)
ve
[0 X" dx (2.56)

olarak tanimlanir. Kompakt destekli dalgaciklarnicbu integraller
dalgacgin destgi Uzerinde alinan integrale denktirler. Daubechies

dalgaciklarinin momenti

TwN(x)xmdx:O, m=0,...,N-1 (2.57)

olur. ¥n dalgacginin ilk N momentinin sifilanmasi genellikl¥x N
tane sifilanan momente sahiptir biciminde kisaltki bu ifadeden ilk

N tanesi anlalir. Sifilanan momentler, N-mertebeli her Dauliesh



dalgacik baz fonksiyonunun, dereceN den kiciuk olan tim
polinomlara ortogonal oldiw anlamina gelir.

Yukarida bahsedilen konudan hareketle, Daubectagmdklar
sahip olduklar sifirlanan moment sayisina goreiflandirilirlar.

Olcekleme fonksiyonunun ve dalggm dizgunlgha sifirlanan
momentlerin sayisi ile birlikte artaN =1 durumunda, hem 6lcekleme

fonksiyonu hem de dalgacik fonksiyonu siireksizN =2 durumunda,

Daubechies 0olcekleme fonksiyonu ve dal@acsureklidir, ancak

kesinlikle diizgiin turevlere sahipgldirler. N =3 durumunda, her ikisi

de siirekli olarak diferansiyellenebil N biiyik oldgunda, % ve ¥

N
fonksiyonlarinin sirekli tirevlerinin sayisi kabagtkadardlr.

Daubechies dalgaciklari  tanimlanirken®X)  6lcekleme

fonksiyonu, _[ @AX) dX=1 piciminde normalize edilmek uizere,

—00

A =2y, b ol2x- K), (258)

genileme (dilation) denkleminin ¢ozimu olarak W (X) dalgacgl

Olcekleme fonksiyonu cinsinden

W) =V2Y 12X ), (259)



olarak tanimlanir®X) ve ¥(X) fonksiyonlarindan dteleme ve ggeime

yoluyla

@, (X) =2%¢1(21 x—K), (2.60)

Y (X) = 2%¢(2j x=K), (2.61)

fonksiyonlarini elde etmek igin ortonormal bir baasturulabilir.

Bu acilimlarda buluna P« ve '« sayilar 6zel dalgacik kiimeleri

olustururlar ve dalgacik filtre katsayilari olarak addarilirlar.
H={p}.. ve G={r}.. filtreleri =D Py k=01..N-

ile birbirlerine b&hdirlar. Sinyal glemede H ve G ikilisi dordil ayna

filtresi (the quadrature mirror filters) olarak adbirilir. Tim dalgacik

ozellikleri bu parametreler tarafindan belirlenfbrnezsin, N =4 igin
Daubechies D4 filtre katsayilarini bulalim. Bu katsayil Po+ Pi» B> ve

Ps olsun. Bir sttun vektoriine uygulanan dgiivia matrisi



Po
Ps

S

P,
P

P B

P

P
B
Po
Ps

R
- R

- B

(2.62)

bicimindedir. Matriste bulunan bairislerin hepsi sifirdir. Ters dégim

matrisi ise,

wW=w=—

V2

(2.63)

NSNS S =
he

PP oD

Rl




bicimindedir. Ters doniiim matrisinin W ayrik dalgacik dongiim

matrisinin tersi olmasi icin
PR+t =1 (2.64)
PP+ PR =0, (2.65)
denklemlerini sglamalidir. Ayrica,

“P-RtPR - R=0 (2.66)
Op, -1p,+2p, - 3p, = C (2.67)

denklemlerine ihtiyac vardir. Bu dort denklem kullanilarak

_1+43  _3+J3 33 _rJE
DT P T P

filtre katsayilari elde edilir (Pres et al., 2002).

Filtre katsayilari kullanilarak ofturulan W ve W™ =W'
matrislerinin  gerceklgirdigi donGsumler sirasiyla ayrik dalgacik
donGumau (the discrete wavelet transform, DWT) ve ters ayrik dalgacik
donGumui (the inverse discrete wavelet transform, IWT) olarak

adlandirilirlar.



Kullanilacak yontemde ayrik sinyallerin ve ayrik Igicik
donUminiun matris formilasyonu ©6nemli bir yer tutar. thNda
formualasyonu 6zellikle niimerik hesaplamalar icim sterece uygundur.
Pratikte yalnizca sonlu sinyallerle ilgileniggiicin sdyle bir soru ortaya
cikar: Sonlu bir sinyalin ayrik dalgacik d@aint nasil sunulur ve nasil
alinir? Bunu gercekigirmenin bircok yolu bulunmaktadir. Bunlardan
biri, sinyali ilgi alaninin dyina dg@ru gengletmektir. Ezer sonlu bir
sinyal, tim tanim kimesinin tamami Uzerinde teleden periyodik bir

sinyal olarak gorulirse (periyodizasyon) daha etkinydnteme egilir.

Bir sonraki adim, bir f vektoruna ( ayrik slemlerde vektorlerle

fonksiyonlar yer dgistirir.) farkli 6lceklere (¢ozunurliklere) ayirmakti

Bu adima, f =Wf formunda bir matris olaraknXn tipinde ayrik

dalgacik dongiimi matrisiW ile ulasilir. Béylece sinyalin uygun bir

matris ile carpilmasi ile ayrik dalgacik dgiini gerceklgir. Olgcekleme

ve dalgacik filtrelerinin ortogonal 6zelliklerinden dolaW ortogonal
bir matristir. Yeniden olgum tek bir matris-vektor carpimi ile

gerceklgtirilebilir. W ayrik dalgacik déngiimii matrisinin bir dier
avantajl ise Lu=f denkleminin sonlu fark ile ayrikgariimasi ile elde
edilen matrisin kgul sayisini (condition number)  girmesidir.
Dustrme glemine o©Onkgullama (preconditioning) adi verilir ve

dalgaciklarin ortogonallik 6zellikleri ile gercektilir.

Kosul sayisi,AX=Y lineer sisteminin, y nin oldiu kadar A nin
kiguk yayihmlari altindaki kararlgini olger. Bu nedenle uygulamalarda
kicuk bir kaul sayisi (6rngin 1’e yakin) tercih edilir. Eer kasul sayisi

yiiksek ise AX=Y lineer sisteminin dfiik kosul sayili bir matrise sahip



olan denk bir sistemle yer gigtirmesi gerekir. Bu gleme bir 6rnek

vermek gerekirse W o6nkgullama matrisi ile AX=Y lineer sistemi

carpihr:

WAX= Wy

Olusan yeni denk lineer sistemin matrisiningkbsayisi bir 6éncekinden
disiktir, C"(AW) < C'( A
Verinin periyodik oldgu kabul edilip, D4 filtre katsayilari

kullanilarak sarma (wrap around effect) etkisineig®x8 boyutlu bitW

% B B B O O 0 O]
, - B -BR O 0 0 O
O 0 p p p B O O
W:i 0 0 P, —P B K 0 0
J2l0 0 0 0 p p p p| @69
0 0 0 0 P; P B K
p, B, 0 0 0O O p n
' -p 0 O 0 p -Bj

olarak belirlenir (Bujurke et al., 2007).



3. MULTIGRID YONTEMI

Multigrid yontemi ¢ok etkili lineer ¢oziculer aitwurmaya olanak
tanir ve en hizli ¢ézum yontemleri arasindadir. tigutl yonteminin
karakteristik 0Ozellii, yakinsaklgin h adim buyUklginden bgimsiz
olmasi ve her adimdaki aritmetid@m sayisinin @noktalarinin sayisiyla
dogru orantili olgudur. Multigrid yontemleri tam bir etkinlikle

* Degisken katsayili genel eliptik denklemlere,
* Genel tanim kiimelerinde,
* Genel sinir kgullari igin,
* Bir boyutlu, iki boyutlu, tU¢ boyutlu ve daha yuksek
boyutlarda,
» Skaler denklemler ve denklem sistemlerine,
uygulanabilir.

Bu yontem ayrica direkt olarak, global linegtiene olmaksizin
lineer olmayan eliptik problemlere de uygulanabilir

Multigrid yonteminin iki temel prensibi vardir: Rgunletirme
iterasyonu (the smoothing iteration) ve kaliadéizeltmesi (the coarse

grid correction). Klasik multigrid yénteminde

Lu=f (3.1)

denkleminin ¢ozumi aranir. BuracL, @n ={(x, ¥%);0siks N+3}

ince &I Uzerinde standart yontemlerle elde edilen (G&esdel) kendine



ek (self-adjoint) operatordir. Cozim sonucundayartakan hatayaga
yerlesimi ikinin kuvvetleri seklinde artar2zn:$a:--- hiyerasik yapiya
sahip kaba gar Uzerinde yakkalir. Clinki hatanin yiksek frekansl
yani gozle gorunur kismi ince dizerinde c¢gtli iterasyonlarla yok olur.
Amagc diguk frekansl (dizgin) hatayr daha alemle yok etmektir. Bu
nedenle hata, incesdan daha kabaga gecen bir artik olarak giinalur.
Bu islemi yaparken; vektorleri ve matrisleri incgdan daha kabaga

- . 2h -
transfer etmek icin kisitlama operat((RO) Iy (the restriction operator)

ve kaba gdan daha ince ga transfer etmek icin yayma operatori

(PO) o (the prolongation operator) kullanil§ekil 4 standart multigrid
V- dbngusuni gosterir. Sol tarafta bulunan kol, glimiin daha inceden
daha kaba@ara giden ilk kismini ve gatarafta bulunan kol ise, en ince

aga giden dger kismini gosterir.

RO

En kaba seviye



Sekil 4: En kaba seviye V- dongusu

Temel multigrid prensibi, hatanin diizgin kisminaadkaba glar
tzerinde yaklgmaktir. Hatanin diizgiin olmayan veya kaba kismiadah
ince & Uzerinde az sayida iterasyon ile indirgenigddibilinen
yontemlerin aksine multigricN bilinmeyenli problem O(N) adet
islemle ¢6zme ve daha az saklama yeri agtasanar ve klasik nimerik
semalarin kisitlamalarinin tstesinden gelergly@yukligi sifira
giderken multigrid ¢c6zUmunun tam ¢6ziime yakiasini sglar.
Yontemin dikkate dger bir diger 6zellgi ise, & noktalari art@ginda
yakinsaklik hizinda bir bozulma olmamasidir (Buguek al., 2007;
Trotenberg et al2001; Wesselingl992; McCormick1982).

3.1. Coklu Cozunurlik Analizi ile Multigrid Yontemi

Arasindaki Benzerlikler

1. Bir ¢oklu ¢ozunarlik analizinde bulunan en yuksek
cozunurltkl Vo uzayr multigrid yonteminde incega

vektorlerinin uzath a kasilk gelir.
2. Dalgacik analiz (aygim) adimi, kisitlama operasyonuna

Ozdetir. Denk olarak, ayrik dalgacik dogiimu (DWT),

17" kisitlama operatdriine denktir.



3. Dalgacik sentez (yeniden @lum) adimi, yayma
operasyonuna Ozekr. Denk olarak, ters ayrik dalgacik
donGumua (IWT), o yayma operatorine ozdi.

4. W dalgacik dongiim matrisi olmak tzereWW' =|
kosulu n15, =1 kosuluna kagilik gelir.

5. Coklu ¢ozundrlik analizinde
Vo = spar{ (ll,k} O Spa{ﬂ’l,k} = M Vifadesi,
multigrid algoritmasinda
Q, =Ranggl5} 0 Nullspadd?’} ifadesine  6zdair
(Bujurke et al., 2007).

4. DALGACIK — MULT IGRID YAKLA SIMI

Ikinci bolimde bir fonksiyonun dalgacik ayminin ayni
fonksiyonun c¢oklu c¢ozundrlik gosterimiyle sonucland goraldo.
Buradan hareketle, gal coklu ¢oziunurluk analizi 6zellikleri multigrid
fikri ile birlestirilirse hesaplama zamaninin indirgenmesine veularga
surecinin kolaylstirilmasina olanak tanir. Dalgaciklar yalnizca ggikh
uzaylarinin bazlari gddirler, ardsik uzaylar arasinda temel yayma ve
kisitlama rolti oynarlar. Bu anlamdaki modifiye edi V- dongusiSekil
5’ te gosterilmgtir.



FWT WT

En kaba seviye

Sekil 5: En kaba seviye modifiye V- déngusu

Lu=f formundaki genel operasyon denklemi g6z 6ninesed)n
ornesin bu bir genel eliptik sinir ger problemi olsun. Bu denklemin

sonlu fark ayriklgtirmasi matris formunda

AX=y, 4.1)

N boyutlu bir X vektori verildginde, ileri ve geri dalgacik dogiimleri

matris — vektor carpimlari kullanilarak

A~

X=Wx x=W" (4.2)



biciminde hesap edilir.
R=Wx Y= W yye A=W, AW | (4.3)

dongimleri (4.1) denkleminin elemanlarinin dalgacik dgmileri

olsun. Bu durumda (4.1) denklemi

AX=Y, (4.4)

olarak elde edilir. Boylece (4.4) denklemi dalgacik uzaylarinin tanim

kiimesindedir. (4.4) denklemi x igin,
x =W X (4.5)

bagintisi kullanilarak ¢ézulir. Bylem sadece tek bigag6zima verir.

Bir sonraki adim icin J dalgacik aysim seviyesi olmak lizere,

modifiye edilmi V- dongusu gagidaki adimlari icerir:

@ % veA  1=-1-2-3,.. -3 elde etmek amaciylY ve
A (zerine ayrik dalgacik dogiimi (FWT) uygulanirl ==J alinir,

(2) En kaba seviyedAX =Y denklemi gb‘zﬂlerei elde edilir.

@) %, 1=-3.....-2-1 {izerine ters dalgacik dagiimii (IWT)
uygulanarak istenilen sonuc elde edilir.
Bu yontem, 109, 2’ seviyesinden daha kuigcik co6zindrlikte

¢c6zUmi verir, burada bulaneJ dalgacik aygim seviyesini gosterir.



Baska bir deyjle, J seviyesini gecmeyen sayida iterasyonla tam ¢éziime
yakinsaklik garanti edilir (Bujurke et al., 2007).

6. NUMERIK UYGULAMA

Bir boyutlu tanimlayici basit eliptik sinir ger problemi ile

dalgacik — multigrid yénteminde yer alan temel ddrmaciklanir.

Ornek . Bir boyutlu

167 7 , .
u +—u-§n25|nnx, (5.1)

XX

denklemi U(0) =u()= 0 pirichlet sinir kagullari ile birlikte goz 6niine
alinsin. Bu denklemin analitik ¢ozimu, denklemdelesa tek bir
degisken olmasi nedeniyle adi diferansiyel denklem ¢dzibigiminde
yapilabilir. ilk olarak

167
uxx+ 9 U—O, (52)

homojen denkleminin cézimgagidaki gibi yapilir:



m2+16:2 =0= mZ:__lZzz
4 B a7 (5-3)
m,==—i= u(X=¢gCcos— x+ G sin— >
’ 3 3 3
Sinir kaullari kullanilarak® ve € katsayilari elde edilir:
u,(0)=¢cosOtc, sinG 0= ¢=
(5.4)

uh(1)=czsin4?”=0:>czzo ’

Dolayistyla homojen denklemin ¢éziirUn(X) =0 piciminde elde edilir.

Diger taraftan, denklemin 6zel ¢oziimUp(X) = ASinrzx+ BCos »

belirlenir.6zel cbzimde yer alan katsayilari bulmak igin ,

u,(X) = Asinrx+ Bcos x
(up)x(x)=7TAcosnx—7TBsirwx , (5.5)

(up)XX (X) = -7 Asin7Tx— 77° BCOSTT X

tirevleri denklemde vyerine yazilaraA=1 B=0 elde edilir. Ozel
cozim Up(X) =SINTTX pyjynyr. U) =U,(X+ (3 =SINTT> gngjitik
¢6zUmu elde edilir.

Tdrev icin standart sonlu fark operatorleri kullanilarak (5.1) denklem

1 167 T, . 1
F{um—(z—qu + q_l} _5772 sinrx, h= N+T (5.6)



olarak yazilabilir. (5.2) denkleminin matris fornaglyonu
Ax= y, (5.7)

olsun. Bir dnceki kisimda aciklargg gibi en kaba —J seviyesine
ulasilincaya kadar arglik olarak ayrik dalgacik dogamu uygulanir.

Daha sonraAfﬁ =Y denklemi en kaba seviyede Gauss-Jordan yontemi
kullanilaratX elde etmek amaciyla c¢ozuliar. Son olar X, (I=-3)
Uzerinde ters dalgacik d&giimi uygulanir, ki buslem ile birlikte

istenen dgruluk elde edilir. Ds dalgaciklar kullanilarak2* ve 2°

¢ozunurluklerinde elde edilen ¢ozim Tablo 1 ve ®ablde verilmgtir.

2* ¢ozinirliguinde sinirlar haricinde toplam 16 nok2®, ¢ézinurlinde

1
sinirlar haricinde toplam 256 nokta bulunmakta<h:N—+1 olarak

tanimlandgindan, 2* ve 2° ¢oziinirliklerinde agimiktarlari sirasiyla
1 _ 1

=0,058¢
16+1 V€ o56+1

=0,003¢ olarak belirlenmitir. Elde edilen

coziimler U=SIN7TX tam ¢cozimi ile karastinimistir (Bujurke et al.,
2007).



Tablo 1: 2* ¢ozuntrlitkte Ps dalgacg kullanilarak elde edilen

dalgacik — multigrid ¢6zimuinin tam ¢6zium ile kasilastiriimasi

X Dalgacik - multigrid | Tam ¢6zim
0588 AB3TSEA00 AB308E+00
1176 36124E4+00 L35992E-+00
1765 S2643E-+H00 52451E+00
2353 H73T0EAH00 6T124E400
2041 T9R02E+00 7951 1E-+00
3529 AB9516EAOD B9 190EA-00
4118 96 183E+00 9583 2E-+00
4706 G95T3E+H00 99210E-+00
5294 99573E+00 9921 0E-+00
3882 SO 183E400 58RI 2EAH00
6471 8951 6E+H00 .89 190E-+00
J059 T9E02EA00 J951 1EA-OD
647 BLT3TOEAO0 LT124E-+H00
8235 2264 3E4-00 2451 E-H00
BE24 6124400 L3599 2EAH00
b412 JA83T5EA00 A8 308E-HO0




Tablo2: 2° ¢ozunirlitkte D, dalgacegi kullanilarak elde edilen

dalgacik — multigrid ¢6zUmunin tam ¢ozam ile kasilastiriimasi

X Dalgacik - multigrid | Tam ¢6zim
0039 12224E-01 S52275E+00
L0078 24446 E-01 S3313E+H00
0117 J36664E—01 S4343E-+00
D156 ABBTTE=01 S5365E+H00
D195 GLI082E—01 S63T9EHO0
0233 J32T9E-01 ST3R4E400
0272 S564E-01 S8381E+H0D
A311 ST63TE-01 S9369E-HOD
0350 JM9E0EA+00 G0348E-00
0389 A 2194 E+00 L0131 8E400
0428 A 3406 E+00 62279E-+H00
0467 J4616E4+00 H3231E-HOD
0506 A 5825E+00 64173E+H00
0545 ATOI0EA+O0 OS5 106E-+00
0584 A8234E+00 G6029E 00
0623 J943E+00 H694 2E-H00
D661 20632E+00 OT845E-+00
0700 2 1826EA 00 HRTIREAO0
0739 J3018E+00 6962 1E-+H0D
D778 L2A4205E4+00 J0493E 00
0817 25390EA+00 T1354E+00
0856 265T0E+00 T2206E-+00
0895 2TT46E+00 J3M6EHDD




Tablo2: Devami

X Dalgacik - multigrid | Tam ¢6zim
0934 28919E+00 J38TSEAHO0)
0973 30087E+00 T4693E+00
1012 S31250E+00 J5501E-+00
1051 32409E+00 T6296E-+00
1089 33563E+00 JT081E+HM)
1128 J4TIZE+00 TT854E-+00
1167 35856 E+00 1861 SE+00
1206 36994 E+00 T9365E+00
1245 S8127E+00 S0102E+00)
1284 J392ME+00 BO82BE+00
1323 A0376E+00 81 542E+H00
1362 41491 E+00 B2243E+00
1401 A2600E+00 B2932E+00
1440 A3TOIE+00 B3IG09E+00
1479 A4TEA00 B4273E4+00
1518 A5888E+00 S4925E+00
1556 A69TIE+00 B5564E+00
1595 A48047E+00 86190E+00
1634 A9115E+00 B6R04E-+00
1673 S0176E+00 ST404E+00
712 S1230E+00 BT EAHM)




Tablo2: Devami

X Dalgacik - multigrid | Tam ¢6zim
1751 S22T6EA00 J2224E-01
1790 S334EAO00 24445E-01
1829 S43MEADD 36663E-01
1868 S5366E+00 ARBT6E—01
1507 S63B0EAH00 LIORTIE-01
1946 STIRSEHO0 J32TTE-01
1984 SEIBZEAD0 B5462E-01
2023 S93TOEA+00 OT635E-01
2062 603 S0E-+H00 J0979E+00
2101 G61320E4-00 J2193E4H00
2140 H2281E400 JA3406E-+H00
2179 .63232E+00 J4616E400
2218 641 TSEAH00 ASE24EHND
2257 BL510TEAO0 AT030E-+H00
2296 H6030EA+00 J8233E4+00
2335 GO943EAH00 A9434E-H0
2374 LHTE40EA+00 2063 1E+H00
2412 GETI9E+OD 21 826E+00
2451 69622 E-4-00 Z230TEAHNW
2490 TO494 E-H00 24 205E-+00
2529 T1356E+00 25389E+00
2568 TJ2207E-HM 26569E-+H00




Tablo2: Devami

X Dalgacik - multigrid | Tam ¢6zim
2607 3047 E-HOO 2T7T46E+00
2646 J3RTTEHO0 2R91 BEHO0
2685 J4695SEA-00 S0086E-+H00
2724 J5502E4+-00 A1250E-+H00
2763 TJO298 E-AH00 S2408EH00
2802 JTOB2EA00 S3562E-+HM0
2840 JTESS5E+H0 S4T71EA+H0
2879 T861TEAO0 A5B55E4H00
2918 J9366EA400 S6993E+H00
2957 SO E+00 SB126E-+H0
2996 BO830E-+00 J9253E4+H00
3035 SIS43E+00 A03T5EA+00
074 B2245E-+00 A1490E+00
3113 B2934E+00 A2599E+00
3152 83611 E+00 A3T02EA+00
3191 B42T5EH00 A4T9REAH00
3230 BA927E+0D ASSRSE-H0
3268 BES00E+H00 AG9TOE+H0
3307 B6192E+H00 AS46E+HO0
3346 BOR0OE A0 A9114E400
3385 BT406EA-00 S01T5EA+H00
3424 BT993E+00 S1229E400




Tablo2: Devami

X Dalgacik - multigrid | Tam ¢6zim
.3463 BB56TE-00 BRS66E+00
3502 89128E+00 B9127E+00
3541 L9676E100 BO6T4E+00
580 S0Z10E--00 SO208E-AH00
3619 S0731E+00 HOT29E+H00
3658 91238E+00 91236E+00
36596 S1732E+00 S1730E+00
3735 S2212E-+00 H2210E400
3774 S26TREA-OD B26THEHMN
3813 931 30E400 S3128E+H00
3852 93568E-+00 93566 E-+00
A891 93992E+00 93990 E+00
3930 S4403E-H00 54401 E-+H00
3969 S4THEAOD BET79TEA00
A008 95181E-+00 H5179EA+00
A047 95549E+00 95547E+H00
4086 S5902E--00 95900 E-+00
A125 S6241EA-00 S6239E-+00
4163 96566E400 96564 E-A00
4202 968 TTE+0O0 D68T4E+00
4241 STIT2E--00 HTITOEAHO0
A280 ST454E--00 9T452E+00




Tablo2: Devami

X Dalgacik - multigrid | Tam ¢6zim
4319 9TT2EA00 O7T19E+00
4358 S7973E-+00 OT79T1EHM
44397 S8210EA400 OB20BEHO0D
4436 S8433E--00 98431 E-+00
4475 98641 E-400 J98639E+00
4514 9883SE+00 J98R33EH00
4553 990 14E-+00 S5011E-+00
4591 S91TTEA00 991 75E-H00
A630 H9326E--00 99324 E+0D
4669 H9461E+00 994 59E-+00
AT08 G9580E-+00 BOSTEEAO0
A747 S9684E-+00 SO9682E-H00
ATE6 S9TT4E 00 S99772EA+0D
A825 SOR49EA-00 SG9R4TEA+O0
A864 99908E-+00 99306 E-+00
4903 999 53E+00 O99S1EHOD
4942 S99E3E-HO0 99981 E+00
A9RI SG999RE+00 9996 E-HOD
5019 99998 E-+00 99996 E-+00
5058 99983E-+00 SOS1EHD
S0487 H9953E--00 9951 E-+H00
5136 S990EE--00 S9S06E-H




Tablo2: Devami

X Dalgacik - multigrid | Tam ¢6zim
5175 99849E1-00 9984 TEA00
5214 S9TT4E+00 G97T2EAHO0D
3233 H9684 E--00 DO682E-+H0
5252 H95R0EA4-00 H95TREA00
5331 99461 E+00 L9459E-4H00
3370 89326 E+00 99324E+00
5409 S91LTTEA-00 LO2175E+H00
5447 9014 E4-00 So01 1E-+H
5486 O8835E+H00 OERIIEA00
5523 98641 E4-00 O8639E+00
5564 HB435E4+00 98431 E-+00
5603 YBZ10E400 98208E+00
5642 S7973E+00 S79TIE+0
5681 STT21E400 STTI9EAH0
5720 ST4SME00 97452E-+H00
5739 971 72E+00 S71T0E+HN
5798 S68TTE+00 LOET4EAU
5837 S6566E+00 B6564E-100
5875 96241 E+00 96239E-+00
5914 935902E+00 J95900E+00
5953 H5549E100 L5MTEHN




Tablo2: Devami

X Dalgacik - multigrid | Tam ¢6zim
5002 S5I81E+00 95179E400
6031 94799E+00 94T9TEA00
6070 94403 F+00 94401 E+00
6109 93992 E4-00 93990E4-00
6148 93568E400 93566E+00
6187 931 30E+00 93128400
6226 92678 E+00 92676E-4-00
6265 922 12E+00 92210E400
6304 91732E+00 91 730E+00
6342 91238F+00 91 236E400
6381 90731 E+00 90T29E400
6420 S0210E+00 90208E-+00
6459 RO676F400 BO6T4E+00
6498 891 28 E-+00 B912TEAH00
6537 SR367TE+00 88 566E400
6576 BT993E400 8T991E+00
6615 ST406E+00 87404E400
6654 RE806E+00 B6804E400
6693 86192E+00 86190E-+00
6732 B5566F+00 85564E-400
6770 84927E+00 8492 5E400
6809 84275E4-00 84273E400
(6848 R3611E+00 BI609E400




Tablo2: Devami

X Dalgacik - multigrid | Tam ¢6zim
6887 B2934E400 B2932E-400
6926 82245E+00 B2243E4+00
6965 B15343E+00 SI542E4+00
J004 S0830E+00 BOB28E+H00
J043 S014E+00 BO10ZE+00
T082 T9366E+00 TJ9365E-H00
J121 JE61TEAOO JE615E+H00
160 JT855E4+00 JTRMEA00
7198 JT082E+00 7081 EAH00
7237 T6298E+00 J6296E4+00
J276 75502E-+00 75501 EH00
J315 74695E+00 TJ4693E4H00
T34 J38TTEAH00 J3RTSEAH00
7393 T3047EH00 T3MM6E-400
7432 TJ2207EA400 TJ2206E-4-00
J471 J1356E4+00 J135M4E+H0
J510 J0494E400 JO493E--00
7549 L9622E4+00 9621 E-H00
7588 68739EA00 GRTIREA00
7626 LTR46E+00 6T845E-+H00
J665 LES43E-HIO 66942 E--00
J704 LH6030E-+H00 GE029E-H00




Tablo2: Devami

X Dalgacik - multigrid | Tam ¢6zim
7143 6510TE+00 65 106E-00
7782 641 75E+00 64173E-+00
7821 63232E4+00 63231 E++00
7860 62281E400 62279E-H00
JTBGG L1320E4-00 BL3TEEA00
7938 603 50E+00 60348 E--00
7977 _59370E+00 59369E-H00
8016 .58382E-400 58381 E-4-00
8054 ST38SE+00 STIR4EH00
BOu3 S6IZ0EA-00 S63TIEA00
8132 55366E-+00 .55365E-+00
8171 S4344E4+00 S4343E--00
8210 .53314E400 S3313EH0
8249 52276E4+00 52275E+00
8288 S1230E400 51229E-+00
8327 501 T6E+00 S0175E-+00
8366 491 15E-+00 A9114E400
B405 ARD4TEAH00 ARMGEA-00
444 AG9TIE+00 AGITOE+00
8482 A5888E+00 ASHSKE-H00
432 A44799E4+00 44798 E--00
8560 A3T03E+00 A3T02E-H00




Tablo2: Devami

X Dalgacik - multigrid | Tam ¢6zim
8599 A2600E+00 A42599E-+00
L8638 AI491E+00 A490EA+00
8677 A03T6E+00 A403T75E+00
8716 39254E+00 J39253E400
8755 AB12FEAHO0 38126 E400
8794 36994E+00 J36993E+00
.BB33 35856E+00 .35855E+00
BR72 34712E+00 J34711E+00
8911 33563E+00 .33562E-+00
8949 .32409E+00 .32408E+00
8088 31250E+00 31250E+00
9027 S0087EHOO 30086 E-4+00
H066 28919E+00 289 18E+00
9105 27746E+00 27746 E+00
9144 26570E+00 26569 E-+00
9183 25390E+00 L25389E-+00
9222 24205E+00 .24205E-+00
H261 2301 8E+00 L23017E400




Tablo2: Devami

X Dalgacik - multigrid | Tam ¢6zim
9300 2 1B26E+00 21826 E+00
9339 20632E+00 20631 E+00
9377 19434E4+00 19434 E-4-00
9416 18234E+00 18233E+00
9455 A T030E+00 AT030EA+00
9494 15825E+00 5824 E-+00
9533 14616E+00 46 16E+00
9572 13406E+00 13406 E+00
9611 A2194E4+00 A2193EA00
9650 T0980E+00 J09T9EAHO0
9689 ST63TE-01 97635E—01
9728 H5464E-01 B5462E-01
9767 J3279E-01 J32TTE-01
9805 H1082E-01 61081 E—01
9844 ABBTTE-01 A8BT6E-01
9883 36664E—01 36663E—01
9922 2446E-01 Z24445E-01
9961 12224E-01 A2224E-01




6. SONUC

Dalgacik dongimuanin 6n kegul olarak oynadii rol bir A matrisi
Uzerine arduk olarak uygulanan ayrik dalgacik dgama ile
orneklendirilir. Dalgacik fikrini multigrid ile biestirmenin bircok
avantaji vardir. Birincisi, ayrikiarilan denklemler, dalgacik bazinda ele
alindginda, 6rnekte oldtu gibi kasul sayisinin dgiiriilmesi nedeniyle
distik bir kosul sayisina sahip olurlaikincisi, donigiim matrislerinin
seyreklgi ve dalgacilarin dgal 6lgcekleme ve c¢oklu ¢ozunurluk analizi
Ozellikleri multigrid semasi gibi iteratif ¢oziculeri hizlandirir. Bilgysa
¢c6zimlerinde ise daha agem ve daha az saklama kapasitesi ile hizli ve
yakinsak ¢6zumler elde etmeye olanak tanir. Dakimen mertebeleri

arttinlarak daha kisa strede tam ¢6ziime yakingtanelde edilir.
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