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ÖZET

Doktora Tezi

WE·INGARTEN YÜZEYLER·I ÜZER·INE

ÖZGÜR KALKAN

Afyon Kocatepe Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Yrd. Doç. Dr. Derya SA¼GLAM

Prof. Dr. Rafael LOPEZ

Bu tez çal¬̧smas¬ beş bölümden oluşmaktad¬r. Birinci bölüm, giri̧s k¬sm¬na

ayr¬larak genel bir literatür bilgisi verilmi̧stir. ·Ikinci bölümde, gerekli temel

kavramlardan söz edilmi̧stir. Üçüncü bölümde, E3 ve E31 de paralel lineer

Weingarten yüzeyleri incelenmi̧stir. Dördüncü bölümde, E31 Minkowski uza-

y¬nda yüzeyin ortalama e¼grili¼giH, Gauss e¼grili¼giK ve a; b; c sabit say¬lar olmak

üzere aH + bK = c ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glayan spacelike ve timelike dönel yüzeyler

s¬n¬�and¬r¬lm¬̧st¬r. Beşinci bölümde, E31 Minkowski uzay¬nda aH + bK = c

ba¼g¬nt¬s¬n¬ sa¼glayan çember parçalar¬n¬n foliasyonu ile elde edilen spacelike

cyclic yüzeyler incelenmi̧stir.

2010, 110 sayfa

ANAHTARKEL·IMELER:Weingarten yüzeyleri, lineerWeingarten yüzey-

leri, paralel yüzeyler, dönel yüzeyler, cyclic yüzeyler.
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ABSTRACT

Ph. D. Thesis

ON WEINGARTEN SURFACES

ÖZGÜR KALKAN

Afyon Kocatepe University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Derya SA¼GLAM

Prof. Dr. Rafael LOPEZ

This thesis consists of �ve chapters. The �rst chapter is devoted to the intro-

duction section and provides a general knowledge of literature. In the second

chapter, we have given about the basic concepts needed. In the third chapter,

in E3 and E31 parallel linear Weingarten surfaces are examined. In the fourth

chapter, spacelike and timelike surfaces of revolution in Minkowski space that

satisfy aH + bK = c; where a; b; c are constants, H and K denote the mean

curvature and Gauss curvature are classi�ed. In the �fth chapter, spacelike

surfaces in Minkowski space E31 foliated by pieces of circles and that satisfy

aH + bK = c are examined.

2010, pages 110

KEY WORDS : Weingarten surfaces, lineer Weingarten surfaces, parallel

surfaces, surface of revolution (rotational surfaces), cyclic surfaces.
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vi



1 G·IR·IŞ

Yüzey teorisinde Weingarten yüzeyleri önemli bir yere sahiptir. Yüzeyin Gauss e¼grili¼gi

K ve ortalama e¼grili¼gi H aras¬nda W (K;H) = 0 veya yüzeyin asli e¼grilikleri k1 ve k2

aras¬nda U(k1; k2) = 0 olacak biçimde bir ba¼g¬nt¬varsa yüzeye Weingarten yüzeyi denir.

Bu yüzeyler ilk olarak Weingarten taraf¬ndan 1861 ve 1863 y¬llar¬nda yapm¬̧s oldu¼gu

çal¬̧smalarda tan¬mlanm¬̧st¬r. Weingarten, çal¬̧smalar¬nda bir dönel yüzeye izometrik

olan tüm yüzeylerin s¬n¬�ar¬n¬vererek bu alanda önemli bir ilerleme kaydetmi̧stir. Bu

sebeple daha sonraki y¬llarda sabit ortalama e¼grilikli veya sabit Gauss e¼grilikli yüzeyler

Weingarten yüzeyleri olarak adland¬r¬lm¬̧st¬r ve bu yüzeyler yüzey teorisi ile ilgilenen bir

çok bilim adam¬n¬n ilgisini çekmi̧stir. ·Ilerleyen y¬llarda bu yüzeylere ait ilk çal¬̧smalar

1945�de Chern, 1951�de Hopf taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r. Biraz daha yak¬n tarihe bakacak

olursak 2003�de Galvez ve 2005�de Kühnel taraf¬ndan yap¬lan çal¬̧smalar örnek olarak

verilebilir. Brunt ve Grant�¬n 1996 y¬l¬nda yapm¬̧s oldu¼gu çal¬̧smada ise Weingarten

yüzeylerinin bilgisayar destekli uygulamalar¬yer almaktad¬r.

Özel olarak a; b ve c 2 R olmak üzere

ak1 + bk2 = c veya aH + bK = c

lineer ba¼g¬nt¬lar¬ndan birini sa¼glayan yüzey lineer Weingarten yüzeyi olarak adland¬r¬l¬r.

Lineer Weingarten yüzeylerinin ilk örnekleri umbilik yüzeyler, sabit ortalama e¼grilikli

(b = 0) ve sabit Gauss e¼grilikli (a = 0) yüzeylerdir. Literatürde bu yüzeylerle ilgili

bir çok çal¬̧sma bulunmas¬na ra¼gmen genel durumda lineer Weingarten yüzeylerinin

s¬n¬�and¬rmas¬halen aç¬k bir problemdir.

E3 de düzgün bir parametreli çember parçalar¬n¬n ailesi ile tan¬mlanan yüzeye cyclic

yüzey denir. Yani cyclic yüzey, çember parçalar¬n¬n foliasyonu ile elde edilen yüzeydir.

Cyclic yüzeylerin en iyi bilinen örneklerinden birisi dönel yüzeylerdir. 1785�de Meusnier,

E3 de bulunan tek minimal dönel yüzeyin katenoid oldu¼gunu ispatlam¬̧st¬r. Delaunay

ise 1841�de s¬f¬rdan farkl¬sabit ortalama e¼grili¼ge sahip dönel yüzeyleri s¬n¬�and¬rm¬̧st¬r.

1868�de Riemann, paralel düzlemlerde çemberlerin foliasyonu ile elde edilen minimal
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yüzeylerin ailesini elde etmi̧stir. Bundan sonra 1869�da Enneper taraf¬ndan yap¬lan

çal¬̧smada, çemberlerin foliasyonu ile elde edilen bir minimal yüzeyin foliasyon düz-

lemlerinin paralel olmas¬gerekti¼gi ve bu durumda yüzeyin bir katenoid veya minimal

yüzeylerin Riemann örneklerinden birisi oldu¼gu ispatlanm¬̧st¬r. Nische ise E3 de çember

parçalar¬n¬n foliasyonu ile elde edilen s¬f¬rdan farkl¬ sabit bir ortalama e¼grili¼ge sahip

bir yüzeyin foliasyon düzlemlerinin paralel oldu¼gunu elde etmi̧stir. Ayr¬ca yüzeyin bir

dönel yüzey oldu¼gunu ve 1841 y¬l¬nda Delaunay taraf¬ndan verilen yüzey örneklerinden

birisi oldu¼gunu ispatlam¬̧st¬r (Nische[1] 1989). Key� boyutta kürelerin foliasyonu ile

elde edilen minimal hiperyüzeyler Jagy taraf¬ndan incelenmi̧stir. 1991 y¬l¬nda Jagy

taraf¬ndan yap¬lan çal¬̧smada 3- boyutlu uzayda oldu¼gu gibi yüzeyin bir dönel yüzey

yani genelleştirilmi̧s katenoid oldu¼gu gösterilmi̧stir.

E31 de yüzeyin ortalama e¼grili¼gi s¬f¬r (H = 0) ise yüzey maksimal yüzey olarak ad-

land¬r¬l¬r. Minkowski uzay¬nda maksimal yüzeyler ile Öklid uzay¬nda minimal yüzeyler

baz¬ benzer özelliklere sahiptir. Örne¼gin maksimal yüzeylerin Weierstrass gösterimi

hemen hemen minimal yüzeylerde oldu¼gu gibi kabul edilir. ·Ilk olarak 1983�de E31 de

maksimal dönel yüzeyleri Kobayashi incelemi̧stir. 1984�de Hano ve Nomizu, E31 de sabit

ortalama e¼grilikli dönel yüzeyleri s¬n¬�and¬rm¬̧slard¬r. 2000�de Lopez R., Lopez F. J. ve

Souam R. yapm¬̧s olduklar¬çal¬̧smada ise çemberlerin foliasyonu ile elde edilen spacelike

maksimal yüzeyleri s¬n¬�and¬rm¬̧slard¬r. Çal¬̧smalar¬nda foliasyon düzlemlerinin kesin-

likle paralel oldu¼gunu göstermi̧slerdir. Ayr¬ca 1983�de Kobayashi taraf¬ndan verilen

dönel yüzey örneklerinin yan¬nda Öklid uzay¬ndaki Riemann yüzeyleri ile ayn¬özellik-

leri gösteren çemberlerin foliasyonu ile elde maksimal yüzey örneklerinin bulundu¼gunu

ispatlam¬̧slard¬r. 2000�de Lopez taraf¬ndan yap¬lan di¼ger bir çal¬̧smada ise E31 de tüm

timelike maksimal cyclic yüzeyler s¬n¬�and¬r¬lm¬̧st¬r. S¬f¬rdan farkl¬sabit ortalama e¼gri-

li¼ge sahip bir yüzey için durum maksimal yüzeyden farkl¬d¬r. 1999�da Lopez bir çal¬̧s-

mas¬nda s¬f¬rdan farkl¬sabit ortalama e¼grili¼ge sahip yüzeyler için foliasyon düzlemleri

spacelike ise düzlemlerin paralel oldu¼gunu ve ayn¬ zamanda yüzeylerin dönel yüzey

oldu¼gunu ispatlam¬̧st¬r. Çemberlerin bulundu¼gu düzlemlerin timelike veya lightlike

oldu¼gu durumlar için çemberler taraf¬ndan oluşturulan sabit ortalama e¼grilikli dönel
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yüzey d¬̧s¬nda yüzey örnekleri verilmi̧stir (Lopez[2] 1999).

Şekil 1.1. E31 de H = 0 ortalama e¼grilikli foliasyon düzlemleri paralel

olan dönel yüzey d¬̧s¬nda bir spacelike cyclic yüzey örne¼gi

Lopez 2001�de yapt¬¼g¬ bir çal¬̧smada, E3 de sabit Gauss e¼grilikli bir yüzey, çember

parçalar¬n¬n foliasyonu ile elde ediliyorsa bu yüzeyin kürenin bir altkümesi oldu¼gunu

veya yüzeyin foliasyon düzlemlerinin paralel oldu¼gunu ispatlam¬̧st¬r. Foliasyon düzlem-

lerinin paralel olmas¬durumundaK s¬f¬rdan farkl¬bir sabit ise yüzey bir dönel yüzeydir,

K = 0 ise yüzey bir genelleştirilmi̧s konidir (Lopez[2] 2001). E31 de sabit Gauss e¼grilikli

yüzeyler için s¬n¬�and¬rma yine Lopez taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r. Çal¬̧smada sabit Gauss

e¼grilikli dönel yüzeyler ve sabit Gauss e¼grilikli cyclic yüzeyler incelenmi̧stir (Lopez

2003).

Şekil 1.2. E31 de K = 0 Gauss e¼grilikli foliasyon düzlemleri paralel

olan dönel yüzey d¬̧s¬nda bir spacelike cyclic yüzey örne¼gi

Lopez 2008�de yapt¬¼g¬bir çal¬̧smas¬nda daha önce E3 de yap¬lan çal¬̧smalar¬n daha genel

bir halini incelemi̧stir. E3 de a; b; c 2 R ve a2 + b2 6= 0 olmak üzere

aH + bK = c
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ba¼g¬nt¬s¬n¬ sa¼glayan lineer Weingarten yüzeyleri çal¬̧sm¬̧st¬r. c = 0 ve c 6= 0 için

"Dönel yüzeylerin yan¬nda başka cyclic lineer Weingarten yüzeyler var m¬d¬r?" sorusu-

nun cevab¬n¬ aram¬̧st¬r. Çal¬̧smas¬nda iki önemli teorem bulunmaktad¬r. Birincisi,

bir parametreli düzlemlerin ailesi içinde bulunan çember parçalar¬n¬n foliasyonu ile

elde edilen bir lineer Weingarten yüzeyin ya bir kürenin altkümesi oldu¼gu ya da fo-

liasyon düzlemlerinin paralel oldu¼gu ispatlanm¬̧st¬r. ·Ikincisi ise bir parametreli paralel

düzlemlerin ailesi içinde bulunan çember parçalar¬n¬n foliasyonu ile elde edilen bir

lineer Weingarten yüzeyin ya bir dönel yüzeyin parças¬ oldu¼gu ya Riemann mini-

mal yüzey (H = 0) örneklerinin bir parças¬ oldu¼gu ya da genelleştirilmi̧s koninin

(K = 0) bir parças¬oldu¼gu ispatlanm¬̧st¬r. Bunlar¬n yan¬nda sonuç olarak dönel yüzey

hariç aH + bK = c ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glayan cyclic yüzeylerin, minimal yüzeylerin Riemann

örnekleri ve genelleştirilmi̧s koniler oldu¼gu verilmi̧stir (Lopez[3] 2008).

Lopez taraf¬ndan 2008 y¬l¬nda yap¬lan di¼ger bir çal¬̧smada ise E3 dem;n 2 R ve yüzeyin

asli e¼grilikleri k1; k2 olmak üzere

k1 = mk2 + n

ba¼g¬nt¬s¬n¬ sa¼glayan lineer Weingarten yüzeyleri ele al¬nm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smada

(m;n) = (m; 0) olmak üzere bir cyclic lineer Weingarten yüzeyin foliasyon düzlem-

lerinin paralel oldu¼gu k¬saca yüzeyin Riemann tipli oldu¼gu ispatlanm¬̧st¬r. Ayr¬ca bir

Riemann tipli lineer Weingarten yüzeyin ya bir dönel yüzey ya da minimal yüzeylerin

klasik Riemann örnekleri oldu¼gu gösterilmi̧stir (Lopez[1] 2008). Burada belirtelim ki

umbilik yüzeyler (m;n) = (1; 0) veya sabit ortalama e¼grilikli yüzeyler (m = �1) birer

lineer Weingarten yüzeyidir.

·Ikinci bölümde, 3�boyutlu Minkowski uzay¬ için temel kavramlar ve E31 Minkowski

uzay¬n¬n izometrileri, E31 Minkowski uzay¬nda e¼griler ve yüzeyler ile ilgili baz¬ temel

özellikler verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, E3 Öklid uzay¬nda ve E31 Minkowski uzay¬nda bir M yüzeyinin li-

neer Weingarten yüzeyi olmas¬ için gerek ve yeter koşulun bu yüzeyin paraleli olan
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Mr yüzeyinin de lineer Weingarten yüzeyi olmas¬gerekti¼gi gösterilmi̧stir. Bir lineer

Weingarten yüzeyin tipi � := a2 + 4bc diskriminant¬n¬n i̧saretine ba¼gl¬d¬r. E¼ger � < 0

ise M yüzeyi hiperbolik, � > 0 ise M yüzeyi eliptik olarak adland¬r¬l¬r. � = 0 ise

M yüzeyi bir tubular yüzeyidir (Lopez[1] 2008). Bu tan¬mdan yararlan¬larak (M;Mr)

yüzey çiftinin r uzakl¬¼g¬na göre tiplerini belirten teoremler ifade edilmi̧stir.

Dördüncü bölümde, E31 Minkowski uzay¬nda aH+bK = c ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glayan spacelike

ve timelike dönel yüzeyler incelenmi̧stir. Yüzeyin dönme ekseninin causal karakterine

ba¼gl¬olarak dönel yüzeyler s¬n¬�and¬r¬lm¬̧st¬r.

Tez çal¬̧smam¬z¬n as¬l k¬sm¬n¬ oluşturan beşinci bölümde aH + bK = c ba¼g¬nt¬s¬n¬

sa¼glayan spacelike cyclic yüzeyler incelenmi̧stir. E31 de foliasyon düzlemleri paralel

olan bir M spacelike cyclic yüzey, lineer Weingarten yüzeyi ise M nin aşa¼g¬da verilen

yüzeylerden birisi oldu¼gu ispatlanm¬̧st¬r.

1. M bir dönel yüzeydir.

2. M , maksimal yüzeylerin Riemann örneklerinden birisidir.

3. M , K = 0 şart¬n¬sa¼glayan yüzey örneklerinden birisidir.

Ayr¬ca bir M spacelike cyclic yüzey, lineer Weingarten yüzeyi ise M nin ya bir pseudo-

hiperbolik yüzey oldu¼gu ya da foliasyon düzlemlerinin paralel oldu¼gu gösterilmi̧stir.
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2 Temel Kavramlar

Tan¬m 2:1: u = (u1; u2; u3) ve v = (v1; v2; v3) olmak üzere

hu; vi = u1v1 + u2v2 � u3v3

metri¼gi ile verilen E31 = (R3; h; i) metrik uzay¬na Lorentz-Minkowski uzay¬ denir. h; i

metri¼gi de Lorentz metri¼gi olarak adland¬r¬l¬r.

Ayn¬zamandaE31 = (R3; h; i)metrik uzay¬Minkowski uzay¬ve h; imetri¼gi de Minkowski

metri¼gi olarak da adland¬r¬l¬r. h; i Minkowski metri¼gi indeksi 1 olan non-dejenere bir

metriktir. Ayr¬ca

hu; vi = ut

0BBB@
1 0 0

0 1 0

0 0 �1

1CCCA v = utGv
yaz¬labilir (O�Neill 1983, Duggal ve Bejancu 1996).

Tan¬m 2:2: Bir v 2 E31 vektörü için;

(i) hv; vi > 0 veya v = 0 ise v vektörüne spacelike (uzays¬) vektör,

(ii) hv; vi < 0 ise v vektörüne timelike (zamans¬) vektör,

(iii) hv; vi = 0 ise v vöktörüne lightlike veya null (¬̧s¬ks¬) vektör denir (O�Neill 1983,

Duggal ve Bejancu 1996).

Burada belirtelim ki v = 0 vektörü için hv; vi = 0 olmas¬na ra¼gmen bu vektör spacelike

vektördür.

Tan¬m 2:3: E31 Minkowski uzay¬olmak üzere;

(i) C = f(x; y; z) 2 E31 ; x2 + y2 � z2 = 0g � f(0; 0; 0)g şeklinde tan¬ml¬C kümesine

E31 in ¬̧s¬k konisi,

(ii) T = f(x; y; z) 2 E31 ; x2 + y2 � z2 < 0g şeklinde tan¬ml¬T kümesine E31 in
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zaman konisi denir (O�Neill 1983, Duggal ve Bejancu 1996).

Şekil 2.1. Minkowski uzay¬nda causal karakter

Tan¬m 2:4: u; v 2 E31 için u 6= 0 ve v 6= 0 olmak üzere hu; vi = 0 ise, bu durumda u ve

v vektörlerine ortogonal vektörler denir u?v şeklinde gösterilir (O�Neill 1983, Duggal

ve Bejancu 1996).

Tan¬m 2:5: E31 = (R3; h; i) Minkowski uzay¬ve U � R3 olsun. U üzerinde indirgenmi̧s

metrik h; iU olmak üzere

(i) h; iU pozitif tan¬ml¬ise U altuzay¬na spacelike,

(ii) h; iU metri¼ginin indeksi 1 ve nondejenere ise U altuzay¬na timelike,

(iii) h; iU dejenere ve U 6= 0 ise U altuzay¬na lightlike denir (O�Neill 1983, Duggal

ve Bejancu 1996).

U? = fv 2 R3 : hv; wi = 0; 8w 2 Ug cümlesine de U nun dik uzay¬denir. (O�Neill

1983, Duggal ve Bejancu 1996).

Önerme 2:1: U; skalar çarp¬ml¬ bir V vektör uzay¬n¬n alt uzay¬ olsun. Aşa¼g¬daki

önermeler do¼grudur.

(i) boyU? = boyV � boyU:

(ii) (U?)? = U:

(iii) U non-dejenere altuzay ise U? de non-dejenere altuzayd¬r (O�Neill 1983, Duggal

ve Bejancu 1996).

Şimdi causal karaktere ba¼gl¬olarak altuzaylar¬n karakterizasyonlar¬n¬verelim.
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Önerme 2:2: v 2 E31 ve U � E31 olmak üzere

(i) v vektörünün timelike vektör olmas¬için gerek ve yeter koşul hvi? düzleminin

spacelike olmas¬d¬r. Dolay¬s¬yla E31 = hvi�hvi
? olur. v nin spacelike vektör olmas¬için

gerek ve yeter koşul ise hvi? düzleminin timelike olmas¬d¬r.

(ii) U altuzay¬n¬n spacelike olmas¬için gerek ve yeter koşul U? in timelike olmas¬d¬r.

(iii) U altuzay¬n¬n lightlike olmas¬için gerek ve yeter koşul U? in lightlike olmas¬d¬r

(O�Neill 1983, Duggal ve Bejancu 1996).

Önerme 2:3: u; v 2 E31 olsun.

(i) u ve v vektörleri lightlike vektörler ise hu; vi = 0 olmas¬için gerek ve yeter koşul

u ve v nin lineer ba¼g¬ml¬vektörler olmas¬d¬r.

(ii) u ve v vektörleri hu; vi = 0 şart¬n¬sa¼glayan timelike veya lightlike vektörler ise

u ve v lightlike vektörlerdir (O�Neill 1983, Duggal ve Bejancu 1996).

Önerme 2:4: U � E31 iki boyutlu bir altuzay olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki önermeler

denktir:

(i) U timelike altuzayd¬r.

(ii) U da lineer ba¼g¬ms¬z iki lightlike vektör vard¬r.

(iii) U da bir timelike vektör vard¬r (O�Neill 1983, Duggal ve Bejancu 1996).

·Ispat (i)ii) fe1; e2; e3g; E31 in ortonormal taban¬olsun. Bu durumda e1 + e2 veya

e2 � e3 lineer ba¼g¬ms¬z lightlike vektörlerdir.

(ii)iii) u ve v lineer ba¼g¬ms¬z lightlike vektörler ise

hu� v; u� vi = �2 hu; vi

hu; vi 6= 0 oldu¼gundan u+ v veya u� v timelike vektördür.

(iii)i) v; U da timelike vektör olsun. Bu durumda U? � hvi? ve hvi? spacelike düzlem

oldu¼gundan U? de spacelike olur. Dolay¬s¬yla U timelike altuzayd¬r.

Tan¬m 2:6: u 2 E31 vektörü verilsin.
p
jhu; uij say¬s¬na u vektörünün normu denir ve

kuk ile gösterilir (O�Neill 1983, Duggal ve Bejancu 1996).
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Şimdi timelike vektörler için Cauchy-Shwartz eşitsizli¼gini verelim. Bu eşitsizlik iki time-

like vektör aras¬ndaki aç¬y¬tan¬mlamam¬z¬sa¼glar.

Teorem 2:1: u ve v timelike vektörler olsun. Bu taktirde

jhu; vij �
p
�hu; ui

p
�hv; vi

dir ve eşitlik durumunun sa¼glanmas¬için gerek ve yeter koşul u ve v vektörlerinin lineer

ba¼g¬ml¬olmas¬d¬r. u ve v vektörleri ayn¬zaman konisi içinde ise

hu; vi = � juj jvj cosh'

olacak biçimde bir tek ' � 0 say¬s¬ vard¬r. ' say¬s¬na u ve v vektörleri aras¬ndaki

hiperbolik aç¬denir (O�Neill 1983, Duggal ve Bejancu 1996).

Sonuç 2:1: u; v ayn¬zaman konisinde yatan iki timelike vektör olsun. Bu taktirde

ju+ vj � juj+ jvj

dir ve eşitlik durumunun sa¼glanmas¬için gerek ve yeter koşul u ve v vektörlerinin lineer

ba¼g¬ml¬olmas¬d¬r (Lopez[4] 2008).

Tan¬m 2:7: u ve v; E31 uzay¬n¬n vektörleri olsun. u = (u1; u2; u3) ve v = (v1; v2; v3)

olmak üzere

u� v = (�(u2v3 � u3v2);�(u1v3 � u3v1); u1v2 � u2v1)

eşitli¼giyle belirli u� v vektörüne u ile v nin vektörel çarp¬m¬denir (Lopez[4] 2008).

i 2 f1; 2; 3g için ei = (�i1; �i2; �i3) olmak üzere,

u� v =

���������
e1 e2 �e3
u1 u2 u3

v1 v2 v3

���������
determinant¬aç¬larak e1; e2;�e3 vektörlerine göre düzenlenirse elde edilen vektörün u�v

vektörüne eşit oldu¼gu kolayca görülür (Lopez[4] 2008).
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Tan¬m 2:8: u; v; w 2 E31 olmak üzere hu� v; wi say¬s¬na u; v; w vektörlerinin karma

çarp¬m¬denir (Lopez[4] 2008).

Önerme 2:7: hu� v; wi = det(u; v; w) dir (Lopez[4] 2008).

Önerme 2:8: u; v 2 E31 olmak üzere

(i) 8u; v 2 E31 ; u� v = �v � u:

(ii) u� v vektörü u ve v vektörlerine diktir.

(iii) u� v = 0 olmas¬için gerek ve yeter koşul fu; vg nin lineer ba¼g¬ml¬olmas¬d¬r.

(iv) u� v 6= 0 vektörünün P = hu; vi düzleminde olmas¬için gerek ve yeter koşul P

düzleminin lightlike olmas¬d¬r (Lopez[4] 2008).

Şimdi zaman yönlendirmesi tan¬m¬n¬verelim. ·Ilk olarak vektör uzay¬ndaki yönlendirmeyi

hat¬rlayal¬m.

Tan¬m 2:9: R3 vektör uzay¬n¬n iki taban¬ B = f�1; �2; :::; �ng ve

B0 = f�01; �02; :::; �0ng olsun. B0 taban¬n¬n B taban¬na göre matrisi P oldu¼guna göre,

detP > 0 ise B0 taban¬n¬n yönü B taban¬n¬n yönüne eşittir denir.

B0 taban¬n¬n yönü B taban¬n¬n yönüne eşit ise bu durumu B0RB yazarak gösterelim.

Böylece R3 uzay¬n¬n taban¬n¬n kümesinde R ba¼g¬nt¬s¬tan¬mlanm¬̧s olur. Bu ba¼g¬nt¬bir

denklik ba¼g¬nt¬s¬d¬r.

B0 taban¬nda iki vektörün yeri de¼gi̧stirildi¼ginde P matrisinde iki sütunun yeri de¼gi̧sir.

Bundan dolay¬da detP say¬s¬n¬n i̧sareti de¼gi̧sir. Bu gerçekten yararlanarak R denklik

ba¼g¬nt¬s¬n¬n birbirinden farkl¬ iki tane denklik s¬n¬f¬n¬n bulundu¼gu gösterilebilir. Bu

denklik s¬n¬�ar¬ndan birini seçip, o denklik s¬n¬f¬na "pozitif yön" ad¬n¬ verelim. Bu

denklik s¬n¬f¬ndaki her bir tabana da "pozitif yönlü taban" diyece¼giz. Öteki denklik

s¬n¬f¬na "negatif yönlü taban" diyece¼giz.

Bir denklik s¬n¬f¬n¬belirtmek için bu denklik s¬n¬f¬ndaki elemanlardan birinin verilmesi

yeterlidir. Rn vektör uzay¬n¬n do¼gal taban¬n¬n denklik s¬n¬f¬n¬pozitif yön olarak seçmek

akla en yatk¬n bir seçimdir.
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Rn vektör uzay¬n¬n do¼gal taban¬ad¬n¬verdi¼gimiz taban,

ej = (�1j; �2j; :::; �nj)

eşitli¼giyle tan¬mlanm¬̧s fe1; e2; :::; eng taban¬d¬r. f�01; �02; :::; �0ng taban¬ndan fe1; e2; :::; eng

taban¬na geçi̧s matrisi P ise det(e1; e2; :::; en) = 1 oldu¼gu gözönüne al¬narak

det(�01; �
0
2; :::; �

0
n) = det(P ) det(�1; �2; :::; �n)

oldu¼gundan

det(�01; �
0
2; :::; �

0
n) = det(P )

bulunur. Buna göre f�01; �02; :::; �0ng taban¬n¬n pozitif yönlü bir taban olmas¬için gerek

ve yeter koşul

det(�01; �
0
2; :::; �

0
n) > 0

olmas¬d¬r (Sabuncuo¼glu, 2006).

E31 Minkowski uzay¬nda, h; i Lorentz metri¼gi kullan¬ld¬¼g¬ndan zaman yönlendirmesi

kavram¬n¬metrikle birlikte verece¼giz.

E31 deB = fe1; e2; e3g veB0 = fe
0
1; e

0
2; e

0
3g ortonormal tabanlar olmak üzere� ba¼g¬nt¬s¬n¬

e3 ve e03 ayn¬zaman konisi içinde yani (he3; e03i < 0) ise B � B0

olarak tan¬mlayal¬m. Bu ba¼g¬nt¬E31 in ortonormal tabanlar¬n¬n kümesi üzerinde bir

denklik ba¼g¬nt¬s¬d¬r. Zaman yönlendirmesi olarak adland¬r¬lan iki tane denklik s¬n¬f¬

vard¬r. Di¼ger taraftan her s¬n¬f bir tek zaman konisini belirtir. Kaŗs¬t olarak zaman

konisi verildi¼ginde bir tek zaman yönlendirmesi vard¬r ki bu yönlendirmeye ait tüm

tabanlar¬n son vektörleri bu zaman konisinin içindedir (Lopez[4] 2008).

Tan¬m 2:10: E3 = (0; 0; 1) olsun. Bir v timelike vektörü verildi¼ginde

v 2 C(E3) yani hv; E3i < 0 ise v vektörüne ileri yönlendirilmi̧s (future directed),

v 2 C(�E3) yani hv; E3i > 0 ise v vektörüne geri yönlendirilmi̧s (past directed) denir.

Di¼ger bir deyi̧sle v = (v1; v2; v3) vektöründe v3 > 0 ise v ye ileri yönlendirilmi̧s (future

directed) ve v3 < 0 ise v ye geri yönlendirilmi̧s (past directed) denir (Lopez[4] 2008).
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2.1 E3
1 Minkowski Uzay¬n¬n ·Izometrileri

Bu k¬s¬mda E31 Minkowski uzay¬n¬n izometrilerini verece¼giz ve burada referans¬m¬z

(Lopez[4] 2008) olacakt¬r.

E31 ün vektör izometrilerinin kümesini O1(3) ile gösterece¼giz. B ve B0 ortonormal ta-

banlar olmak üzere koordinat de¼gi̧simleri için A matrisi AtGA = G eşitli¼gini sa¼glar.

Dolay¬s¬yla

O1(3) = fA 2 GL(3;R) : det(A) = �1; AtGA = Gg

dir. Determinant¬1 olan izometrilerin kümesini SO1(3) ile gösterelim. SO1(3) kümesi

özel Lorentz grubu olarak adland¬r¬l¬r. Bu grup, R3 deki yönlendirme ile ili̧skilidir.

Yönlendirmeyi do¼gal tabana göre seçelim. B ortonormal taban ise B 2 SO1(3) olmas¬

için gerek ve yeter koşul B nin pozitif yönlendirilmi̧s olmas¬d¬r.

Ortocrone grubunu

O+1 (3) = fA 2 O1(3) : A zaman yönlendirmesini korur.}

ile tan¬mlayal¬m. B taban¬ileri yönlendirilmi̧s ortonormal taban verildi¼ginde B0 = AB

eşitli¼giyle elde edilen B0 taban¬ da ileri yönlendirilmi̧s ise A zaman yönlendirmesini

korur denir. Buna göre A 2 O+1 (3) olmas¬ için gerek ve yeter şart a33 > 0 olma-

s¬d¬r. O+1 (3) grubunun iki bileşeni vard¬r. Bunlardan biri O
+
1 (3) \ SO1(3); di¼geri ise

O+1 (3)� (O+1 (3) \ SO1(3)) dür.

Özel Lorentz ortocrone grubunun kümesini

O++1 (3) = O+1 (3)\SO1(3) = fA 2 O1(3) : det(A) = 1; A zaman yönlendirmesini korur.g

kümesiyle tan¬mlayal¬m. Bu küme bir gruptur ve I 2 O++1 (3) dür. Topolojik olarak8>>><>>>:
0BBB@
1 0 0

0 cosh(t) sinh(t)

0 sinh(t) cosh(t)

1CCCA ; t 2 R

9>>>=>>>;
altkümesi s¬n¬rl¬olmad¬¼g¬ndan O++1 (3) kompakt de¼gildir.
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Teorem 2:1:1: O1(3) grubunun ba¼glant¬l¬bileşenleri

O++1 (3) = fA 2 O1(3); det(A) = 1; a33 > 0g;

O+�1 (3) = fA 2 O1(3); det(A) = 1; a33 < 0g;

O�+1 (3) = fA 2 O1(3); det(A) = �1; a33 > 0g;

O��1 (3) = fA 2 O1(3); det(A) = �1; a33 < 0g

d¬r.

E31 de kat¬hareket bir vektör izometrisi ile bir ötelemenin bileşkesidir.

Şimdi L do¼grusunu sabit b¬rakan O++1 (3) grubunun izometrilerini verelim. Bu tip

izometrilere itme (boost) denir. L do¼grusunun causal karakterine ba¼gl¬ olarak bu

izometriler üç tiptedir:

(1) L timelike bir do¼gru olsun. L = hE3i oldu¼gunu kabul edelim.

A =

0BBB@
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

1CCCA
olmak üzere AE3 = E3 oldu¼gundan a13 = a23 = 0 ve a33 = 1 dir.

AtGA =

26664
a211 + a

2
21 � a231 a11a12 + a21a22 � a31a32 a11a13 + a21a23 � a31a33

a11a12 + a21a22 � a31a32 a212 + a
2
22 � a232 a12a13 + a22a23 � a32a33

a11a13 + a21a23 � a31a33 a12a13 + a22a23 � a32a33 a213 + a
2
23 � a233

37775
oldu¼gundan AtGA = G eşitli¼ginden a31 = a32 = 0 ve

a211 + a
2
21 = 1; a11a12 + a21a22 = 0; a212 + a

2
22 = 1

elde edilir. Bu eşitliklerden

a11 = a22 = cos �; a12 = sin �; a21 = � sin �

d¬r. Bu taktirde

A =

0BBB@
cos � sin � 0

� sin � cos � 0

0 0 1

1CCCA
13



d¬r.

(2) L spacelike bir do¼gru olsun. L = hE1i oldu¼gunu kabul edelim.

A =

0BBB@
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

1CCCA
olmak üzere AE3 = E3 oldu¼gundan a21 = a31 = 0 ve a11 = 1 dir. AtGA = G eşitli¼ginden

a12 = a13 = 0 ve

a222 � a232 = 1; a22a23 � a32a33 = 0; a223 � a233 = �1

elde edilir. Eşitliklerden

a22 = a33 = cosh �; a23 = a32 = sinh �

bulunur. Bu taktirde

A =

0BBB@
1 0 0

0 cosh � sinh �

0 sinh � cosh �

1CCCA
d¬r.

(3) L lightlike bir do¼gru olsun. L = hE2 + E3i oldu¼gunu kabul edelim.

A =

0BBB@
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

1CCCA
olmak üzere A(E2 + E3) = E2 + E3 oldu¼gundan

a12 + a13 = 0; (2.1)

a22 = 1� a23

ve

a32 = 1� a33
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elde edilir. (2.1) de a12 = � al¬n¬rsa a13 = �� olacakt¬r. G = AtGA eşitli¼ginden

a211 + a
2
21 � a231 = 1;

a11� + a22a21 � a32a31 = 0;

�a11� + a23a21 � a33a31 = 0;

�2 + a222 � a232 = 1;

��2 + a22a23 � a32a33 = 0;

ve

�2 + a223 � a233 = �1

elde edilir. Yukar¬daki eşitliklerden

a23 =
�2

2
; a32 = �

�2

2
; a33 = 1 +

�2

2
; a22 = 1�

�2

2
(2.2)

bulunur. Bu taktirde

A =

0BBBB@
1 � ��

�� 1� �
2

2

�2

2

�� ��
2

2
1 +

�2

2

1CCCCA
d¬r.

Son olarak E31 Minkowski uzay¬nda çember kavram¬n¬verelim.

Tan¬m 2:1:1: E31 Minkowski uzay¬nda s¬f¬rdan farkl¬sabit e¼grilikli düzlemsel e¼grilere

çember denir.

Bu tür e¼griler Öklid uzay¬nda çemberlerle ayn¬rolü oynarlar. E3 Öklid uzay¬nda çember

şöyle verilir: G bir L do¼grusunu sabit b¬rakan dönmelerin grubu ve p0 =2 L olsun.

fA:p0 : A 2 Gg kümesi, L�ye dik düzlemde bulunan, p0 noktas¬n¬içeren bir çemberdir.

E31 Minkowski uzay¬nda L bir do¼gru ve p0 =2 L olsun. L�nin itmelerinin grubu G ile

gösterilsin. L do¼grusunun causal karakterine ba¼gl¬olarak çemberler aşa¼g¬daki gibidir:
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(1) L do¼grusu timelike olsun. L = hE3i oldu¼gunu düşünelim. Bu taktirde

G =

8>>><>>>:R� =
0BBB@

cos � sin � 0

� sin � cos � 0

0 0 1

1CCCA : � 2 R

9>>>=>>>;
ile verilir. Buna göre fR�(p0); � 2 Rg kümesi z = z0 düzleminde yar¬çap¬

p
x20 + y

2
0

olan çemberdir. r > 0 ve c 2 L olmak üzere

�(s) = c+ r(cos se1 + sin se2)

dir.

(2) L do¼grusu spacelike olsun. L = hE1i oldu¼gunu düşünelim. Bu taktirde

G =

8>>><>>>:R� =
0BBB@
1 0 0

0 cosh � sinh �

0 sinh � cosh �

1CCCA : � 2 R

9>>>=>>>;
ile verilir. Buna göre p0 noktas¬n¬n yörüngesi x = x0 düzleminde

y2 � z2 = y20 � z20 hiperbolünün kollar¬d¬r. r > 0 ve c 2 L olmak üzere

�(s) = c+ r(sinh se2 + cosh se3)

dir.

(3) L do¼grusu lightlike olsun. L = hE2 + E3i oldu¼gunu düşünelim. Bu taktirde

G =

8>>>><>>>>:R� =
0BBBB@

1 � ��

�� 1� �
2

2

�2

2

�� ��
2

2
1 +

�2

2

1CCCCA : � 2 R

9>>>>=>>>>;
ile verilir. Buna göre fR�(p); � 2 Rg kümesi, asal ekseni hE2 � E3i do¼grusuna paralel,

fx2 � x3 = 0g düzleminde bir paraboldür. r > 0 ve c 2 L olmak üzere

�(s) = c+ se1 +
rs2

2
(e2 + e3)

dir.
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2.2 E3
1 Minkowski Uzay¬nda E¼griler

Tan¬m 2:2:1 I, R nin bir aç¬k aral¬¼g¬olmak üzere � : I ! E31 biçiminde di¤erensiyel-

lenebilir bir dönüşüm ise � ya E31 uzay¬nda bir e¼gri denir (Lopez
[4] 2008).

Tan¬m 2:2:2: ��(
d
dx
(t)) vektörüne, � e¼grisinin �(t) noktas¬ndaki h¬z vektörü denir ve

k¬saca �0(t) ile gösterilir (Lopez[4] 2008).

Tan¬m 2:2:3: � : I ! E31 e¼grisi verilsin.

(i) �0(t) vektörü spacelike ise � ya spacelike e¼gri

(ii) �0(t) vektörü timelike ise � ya timelike e¼gri

(iii) �0(t) vektörü lightlike ise � e¼grisine lightlike e¼gri denir (Lopez[4] 2008).

Tan¬m 2:2:4: E31 de, lightlike olmayan bir � e¼grisi için h�0(t); �0(t)i = �1 ve lightlike bir

� e¼grisi için h�00(t); �00(t)i = 1 ise � ya pseudo yay uzunluklu olarak parametrelendirilmi̧s

denir (Lopez[4] 2008).

Dikkat edilirse bir � lightlike e¼grisi için �00(t) bir spacelike vektördür. Bundan sonra

e¼griler pseudo yay uzunluklu parametrelendirilmi̧s olarak al¬nacakt¬r.

Tan¬m 2:2:5: � : I ! E31 e¼grisi verilsin. Her t 2 I için �0(t) 6= 0 ise bu e¼griye regüler

e¼gri denir (Lopez[4] 2008).

Tan¬m 2:2:6: E31 uzay¬nda birim h¬zl¬� : I ! E31 e¼grisi için

T (t) = �0(t)

eşitli¼giyle belirli T (t) vektörüne � e¼grisinin �(t) noktas¬ndaki birim te¼get vektörü denir

(Lopez[4] 2008).

T(s) vektörü �(s) noktas¬nda T�(s)(E31) vektör uzay¬n¬n bir alt vektör uzay¬n¬gerer. Bu

alt vektör uzay bir boyutlu bir alt vektör uzayd¬r. Geometrik olarak �(s) noktas¬ndan

geçen ve T (s) vektörüne paralel bir do¼grudur. Bu do¼gruya e¼grinin �(s) noktas¬ndaki

te¼get uzay¬denir ve T�(s)(�(I)) biçiminde gösterilir.
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2.2.1 E¼grilik, Burulma ve Frenet Formülleri

Bu bölümde E31 de birim h¬zl¬bir e¼grinin e¼grilik ve burulma fonksiyonlar¬ ile Frenet

formüllerini verece¼giz. Bu k¬s¬m için referans¬m¬z (Lopez[4] 2008) dir.

(a) � e¼grisi timelike ise:

hT 0(t); T (t)i = 0 oldu¼gundan s¬f¬rdan farkl¬T 0(t) vektörü spacelike bir vektördür. �

e¼grisinin �(t) noktas¬ndaki e¼grili¼gi �(t) = kT 0(t)k ile tan¬mlan¬r. � fonksiyonuna da �

n¬n e¼grili¼gi denir.

N(t) =
T 0(t)

�(t)
=

�
00
(t)

k�00(t)k
eşitli¼giyle tan¬mlanan N(t) vektörüne e¼grinin �(t) noktas¬ndaki normal vektörü denir.

Ayr¬ca �(t) = hT 0(t); N(t)i olur.

B(t) = T (t)�N(t)

eşitli¼giyle tan¬mlanan B(t) birim vektörüne e¼grinin �(t) noktas¬ndaki binormal vektörü

denir. Burada B(t) vektörü spacelike vektördür. T (t); N(t); B(t) vektörlerine e¼grinin

�(t) noktas¬ndaki Frenet vektörleri denir. fT (t); N(t); B(t)g kümesine e¼grinin �(t)

noktas¬ndaki Frenet çat¬s¬denir. � e¼grisinin �(t) noktas¬ndaki burulmas¬

�(t) = hN 0(t); B(t)i

olarak tan¬mlan¬r. � fonksiyonuna da e¼grinin burulmas¬denir. Bu taktirde � e¼grisinin

Frenet formülleri 0BBB@
T 0

N 0

B0

1CCCA =

0BBB@
0 � 0

� 0 �

0 �� 0

1CCCA
0BBB@
T

N

B

1CCCA
olarak elde edilir.

(b) � e¼grisi spacelike ise:

Bu taktirde T 0(t) vektörünün causal karakterine ba¼gl¬olarak üç durum vard¬r:

(b.1) T 0(t) vektörü spacelike vektör olsun. Bu taktirde �(t) = kT 0(t)k ;

N(t) = T 0(t)=�(t) ve B(t) = T (t) � N(t) yaz¬l¬r. E¼grinin �(t) noktas¬ndaki normal
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vektörü N(t); binormal vektörü B(t) ve e¼grili¼gi �(t) olmak üzere e¼grinin Frenet formül-

leri 0BBB@
T 0

N 0

B0

1CCCA =

0BBB@
0 � 0

�� 0 �

0 � 0

1CCCA
0BBB@
T

N

B

1CCCA
olarak elde edilir. Burada e¼grinin �(t) noktas¬ndaki burulmas¬

�(t) = h�N 0(t); B(t)i

dir.

(b.2) T 0(t) vektörü timelike vektör olsun. E¼grinin �(t) noktas¬ndaki normal vektörü

N(t) = T 0(t)=�(t) ve e¼grili¼gi �(t) =
p
�hT 0(t); T 0(t)i dir. B(t) = T (t)�N(t) binormal

vektörü spacelike olur. Bu taktirde Frenet formülleri0BBB@
T 0

N 0

B0

1CCCA =

0BBB@
0 � 0

� 0 �

0 � 0

1CCCA
0BBB@
T

N

B

1CCCA
olarak elde edilir. Burada e¼grinin �(t) noktas¬ndaki burulmas¬

�(t) = hN 0(t); B(t)i

dir.

(b.3) T 0(t) vektörü lightlike vektör olsun. T (t) vektörü ile lineer ba¼g¬ms¬z olan normal

vektörüN(t) = T 0(t) olarak tan¬mlayal¬m. hN(t); B(t)i = 1 olmak üzere T (t) vektörüne

dik olacak biçimdeki bir tek lightlike B(t) vektörüne, � e¼grisinin �(t) noktas¬ndaki

binormal vektörü denir. Bu taktirde Frenet formülleri0BBB@
T 0

N 0

B0

1CCCA =

0BBB@
0 � 0

0 � 0

�� 0 ��

1CCCA
0BBB@
T

N

B

1CCCA (2.3)

olarak elde edilir.

(c) � e¼grisi lightlike ise:
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� e¼grisi lightlike oldu¼gundan �00(t) birim spacelike vektördür. T (t) = �0(t) te¼get vek-

törü lightlike vektördür. E¼grinin �(t) noktas¬ndaki normal vektörünü N(t) = T 0(t) ve

hT (t); B(t)i = 1 olmak üzere N(t) vektörüne dik olacak biçimdeki bir tek lightlike B(t)

vektörünü �(t) noktas¬ndaki binormal vektör olarak tan¬mlayal¬m. Bu taktirde Frenet

formülleri 0BBB@
T 0

N 0

B0

1CCCA =

0BBB@
0 � 0

� 0 ��

0 �� 0

1CCCA
0BBB@
T

N

B

1CCCA (2.4)

olarak elde edilir. (2.3) ve (2.4) formüllerinde � e¼grili¼gi 0 ve 1 de¼gerini al¬r. � = 0 ise

� e¼grisi bir do¼gru, di¼ger durumlarda � = 1 al¬narak i̧slemler yap¬lacakt¬r.

2.3 E3
1 Minkowski Uzay¬nda Spacelike ve Timelike Yüzeyler

M , E31 de bir yüzey ve x : M ! E31 bir immersiyon olsun. Yani x; diferensiyel-

lenebilir dönüşüm ve 8p 2 M için dxp : Tp(M) ! E31 birebirdir. E
3
1 uzay¬nda h; ip

Lorentz metri¼ginin x ile geri getirilmi̧si gp olsun. Buna göre gp = x�(h; ip) oldu¼gundan

8u; v 2 Tp(M) olmak üzere

gp(u; v) = hu; vip = hdxp(u); dxp(v)i

olur. Burada Tp(M) uzay¬üç tipte olabilir:

(1) gp pozitif tan¬ml¬ise TpM spacelike düzlemdir.

(2) gp metri¼ginin indeksi 1 ise TpM timelike düzlemdir.

(3) gp dejenere metrik ise TpM lightlike düzlemdir.

Tan¬m 2:3:2: Te¼get düzlemleri spacelike (veya timelike, lightlike) olan immersiyona

spacelike (veya timelike, lightlike) denir (Lopez[4] 2008).

M yüzeyi içinde X(U) basit yüzeyi için q 2 U ve X(q) = p olmak üzere

Xu(q) = X�

�
@

@u
(q)

�
; Xv(q) = X�

�
@

@v
(q)

�
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olarak tan¬mlan¬r. fXu(q); Xv(q)g kümesi TpM uzay¬n¬n bir taban¬d¬r. fXu(q); Xv(q)g

taban¬n¬n denklik s¬n¬f¬n¬, TpM vektör uzay¬n¬n pozitif yönü olarak alaca¼g¬z. Böylece

X(U) basit yüzeyinin her bir p noktas¬ndaki te¼get düzlemi yönlendirilmi̧s olur. X(U)

basit yüzeyinin her bir p noktas¬nda fXu(q); Xv(q); N(p)g kümesi TpR3 uzay¬n¬n pozitif

yönlü bir taban¬olacak biçimde X(U) üstünde, birim dik N vektör alan¬tek olarak

belirlidir ve

N =
Xu �Xv

kXu �Xvk
dir. Bu N vektör alan¬na X(U) basit yüzeyinin pozitif yönlü birim dik vektör alan¬

diyece¼giz.

N; X(U) basit yüzeyinin pozitif yönlü birim dik vektör alan¬ise,

fXu(q); Xv(q);�N(p)g

kümesi TpR3 uzay¬n¬n negatif yönlü bir alan¬ olur. �N vektör alan¬na, X(U) basit

yüzeyinin negatif yönlü birim dik vektör alan¬denir.

Şimdi R3 uzay¬nda birM yüzeyini gözönüne alal¬m. p 2M olsun. p noktas¬n¬içeren en

az bir X(U) basit yüzeyi bulundu¼gunu biliyoruz. Buna göre, p noktas¬nda X(U) basit

yüzeyinden elde edilen pozitif yönlü bir N(p) birim dik vektörü vard¬r. p noktas¬nda,

p noktas¬n¬içeren başka bir X�(H) basit yüzeyine göre de pozitif yönlü Y (p) birim dik

vektör alan¬vard¬r.

Y (p) = N(p) veya Y (p) = �N(p)

oldu¼gu aç¬kt¬r.

Tan¬m 2:3:3: M yüzeyinin basit yüzeylerden oluşan bir örtüsü, bu basit yüzeylerin

pozitif yönlü birim dik vektör alanlar¬, basit yüzeylerin arakesit noktalar¬nda çak¬̧sacak

biçimde bulunabiliyorsa,M yüzeyi yönlendirilebilir yüzeydir, denir (Sabuncuo¼glu 2006).

M bir yüzey ve x : M ! E31 non-dejenere immersiyon ise M yüzeyi de non-dejenere

olsun. M yönlendirilemeyen bir yüzeydir fakat immersiyon spacelike ise M yüzeyi
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yönlendirilebilir olmak zorundad¬r. Bunun sebebi, 8p 2 M noktas¬nda TpM te¼get

düzlemine dik birim normal vektörü iki şekilde seçebiliriz. M yüzeyine dik birim normal

vektör timelike ve Minkowski uzay¬nda iki timelike vektör de birbirine dik de¼gildir.

E3 = (0; 0; 1) için 8p 2M noktas¬nda hN(p); E3i < 0 olacak biçimde N(p) birim normal

vektörünü alal¬m. N(p) future directed (ileri yönlendirilmi̧s) bir vektördür. Böylece M

yüzeyi yönlendirilebilir bir yüzey olur. ·Immersiyonun timelike olmas¬durumunda ise

M yüzeyini yönlendirilebilir kabul edece¼giz.

M bir yüzey E31 üzerindeki do¼gal koneksiyon D; M üzerindeki koneksiyon r olmak

üzere 8X;Y 2 �(M) için Gauss eşitli¼gi

DXY = rXY + II(X; Y )

şeklindedir. Burada rXY 2 �(M) ve II(X; Y ) 2 �(M)? dir.

Tan¬m 2:3:4: M bir yüzey olsun.

II : �(M)� �(M) ! �(M)?

(X; Y ) ! II(X; Y ) = �(DXY )
?

olarak tan¬mlanan simetrik bilineer II fonksiyonuna M nin ikinci temel form tensörü

denir (Lopez[4] 2008).

Tan¬m 2:3:5: M bir yüzey olsun. M yüzeyinin ileri yönlendirilmi̧s birim normal vektör

alan¬N olmak üzere

SN : �(M) ! �(M)

X ! SN(X) = �DXN

şeklinde tan¬ml¬SN dönüşümüneM ninN ye göre şekil operatörü (Weingarten dönüşümü)

denir ve k¬saca S ile gösterilir (Lopez[4] 2008).

Ayr¬caM spacelike bir yüzey ise " = 1 veM timelike bir yüzey ise " = �1 olmak üzere

II(X; Y ) = �" hII(X; Y ); NiN = �" hS(X); Y iN (2.5)
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dir.

Tan¬m 2:3:6: Bir M yüzeyinin ortalama e¼grilik vektörü

�!
H =

1

2
iz(II)

ve Gauss e¼grili¼gi

K = det(II)

şeklinde tan¬mlan¬r.

Bir M yüzeyinin ortalama e¼grili¼gi
�!
H = HN

eşitli¼gi ile verilen H fonksiyonudur ve

H = �"
D�!
H;N

E
dir. hE1; E1i = 1 ve hE2; E2i = " olmak üzere �(M) nin fE1; E2g ortonormal taban¬

için,

�!
H =

1

2
(II(E1; E1) + "II(E2; E2))

= �"1
2
(hS(E1); E1i+ " hS(E2); E2i)N

= �"(1
2
iz(S))N

ve

K = �" det(S)

şeklindedir (Lopez[4] 2008).

Tan¬m 2:3:7: M bir yüzey olsun. up; vp 2 TpM olmak üzereM nin her bir p noktas¬na

Ip = h; ip : TpM � TpM ! R; Ip(up; vp) = hup; vpi

fonksiyonunu kaŗs¬l¬k getiren Ip fonksiyonuna, M üzerinde birinci temel form denir.
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M nin her bir p noktas¬na

IIp = h; ip : TpM � TpM ! R; IIp(up; vp) = hS(up); vpi

fonksiyonunu kaŗs¬l¬k getiren IIp fonksiyonuna, M üzerinde ikinci temel form denir

(Lopez[4] 2008).

Tan¬m 2:3:8: M yüzeyinin parametrik denklemi X = X(u; v) olsun. Her bir noktada

te¼get düzlemin taban¬B = fXu; Xvg olmak üzere

E = hXu; Xui ; F = hXu; Xvi ; G = hXv; Xvi

E;F;G : U ! R düzgün fonksiyonlar¬na birinci temel formun katsay¬lar¬ denir. Bu

taktirde birinci temel form

I = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2

şeklindedir.

det I = EG� F 2 6= 0

d¬r. M nin her bir p noktas¬nda det I = EG � F 2 > 0 ise M spacelike yüzey,

det I = EG � F 2 < 0 ise M timelike yüzey olarak adland¬r¬l¬r. Spacelike bir yüzey

için " = 1 ve timelike bir yüzey için " = �1 olmak üzere M yüzeyinin birim normal

vektör alan¬

N =
Xu �Xv

kXu �Xvk
=

Xu �Xvp
"(EG� F 2)

olur.

e = �hXu; Nui = hN;Xuui

f = �hXu; Nvi = �hXv; Nui = hN;Xuvi

g = �hXv; Nvi = hN;Xvvi

düzgün fonksiyonlar¬na da ikinci temel formun katsay¬lar¬ denir. Bu taktirde ikinci

temel form

II = edu2 + 2fdudv + gdv2
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şeklinde ifade edilir. Böylece M yüzeyinin ortalama e¼grili¼gi ve Gauss e¼grili¼gi s¬ras¬yla

H = �"eG� 2fF + gE
2(EG� F 2) (2.6)

K = �" eg � f
2

EG� F 2 (2.7)

şeklindedir (Lopez[4] 2008).
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3 E3 VE E3
1 DE PARALEL LiNEER

WE·INGARTEN YÜZEYLER·I

Bu bölümde E3 de ve E31 de birM yüzeyinin lineer Weingarten yüzeyi olmas¬için gerek

ve yeter koşulun bu yüzeyin paraleli olan Mr yüzeyinin de lineer Weingarten yüzeyi

olmas¬gerekti¼gi gösterilmi̧stir. Ayr¬ca bu uzaylarda (M;Mr) paralel yüzey çiftinin r

uzakl¬¼g¬na göre tiplerini belirten teoremler verilmi̧stir.

3.1 E3 de Paralel Yüzeyler

Tan¬m 3:1:1: N , M yüzeyi üstünde birim dik vektör alan¬olmak üzere 8vp 2 TpM

için M nin bir p noktas¬nda

S(vp) = DvpN

eşitli¼giyle tan¬ml¬Sp : TpM ! TpM fonksiyonuna M yüzeyinin p noktas¬nda N vektör

alan¬na ba¼gl¬şekil operatörü (veya Weingarten dönüşümü) denir.

M nin her bir p noktas¬na Sp fonksiyonunu kaŗs¬l¬k getiren S dönüşümüneM yüzeyinin

N birim dik vektör alan¬na ba¼gl¬ şekil operatörü (veya Weingarten dönüşümü) denir

(Hac¬saliho¼glu 1983).

Tan¬m 3:1:2: M yüzeyinin bir p noktas¬nda Sp : TpM ! TpM lineer dönüşümünün

karakteristik de¼gerlerine, p noktas¬ndaki asli e¼grilikleri denir.

Sp : TpM ! TpM lineer dönüşümünün s¬f¬rdan farkl¬karakteristik vektörlerine p nok-

tas¬ndaki e¼grilik vektörleri denir (Hac¬saliho¼glu 1983).

Tan¬m 3:1:3: Sp lineer dönüşümünün determinant¬na M yüzeyinin p noktas¬ndaki

Gauss e¼grili¼gi denir ve K(p) ile gösterilir. Sp lineer dönüşümünün izine M yüzeyinin p

noktas¬ndaki ortalama e¼grili¼gi denir ve H(p) ile gösterilir.

Bu tan¬ma göre

K(p) = detSp ve H(p) = izSp (3.1)
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dir. BöyleceM yüzeyinin her bir p noktas¬na, K(p) say¬s¬n¬kaŗs¬l¬k getiren K fonksiyo-

nuna M yüzeyinin Gauss e¼grilik fonksiyonu denir. M yüzeyinin her bir p noktas¬na,

H(p) say¬s¬n¬kaŗs¬l¬k getiren H fonksiyonuna M yüzeyinin ortalama e¼grilik fonksiyonu

denir. Öyleyse

K = detS ve H = _Iz S (3.2)

dir (Hac¬saliho¼glu 1983).

Tan¬m 3:1:4: M ve Mr; E
3 de iki yüzey ve M yüzeyinin birim dik vektör alan¬N

olsun. r sabit bir reel say¬olmak üzere

f : M ! Mr

p ! f(p) = p+ rNp

biçiminde örten bir f fonksiyonu varsa Mr yüzeyi M yüzeyine paraleldir, denir.

Bu tan¬ma göre bir M yüzeyi verildi¼ginde Mr = fp + rNp : p 2 Mg eşitli¼giyle verilen

Mr kümesi, M yüzeyine paralel bir yüzeydir. Burada

f :M !Mr; f(p) = p+ rNp

dir (Sabuncuo¼glu 2006).

Teorem 3:1:1: E3 de M yüzeyine paralel Mr yüzeyi verilsin. M yüzeyi üzerindeki

şekil operatörü S ve Mr yüzeyi üzerindeki şekil operatörü ise Sr olsun.

f :M !Mr

ve X 2 �(M); X 2 �(Mr) olmak üzere

(i) f�(X) = X + rS(X)

(ii) Sr(f�(X)) = S(X)

(iii) M yüzeyinin asli e¼grili¼gi k ve buna kaŗs¬l¬k gelen asli e¼grilik do¼grultusu X ise

Sr(f�(X)) =
k

1 + kr
f�(X)

dir (Hac¬saliho¼glu 1983).
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Teorem 3:1:2: M yüzeyine paralel olan Mr yüzeyinin Gauss ve ortalama e¼grilik

fonksiyonlar¬Kr ve Hr oldu¼guna göre

Kr =
K

1 + rH + r2K
ve Hr =

H + 2rK

1 + rH + r2K
(3.3)

dir (Hac¬saliho¼glu 1983).

3.2 E3 de Paralel Lineer Weingarten Yüzeyleri

Tan¬m 3:2:1: a; b; c 2 R veM yüzeyinin ortalama e¼grili¼gi H ve Gauss e¼grili¼gi K olmak

üzere

aH + bK = c (3.4)

ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glayan M yüzeyine lineer Weingarten yüzeyi denir. Burada a2 + b2 6= 0

d¬r (Lopez[3] 2008).

Bir lineer Weingarten yüzeyinin tipi � := a2 + 4bc diskriminant¬n¬n i̧saretine ba¼gl¬d¬r.

E¼ger � < 0 ise M yüzeyi hiperbolik, � > 0 ise M yüzeyi eliptik olarak adland¬r¬l¬r.

� = 0 ise M yüzeyi bir tubular yüzeyidir (Lopez[1] 2008).

Teorem 3:2:1: E3 de M yüzeyinin bir lineer Weingarten yüzeyi olmas¬için gerek ve

yeter koşul Mr yüzeyinin de bir lineer Weingarten yüzeyi olmas¬d¬r.

·Ispat M bir lineer Weingarten yüzeyi olsun. Öyleyse M yüzeyinin Gauss ve ortalama

e¼grilik fonksiyonlar¬K ve H (3.4) ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glar. (3.3) den

K =
Kr

1� rHr + r2Kr

ve H =
Hr � 2rKr

1� rHr + r2Kr

elde edilir. Bu denklemleri (3.4) de yerine yazarsak

(a+ cr)Hr + (b� 2ar � cr2)Kr = c (3.5)

bulunur. (3.5) de a+ cr = ar, b� 2ar � cr2 = br ve c = cr al¬n¬rsa

arHr + brKr = cr
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elde edilir. Dolay¬s¬yla Mr bir lineer Weingarten yüzeyidir.

Kaŗs¬t olarak Mr nin bir lineer Weingarten yüzeyi oldu¼gunu kabul edelim. Bu taktirde

Mr yüzeyinin Gauss ve ortalama e¼grilik fonksiyonlar¬Kr ve Hr (3.4) ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glar.

(3.4) eşitli¼ginde (3.3) kullan¬l¬rsa

(ar � crr)Hr + (br + 2arr � crr2)Kr = cr (3.6)

elde edilir. ar � crr = a; br + 2arr � crr2 = b ve cr = c al¬n¬rsa

aH + bK = c

oldu¼gundan M bir lineer Weingarten yüzeyi olur.

Teorem 3:2:2: c = 0 olmak üzere M bir lineer Weingarten yüzeyi olsun. Buna göre

M ve Mr eliptik lineer Weingarten yüzeylerdir.

·Ispat c = 0 oldu¼gundan � = a2 > 0 ve (3.5) e göre �r = a
2
r > 0 d¬r. Dolay¬s¬yla M ve

Mr eliptik lineer Weingarten yüzeyidir.

Teorem 3:2:3: c > 0 olmak üzere M bir eliptik lineer Weingarten yüzeyi olsun.

(a)
1

c

�
�a� 2

3

p
3(a2 + bc)

�
< r <

1

c

�
�a+ 2

3

p
3(a2 + bc)

�
ise Mr bir eliptik

lineer Weingarten yüzeyidir.

(b) r <
1

c

�
�a� 2

3

p
3(a2 + bc)

�
veya r >

1

c

�
�a+ 2

3

p
3(a2 + bc)

�
ise Mr bir

hiperbolik lineer Weingarten yüzeyidir.

(c) r =
1

c

�
�a� 2

3

p
3(a2 + bc)

�
veya r =

1

c

�
�a+ 2

3

p
3(a2 + bc)

�
iseMr bir tubu-

lar lineer Weingarten yüzeyidir.

·Ispat c > 0 olmak üzere M bir eliptik lineer Weingarten yüzeyi olsun. (3.5) den

�r = �3c2r2 � 6acr +� d¬r. Buna göre �r = 0 denkleminin kökleri

r1 =
1

c

�
�a� 2

3

p
3(a2 + bc)

�
ve r2 =

1

c

�
�a+ 2

3

p
3(a2 + bc)

�
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bulunur. Bu de¼gerler için kökler aras¬nda �r > 0, kökler d¬̧s¬nda �r < 0 ve kökler için

ise �r = 0 oldu¼gundan ispat aç¬kt¬r.

Teorem 3:2:4: c < 0 olmak üzere M bir eliptik lineer Weingarten yüzeyi olsun.

(a)
1

c

�
�a+ 2

3

p
3(a2 + bc)

�
< r <

1

c

�
�a� 2

3

p
3(a2 + bc)

�
ise Mr bir eliptik

lineer Weingarten yüzeyidir.

(b) r <
1

c

�
�a+ 2

3

p
3(a2 + bc)

�
veya r >

1

c

�
�a� 2

3

p
3(a2 + bc)

�
ise Mr bir

hiperbolik lineer Weingarten yüzeyidir.

(c) r =
1

c

�
�a+ 2

3

p
3(a2 + bc)

�
veya r =

1

c

�
�a� 2

3

p
3(a2 + bc)

�
ise Mr bir

tubular lineer Weingarten yüzeyidir.

Teorem 3:2:5: c 6= 0 olmak üzere M bir hiperbolik lineer Weingarten yüzeyi olsun.

(a) a2 < �bc ise Mr bir hiperbolik lineer Weingarten yüzeyidir.

(b) a2 = �bc olsun.

(b.i) r 6= �a
c
ise Mr bir hiperbolik lineer Weingarten yüzeyidir.

(b.ii) r = �a
c
ise Mr bir tubular lineer Weingarten yüzeyidir.

(c) �bc < a2 < �4bc ve c > 0 olsun.

(c.i)
1

c

�
�a� 2

3

p
3(a2 + bc)

�
< r <

1

c

�
�a+ 2

3

p
3(a2 + bc)

�
ise Mr bir eliptik

lineer Weingarten yüzeyidir.

(c.ii) r <
1

c

�
�a� 2

3

p
3(a2 + bc)

�
veya r >

1

c

�
�a+ 2

3

p
3(a2 + bc)

�
ise Mr bir

hiperbolik lineer Weingarten yüzeyidir.

(c.iii) r =
1

c

�
�a� 2

3

p
3(a2 + bc)

�
veya r =

1

c

�
�a+ 2

3

p
3(a2 + bc)

�
ise Mr bir

30



tubular lineer Weingarten yüzeyidir.

(d) �bc < a2 < �4bc ve c < 0 olsun.

(d.i)
1

c

�
�a+ 2

3

p
3(a2 + bc)

�
< r <

1

c

�
�a� 2

3

p
3(a2 + bc)

�
ise Mr bir eliptik

lineer Weingarten yüzeyidir.

(d.ii) r <
1

c

�
�a+ 2

3

p
3(a2 + bc)

�
veya r >

1

c

�
�a� 2

3

p
3(a2 + bc)

�
ise Mr bir

hiperbolik lineer Weingarten yüzeyidir.

(d.iii) r =
1

c

�
�a+ 2

3

p
3(a2 + bc)

�
veya r =

1

c

�
�a� 2

3

p
3(a2 + bc)

�
ise Mr bir

tubular lineer Weingarten yüzeyidir.

Teorem 3:2:6: c > 0 ve a > 0 veya c < 0 ve a < 0 olmak üzere M bir tubular lineer

Weingarten yüzeyi olsun.

(a) r < �2a
c
veya r > 0 ise Mr bir hiperbolik lineer Weingarten yüzeyidir.

(b) �2a
c
< r < 0 ise Mr bir eliptik lineer Weingarten yüzeyidir.

(c) r = �2a
c
veya r = 0 ise Mr bir tubular lineer Weingarten yüzeyidir.

Teorem 3:2:7: c > 0 ve a < 0 veya c < 0 ve a > 0 olmak üzere M bir tubular lineer

Weingarten yüzeyi olsun.

(a) r < 0 veya r > �2a
c
ise Mr bir hiperbolik lineer Weingarten yüzeyidir.

(b) 0 < r < �2a
c
ise Mr bir eliptik lineer Weingarten yüzeyidir.

(c) r = 0 veya r = �2a
c
ise Mr bir tubular lineer Weingarten yüzeyidir.

Teorem 3:2:8: cr = 0 olmak üzere Mr bir lineer Weingarten yüzeyi olsun. Buna göre

M ve Mr eliptik lineer Weingarten yüzeylerdir.
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Teorem 3:2:9: cr > 0 olmak üzere Mr bir eliptik lineer Weingarten yüzeyi olsun.

(a)
1

cr

�
ar �

2

3

p
3(a2r + brcr)

�
< r <

1

cr

�
ar +

2

3

p
3(a2r + brcr)

�
ise M bir eliptik

lineer Weingarten yüzeyidir.

(b) r <
1

cr

�
ar �

2

3

p
3(a2r + brcr)

�
veya r >

1

cr

�
ar +

2

3

p
3(a2r + brcr)

�
ise M bir

hiperbolik lineer Weingarten yüzeyidir.

(c) r =
1

cr

�
ar �

2

3

p
3(a2r + brcr)

�
veya r =

1

cr

�
ar +

2

3

p
3(a2r + brcr)

�
ise M bir

tubular lineer Weingarten yüzeyidir.

Teorem 3:2:10: cr < 0 olmak üzere Mr bir eliptik lineer Weingarten yüzeyi olsun.

(a)
1

cr

�
ar +

2

3

p
3(a2r + brcr)

�
< r <

1

cr

�
ar �

2

3

p
3(a2r + brcr)

�
ise M bir eliptik

lineer Weingarten yüzeyidir.

(b) r <
1

cr

�
ar +

2

3

p
3(a2r + brcr)

�
veya r >

1

cr

�
ar �

2

3

p
3(a2r + brcr)

�
ise M bir

hiperbolik lineer Weingarten yüzeyidir.

(c) r =
1

cr

�
ar +

2

3

p
3(a2r + brcr)

�
veya r =

1

cr

�
ar �

2

3

p
3(a2r + brcr)

�
ise M

bir tubular lineer Weingarten yüzeyidir.

Teorem 3:2:11: cr 6= 0 olmak üzere Mr bir hiperbolik lineer Weingarten yüzeyi olsun.

(a) a2r < �brcr ise M bir hiperbolik lineer Weingarten yüzeyidir.

(b) a2r = �brcr olsun.

(b.i) r 6= ar
cr
ise M bir hiperbolik lineer Weingarten yüzeyidir.

(b.ii) r =
ar
cr
ise M bir tubular lineer Weingarten yüzeyidir.
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(c) �brcr < a2r < �4brcr ve cr > 0 olsun.

(c.i)
1

cr

�
ar �

2

3

p
3(a2r + brcr)

�
< r <

1

cr

�
ar +

2

3

p
3(a2r + brcr)

�
ise M bir eliptik

lineer Weingarten yüzeyidir.

(c.ii) r <
1

cr

�
ar �

2

3

p
3(a2r + brcr)

�
veya r >

1

cr

�
ar +

2

3

p
3(a2r + brcr)

�
ise M bir

hiperbolik lineer Weingarten yüzeyidir.

(c.iii) r =
1

cr

�
ar �

2

3

p
3(a2r + brcr)

�
veya r =

1

cr

�
ar +

2

3

p
3(a2r + brcr)

�
ise M

bir tubular lineer Weingarten yüzeyidir.

(d) �brcr < a2r < �4brcr ve cr < 0 olsun.

(d.i)
1

cr

�
ar +

2

3

p
3(a2r + brcr)

�
< r <

1

cr

�
ar �

2

3

p
3(a2r + brcr)

�
ise M bir eliptik

lineer Weingarten yüzeyidir.

(d.ii) r <
1

cr

�
ar +

2

3

p
3(a2r + brcr)

�
veya r >

1

cr

�
ar �

2

3

p
3(a2r + brcr)

�
iseM bir

hiperbolik lineer Weingarten yüzeyidir.

(d.iii) r =
1

cr

�
ar +

2

3

p
3(a2r + brcr)

�
veya r =

1

cr

�
ar �

2

3

p
3(a2r + brcr)

�
ise M

bir tubular lineer Weingarten yüzeyidir.

Teorem 3:2:12: cr > 0 ve ar > 0 veya cr < 0 ve ar < 0 olmak üzere Mr bir tubular

lineer Weingarten yüzeyi olsun.

(a) r < 0 veya r >
2ar
cr

ise M bir hiperbolik lineer Weingarten yüzeyidir.

(b) 0 < r <
2ar
cr

ise M bir eliptik lineer Weingarten yüzeyidir.

(c) r = 0 veya r =
2ar
cr

ise M bir tubular lineer Weingarten yüzeyidir.
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Teorem 3:2:13: cr > 0 ve ar < 0 veya cr < 0 ve ar > 0 olmak üzere Mr bir tubular

lineer Weingarten yüzeyi olsun.

(a) r <
2ar
cr

veya r > 0 ise M bir hiperbolik lineer Weingarten yüzeyidir.

(b)
2ar
cr
< r < 0 ise M bir eliptik lineer Weingarten yüzeyidir.

(c) r =
2ar
cr

veya r = 0 ise M bir tubular lineer Weingarten yüzeyidir.

Örnek 3:2:1: y21 + y
2
2 + y

2
3 = 1 denklemiyle verilen küre yüzeyini düşünelim. Yüzeyin

Gauss e¼grili¼gi K = 1 ve ortalama e¼grili¼gi H = 2 dir. E¼ger a = 1 ve b = 1 al¬n¬rsa (3.4)

denkleminden c = 3 > 0 elde edilir. Buna göre �r = �27r2� 18r+13 ve bu denklemin

kökleri

r1 =
�6� 8

p
3

18
ve r2 =

�6 + 8
p
3

18

olur. Dolay¬s¬yla

(a) E¼ger
�3� 4

p
3

9
< r <

�3 + 4
p
3

9
iseMr bir eliptik lineer Weingarten yüzeyidir.

(b) E¼ger r <
�3� 4

p
3

9
veya r >

�3 + 4
p
3

9
iseMr bir hiperbolik lineer Weingarten

yüzeyidir.

(c) E¼ger r =
�3� 2

p
3

9
veya r =

�3 + 2
p
3

9
ise Mr bir tubular lineer Weingarten

yüzeyidir.

3.3 E3
1 de Paralel Yüzeyler

Bu k¬s¬mda E31 de verilen birM yüzeyinin paraleli olanMr yüzeyinin Gauss ve ortalama

e¼grilik fonksiyonlar¬elde edilerek Mr yüzeyi için farkl¬uzakl¬klarda elde edilen Gauss

ve ortalama e¼grilik fonksiyonlar¬n¬veren baz¬teoremler ifade edilmi̧stir.

ai fonksiyonlar¬C1 s¬n¬f¬ndan reel de¼gerli fonksiyonlar ve �a21 + a22 + a23 = �1 olmak

üzere bir M yüzeyinin birim normal vektör alan¬N = (a1; a2; a3) olsun. r 2 R olmak
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üzere Mr = fP + rNp : P 2Mg olsun. Dolay¬s¬yla P = (p1; p2; p3) 2M ise

f(P ) = P + rNp = (p1 + ra1(p); p2 + ra2(p); p3 + ra3(p))

ile Mr yüzeyi tan¬mlan¬r. Böylece M den Mr yüzeyine tan¬mlanan f fonksiyonu örten

ise Mr; M ye paralel bir yüzeydir. Ayr¬ca Mr yüzeyinin de birim normali N dir. Yani

8p 2M noktas¬için Nf(p) = Np dir.

Tan¬m 3:3:1: M yüzeyi E31 de bir yüzey ve M nin birim normal vektör alan¬N olsun.

E31 Minkowski uzay¬n¬n koneksiyonu D olmak üzere, 8X 2 �(M) için

S : �(M) ! �(M)

X ! S(X) = DXN

şeklinde tan¬ml¬, S dönüşümüne M üzerinde şekil operatörü veya M nin Weingarten

dönüşümü denir (Görgülü, Çöken 1994).

Tan¬m 3:3:2: M yüzeyi E31 de bir yüzey veM nin birim normal vektör alan¬N ve şekil

operatörü S olsun. p 2M ve �" = hN;Ni = �1 olmak üzere

K : M ! R

p ! K(p) = �" detSp

biçiminde tan¬mlanan fonksiyona M nin Gauss e¼grilik fonksiyonu ve K(p) de¼gerine de

M nin p noktas¬ndaki Gauss e¼grili¼gi denir (O�Neill 1983).

Tan¬m 3:3:3: M yüzeyi E31 de bir yüzey veM nin birim normal vektör alan¬N ve şekil

operatörü S olsun. p 2M ve �" = hN;Ni = �1 olmak üzere

H : M ! R

p ! H(p) = �" izSp

biçiminde tan¬mlanan fonksiyona M nin ortalama e¼grilik fonksiyonu ve H(p) de¼gerine

de p noktas¬ndaki ortalama e¼grili¼gi denir (O�Neill 1983).

M yüzeyinin asli e¼griliklerinin

2k1 = �"H +
p
H2 + 4"K

2k2 = �"H �
p
H2 + 4"K
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oldu¼gu kolayca görülebilir.

Teorem 3:3:1: M ve Mr; E
3
1 de birbirine paralel iki yüzey, M üzerinde Weingarten

dönüşümü S ve Mr üzerinde Weingarten dönüşümü Sr olsun.

f :M !Mr; f(P ) = (p1 + ra1(p); p2 + ra2(p); :::; pn + ran(p))

olmak üzere X 2 �(M) ve X 2 �(Mr) için

(i) f�(X) = X + rS(X)

(ii) Sr(f�(X) = S(X)

(iii) M yüzeyinin p noktas¬ndaki asli e¼grili¼gi k ve buna kaŗs¬l¬k gelen asli e¼grilik

do¼grultusu ise X olmak üzere

Sr(f�(X)) =
k

1 + kr
f�(X)

dir. Yani f; asli e¼grilik do¼grultusunu korur (Görgülü A., Çöken A. C., 1994).

Teorem 3:3:2: Bir M � E31 yüzeyinin paralel yüzeyi Mr olsun. p 2M noktas¬nda M

nin Gauss ve ortalama e¼grilikleri s¬ras¬yla K ve H; f(p) 2Mr noktas¬ndaMr nin Gauss

ve ortalama e¼grilikleri s¬ras¬yla Kr ve Hr oldu¼guna göre

Kr =
K

1� "rH � "r2K (3.7)

ve

Hr =
H + 2rK

1� "rH � "r2K (3.8)

dir.

·Ispat p 2M noktas¬ndaM nin asli e¼grilikleri k1; k2 ve bunlara kaŗs¬l¬k gelen asli e¼grilik

do¼grultular¬da s¬ras¬yla X1; X2 olsun. 1 � i � 2 olmak üzere asli e¼grilik tan¬m¬na göre

S(Xi) = kiXi; 1 � i � 2

dir. Nr
��
f(p) = Np oldu¼gundan Mr yüzeyinin birim normal vektör alan¬Nr için

hNr; Nri
��
f(p) =



Nr jf(p); Nr jf(p)

�
= hNp; Npi

= �"
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d¬r. fX1; X2g taban¬na göre M yüzeyinin şekil operatörü matrisi24 k1 0

0 k2

35
olarak yaz¬labilir. Gauss ve ortalama e¼grilik tan¬mlar¬ndan

K = �" detS

= �" k1k2

ve

H = �" izS

= �" (k1 + k2):

elde edilir. Di¼ger taraftan Teorem 3.2.1 den 1 � i � 2 olmak üzere f�(Xi); Mr yüzeyi

için birer asli do¼grultudur. Mr yüzeyinin ff�(X1); f�(X2)g taban¬na göre şekil operatörü

matrisi

Sr =

264 k1
1 + rk1

0

0
k2

1 + rk2

375
dir. hNr; Nri = �" oldu¼gundan

Kr = �" detSr = �"
�

k1
1 + rk1

��
k2

1 + rk2

�
(3.9)

= �"
�

k1k2
(1 + rk1)(1 + rk2)

�

= �"
�

k1k2
1 + r(k1 + k2) + r2k1k2

�

= �"
�

�"K
1� "rH � "r2K

�

=
K

1� "rH � "r2K
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ve

Hr = �" izSr = �"
�

k1
1 + rk1

+
k2

1 + rk2

�
(3.10)

= �"
�
(k1 + k2) + 2r(k1k2)

1 + r(k1 + k2) + r2k1k2

�

= �"
�

�"H � 2r"K
1 + r(k1 + k2) + r2k1k2

�

=
H + 2rK

1� "rH � "r2K :

elde edilir.

Teorem 3:3:3: M , s¬f¬rdan farkl¬Gauss e¼grili¼gine sahip ve umbilik noktas¬olmayan bir

yüzey olsun.

(i) M yüzeyi pozitif sabit ortalama e¼grili¼ge sahip ise M yüzeyine paralel iki yüzey

vard¬r. Bu yüzeylerden bir tanesinin Gauss e¼grili¼gi Kr = �"H2 ve di¼gerinin ortalama

e¼grili¼gi ise �H d¬r.

(ii) "K negatif sabit ise r = � 1p
�"K

uzakl¬kta ortalama e¼grilikleri sabit ve

Hr = �"
p
�"K olan M yüzeyine paralel iki yüzey vard¬r.

·Ispat (i) Kabul edelim ki M yüzeyinin sabit ortalama e¼grili¼gi H > 0 olsun. (3.7) ve

(3.8) de r =
"

H
kullan¬l¬rsa

Kr =
K

1� " "
H
H � " 1

H2
K
= �"H2

Hr =
H + 2

"

H
K

1� " "
H
H � " 1

H2
K

=
�("H3 + 2HK)

K

elde edilir. K 6= 0 oldu¼gundan "

H
uzakl¬kta M yüzeyine paralel yüzeyin Gauss e¼grili¼gi

�"H2 d¬r.
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(3.7) ve (3.8) de r =
2"

H
yaz¬l¬rsa

Kr =
K

1� "2"
H
H � 4"

H2
K
=

H2K

�H2 � 4"K

Hr =
H + 4

"

H
K

1� "2"
H
H � " 4

H2
K
= �H

elde edilir.

H2 + 4"K = 0() (k1 + k2)
2 + 4"(�"k1k2) = (k1 � k2)2 = 0() k1 = k2

olur. M yüzeyinin umbilik noktas¬olmad¬¼g¬ndan H2+4"K 6= 0 d¬r. Dolay¬s¬yla r = 2"

H
uzakl¬ktaki paralel yüzeyin sabit ortalama e¼grili¼gi �H d¬r.

(ii) (3.7) ve (3.8) de r =
1p
�"K

yaz¬l¬rsa

Hr =

H +
2p
�"K

K

1� "p
�"K

H +
"K

"K

= �
�
�"H + 2

p
�"K

�p
�"K

"
�
�"H + 2

p
�"K

�
= �"

p
�"K

elde edilir. r = � 1p
�"K

için ispat benzerdir.

Teorem 3:3:4: M � E31 bir yüzey olsun.

(i) M yüzeyinin Gauss e¼grili¼gi s¬f¬rdan farkl¬ ve ortalama e¼grili¼gi H =
"

r
ise M

yüzeyine paralel olan Mr yüzeyinin Gauss e¼grili¼gi Kr = �
"

r2
dir.

(ii)M yüzeyinin Gauss e¼grili¼giK 6= � "

4r2
ve ortalama e¼grili¼giH =

"

r
iseM yüzeyine

paralel olan M2r yüzeyinin ortalama e¼grili¼gi H2r = �
"

r
dir.

(iii) M yüzeyinin Gauss e¼grili¼gi K = � "
r2
ve ortalama e¼grili¼gi H 6= �2"

r
ise M

yüzeyine paralel olan M�r yüzeyinin ortalama e¼grili¼gi H�r = �
"

r
dir.
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·Ispat (i) H =
"

r
ise (3.7) den

Kr =
K

1� "r"
r
� "r2K

= � "
r2

elde edilir. (ii) ve (iii) ş¬klar¬(3.7) ve (3.8) den benzer biçimde elde edilir.

Teorem 3:3:5: a > 0 olmak üzere umbilik noktas¬olmayan M � E31 yüzeyinin, sabit

Gauss e¼grili¼gi �"a�2 olsun. E¼ger Mr yüzeyi sabit ortalama e¼grili¼ge sahip ise r = �a

d¬r.

·Ispat r uzakl¬¼g¬içinMr yüzeyinin ortalama e¼grili¼gi sabit olsun. Bu taktirde (3.10) dan

�"k1(1 + rk2)� "k2(1 + rk1) = Hr(1 + rk1)(1 + rk2)

�"(k1 + k2)� 2"ra�2 = Hr(1 + r(k1 + k2) + r
2a�2)

elde edilir. Bu eşitli¼gi tekrar düzenlersek

(k1 + k2)(�"� rHr) = Hr +Hrr2a�2 + 2"ra�2 (3.11)

bulunur. Hipotezden (3.11) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬sabittir. Sol taraf¬n da sabit olabilmesi

için

"+ rHr = 0 (3.12)

olmal¬d¬r. Bu taktirde (3.11) ve (3.12) den

0 = Hr +Hrr
2a�2 + 2"ra�2

= Hr(1 + r
2a�2) + 2"ra�2

= �"
r

�
1 +

r2

a2

�
+
2"r

a2

= �"
r
+
"r

a2

elde edilir. Dolay¬s¬yla r = �a d¬r.

3.4 E3
1 de Paralel Lineer Weingarten Yüzeyleri

Teorem 3:4:1: E31 de M yüzeyinin lineer Weingarten yüzeyi olmas¬ için gerek yeter

koşul Mr yüzeyinin lineer Weingarten yüzeyi olmas¬d¬r.
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·Ispat Teorem 3.2.1 in ispat¬na benzer olarak kolayca görülebilir.

M ve Mr timelike yüzeyler ise " = �1 oldu¼gundan M ve Mr yüzeylerinin ortalama

e¼grili¼gi ve Gauss e¼grili¼gi

H =
Hr � 2rKr

1� rHr + r2Kr

; K =
Kr

1� rHr + r2Kr

ve

Hr =
H + 2rK

1 + rH + r2K
; Kr =

K

1 + rH + r2K

dir. Bu eşitlikler Öklid uzay¬nda verilen eşitliklerle ayn¬d¬r. Dolay¬s¬yla M yüzeyi için

Teorem 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4, 3.2.5, 3.2.6, 3.2.7 ve Mr yüzeyi için Teorem 3.2.8, 3.2.9,

3.2.10, 3.2.11, 3.2.12, 3.2.13 geçerlidir. Bu sebeple bu k¬s¬mda sadece spacelike yüzeyler

için elde edilen teoremler verilecektir.

Teorem 3:4:2: c = 0 olmak üzere M bir spacelike lineer Weingarten yüzeyi olsun.

Buna göre M ve Mr spacelike eliptik lineer Weingarten yüzeylerdir.

Teorem 3:4:3: c 6= 0 olmak üzere M bir spacelike eliptik lineer Weingarten yüzeyi

olsun.

(a) a2 < bc ise Mr bir spacelike eliptik lineer Weingarten yüzeyidir.

(b) a2 = bc olsun.

(b.i) r 6= a

c
ise Mr bir spacelike eliptik lineer Weingarten yüzeyidir.

(b.ii) r =
a

c
ise Mr bir spacelike tubular lineer Weingarten yüzeyidir.

(c) a2 > bc ve c > 0 olsun.

(c.i)
1

c

�
a� 2

5

p
5(a2 � bc)

�
< r <

1

c

�
a+

2

5

p
5(a2 � bc)

�
ise Mr bir spacelike

hiperbolik lineer Weingarten yüzeyidir.

(c.ii) r <
1

c

�
a� 2

5

p
5(a2 � bc)

�
veya r >

1

c

�
a+

2

5

p
5(a2 � bc)

�
iseMr bir space-
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like eliptik lineer Weingarten yüzeyidir.

(c.iii) r =
1

c

�
a� 2

5

p
5(a2 � bc)

�
veya r =

1

c

�
a+

2

5

p
5(a2 � bc)

�
iseMr bir space-

like tubular lineer Weingarten yüzeyidir.

(d) a2 > bc ve c < 0 olsun.

(d.i)
1

c

�
a+

2

5

p
5(a2 � bc)

�
< r <

1

c

�
a� 2

5

p
5(a2 � bc)

�
ise Mr bir spacelike

hiperbolik lineer Weingarten yüzeyidir.

(d.ii) r <
1

c

�
a+

2

5

p
5(a2 � bc)

�
veya r >

1

c

�
a� 2

5

p
5(a2 � bc)

�
iseMr bir space-

like eliptik lineer Weingarten yüzeyidir.

(d.iii) r =
1

c

�
a+

2

5

p
5(a2 � bc)

�
veya r =

1

c

�
a� 2

5

p
5(a2 � bc)

�
ise Mr bir

spacelike tubular lineer Weingarten yüzeyidir.

Teorem 3:4:4: c 6= 0 olmak üzere M bir spacelike hiperbolik lineer Weingarten yüzeyi

olsun.

(a) a2 < bc ise Mr bir spacelike eliptik lineer Weingarten yüzeyidir.

(b) a2 = bc olsun.

(b.i) r 6= a

c
ise Mr bir spacelike eliptik lineer Weingarten yüzeyidir.

(b.ii) r =
a

c
ise Mr bir spacelike tubular lineer Weingarten yüzeyidir.

(c) bc < a2 < �4bc ve c > 0 olsun.

(c.i)
1

c

�
a� 2

5

p
5(a2 � bc)

�
< r <

1

c

�
a+

2

5

p
5(a2 � bc)

�
ise Mr bir spacelike

hiperbolik lineer Weingarten yüzeyidir.

(c.ii) r <
1

c

�
a� 2

5

p
5(a2 � bc)

�
veya r >

1

c

�
a+

2

5

p
5(a2 � bc)

�
iseMr bir space-
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like eliptik lineer Weingarten yüzeyidir.

(c.iii) r =
1

c

�
a� 2

5

p
5(a2 � bc)

�
veya r =

1

c

�
a+

2

5

p
5(a2 � bc)

�
iseMr bir space-

like tubular lineer Weingarten yüzeyidir.

(d) bc < a2 < �4bc and c < 0 olsun.

(d.i)
1

c

�
a+

2

5

p
5(a2 � bc)

�
< r <

1

c

�
a� 2

5

p
5(a2 � bc)

�
ise Mr bir spacelike

hiperbolik lineer Weingarten yüzeyidir.

(d.ii) r <
1

c

�
a+

2

5

p
5(a2 � bc)

�
veya r >

1

c

�
a� 2

5

p
5(a2 � bc)

�
iseMr bir space-

like eliptik lineer Weingarten yüzeyidir.

(d.iii) r =
1

c

�
a+

2

5

p
5(a2 � bc)

�
veya r =

1

c

�
a� 2

5

p
5(a2 � bc)

�
ise Mr bir

spacelike tubular lineer Weingarten yüzeyidir.

Teorem 3:4:5: c > 0 ve a > 0 veya c < 0 ve a < 0 olmak üzereM bir spacelike tubular

lineer Weingarten yüzeyi olsun.

(a) r < 0 veya r >
2a

c
ise Mr bir spacelike eliptik lineer Weingarten yüzeyidir.

(b) 0 < r <
2a

c
ise Mr bir spacelike hiperbolik lineer Weingarten yüzeyidir.

(c) r = 0 veya r =
2a

c
ise Mr bir spacelike tubular lineer Weingarten yüzeyidir.

Teorem 3:4:6: c > 0 ve a < 0 veya c < 0 ve a > 0 olmak üzereM bir spacelike tubular

lineer Weingarten yüzeyi olsun.

(a) r <
2a

c
veya r > 0 ise Mr bir spacelike eliptik lineer Weingarten yüzeyidir.

(b)
2a

c
< r < 0 ise Mr bir spacelike hiperbolik lineer Weingarten yüzeyidir.

(c) r = 0 veya r =
2a

c
ise Mr bir spacelike tubular lineer Weingarten yüzeyidir.
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Teorem 3:4:7: cr = 0 olmak üzere Mr bir spacelike lineer Weingarten yüzeyi olsun.

Bu taktirde M ve Mr spacelike eliptik lineer Weingarten yüzeylerdir.

Teorem 3:4:8: cr 6= 0 olmak üzere Mr bir spacelike eliptik lineer Weingarten yüzeyi

olsun.

(a) a2r < brcr ise M bir spacelike eliptik lineer Weingarten yüzeyidir.

(b) a2r = brcr olsun.

(b.i) r 6= �ar
cr
ise M bir spacelike eliptik lineer Weingarten yüzeyidir.

(b.ii) r = �ar
cr
ise M bir spacelike tubular lineer Weingarten yüzeyidir.

(c) a2r > brcr ve cr > 0 olsun.

(c.i)
1

cr

�
�ar �

2

5

p
5(a2r � brcr)

�
< r <

1

cr

�
�ar +

2

5

p
5(a2r � brcr)

�
ise M bir

spacelike hiperbolik lineer Weingarten yüzeyidir.

(c.ii) r <
1

cr

�
�ar �

2

5

p
5(a2r � brcr)

�
veya r >

1

cr

�
�ar +

2

5

p
5(a2r � brcr)

�
iseM

bir spacelike eliptik lineer Weingarten yüzeyidir.

(c.iii) r =
1

cr

�
�ar �

2

5

p
5(a2r � brcr)

�
veya r =

1

cr

�
�ar +

2

5

p
5(a2r � brcr)

�
ise

M bir spacelike tubular lineer Weingarten yüzeyidir.

(d) a2r > brcr ve cr < 0 olsun.

(d.i)
1

cr

�
�ar +

2

5

p
5(a2r � brcr)

�
< r <

1

cr

�
�ar �

2

5

p
5(a2r � brcr)

�
ise M bir

spacelike hiperbolik lineer Weingarten yüzeyidir.

(d.ii) r <
1

cr

�
�ar +

2

5

p
5(a2r � brcr)

�
veya r >

1

cr

�
�ar �

2

5

p
5(a2r � brcr)

�
iseM

bir spacelike eliptik lineer Weingarten yüzeyidir.
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(d.iii) r =
1

cr

�
�ar +

2

5

p
5(a2r � brcr)

�
veya r =

1

cr

�
�ar �

2

5

p
5(a2r � brcr)

�
ise

M bir spacelike tubular lineer Weingarten yüzeyidir.

Teorem 3:4:9: cr 6= 0 olmak üzereMr bir spacelike hiperbolik lineer Weingarten yüzeyi

olsun.

(a) a2r < brcr ise M bir spacelike eliptik lineer Weingarten yüzeyidir.

(b) a2r = brcr olsun.

(b.i) r < �ar
cr
veya r > �ar

cr
iseM bir spacelike eliptik lineer Weingarten yüzeyidir.

(b.ii) r = �ar
cr
ise M bir spacelike tubular lineer Weingarten yüzeyidir.

(c) brcr < a2r < �4brcr ve cr > 0 olsun.

(c.i)
1

cr

�
�ar �

2

5

p
5(a2r � brcr)

�
< r <

1

cr

�
�ar +

2

5

p
5(a2r � brcr)

�
ise M bir

spacelike hiperbolik lineer Weingarten yüzeyidir.

(c.ii) r <
1

cr

�
�ar �

2

5

p
5(a2r � brcr)

�
veya r >

1

cr

�
�ar +

2

5

p
5(a2r � brcr)

�
iseM

bir spacelike eliptik lineer Weingarten yüzeyidir.

(c.iii) r =
1

cr

�
�ar �

2

5

p
5(a2r � brcr)

�
veya r =

1

cr

�
�ar +

2

5

p
5(a2r � brcr)

�
ise

M bir spacelike tubular lineer Weingarten yüzeyidir.

(d) a2r > brcr ve cr < 0 olsun.

(d.i)
1

cr

�
�ar +

2

5

p
5(a2r � brcr)

�
< r <

1

cr

�
�ar �

2

5

p
5(a2r � brcr)

�
ise M bir

spacelike hiperbolik lineer Weingarten yüzeyidir.

(d.ii) r <
1

cr

�
�ar +

2

5

p
5(a2r � brcr)

�
veya r >

1

cr

�
�ar �

2

5

p
5(a2r � brcr)

�
iseM

bir spacelike eliptik lineer Weingarten yüzeyidir.
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(d.iii) r =
1

cr

�
�ar +

2

5

p
5(a2r � brcr)

�
veya r =

1

cr

�
�ar �

2

5

p
5(a2r � brcr)

�
ise

M bir spacelike tubular lineer Weingarten yüzeyidir.

Teorem 3:4:10: cr > 0 ve ar > 0 veya cr < 0 ve ar < 0 olmak üzere Mr bir spacelike

tubular lineer Weingarten yüzeyi olsun.

(a) r < �2ar
cr

veya r > 0 ise M bir spacelike eliptik lineer Weingarten yüzeyidir.

(b) �2ar
cr
< r < 0 ise M bir spacelike hiperbolik lineer Weingarten yüzeyidir.

(c) r = 0 veya r = �2ar
cr

ise M bir spacelike tubular lineer Weingarten yüzeyidir.

Teorem 3:4:11: cr > 0 ve ar < 0 veya cr < 0 ve ar > 0 olmak üzere Mr yüzeyi

spacelike tubular lineer Weingarten yüzeyi olsun.

(a) r < 0 veya r > �2ar
cr

ise M bir spacelike eliptik lineer Weingarten yüzeyidir.

(b) 0 < r < �2ar
cr

ise M bir spacelike hiperbolik lineer Weingarten yüzeyidir.

(c) r = 0 veya r = �2ar
cr

ise M bir spacelike tubular lineer Weingarten yüzeyidir.

46



4 E3
1 DE aH + bK = c BA¼GINTISINI SA¼GLAYAN

NON-DEJENERE DÖNEL YÜZEYLER

Bu bölümde E31 de aH+bK = c ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glayan spacelike ve timelike dönel yüzeyler

incelenmi̧stir. Dönme ekseninin causal karakterine ba¼gl¬olarak yüzeyler belirlenmi̧stir.

4.1 E3
1 de Dönel Yüzeyler

Tan¬m 4:1: E31 de L do¼grusunu sabit b¬rakan dönme gruplar¬alt¬nda de¼gi̧smez kalan

yüzeye dönel yüzey denir.

·Ikinci bölümde E31 de L dönme eksenini sabit b¬rakan ve bu eksenin causal karakterine

ba¼gl¬olarak izometri gruplar¬n¬

Rv :

0BBB@
x1

x2

x3

1CCCA!

0BBB@
cos v sin v 0

� sin v cos v 0

0 0 1

1CCCA
0BBB@
x1

x2

x3

1CCCA ;

Rv :

0BBB@
x1

x2

x3

1CCCA!

0BBB@
1 0 0

0 cosh v sinh v

0 sinh v cosh v

1CCCA
0BBB@
x1

x2

x3

1CCCA ;

Rv :

0BBB@
x1

x2

x3

1CCCA!

0BBB@
cos v �v v

v 1� v2

2
v2

2

0 �v2

2
1 + v2

2

1CCCA
0BBB@
x1

x2

x3

1CCCA
şeklinde vermi̧stik.

Bir dönel yüzey � = �(u) düzlemsel e¼grisi taraf¬ndan üretilir ve dönel yüzeyin nokta-

lar¬n¬n kümesi fRv(�(u)); u 2 I; v 2 Rg dir. Şimdi dönme eksenlerine göre bir dönel

yüzeyin parametrizasyonunu verelim.

(1) L timelike eksen ise: L = hE3i olsun. p = (x0; y0; z0) =2 L ise fRv(p); v 2 Rg

kümesi z = z0 düzleminde yar¬çap¬
p
x20 + y

2
0 olan bir çemberdir. y = 0 düzleminde
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�(u) = (u; 0; z(u)) e¼grisi taraf¬ndan üretilen dönel yüzeyin parametrik denklemi

X(u; v) = (u cos v; u sin v; z(u)); u 6= 0 (4.1)

olur.

(2) L spacelike eksen ise: L = hE1i olsun. p = (x0; y0; z0) =2 L ise fRv(p); v 2 Rg

kümesi x = x0 düzleminde denklemi y2 � z2 = y20 � z20 olan bir hiperbol belirtir. Bu

dönel yüzeyler parametrik olarak iki şekilde belirtilir.

(2.a) y = 0 düzleminde �(u) = (u; 0; z(u)) e¼grisi taraf¬ndan üretilen dönel yüzeyin

parametrik denklemi

X(u; v) = (u; z(u) sinh v; z(u) cosh v); u 6= 0 (4.2)

olur.

(2.b) z = 0 düzleminde �(u) = (u; z(u); 0) e¼grisi taraf¬ndan üretilen dönel yüzeyin

parametrik denklemi

X(u; v) = (u; z(u) cosh v; z(u) sinh v); u 6= 0 (4.3)

olur.

(3) L lightlike eksen ise: L do¼grusunu v1 = (0; 1; 1) olarak alal¬m. he1; v1i düzleminde

olmayan p = (x0; y0; z0) noktas¬n¬n fRv(p); v 2 Rg yörüngesi

�(v) = (x� (y � z); xv + y � (y � z)v
2

2
; xv + z � (y � z)v

2

2
)

e¼grisidir. � e¼grisi, y � z = y0 � z0 düzleminde bir parabol belirtir. Gerçekten

�(v) = (x; y; z) + v(�(y � z)e1 + xv1)�
y � z
2
v2v1

dir. h(0; 1; 1); (0; 1;�1)i düzleminde �(u) = (0; u + z(u);�u + z(u)) e¼grisi taraf¬ndan

üretilen dönel yüzeyin parametrik denklemi

X(u; v) = (�2uv; z(u) + u� uv2; z(u)� u� uv2); u 6= 0 (4.4)
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olur.

X : D � R2 ! E31 ; M yüzeyinin bir parametrizasyonu olsun. Birinci ve ikinci temel

formun katsay¬lar¬olan fE;F;Gg ve fe; f; gg fonksiyonlar¬

E = hXu; Xui ; F = hXu; Xvi ; G = hXv; Xvi

e = �hNu; Xui ; f = �hNu; Xvi ; g = �hNv; Xvi

olmak üzere M nin ortalama e¼grili¼gi ve Gauss e¼grili¼gi

H = �"
2

eG� 2fF + gE
EG� F 2 ve K = �" eg � f

2

EG� F 2

ile verilir. Burada

N =
Xu �Xvp
"(EG� F 2)

dir.

W = EG� F 2 = " kXu �Xvk2
8<: pozitif ise M yüzeyi spacelike

negatif ise M yüzeyi timelike

oldu¼gundan

H = �"
2

G det(Xu; Xv; Xuu)� 2F det(Xu; Xv; Xuv) + E det(Xu; Xv; Xvv)

("(EG� F 2)) 32
:=

H1

2W
3
2

(4.5)

ve

K = �det(Xu; Xv; Xuu) det(Xu; Xv; Xvv)� E det(Xu; Xv; Xuv)
2

(EG� F 2)2 :=
K1

W 2
(4.6)

elde edilir.

Minkowski uzay¬nda pseudohiperbolik yüzeyler ve pseudoküreler, Öklid uzay¬nda kürel-

erle ayn¬ özellikleri gösterirler. p0 2 E31 ve r > 0 ise p0 merkezli r > 0 yar¬çapl¬

pseudohiperbolik yüzey

H2;1(r; p0) = fp 2 E31 : hp� p0; p� p0i = �r2

ve p0 merkezli r > 0 yar¬çapl¬pseudoküre

S2;1(r; p0) = fp 2 E31 : hp� p0; p� p0i = r2

şeklindedir. ·Iki yüzey için de N(p) = (p � p0)=r dir ve S = �1
r
I olur. Bu taktirde

H = "=r ve K = �"=r2 dir.
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4.2 Ekseni Timelike Olan Dönel Yüzeyler

M dönel yüzeyini üreten � e¼grisinin y = 0 düzleminde oldu¼gu kabul edilsin ve � e¼grisi

�(u) = (u; 0; z(u)); u > 0 al¬ns¬n. Bu taktirde M yüzeyinin parametrik denklemi (4.1)

şeklindedir. W = u2(1�z2) oldu¼gundan z02 < 1 iseM yüzeyi spacelike ve z02 > 1 iseM

yüzeyi timelike olur. (4.5) ve (4.6) dan M yüzeyinin ortalama e¼grili¼gi ve Gauss e¼grili¼gi

H = �1
2

 
"z0

u
p
"(1� z02)

+
z00

("(1� z02))3=2

!
; K = � z0z00

u(1� z02)2

elde edilir. aH + bK = c ba¼g¬nt¬s¬na göre

a

2

 
"z0

u
p
"(1� z02)

+
z00

(" (1� z02))3=2

!
+ b

z0z00

u(1� z02)2 = �c

bulunur. ·Ifadenin her iki taraf¬u ile çarp¬larak integrali al¬n¬rsa

a

 
u

"z0p
"(1� z02)

!0
+ b

�
1

1� z02

�0
= �2cu

elde edilir. Bu taktirde � 2 R integral sabiti olmak üzere

"
auz0p
"(1� z02)

+
b

1� z02 = �cu
2 + � (4.7)

bulunur.

� =
z0p

"(1� z02)
olsun. Bu taktirde

1 + "�2 = 1=(1� z02)

elde edilir. (4.7) tekrar düzenlenirse

b�2 + au�+ "(b+ cu2 � �) = 0 (4.8)

d¬r. (4.8), � fonksiyonuna ba¼gl¬ikinci dereceden bir denklem olarak düşünülürse

z0p
"(1� z02)

=
�au�

p
(a2 � 4bc")u2 + 4b"(�b+ �)

2b

elde edilir. Bu diferensiyel denklemin çözümünü � = b ve a2 � 4bc" = 0 durumlar¬için

inceleyelim.
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(1) � = b olsun. Bu taktirde

z0p
"(1� z02)

=
�a�

p
a2 � 4bc"
2b

u = Cu; C =
�a�

p
a2 � 4bc"
2b

d¬r. Bu diferensiyel denklem çözülürse

z(u) = �
p
"+ C2u2

C
+ �; � 2 R

elde edilir. Bu taktirde (4.1) den, yüzey x2 + y2 � (z � �)2 = � "

C2
denklemini sa¼glar.

p0 = (0; 0; �) noktas¬için " = 1 ise M yüzeyi H2;1(1= jCj ; p0) pseudohiperbolik yüzeyi

ve " = �1 ise M yüzeyi S2;1(1= jCj ; p0) pseudoküresidir.

(2) a2 � 4bc" = 0 olsun. Bu taktirde

z0p
"(1� z02)

=
�au� C
2b

; C = 2
p
b"(�b+ �)

d¬r. Bu diferensiyel denklem çözülürse

z(u) = �

s
4"b2

a2
+

�
C

a
� u
�2
+ �; � 2 R

elde edilir.

Şekil 4.1. Şekil 4.2

Şekil 4.1. a = 2; b = ", � = 0 ve � = 2 için ekseni timelike

olan spacelike dönel yüzey

Şekil 4.2. a = 2; b = ", � = 0 ve � = 0 için ekseni timelike

olan timelike dönel yüzey
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4.3 Ekseni Spacelike Olan Dönel Yüzeyler

Ekseni spacelike olan dönel yüzey için farkl¬iki parametrizasyon bulundu¼gundan yüzeyi

iki farkl¬durum için inceleyece¼giz.

(a) M yüzeyini üreten � e¼grisinin y = 0 düzleminde bulundu¼gu kabul edilsin. � e¼grisi

�(u) = (u; 0; z(u)) ise M yüzeyinin parametrik denklemi (4.2) şeklindedir. (4.5) ve

(4.6) dan M yüzeyinin ortalama e¼grili¼gi ve Gauss e¼grili¼gi

H = �1
2

 
"

z
p
"(1� z02)

+
z00

("(1� z02))3=2

!
; K = � z00

z(1� z02)2

bulunur. aH + bK = c ba¼g¬nt¬s¬na göre

a

2

 
"

z
p
1� z02

+
z00

(" (1� z02))3=2

!
+ b

z00

z(1� z02)2 = �c

elde edilir. ·Ifadenin her iki taraf¬zz0 ile çarp¬larak integrali al¬n¬rsa

a

 
"zp

"(1� z02)

!0
+ b

�
1

1� z02

�0
= �c(z2)0

bulunur. Bu taktirde � 2 R integral sabiti olmak üzere

"
azp

"(1� z02)
+

b

1� z02 = �cz
2 + � (4.9)

elde edilir.

� =
1p

"(1� z02)
olsun. (4.9) tekrar düzenlenirse

b�2 + az�+ "(cz2 � �) = 0 (4.10)

elde edilir. (4.10), � fonksiyonuna ba¼gl¬ikinci dereceden bir denklem olarak düşünülürse

1p
"(1� z02)

=
�az �

p
(a2 � 4bc")z2 + 4b"�

2b

elde edilir. Bu diferensiyel denklemin çözümünü � = 0 ve a2 � 4bc" = 0 durumlar¬için

inceleyelim.
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(a.1) � = 0 olsun. Bu taktirde

1p
"(1� z02)

=
�a�

p
a2 � 4bc"
2b

z = Cz; C =
�a�

p
a2 � 4bc"
2b

d¬r. Bu diferensiyel denklem çözülürse

z(u) = �
r
"

C2
+ (u� C�)2; � 2 R

elde edilir. Bu taktirde (4.2) den, yüzey (x�C�)2+ y2� z2 = � "

C2
denklemini sa¼glar.

p0 = (�C�; 0; 0) noktas¬ için " = 1 ise M yüzeyi H2;1(1= jCj ; p0) pseudohiperbolik

yüzeyi ve " = �1 ise M yüzeyi S2;1(1= jCj ; p0) pseudoküresidir.

(a.2) a2 � 4bc" = 0 olsun. Bu taktirde

z0p
"(1� z02)

=
�au� C
2b

; C = 2
p
b"�

d¬r. Bu diferensiyel denklem çözülürse

z(u) = �C
a
�
r
4"b2

a2
� (u� �)2; � 2 R

elde edilir.

(b) M yüzeyini üreten � e¼grisinin z = 0 düzleminde bulundu¼gu kabul edilsin. � e¼grisi

�(u) = (u; z(u); 0) iseM yüzeyinin parametrik denklemi (4.3) şeklindedir. Bu durumda

EG � F 2 = �z2(1 + z02) < 0 oldu¼gundan M timelike bir yüzeydir. (4.5) ve (4.6) dan

M yüzeyinin ortalama e¼grili¼gi ve Gauss e¼grili¼gi

H =
1

2

 
� 1

z
p
"(1 + z02)

+
z00

("(1 + z02))
3=2

!
; K = � z00

z(1 + z02)2

bulunur. aH + bK = c ba¼g¬nt¬s¬na göre

a

2

 
�1

z
p
1 + z02

+
z00

(1 + z02)3=2

!
� b z00

z(1 + z02)2
= c

elde edilir. ·Ifadenin her iki taraf¬zz0 ile çarp¬larak integrali al¬n¬rsa

�a
�

zp
1 + z02

�0
+ b

�
1

1 + z02

�0
= c(z2)0

53



bulunur. Bu taktirde � 2 R integral sabiti olmak üzere

� azp
1 + z02

+
b

1 + z02
= cz2 + � (4.11)

elde edilir.

� =
1p
1 + z02

olsun. (4.11) tekrar düzenlenirse

b�2 � az�� cz2 � � = 0 (4.12)

elde edilir. (4.12), � fonksiyonuna ba¼gl¬ikinci dereceden bir denklem olarak düşünülürse

1p
1 + z02

=
az �

p
(a2 + 4bc")z2 + 4b�

2b

elde edilir. Bu diferensiyel denklemin çözümünü � = 0 ve a2 � 4bc" = 0 durumlar¬için

inceleyelim.

(b.1) � = 0 olsun. Bu taktirde

1p
(1 + z02)

=
a�

p
a2 + 4bc

2b
z = Cz; C =

a�
p
a2 + 4bc

2b

d¬r. Bu diferensiyel denklem çözülürse

z(u) = �
r
1

C2
� (u� C�)2; � 2 R

elde edilir. Bu taktirde (4.3) den, yüzey (x� C�)2 + y2 � z2 = 1

C2
denklemini sa¼glar.

p0 = (�C�; 0; 0) noktas¬için M yüzeyi S2;1(1= jCj ; p0) pseudoküresidir.

(b.2) a2 � 4bc = 0 olsun. Bu taktirde

1p
1 + z02

=
az � C
2b

; C = 2
p
b�

d¬r. Bu diferensiyel denklem çözülürse

z(u) = �C
a
�
r
4b2

a2
� (u� �)2; � 2 R
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elde edilir.

Şekil 4.3 Şekil 4.4

Şekil 4.3. a = 2; b = ", � = 0 ve � = 1 için ekseni spacelike

olan spacelike dönel yüzey

Şekil 4.4. a = 2; b = ", � = 0 ve � = 1 için ekseni spacelike

olan timelike dönel yüzey

4.4 Ekseni Lightlike Olan Dönel Yüzeyler

M yüzeyini üreten � e¼grisinin h(0; 1; 1); (0; 1;�1)i düzleminde bulundu¼gu kabul edilsin.

� e¼grisi �(u) = (0; u + z(u);�u + z(u)) ise M yüzeyinin parametrik denklemi (4.4)

şeklindedir. (4.5) ve (4.6) dan M yüzeyinin ortalama e¼grili¼gi ve Gauss e¼grili¼gi

H =
1

2

�
1

2u
p
"z0

� "z00

4("z0)3=2

�
; K =

z00

8uz02

bulunur. aH + bK = c ba¼g¬nt¬s¬na göre

a

2

�
1

2u
p
"z0

� "z00

4("z0)3=2

�
+ b

z00

8uz02
= c

elde edilir. ·Ifadenin her iki taraf¬u ile çarp¬larak integrali al¬n¬rsa

a

4

�
up
"z0

�0
� b

8

�
1

z0

�0
= cu

bulunur. Bu taktirde � 2 R integral sabiti olmak üzere

a

4

�
up
"z0

�
� b

8z0
=
c

2
u2 + � (4.13)
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elde edilir.

� =
p
"z0

olsun. (4.13) tekrar düzenlenirse

(4"u2 + 8"�)�2 � 2a"�u+ b = 0 (4.14)

elde edilir. (4.14), � fonksiyonuna ba¼gl¬ikinci dereceden bir denklem olarak düşünülürse

p
"z0 =

a"u�
p
(a2 � 4bc")u2 � 8b"�
4"(cu2 + 2�)

elde edilir. Bu diferensiyel denklemin çözümünü � = 0 ve a2 � 4bc" = 0 durumlar¬için

inceleyelim.

(1) � = 0 olsun. Bu taktirde

p
"z0 =

a� "
p
a2 � 4bc"
4c

1

u
=
C

u
; C =

a� "
p
a2 � 4bc"
4c

elde edilir. Bu diferensiyel denklem çözülürse

z(u) = �"C
2

u
+ �; � 2 R

bulunur. Bu taktirde (4.4) den, yüzey x2 + y2 � (z � �)2 = �4"C2 denklemini sa¼glar.

p0 = (0; 0; �) noktas¬için " = 1 ise M yüzeyi H2;1(2 jCj ; p0) pseudohiperbolik yüzeyi

ve " = �1 ise M yüzeyi S2;1(2 jCj ; p0) pseudoküresidir.

(2) a2 � 4bc" = 0 olsun. Bu taktirde

p
"z0 =

a"u� C
4"(cu2 + 2�)

; C =
p
�8b"�

elde edilir. 8b"� > 0 ve a2 � 4bc" = 0 oldu¼gundan c� � 0 d¬r. Yukar¬daki diferensiyel

denklem çözülürse �; � 2 R için

z(u) =
1

64

 
�4aC�� "(cC2 � 2a2�)u

c�(2�+ cu2)
+ "

cC2 + 2a2�p
�2c3�3

arctanh

�r
� c

2�
u

�!
+ �
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elde edilir.

Şekil 4.5 Şekil 4.6

Şekil 4.5. a = 2; b = �"; � = 1 ve � = 0 için ekseni lightlike

olan spacelike dönel yüzey

Şekil 4.6. a = 2; b = �"; � = 1 ve � = 0 için ekseni lightlike

olan timelike dönel yüzey

Teorem 4:1: M; E31 de bir non-dejenere dönel yüzey olsun. a
2� 4bc" = 0 olmak üzere

M yüzeyinin lineer Weingarten yüzeyi oldu¼gunu kabul edelim. Dönme ekseninin causal

karakterine ba¼gl¬olarak M yüzeyinin parametrik denklemi aşa¼g¬daki gibidir:

(1) Dönme ekseni timelike ise

z(u) = �

s
4"b2

a2
+

�
C

a
� u
�2
+ �; C = 2

p
b"(�b+ �); �; � 2 R

olmak üzere M yüzeyinin parametrik denklemi

X(u; v) = (u cos v; u sin v; z(u))

şeklindedir.

(2) Dönme ekseni spacelike ise iki durum vard¬r:

(2.a)

z(u) = �C
a
�
r
4"b2

a2
� (u� �)2; C = 2

p
b"�; �; � 2 R

olmak üzere M yüzeyinin parametrik denklemi

X(u; v) = (u; z(u) sinh v; z(u) cosh v)
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şeklindedir.

(2.b)

z(u) = �C
a
�
r
4b2

a2
� (u� �)2; C = 2

p
b�; �; � 2 R

olmak üzere M yüzeyinin parametrik denklemi

X(u; v) = (u; z(u) cosh v; z(u) sinh v)

şeklindedir.

(3) Dönme ekseni lightlike ise

z(u) =
1

64

 
�4aC�� "(cC2 � 2a2�)u

c�(2�+ cu2)
+ "

cC2 + 2a2�p
�2c3�3

arctanh

�r
� c

2�
u

�!
+�; �; � 2 R

olmak üzere M yüzeyinin parametrik denklemi

X(u; v) = (�2uv; z(u) + u� uv2; z(u)� u� uv2)

şeklindedir.
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5 E3
1 DE ÇEMBERLER·IN FOL·IASYONU ·ILE

ELDE ED·ILEN L·INEER WE·INGARTEN

YÜZEYLER·I

Bu bölümde E31 de çember parçalar¬n¬n foliasyonu ile elde edilen ve a
2 + b2 6= 0 olmak

üzere a; b; c sabitleri için aH + bK = c koşulunu sa¼glayan spacelike lineer Weingarten

yüzeyler incelenmi̧stir. Bu yüzeylerin dönel yüzey veya H = 0 sabit ortalama e¼gri-

likli yüzey veya K = 0 sabit Gauss e¼grilikli yüzey oldu¼gu gösterilmi̧stir. ·Ilk olarak

çal¬̧smam¬zda kulland¬¼g¬m¬z temel tan¬mlar¬ve kavramlar¬verelim.

E31 de bir spacelike M yüzeyini alal¬m. M yüzeyinin düzlemsel bir bölgede tan¬ml¬

X = X(u; v) lokal parametrizasyonunu ele alal¬m. Bu parametrizasyon kullan¬larak

(2.6) ve (2.7) den M nin ortalama e¼grili¼gi ve Gauss e¼grili¼gi s¬ras¬yla

H = �1
2

eG� 2fF + gE
EG� F 2 ; K = � eg � f 2

EG� F 2

şeklindedir. Spacelike bir yüzey için

W = EG� F 2 = kXu �Xvk2

fonksiyonu pozitifdir. [; ; ] ile E3 deki determinant fonksiyonu gösterilirse

H = �G[Xu; Xv; Xuu]� 2F [Xu; Xv; Xuv] + E[Xu; Xv; Xvv]

2W 3=2
(5.1)

K = � [Xu; Xv; Xuu][Xu; Xv; Xvv]� [Xu; Xv; Xuv]
2

W 2
(5.2)

olur. M yüzeyi lineer Weingarten yüzeyi ise aH + bK = c koşulunu sa¼glar. Bu eşitlikte

(5.1) ve (5.2) kullan¬l¬rsa

a
G[Xu; Xv; Xuu]� 2F [Xu; Xv; Xuv] + E[Xu; Xv; Xvv]

2W 3=2

+b
[Xu; Xv; Xuu][Xu; Xv; Xvv]� [Xu; Xv; Xuv]

2

W 2
= c

(5.3)
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elde edilir.

c = 0 ise; (5.3) eşitli¼ginden

a
G[Xu; Xv; Xuu]� 2F [Xu; Xv; Xuv] + E[Xu; Xv; Xvv]

2W 3=2

= �b [Xu; Xv; Xuu][Xu; Xv; Xvv]� [Xu; Xv; Xuv]
2

W 2

(5.4)

bulunur. (5.4) eşitli¼ginde payda eşitlenerek her iki taraf¬n kareleri al¬n¬rsa

a2 (G[Xu; Xv; Xuu]� 2F [Xu; Xv; Xuv] + E[Xu; Xv; Xvv])
2W

�4b2 ([Xu; Xv; Xuu][Xu; Xv; Xvv]� [Xu; Xv; Xuv]
2)
2
= 0:

(5.5)

elde edilir.

c 6= 0 ise (5.3) eşitli¼ginden

a2 (G[Xu; Xv; Xuu]� 2F [Xu; Xv; Xuv] + E[Xu; Xv; Xvv])
2W

�4(cW 2 � b ([Xu; Xv; Xuu][Xu; Xv; Xvv]� [Xu; Xv; Xuv]
2))

2
= 0:

(5.6)

elde edilir.

Tan¬m 5:1: E31 de bir cyclic yüzey düzgün bir parametreli çemberlerin ailesinin be-

lirledi¼gi bir yüzeydir.

Öyleyse cyclic yüzey, çemberlerin foliasyonu ile elde edilen bir yüzeydir. Yani cyclic

yüzeyin bir parametreli düzlemlerin ailesi ile arakesiti çemberdir. Cyclic yüzey space-

like ise foliasyonun her bir çemberi bir spacelike e¼gridir. Fakat çemberlerin bulundu¼gu

düzlemler herhangi bir causal karaktere sahip olabilir. Dolay¬s¬yla bu düzlemlerin space-

like, timelike veya lightlike oluşuna göre cyclic yüzeyleri incelemek gerekir.

Foliasyon düzlemlerinin paralel oldu¼gunu varsayarak aşa¼g¬da verilen teoremi ispatlad¬k.

Teorem 5:1: M yüzeyi E31 de bir spacelike cyclic yüzey ve foliasyon düzlemleri paralel

olsun. E¼ger M yüzeyi lineer Weingarten yüzeyi ise M aşa¼g¬daki yüzeylerden birisidir:

1. M bir dönel yüzeydir.

2. M; H = 0 şart¬n¬sa¼glayan yüzey örneklerinden birisidir.

3. M; K = 0 şart¬n¬sa¼glayan yüzey örneklerinden birisidir.
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·Ispat Birbirine paralel düzlemlerde bulunan çemberlerin foliasyonu ile elde edilen bir

M � E31 spacelike yüzeyini düşünelim. Foliasyon düzlemlerinin spacelike, timelike ve

lightlike olmas¬na ba¼gl¬olarak üç durum bulunmaktad¬r. Her bir durumda aH+bK = c

ba¼g¬nt¬s¬na göre ispat¬c = 0 ve c 6= 0 durumlar¬için inceleyece¼giz.

I. Düzlemler spacelike ise:

E31 in bir kat¬hareketinden sonra düzlemlerin x3 = 0 düzlemine paralel oldu¼gunu kabul

edebiliriz. Burada çemberler yatay Öklid çemberleridir. f; g ve r > 0; I aral¬¼g¬üzerinde

u de¼gi̧skenine ba¼gl¬düzgün fonksiyonlar olmak üzere M cyclic yüzeyinin parametrik

denklemi

X(u; v) = (f(u); g(u); u) + r(u)(cos v; sin v; 0) (5.7)

ile verilir. M nin bir dönel yüzey olmas¬için gerek ve yeter koşul f ve g fonksiyonlar¬n¬n

sabit olmas¬d¬r.

c = 0 durumu:

(5.5) eşitli¼ginde genelli¼gi bozmadan 4b2 = 1 kabul edelim. Yüzeyin X(u; v) para-

metrik denklemi kullan¬larak (5.5) hesaplan¬rsa Aj ve Bj, I üzerinde u de¼gi̧skenine

ba¼gl¬fonksiyonlar olmak üzere
4X
j=0

Aj(u) cos (v) +Bj(u) sin (v) = 0 (5.8)

elde edilir. Kabul edelim kiM dönel yüzey olmas¬n. Öyleyse en az bir aral¬kta f 0 veya g0

fonksiyonlar¬s¬f¬rdan farkl¬oldu¼gundan ispat¬f ve g fonksiyonlar¬na göre inceleyece¼giz.

(1) f veya g fonksiyonlar¬ndan birisinin sabit fonksiyon oldu¼gunu düşünelim. Kabul

edelim ki en az bir aral¬kta f 0 = 0 ve g0 6= 0 olsun. Bu durumda (5.8) eşitli¼ginden A4
katsay¬s¬

A4 =
1

8
a2r6g02(rg00 � 2r0g0)2

elde edilir. g0 6= 0 oldu¼gundan yukar¬daki eşitlikten rg00 � 2r0g0 = 0 sonucuna var¬l¬r.

Bu diferensiyel denklem g0 için çözülürse

g0 = �r2; � 6= 0
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bulunur. Eşitlik A2 ve B1 katsay¬lar¬nda kullan¬l¬rsa

A = �1 + �2r4 + r02 � rr00

olmak üzere

A2 =
1

2
�2r8(4r02 � a2r2A2);

B1 = 2�r7r0(a2rA2 � 2r00)

elde edilir. ·Ilk olarak B1 = 0 denkleminde r0 = 0 oldu¼gunu düşünelim. Bu durumda

A2 = 0 eşitli¼ginin sa¼glanmas¬için A = �1 + �2r4 = 0 olmal¬d¬r. Bu taktirde birinci

temel formun katsay¬lar¬ndan E = 0 olur. E = 0 ise W < 0 d¬r. Fakat yüzeyimiz bir

spacelike yüzey oldu¼gundan W > 0 olmal¬d¬r. Dolay¬s¬yla r0 6= 0 d¬r. Bu durumda

A2 = 0 denkleminden

4r02 � a2r2A2 = 0 (5.9)

ve B1 = 0 denkleminden ise

a2rA2 � 2r00 = 0 (5.10)

bulunur. (5.10) eşitli¼gi r ile çarp¬larak, (5.9) eşitli¼gi ile taraf tarafa toplan¬rsa

2r02 � rr00 = 0 diferensiyel denklemi elde edilir. Buna göre

r(u) =
c2

u+ c1
; c1; c2 2 R

dir. Bu eşitlik A2 = 0 denkleminde kullan¬l¬rsa

�4(u+ c1)6 + a2((u+ c1)4 + c22 � �2c42)2 = 0

elde edilir. Bu eşitlikte katsay¬lar s¬f¬r olaca¼g¬ndan u8 in katsay¬s¬a2 = 0 olmal¬d¬r. Bu

ise bir çeli̧skidir. Öyleyse f sabit bir fonksiyon de¼gildir. g
0
= 0 ve f 0 6= 0 ise ispat¬

benzer biçimde yapabiliriz.

(2) f ve g fonksiyonlar¬n¬n sabit olmad¬¼g¬n¬kabul edelim. Bu taktirde f 0; g0 6= 0 d¬r.

(5.8) eşitli¼ginden B4 katsay¬s¬

(�4f 0g0r0 + rf 0f 00 + rf 0g00)(�2f 02r0 + 2g02r0 + rf 0f 00 � rf 0g00) = 0:
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elde edilir. Burada iki durum vard¬r:

(2.a) �4f 0g0r0 + rf 0f 00 + rf 0g00 = 0 oldu¼gunu kabul edelim. Öyleyse

f 00 =
4f 0g0r0 � rf 0g00

rg0
(5.11)

d¬r. Bu eşitlik A4 = 0 denkleminde kullan¬l¬rsa

a2r6(f 02 + g02)2(�2g0r0 + rg00)2 = 0

elde edilir. Burada f 02 + g02 6= 0 oldu¼gundan �2g0r0 + rg00 = 0 olmal¬d¬r. Buna göre

g00 =
2g0r0

r
(5.12)

d¬r. Bu denklemden g0 = �r2; � > 0 elde edilir. g0 = �r2 eşitli¼gi (5.11) denkleminde

kullan¬l¬rsa f 0 = �r2; � > 0 bulunur. f 0 ve g0 fonksiyonlar¬B2 ve B1 katsay¬lar¬nda

kullan¬l¬rsa A = �1 + (�2 + �2)r4 + r02 � r00 olmak üzere,

B2 = ��r
8(a2r2A2 � 4r02);

B1 = 2�r
7r0(a2rA2 � 2r00)

olur. B1 = 0 denkleminde r0 = 0 oldu¼gunu düşünelim. Bu durumda B2 = 0 eşitli¼ginin

sa¼glanmas¬için A = �1 + (�2 + �2)r4 = 0 olmal¬d¬r. Bu taktirde birinci temel formun

katsay¬lar¬ndan E = 0 olur. E = 0 ise W < 0 olur. Fakat yüzeyimiz bir spacelike

yüzey oldu¼gundan W > 0 olmal¬d¬r. Dolay¬s¬yla r0 6= 0 d¬r. Bu durumda B2 = 0

denkleminden

a2r2A2 � 4r02 = 0 (5.13)

ve B1 = 0 denkleminden ise

a2rA2 � 2r00 = 0 (5.14)

olmal¬d¬r. (5.14) eşitli¼gi r ile çarp¬larak (5.13) eşitli¼gi ile taraf tarafa toplan¬rsa

2r02 � rr00 = 0 diferensiyel denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklemin çözümü

r(u) =
c2

u+ c1
; c1; c2 2 R
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dir. Bu eşitlik B2 = 0 denkleminde kullan¬l¬rsa

a2(u+ c2)
8 � 4(u+ c2)6 + 2a2c42(1� c22(�2 + �2))(u+ c2)4 + a2c42(1� c22(�2 + �2))2 = 0

elde edilir. Bu denklemde katsay¬lar s¬f¬r oldu¼gundan u8 in katsay¬s¬olan a2 = 0 ol-

mal¬d¬r. Bu ise bir çeli̧skidir.

(2.b) �2f 02r0 + 2g02r0 + rf 0f 00 � rf 0g00 = 0 oldu¼gunu kabul edelim. Bu eşitlikten f 00

çekilerek A4 de yerine yaz¬l¬rsa

A4 = �
a2r6(f 02 + g02)2

8f 02
(rg00 � 2g0r0)2

bulunur. f 02 + g02 6= 0 oldu¼gundan rg00 � 2g0r0 = 0 d¬r. Buna göre g00 fonksiyonu (5.12)

eşitli¼ginde verilen g00 ile ayn¬d¬r. Bundan sonra ispat¬n devam¬ayn¬şekilde yap¬labilir.

c 6= 0 durumu:

(5.6) eşitli¼ginden A8 ve B8 katsay¬lar¬

A8 = � 1
32
c2r8(f 08 � 28f 06g02 + 70f 02g06 + g08);

B8 =
1

4
c2r8f 0g0(�f 06 � 7f 04g02 � 7f 02g04 + g06)

olarak elde edilir. �(u) = (f(u); g(u); 0) düzlemsel e¼grisi sabit olmad¬¼g¬ndan

f 0(u) = �0(u) cos(�(u)); g0(u) = �0(u) sin(�(u)); �02 = f 02 + g02 (5.15)

olmak üzere e¼griyi (f(u); g(u)) = (x(�(u); y(�(u)) yay uzunluklu olacak biçimde para-

metrelendirebiliriz. (5.15) eşitlikleri kullan¬larak A8 and B8 katsay¬lar¬tekrar hesap-

lan¬rsa

A8 = � 1
32
c2r8�08 cos(8�(u));

B8 = � 1
32
c2r8�08 sin(8�(u))

olur. c 6= 0 ve r > 0 oldu¼gundan en az bir aral¬kta �0 = 0 d¬r. Bu durumda f 02+g02 = 0

olur. Yani � e¼grisi sabit bir e¼gridir. Bu ise kabulumüz ile çeli̧sir.
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II. Düzlemler timelike ise:

M yüzeyi, paralel timelike düzlemlerde bulunan çember foliasyonlar¬ ile elde edilen

bir spacelike lineer Weingarten yüzeyi olsun. E31 de yap¬lan bir hareketten sonra bu

düzlemlerin x1 = 0 düzlemine paralel oldu¼gunu düşünebiliriz. Bu durumda f; g düzgün

fonksiyonlar ve r > 0 olmak üzere yüzeyin parametrik denklemi

X(u; v) = (u; f(u); g(u)) + r(u)(0; sinh v; cosh v) (5.16)

şeklindedir. Yukar¬daki denklemden görüldü¼gü üzere M yüzeyi dikey hiperbollerin bir

parametreli ailesi kullan¬larak elde edilmi̧stir. Spacelike durumda oldu¼gu gibi f ve g

fonksiyonlar¬n¬n sabit oldu¼gunu ispatlayarak, M nin bir dönel yüzey oldu¼gunu göstere-

ce¼giz.

c = 0 durumu:

Spacelike düzlemler için yap¬lan ispatta oldu¼gu gibi çeli̧skiye düşerek ispat¬ tamam-

layaca¼g¬z. Kabul edelim ki f; g fonksiyonlar¬sabit olmas¬n. (5.16) kullan¬larak (5.5)

hesaplan¬rsa
4X
j=0

Aj(u) cos (jv) +Bj(u) sin (jv) = 0 (5.17)

elde edilir.

(1) f veya g fonksiyonlar¬ndan birisinin sabit fonksiyon oldu¼gunu düşünelim. Kabul

edelim ki en az bir aral¬kta f 0 = 0 ve g0 6= 0 olsun. Bu durumda (5.17) eşitli¼ginden A4
katsay¬s¬

A4 =
1

8
a2r6g02(rg00 � 2r0g0)2

d¬r. Yukar¬daki eşitlikten g0 6= 0 oldu¼gundan rg00 � 2r0g0 = 0 sonucuna var¬l¬r. Bu

diferensiyel denklem g0 için çözülürse

g0 = �r2; � 6= 0

elde edilir. Bu eşitlik A2 katsay¬s¬nda kullan¬l¬rsa

A = �1 + �2r4 � r02 + rr00
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olmak üzere

A2 = �
1

2
�2r8(4r02 + a2r2A2)

elde edilir. A2 = 0 eşitli¼ginin sa¼glanmas¬için

r0 = 0; A = �1 + �2r4 = 0

olmal¬d¬r. Bu durumda birinci temel formun katsay¬lar¬ndan E = 0 olur. Yüzey space-

like oldu¼gundan bu bir çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla f sabit bir fonksiyon de¼gildir. g
0
= 0 ve

f 0 6= 0 ise ispat benzerdir.

(2) f ve g fonksiyonlar¬n¬n sabit olmad¬¼g¬n¬kabul edelim. Öyleyse f 0; g0 6= 0 d¬r. (5.17)

eşitli¼ginden B4 katsay¬s¬

(�4f 0g0r0 + rg0f 00 + rf 0g00)(�2f 02r0 � 2g02r0 + rf 0f 00 + f 0g00) = 0

d¬r.

(2.a) �4f 0g0r0 + rf 0f 00 + rf 0g00 = 0 oldu¼gunu kabul edelim. Bu taktirde

f 00 =
4f 0g0r0 � rf 0g00

rg0
(5.18)

elde edilir. Bu eşitlik A4 = 0 denkleminde kullan¬l¬rsa

A4 =
a2r6(f 02 � g02)2(�2g0r0 + rg00)2

8g02

olur.

(2.a.1) f 02 � g02 = 0 ise g0 = �f 0 d¬r. g0 = f 0 oldu¼gunu kabul edelim. Öyleyse

g = f + c1; c1 2 R dir. g fonksiyonu A4 ve B4 de kullan¬l¬rsa

A4 = �a2r6f 02(�2f 0r0 + rf 00);

B4 = a2r6f 02(�2f 0r0 + rf 000)2

elde edilir. Yukar¬daki denklemlerde f 0 6= 0 oldu¼gundan 2f 0r0 = rf 00 dir. Bu denklemden

� pozitif sabiti için f 0 = �r2 elde edilir. Buna göre

A = 1� r02 + rr00
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olmak üzere A2 katsay¬s¬hesaplan¬rsa

A2 = �
2r8(4r02 + a2r2A2)

elde edilir. A2 = 0 eşitli¼ginin sa¼glanmas¬için

r0 = 0; A = 1� r02 + rr00 = 0

olmal¬d¬r. Fakat r0 = 0 ise A = 1 olur. Bu taktirde A2 6= 0 d¬r. Bu ise bir çeli̧skidir.

g0 = �f 0 ise ispat benzerdir.

(2.a.2) rg00 = 2g0r0 ise g0 = �r2; � > 0 d¬r. (5.18) kullan¬rsa f 0 = �r2; � > 0 elde edilir.

A = �1 + (��2 + �2)r4 + r02 � rr00 olmak üzere A2 katsay¬s¬n¬hesaplarsak

A2 = �
1

2
(�2 + �2)r8(a2r2A2 + 4r02)

d¬r. A2 = 0 eşitli¼ginin sa¼glanmas¬için

r0 = 0; (�2 � �2)r4 = �1

olmal¬d¬r. Bu eşitliklerle birlikte birinci temel formun katsay¬lar¬ndan E = 0 olmas¬yla

bir çeli̧ski elde edilir. Dolay¬s¬yla f ve g sabit fonksiyonlard¬r.

(2.b)�2f 02r0�2g02r0+rf 0f 00+f 0g00 = 0 ise bu eşitlikten f 00 elde edilerek A4 denkleminde

kullan¬l¬rsa

A4 =
a2r6(f 02 � g02)2(�2g0r0 + rg00)2

8g02

bulunur. Buna göre

(2.b.1) f 02 � g02 = 0 ise g0 = �f 0 d¬r. Bu durumda ispat (2.a.1) ile ayn¬d¬r.

(2.b.2) rg00 = 2g0r0 ise g0 = �r2; � > 0 d¬r. Bu durumda ise ispat (2.a.2) ile ayn¬d¬r.
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c 6= 0 durumu:

(5.17) denkleminden A8 ve B8 katsay¬lar¬

A8 = � 1
32
c2r8(f 08 + 28f 06g02 + 70f 02g06 + g08);

B8 =
1

4
c2r8f 0g0(f + 7f 04g02 + 7f 02g04 + g06)

olur. �(u) = (f(u); g(u); 0) düzlemsel e¼grisi sabit olmad¬¼g¬ndan

f 0(u) = �0(u) cosh(�(u)); g0(u) = �0(u) sinh(�(u)); �02 = f 02 � g02

olmak üzere e¼griyi (f(u); g(u)) = (x(�(u); y(�(u)) yay uzunluklu olacak biçimde para-

metrelendirelim. f 0 ve g0 fonksiyonlar¬n¬n bu de¼gerleri için A8 and B8 katsay¬lar¬tekrar

hesaplan¬rsa

A8 = � 1
32
c2r8�08 cosh(8�(u));

B8 =
1

32
c2r8�08 sinh(8�(u))

elde edilir. c 6= 0 ve r > 0 oldu¼gundan en az bir aral¬kta �0 = 0 d¬r. Buna göre

f 02 � g02 = 0 olur. Yani � e¼grisi sabit bir e¼gridir. Bu ise kabulumüz ile çeli̧sir.

III. Düzlemler lightlike ise:

E31 de yap¬lan bir hareketten sonra r > 0; f ve g fonksiyonlar¬düzgün fonksiyonlar

olmak üzere M yüzeyinin parametrik denklemini

X(u; v) = (f(u); g(u) + u; g(u)� u) + (v; r(u)v
2

2
; r(u)

v2

2
) (5.19)

ile verebiliriz. Bu durumda, f fonksiyonu sabit ise M bir dönel yüzeydir.

c = 0 durumu

4b2 = 1 al¬narak, (5.5) eşitli¼gi (5.19) parametrik denklemi kullan¬larak hesaplan¬rsa

6X
j=0

Aj(u)v
n = 0 (5.20)
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bulunur. (5.5) eşitli¼gindeki bütün Aj(u) katsay¬lar¬ s¬f¬r olmal¬d¬r. A6 = 0 eşitli¼gini

hesaplarsak

A6 = �2a2(2r2 � r0)(�4rr0 + r00)2

elde edilir. Burada iki durum vard¬r:

(1) 2r2 � r0 = 0 ise

r(u) =
1

�2u� �; � 2 R

elde edilir. Buna göre

A3 =
16a2f 0(�4f 0 + (2u+ �)f 00)2

(2u+ �)5

olarak hesaplan¬r. A3 = 0 ise iki durum sözkonusudur.

(1.a) f 0 = 0 ise f sabit bir fonksiyon ve M dönel bir yüzeydir.

(1.b) �4f 0 + (2u+ �)f 00 = 0 ise

f 00 =
4f 0

(2u+ �)

elde edilir. Bu taktirde A2 = �256f 02 bulunur. A2 = 0 eşitli¼ginden f 0 = 0 olur.

Dolay¬s¬yla M dönel yüzeydir.

(2) �4rr0 + r00 = 0 oldu¼gunu kabul edelim. Bu taktirde A4 = 0 denkleminden

2(2r2 + 2a2a02 � r0)r02 + 4a2ra0r0a00 + a2r2a002 = 0

elde edilir. Yukar¬daki eşitli¼gi biraz daha sadeleştirsek

a2(rf 00 + 2r0f 0)2 + 2r02(2r2 � r0) = 0

olur. �4rr0 + r00 = 0 eşitli¼ginin birinci integralini al¬rsak k 6= 0 sabiti için 2r2 � r0 = k

elde edilir. Buna A4 = 0 eşitli¼ginden

a2(rf 00 + 2r0f 0)2 + 2r02k = 0

bulunur.

(2.a) Yukar¬daki eşitlikte k > 0 ise r sabit bir fonksiyon ve f 00 = 0 olur. Buna göre

f(u) = �u+ � oldu¼gundan

A2 = �16a2r2(�2r + 4rg0 + g00)2 = 0
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elde edilir. �2r + 4rg0 + g00 = 0 denkleminden

g(u) = ��2u=4� e�4ruc1=(4r) + c2; c1; c2 2 R

bulunur. Bu taktirde (5.20) eşitli¼gini tekrar hesaplarsak �256c1r4e�8ru = 0 elde edilir.

Bu sonuç ise bir çeli̧skidir.

(2.b) k = �� < 0 oldu¼gunu kabul edelim. Öyleyse A4 = 0 denkleminden

rf 00 + 2r0f 0 = �
p
2�=a2r0 (5.21)

bulunur. (5.21) eşitli¼ginden

f 00 =

p
2kr0 � 2af 0r0

ar
(5.22)

elde edilir. A3 = 0 denkleminde r0 = 2r2 � k; r00 = 4r(2r2 � k) ve (5.22) eşitlikleri

kullan¬l¬rsa

b00 =
2
p
2k3=2r + 4

p
2kr3 � 2akrf 0 � 4ar3f 0 +

p
2ka2rf 02 + 4

p
2a2
p
krg0p

2ka2
(5.23)

bulunur. A2 = 0 denkleminde r0 = 2r2�k; r00 = 4r(2r2�k), (5.22) ve (5.23) kullan¬l¬rsa

b0 =
r2(4k2 + 8kr2 + a2ka02 � 2a2r2a02)

2a2k(k � 2r2) (5.24)

elde edilir. A1 = 0 denkleminde r0 = 2r2 � k; r00 = 4r(2r2 � k), (5.22), (5.23) ve (5.24)

kullan¬l¬rsa

A1 =
64
p
2kr3(k + 2r2)3

a3(k � 2r2)
elde edilir. Yukar¬daki eşitlikten (k + 2r2)3 = 0 olur. Dolay¬s¬yla 2r2 = � ve r sabit bir

say¬d¬r. r0 = 2r2 + � oldu¼gundan � = 0 elde edilir. Bu ise varsay¬mla çeli̧sir.

c 6= 0 durumu

(5.6) eşitli¼gi, (5.19) kullan¬larak tekrar hesaplan¬rsa

6X
j=0

Bj(u)v
n = 0 (5.25)

elde edilir. B6 = 0 denkleminden

�64c2(�2r2 + r0)4 = 0
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hesaplan¬r. Dolay¬s¬yla �2r2 + r0 = 0 demektir. Bu eşitlikten

r(u) =
1

�2u� �; � 2 R

elde edilir. r(u) de¼geri B3 katsay¬s¬nda yerine yaz¬l¬rsa

B3 =
1024c2f 04

(2u+ �)5

bulunur. Öyleyse f 0 = 0 oldu¼gundan M yüzeyi dönel yüzeydir.

Sonuç 5:1: E31 de H = 0 veya K = 0 olmak üzere dönel yüzey d¬̧s¬nda, foliasyon

düzlemleri paralel olan bir spacelike cyclic yüzey için

(1) H = 0 olsun. Foliasyon düzlemlerinin spacelike veya timelike olmas¬na ba¼gl¬

olarak s¬ras¬yla � = 1 veya � = �1 ve �; � 2 R olmak üzere (5.7) ve (5.16) eşitliklerinden

f 0 = �r2; g0 = �r2; 1� (��2 + �2)r4 � r02 + rr00 = 0

elde edilir.

Foliasyon düzlemleri lightlike ise r = tan(2u) ve �; � 2 R olmak üzere

f = �(u+
1

2
cot(2u)); g =

1

32
(4(�� 3�2)u� 4�2 cot(2u)� (�2 � 4�) sin(4u))

elde edilir.

(2) K = 0 olsun. Foliasyon düzlemleri spacelike veya timelike ise f 00 = g00 = r00 = 0

ve foliasyon düzlemleri lightlike ise �; � 2 R olmak üzere f 00 = g00 = 0 ve r = �=u + �

dür.

·Ispat E31 de dönel yüzey d¬̧s¬nda foliasyon düzlemleri paralel olan bir spacelike cyclic

yüzey verilsin.

(1) H = 0 ve foliasyon düzlemleri spacelike veya timelike olsun. (5.7) ve (5.16) kul-

lan¬larak yüzeyin ortalama e¼grili¼gi hesaplan¬rsa A1 = 0 eşitli¼ginden

2f 0r0 � rf 00 = 0 (5.26)

elde edilir. Bu diferensiyel denklem f 0 için çözülürse f 0 = �r2; � > 0 bulunur. B1 = 0

eşitli¼ginden

2g0r0 � rg00 = 0 (5.27)
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elde edilir. Bu diferensiyel denklem ise g0 için çözülürse g0 = �r2; � > 0 d¬r. f 0 = �r2

ve g0 = �r2 eşitlikleri H = 0 eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

1� (��2 + �2)r4 � r02 + rr00 = 0

bulunur.

Foliasyon düzlemleri lightlike ise (5.19) kullan¬larak ortalama e¼grilik hesaplan¬rsa

A2 = 0 eşitli¼ginden

4rr0 � r00 = 0

elde edilir. Bu diferensiyel denklemden

r =
c1 tan

�p
2c1u+

p
2c1c2

�
p
2

bulunur. c1 = 2 ve c2 = 0 olarak al¬n¬rsa

r = tan(2u) (5.28)

olur. Bulunan fonksiyon A1 katsay¬s¬nda kullan¬l¬rsa

8f 0 + sin(4u)f 00 = 0

elde edilir. Bu diferensiyel denklemden

f = c2 � c1
�
u+

1

2
cot(2u)

�
hesaplan¬r. c1 = �� ve c2 = 0 al¬n¬rsa

f = �

�
u+

1

2
cot(2u)

�
(5.29)

bulunur. (5.28) ve (5.29) de elde edilen r ve f fonksiyonlar¬H = 0 eşitli¼ginde yerine

yaz¬l¬rsa

�2 cot3(2u) + 4g0 tan(2u) + g00 = 0

elde edilir. Bu diferensiyel denklemden

g =
1

32

�
4(4�� 3�2)u� 4�2 cot(2u)� (�2 � 4�) sin(4u)

�
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olarak hesaplan¬r.

(2) K = 0 ve foliasyon düzlemleri spacelike veya timelike olsun. (5.7) ve (5.16) kul-

lan¬larak Gauss e¼grili¼gi hesaplan¬rsa

cos(v)f 00 + sin(v)g00 + r00 = 0

elde edilir. Dolay¬s¬yla f 00 = g00 = r00 = 0 d¬r.

Foliasyon düzlemleri lightlike ise (5.19) kullan¬larak Gauss e¼grili¼gi hesaplan¬rsa A2 = 0

eşitli¼ginden

�4r02 + 2rr00 = 0

elde edilir. Bu diferensiyel denklemden

r =
�

u+ �
; �; � 2 R (5.30)

olarak hesaplan¬r. Bulunan r fonksiyonu A1 = 0 eşitli¼ginde kullan¬l¬rsa

�4r2f 00 = 0

elde edilir. r 6= 0 oldu¼gundan

f 00 = 0 (5.31)

d¬r. (5.30) ve (5.31) eşitlikleri K = 0 eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

4�g00

u+ �
= 0

elde edilir. � 6= 0 oldu¼gundan

g00 = 0

d¬r.

Üçüncü bölümde E31 Minkowski uzay¬nda pseudohiperbolik yüzeylerin, Öklid uzay¬n¬n

küreleriyle ayn¬özellikleri gösteren spacelike yüzeyler oldu¼gunu belirtmi̧stik. E31 uza-

y¬n¬n bir izometrisinden sonra, x0 2 E31 merkezli, r > 0 yar¬çapl¬bir pseudohiperbolik

yüzeyin parametrik denklemi

H2;1(r; x0) = fx 2 E31 : hx� x0; x� x0i = �r2g
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şeklindedir. H2;1(r; x0) pseudohiperbolik yüzeyi

fx21 � x23 = r2; x2 = 0g

hiperbolünün x3 ekseni etraf¬nda döndürülmesiyle elde edilen denklemi

x21+x
2
2�x23 = �r2 olan çift kanatl¬eliptik hiperboloiddir. Bu yüzeyin ortalama e¼grili¼gi

H = 1=r ve Gauss e¼grili¼gi K = 1=r2 dir. Buna göre H2;1(r; x0), aH + bK = c eşitli¼gine

göre a; b; c sabitlerinin farkl¬seçimleri için bir lineer Weingarten yüzeyidir. Bu yüzey

dönel yüzey olmas¬na ra¼gmen herhangi bir paralel olmayan düzlemlerin bir parametreli

ailesi ile H2;1(r; x0) yüzeyinin arakesiti çemberlerdir. Öyleyse H2;1(r; x0) ¬n foliasyon

düzlemleri paralel de¼gildir. Şimdi bu gerçekle birlikte aşa¼g¬daki teoremi verelim.

Teorem 5:2: M yüzeyi E31 de bir spacelike cyclic yüzey olsun. E¼ger M lineer Wein-

garten yüzeyi ise M bir pseudohiperbolik yüzeydir veya yüzeyin foliasyon düzlemleri

paraleldir.

·IspatM yüzeyi bir parametreli çemberlerin ailesinin foliasyonu ile elde edilen bir space-

like lineer Weingarten yüzeyi olsun. I � R ve u 2 I; M yi tan¬mlayan her bir fo-

liasyon düzleminin parametresi olsun. N(u); her bir u�düzlemine dik, düzgün birim

vektör alan¬olsun. u�düzlemlerinin paralel olmad¬¼g¬n¬kabul edelim. M yüzeyinin bir

pseudohiperbolik yüzey oldu¼gunu gösterece¼giz. Öyleyse en az bir aral¬ktaN 0(u) 6= 0 d¬r.

Genelli¼gi bozmadan bu aral¬kta çemberleri kapsayan düzlemlerin ayn¬causal karaktere

sahip oldu¼gunu kabul edelim. N vektör alan¬n¬n bir integral e¼grisi � olsun. Bu taktirde

� bir do¼gru de¼gildir. � e¼grisinin Frenet çat¬s¬n¬ft; n; bg olarak tan¬mlayal¬m. Foliasyon

düzlemlerinin causal karakterinin spacelike, timelike ve lightlike olmas¬na ba¼gl¬olarak

üç durum bulunmaktad¬r. Her bir durumda aH + bK = c ba¼g¬nt¬s¬na göre ispat¬c = 0

ve c 6= 0 durumlar¬için inceleyece¼giz.

I. Düzlemler spacelike ise:

Her bir u�düzleminin bir ortonormal taban¬fe1(u); e2(u)g olsun. Foliasyonun u-çember-

lerinin yar¬çap¬r(u) > 0 ve foliasyonun u-çemberlerinin merkezi c = c(u) olmak üzere
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M yüzeyini

X(u; v) = c(u) + r(u)(cos(v)e1(u) + sin(v)e2(u)) (5.32)

olarak parametrelendirelim. Burada c(u) ve r(u) diferensiyellenebilir fonksiyonlard¬r.

Bu durumda t = N vektörü � e¼grisinin birim te¼get vektörüdür. � e¼grisinin e¼grili¼gi �

ve burulmas¬� olmak üzere Frenet formülleri ise

t0 = �n

n0 = �t+ �b

b0 = ��n

şeklindedir.

�; � ve 
; u üzerinde düzgün fonksiyonlar olmak üzere ve c0 = �t + �n + 
b olsun.

Koordinatlar¬n de¼gi̧siminden sonra M yüzeyi parametrik olarak

X(u; v) = c(u) + r(u)(cos(v) n(u) + sin(v) b(u))

şeklinde yaz¬l¬r. Burada t timelike birim vektör, n ve b spacelike birim vektörlerdir.

t timelike birim vektör oldu¼gundan � timelike bir e¼gridir. � bir do¼gru olmad¬¼g¬ndan

� 6= 0 d¬r. c0 ve Frenet formülleri kullan¬larak Aj ve Bj; u üzerinde düzgün fonksiyonlar

olmak üzere aH + bK = c eşitli¼ginden

8X
j=0

Aj(u) cos (jv) +Bj(u) sin (jv) = 0

olarak elde edilir.

aH + bK = c ba¼g¬nt¬s¬nda c = 0 durumu:

Genelli¼gi bozmadan 4b2 = 1 oldu¼gunu kabul edelim. B8 katsay¬s¬n¬hesaplarsak

�

�
2a2(3�4 � 10�2
2 + 3
4) + �2(1 + 12a2r2)(
2 � �2) + r2�4(1 + 6a2r2)

�
= 0

(5.33)

elde edilir. Yukar¬daki eşitlikte üç durum sözkonusudur.
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(1) I �n¬n bir alt aral¬¼g¬nda � = 0 oldu¼gunu kabul edelim. Bu taktirde A8 = 0 eşitli¼gi

(
2 + r2�2)2
�
4a2
2 + (1 + 4a2r2)�2

�
= 0

olarak hesaplan¬r. 
 6= 0 ve r� 6= 0 oldu¼gundan yukar¬daki eşitlik bir çeli̧skidir.

(2) I �n¬n bir alt aral¬¼g¬nda 
 = 0 oldu¼gunu kabul edelim. Bu taktirde A8 = 0 eşitli¼gin-

den

(�2 � r2�2)2
�
(1 + 4a2r2)�2 � 4a2�2

�
= 0

elde edilir.

(2.a) �2 = r2�2 ise bu durumda

A6 = �
9

32
�6r10(�� r0)2

olur. A6 = 0 eşitli¼ginden � = r0 dür. 
 = 0; �2 = r2�2 ve � = r0 al¬narak W

hesaplan¬rsa W = 0 elde edilir. W > 0 oldu¼gundan bu bir çeli̧skidir.

(2.b) (1 + 4a2r2)�2 = 4a2�2 ise A7 = 0 denkleminden

�2(1 + 4a2r2) = 4a2r2r02

elde edilir. Bu taktirde

� = ��
r

1

4a2
+ r2; � =

rr0r
1

4a2
+ r2

eşitlikleri için

c0 =
rr0r
1

4a2
+ r2

t+ �

r
1

4a2
+ r2 n =

 r
1

4a2
+ r2 t

!0

olur. Yukar¬daki ifadeye göre

c = c0 +

r
1

4a2
+ r2 t

olacak biçimde c0 2 E31 vard¬r. Öyleyse yüzeyin parametrik denklemi

X(u; v) = c0 +

r
1

4a2
+ r(u)2 t(u) + r(u)(cos(v) n(u) + sin(v) b(u)) (5.34)
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olur. Buna göre (5.34) den

hX(u; v)� c0; X(u; v)� c0i = �
1

4a2

dir. Dolay¬s¬yla yüzey bir pseudohiperbolik yüzeydir.

(3) I �n¬n bir alt aral¬¼g¬nda �
 6= 0 oldu¼gunu kabul edelim. B8 = 0 eşitli¼ginden

2a2(3�4 � 10�2
2 + 3
4) + �2(1 + 12a2r2)(
2 � �2) + r2�4(1 + 6a2r2) = 0

elde edilir. Buradan �2�yi hesaplarsak

A =
p
256a2
4 + 16a2
2�2 + 192a2r2
2�2 + �4

olmak üzere

�2 =
1

12a2
�
20a2
2 + (1 + 12a2r2)�2 � A

�
d¬r. Hesaplamalar¬m¬z¬

�2 =
1

12a2
�
20a2
2 + (1 + 12a2r2)�2 + A

�
alarak yapal¬m. (� için hesaplamalar benzer olarak elde edilir). � 6= 0 oldu¼gu dikkate

al¬narak �2 de¼geri A8 de yerine yaz¬l¬rsa

26624
6 + �6 + 1536a2
4�2(1 + 2a2r2) + 72a2
2�4

= �(1792a2�4 + �4 + 64a2
2�2(1 + 12a2r2))A:

eşitli¼gi elde edilir. Bu eşitli¼gin her iki taraf¬n¬n karesi al¬narak sadeleştirmeler yap¬l¬rsa

(
2 + �2r2)
�
(16a2
2 + �2)2 + 256a2r2
2�2)

�
= 0

elde edilir. Bu eşitlik ise bir çeli̧skidir.

aH + bK = c ba¼g¬nt¬s¬nda c 6= 0 durumu:

Genelli¼gi bozmadan c = 1 oldu¼gunu kabul edelim. b = 0 veya a = 0 durumlar¬s¬f¬r-

dan farkl¬sabit ortalama e¼grilikli veya s¬f¬rdan farkl¬sabit Gauss e¼grilikli yüzeyler için

yap¬lan çal¬̧smalara kaŗs¬l¬k geldi¼ginden bu durumlar incelenmeyecektir.
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A8 ve B8 katsay¬lar¬hesaplan¬rsa

x1 = �8 � (28
2 + �2(a2 + 2b+ 4r2))�6

+(70
4 + 15
2�2(2(a2 + 2b+ 4r2) + �4(b2 + 3(a2 + 2b)r2 + 6r4))�4

+(�28
6 � 15
4�2(a2 + 2b+ 4r2)� �6r2(2b2 + 3(a2 + 2b)r2 + 4r4)

�6
2�4(b2 + 3(a2 + 2b)r2 + 6r4))�2

+(
2 + r2�2)2(
4 + 
2�2(a2 + 2b+ 2r2) + �4(b2 + (a2 + 2b)r2 + r4));

x2 = �4�6 + (28
2 + 3�2(a2 + 2b+ 4r2))�4

�2(14
4 + 5
2�2(a2 + 2b+ 4r2) + �4(b2 + 3(a2 + 2b)r2 + 6r4)�2

+(
2 + r2�2)(4
4 + 
2�2(3a2 + 6b+ 8r2) + �4(2b2 + 3(a2 + 2b)r2 + 4r4)

olmak üzere

A8 =
1

32
r8x1; B8 =

1

16
�
r8x2

elde edilir. B8 = 0 denkleminden üç durum sözkonusudur:

(1) I n¬n bir alt aral¬¼g¬nda 
 = 0 olsun. Öyleyse A8 = 0 eşitli¼ginden

(�2 � r2�2)2
�
�4 � (a2 + 2b+ 2r2)�2�2 + (b2 + (a2 + 2b)r2 + r4)�4

�
= 0

elde edilir.

(1.a) �2 = r2�2 olsun. Genelli¼gi bozmadan � = r� oldu¼gunu varsayal¬m. Buna göre

A6 = �
9

8
b2�6r10(�� r0)2 olur. Dolay¬s¬yla � = r0 ve bu eşitli¼ge ba¼gl¬olarakW = 0 elde

edilir. Bu ise bir çeli̧skidir.

(1.b) �4 � (a2 + 2b + 2r2)�2�2 + (b2 + (a2 + 2b)r2 + r4)�4 = 0 olsun. Bu denklemi �2

ye ba¼gl¬ikinci dereceden bir denklem olarak ele al¬rsak

�2 =
1

2
�2
�
a2 + 2b+ 2r2)� a

p
a2 + 4b

�
(5.35)

olur. (5.35) eşitli¼ginden a2 + 4b � 0 olmak zorundad¬r. E¼ger a2 + 4b = 0 ise (5.35)

eşitli¼ginde b = �a
2

4
yerine yaz¬l¬rsa �2 = (a2 + 4r2)�2=4 bulunur. Buna göre B5 = 0

denkleminden
1

128
a4�5r7�

p
a2 + 4r2(�

p
a2 + 4r2 � 2rr0)2 = 0
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elde edilir. E¼ger � = 0 ise A5 = 0 denkleminden �
p
a2 + 4r2� 2rr0 = 0 bulunur. Sonuç

olarak � = 0 veya � 6= 0 için � = 2rr0p
a2 + 4r2

dir. Buna göre

� =
2rr0p
a2 + 4r2

; � =

p
a2 + 4r2

2
�

oldu¼gundan Frenet formülleri kullan¬larak

c0 =

 p
a2 + 4r2

2
t

!0
elde edilir. Bu durumda

c = c0 +

p
a2 + 4r2

2
t

olacak biçimde c0 2 E31 vard¬r. Elde edilen eşitlikler M yüzeyinin parametrik denkle-

minde yerine yaz¬l¬rsa

X(u; v) = c0 +

p
a2 + 4r2

2
t(u) + r(u)(cos(v) n(u) + sin(v) b(u))

olur. Sonuç olarak hX(u; v) � c0; X(u; v) � c0i = �a2=4 elde edilir. Dolay¬s¬yla yüzey

bir pseudohiperbolik yüzeydir.

E¼ger a2 + 4b > 0 ise A7 = 0 denkleminden

A = 2b+ a(a+
p
a2 + 4b); B = a3 + 4ab+ (a2 + 2b)

p
a2 + 4b

olmak üzere

A7 =
1

64
aAB�5r9(��2 � ��0 + �0�) = 0

elde edilir. a2+4b > 0 oldu¼gundan A;B say¬lar¬hiç bir zaman s¬f¬r olamaz. Dolay¬s¬yla

A7 = 0 eşitli¼ginden ��2 � ��0 + �0� = 0 sonucunu ç¬kar¬r¬z. Öyleyse

� =

�
�

�

�0
elde edilir. c e¼grisinin türevi

c0 =

�
�

�

�0
t+ �n =

�
�

�
t

�0
oldu¼gundan

c = c0 +

�
�

�

�
t
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bulunur. X(u; v) parametrik denklemini yazarsak

X(u; v) = c0 +
�

�
t(u) + r(u)(cos(v) n(u) + sin(v) b(u))

olur. (5.35) kullan¬larak

hX(u; v)� c0; X(u; v)� c0i = �
�2

�2
+ r(u)2 = �

�
a2

2
+ b� a

2

p
a2 + 4b

�
elde edilir. Buna göre M yüzeyi pseudohiperbolik yüzeydir.

(2) I n¬n bir alt aral¬¼g¬nda � = 0 olsun. Bu durumda

y1 = 
4 + (a2 + 2b+ 2r2)�2
2 + (b2 + (a2 + 2b)r2 + r4)�4

z1 = 8
4 + (7(a2 + 2b) + 16r2)�2
2 + (6b2 + 7(a2 + 2b)r2 + 8r4)�4:

olmak üzere

A8 = �
1

32
r8(
2 + �2r2)y1; A7 = �

1

16
��r9(
2 + �2r2)z1

olur. � n¬n s¬f¬rdan farkl¬oldu¼gunu kabul edelim. y1 = 0 denkleminden


2 =
�2

2

�
�a
p
a2 + 4b� (a2 + 2b+ 2r2)

�
elde edilir. Bu de¼ger z1 = 0 denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

p
a2 + 4b

�
�a
p
a2 + 4b� (a2 + 2b)

�
= 0

bulunur. a2 + 4b = 0 ise 
2 negatif bir say¬ya eşit olur. Dolay¬s¬yla

a
p
a2 + 4b = �(a2 + 2b) elde edilir. Burada ifadenin her iki taraf¬n¬n karesi al¬n¬p

sadeleştirmeler yap¬l¬rsa b = 0 elde edilir. Bu ise bir çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla � = 0

olmal¬d¬r. y1 = 0 denklemi


4 + (a2 + 2b+ 2r2)�2
2 + (b2 + (a2 + 2b)r2 + r4)�4 = 0

oldu¼gundan


2 =
1

2

�
�a
p
a2 + 4b� (a2 + 2b+ 2r2)

�
�2 (5.36)
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elde edilir. Burada parantezin içindeki ifadenin pozitif bir say¬ya eşit olamayaca¼g¬n¬yani

�a
p
a2 + 4b� (a2+2b+2r2) � 0 oldu¼gunu gösterece¼giz. Bu fonksiyon r üzerinde a ya

ba¼gl¬olarak azalan bir fonksiyondur. r = 0 kabul edelim. �a
p
a2 + 4b� (a2 + 2b) � 0

oldu¼gunu gösterece¼giz. Burada a2+4b � 0 oldu¼gundan a2+2b � 0 olur. a n¬n i̧saretine

ba¼gl¬olarak iki durum sözkonusudur. a > 0 ise �
�
a
p
a2 + 4b+ (a2 + 2b)

�
� 0 oldu¼gu

aşikard¬r.

p
a2 + 4b �

r
a2 + 4b+

b2

4a2

�

s�
a+

2b

a

�2
�

p
(a2 + 2b)2

a

a
p
a2 + 4b � a2 + 2b

oldu¼gundan �a
p
a2 + 4b� (a2+2b) � 0 elde edilir. a < 0 için eşitsizli¼gin do¼gru oldu¼gu

benzer biçimde gösterilir. Dolay¬s¬yla (5.36) eşitli¼ginde verilen 
 = 0 olmal¬d¬r. Bu

durum ise (1) ş¬kk¬nda incelenmi̧stir.

(3) I n¬n bir alt aral¬¼g¬nda �
 = 0 olsun. Burada yap¬lan hesaplamalar çok kompleks

ve uzun oldu¼gundan dolay¬ispat¬detaylara girmeden ana hatlar¬yla verece¼giz. x = �2

ve y = 
2 olsun. x1 = 0 denkleminde a2 + 2b elde edilerek x2 = 0 da yerine yaz¬l¬rsa�
(x+ y)2 + 2(y � x)r2�2 + r4�4

�2 �
(x+ y)2 + 2(y � x)r2�2 � b2�4 + r4�4

�
= 0 (5.37)

elde edilir. E¼ger (5.37) eşitli¼gindeki (x+y)2+2(y�x)r2�2+r4�4 = 0 ifadesi r2�2 ye ba¼gl¬

ikinci dereceden bir polinom fonksiyonu olarak al¬n¬rsa diskriminant¬n¬n 4 = �16xy

negatif bir say¬oldu¼gu görülür. Dolay¬s¬yla bu durum imkans¬zd¬r. Böylece

�
(x+ y)2 + 2(y � x)r2�2 � b2�4 + r4�4

�
= 0 (5.38)

olur. Yukar¬daki eşitlikten

y = �x� r2�2 + �
p
4xr2 + b2�2 (5.39)
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d¬r. (5.39) kullan¬larak x2 = 0 denkleminden
p
4xr2 + b2�2 ifadesi elde edildikten sonra

bu eşitlik x1 = 0 denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

16x2 � 8x(a2 + 2b+ 2r2)�2 + (a4 + 4a2b)�4 = 0

veya

256x4 � 512x3r2�2 � 128x2(b2 � 2r4)�4 + 64b2xr2�6 + 3b4�8 = 0

elde edilir. ·Iki durumda da birbirine benzer i̧slemler yap¬laca¼g¬ndan sadece birinci

eşitli¼gi inceleyece¼giz. E¼ger

16x2 � 8x(a2 + 2b+ 2r2)�2 + (a4 + 4a2b)�4 = 0

ise

Q =
p
a2r2 + (b+ r2)2

olmak üzere

�2 =
�2

4
(a2 + 2b+ 2r2 � 2Q) (5.40)

ve


2 =
�2

4
(4
p
b2 + r2(a2 + 2b+ 2r2 � 2Q)� (a2 + 2b+ 6r2)� 2Q) (5.41)

olarak hesaplan¬r. �2 ve 
2 için elde edilen bu de¼gerleri x1 = 0 denkleminde yerine

yazarsak, x1 = 0 denklemi sadece r(u) ya ba¼gl¬

P(r;
p
b2 + (a2 + 2b)r2 + r4) = 0

şeklinde bir rasyonel fonksiyon olacakt¬r. Burada a; b sabit say¬lar oldu¼gundan r sabit

bir fonksiyondur.

p = x� y; q = (x� y)2 � 4xy

de¼gi̧sikli¼gini yaparsak

x = (p+
p
2p2 � q))=2; y = (�p+

p
2p2 � q)=2 (5.42)

veya

x = (p�
p
2p2 � q))=2; y = (�p�

p
2p2 � q)=2 (5.43)
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elde edilir. (5.42) ve (5.43) için yap¬lacak i̧slemler benzer olaca¼g¬ndan i̧slemlerimizde

(5.43)�¬kullanaca¼g¬z. (5.43) kullan¬larak (5.38) tekrar hesaplan¬rsa

2p2 � q � 2pr2�2 + (r4 � b2)�4 = 0) q = 2p2 � 2pr2�2 + (r4 � b2)�4 (5.44)

elde edilir. Şimdi (5.43) kullan¬larak x1 = 0 ve x2 = 0 denklemlerinden elde edilen q

de¼gerleri birbirine eşitlenirse

(p�r2�2)(2p�(a2+2(b+r2))�2)(4p2�2p(a2+2b+4r4)�2+(b2+2a2r2+4br2+4r4)�4) = 0

(5.45)

olur. (5.44) ve (5.45) kullan¬larak p ve q için farkl¬de¼gerler elde edilir. r sabit bir

fonksiyon oldu¼gundan (5.45) de r = R = sabit al¬n¬rsa üç durum vard¬r.

(i) p = R2�2 ve x2 = 0 denkleminden elde edilen q = R2�4 de¼geri için (5.43) tekrar

hesaplan¬rsa x = �2 = 0 olur. Bu durum ise bir çeli̧skidir.

(ii) p = (a2 + 2(b+R2)�2=2 denkleminden ve x2 = 0 denkleminden elde edilen

q =
�4

2

�
(a4 + 2(b+R2)2 + 2a2(2b+R2)

�
de¼geri için � ve 
 hesaplan¬rsa

� =
1

2
�

s�
((a2 + 2(b+R2))� 2

q
(a2R2 + (b+R2)2)

�
; (5.46)


 =
1

2
�

s�
� ((a2 + 2(b+R2))� 2

q
(a2r2 + (b+R2)2)

�
elde edilir. (5.46) A7 ve B7 hesaplan¬rken kullan¬l¬rsa

A7 =
1

32
a2(a2 + 2b)(a2 + 4b)R9��7 = 0;

B7 =
1

8
(a4 + 4a2b+ 2b2)�
��5 = 0

bulunur. A7 = 0 eşitli¼ginde a2 + 2b = 0 veya a2 + 4b = 0 ise B7 = 0 eşitli¼ginden � 6= 0

ve 
 6= 0 oldu¼gundan � = 0 elde edilir. (5.46) ve � = 0 eşitlikleri A5 ve B5 de yerlerine

yaz¬l¬rsa

A5 =
1

32
a2(a2 + 2b)(a2 + 4b)R9
�6� = 0;

B5 = �1
4
(a4 + 4a2b+ 2b2)�
��5 = 0
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olarak hesaplan¬r. A5 = 0 eşitli¼ginde (a2 + 2b) = 0 veya (a2 + 4b) = 0 ise B5 = 0

eşitli¼ginden � 6= 0 ve 
 6= 0 oldu¼gundan � = 0 elde edilir. Son olarak bu eşitliklerle

birlikte birinci temel formun katsay¬lar¬ndan

E = ��2
�p

c2R2 + (b+R2)2 +R2 cos2 v
�
< 0

elde edilir. Bu ise bir çeli̧skidir.

(iii) 4p2 � 2p(a2 + 2b+ 4R4)�2 + (b2 + 2a2R2 + 4bR2 + 4R4)�4 = 0 denkleminden

p =
�2

4
((a2 + 2b+ 4R2)� a2

p
a2 + 4b)

elde edilir. Genelli¼gi bozmadan i̧slemlerimizde

p =
�2

4

�
(a2 + 2b+ 4R2) + a2

p
a2 + 4b

�
(5.47)

kullanaca¼g¬z. (5.47) denklemi ve x2 = 0 denkleminden elde edilen

q =
�4

4

�
a4 + 4a2b+ 2b2 + 2(a2 + 2b)R2 + 4R4) + a(a2 + 2(b+R2)

�p
a2 + 4b

de¼geri için � ve 
 hesaplan¬rsa

A = a2 + 2b+ 4R2 + a
p
a2 + 4b+ 2

p
2R

q
a2 + 2b+ 2R2 + a

p
a2 + 4b

olmak üzere

� = �

�
1

8
A
� 1

2

(5.48)


 = �

�
�1
8
A
� 1

2

elde edilir. Bu fonksiyonlar için A7 ve B7 katsay¬lar¬hesaplan¬rsa

A7 =
1

64

p
a2 + 4b

�
a4 + 4a2b+ 2b2 � a(a2 + 2b)

p
a2 + 4b

�
R9��7 = 0;

B7 =
1

128
a
p
a2 + 4b

�
a2 + 2b+ a

p
a2 + 4b

�
R9�
��5

bulunur. A7 = 0 eşitli¼ginde a2 + 4b = 0 ise (5.48) eşitli¼ginden


 = �

r
�1
8

�
a2 + 2b+ 4R2 + 2

p
2R
p
a2 + 2b+ 2R2

�
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olur. 
 ifadesinde her zaman a2 + 2b + 2R2 � 0 d¬r. a2 + 2b + 2R2 = 0 ise


 = �

r
�2R

2

8
elde edilir. Karekökün içi hiçbir zaman negatif olamayaca¼g¬ndan bu

bir çeli̧skidir. a2+2b+2R2 > 0 oldu¼gunda ise karekökün içi yine negatif bir say¬ya eşit

olaca¼g¬ndan a2 + 4b 6= 0 olmak zorundad¬r.

a4+4a2b+2b2 = �a(a2+2b)
p
a2 + 4b ise her iki taraf¬n karesi al¬narak sadeleştirmeler

yap¬l¬rsa 4b4 = 0 elde edilir. Bu ise bir çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla � = 0 d¬r. (5.48) ve

� = 0; A5 de yerlerine yaz¬l¬rsa

1

32
p
2

p
a2 + 4b

�
a4 + 4a2b+ 2b2 � a(a2 + 2b)

p
a2 + 4b

�
R9
�6� = 0

elde edilir. Bu taktirde 
 6= 0 oldu¼gundan � = 0 d¬r. Son olarak (5.48), � = 0 ve � = 0

ise

E = ��
2

2

�p
2R

q
a2 + 2b+ 2R2 + a

p
a2 + 4b+ 2R2 cos2 v

�
< 0

elde edilir. Bu ise bir çeli̧skidir.

II. Düzlemler timelike ise:

�he1; e1i = he2; e2i = 1 olmak üzere her bir u�düzleminin bir ortonormal taban¬

fe1(u); e2(u)g olsun. r(u) > 0 foliasyonun u�çemberlerinin yar¬çap¬ve c = c(u) fo-

liasyonun u�çemberlerinin merkezi olmak üzere M yüzeyinin parametrik denklemi

X(u; v) = c(u) + r(u)(cosh v e1(u) + sinh v e2(u)) (5.49)

şeklindedir. Burada c(u) ve r(u) diferensiyellenebilir fonksiyonlard¬r. Bu durumda

t = N vektörü � e¼grisi boyunca spacelike birim te¼get vektör oldu¼gundan � spacelike

bir e¼gridir. Foliasyon düzlemlerinin paralel olmad¬¼g¬n¬kabul edece¼gimizden N 0 = t0 6= 0

d¬r. Di¼ger taraftan ht0; ti = 0 d¬r. Burada t0 nün causal karakterine ba¼gl¬olarak üç

durum incelenecektir.

Birinci durum. t0 spacelike (ht0; t0i > 0) olsun. � e¼grisinin ft; n; bg

(b = t ^ n) Frenet çat¬s¬n¬düşünelim. Burada t ve n spacelike vektörler, b ise timelike
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vektördür. � e¼grisinin e¼grili¼gi � ve burulmas¬� olmak üzere Frenet formülleri ise

t0 = �n

n0 = ��t+ �b

b0 = �n

dir.

�; � ve 
; u üzerinde düzgün fonksiyonlar olmak üzere c 0 = �t + �n + 
b olsun.

Koordinatlar¬n de¼gi̧sikli¼gi ile (5.49) parametrik olarak

X(u; v) = c(u) + r(u) sinh v n(u) + r(u) cosh v b(u)

olarak yaz¬l¬r. � bir do¼gru olmad¬¼g¬ndan � 6= 0 d¬r. Aj ve Bj; u üzerinde düzgün fonksi-

yonlar olmak üzere c0 ve Frenet denklemleri kullan¬ld¬¼g¬nda aH + bK = c eşitli¼ginden

8X
j=0

Aj(u) cosh (v) +Bj(u) sinh (v) = 0

olarak elde edilir.

aH + bK = c ba¼g¬nt¬s¬nda c = 0 durumu:

Genelli¼gi bozmadan 4b2 = 1 oldu¼gunu kabul edelim. B8 katsay¬s¬n¬hesaplarsak

�2�

�
2a2(3�4 + 10�2
2 + 3
4)� �2(1� 12a2r2)(
2 + �2) + r2�4(�1 + 6a2r2)

�
= 0

(5.50)

elde edilir. (5.50) eşitli¼ginde üç durum vard¬r:

(1) I �n¬n bir alt aral¬¼g¬nda � = 0 oldu¼gunu kabul edelim. Bu taktirde A8 = 0 eşitli¼gi

r8�2(
2 � r2�2)2
�
�4a2
2 + (�1 + 4a2r2)�2

�
= 0

olarak hesaplan¬r.

(1.a) 
2 = r2�2 olsun. Bu taktirde A6 = 0 eşitli¼ginden

� 9
32
�6r10(�2 + r02)2 = 0
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elde edilir. � 6= 0 ve r 6= 0 oldu¼gundan �2 = �r02 olmas¬bir çeli̧skidir.

(1.b) �4a2
2 + (�1 + 4a2r2)�2 = 0 olsun. Bu taktirde


 =
�
p
4a2r2 � 1
2a

(5.51)

elde edilir. (5.51) eşitli¼gi A7 = 0 eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

A7 = �
r10r0�7

128a
p
4a2r2 � 1

= 0; B7 = �
r9��7

256a2

bulunur. Bu eşitliklerden � = 0 ve r0 = 0 d¬r. Bu taktirde B5 = 0 eşitli¼ginden

�r
9��

p
4a2r2 � 1
128a3

= 0

elde edilir. Dolay¬s¬yla 4a2r2 � 1 = 0 veya � = 0 d¬r.

4a2r2 � 1 = 0 ise r = � 1

2a
d¬r. Bu taktirde (5.51) den 
 = 0 olur. � = 0 ise A4 = 0

eşitli¼ginden
r8(�3� 8a2r2 + 80a4r4)�8

512a4
= 0

elde edilir. (�3 � 8a2r2 + 80a4r4) = 0 ise r = � 1

2a
d¬r. Bu taktirde yine (5.51) den


 = 0 olur. Dolay¬s¬yla e¼grinin merkezi c(u) = c0 (sabit), c0 2 R3 oldu¼gundan

hX(u; v)� c0; X(u; v)� c0i = �
1

4a2

elde edilir. Dolay¬s¬yla M yüzeyi bir pseudohiperbolik yüzeydir.

(2) I �n¬n bir alt aral¬¼g¬nda 
 = 0 oldu¼gunu kabul edelim. Bu taktirde A8 = 0 eşitli¼gin-

den

r8�2(�2 � r2�2)2
�
(�1 + 4a2r2)�2 � 4a2�2

�
= 0

elde edilir.

(2.a) �2 = r2�2 ise A6 = 0 eşitli¼ginden

� 9
32
�6r10(�� r0)2 = 0

elde edilir. Bu taktirde � = r0 dir. � = r0 ise W = 0 d¬r. Bu ise bir çeli̧skidir.

(2.b) 4a2�2 = (�1 + 4a2r2)�2 ise

� = ��
p
�1 + 4a2r2
2a
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d¬r. Genelli¼gi bozmadan

� =
�
p
�1 + 4a2r2
2a

oldu¼gunu kabul edelim. Bu eşitlik A7 = 0 eşitli¼ginde kullan¬l¬rsa

�
r9�7(�� 2arr0p

�1 + 4a2r2
)

256a2
= 0

elde edilir. Buradan � =
2arr0p

�1 + 4a2r2
olur.

� =
2arr0p

�1 + 4a2r2
; � =

�
p
�1 + 4a2r2
2a

oldu¼gundan

c0 =
2arr0p

�1 + 4a2r2
t+

p
�1 + 4a2r2
2a

�n =

�p
�1 + 4a2r2
2a

t

�0
bulunur. Yukar¬daki eşitli¼gin her iki taraf¬n¬n integralini al¬rsak

c = c0 +

r
� 1

4a2
+ r2 t

elde edilir. Buna göre yüzey

X(u; v) = c0 +

r
� 1

4a2
+ r2 t(u) + r(u) sinh v n(u) + r(u) cosh v b(u)

biçiminde parametrelendirilebilir. Buradan

hX(u; v)� c0; X(u; v)� c0i = �
1

4a2

bulunur. Öyleyse M bir pseudohiperbolik yüzeydir.

(3) I �n¬n bir alt aral¬¼g¬nda �
 6= 0 oldu¼gunu kabul edelim. B8 = 0 katsay¬s¬ndan�
2a2(3�4 + 10�2
2 + 3
4)� �2(1� 12a2r2)(
2 + �2) + r2�4(�1 + 6a2r2)

�
= 0

elde edilir. Bu eşitlikten �2 yi hesaplan¬rsak

A =
p
256a2
4 + 16a2
2�2 � 192a2r2
2�2 + �4
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olmak üzere

�2 =
1

12a2
�
�20a2
2 � (1� 12a2r2)�2 � A

�
d¬r. Hesaplamalar¬m¬z¬

�2 =
1

12a2
�
�20a2
2 � (1 + 12a2r2)�2 � A

�
alarak yapal¬m. (+ için hesaplamalar benzer olarak elde edilir). � 6= 0 oldu¼gu dikkate

al¬narak �2 de¼geri A8 de yerine yaz¬l¬rsa

26624
6 + �6 + 1536a2
4�2(1 + 2a2r2) + 72a2
2�4

= �(1792a2�4 + �4 + 64a2
2�2(1 + 12a2r2))A:

elde edilir. Bu eşitli¼gin her iki taraf¬n¬n karesi al¬narak gerekli sadeleştirmeler yap¬l¬rsa

�1728a4
2(
2 � �2r2)
�
(16a2
2 + �2)2 � 256a2r2
2�2)

�
= 0

bulunur. Burada iki durum vard¬r:

(3.a) 
2 = �2r2 ise bu durumda �2 = �(1 + 8a
2r2)�2

6a2
d¬r. Bu eşitlikler A8 de yerine

yaz¬l¬rsa

A8 = �
�8r8(1 + 8a2r2)(1 + 32a2r2)2

13824a4

bulunur. Dolay¬s¬yla 1 + 8a2r2 6= 0 ve 1 + 32a2r2 6= 0 oldu¼gundan � = 0 olmas¬bir

çeli̧skidir.

(3.b) (16a2
2 + �2)2 � 256a4r2
2�2) = 0 ise


2 =
�2

16a2
(2ar �

p
4a2r2 � 1)2 (5.52)

elde edilir. 
2 eşitli¼gi �2 de yerine yaz¬l¬rsa

�2 =
�2(5� 8a2r2 � 28ar

p
4a2r2 � 1)

48a2
(5.53)

d¬r. 
2 ve �2 eşitlikleri A8 = 0 eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

(4a2r2 � 1)(1� 56a2r2 + 256a4r4 + (128a3r3 � 12ar)
p
4a2r2 � 1)) = 0 (5.54)
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elde edilir. (5.54) eşitli¼ginde ikinci çarpan s¬f¬rsa

1� 56a2r2 + 256a4r4 = �(128a3r3 � 12ar)
p
4a2r2 � 1 (5.55)

olur. (5.55) ifadesinde her iki taraf¬n karesi al¬nd¬ktan sonra bir tarafa toplan¬rsa

b6(b2 + 8r2) = 0 elde edilir. b 6= 0 ve b2 + 8r2 6= 0 oldu¼gundan 4a2r2 � 1 = 0 ol-

mal¬d¬r. Dolay¬s¬yla r2 = 1=4a2 d¬r. Bu taktirde (5.52) ve (5.53) eşitliklerinden

�2 = �2=16a2; 
2 = �2=16a2

olur. Bu eşitlikler ve türevleri A7 de yerine yaz¬l¬rsa

� ��7

262144a11
= 0

bulunur. Bu taktirde � = 0 d¬r. Bu eşitlikle birlikte

A5 =
�7�

262144a12
= 0

olur. Bu taktirde � = 0 d¬r. � = 0 ve � = 0 için

A4 = �
11�8

1048576a12
= 0

elde edilir. Öyleyse � = 0 d¬r. Bu ise bir çeli̧skidir.

aH + bK = c ba¼g¬nt¬s¬nda c 6= 0 durumu:

Spacelike durumda oldu¼gu gibi genelli¼gi bozmadan c = 1 oldu¼gunu kabul edelim. b = 0

veya a = 0 durumlar¬s¬f¬rdan farkl¬sabit ortalama e¼grilikli veya s¬f¬rdan farkl¬sabit

Gauss e¼grilikli yüzeyler için yap¬lan çal¬̧smalara kaŗs¬l¬k geldi¼ginden bu durumlar ince-

lenmeyecektir. A8 ve B8 katsay¬lar¬hesaplan¬rsa

x1 = ��8 � (�28
2 + �2(�a2 � 2b+ 4r2))�6

+(�70
4 + 15
2�2(�a2 � 2b+ 4r2) + �4(�b2 + 3(a2 + 2b)r2 � 6r4))�4

+(�28
6 + 15
4�2(�a2 � 2b+ 4r2)� �6r2(2b2 � 3(a2 + 2b)r2 + 4r4)

�6
2�4(�b2 + 3(a2 + 2b)r2 � 6r4))�2

�(
2 � r2�2)2(
4 + 
2�2(a2 + 2b� 2r2) + �4(b2 � (a2 + 2b)r2 + r4));
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x2 = 4�6 + (28
2 + 3�2(a2 + 2b� 4r2))�4

+2(14
4 + 5
2�2(a2 + 2b� 4r2) + �4(b2 � 3(a2 + 2b)r2 + 6r4)�2

+(
2 � r2�2)(4
4 + 
2�2(3a2 + 6b� 8r2) + �4(2b2 � 3(a2 + 2b)r2 + 4r4)

olmak üzere

A8 =
1

32
r8x1; B8 =

1

16
�
r8x2

elde edilir. B8 = 0 denkleminden üç durum sözkonusudur:

(1) I �n¬n bir alt aral¬¼g¬nda 
 = 0 oldu¼gunu kabul edelim. Bu taktirde A8 = 0 eşitli¼gin-

den

r8�2(�2 � r2�2)2
�
(�1 + 4a2r2)�2 � 4a2�2

�
= 0

elde edilir.

(1.a) �2 = r2�2 ise bu durumda

A6 = �
9

32
�6r10(�� r0)2 = 0

elde edilir. � = r0 ise W = 0 d¬r. Bu ise bir çeli̧skidir.

(1.b) (�1 + 4a2r2)�2 � 4a2�2 = 0 olsun. Bu taktirde

�2 =
�2

2
(�a

p
a2 + 4b� (a2 + 2b� 2r2))

d¬r. Hesaplamalar¬m¬zda genelli¼gi bozmadan �2 yi

�2 =
�2

2
(a
p
a2 + 4b� (a2 + 2b� 2r2))

olarak alal¬m. a2 + 4b � 0 oldu¼gundan iki durum sözkonusudur:

(i) a2 + 4b = 0 ise

�2 =
�2

2
(�(a2 + 2b� 2r2))

d¬r. �2 de¼geri A5 = 0 eşitli¼ginde kullan¬l¬rsa

1

128
a4�5r7

p
4r2 � a2

�
�
p
4r2 � a2 � 2rr0

�
= 0

elde edilir. 4r2 � a2 = 0 ise � = 0 d¬r. Bu durum (2) ş¬kk¬nda incelenecektir. Bu

taktirde

� =
2rr0p
4r2 � a2
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d¬r. c0 h¬z vektörü

c0 =
2rr0p
4r2 � a2

t+

p
4r2 � a2
2

�n =

�p
4r2 � a2
2

t

�0
olur. Buradan

c = c0 +

r
r2 � a

2

4
t

elde edilir. Sonuç olarak

hX(u; v)� c0; X(u; v)� c0i = �
a2

4

olur. Dolay¬s¬yla M yüzeyi bir pseudohiperbolik yüzeydir.

(ii) a2 + 4b > 0 ise �2 de¼geri B7 de yerine yaz¬l¬rsa

a
p
a2 + 4b(a

p
a2 + 4b� (a2 + 2b))2r9�7

�q
�2b+ a(�a+

p
a2 + 4b) + 2r2�� 2rr0

�
64
q
a
p
a2 + 4b� (a2 + 2b� 2r2)

= 0

elde edilir.

(ii.1) a
p
a2 + 4b� (a2+2b) = 0 ise a2+2b = a

p
a2 + 4b ifadesinde her iki taraf¬n karesi

al¬n¬p gerekli sadeleştirmeler yap¬l¬rsa b = 0 elde edilir. Bu ise bir çeli̧skidir.

(ii.2)
q
�2b+ a(�a+

p
a2 + 4b) + 2r2�� 2rr0 = 0 ise

� =
2rr

0q
�2b+ a(�a+

p
a2 + 4b) + 2r2

d¬r. Bu taktirde c e¼grisinin türevi

c0 =

p
2rr

0q
�2b+ a(�a+

p
a2 + 4b) + 2r2

t+
�p
2

q
a
p
a2 + 4b� (a2 + 2b� 2r2) n

=

0@
q
a
p
a2 + 4b� (a2 + 2b� 2r2)

p
2

t

1A0

olmak üzere

c = c0 +

q
a
p
a2 + 4b� (a2 + 2b� 2r2)

p
2

t
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elde edilir. Dolay¬s¬yla

hX(u; v)� c0; X(u; v)� c0i =
a
p
a2 + 4b� (a2 + 2b)

2

olur. Sonuç olarak M yüzeyi bir pseudohiperbolik yüzeydir.

(2) I �n¬n bir alt aral¬¼g¬nda � = 0 oldu¼gunu kabul edelim. Bu taktirde

x1 = 
4 + �2
2(a2 + 2b� 2r2) + �4(b2 � (a2 + 2b)r2 + r4;

y1 = 8
4 + 7((a2 + 2b)� 16r2)�2
2 + �4(6b2 � 7(a2 + 2b)r2 + 8r4

olmak üzere

A8 = �
1

32
(
2 � r2�2)2x1; B7 = �

1

16
��r9(
2 � �2r2)y1

olarak elde edilir. Burada üç olas¬l¬k bulunmaktad¬r:

(2.a) 
 = �r� olsun. Bu taktirde

A6 = �
9

8
b2r10�6(�2 + r02) = 0

elde edilir. �2 + r02 6= 0 oldu¼gundan � = 0 olmas¬bir çeli̧skidir..

(2.b) x1 = � = 0 olsun. Bu taktirde x1 = 0 denkleminden


2 =
�2

2
(�a

p
a2 + 4b� (a2 + 2b� 2r2)) (5.56)

elde edilir. Genelli¼gi bozmadan


2 =
�2

2
(a
p
a2 + 4b� (a2 + 2b� 2r2))

olarak alal¬m. Bu taktirde

A7 = �
p
a2 + 4b(a2 + 2b� a

p
a2 + 4b)r10�7r0

32
q
�4b+ 2a

�
�a+

p
a2 + 4b

�
+ 4r2

= 0

elde edilir. Burada dört durum incelenecektir:

(i) a2 + 4b = 0 ise B5 = 0 eşitli¼ginden

� 1
32
a4r9

p
�a2 + 4r2 �5�r02 = 0
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elde edilir.

(i.1)
p
�a2 + 4r2 = 0 ise 
 = 0 olur. Bu durum (1) ş¬kk¬nda incelenmi̧stir.

(i.2) � = 0 ise A5 = 0 eşitli¼ginden

a2r8�4r0Q(�; r; r0; �0; r00) = 0

elde edilir. Burada Q fonksiyonu �; r; r0; �0; r00 ye ba¼gl¬d¬r. r0 = 0 ise bu durum (iii)

ş¬kk¬nda incelenecektir. Q(�; r; r0; �0; r00) = 0 ise bu eşitlikten r00 elde edilerek A4 = 0

eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

�(�a8�4a6r2)�4+32a2(a4�8a2r2+12r4)�2r02� 64(a
6 � 4r2(a4 + a2r2 � 8r4))r04

a2 � 4r2 = 0

(5.57)

elde edilir. (5.57) eşitli¼ginden � elde edilerek A5 = 0 da yerine yaz¬l¬rsa r ve r0 e ba¼gl¬

bir fonksiyon bulunur. Bu eşitlikten r0 bulunarak A3 ve A2 de yerine yaz¬l¬rsa r ye ba¼gl¬

fonksiyonlar elde edilir. A3 = 0 ve A2 = 0 eşitlikleri ayn¬r için sa¼glanamayaca¼g¬ndan

çeli̧ski elde edilir.

(ii) a2 + 2b � a
p
a2 + 4b = 0 ise a2 + 2b = a

p
a2 + 4b ifadesinde her iki taraf¬n karesi

al¬n¬p gerekli sadeleştirmeler yap¬l¬rsa b = 0 elde edilir. Bu ise bir çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla

(iii) a2 + 4b = 0 ve r0 = 0 olsun. A4 = 0 eşitli¼ginden

1

512
a4r8�8(�3a4 + 8a2r2 + 16r4) = 0

elde edilir. Burada

�3a4 + 8a2r2 + 16r4 = (4r2 + 3a2)(4r2 � a2) = 0

ise 4r2 � a2 = 0 eşitli¼gi 
 da yerine yaz¬l¬rsa 
 = 0 elde edilir. Bu durum (1) ş¬kk¬nda

incelenmi̧stir.

(iv) a2 + 4b > 0 ve r0 = 0 olsun. Bu taktirde B5 = 0 eşitli¼ginden

a�7�r9(a5+6a3b+8ab2�(a4+4a2b+2b2)
p
a2 + 4b)

q
�4b+ 2a(�a+

p
a2 + 4b) + 4r2 = 0

elde edilir.

�4b+ 2a(�a+
p
a2 + 4b) + 4r2 = 0
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ise (5.56) den 
 = 0 d¬r.

a5 + 6a3b+ 8ab2 = (a4 + 4a2b+ 2b2)
p
a2 + 4b = 0

ise ifadenin her iki taraf¬n¬n karesi al¬narak gerekli sadeleştirmeler yap¬l¬rsa

b4(a2 + 4b) = 0 elde edilir. Bu ise bir çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla � = 0 olur. Bu tak-

tirde A4 = 0 ve A2 = 0 eşitliklerinden � = 0 elde edilir.

(2.c) x1 = y1 = 0 olsun. Bu taktirde

8x1 � y1 = (a2 + 2b)
2 + �2(2b2 � (a2 + 2b)r2) = 0 (5.58)

d¬r. (5.58) eşitli¼ginden a2 + 2b 6= 0 olmak üzere


2 =
�2 ((a2 + 2b)r2 � 2b2))

(a2 + 2b)

elde edilir. 
2 eşitli¼gi x1 = 0 eşitli¼ginde kullan¬l¬rsa

x1 =
a2b2(a2 + 4b)�4

(a2 + 2b)2
= 0

oldu¼gundan çeli̧ski elde edilir.

(3) I n¬n bir alt aral¬¼g¬nda �
 6= 0 olsun. Burada yap¬lan hesaplamalar çok kompleks

ve uzun oldu¼gundan dolay¬ispat¬detaylara girmeden ana hatlar¬yla verece¼giz. x = �2

ve y = 
2 olsun. x1 = 0 denkleminde a2 + 2b elde edilerek x2 = 0 da yerine yaz¬l¬rsa�
(x� y)2 � 2(x+ y)r2�2 � b2�4 + r4�4

� �
(x� y)2 + 2(x+ y)r2�2 + r4�4

�2
= 0 (5.59)

elde edilir. (5.59) eşitli¼ginde

(3.a) (x � y)2 � 2(x + y)r2�2 + (�b2 + r4)�4 = 0 olsun. Bu eşitlikten

y = x+ r2�2 � �
p
4xr2 + b2�2 elde edilir. Genelli¼gi bozmadan

y = x+ r2�2 + �
p
4xr2 + b2�2

alal¬m. Bu eşitlik x2 = 0 denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

a2 + 2b =
�2(2x+ �

p
4xr2 + b2�2)

�2
(5.60)
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elde edilir. (5.60) eşitli¼ginden �
p
4xr2 + b2�2 de¼geri elde edilerek y denkleminde yerine

yaz¬l¬rsa

y = �x+ (�a
2

2
� b+ r2)�2 (5.61)

bulunur. (5.61) eşitli¼gi (x�y)2�2(x +y)r2�2+(�b2+r4)�4 = 0 eşitli¼ginde kullan¬l¬rsa

x =
�2

4
(�a2 � 2b+ 2r2 � 2

p
b2 � (a2 + 2b)r2 + r4)

elde edilir. Bu taktirde

� =
�

2

q
�a2 � 2b+ 2r2 � 2

p
b2 � (a2 + 2b)r2 + r4

ve


 =
�

2

q
�a2 � 2b+ 2r2 + 2

p
b2 � (a2 + 2b)r2 + r4

d¬r. Bu durumda A7 = 0 eşitli¼ginden � elde edilerek B7 = 0 eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

a2b4(a2 + 4b)r10r0� = 0

elde edilir.

(i) r = R = sabit ise � = 0 d¬r. � = 0 de¼geri için A5 = 0 ve B5 = 0 eşitlikleri

A5 =
�4

2
(a4 + 4a2b+ 2b2)R9�
2� = 0

B5 =
�6

8
a2(a2 + 2b)(a2 + 4b)R9
� = 0

olur. B5 = 0 eşitli¼ginde (a2 + 2b) = 0 veya (a2 + 4b) = 0 ise A5 = 0 eşitli¼ginden � = 0

elde edilir. Bu taktirde A4 = 0 eşitli¼ginden elde edilen r de¼geri için B4 = 0 eşitli¼ginden

� = 0 sonucuna var¬l¬r. Bu durum ise bir çeli̧skidir.

(ii) a2 + 4b = 0 ise A7 = 0 eşitli¼ginden � = 0 d¬r. Bu taktirde A6 = 0 eşitli¼ginden

� =
r3r0�2

a2�


elde edilir. A5 = 0 eşitli¼ginden r00 elde edilerek B5 = 0 eşitli¼ginde kullan¬l¬rsa

�r
4�3r02

p
(a2 � 4r2)2

2

= 0
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bulunur. Dolay¬s¬yla r = R = sabit dir. Bu taktirde

A4 =
a4(3a2 + 4R2)R8�6
2

128

eşitli¼gi bir çeli̧skidir.

(x� y)2 + 2(x+ y)r2�2 + r4�4 = 0 ise ispat benzer biçimde yap¬l¬r.

·Ikinci Durum. t0 timelike (ht0; t0i < 0) olsun. t0 = �n olmak üzere � e¼grisinin

ft; n; bg (b = t^ n) Frenet çat¬s¬n¬düşünelim. Burada n timelike vektör, b ise spacelike

vektördür. � e¼grisinin e¼grili¼gi � ve burulmas¬� olmak üzere Frenet formülleri

t0 = �n

n0 = �t+ �b

b0 = �n

şeklindedir.

�; � ve 
; u üzerinde düzgün fonksiyonlar olmak üzere c 0 = �t + �n + 
b olsun.

Koordinatlar¬n de¼gi̧siklikli¼gi ile (5.49) parametrik olarak

X(u; v) = c(u) + r(u) cosh v n(u) + r sinh v b(u)

şeklinde yaz¬l¬r. ·Ispat birinci durumda yap¬lan i̧slemlere benzer olarak kolayca yap¬la-

bilir.

Üçüncü durum. t0 lightlike (ht0; t0i = 0) olsun. Foliasyon düzlemleri paralel ol-

mad¬¼g¬ndan t0 6= 0 d¬r. t0; u� düzleminde bulunan lightlike bir vektördür. n = t0 olmak

üzere her bir u� düzlemi için

hb; bi = 0; hb; ni = 1

olacak biçimde t vektörüne dik olan bir tek b lightlike vektörü bulunsun. ft; n; bg

çat¬s¬na göre Frenet formülleri

t0 = n

n0 = �n

b0 = �t� �b
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şeklindedir. �; u de¼gi̧skenine ba¼gl¬diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak üzere (5.49)

dan

n = �(u)(�e1 + e2); b =
1

�(u)
(e1 + e2)

dir. (5.49) da v parametresi yerine � e�v

2�(u)
yaz¬l¬rsa r; v 6= 0 olmak üzere yüzeyin

parametrik denklemi

X(u; v) = c(u) + vr(u)n(u)� r(u)
2v
b(u) (5.62)

olur. (5.62) eşitli¼gi, c0 = �t + �n + 
b ve Frenet formülleri kullan¬l¬rsa aH + bK = c

eşitli¼ginden
16X
j=0

Aj(u)
1

vj
= 0

olur.

aH + bK = c ba¼g¬nt¬s¬nda c = 0 durumu:

Genelli¼gi bozmadan b = 1=2 olsun. Buna göre

A16 = �
1

256
r8(r2 � �2)2(1� 4a2(r2 � �2))

elde edilir. Burada iki durum vard¬r:

(1) r2 = �2 yani � = �r ise

A14 = �
9

64
r10(�� r0)2

olur. Bu taktirde � = r0 dür. Bu eşitlik A12 = 0 denkleminde kullan¬l¬rsa

�1
4
r10
2 = 0

elde edilir. Dolay¬s¬yla 
 = 0 d¬r. � = �r; � = r0 ve 
 = 0 de¼gerleri için W = 0 elde

edilir. Bu ise bir çeli̧skidir.

(2) 1� 4a2(r2 � �2) = 0 ise

� =

p
�1 + 4a2r2
2a

� (5.63)
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d¬r. (5.63) eşitli¼gi A15 = 0 eşitli¼ginde kullan¬l¬rsa

r9
�
�� 2arr0p

�1 + 4a2r2

�
512a2

= 0

elde edilir. Bu durumda

� =
2arr0p

�1 + 4a2r2
(5.64)

olur. (5.63) ve (5.64) eşitlikleri A14 = 0 eşitli¼ginde kullan¬l¬rsa

A14 =
r10r02

32(�1 + 4a2r2) = 0

elde edilir. Dolay¬s¬yla r0 = 0 d¬r. Bu durumda

A12 =
5

64
r10
12 = 0

eşitli¼ginden 
 = 0 elde edilir. (5.63), (5.64) ve 
 = 0 eşitlikleri için

c0 =
2arr0p

�1 + 4a2r2
t+

p
�1 + 4a2r2
2a

�n =

�p
�1 + 4a2r2
2a

t

�0
olur. Yukar¬daki ifadeye göre

c = c0 +

r
� 1

4a2
+ r2 t

olacak biçimde c0 2 E31 vard¬r. Bu taktirde yüzeyin parametrik denklemi

X(u; v) = c0 +

r
� 1

4a2
+ r(u)2 t(u) + vr(u)n(u)� r(u)

2v
b(u)

olur. Buna göre

hX(u; v)� c0; X(u; v)� c0i = �
1

4a2

d¬r. Dolay¬s¬yla yüzey bir pseudohiperbolik yüzeydir.

aH + bK = c ba¼g¬nt¬s¬nda c 6= 0 durumu:

c = 1 oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda

A16 = � 1
64
r8(r2 � �2)(b2 � (r2 � �2))(a2 + 2b� r2 + �2) = 0

A0 = �16
8r8 = 0
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elde edilir.

(1) �2 = r2 yani � = �r ise

A14 = �
9

16
b2r10(�� r0)2 = 0

eşitli¼ginden � = r0 elde edilir. A0 = 0 eşitli¼ginden 
 = 0 d¬r. 
 = 0; � = �r ve � = r0

de¼gerleri için W = 0 elde edilir. Bu ise bir çeli̧skidir.

(2) (b2 � (r2 � �2))(a2 + 2b� r2 + �2) = 0 ise

� = �

s
�a2 � 2b+ a

p
a2 + 4b+ 8r2

8
;

� = �

s
�a2 � 2b� a

p
a2 + 4b+ 8r2

8

elde edilir. Genelli¼gi bozmadan

� =

s
�a2 � 2b+ a

p
a2 + 4b+ 8r2

8
(5.65)

oldu¼gunu kabul edelim. Bu taktirde A15 = 0 eşitli¼ginden

a
p
a2 + 4b

�
a2 + 2b� a

p
a2 + 4b

�2�
2
p
2rr

0 �
q
�2b+ a(�a+

p
a2 + 4b) + 8r2�

�
2048

q
�2b+ a(�a+

p
a2 + 4b) + 8r2

= 0

elde edilir. Burada üç durum vard¬r:

(2.a) a2 + 4b = 0 olsun. 
 = 0 ve A8 = 0 eşitli¼ginden

(b+ 4r2)�2 � 4r2r02 = 0 (5.66)

veya

4�6 � 12�4r02 � 4r06 + br02 � 2b�r0�0r00 + �2(12r02 + br002) = 0 (5.67)

elde edilir. (5.67) denklemi � için çözülürse köklerin reel olmad¬¼g¬görülür. Dolay¬s¬yla

(b+ 4r2)�2 � 4r2r02 = 0 ise

� =
2rr0p
b+ 4r2
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bulunur. a2 = �4b ise (5.65) den � =
p
4r2 + b

2
d¬r Dolay¬s¬yla

c0 =
2rr0p
4r2 + b

t+

p
4r2 + b

2
n =

 p
4r2 + b

2
t

!0
olur. Yukar¬daki ifadeye göre

c = c0 +

p
4r2 + b

2
t

olacak biçimde c0 2 E31 vard¬r. Öyleyse yüzeyin parametrik denklemi

X(u; v) = c0 +

p
4r(u)2 + b

2
t(u) + vr(u)n(u)� r(u)

2v
b(u)

olur. Buna göre

hX(u; v)� c0; X(u; v)� c0i = �
b

4

dür. Dolay¬s¬yla M yüzeyi bir pseudohiperbolik yüzeydir.

(2.b) a2 + 2b � a
p
a2 + 4b = 0 olsun. a2 + 2b = a

p
a2 + 4b ifadesinde her iki taraf¬n

karesi al¬narak gerekli sadeleştirmeler yap¬l¬rsa b = 0 elde edilir. Bu ise bir çeli̧skidir.

(2.c) 2
p
2rr

0 �
q
�2b+ a(�a+

p
a2 + 4b) + 8r2� = 0 ise

� =
2
p
2rr

0q
�2b+ a(�a+

p
a2 + 4b) + 8r2

(5.68)

elde edilir. (5.65) ve (5.68) eşitliklerinden

c0 =
2
p
2rr

0q
�2b+ a(�a+

p
a2 + 4b) + 8r2

t+

p
�a2 � 2b+ a

p
a2 + 4b+ 8r2

2
p
2

n

=

 p
�a2 � 2b+ a

p
a2 + 4b+ 8r2

2
p
2

t

!0

olur. Yukar¬daki eşitli¼ge göre

c = c0 +

p
�a2 � 2b+ a

p
a2 + 4b+ 8r2

2
p
2

t

olacak biçimde c0 2 E31 vard¬r. Öyleyse yüzeyin parametrik denklemi

X(u; v) = c0 +

q
�a2 � 2b+ a

p
a2 + 4b+ 8r(u)2

2
p
2

t(u) + vr(u)n(u)� r(u)
2v
b(u)
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oldu¼gundan

hX(u; v)� c0; X(u; v)� c0i =
�2b+ a(�a+

p
a2 + 4b)

8

bulunur. Dolay¬s¬yla M yüzeyi bir pseudohiperbolik yüzeydir.

III. Düzlemler lightlike ise:

Foliasyonun her bir u�düzlemi lightlike oldu¼gundan, düzlemlerde he1(u); e1(u)i = 1 ve

he2(u); e2(u)i = 0 olacak biçimde e1(u) ve e2(u) vektörleri vard¬r. Buna göre r(u) > 0

olmak üzere M yüzeyi

X(u; v) = c(u) + ve1(u) + r(u)v
2e2(u)

biçiminde verilebilir. � integral e¼grisinin birim te¼get vektörü t ve birim normal vektörü

n olmak üzere e1 = n ve e2 = t alal¬m. Her bir u�düzlemi için

ht; bi = 1; det(t; n; b) = 1

olacak biçimde n vektörüne dik olan bir tek b lightlike vektörü vard¬r ve � n¬n bir Frenet

çat¬s¬ft; n; bg olur. Foliasyonun her bir u�düzleminde t(u) vektörü vard¬r. Burada

belirtelim ki lightlike düzlemde bulunan bir lightlike vektör düzleme dik bir vektördür.

Dolay¬s¬yla çember parçalar¬n¬kapsayan her bir düzlemin paralel olmas¬için gerek ve

yeter koşul t vektörünün sabit olmas¬d¬r.

Kabul edelim ki u�düzlemleri paralel olmas¬n. Bu taktirde en az bir aral¬kta � 6= 0 d¬r.

Di¼ger taraftan Frenet formülleri

t0 = �n (5.69)

n0 = �t� �b

b0 = ��n

şeklindedir. c; r; t ve n ayn¬u de¼gi̧skenine ba¼gl¬ olduklar¬ndan yüzeyin parametrik

denklemi

X(u; v) = c(u) + vn(u) + v2r(u)t(u) (5.70)
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şeklindedir. (5.70) eşitli¼gi, c0 = �t+�n+
b ve Frenet formülleri kullan¬l¬rsa aH+bK = c

eşitli¼ginden
nX
j=0

Aj(u)v
j = 0

olarak elde edilir. Bu denklemde c = 0 ise n = 11 ve c 6= 0 ise n = 12 dir.

aH + bK = c ba¼g¬nt¬s¬nda c = 0 durumu:

Genelli¼gi bozmadan b = 1=2 olsun. Buna göre

A11 = 98a
2r2�5(2r2
 � r0)2

olur. Bu taktirde r0 = 2r2
 d¬r. Bu eşitlik A8 = 0 denkleminde kullan¬l¬rsa

A8 = �64r2�5(� � 2r�)2(�4a2r� + r2�+ 2a2�) = 0 (5.71)

elde edilir. Burada iki durum vard¬r:

(1) � = 2r� ise A6 = �100r4�2�6 = 0 bulunur. A6 = 0 denkleminden � = 0 d¬r.

r0 = 2r2
; � = 2r� ve � = 0 de¼gerleri için W = 0 elde edilir. Bu ise bir çeli̧skidir.

(2) 2a2� = 4a2r� � r2� ise

� =
4a2r� � r2�

2a2
(5.72)

elde edilir. r0 = 2r2
 ve (5.72) eşitli¼gi ile birlikte A7 = 0 denkleminden 2a2� = r2
 d¬r.


 =
r0

2r2
; � =

r0

4a2

de¼gerleri için

c0 =
r0

4a2
t+ �n+

r0

2r2
b =

�
r

4a2
t� 1

2r
b

�0
elde edilir. Dolay¬s¬yla

X(u; v) = c0 +

�
r(u)

4a2
t(u)� 1

2r(u)
b(u)

�
+ vn(u) + r(u)v2t(u)

olacak biçimde c0 2 E31 vard¬r. Bu taktirde

hX(u; v)� c0; X(u; v)� c0i = �
1

4a2
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elde edilir. Bu sonuç ise M nin bir pseudohiperbolik yüzey oldu¼gunu gösterir.

aH + bK = c ba¼g¬nt¬s¬nda c 6= 0 durumu:

c = 1 oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda

A12 = �64�4(r0 � 2r2
)4

olur. r0 = 2r2
 de¼geri için

A8 = (� � 2r�)2(�2 + 2r�(�2� + (a2 + 2b)r�) + 4r2(�2 � (a2 + 2b)r��+ b2r2�2)) = 0

elde edilir. Burada iki durum vard¬r:

(1) � = 2r� ise A6 = �400b2�2�6 = 0 bulunur. Bu denklemden � = 0 demektir.

r0 = 2r2
; � = 2r� ve � = 0 de¼gerleri için W = 0 elde edilir. Bu ise bir çeli̧skidir.

(2) �2 + 2r�(�2� + (a2 + 2b)r�) + 4r2(�2 � (a2 + 2b)r��+ b2r2�2) = 0 ise

� = 2r� � a2r2�� 2br2�� ar2�
p
a2 + 4b (5.73)

d¬r. Hesaplamalar¬m¬z¬

� = 2r� � a2r2�� 2br2�+ ar2�
p
a2 + 4b

kabul ederek yapal¬m. (� için hesaplamalar benzer olarak elde edilir). (5.73) eşitli¼giyle

birlikte A7 = 0 denkleminden

� = �
�
�(�a7 � 8a5b� 19a3b2 � 12ab3 + (a6 + 6a4b+ 9a2b2 + 2b3)

p
a2 + 4b

�
r0�

a5 + 6a3b+ 8ab2 � (a4 + 4a2b+ 2b2)
p
a2 + 4b

�
=

1

2
(a2 + 2b� a

p
a2 + 4b)r0

elde edilir. Bu durumda

c0 =
1

2

�
a2 + 2b� a

p
a2 + 4b

�
r0t+ �n+

r0

2r2
b

=

�
1

2

�
a2 + 2b� a

p
a2 + 4b

�
rt� 1

2r
b

�0
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bulunur. Dolay¬s¬yla

c = c0 +
1

2

�
a2 + 2b� a

p
a2 + 4b

�
rt� 1

2r
b

olacak biçimde c0 2 E31 vard¬r. Bu taktirde

X(u; v) = c0 +
1

2

�
a2 + 2b� a

p
a2 + 4b

�
r(u)t(u) + vn(u) +

�
r(u)v2 � 1

2r(u)

�
b(u)

ve

hX(u; v)� c0; X(u; v)� c0i = �
1

2

�
a2 + 2b� a

p
a2 + 4b

�
elde edilir. Sonuç olarak M yüzeyi bir pseudohiperbolik yüzeydir.

Sonuç 5:2: Dönel yüzeyler hariç aH + bK = c ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glayan spacelike cyclic

yüzeyler, maksimal yüzeylerin Riemann örnekleri (Lopez[1] 1999) ve K = 0 şart¬n¬

sa¼glayan yüzeylerin ailesidir (Lopez 2003).
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