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Weingarten yiizeyleri incelenmistir. Dérdiincii boliimde, E} Minkowski uza-
yinda yiizeyin ortalama egriligi H, Gauss egriligi K ve a, b, ¢ sabit sayilar olmak
tizere aH + bK = ¢ bagintisini saglayan spacelike ve timelike donel yiizeyler
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bagintisini saglayan ¢cember parcalarinin foliasyonu ile elde edilen spacelike

cyclic yiizeyler incelenmistir.
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This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the intro-
duction section and provides a general knowledge of literature. In the second
chapter, we have given about the basic concepts needed. In the third chapter,
in E? and F} parallel linear Weingarten surfaces are examined. In the fourth
chapter, spacelike and timelike surfaces of revolution in Minkowski space that
satisfy aH + bK = ¢, where a, b, ¢ are constants, H and K denote the mean
curvature and Gauss curvature are classified. In the fifth chapter, spacelike
surfaces in Minkowski space E? foliated by pieces of circles and that satisfy

aH + bK = ¢ are examined.
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1 GIRIS

Yiizey teorisinde Weingarten yiizeyleri 6nemli bir yere sahiptir. Yiizeyin Gauss egriligi
K ve ortalama egriligi H arasinda W (K, H) = 0 veya yiizeyin asli egrilikleri k; ve ks
arasinda U (kq, ko) = 0 olacak bigimde bir bagint1 varsa yiizeye Weingarten yiizeyi denir.
Bu yiizeyler ilk olarak Weingarten tarafindan 1861 ve 1863 yillarinda yapmig oldugu
caligmalarda tamimlanmigtir. Weingarten, calismalarinda bir doénel yiizeye izometrik
olan tiim yiizeylerin siniflarin1 vererek bu alanda 6nemli bir ilerleme kaydetmistir. Bu
sebeple daha sonraki yillarda sabit ortalama egrilikli veya sabit Gauss egrilikli yiizeyler
Weingarten yiizeyleri olarak adlandirilmigtir ve bu yiizeyler yiizey teorisi ile ilgilenen bir
cok bilim adamimn ilgisini cekmistir. Ilerleyen yillarda bu yiizeylere ait ilk calismalar
1945’de Chern, 1951’de Hopf tarafindan yapilmigtir. Biraz daha yakin tarihe bakacak
olursak 2003’de Galvez ve 2005’de Kiihnel tarafindan yapilan ¢aligmalar 6rnek olarak
verilebilir. Brunt ve Grant’in 1996 yilinda yapmis oldugu calismada ise Weingarten

yiizeylerinin bilgisayar destekli uygulamalar1 yer almaktadir.
Ozel olarak a,b ve ¢ € R olmak iizere
aky +bky = ¢ veya aH +bK =c¢

lineer bagintilarindan birini saglayan ytiizey lineer Weingarten ytizeyi olarak adlandirilir.
Lineer Weingarten yiizeylerinin ilk ¢rnekleri umbilik yiizeyler, sabit ortalama egrilikli
(b = 0) ve sabit Gauss egrilikli (a = 0) yiizeylerdir. Literatiirde bu yiizeylerle ilgili
bir ¢ok calisma bulunmasina ragmen genel durumda lineer Weingarten yiizeylerinin

siniflandirmasi halen acik bir problemdir.

E3 de diizgiin bir parametreli cember parcalarimin ailesi ile tamimlanan yiizeye cyclic
yiizey denir. Yani cyclic yiizey, cember parcalarinin foliasyonu ile elde edilen yiizeydir.
Cyclic yiizeylerin en iyi bilinen 6rneklerinden birisi donel yiizeylerdir. 1785’de Meusnier,
E? de bulunan tek minimal doénel yiizeyin katenoid oldugunu ispatlamistir. Delaunay
ise 1841°de sifirdan farkli sabit ortalama egrilige sahip donel yiizeyleri simflandirmigtir.

1868’de Riemann, paralel diizlemlerde gemberlerin foliasyonu ile elde edilen minimal
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yiizeylerin ailesini elde etmistir. Bundan sonra 1869’da Enneper tarafindan yapilan
calismada, cemberlerin foliasyonu ile elde edilen bir minimal yiizeyin foliasyon diiz-
lemlerinin paralel olmasi gerektigi ve bu durumda yiizeyin bir katenoid veya minimal
yiizeylerin Riemann 6rneklerinden birisi oldugu ispatlanmistir. Nische ise £* de cember
parcalarinin foliasyonu ile elde edilen sifirdan farkli sabit bir ortalama egrilige sahip
bir yiizeyin foliasyon diizlemlerinin paralel oldugunu elde etmistir. Ayrica yiizeyin bir
donel yiizey oldugunu ve 1841 yilinda Delaunay tarafindan verilen yiizey érneklerinden
birisi oldugunu ispatlamistir (Nischel!] 1989). Keyfi boyutta kiirelerin foliasyonu ile
elde edilen minimal hiperyiizeyler Jagy tarafindan incelenmigtir. 1991 yilinda Jagy
tarafindan yapilan caligmada 3- boyutlu uzayda oldugu gibi yiizeyin bir dénel yiizey

yani genellegtirilmis katenoid oldugu gosterilmigtir.

E3} de yiizeyin ortalama egriligi sifir (H = 0) ise yiizey maksimal yiizey olarak ad-
landirihir. Minkowski uzayinda maksimal yiizeyler ile Oklid uzaymda minimal yiizeyler
bazi benzer 6zelliklere sahiptir. Ornegin maksimal yiizeylerin Weierstrass gosterimi
hemen hemen minimal yiizeylerde oldugu gibi kabul edilir. Ilk olarak 1983'de E} de
maksimal donel yiizeyleri Kobayashi incelemistir. 1984’de Hano ve Nomizu, E? de sabit
ortalama egrilikli donel yiizeyleri simflandirmiglardir. 2000’de Lopez R., Lopez F. J. ve
Souam R. yapmig olduklar1 ¢caligmada ise cemberlerin foliasyonu ile elde edilen spacelike
maksimal yiizeyleri simiflandirmiglardir. Caligmalarinda foliasyon diizlemlerinin kesin-
likle paralel oldugunu gostermisglerdir. Ayrica 1983’de Kobayashi tarafindan verilen
donel yiizey orneklerinin yaninda Oklid uzaymdaki Riemann yiizeyleri ile ayn 6zellik-
leri gosteren gemberlerin foliasyonu ile elde maksimal yiizey ¢rneklerinin bulundugunu
ispatlamiglardir. 2000’de Lopez tarafindan yapilan diger bir ¢alismada ise E3 de tiim
timelike maksimal cyclic yiizeyler ssmflandirilmistir. Sifirdan farkh sabit ortalama egri-
lige sahip bir yiizey i¢in durum maksimal yiizeyden farkhidir. 1999’da Lopez bir galis-
masinda sifirdan farkli sabit ortalama egrilige sahip yiizeyler i¢in foliasyon diizlemleri
spacelike ise diizlemlerin paralel oldugunu ve ayni zamanda yiizeylerin donel yiizey
oldugunu ispatlamistir. Cemberlerin bulundugu diizlemlerin timelike veya lightlike

oldugu durumlar i¢in cemberler tarafindan olusturulan sabit ortalama egrilikli donel
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yiizey diginda yiizey 6rnekleri verilmistir (Lopez? 1999).

Sekil 1.1. E} de H = 0 ortalama egrilikli foliasyon diizlemleri paralel
olan donel yiizey diginda bir spacelike cyclic yiizey ornegi
Lopez 2001’de yaptig1 bir calismada, E? de sabit Gauss egrilikli bir yiizey, cember
parcalarinin foliasyonu ile elde ediliyorsa bu yiizeyin kiirenin bir altkiimesi oldugunu
veya yiizeyin foliasyon diizlemlerinin paralel oldugunu ispatlamistir. Foliasyon diizlem-
lerinin paralel olmasi durumunda K sifirdan farkl bir sabit ise yiizey bir donel yiizeydir,
K = 0 ise yiizey bir genellestirilmis konidir (Lopez!? 2001). E? de sabit Gauss egrilikli
yiizeyler icin simiflandirma yine Lopez tarafindan yapilmistir. Calismada sabit Gauss
egrilikli donel yiizeyler ve sabit Gauss egrilikli cyclic yiizeyler incelenmigtir (Lopez

2003).

Sekil 1.2. E} de K = 0 Gauss egrilikli foliasyon diizlemleri paralel

olan donel yiizey diginda bir spacelike cyclic yiizey ¢rnegi

Lopez 2008’de yaptig1 bir calismasinda daha 6nce £ de yapilan ¢alismalarin daha genel

bir halini incelemistir. £ de a, b,c € R ve a? + b* # 0 olmak fizere

aH +bK =¢



bagintisini saglayan lineer Weingarten yiizeyleri calismigtir. ¢ = 0 ve ¢ # 0 igin
"Donel yiizeylerin yaninda bagka cyclic lineer Weingarten yiizeyler var midir?" sorusu-
nun cevabimi aramistir. Calismasinda iki énemli teorem bulunmaktadir. Birincisi,
bir parametreli diizlemlerin ailesi i¢inde bulunan g¢ember pargalarinin foliasyonu ile
elde edilen bir lineer Weingarten yiizeyin ya bir kiirenin altkiimesi oldugu ya da fo-
liasyon diizlemlerinin paralel oldugu ispatlanmstir. Ikincisi ise bir parametreli paralel
diizlemlerin ailesi i¢cinde bulunan ¢ember parcalarinin foliasyonu ile elde edilen bir
lineer Weingarten yiizeyin ya bir donel yiizeyin parcasi oldugu ya Riemann mini-
mal yiizey (H = 0) orneklerinin bir parcasi oldugu ya da genellestirilmis koninin
(K = 0) bir pargasi oldugu ispatlanmigtir. Bunlarin yaninda sonug olarak dénel yiizey
hari¢ aH + 0K = ¢ bagintisin saglayan cyclic yiizeylerin, minimal yiizeylerin Riemann

ornekleri ve genellestirilmis koniler oldugu verilmistir (Lopez!® 2008).

Lopez tarafindan 2008 yilinda yapilan diger bir calismada ise E2 de m, n € R ve yiizeyin

asli egrilikleri %y, ky olmak tizere

ki =mks +n
bagintisini saglayan lineer Weingarten yiizeyleri ele alinmigtir. Bu calismada
(m,n) = (m,0) olmak iizere bir cyclic lineer Weingarten yiizeyin foliasyon diizlem-

lerinin paralel oldugu kisaca yiizeyin Riemann tipli oldugu ispatlanmigtir. Ayrica bir
Riemann tipli lineer Weingarten yiizeyin ya bir donel yiizey ya da minimal yiizeylerin
klasik Riemann 6rnekleri oldugu gosterilmistir (Lopez!'l 2008). Burada belirtelim ki
umbilik yiizeyler (m,n) = (1,0) veya sabit ortalama egrilikli yiizeyler (m = —1) birer

lineer Weingarten ytiizeyidir.

Ikinci boliimde, 3—boyutlu Minkowski uzay1 icin temel kavramlar ve E} Minkowski
uzaymin izometrileri, £ Minkowski uzaymnda egriler ve yiizeyler ile ilgili baz1 temel

ozellikler verilmigtir.

Uciincii boliimde, E3 Oklid uzayinda ve E} Minkowski uzayinda bir M yiizeyinin li-

neer Weingarten yiizeyi olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun bu yiizeyin paraleli olan
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M, yiizeyinin de lineer Weingarten yiizeyi olmasi1 gerektigi gosterilmistir. Bir lineer
Weingarten yiizeyin tipi A := a? + 4bc diskriminantinin isaretine baghdir. Eger A < 0
ise M yiizeyi hiperbolik, A > 0 ise M yiizeyi eliptik olarak adlandirilir. A = 0 ise
M yiizeyi bir tubular yiizeyidir (Lopez!! 2008). Bu tamimdan yararlamlarak (M, M,)

yiizey ciftinin 7 uzaklhigina gore tiplerini belirten teoremler ifade edilmistir.

Dordiincii boliimde, £ Minkowski uzayinda a H+bK = ¢ bagmtisim saglayan spacelike
ve timelike donel yiizeyler incelenmistir. Yiizeyin dénme ekseninin causal karakterine

bagl olarak donel yiizeyler simiflandirilmigtir.

Tez calismamizin asil kismini olugturan beginci boliimde aH + bK = ¢ bagintisini
saglayan spacelike cyclic yiizeyler incelenmistir. FE} de foliasyon diizlemleri paralel
olan bir M spacelike cyclic yiizey, lineer Weingarten yiizeyi ise M nin agagida verilen
yiizeylerden birisi oldugu ispatlanmigtir.

1. M bir donel yiizeydir.

2. M, maksimal yiizeylerin Riemann 6rneklerinden birisidir.

3. M, K = 0 sartin1 saglayan yiizey ¢rneklerinden birisidir.

Ayrica bir M spacelike cyclic yiizey, lineer Weingarten yiizeyi ise M nin ya bir pseudo-

hiperbolik yiizey oldugu ya da foliasyon diizlemlerinin paralel oldugu gosterilmistir.



2 Temel Kavramlar
Tanim 2.1. u = (uy, us, ug) ve v = (v1,v9, v3) olmak iizere
(u,v) = uvy + ugvy — UV

metrigi ile verilen £? = (R3, (,)) metrik uzayma Lorentz-Minkowski uzay1 denir. (,)
metrigi de Lorentz metrigi olarak adlandirilir.

Ayni zamanda E} = (R3, (,)) metrik uzayr Minkowski uzay1 ve (, ) metrigi de Minkowski
metrigi olarak da adlandirilir. (,) Minkowski metrigi indeksi 1 olan non-dejenere bir

metriktir. Ayrica
10 0

(u,vy=u'| 01 0 |v=u'Gv
00 -1
yazilabilir (O’Neill 1983, Duggal ve Bejancu 1996).

Tanim 2.2. Bir v € E} vektorti igin;
(i) (v,v) > 0 veya v = 0 ise v vektoriine spacelike (uzaysi) vektor,
(ii) (v,v) < 0 ise v vektoriine timelike (zamansi) vektor,
(iii) (v,v) = 0 ise v voktoriine lightlike veya null (1g1ks1) vektor denir (O’Neill 1983,

Duggal ve Bejancu 1996).

Burada belirtelim ki v = 0 vektorii igin (v, v) = 0 olmasima ragmen bu vektor spacelike

vektordiir.

Tanim 2.3. E? Minkowski uzay1 olmak {izere;
(i) C={(z,y,2) € E3; 2?2 +9y*>—22=0}—1{(0,0,0)} seklinde tanimh C kiimesine
E3 in 151k konisi,

(i) T = {(z,y,2) € E}; a®> +y*> — 2% < 0} seklinde tammh 7 kiimesine E? in



zaman konisi denir (O’Neill 1983, Duggal ve Bejancu 1996).

y

spacelike
timelike
Sekil 2.1. Minkowski uzayinda causal karakter

Tanim 2.4. u,v € E} i¢in u # 0 ve v # 0 olmak iizere (u,v) = 0 ise, bu durumda u ve
v vektorlerine ortogonal vektorler denir ulv geklinde gosterilir (O’Neill 1983, Duggal
ve Bejancu 1996).

Tamim 2.5. F} = (R3, (,)) Minkowski uzay1 ve U C R3 olsun. U iizerinde indirgenmis
metrik (, ), olmak iizere

(i) (,)y pozitif tammh ise U altuzayima spacelike,

(i) (, ), metriginin indeksi 1 ve nondejenere ise U altuzayma timelike,

(iii) (, ), dejenere ve U # 0 ise U altuzayma lightlike denir (O’Neill 1983, Duggal
ve Bejancu 1996).

Ut ={veR: (v,w) =0, Vw € U} ctimlesine de U nun dik uzay1 denir. (O’Neill
1983, Duggal ve Bejancu 1996).

Onerme 2.1. U, skalar carpimlh bir V vektor uzaymn alt uzay: olsun. Asagidaki
onermeler dogrudur.

(i) boyU+ = boyV — boyU.

(i) (UH*+ =U.

(iii) U non-dejenere altuzay ise U+ de non-dejenere altuzaydir (O’Neill 1983, Duggal
ve Bejancu 1996).

Simdi causal karaktere bagh olarak altuzaylarin karakterizasyonlarini verelim.



Onerme 2.2. v € E? ve U C E? olmak {izere

(i) v vektoriiniin timelike vektor olmasi icin gerek ve yeter kosul (v)" diizleminin
spacelike olmasidir. Dolayisiyla E3 = (v) & (v)" olur. v nin spacelike vektor olmasi icin
gerek ve yeter kosul ise (v)" diizleminin timelike olmasidir.

(ii) U altuzaymm spacelike olmas i¢in gerek ve yeter kogul U~ in timelike olmasidir.

(iii) U altuzaymim lightlike olmasi icin gerek ve yeter kogul U+ in lightlike olmasidir
(O’Neill 1983, Duggal ve Bejancu 1996).

Onerme 2.3. u,v € E} olsun.

(i) u ve v vektorleri lightlike vektorler ise (u,v) = 0 olmasi igin gerek ve yeter kogul
u ve v nin lineer bagimh vektorler olmasidir.

(i) u ve v vektorleri (u,v) = 0 sartin saglayan timelike veya lightlike vektorler ise

u ve v lightlike vektorlerdir (O’Neill 1983, Duggal ve Bejancu 1996).

Onerme 2.4. U C E3 iki boyutlu bir altuzay olsun. Bu durumda asagidaki énermeler
denktir:

(i) U timelike altuzaydir.

(ii) U da lineer bagimsiz iki lightlike vektor vardir.

(iii) U da bir timelike vektor vardir (O’Neill 1983, Duggal ve Bejancu 1996).

Ispat (i=ii) {e1,es,e3}, E? in ortonormal tabani olsun. Bu durumda e, + e, veya
es — eg lineer bagimsiz lightlike vektorlerdir.

(ii=-ii) u ve v lineer bagimsiz lightlike vektorler ise
(utv,utv)==22(u,v)

(u,v) # 0 oldugundan u + v veya u — v timelike vektordiir.
(iti=1) v, U da timelike vektor olsun. Bu durumda U+ C (v)" ve ()" spacelike diizlem

oldugundan U+ de spacelike olur. Dolayisiyla U timelike altuzaydir.

Tanim 2.6. u € E} vektorii verilsin. +/|{u, u)| sayisma u vektériiniin normu denir ve

||u|| ile gosterilir (O’Neill 1983, Duggal ve Bejancu 1996).



Simdi timelike vektorler igin Cauchy-Shwartz egitsizligini verelim. Bu egitsizlik iki time-

like vektor arasindaki agiyr tammmlamamiz saglar.

Teorem 2.1. u ve v timelike vektorler olsun. Bu taktirde

[, 0)] > /= (u, u)/ = (v,v)

dir ve esitlik durumunun saglanmasi icin gerek ve yeter kosul u ve v vektorlerinin lineer

bagiml olmasidir. u ve v vektorleri ayni zaman konisi i¢inde ise
(u,v) = = |u| [v| cosh

olacak bicimde bir tek ¢ > 0 sayis1 vardir. ¢ sayisina u ve v vektorleri arasindaki

hiperbolik ag1 denir (O’Neill 1983, Duggal ve Bejancu 1996).
Sonug 2.1. u,v ayni zaman konisinde yatan iki timelike vektor olsun. Bu taktirde
|+ | = [uf +[v]

dir ve esitlik durumunun saglanmasi icin gerek ve yeter kosul u ve v vektorlerinin lineer

bagiml olmasidir (Lopez! 2008).

Tamm 2.7. u ve v, E? uzaymin vektorleri olsun. u = (uy, us,u3) ve v = (v1,va,v3)

olmak {izere

u X v = (—(ugvs — ugvs), —(u1v3 — U3V ), UV9 — UgV])
esitligiyle belirli u x v vektoriine u ile v nin vektorel carpimi denir (Lopez!® 2008).
i €{1,2,3} icin e¢; = (;1, di2, 9;3) olmak iizere,

€1 €2 —¢€3
UXV=]u U U3
v U2 U3
determinanti acilarak ey, e5, —es vektorlerine gore diizenlenirse elde edilen vektoriin u x v

vektoriine esit oldugu kolayca goriiliir (Lopez!® 2008).
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Tanim 2.8. u,v,w € E} olmak iizere (u X v,w) sayisma u,v,w vektorlerinin karma

carpimi denir (Lopez! 2008).
Onerme 2.7. (u x v,w) = det(u, v, w) dir (Lopez!¥ 2008).

Onerme 2.8. u,v € E? olmak iizere
(i) Vu,v € B3, u x v=—v X u.
(ii) u x v vektorii u ve v vektorlerine diktir.
(iii) u x v = 0 olmast i¢in gerek ve yeter kosul {u, v} nin lineer bagimh olmasidir.
(iv) u x v # 0 vektoriiniin P = (u,v) diizleminde olmasi igin gerek ve yeter kogul P

diizleminin lightlike olmasidir (Lopez!l 2008).

Simdi zaman yonlendirmesi tanimini verelim. ilk olarak vektor uzayindaki yonlendirmeyi

hatirlayalim.

Tanim 2.9. R3® vektér uzaymm iki tabamn B = {ay,q9,..,a,} ve
B = {d},d},...;al} olsun. B’ tabanimin B tabanina gore matrisi P olduguna gore,

det P > 0 ise B’ tabanimin yonii B tabaninin yoniine esittir denir.

B’ tabammnin yoénii B tabaninin yoniine esit ise bu durumu B’'RB yazarak gosterelim.
Boylece R? uzaymin tabaninin kiimesinde R bagintisi tanimlanmis olur. Bu bagint1 bir

denklik bagintisidir.

B’ tabaninda iki vektoriin yeri degistirildiginde P matrisinde iki siitunun yeri degisir.
Bundan dolay1 da det P sayisinin igareti degisir. Bu gercekten yararlanarak R denklik
bagintisinin birbirinden farkli iki tane denklik sinifinin bulundugu gosterilebilir. Bu
denklik simiflarindan birini seg¢ip, o denklik sinifina "pozitif yon" adini verelim. Bu
denklik smifindaki her bir tabana da "pozitif yonlii taban" diyecegiz. Oteki denklik

sinifina "negatif yonlii taban" diyecegiz.

Bir denklik sinifin1 belirtmek i¢in bu denklik sinifindaki elemanlardan birinin verilmesi
yeterlidir. R™ vektor uzayinin dogal tabaninin denklik sinifin1 pozitif yon olarak se¢gmek

akla en yatkin bir secimdir.
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R™ vektor uzayiin dogal tabani adini verdigimiz taban,
€j = (51j7 523', ey 571])

esitligiyle tanimlanmig {ey, es, ..., e, } tabamdir. {a], o, ..., o/, } tabanindan {ey, es, ..., e, }

tabanina gecig matrisi P ise det(eq, ea, ..., €,) = 1 oldugu gozoniine alinarak
det(a), ay, ..., o)) = det(P) det(ay, ag, ..., ay,)

oldugundan

det(af, ay, ..., a;) = det(P)

bulunur. Buna goére {o}, a4, ..., o/ } tabanminin pozitif yonlii bir taban olmasi igin gerek
ve yeter kosul

det(af, ag, ...,al) >0

n

olmasidir (Sabuncuoglu, 2006).

E3} Minkowski uzaymda, (,) Lorentz metrigi kullamldigindan zaman yonlendirmesi

kavramini metrikle birlikte verecegiz.

/ Ty 7,
E? de B = {ey, eq,e3} ve B' = {e,, ¢y, €4} ortonormal tabanlar olmak iizere ~ bagintisin
e3 ve €3 aynl zaman konisi iginde yani ({(es,e}) < 0) ise B ~ B’

olarak tanimlayalm. Bu bagnti E? in ortonormal tabanlarimin kiimesi iizerinde bir
denklik bagintisidir. Zaman yonlendirmesi olarak adlandirilan iki tane denklik sinifi
vardir. Diger taraftan her sinif bir tek zaman konisini belirtir. Karsit olarak zaman
konisi verildiginde bir tek zaman yonlendirmesi vardir ki bu yonlendirmeye ait tiim

tabanlarin son vektorleri bu zaman konisinin icindedir (Lopez!l 2008).

Tanim 2.10. E3; = (0,0,1) olsun. Bir v timelike vektorii verildiginde
v € C(F3) yani (v, E3) < 0 ise v vektoriine ileri yonlendirilmig (future directed),

v € C(—Fj3) yani (v, E5) > 0 ise v vektoriine geri yonlendirilmig (past directed) denir.

Diger bir deyisle v = (vq, v2,v3) vektoriinde vg > 0 ise v ye ileri yonlendirilmis (future

directed) ve v3 < 0 ise v ye geri yonlendirilmis (past directed) denir (Lopez!l 2008).

11



2.1 E? Minkowski Uzayimin Izometrileri

Bu kisimda E Minkowski uzaymm izometrilerini verecegiz ve burada referansimiz

(Lopez!¥ 2008) olacaktr.

E? {in vektor izometrilerinin kiimesini O;(3) ile gosterecegiz. B ve B’ ortonormal ta-
banlar olmak iizere koordinat degisimleri igin A matrisi A‘GA = G esitligini saglar.

Dolayisiyla
0:13) ={A € GL(3,R) : det(A) =+1, A'GA=G}

dir. Determinanti 1 olan izometrilerin kiimesini SO;(3) ile gosterelim. SO;(3) kiimesi
ozel Lorentz grubu olarak adlandirihir. Bu grup, R? deki yonlendirme ile iligkilidir.
Yonlendirmeyi dogal tabana gore segelim. B ortonormal taban ise B € SO;(3) olmasi

icin gerek ve yeter kogul B nin pozitif yonlendirilmis olmasidir.

Ortocrone grubunu
Of(3) ={A € 01(3) : A zaman yonlendirmesini korur.}

ile tammmlayalim. B tabani ileri yonlendirilmig ortonormal taban verildiginde B’ = AB
esitligiyle elde edilen B’ tabam da ileri yonlendirilmis ise A zaman yonlendirmesini
korur denir. Buna gore A € Of(3) olmasi i¢in gerek ve yeter sart ass > 0 olma-
sidir. O (3) grubunun iki bilegeni vardir. Bunlardan biri OF (3) N SO;(3), digeri ise
Of (3) = (O (3) NSO, (3)) diir.

Ozel Lorentz ortocrone grubunun kiimesini
O 7(3) = O (3)NSO1(3) = {A € O1(3) : det(A) =1, A zaman yonlendirmesini korur.}

kiimesiyle tanmimlayalim. Bu kiime bir gruptur ve I € O; *(3) diir. Topolojik olarak

1 0 0
0 cosh(t) sinh(¢) |; teR
0 sinh(¢) cosh(t)

altkiimesi simirh olmadigindan Of *(3) kompakt degildir.
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Teorem 2.1.1. O;(3) grubunun baglantili bilegenleri

O 7(3) ={A € 0.(3); det(A) =1, asz >0},
“(3) ={A € O,(3); det(A) =1, az3 < 0},
O;7(3) ={A € 0.(3); det(A) = —1, azs > 0},

“(3) ={A € 01(3); det(A)=-1, asz3 <0}

dir.
E3 de kat1 hareket bir vektor izometrisi ile bir 6telemenin bilegkesidir.

Simdi L dogrusunu sabit birakan O] "(3) grubunun izometrilerini verelim. Bu tip
izometrilere itme (boost) denir. L dogrusunun causal karakterine bagli olarak bu

izometriler i¢ tiptedir:

(1) L timelike bir dogru olsun. L = (FEj3) oldugunu kabul edelim.

11 a2 13
A= Q21 dA22 (23
a31 dazz G33

olmak tizere AE3 = F3 oldugundan a3 = as3 = 0 ve aszz = 1 dir.

2 2 2
ajy + a3 —az a11Q12 + G21022 — G31G32 (11013 1 Q21023 — 431033

t _ 2 2 2
A'GA = | aja1z + agia9s — aziazs aiy + a39 — Q39 (12013 + G22023 — (32033

2 2 2
11013 + G21023 — A31G33 (12013 + Q22023 — A32033 ajs + as3 — Q33

oldugundan A'GA = G egitliginden az; = azy = 0 ve

2 2 2 2
aj +ay =1, anaz + azaz =0, ajy + a3 =1

elde edilir. Bu egitliklerden

a11 = Q9 = COSQ, 19 = Sin@, 91 = — sin 0

dir. Bu taktirde

cosf) sinf O

A=\ —sinf cosf 0

0 0 1
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dir.
(2) L spacelike bir dogru olsun. L = (E;) oldugunu kabul edelim.

11 a2 Qi3
A= Q21 dg22 G23
a31 daszz2 G33
olmak tizere AE3 = F3 oldugundan as; = as; = 0 ve ay; = 1dir. A'\GA = G esitliginden

19 = A13 =0 ve

2 2 2 2
a39 — 39 = 1, 2093 — agzagz = 0, Qg3 — O3z = —1

elde edilir. Esitliklerden
Q99 = azz = cosh 6, as3 = azy = sinh 6

bulunur. Bu taktirde
1 0 0

A=1 0 coshf sinh@
0 sinhf# coshd
dir.
(3) L lightlike bir dogru olsun. L = (E, + E3) oldugunu kabul edelim.

a1 daiz2 Az

A= Q21 dAg2 (23

a31 dasz2 G33

olmak tizere A(Fy + E3) = Ey 4+ E5 oldugundan
aiz + a3 =0, (2.1)

ag =1—ass

ve

asp =1 — ass
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elde edilir. (2.1) de a1z = 6 alimirsa a;3 = —6 olacaktir. G = A'G A esitliginden
a%l + a%l - a%l =1,

a110 + ageaz — azaz =0,
—anb + axag — aszzaz =0,
0 + a3y — a3, = 1,
—0% + axass — agsaz; =0,
ve
0% + ajs — a3z = 1
elde edilir. Yukaridaki esitliklerden

02 92 92 02
a23:§> aszz_gv asg =1+ <, app =1-— (2.2)

bulunur. Bu taktirde

1 0 —0
2 2
a=|-01-2 C
7 2
9 T 7
2 2

dur.
Son olarak E?¥ Minkowski uzaymda ¢ember kavramin verelim.

Tamm 2.1.1. E} Minkowski uzayinda sifirdan farkh sabit egrilikli diizlemsel egrilere

gember denir.

Bu tiir egriler Oklid uzayinda cemberlerle ayni rolii oynarlar. £% Oklid uzayimda cember
soyle verilir: G bir L dogrusunu sabit birakan dénmelerin grubu ve py ¢ L olsun.

{A.po : A € G} kiimesi, L’ye dik diizlemde bulunan, p, noktasimi igeren bir ¢gemberdir.

E3} Minkowski uzayinda L bir dogru ve py ¢ L olsun. L’nin itmelerinin grubu G ile

gosterilsin. L dogrusunun causal karakterine bagli olarak cemberler agsagidaki gibidir:
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(1) L dogrusu timelike olsun. L = (Fj3) oldugunu diigiinelim. Bu taktirde

cosf) sinf O
G={Ry=| —sinf cosf 0 |: 0eR
0 0 1

ile verilir. Buna gore {Ry(po); 0 € R} kiimesi z = z, diizleminde yarigapr /x3 + y2

olan ¢emberdir. r > 0 ve ¢ € L olmak {iizere
a(s) = ¢+ r(cos se; + sin seq)
dir.
(2) L dogrusu spacelike olsun. L = (F;) oldugunu diigiinelim. Bu taktirde

1 0 0
G=<qRy=1| 0 cosh# sinhé | : feR
0 sinh# coshf

ile verilir. Buna gore po noktasimin yoriingesi x = 1z diizleminde

y? — 2% = y2 — 22 hiperboliiniin kollardir. 7 > 0 ve ¢ € L olmak tizere

a(s) = ¢+ r(sinh ses 4 cosh ses)
dir.

(3) L dogrusu lightlike olsun. L = (E5 + E3) oldugunu diigiinelim. Bu taktirde

1 0 -0
62 6>
G=ARy=]| -0 1—-= = : 0eR
£ 2,
e T
2 2

ile verilir. Buna gore {Ry(p); 0 € R} kiimesi, asal ekseni (Fy — F3) dogrusuna paralel,

{xy — x3 = 0} diizleminde bir paraboldiir. » > 0 ve ¢ € L olmak {izere

rs?
a(s) =c+ sep + 7(62 + e3)

dir.
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2.2 E? Minkowski Uzayinda Egriler

Tamim 2.2.1 I, R nin bir agik araligi olmak iizere o : I — E? bigiminde differensiyel-

lenebilir bir déniisiim ise a ya E? uzayinda bir egri denir (Lopez!* 2008).

Tamm 2.2.2. o, (-£(t)) vektoriine, v egrisinin «(t) noktasidaki hiz vektorii denir ve

kisaca o (t) ile gosterilir (Lopez!l 2008).

Tanim 2.2.3. « : [ — E3 egrisi verilsin.
(i) &/ (t) vektorii spacelike ise a ya spacelike egri
(i) o/(t) vektorii timelike ise o ya timelike egri

(iii) o/ (t) vektorii lightlike ise o egrisine lightlike egri denir (Lopez!l 2008).

Tanim 2.2.4. F} de, lightlike olmayan bir «v egrisi igin (o/(t), o/(t)) = +1 ve lightlike bir
a egrisi i¢in (' (t), &' (t)) = 1ise « ya pseudo yay uzunluklu olarak parametrelendirilmig

denir (Lopez!¥ 2008).

Dikkat edilirse bir « lightlike egrisi igin «o’(t) bir spacelike vektordiir. Bundan sonra

egriler pseudo yay uzunluklu parametrelendirilmis olarak alinacaktir.

Tanim 2.2.5. o : [ — FE} egrisi verilsin. Her ¢ € I icin o/(t) # 0 ise bu egriye regiiler
egri denir (Lopez!l 2008).

esitligiyle belirli T'(¢) vektoriine « egrisinin «(t) noktasindaki birim teget vektorii denir

(Lopez¥ 2008).

T(s) vektorii ao(s) noktasinda Ty (s)(E7) vektor uzayimmn bir alt vektor uzayim gerer. Bu
alt vektor uzay bir boyutlu bir alt vektor uzaydir. Geometrik olarak «(s) noktasindan
gegen ve T'(s) vektoriine paralel bir dogrudur. Bu dogruya egrinin «(s) noktasindaki

teget uzay1 denir ve T, () («(/)) bigiminde gosterilir.
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2.2.1 Egrilik, Burulma ve Frenet Formiilleri

Bu boliimde E? de birim hizh bir egrinin egrilik ve burulma fonksiyonlar: ile Frenet

formiillerini verecegiz. Bu kisim i¢in referansimiz (Lopez[‘q 2008) dir.

(a) a egrisi timelike ise:
(T'(t), T(t)) = 0 oldugundan sifirdan farklh 77(t) vektorii spacelike bir vektordiir. o
egrisinin «(t) noktasindaki egriligi «(t) = ||77(¢)| ile tanimlanir. x fonksiyonuna da «
nin egriligi denir.
T'(t “(t
N~ IO _ '
a(t) [l (@)l
esitligiyle tanimlanan N (t) vektoriine egrinin «(t) noktasindaki normal vektorii denir.

Ayrica k(t) = (T"(t), N(t)) olur.

B(t) = T(t) x N(t)

esitligiyle tamimlanan B(t) birim vektoriine egrinin () noktasindaki binormal vektorii
denir. Burada B(t) vektorii spacelike vektordiir. T'(t), N(t), B(t) vektorlerine egrinin
a(t) noktasindaki Frenet vektorleri denir. {T(t), N(t), B(t)} kiimesine egrinin «(t)

noktasindaki Frenet catisi denir. « egrisinin a(t) noktasimndaki burulmasi

a(t) = (N'(t), B(t))

olarak tanimlanir. o fonksiyonuna da egrinin burulmasi denir. Bu taktirde a egrisinin

Frenet formiilleri

T 0 x O T
N |=| k 0 o N
B’ 0 —0 0 B

olarak elde edilir.

(b) a egrisi spacelike ise:

Bu taktirde 7”(t) vektoriiniin causal karakterine bagh olarak ii¢ durum vardir:

(b.1) T'(t) vektorii spacelike vektor olsun.  Bu taktirde «(t) = ||T7(¢)],
N(t) = T'(t)/k(t) ve B(t) = T(t) x N(t) yazalir. Egrinin «(t) noktasindaki normal

18



vektorii N (t), binormal vektorii B(t) ve egriligi x(¢) olmak iizere egrinin Frenet formiil-

leri
T’ 0 O T
N’ = -k 0 o N
B’ 0 o 0 B

olarak elde edilir. Burada egrinin «(t) noktasindaki burulmasi
o(t) = (=N'(t), B(t))

dir.
(b.2) T'(t) vektorii timelike vektor olsun. Egrinin «(t) noktasindaki normal vektorii

N(t) =T'(t)/r(t) ve egriligi x(t) = /— (I"(t), T(t)) dir. B(t) = T(t) x N(t) binormal

vektorii spacelike olur. Bu taktirde Frenet formiilleri

T 0 0 T
N | =1k 0 o N
B’ 0 o 0 B

olarak elde edilir. Burada egrinin a(t) noktasindaki burulmasi
a(t) = (N'(t), B(¢))

dir.

(b.3) T'(t) vektorii lightlike vektor olsun. T'(t) vektorii ile lineer bagimsiz olan normal
vektorii N(t) = T'(t) olarak tammmlayalim. (N(t), B(t)) = 1 olmak iizere T'(t) vektoriine
dik olacak bigimdeki bir tek lightlike B(t) vektoriine, a egrisinin «(t) noktasindaki

binormal vektorii denir. Bu taktirde Frenet formiilleri

T 0 O T
N |=]1 0 o 0 N (2.3)
B’ -k 0 —0 B

olarak elde edilir.
(c) « egrisi lightlike ise:
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a egrisi lightlike oldugundan «”(t) birim spacelike vektordiir. T'(t) = o/(t) teget vek-
toril lightlike vektordiir. Egrinin a(t) noktasindaki normal vektoriinii N(t) = T"(t) ve
(T'(t), B(t)) = 1 olmak iizere N (t) vektoriine dik olacak bigimdeki bir tek lightlike B(t)

vektoriinii a(t) noktasindaki binormal vektor olarak tanimlayalim. Bu taktirde Frenet

formiilleri
T 0 =~ 0 T
N |=]l0¢ 0 -k N (2.4)
B’ 0 —0c 0 B

olarak elde edilir. (2.3) ve (2.4) formiillerinde x egriligi 0 ve 1 degerini alir. k = 0 ise

a egrisi bir dogru, diger durumlarda x = 1 alinarak iglemler yapilacaktir.

2.3 E‘I’ Minkowski Uzayinda Spacelike ve Timelike Yiizeyler

M, E3} de bir yiizey ve x : M — E3 bir immersiyon olsun. Yani x, diferensiyel-

lenebilir doniistim ve Vp € M igin dx, : T,(M) — E7 birebirdir. Ej uzaymda (,),

Lorentz metriginin x ile geri getirilmisi g, olsun. Buna gore g, = 2*((,),) oldugundan

Vu,v € T,(M) olmak tizere
gp(u,v) = (u, ), = (day(u), dy(v))
olur. Burada T,,(M) uzay: ii¢ tipte olabilir:

(1) g, pozitif tanimh ise 7,M spacelike diizlemdir.
(2) g, metriginin indeksi 1 ise T, M timelike diizlemdir.

3) g, dejenere metrik ise T),M lightlike diizlemdir.
p p

Tanim 2.3.2. Teget diizlemleri spacelike (veya timelike, lightlike) olan immersiyona

spacelike (veya timelike, lightlike) denir (Lopez¥ 2008).
M yiizeyi iginde X (U) basit yiizeyi i¢in ¢ € U ve X(q) = p olmak {izere
9, 9,
Xulq) = X | =— , Xu(q) = X | =—
() ( 5 (Q)) () < 5 (Q))
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olarak tammlanir. {X,(q), X,(¢)} kiimesi 7,M uzaymn bir tabamdir. {X,(q), X,(¢)}
tabaninin denklik siifim, 7,M vektor uzaymin pozitif yonii olarak alacagiz. Boylece
X (U) basit yiizeyinin her bir p noktasindaki teget diizlemi yonlendirilmis olur. X (U)
basit yiizeyinin her bir p noktasinda {X,(q), X,(q), N(p)} kiimesi T,R? uzayimn pozitif
yonlii bir tabani olacak bi¢imde X (U) iistiinde, birim dik N vektor alam tek olarak

belirlidir ve
X, x X,
[ Xu % X

dir. Bu N vektor alammma X (U) basit yiizeyinin pozitif yonlii birim dik vektor alam

N =

diyecegiz.
N, X (U) basit yiizeyinin pozitif yonlii birim dik vektér alani ise,

{XU(Q)7 Xv(Q)a —N(p)}

kiimesi 7,R* uzaymin negatif yonlii bir alam olur. —N vektor alanma, X (U) basit

yiizeyinin negatif yonlii birim dik vektor alani denir.

Simdi R? uzaymda bir M yiizeyini gézoniine alahm. p € M olsun. p noktasini iceren en
az bir X (U) basit yiizeyi bulundugunu biliyoruz. Buna gore, p noktasinda X (U) basit
yiizeyinden elde edilen pozitif yonlii bir N(p) birim dik vektorii vardir. p noktasinda,
p noktasini igeren bagka bir X*(H) basit yiizeyine gore de pozitif yonlii Y (p) birim dik

vektor alani vardir.

Y(p) = N(p) veya Y(p) = —N(p)
oldugu agiktir.

Tanmim 2.3.3. M yiizeyinin basit yiizeylerden olusan bir ortiisii, bu basit ytiizeylerin
pozitif yonlii birim dik vektor alanlari, basit yiizeylerin arakesit noktalarinda cakigacak

bigimde bulunabiliyorsa, M yiizeyi yonlendirilebilir yiizeydir, denir (Sabuncuoglu 2006).

M bir yiizey ve # : M — FE3 non-dejenere immersiyon ise M yiizeyi de non-dejenere

olsun. M yonlendirilemeyen bir yiizeydir fakat immersiyon spacelike ise M yiizeyi
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yonlendirilebilir olmak zorundadir. Bunun sebebi, Vp € M noktasinda T,M teget
diizlemine dik birim normal vektorii iki sekilde secebiliriz. M yiizeyine dik birim normal
vektor timelike ve Minkowski uzayinda iki timelike vektor de birbirine dik degildir.
E3 =(0,0,1) igin ¥p € M noktasinda (N (p), E3) < 0 olacak bigimde N (p) birim normal
vektoriinii alalm. N(p) future directed (ileri yonlendirilmis) bir vektordiir. Boylece M
yiizeyi yonlendirilebilir bir yiizey olur. Immersiyonun timelike olmasi durumunda ise

M yiizeyini yonlendirilebilir kabul edecegiz.

M bir yiizey E? iizerindeki dogal koneksiyon D, M iizerindeki koneksiyon V olmak
tizere VX, Y € x(M) igin Gauss esitligi

DxY = VY + II(X,Y)
seklindedir. Burada VxY € x(M) ve II(X,Y) € x(M)* dir.

Tanim 2.3.4. M bir yiizey olsun.

IT = x(M) x x(M) —  x(M)*
(X,Y)  — II(X,Y) = —(DxY)*

olarak tanimlanan simetrik bilineer /1 fonksiyonuna M nin ikinci temel form tensorii

denir (Lopez¥ 2008).

Tanim 2.3.5. M bir yiizey olsun. M yiizeyinin ileri yonlendirilmig birim normal vektor

alanm1 NV olmak iizere

Sy = x(M) — x(M)
X — SN<X) = —DXN

seklinde tamiml Sy doniigiimiine M nin N ye gore sekil operatorii (Weingarten doniigiimii)

denir ve kisaca S ile gosterilir (Lopez* 2008).
Ayrica M spacelike bir yiizey ise ¢ = 1 ve M timelike bir yiizey ise € = —1 olmak {izere

II(X,Y)=—c{I(X,Y),N)N = - (S(X),Y)N (2.5)
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dir.
Tanim 2.3.6. Bir M yiizeyinin ortalama egrilik vektorii
1
H = Si(])

ve Gauss egriligi

K =det(I1)

seklinde tanimlanir.

Bir M yiizeyinin ortalama egriligi

e
H=HN

esitligi ile verilen H fonksiyonudur ve
ﬁ
H=—¢ <H, N>

dir. (Ey, E1) = 1 ve (Fy, Fy) = € olmak iizere (M) nin {F;, F»} ortonormal tabani

i¢in,
H = %(I](El,El)—i-&I](E%EQ))
_ _€%(<S(E1),E1>+€(S(E2)7E2>)N
_ —5(%@2(8))]\[

K = —edet(95)

seklindedir (Lopez! 2008).
Tamim 2.3.7. M bir ytizey olsun. u,, v, € T,M olmak tizere M nin her bir p noktasina
I =), TL,MxT,M — R, Ly (up, vp) = (up, vp)

fonksiyonunu karsilik getiren I, fonksiyonuna, M tizerinde birinci temel form denir.
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M nin her bir p noktasina
II, =, >p cT,M x T,M — R, I, (up,v,) = (S(up),vp)

fonksiyonunu karsilik getiren /7, fonksiyonuna, M tizerinde ikinci temel form denir

(Lopez!¥l 2008).

Tamim 2.3.8. M yiizeyinin parametrik denklemi X = X (u,v) olsun. Her bir noktada
teget diizlemin tabam B = { X, X, } olmak iizere

E=(X,,X.), F=(X.,X,), G = (X,, Xy)

E . F,G : U — R diizgiin fonksiyonlarina birinci temel formun katsayilari denir. Bu

taktirde birinci temel form
I = Edu® 4+ 2Fdudv + Gdv?

seklindedir.
det] = EG — F? 40

dir. M nin her bir p noktasinda det/ = EG — F? > 0 ise M spacelike yiizey,
det] = EG — F? < 0 ise M timelike yiizey olarak adlandirilir. Spacelike bir yiizey
icin ¢ = 1 ve timelike bir yiizey i¢in ¢ = —1 olmak iizere M yiizeyinin birim normal

vektor alani

N - Xux Xy X, x X,
[ X X X e(EG — F?)
olur.
e = - <XuaNu> - <N7qu>
f = - <XU7N’U> = - <XvaNu> = <N7 Xu’U>
g = - <XU7N’U> = <N>va>

diizgiin fonksiyonlarina da ikinci temel formun katsayilari denir. Bu taktirde ikinci
temel form

IT = edu® + 2fdudv + gdv?
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seklinde ifade edilir. Boylece M yiizeyinin ortalama egriligi ve Gauss egriligi sirasiyla

G- 2fF4gE

= e (2.6)
_ o eg—f*

K = 8EG—F2 (2-7)

seklindedir (Lopez!l 2008).
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3 E°’° VE E} DE PARALEL LiNEER
WEINGARTEN YUZEYLERI

Bu boliimde E? de ve E$ de bir M yiizeyinin lineer Weingarten yiizeyi olmast igin gerek
ve yeter kogulun bu yiizeyin paraleli olan M, yiizeyinin de lineer Weingarten yiizeyi
olmasi gerektigi gosterilmigtir. Ayrica bu uzaylarda (M, M,) paralel yiizey ¢iftinin r

uzakligina gore tiplerini belirten teoremler verilmistir.

3.1 E? de Paralel Yiizeyler

Tanim 3.1.1. N, M ylizeyi tistiinde birim dik vektor alani olmak tizere Vv, € T,M
icin M nin bir p noktasinda

S(vp) = Dy, N

esitligiyle tamimh S, : T,M — T, M fonksiyonuna M yiizeyinin p noktasinda N vektor
alanina bagh sekil operatorii (veya Weingarten doniigiimii) denir.

M nin her bir p noktasina S, fonksiyonunu kargilik getiren S dontigtimiine M ytizeyinin
N birim dik vektor alanma bagh sekil operatorii (veya Weingarten doniigiimii) denir

(Hacisalihoglu 1983).

Tamim 3.1.2. M yiizeyinin bir p noktasmnda S, : T,M — T, M lineer doniigiimiiniin
karakteristik degerlerine, p noktasindaki asli egrilikleri denir.
Sy T,M — T,M lineer doniistimiiniin sifirdan farkh karakteristik vektorlerine p nok-

tasindaki egrilik vektorleri denir (Hacisalihoglu 1983).

Tamim 3.1.3. S, lineer doniistimiiniin determinantina M yiizeyinin p noktasmdaki
Gauss egriligi denir ve K (p) ile gosterilir. .S, lineer doniigiimiiniin izine M yiizeyinin p
noktasindaki ortalama egriligi denir ve H (p) ile gosterilir.

Bu tanmima gore

K(p) = det S, ve H(p) =1iz5, (3.1)
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dir. Boylece M yiizeyinin her bir p noktasima, K (p) sayisini karsilik getiren K fonksiyo-
nuna M yiizeyinin Gauss egrilik fonksiyonu denir. M yiizeyinin her bir p noktasina,
H(p) saywisi kargilik getiren H fonksiyonuna M yiizeyinin ortalama egrilik fonksiyonu
denir. Oyleyse

K =detS ve H=1z8 (3.2)

dir (Hacisalihoglu 1983).

Tamim 3.1.4. M ve M,, E3 de iki yiizey ve M yiizeyinin birim dik vektor alami N

olsun. r sabit bir reel say1 olmak iizere
f: M — M,
p — [f)=p+rh,

bi¢iminde 6rten bir f fonksiyonu varsa M, yiizeyi M yiizeyine paraleldir, denir.
Bu tamima gore bir M yiizeyi verildiginde M, = {p + rN, : p € M} esitligiyle verilen
M, kiimesi, M yiizeyine paralel bir yiizeydir. Burada

[ M — M, f(p) =p+7N,
dir (Sabuncuoglu 2006).

Teorem 3.1.1. E3 de M yiizeyine paralel M, yiizeyi verilsin. M yiizeyi tizerindeki

sekil operatorii S ve M, yiizeyi iizerindeki sekil operatorii ise .S, olsun.
f:M— M,

ve X € x(M), X € x(M,) olmak {izere
(i) fu(X) = X +7S(X)
(i) S (fe(X)) = S(X)

(iii) M yiizeyinin asli egriligi k& ve buna kargilik gelen asli egrilik dogrultusu X ise

k
1+ kr

Sr(f(X)) = fo(X)
dir (Hacisalihoglu 1983).
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Teorem 3.1.2. M yiizeyine paralel olan M, yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilik

fonksiyonlar1 K, ve H, olduguna gore

i K i H+2rK
r = € r =
14+7rH +rK v 14+rH+ 2K

(3.3)

dir (Hacisalihoglu 1983).

3.2 E? de Paralel Lineer Weingarten Yiizeyleri

Tanim 3.2.1. a,b,c € R ve M yiizeyinin ortalama egriligi H ve Gauss egriligi K olmak

lizere

all +bK =c (3.4)

bagintisini saglayan M yiizeyine lineer Weingarten yiizeyi denir. Burada a? + b? # 0

dir (Lopez® 2008).

Bir lineer Weingarten yiizeyinin tipi A := a? + 4bc diskriminantinin isaretine baghdir.
Eger A < 0 ise M yiizeyi hiperbolik, A > 0 ise M yiizeyi eliptik olarak adlandirilir.
A =0 ise M yiizeyi bir tubular yiizeyidir (Lopez* 2008).

Teorem 3.2.1. E3 de M yiizeyinin bir lineer Weingarten yiizeyi olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul M, yiizeyinin de bir lineer Weingarten yiizeyi olmasidir.

Ispat M bir lineer Weingarten yiizeyi olsun. Oyleyse M yiizeyinin Gauss ve ortalama

egrilik fonksiyonlar1 K ve H (3.4) bagmntisim saglar. (3.3) den

KT H’I“_QKT
ve H = !

K =
1—7rH, +rK, 1—7rH, +rK,

elde edilir. Bu denklemleri (3.4) de yerine yazarsak
(a+cr)H, + (b—2ar — cr*)K, = c (3.5)
bulunur. (3.5) de a + cr = a,, b — 2ar — cr® = b, ve ¢ = ¢, alimirsa

a,H, + b, K, = ¢,
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elde edilir. Dolayisiyla M, bir lineer Weingarten ytizeyidir.
Karsit olarak M, nin bir lineer Weingarten yiizeyi oldugunu kabul edelim. Bu taktirde
M, yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilik fonksiyonlar1 K, ve H, (3.4) bagntisini saglar.

(3.4) esitliginde (3.3) kullanilirsa
(ay — c,r)H, + (b, + 20,7 — .7 K, = ¢, (3.6)
elde edilir. a, — ¢, = a, b, + 2a,7 — ¢,7%> = b ve ¢, = ¢ alimirsa
aH +b0K =c¢
oldugundan M bir lineer Weingarten yiizeyi olur.

Teorem 3.2.2. ¢ = 0 olmak tizere M bir lineer Weingarten yiizeyi olsun. Buna gore

M ve M, eliptik lineer Weingarten yiizeylerdir.

Ispat ¢ = 0 oldugundan A = a? > 0 ve (3.5) e gore A, = a? > 0 dir. Dolaysiyla M ve
M, eliptik lineer Weingarten ytizeyidir.

Teorem 3.2.3. ¢ > 0 olmak iizere M bir eliptik lineer Weingarten yiizeyi olsun.

1 2 1 2
(a) = (—a —3 3(a? + bc)> <r< - <—a + 3 3(a? + bc)) ise M, bir eliptik
c c

lineer Weingarten yiizeyidir.

1 2 1 2
(b) r < - (—a —3 3(a? + bc)) veya T > — (—a + 3 3(a? + bc))ise M, bir

hiperbolik lineer Weingarten yiizeyidir.

1 2 1 2
(¢)r = - (—a -3 3(aZ + bc)) veyar = - (—a + 3 3(a? + bc))ise M, bir tubu-

lar lineer Weingarten yiizeyidir.

Ispat ¢ > 0 olmak iizere M bir eliptik lineer Weingarten yiizeyi olsun. (3.5) den

A, = —3c*r? — 6acr + A dir. Buna gore A, = 0 denkleminin kokleri

1 2 1 2
= - —a— — 2 = — | — — 2
= < a3 3(a? + bc)) ve  Tp= - ( atg 3(a +bc)>
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bulunur. Bu degerler igin kokler arasinda A, > 0, kokler disinda A, < 0 ve kokler igin

ise A, = 0 oldugundan ispat agiktir.
Teorem 3.2.4. ¢ < 0 olmak iizere M bir eliptik lineer Weingarten yiizeyi olsun.

1 2 1 2
(a) ~ <—a + 3 3(a® + bc)) <r< - (—a —3 3(a? + bc)) ise M, bir eliptik
c c

lineer Weingarten yiizeyidir.

1 2 1 2 . .
(b)r<={—-a+ 3 3(a® +bc) | veyar > - —a— 3 3(a? + be) | ise M, bir
c c

hiperbolik lineer Weingarten ytizeyidir.
1 2 1 2 . .
(c)r==(—-a+=y3(a®+bc)) veyar =—|—a—=+/3(a®+bc) | ise M, bir
& 3 c 3
tubular lineer Weingarten ytizeyidir.
Teorem 3.2.5. ¢ # 0 olmak iizere M bir hiperbolik lineer Weingarten yiizeyi olsun.
(a) a® < —bc ise M, bir hiperbolik lineer Weingarten yiizeyidir.
(b) a* = —bc olsun.
(b.i) r # ~ % e M, bir hiperbolik lineer Weingarten yiizeyidir.
c
(b.ii) r = B M, bir tubular lineer Weingarten yiizeyidir.
c
(c) —bc < a* < —4bc ve ¢ > 0 olsun.
o1 2 1 2 . T
(ci) = [ —a— 3 3(a2+bc)) <r<—|—-a+ 3 3(a? + bc) | ise M, bir eliptik
c c
lineer Weingarten ytiizeyidir.
. 1 2 1 2 . :
(cii) r< - —a— 3 3(a2+bc) | veyar > — | —a+ 3 3(a? + be) | ise M, bir
c c
hiperbolik lineer Weingarten ytizeyidir.

1 2 1 2
(c.iil) r=— <—a —3 3(a? + bc)) veya r = — <—a +3 3(a? + bc)) ise M, bir
¢ ¢
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tubular lineer Weingarten ytizeyidir.
(d) —be < a® < —4bc ve ¢ < 0 olsun.
A1 2 1 2 . T
(di) = [ —a+ 3 3(a?+bc)) <r<-|-a-— 3 3(a? + bc) | ise M, bir eliptik
c c
lineer Weingarten yiizeyidir.
. 1 2 1 2 . .
(dil) r < = —a+ 3 3(a?+bc) | veyar > - —a — 3 3(a? + be) | ise M, bir
c c
hiperbolik lineer Weingarten yiizeyidir.
1 2 1 2 . _
(d.iii) r = - (—a + 3 3(a? + bc)) veya r = — (—a —3 3(a? + bc)) ise M, bir
c c

tubular lineer Weingarten ytizeyidir.

Teorem 3.2.6. ¢ > 0 ve a > 0 veya ¢ < 0 ve a < 0 olmak tizere M bir tubular lineer

Weingarten yiizeyi olsun.

2
(a) r < _ veya r > 0 ise M, bir hiperbolik lineer Weingarten yiizeyidir.
c

2a

(b) —— < r < 0ise M, bir eliptik lineer Weingarten yiizeyidir.
c
2a . . . . -
(¢) r = —— veya r = 0 ise M, bir tubular lineer Weingarten yiizeyidir.
c

Teorem 3.2.7. ¢ > 0 ve a < 0 veya ¢ < 0 ve a > 0 olmak iizere M bir tubular lineer

Weingarten yiizeyi olsun.
2a . - - : .
(a) r < 0 veya r > —— ise M, bir hiperbolik lineer Weingarten yiizeyidir.
c

2
(b)0<r< 2% e M, bir eliptik lineer Weingarten yiizeyidir.
c

2a
(c) 7 =0 veya r = —— ise M, bir tubular lineer Weingarten yiizeyidir.
c

Teorem 3.2.8. ¢, = 0 olmak iizere M, bir lineer Weingarten yiizeyi olsun. Buna gore

M ve M, eliptik lineer Weingarten ytizeylerdir.
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Teorem 3.2.9. ¢, > 0 olmak tizere M, bir eliptik lineer Weingarten ytiizeyi olsun.

1 2 1 2
(a) — <ar —3 3(a2 + chT)) <r< — (ar + 3 3(a2 + b,«cr)> ise M bir eliptik
T Cr

lineer Weingarten yiizeyidir.

2 1 2
(b) r < — (ar —3 3(a2 + brcr)) veya r > — (ar + 3 3(a2 + brcr)) ise M bir
c

hiperbolik lineer Weingarten yiizeyidir.

1 2 1 2
(c)r=— (ar —3 3(a2 + brcr)> veya r = — (ar + 3 3(a2 + b,,cr)> ise M bir
Cr ¢

tubular lineer Weingarten ytizeyidir.
Teorem 3.2.10. ¢, < 0 olmak {izere M, bir eliptik lineer Weingarten ytizeyi olsun.

1 2 1 2
(a) — <ar + 3 3(a2 + b,,cr)) <r< — (ar —3 3(a2 + chT)> ise M bir eliptik
c

Cr .

lineer Weingarten ytiizeyidir.

1 2 1 2
(b) r < — (aT + 3 3(a2 + brcr)) veya r > — (aT —3 3(a2 + brcr)) ise M bir
c

T T

hiperbolik lineer Weingarten ytizeyidir.

1 2 1 2
© r == (ot SVA@EFED) ) vevar = - (0 2 AT ) e bt
Cr ¢

bir tubular lineer Weingarten yiizeyidir.

Teorem 3.2.11. ¢, # 0 olmak iizere M, bir hiperbolik lineer Weingarten yiizeyi olsun.
(a) a® < —b,c, ise M bir hiperbolik lineer Weingarten yiizeyidir.
(b) a? = —b,c, olsun.
(bi) r # % ise M bir hiperbolik lineer Weingarten yiizeyidir.

Qy . . . . -
(b.ii) r = — ise M bir tubular lineer Weingarten yiizeyidir.
Cr
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(c) —=byc, < a? < —4b,c, ve ¢, > 0 olsun.

1 2 1 2
(c.i) — (ar ~3 3(a2 + brcr)> <r< — (aT + 3 3(aZ + brcr)) ise M bir eliptik
T CT’

lineer Weingarten yiizeyidir.

1 2 1 2
(cii) r < — (ar —3 3(a2 + b,,cr)> veya r > — <ar + 3 3(a2 + brcr)) ise M bir
c

hiperbolik lineer Weingarten yiizeyidir.

1 2 1 2
(cdii) r = — (aT ~3 3(a2 + brcr)) veya r = — (a,r + 3 3(a2 + brcr)) ise M
Cr ¢

bir tubular lineer Weingarten yiizeyidir.

(d) —byc, < a? < —4b,c, ve ¢, < 0 olsun.

(s CT

1 2 1 2
(di) — (ar + 3 3(a2 + chT)> <r< — (ar —3 3(a2 + brcr)) ise M bir eliptik
lineer Weingarten yiizeyidir.

1 2 1 2
(dii) r < — (ar + 3 3(a2 + brcr)> veyar > — (aT ~3 3(a + brcr)) ise M bir
c c

T T

hiperbolik lineer Weingarten ytizeyidir.

1 2 1 2
(d.iii) r = — (aT + 3 3(aZ + chT)) veya r = — (aT ~3 3(a2 + b,,c,,)> ise M

bir tubular lineer Weingarten yiizeyidir.

Teorem 3.2.12. ¢, > 0 ve a, > 0 veya ¢, < 0 ve a, < 0 olmak iizere M, bir tubular

lineer Weingarten yiizeyi olsun.

2a,

(a) r <0 veyar > ise M bir hiperbolik lineer Weingarten yiizeyidir.

Cr

2a,

(b)0<r< ise M bir eliptik lineer Weingarten yiizeyidir.

Cr

ay

(c) r=0veyar= ise M bir tubular lineer Weingarten yiizeyidir.

r
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Teorem 3.2.13. ¢, > 0 ve a, < 0 veya ¢, < 0 ve a, > 0 olmak {izere M, bir tubular

lineer Weingarten yiizeyi olsun.

2a,

(a) r < -

veya r > 0 ise M bir hiperbolik lineer Weingarten yiizeyidir.

2a,

(b)

< r < 01ise M bir eliptik lineer Weingarten ytizeyidir.
Cr

2a, . . . . -
(¢) r= veya r = 0 ise M bir tubular lineer Weingarten yiizeyidir.
CT‘

Ornek 3.2.1. y? + y5 + y5 = 1 denklemiyle verilen kiire yiizeyini diigiinelim. Yiizeyin
Gauss egriligi K = 1 ve ortalama egriligi H = 2 dir. Eger a = 1 ve b = 1 alinirsa (3.4)
denkleminden ¢ = 3 > 0 elde edilir. Buna gore A, = —27r% — 187 + 13 ve bu denklemin

kokleri
 —6-8V3
- 18

_ —6+8V3

" 18

T2
olur. Dolayisiyla

—3— 43 —3+4V3
< r< ———

(a) Ege ise M, bir eliptik lineer Weingarten yiizeyidir.

3—4v3 —3+4V3

(b) Eger r < _T veya r > ise M, bir hiperbolik lineer Weingarten
yiizeyidir.
-3 —2vV3 —3+2v3
(c) Eger r = T\/— veya r = +—\/— ise M, bir tubular lineer Weingarten
yiizeyidir.

3.3 E’ de Paralel Yiizeyler

Bu kisimda E? de verilen bir M yiizeyinin paraleli olan M, yiizeyinin Gauss ve ortalama
egrilik fonksiyonlar: elde edilerek M, yiizeyi igin farkli uzakliklarda elde edilen Gauss

ve ortalama egrilik fonksiyonlarini veren bazi teoremler ifade edilmistir.

a; fonksiyonlar1 C*° smifindan reel degerli fonksiyonlar ve —a? + a3 + a3 = +1 olmak

tizere bir M yiizeyinin birim normal vektor alant N = (ay, ag, ag) olsun. r € R olmak
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tizere M, = {P +rN, : P € M} olsun. Dolayisiyla P = (p1,p2,p3) € M ise

f(P) =P+ 71N, = (p1 +ra1(p), p2 + raz(p), ps + ras(p))

ile M, yiizeyi tanimlanir. Boylece M den M, yiizeyine tanimlanan f fonksiyonu trten
ise M,, M ye paralel bir yiizeydir. Ayrica M, yiizeyinin de birim normali N dir. Yani
Vp € M noktasi igin Ny,) = N, dir.

Tamm 3.3.1. M yiizeyi E} de bir yiizey ve M nin birim normal vektér alan1 N olsun.
E3? Minkowski uzayimin koneksiyonu D olmak iizere, VX € y (M) icin
S o x(M) — x(M)
X — S(X) =DxN
seklinde tanimli, S doniisiimiine M {izerinde sekil operatorii veya M nin Weingarten

doniigiimii denir (Gorgiilii, Coken 1994).

Tanim 3.3.2. M yiizeyi E? de bir yiizey ve M nin birim normal vektor alam N ve sekil
operatorii S olsun. p € M ve —e = (N, N) = +1 olmak iizere
K : M —- R
p — K(p) =—c dets,
bigiminde tanimlanan fonksiyona M nin Gauss egrilik fonksiyonu ve K (p) degerine de

M nin p noktasindaki Gauss egriligi denir (O’Neill 1983).

Tanim 3.3.3. M yiizeyi E? de bir yiizey ve M nin birim normal vektor alam1 N ve sekil

operatorii S olsun. p € M ve —e = (N, N) = +1 olmak iizere
H : : M — R
p — H(p) =-—cizS,
bigiminde tanimlanan fonksiyona M nin ortalama egrilik fonksiyonu ve H(p) degerine

de p noktasindaki ortalama egriligi denir (O’Neill 1983).

M yiizeyinin asli egriliklerinin

2k; = —eH +VH?+4eK
2ky = —eH — VH?+4eK
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oldugu kolayca goriilebilir.

Teorem 3.3.1. M ve M,, E? de birbirine paralel iki yiizey, M iizerinde Weingarten

doniigtimii S ve M, tizerinde Weingarten doniigiimii .S, olsun.

fiM— M,  f(P)=(p1+rai(p),ps+ raz(p), ... pn + ran(p))
olmak tizere X € y(M) ve X € x(M,) igin
(i) fo(X) =X +rS(X)
(i) Sr(fe(X) = S(X)

(iii) M yiizeyinin p noktasindaki asli egriligi k£ ve buna kargilik gelen asli egrilik
dogrultusu ise X olmak iizere

S(.00) = T fe(X)

dir. Yani f, asli egrilik dogrultusunu korur (Gorgiilii A., Coken A. C., 1994).

Teorem 3.3.2. Bir M C E? yiizeyinin paralel yiizeyi M, olsun. p € M noktasinda M
nin Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla K ve H, f(p) € M, noktasinda M, nin Gauss

ve ortalama egrilikleri sirasiyla K, ve H, olduguna gore

K

K, = .
" 1—erH —er2K (3.7)
ve
H+2rK
H, = 3.8
1—erH —er2K (3.8)
dir.

Ispat p € M noktasmda M nin asli egrilikleri k;, k, ve bunlara karsihk gelen asli egrilik

dogrultular: da sirasiyla X7, X5 olsun. 1 <17 < 2 olmak iizere asli egrilik tanimina gore
S(X;) = ki X, 1<i<?2
dir. N, |fp) = Np oldugundan M, yiizeyinin birim normal vektor alam N, igin

(Nes No) 5y = AN Lrs N i)
= <Np7Np>

= —¢
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dir. {X;, X5} tabanina gre M yiizeyinin sekil operatorii matrisi

By 0
0 ks

olarak yazilabilir. Gauss ve ortalama egrilik tanimlarindan

K = —e detS
= —€& klkg

ve

H = —¢izS

= —€£ (kl + /{72)

elde edilir. Diger taraftan Teorem 3.2.1 den 1 < i < 2 olmak iizere f.(X;), M, yiizeyi

i¢in birer asli dogrultudur. M, yiizeyinin { f.(X1), f«(X2)} tabanina gore sekil operatorii

matrisi .
S, — 1+ rk; .
0 1+ 1rky
dir. (N,, N,) = —¢ oldugundan
K, = —¢ detS, = —¢ <1+k17~k;1> (lfib) (3.9)

= ¢ <(1 T rkfﬁff + 7”’“2))

_ . < krks >
N 1+ T(kl + ]{72) + 7“2]{?1]{?2

_ . —eK
a 1—erH —er2K

K
1—erH —er2K
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ve

: ki ks
H, = — = — 1
, € 125, €<1+rk1+1+rk2> (3.10)

. ( (ky + ko) + 2r (kv k2) )

1+ T’(kl -+ kg) -+ T2k1k2

_ . ( —eH — 2reK )
N 1+T(l€1 +k32) —I—Tzl{?lkig

H4+2rK
1—erH —er2K’

elde edilir.

Teorem 3.3.3. M, sifirdan farkli Gauss egriligine sahip ve umbilik noktasi olmayan bir
yiizey olsun.

(i) M yiizeyi pozitif sabit ortalama egrilige sahip ise M yiizeyine paralel iki yiizey
vardir. Bu yiizeylerden bir tanesinin Gauss egriligi K, = —cH? ve digerinin ortalama
egriligi ise —H dir.

1
vV—eK

H, = Fe/—cK olan M yiizeyine paralel iki yiizey vardir.

(ii) eK negatif sabit ise r = + uzaklikta ortalama egrilikleri sabit ve

Ispat (i) Kabul edelim ki M yiizeyinin sabit ortalama egriligi H > 0 olsun. (3.7) ve
(3.8) der = % kullanilirsa

K

K, = = —cH?
€ 1
1—€ﬁH—8mK
H+2oK
H, = H -
g

1_5EH_€ﬁK
B —(eH® +2HK)
N K

elde edilir. K # 0 oldugundan % uzaklikta M yiizeyine paralel yiizeyin Gauss egriligi
—eH? dir.

38



2
(3.7) ve (3.8) de r = Eg yazilirsa

K K _ HK
ro 2e de  —H?2 —4eK
l—e—H—- —K
g T
H+42K
1_€EH_€ﬁK

elde edilir.

H? + 45K = 0 <= (k1 + ko)? + de(—ckiky) = (ky — k2)? = 0 <= k1 = ky

2
olur. M yiizeyinin umbilik noktas: olmadigindan H?+4¢K # 0 dir. Dolayisiyla r = ﬁg

uzakliktaki paralel yiizeyin sabit ortalama egriligi —H dir.

1
(ii) (3.7) ve (3.8) de r = yazilirsa
V—eK
H + 2 K
g - V—eK
ro= K
|- ———H+-

kK
(—eH +2v/—eK) V/—¢K
€ (—5H + 2\/—€—K)

= —ev—¢cK

1
vV —eK

Teorem 3.3.4. M C E? bir yiizey olsun.

elde edilir. r = — i¢in ispat benzerdir.

(i) M yiizeyinin Gauss egriligi sifirdan farkli ve ortalama egriligi H = £ ise M
r

yiizeyine paralel olan M, yiizeyinin Gauss egriligi K, = —:—2 dir.

(ii) M yiizeyinin Gauss egriligi K # —41702 ve ortalama egriligi H = ; ise M yiizeyine
paralel olan M, yiizeyinin ortalama egriligi Hy, = —; dir.

(ili) M yiizeyinin Gauss egriligi K = —% ve ortalama egriligi H # :I:% ise M

€
yiizeyine paralel olan M., yiizeyinin ortalama egriligi H,, = +— dir.
r
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Ispat (i) H = © ise (3.7) den

,
K €
BT: z :——2
1—er— —er?K r
r

elde edilir. (ii) ve (iii) siklar1 (3.7) ve (3.8) den benzer bigimde elde edilir.

Teorem 3.3.5. a > 0 olmak iizere umbilik noktasi olmayan M C E} yiizeyinin, sabit
Gauss egriligi —ea™2 olsun. Eger M, yiizeyi sabit ortalama egrilige sahip ise r = +a
dir.

Ispat r uzaklig icin M, yiizeyinin ortalama egriligi sabit olsun. Bu taktirde (3.10) dan

—Ekl(l + 7’]{72) — Efkg(l + 7’]{'1) = HT(l + Tkl)(l + T’kg)

—e(ky + ko) —2era™® = H,(1+7r(k + k) +1r%a?)
elde edilir. Bu esitligi tekrar diizenlersek
(ky + ko)(—e —rH,) = H, + Hyr?a % + 2era™? (3.11)
bulunur. Hipotezden (3.11) esitliginin sag tarafi sabittir. Sol tarafin da sabit olabilmesi
icin
e+rH, =0 (3.12)
olmalidir. Bu taktirde (3.11) ve (3.12) den
0 = H,+ H7r%a 2+ 2era™?
= H.(1+7%a"?) +2era?

€ 1_|_r2 +25r
N r a? a?

9 ETr

a2
elde edilir. Dolayisiyla r = £a dir.
3.4 Ei’ de Paralel Lineer Weingarten Yiizeyleri

Teorem 3.4.1. E? de M yiizeyinin lineer Weingarten yiizeyi olmasi icin gerek yeter

kogul M, yiizeyinin lineer Weingarten ytiizeyi olmasidir.
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Ispat Teorem 3.2.1 in ispatina benzer olarak kolayca goriilebilir.

M ve M, timelike yiizeyler ise ¢ = —1 oldugundan M ve M, yiizeylerinin ortalama

egriligi ve Gauss egriligi

o H K, - K,
- 1—rH, +r2K,’ - 1—rH, +r?K,
ve
H+2rK K

"Tlt+rH+ K 7T 1+ rH+ 2K
dir. Bu esitlikler Oklid uzaymda verilen esitliklerle aymdir. Dolayisiyla M yiizeyi icin
Teorem 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4, 3.2.5, 3.2.6, 3.2.7 ve M, yiizeyi icin Teorem 3.2.8, 3.2.9,
3.2.10, 3.2.11, 3.2.12, 3.2.13 gecerlidir. Bu sebeple bu kisimda sadece spacelike yiizeyler

icin elde edilen teoremler verilecektir.

Teorem 3.4.2. ¢ = 0 olmak tizere M bir spacelike lineer Weingarten yiizeyi olsun.

Buna gore M ve M, spacelike eliptik lineer Weingarten yiizeylerdir.

Teorem 3.4.3. ¢ # 0 olmak iizere M bir spacelike eliptik lineer Weingarten yiizeyi
olsun.

(a) a® < bc ise M, bir spacelike eliptik lineer Weingarten yiizeyidir.
(b) a® = bc olsun.

(bi) r # % ise M, bir spacelike eliptik lineer Weingarten yiizeyidir.
(bii) r = % ise M, bir spacelike tubular lineer Weingarten yiizeyidir.

(c) a®> > be ve ¢ > 0 olsun.

1 2 1 2
(ci) — (a ~ 5(a? — bc)) <r< - (a + R 5(a? — bc)) ise M, bir spacelike
c c

hiperbolik lineer Weingarten ytiizeyidir.

1 2 1 2
(cii) r < - (a ~ 5(a? — bc)) veyar > — (a + R 5(a? — bc)) ise M, bir space-
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like eliptik lineer Weingarten yiizeyidir.
1 1 2 : :
(c.dii) r = Sle—¢ 5(a? —bc) | veyar = ~ | + R 5(a? — be) | ise M, bir space-
like tubular lineer Weingarten yiizeyidir.
(d) a® > be ve ¢ < 0 olsun.
N 2 1 2 . . .
(di) - (a + R 5(a? — bc)> <r< - <a —F 5(a? — bc)) ise M, bir spacelike
c c

hiperbolik lineer Weingarten ytizeyidir.

1 2 1 2
(dii) r < = <a + R 5(a? — bc)) veyar > — <a — 5(a? — bc)) ise M, bir space-
c c

like eliptik lineer Weingarten yiizeyidir.

2

1
(d.iii) r = - (a + R 5(a? — bc)> veya r =

[ N

2
(a — 5(a? — bc)) ise M, bir
spacelike tubular lineer Weingarten yiizeyidir.

Teorem 3.4.4. ¢ # 0 olmak iizere M bir spacelike hiperbolik lineer Weingarten yiizeyi
olsun.

(a) a® < be ise M, bir spacelike eliptik lineer Weingarten yiizeyidir.

(b) a* = bc olsun.

(bi) r # 2 ise M, bir spacelike eliptik lineer Weingarten yiizeyidir.
c

(b.ii) r = @ ise M, bir spacelike tubular lineer Weingarten yiizeyidir.
c

(c) be < a* < —4bc ve ¢ > 0 olsun.

1 2 1 2
(ci) — <a — 5(a? — bc)) <r< - (a + = 5(a? — bc)> ise M, bir spacelike
c c

hiperbolik lineer Weingarten ytizeyidir.

1 2 1 2
(cii) r < - (a ~ 5(a? — bc)) veyar > - (a + R 5(a? — bc)) ise M, bir space-
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like eliptik lineer Weingarten yiizeyidir.
1 2 1 2 . .
(ciii)r=-{a— = 5(a? —bc) | veyar = — [ a+ = 5(a? — be) | ise M, bir space-
c c
like tubular lineer Weingarten yiizeyidir.
(d) be < a? < —4bc and ¢ < 0 olsun.
A1 2 1 2 . . .
(di) - (a + R 5(a? — bc)) <r< - <a — 5(a? — bc)) ise M, bir spacelike
c c

hiperbolik lineer Weingarten ytizeyidir.

1 2 1 2
(dii) r < = (a + R 5(a? — bc)) veyar > — (a — 5(a? — bc)) ise M, bir space-
c c

(a-

Teorem 3.4.5. ¢ > 0 vea > 0 veya c < 0 ve a < 0 olmak tizere M bir spacelike tubular

like eliptik lineer Weingarten ytiizeyidir.

2

1
(d.iii) r = - (a + = 5(a? — bc)> veya r =
c

S N
(S Y )

5(a? — bc)> ise M, bir

spacelike tubular lineer Weingarten yiizeyidir.

lineer Weingarten yiizeyi olsun.

2
(a) r <0 veyar > 2 ise M, bir spacelike eliptik lineer Weingarten yiizeyidir.
c

2
(b)0<r< 2 ise M., bir spacelike hiperbolik lineer Weingarten yiizeyidir.
c

a
(¢) r =0 veya r = — ise M, bir spacelike tubular lineer Weingarten yiizeyidir.
c

Teorem 3.4.6. ¢ > 0 vea < 0 veya c < 0 ve a > 0 olmak tizere M bir spacelike tubular

lineer Weingarten yiizeyi olsun.

2
(a) r < = veya r > 0 ise M, bir spacelike eliptik lineer Weingarten yiizeyidir.
c

2
(b) 2 <0ise M, bir spacelike hiperbolik lineer Weingarten ytizeyidir.
c

a
(¢) r =0 veya r = — ise M, bir spacelike tubular lineer Weingarten yiizeyidir.
c
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Teorem 3.4.7. ¢, = 0 olmak {iizere M, bir spacelike lineer Weingarten yiizeyi olsun.

Bu taktirde M ve M, spacelike eliptik lineer Weingarten yiizeylerdir.

Teorem 3.4.8. ¢, # 0 olmak iizere M, bir spacelike eliptik lineer Weingarten yiizeyi
olsun.

(a) a? < bc, ise M bir spacelike eliptik lineer Weingarten yiizeyidir.
(b) a? = b,c, olsun.

(bi) r # ~ % ise M bir spacelike eliptik lineer Weingarten yiizeyidir.
CT

Qr . . . . . 1
(b.ii) r = —— ise M bir spacelike tubular lineer Weingarten yiizeyidir.
Cr

(c) a® > b.c, ve ¢, > 0 olsun.

C’!’ T

1 2 1 2
(ci) — (—ar ~ 3z 5(a2 — chr)) <r<— <—a,~ + R 5(a2 — b,«cr)) ise M bir
c
spacelike hiperbolik lineer Weingarten yiizeyidir.

1 2 1 2
(cii) r < — (—ar —F 5(a2 — brcr)) veyar > — (—ar + R 5(a2 — b,,cr)> ise M
Cr Cr

bir spacelike eliptik lineer Weingarten yiizeyidir.

1 2 1 2
(c.dii) r = o (—ar —: 5(a2 — b,ncr)) veya r = o (—ar + R 5(a2 — brcr)) ise
M bir spacelike tubular lineer Weingarten yiizeyidir.
(d) a? > b.c, ve ¢, < 0 olsun.
~ 1 2 1 2 . .
(di) — | —a, + R 5(a2 —bye) | <r < —|—a, — R 5(aZ2 — byc,) | ise M bir
Cr Cr

spacelike hiperbolik lineer Weingarten ytizeyidir.

1 2 1 2
(dii) r < — (—CLT + R 5(a2 — brcT)> veyar > — <—a7. ~ 5(a2 — brcr)> ise M
CT T

bir spacelike eliptik lineer Weingarten ytizeyidir.
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1 2 1 2
(d.iii) r = — (—ar + R 5(a2 — brcr)> veya r = — (—ar —F 5(a2 — brcr)) ise
T Cr

M bir spacelike tubular lineer Weingarten yiizeyidir.

Teorem 3.4.9. ¢, # 0 olmak iizere M, bir spacelike hiperbolik lineer Weingarten yiizeyi
olsun.

(a) a? < b,c, ise M bir spacelike eliptik lineer Weingarten yiizeyidir.
(b) a? = b,c, olsun.

Ay Ay, . . I . -
(bi) r < —— veyar > —— ise M bir spacelike eliptik lineer Weingarten yiizeyidir.

T Cr
a

(b.ii) 7 = —— ise M bir spacelike tubular lineer Weingarten yiizeyidir.
CT

(c) bye, < a? < —4b,c, ve ¢, > 0 olsun.

1 2 1 2
(ci) — (—ar ~3 5(a2 — brcT)) <r< — (—ar + R 5(a2 — brcr)) ise M bir
Cr Cr

spacelike hiperbolik lineer Weingarten yiizeyidir.

1 2 1 2
(cil) r < — <—ar —% 5(a2 — brcr)) veyar > — (—ar + = 5(a2 — brcr)) ise M
Cr Cr

bir spacelike eliptik lineer Weingarten yiizeyidir.

1 2 1 2
(c.iil) r = o (—ar — 5(a2 — b,ncr)) veya r = . (—ar + R 5(a2 — brcr)) ise

M bir spacelike tubular lineer Weingarten ytizeyidir.

(d) @ > b,c, ve ¢, < 0 olsun.

1 2 1 2
(di) — <—ar + R 5(a2 — brcT)> <r< — (—ar — 5(a2 — chT)> ise M bir

Cr Cr

spacelike hiperbolik lineer Weingarten ytizeyidir.

1 2 1 2
(dii) r < — (—ar + R 5(a2 — brcT)> veyar > — <—a,. ~ 5(a2 — brcr)> ise M

Cr

bir spacelike eliptik lineer Weingarten ytizeyidir.
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1 2 1 2
(d.iii) r = — (—ar + R 5(a2 — brcr)) veyar = — (—ar —F 5(a2 — brcr)) ise

M bir spacelike tubular lineer Weingarten yiizeyidir.
Teorem 3.4.10. ¢, > 0 ve a, > 0 veya ¢, < 0 ve a, < 0 olmak iizere M, bir spacelike
tubular lineer Weingarten ytiizeyi olsun.

Gy

(a) r < —

veya r > 0 ise M bir spacelike eliptik lineer Weingarten yiizeyidir.
CT

2a,

(b) —

< r < 0ise M bir spacelike hiperbolik lineer Weingarten yiizeyidir.
Cr

Qr

(¢) r=0veyar=— ise M bir spacelike tubular lineer Weingarten yiizeyidir.

Cr

Teorem 3.4.11. ¢, > 0 ve a, < 0 veya ¢, < 0 ve a, > 0 olmak tizere M, yiizeyi

spacelike tubular lineer Weingarten yiizeyi olsun.

Qr

¢

(a) r <0 veyar > — ise M bir spacelike eliptik lineer Weingarten yiizeyidir.

2a, : o . : -
(b)0<r<— I ise M bir spacelike hiperbolik lineer Weingarten ytizeyidir.

Cr

Qy

(¢)r=0veyar=— ise M bir spacelike tubular lineer Weingarten yiizeyidir.

Cr
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4 E3DE aH + bK = ¢c BAGINTISINI SAGLAYAN
NON-DEJENERE DONEL YUZEYLER

Bu boliimde E3 de aH+bK = ¢ bagitisim saglayan spacelike ve timelike donel yiizeyler

incelenmigtir. Dénme ekseninin causal karakterine bagli olarak yiizeyler belirlenmistir.

4.1 E? de Donel Yiizeyler

Tanim 4.1. E} de L dogrusunu sabit birakan dénme gruplar altinda degigmez kalan

yiizeye donel yiizey denir.

Ikinci boliimde E? de L dénme eksenini sabit birakan ve bu eksenin causal karakterine

bagli olarak izometri gruplarim

Ty cosv sinv 0 T

R, T — —sinv cosv O Ty ,
T3 0 0 1 T3
1 1 0 0 1

R, : o | 7 | O coshv sinhwv T |
T3 0 sinhv coshwv T3
I COS v —v v T

2 2
R, To — ) 1-% 5 To
’U2 U2

I3 0 2 1 + 2 T3

seklinde vermistik.

Bir donel yiizey o = a(u) diizlemsel egrisi tarafindan iiretilir ve donel yiizeyin nokta-
larimin kiimesi {R,(a(u)); v € I, v € R} dir. Simdi donme eksenlerine gore bir donel

yiizeyin parametrizasyonunu verelim.

(1) L timelike eksen ise: L = (Ej3) olsun. p = (zg,yo0,20) ¢ L ise {R,(p); v € R}
kiimesi z = z diizleminde yarigapt \/z2 + 32 olan bir ¢emberdir. y = 0 diizleminde
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a(u) = (u,0, z(u)) egrisi tarafindan iiretilen donel yiizeyin parametrik denklemi
X(u,v) = (ucosv,usinv, z(u)), u#0 (4.1)
olur.

(2) L spacelike eksen ise: L = (E;) olsun. p = (z9,v0, 20) ¢ L ise {R,(p); v € R}
kiimesi = xy diizleminde denklemi y? — 2% = y2 — 22 olan bir hiperbol belirtir. Bu

donel yiizeyler parametrik olarak iki gsekilde belirtilir.

(2.a) y = 0 diizleminde a(u) = (u,0,2(u)) egrisi tarafindan iiretilen donel yiizeyin

parametrik denklemi
X(u,v) = (u, z(u) sinh v, z(u) coshv), u#0 (4.2)

olur.
(2.b) z = 0 diizleminde a(u) = (u,z(u),0) egrisi tarafindan iiretilen donel yiizeyin

parametrik denklemi
X(u,v) = (u, z(u) coshv, z(u) sinhv), u#0 (4.3)
olur.

(3) L lightlike eksen ise: L dogrusunuv; = (0,1, 1) olarak alalm. (e, v;) diizleminde
olmayan p = (zo, Yo, 20) noktasimn {R,(p); v € R} yoriingesi

’U2 2

v
Blo)=(—(y-2)wwty—(y—2)5w+z-(y—2)3)
egrisidir. 3 egrisi, y — 2 = yy — 2o diizleminde bir parabol belirtir. Gergekten

y— ZU2U1
2

Bv) = (@,y,2) + v(=(y = 2)er + xv1) —

dir. ((0,1,1),(0,1,—1)) diizleminde a(u) = (0,u + z(u), —u + z(u)) egrisi tarafindan

iiretilen donel yiizeyin parametrik denklemi
X(u,v) = (—2uv, 2(v) + u — wv? z(u) —u —uv®), u#0 (4.4)
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olur.

X : D C R? — E}, M yiizeyinin bir parametrizasyonu olsun. Birinci ve ikinci temel
formun katsayilar1 olan {E, F, G} ve {e, f, g} fonksiyonlari
E=(X,, X, F=({X,X), G=(X,X,)
e=—(NyXu), f=—(NuXy), g=—(Ny,Xo)

olmak {izere M nin ortalama egriligi ve Gauss egriligi

_ ceG-2fF+gE e K- _ eqg — f2
2 EG-— F? v T "EG- P
ile verilir. Burada
Xy x X,
e(EG — F?)
dir.
ozitif ise M yiizeyi spacelike
W=EG-F?=¢| X, x X,J2{ ¥ yReyLsb
negatif ise M yiizeyi timelike
oldugundan
g_ € G det(Xy, Xy, X o) — 2F det( Xy, Xy, Xop) + Edet(Xy, Xy, Xow)  Hy
2 (e(EG — F?2))2 oW
(4.5)
ve
det(Xy, Xy, X o) det(Xy, Xy, Xow) — Edet(X,, Xy, Xuo)? K
K = — et Xo, Xu) det( ) et( L

(EG — F?)? W2
elde edilir.

Minkowski uzaymda pseudohiperbolik yiizeyler ve pseudokiireler, Oklid uzayinda kiirel-
erle aym ozellikleri gosterirler. py € E? ve r > 0 ise py merkezli r > 0 yarigaph

pseudohiperbolik yiizey

H*(r,po) ={p€ EY: (p—po,p—po) = —1?
ve po merkezli r > 0 yarigaph pseudokiire

52’1(7“7290) ={pe Ei’ : (p—po,p—po) = r

. 1
seklindedir. Iki yiizey igin de N(p) = (p — po)/r dir ve S = —=1I olur. Bu taktirde
T
H=¢/r ve K = —¢/r? dir.
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4.2 Ekseni Timelike Olan Doénel Yiizeyler

M dbnel yiizeyini iireten « egrisinin y = 0 diizleminde oldugu kabul edilsin ve « egrisi
a(u) = (u,0,z(u)), u> 0 alinsin. Bu taktirde M yiizeyinin parametrik denklemi (4.1)
seklindedir. W = u?(1 — 2?) oldugundan 22 < 1 ise M yiizeyi spacelike ve 2”2 > 1 ise M

yiizeyi timelike olur. (4.5) ve (4.6) dan M yiizeyinin ortalama egriligi ve Gauss egriligi

1 ez 2" 2’2"
== —ay el R R
uy/e(1—27%)  (e(1 - 2?)) u z
elde edilir. aH + bK = c bagintisina gore

a 8Z/ z// Z/Z”
- + b =
2 \uV/el=27) (e (1—22)* ) ull =27

bulunur. ifadenin her iki tarafi u ile carpilarak integrali alinirsa

/ ! 1 /
a ug—z2 +b <—2) = —2cu
e(l—2") 1 -2

elde edilir. Bu taktirde A € R integral sabiti olmak tizere

auz’ b 9
€ ) + T o + A (4.7)
bulunur.
Z/
#= e(1— 27?)

olsun. Bu taktirde

1+e¢® =1/(1-27)

elde edilir. (4.7) tekrar diizenlenirse
bo® + aug + (b + cu? — \) =0 (4.8)

dir. (4.8), ¢ fonksiyonuna bagh ikinci dereceden bir denklem olarak diisiiniiliirse

2z _ —au =t +/(a? — 4bce)u? + 4be(—b+ \)

Ve(l = 27) 2b

elde edilir. Bu diferensiyel denklemin ¢oziimiinii A = b ve a? — 4bce = 0 durumlar icin

inceleyelim.

20



(1) A = b olsun. Bu taktirde

2 —a +Va? — 4bce —a + va? — 4bce
u = Cu, C = 5

VA=) 2

dir. Bu diferensiyel denklem coziiliirse

VET O

z(u) ==+ e

+up, peR

elde edilir. Bu taktirde (4.1) den, yiizey 2% + y*> — (z — p)? = —% denklemini saglar.
po = (0,0, 1) noktasi igin e = 1 ise M yiizeyi H*'(1/|C|,po) pseudohiperbolik yiizeyi
ve ¢ = —1 ise M yiizeyi S*1(1/|C|,po) pseudokiiresidir.

(2) a? — 4bce = 0 olsun. Bu taktirde

z _TmEC Ly be(—b+ )
Ve(l —27) 20

dir. Bu diferensiyel denklem coziiliirse

4eb? ?
z(u) =+ © —i—(%:l:u) +up, peR

a?

elde edilir.

Sekil 4.1. Sekil 4.2

Sekil 4.1. a=2, b=¢, p =0 ve A =2 icin ekseni timelike

olan spacelike donel yiizey

Sekil 4.2. a=2, b=¢, 4 =0 ve A =0 i¢in ekseni timelike

olan timelike donel yiizey
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4.3 Ekseni Spacelike Olan Doénel Yiizeyler

Ekseni spacelike olan donel yiizey i¢in farklh iki parametrizasyon bulundugundan yiizeyi

iki farkli durum igin inceleyecegiz.

(a) M yiizeyini iireten « egrisinin y = 0 diizleminde bulundugu kabul edilsin. « egrisi
a(u) = (u,0,2(u)) ise M yiizeyinin parametrik denklemi (4.2) geklindedir. (4.5) ve

(4.6) dan M yiizeyinin ortalama egriligi ve Gauss egriligi

1 € Z" 2"
H=—- + , K=—— "
2 <z e(1—2")  (e(1— z'2))3/2) 2(1—27?)?

bulunur. e + bK = c bagintisina gore

a € Z/I Z/I
e b - _
2\ zv1 — 22 * (e(1— ,2’2))3/2 - 2(1— 27)? ‘

elde edilir. Ifadenin her iki tarafi z2’ ile carpilarak integrali almirsa

() ()

bulunur. Bu taktirde A € R integral sabiti olmak iizere

az b 9
€ ) tIe = e A (4.9)

elde edilir.

olsun. (4.9) tekrar diizenlenirse
bp® + azd +e(cz® —\) =0 (4.10)

elde edilir. (4.10), ¢ fonksiyonuna bagl ikinci dereceden bir denklem olarak diigiiniiliirse

1 _ —az+ \/(a® — 4bce)z? + Abe

Vel —27) 2b

elde edilir. Bu diferensiyel denklemin ¢oziimiinii A = 0 ve a® — 4bce = 0 durumlar icin

inceleyelim.

02



(a.1) A =0 olsun. Bu taktirde
1 —a + va? — 4bce

S(1-27) 20 T 20
dir. Bu diferensiyel denklem coziiliirse
B
z(u):j:\/@—i—(uj:C,u)?, weR
elde edilir. Bu taktirde (4.2) den, yiizey (v + Cu)? +y? — 22 = —E denklemini saglar.

po = (£Cu,0,0) noktasi igin ¢ = 1 ise M yiizeyi H*'(1/|C|,po) pseudohiperbolik
yiizeyi ve € = —1 ise M yiizeyi S?'(1/|C|,po) pseudokiiresidir.
(a.2) a® — 4bce = 0 olsun. Bu taktirde

z :—auj:C, O — o/ben
e(1—27) 2b

dir. Bu diferensiyel denklem coziiliirse

4cb?
— 4 i\/g—i (utp)?, peR

elde edilir.

(b) M yiizeyini iireten « egrisinin z = 0 diizleminde bulundugu kabul edilsin. « egrisi
a(u) = (u, z(u),0) ise M yiizeyinin parametrik denklemi (4.3) seklindedir. Bu durumda
EG — F? = —2%(1 4 2?) < 0 oldugundan M timelike bir yiizeydir. (4.5) ve (4.6) dan

M yiizeyinin ortalama egriligi ve Gauss egriligi

1 1 " "
H=71|- =~ T : 32 | K:_Z—az
2\ 2/e(1+27)  (s(1+27)Y 2(1+27)

bulunur. af{ + bK = c bagintisina gore

a _1 Z” Z”
z —p _
2\ 2v1 + 22 - (1+22)%?2 z(1+27) ‘

elde edilir. Ifadenin her iki tarafi 22’ ile carpilarak integrali alinirsa

_ ;/4_5 ;1_(2)'
“\Vitr 1ve2) =
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bulunur. Bu taktirde A € R integral sabiti olmak tizere

az b 9
—m+1+zl2=cz + A (4.11)
elde edilir.
6= 1
Viro
olsun. (4.11) tekrar diizenlenirse
bd? —azp —cz2 — X =0 (4.12)

elde edilir. (4.12), ¢ fonksiyonuna bagl ikinci dereceden bir denklem olarak diigiiniiliirse

1 azd\/(a®+ 4bce)z? + 4bA
VIitz? o 2b

elde edilir. Bu diferensiyel denklemin ¢oziimiinii A = 0 ve a? — 4bce = 0 durumlari icin

inceleyelim.

(b.1) A =0 olsun. Bu taktirde

1 _aj:\/a2—|—4bcz_cz C_aj:\/a2+4bc
(1+27) 2b T N 2b

dir. Bu diferensiyel denklem coziiliirse

z(u) = + —(uxCp)?,, peR

02

1
elde edilir. Bu taktirde (4.3) den, yiizey (z & Cpu)? +y* — 2% = I denklemini saglar.

po = (£Cu,0,0) noktast i¢in M yiizeyi S*!(1/|C|, po) pseudokiiresidir.
(b.2) a* — 4bc = 0 olsun. Bu taktirde

1 az £ C
= C =2VDbA
V14 22 20

dir. Bu diferensiyel denklem ¢oziiliirse

42
:——:I:\/—:lz u:l:u peR
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elde edilir.

Sekil 4.3 Sekil 4.4

Sekil 4.3. a=2, b=¢, p =0 ve A =1 icin ekseni spacelike

olan spacelike donel yiizey

Sekil 4.4. a=2, b=¢, p =0 ve A =1 i¢in ekseni spacelike

olan timelike donel yiizey

4.4 Ekseni Lightlike Olan Do6nel Yiizeyler

M yiizeyini iireten « egrisinin ((0,1,1), (0,1, —1)) diizleminde bulundugu kabul edilsin.
a egrisi a(u) = (0,u + z(u), —u + z(u)) ise M yiizeyinin parametrik denklemi (4.4)
seklindedir. (4.5) ve (4.6) dan M yiizeyinin ortalama egriligi ve Gauss egriligi

Hzl 1 B e | P S
2 \2uves  4(ez2')3/? 8uz"

bulunur. aH + bK = c bagintisina gore

1 EZ” Z”
- ; +b =c
Quvez  4(ez')3/? Suz?
elde edilir. Ifadenin her iki tarafi v ile carpilarak integrali alinirsa,
a u \ b1V B
4 ez! 8\ 2 -
bulunur. Bu taktirde A € R integral sabiti olmak tizere

a (L) b ey (4.13)
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elde edilir.

¢ =Vez

olsun. (4.13) tekrar diizenlenirse
(4eu? + 8eN\)¢? — 2acpu +b =0 (4.14)

elde edilir. (4.14), ¢ fonksiyonuna bagl ikinci dereceden bir denklem olarak diigiiniiliirse

acu £ +/(a® — 4bce)u? — 8be A
de(cu? + 2))

ez =

elde edilir. Bu diferensiyel denklemin ¢oziimiini A = 0 ve a? — 4bce = 0 durumlari icin
inceleyelim.

(1) A =0 olsun. Bu taktirde
a+eva? —4bee 1 _C a £ eva? — 4bce

,: — O:
& 4c u o ou’ 4c

elde edilir. Bu diferensiyel denklem ¢oziiliirse
02
bulunur. Bu taktirde (4.4) den, yiizey 2% + y? — (z — pu)? = —4eC? denklemini saglar.
po = (0,0, 1) noktast igin € = 1 ise M yiizeyi H>(2|C|,po) pseudohiperbolik yiizeyi
ve e = —1 ise M yiizeyi S*!(2|C|, po) pseudokiiresidir.
(2) a? — 4bce = 0 olsun. Bu taktirde
g _ GEutC C = /—8beA
= de(cu? + 2N) ©
elde edilir. 8beX > 0 ve a? — 4bce = 0 oldugundan c\ < 0 dir. Yukaridaki diferensiyel

denklem c¢oziiliirse pu, A € R igin

() 1 [ +4aCX £ e(cC? — 2a*\)u N 5602 + 2a*\ tan f c N
64 cA(2A + cu?) /—2:3)\3 arca o a

26



elde edilir.

Sekil 4.5 Sekil 4.6

Sekil 4.5. a=2, b= —¢, A=1 ve u = 0 igin ekseni lightlike

olan spacelike donel yiizey

Sekil 4.6. a=2, b= —¢, A =1 ve u =0 igin ekseni lightlike
olan timelike donel yiizey
Teorem 4.1. M, E? de bir non-dejenere donel yiizey olsun. a? — 4bce = 0 olmak iizere
M yiizeyinin lineer Weingarten yiizeyi oldugunu kabul edelim. Dénme ekseninin causal

karakterine bagh olarak M yiizeyinin parametrik denklemi asagidaki gibidir:

(1) Donme ekseni timelike ise

Aeb? ?
z(u)::i:\/g—b-i—(%:l:u) +u, C=2ybs(=b+)N), \peR

a2

olmak tizere M yiizeyinin parametrik denklemi
X(u,v) = (ucosv,usinv, z(u))
seklindedir.

(2) Donme ekseni spacelike ise iki durum vardir:

(2.a)

Ach?
—+Z :l:\/e—:l:u:lzu) C =2Vber, \pucR

olmak tizere M yiizeyinin parametrik denklemi
X (u,v) = (u, z(u) sinh v, z(u) cosh v)
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seklindedir.
(2.b)

4b2
:——i\/—i (utp)?, C=2VbA, A\peR

olmak tizere M yiizeyinin parametrik denklemi
X(u,v) = (u, z(u) cosh v, z(u) sinh v)
seklindedir.
(3) Donme ekseni lightlike ise

o) = 1 [ 4aCX £ e(cC? - 2a°Nu N cC? + 2a*\ o N VeR
64 A(2X + cu?) © /—2:3)\3 reran oA o 1

olmak {tizere M yiizeyinin parametrik denklemi

X (u,v) = (—2uv, z(u) + u — wv?, z(u) — u — ww?)

seklindedir.
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5 E? DE CEMBERLERIN FOLIASYONU ILE
ELDE EDILEN LINEER WEINGARTEN
YUZEYLERI

Bu boliimde E? de gember pargalarinin foliasyonu ile elde edilen ve a? + b? # 0 olmak
iizere a, b, c sabitleri i¢in aH + bK = c¢ kosulunu saglayan spacelike lineer Weingarten
yiizeyler incelenmigtir. Bu ylizeylerin donel yiizey veya H = (0 sabit ortalama egri-
likli yiizey veya K = 0 sabit Gauss egrilikli yiizey oldugu gosterilmistir. Ilk olarak

calismamizda kullandigimiz temel tanimlar1 ve kavramlar: verelim.

E3} de bir spacelike M yiizeyini alahm. M yiizeyinin diizlemsel bir bélgede tammh
X = X(u,v) lokal parametrizasyonunu ele alalim. Bu parametrizasyon kullamlarak

(2.6) ve (2.7) den M nin ortalama egriligi ve Gauss egriligi sirasiyla

leG—-2fF +gFE eqg — f?
H=—- K=————
2 EG-F? 7’ EG — F?
seklindedir. Spacelike bir yiizey i¢in
W =EG-F?=|X,xX,|”
fonksiyonu pozitifdir. [,,] ile E® deki determinant fonksiyonu gosterilirse
_ G[XuaXvaqu] - QF[XuaXvaXuv] + E[XuaXvava]
H=—- SI32 (5.1)
Xu Xvaqu Xvaava - XvaaXuv 2

w2
olur. M yiizeyi lineer Weingarten yiizeyi ise aH + 0K = c kosulunu saglar. Bu esitlikte

(5.1) ve (5.2) kullanilirsa

G[Xm Xva qu] - ZF[Xm Xv7 Xuv] + E[Xm Xva Xm;]
2 3/2
[Xua Xw qu] [Xua va XU’U] - [Xua va Xuv]z

+b 2 =c

! (5.3)
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elde edilir.
c =0 ise, (5.3) egitliginden

G[Xmequ] - 2F[Xu,Xvu Xuv] + E[Xva’Xm;]

a

2W3/2
[Xquvaqu][Xquvava] - [Xu7XvaXuv}2 (54)
-} o
bulunur. (5.4) esitliginde payda egitlenerek her iki tarafin kareleri alinirsa
a2 (G[Xua Xva qu} - 2F[Xua Xv; Xuv] + E[Xua Xva va])2 W (5 5)
_4b2 ([Xua Xva qu] [Xua Xva va] - [Xua Xva Xuv]2>2 = 0 .
elde edilir.
c # 0 ise (5.3) esitliginden
a (G[Xu, Xo, Xuu) = 2F[Xu, X, Xoo] + E[Xu, X, Xoo])* W 56)

_4(CW2 —b ([XLH Xva qu] [Xuy Xva va] - [Xu7 Xva Xuv]z))Z =0.

elde edilir.

Tanim 5.1. E? de bir cyclic yiizey diizgiin bir parametreli gemberlerin ailesinin be-

lirledigi bir ytiizeydir.

Oyleyse cyclic yiizey, cemberlerin foliasyonu ile elde edilen bir yiizeydir. Yani cyclic
yiizeyin bir parametreli diizlemlerin ailesi ile arakesiti cemberdir. Cyclic yiizey space-
like ise foliasyonun her bir ¢gemberi bir spacelike egridir. Fakat ¢emberlerin bulundugu
diizlemler herhangi bir causal karaktere sahip olabilir. Dolayisiyla bu diizlemlerin space-

like, timelike veya lightlike olusuna gore cyclic yiizeyleri incelemek gerekir.
Foliasyon diizlemlerinin paralel oldugunu varsayarak asagida verilen teoremi ispatladik.

Teorem 5.1. M yiizeyi E3 de bir spacelike cyclic yiizey ve foliasyon diizlemleri paralel
olsun. Eger M yiizeyi lineer Weingarten yiizeyi ise M agagidaki yiizeylerden birisidir:
1. M bir donel yiizeydir.
2. M, H = 0 sartin1 saglayan yiizey orneklerinden birisidir.

3. M, K = 0 sartim1 saglayan yiizey 6rneklerinden birisidir.
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Ispat Birbirine paralel diizlemlerde bulunan ¢emberlerin foliasyonu ile elde edilen bir
M C E?} spacelike yiizeyini diigiinelim. Foliasyon diizlemlerinin spacelike, timelike ve
lightlike olmasina bagh olarak {i¢c durum bulunmaktadir. Her bir durumda aH +0K = ¢

bagintisina gore ispat1 ¢ = 0 ve ¢ # 0 durumlar igin inceleyecegiz.
I. Diizlemler spacelike ise:

E3 in bir kat1 hareketinden sonra diizlemlerin x3 = 0 diizlemine paralel oldugunu kabul
edebiliriz. Burada cemberler yatay Oklid cemberleridir. f, g ve r > 0, I aralig iizerinde
u degigskenine bagh diizgiin fonksiyonlar olmak iizere M cyclic yiizeyinin parametrik

denklemi
X(u,v) = (f(u),g(u),u) + r(u)(cosv,sinv, 0) (5.7)

ile verilir. M nin bir donel yiizey olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f ve g fonksiyonlarinin

sabit olmasidir.
¢ = 0 durumu:

(5.5) esitliginde genelligi bozmadan 4b*> = 1 kabul edelim. Yiizeyin X (u,v) para-
metrik denklemi kullamlarak (5.5) hesaplanirsa A; ve Bj, [ iizerinde u degiskenine

baglh fonksiyonlar olmak {iizere
4

Z A;(u) cos (v) + Bj(u)sin (v) =0 (5.8)

j=0
elde edilir. Kabul edelim ki M dénel yiizey olmasin. Oyleyse en az bir aralikta f’ veya ¢’
fonksiyonlar: sifirdan farkli oldugundan ispati1 f ve g fonksiyonlarina gire inceleyecegiz.
(1) f veya g fonksiyonlarindan birisinin sabit fonksiyon oldugunu diisiinelim. Kabul
edelim ki en az bir aralikta f' = 0 ve ¢’ # 0 olsun. Bu durumda (5.8) egitliginden A4
katsayisi
A, Ly 6

= 30’ (rg" = 2'g')’

elde edilir. ¢’ # 0 oldugundan yukaridaki esitlikten r¢g” — 2r'¢’ = 0 sonucuna varilir.

Bu diferensiyel denklem ¢’ i¢in ¢oziiliirse
q = \r?, A#0
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bulunur. Esitlik Ay ve By katsayilarinda kullanilirsa
A=—14+ Xt 402 —
olmak {izere

1
Ay = §A2r8(47“'2—a2r2A2),

By = 2\xr'r'(a*rA* —2r")

elde edilir. Ilk olarak B; = 0 denkleminde 7’ = 0 oldugunu diisiinelim. Bu durumda
Ay = 0 esitliginin saglanmasi icin A = —1 4+ A%r* = 0 olmalidir. Bu taktirde birinci
temel formun katsayilarindan £ = 0 olur. F = 0 ise W < 0 dir. Fakat yiizeyimiz bir
spacelike yiizey oldugundan W > 0 olmalidir. Dolayisiyla 7/ # 0 dir. Bu durumda
As = 0 denkleminden

47" — a*r? A% = 0 (5.9)

ve By = 0 denkleminden ise

a’rA* — 27" =0 (5.10)

bulunur. (5.10) esitligi r ile carpilarak, (5.9) esitligi ile taraf tarafa toplanirsa

2r"? — rr” = ( diferensiyel denklemi elde edilir. Buna gore

Co
r(u) = o c1,c0 €R

dir. Bu esitlik Ay = 0 denkleminde kullanilirsa
—d(u+c)b +a((u+c)* + 3 — N63)* =0

elde edilir. Bu esitlikte katsayilar sifir olacagindan «® in katsayis1 a® = 0 olmalidir. Bu
ise bir celiskidir. Oyleyse f sabit bir fonksiyon degildir. ¢' = 0 ve f’ # 0 ise ispati
benzer bicimde yapabiliriz.

(2) f ve g fonksiyonlarimin sabit olmadigim kabul edelim. Bu taktirde f’, ¢’ # 0 dir.
(5.8) esitliginden B, katsayisi

(_4f/g/,r/ + ,r,flfl/ + Tflg/l)(_zf&rl + 2g/2rl + Tf,f" o Tf,g”) — 0

62



elde edilir. Burada iki durum vardir:

(2.a) —4f'g'r" +rf' f" +rf'g" =0 oldugunu kabul edelim. Oyleyse

4]”9/7’/ . Tf,g”
rg’

= (5.11)
dir. Bu esitlik Ay = 0 denkleminde kullanilirsa
CL27“6(f/2 + 912)2(_291TI + 7“9”)2 =0

elde edilir. Burada f”? + ¢ # 0 oldugundan —2¢'r’ + rg” = 0 olmaldir. Buna gore

w29

g (5.12)

r

dir. Bu denklemden ¢’ = A2, A > 0 elde edilir. ¢’ = \r? esitligi (5.11) denkleminde
kullamlirsa f' = pr?, > 0 bulunur. f’ ve ¢’ fonksiyonlar1 B, ve B; katsayilarinda

kullanilirsa A = —1 + (A2 4 p2)r* + /2 — v olmak iizere,
By = A\ur®(a®r? A? — 4r'%),

By =2\ (a®r A% — 20")

olur. B; = 0 denkleminde " = 0 oldugunu diigiinelim. Bu durumda B, = 0 egitliginin
saglanmasi icin A = —1 + (A\* + p?)r* = 0 olmahdir. Bu taktirde birinci temel formun
katsayilarindan £ = 0 olur. EF = 0 ise W < 0 olur. Fakat yiizeyimiz bir spacelike
yiizey oldugundan W > 0 olmalidir. Dolaywsiyla 7' # 0 dir. Bu durumda B; = 0
denkleminden

a’r’A? — 41" =0 (5.13)

ve B; = 0 denkleminden ise

a’rA? —2r" =0 (5.14)

olmahdir. (5.14) egitligi r ile carpilarak (5.13) esitligi ile taraf tarafa toplanmirsa

212 — rr” = 0 diferensiyel denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklemin ¢oziimii

Ca
= eR
r(u) o 1, Co
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dir. Bu esitlik By = 0 denkleminde kullanilirsa
a?(u+c2)® — 4(u + )% + 2a2c5(1 — (N> + ) (u + ea)* + a’cy (1 — (N2 + %) =0

elde edilir. Bu denklemde katsayilar sifir oldugundan «® in katsayisi olan a? = 0 ol-
malidir. Bu ise bir geligkidir.

(2.b) =2f2r" +2¢"%r" +rf'f" —rf'g” = 0 oldugunu kabul edelim. Bu esitlikten f”
cekilerek A, de yerine yazilirsa

a27"6(f’2 + gl2)2

Al = —
4 8f/2

(T’g” o 29,7",)2

bulunur. [ + ¢ # 0 oldugundan r¢” — 2¢'r’ = 0 dir. Buna gore ¢g” fonksiyonu (5.12)

egitliginde verilen ¢” ile aynidir. Bundan sonra ispatin devam aym sekilde yapilabilir.
¢ # 0 durumu:

(5.6) esitliginden Ag ve Bg katsayilar

1
A8 — _32 CZTS(flg _ 28flﬁg/2 + 70f129/6 + gIS)’
1
Bg — ZCQ,,,Sf/g/(_]c/G _ 7f/4g/2 _ 7f/2g/4 + g/G)

olarak elde edilir. a(u) = (f(u), g(u),0) diizlemsel egrisi sabit olmadigindan

f'(u) = ¢'(u) cos(¢(w)), ¢'(u) = ¢ (u)sin(p(u)), ¢* = f?+g” (5.15)

olmak iizere egriyi (f(u), g(u)) = (x(¢(u), y(¢(u)) yay uzunluklu olacak bi¢imde para-
metrelendirebiliriz. (5.15) esitlikleri kullamlarak Ag and By katsayilar tekrar hesap-

lanirsa
1 2 8 /18
Ag = —3—207‘ ¢ cos(8p(u)),
1
By = —3—202r8¢’88in(8¢(u))

olur. ¢ # 0 ve r > 0 oldugundan en az bir aralikta ¢’ = 0 dir. Bu durumda f?+¢? =0

olur. Yani « egrisi sabit bir egridir. Bu ise kabulumiiz ile gelisir.
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I1. Diizlemler timelike ise:

M yiizeyi, paralel timelike diizlemlerde bulunan cember foliasyonlar: ile elde edilen
bir spacelike lineer Weingarten yiizeyi olsun. E? de yapilan bir hareketten sonra bu
diizlemlerin x; = 0 diizlemine paralel oldugunu diisiinebiliriz. Bu durumda f, g diizgiin

fonksiyonlar ve r > 0 olmak {izere yiizeyin parametrik denklemi
X(u,v) = (u, f(u), g(u)) + r(u)(0, sinh v, cosh v) (5.16)

seklindedir. Yukaridaki denklemden goriildiigii tizere M yiizeyi dikey hiperbollerin bir
parametreli ailesi kullanilarak elde edilmistir. Spacelike durumda oldugu gibi f ve g
fonksiyonlarinin sabit oldugunu ispatlayarak, M nin bir dénel yiizey oldugunu gostere-

cegiz.
¢ = 0 durumu:

Spacelike diizlemler icin yapilan ispatta oldugu gibi celigkiye diigerek ispati tamam-
layacagiz. Kabul edelim ki f, g fonksiyonlar1 sabit olmasin. (5.16) kullanilarak (5.5)

hesaplanirsa

Z A;(u) cos (jv) + Bj(u) sin (jv) =0 (5.17)

=0
elde edilir.
(1) f veya g fonksiyonlarindan birisinin sabit fonksiyon oldugunu diigiinelim. Kabul
edelim ki en az bir aralikta f’ = 0 ve ¢’ # 0 olsun. Bu durumda (5.17) esitliginden A4
katsayisi

Ay = %CLQTGL(]a(Tg” —2r'g")?
dir. Yukaridaki egitlikten ¢° # 0 oldugundan r¢” — 2r'¢g’ = 0 sonucuna varihir. Bu

diferensiyel denklem ¢’ i¢in ¢oziiliirse
g = pr?, 170
elde edilir. Bu egitlik Ay katsayisinda kullanilirsa
A= 142t =12+
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olmak tizere

1
A2 — —5[127’8(47“,2 + CL2T2A2)

elde edilir. Ay = 0 esitliginin saglanmasi igin
r' =0, A=—-1+p%=0

olmalidir. Bu durumda birinci temel formun katsayilarindan F = 0 olur. Yiizey space-
like oldugundan bu bir celigkidir. Dolayisiyla f sabit bir fonksiyon degildir. ¢' = 0 ve
f' # 0 ise ispat benzerdir.

(2) f ve g fonksiyonlarmin sabit olmadigini kabul edelim. Oyleyse f/,¢' # 0 dir. (5.17)
esitliginden B, katsayisi

(—4f/g/7’/ 4 Tg/f// 4 Tf/g//)(_2f/2rl o 29/27,/ 4 T,flfl/ 4 f/g/l) — 0
dir.
(2.a) —4f'gr" +rf'f"+rf'g"” =0 oldugunu kabul edelim. Bu taktirde

4f/g/7,/ _ rf’g”

" o__
fr="

(5.18)

elde edilir. Bu esitlik A4 = 0 denkleminde kullanilirsa

_ a27,6<f/2 _ 9/2)2(—29/7”/ + Tg”)2
- 8g/2

Ay

olur.
(2.a.1) f? - g% = 0ise ¢ = £f dir. ¢ = f' oldugunu kabul edelim. Oyleyse

g=f+c, g € Rdir. g fonksiyonu Ay ve By de kullanilirsa
A4 — —Cl27“6f/2(—2f,’l“, —l—’l“f”),
B, = CLQTGf/Q(—2f/T’/ +Tf/”)2

elde edilir. Yukaridaki denklemlerde f’ # 0 oldugundan 2’7’ = r f” dir. Bu denklemden
A pozitif sabiti icin f = Mr? elde edilir. Buna gore

A=1—r% 4"
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olmak iizere A, katsayis1 hesaplanirsa
Ay = N8 (4" + a*r? A?)
elde edilir. Ay = 0 esitliginin saglanmasi i¢in
r' =0, A=1—7% 47" =0

olmahdir. Fakat ' = 0 ise A = 1 olur. Bu taktirde As # 0 dir. Bu ise bir geligkidir.
g = —f' ise ispat benzerdir.
(2.a.2) rg" = 2¢'r" ise ¢ = pr?, p > 0 dir. (5.18) kullanirsa f' = A\r?, X > 0 elde edilir.

A= 1+ (=X + p®)r* +r? — rr" olmak tizere A, katsayisim hesaplarsak
1
A2 — _5()\2 +[L2)T8(CL2T2A2 +47“/2)

dir. A; = 0 egitliginin saglanmas: icin

r' =0, (N — p?)rt = —1

olmahdir. Bu esitliklerle birlikte birinci temel formun katsayilarindan £ = 0 olmasiyla
bir celigki elde edilir. Dolayisiyla f ve g sabit fonksiyonlardir.
(2.b) =271 —2¢"r'+rf' f"+ f'g" = 0 ise bu esitlikten f” elde edilerek A, denkleminde

kullanmlirsa
B a27°6(f'2 o g/2)2<_29/7a/ 4 Tg”)Q

A4 8 g/2

bulunur. Buna gore
(2.b.1) f? — g? =0ise ¢ = &f’ dir. Bu durumda ispat (2.a.1) ile aynidir.
(2.b.2) rg" =2¢'r" ise ¢ = M2, A > 0 dir. Bu durumda ise ispat (2.a.2) ile aymdir.
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¢ # 0 durumu:
(5.17) denkleminden Ag ve Bg katsayilari

1
AS — _3_262T8(f,8 + 28f/69/2 + 70f129/6 + ng)’
1
BS — Z027,8.]1'/.9/(.](- + 7f/4g/2 + 7f/2g/4 4 g/G)
olur. a(u) = (f(u),g(u),0) diizlemsel egrisi sabit olmadigindan

f'(u) = ¢'(u) cosh(d(w)), g'(u) = ¢(u)sinh(¢(u)), ¢ = f*—g”

olmak iizere egriyi (f(u),g(u)) = (x(¢(u), y(P(u)) yay uzunluklu olacak bigimde para-

metrelendirelim. [’ ve ¢’ fonksiyonlarimin bu degerleri icin Ag and Bg katsayilar: tekrar

hesaplanirsa
L 558
Ag = —3—20r¢ cosh(8¢(u)),
1
By = 3—2027’8gb'8sinh(8gz5(u))

elde edilir. ¢ # 0 ve r > 0 oldugundan en az bir aralikta ¢’ = 0 dir. Buna gore

f? — ¢ = 0 olur. Yani « egrisi sabit bir egridir. Bu ise kabulumiiz ile geligir.
III. Diizlemler lightlike ise:

E3 de yapilan bir hareketten sonra r > 0, f ve g fonksiyonlar diizgiin fonksiyonlar

olmak tizere M yiizeyinin parametrik denklemini

’U2

X(u,v) = (f(u), g(u) +u, g(u) —u) + (v, r(u) 7, r(u)) (5.19)

2
2
ile verebiliriz. Bu durumda, f fonksiyonu sabit ise M bir donel yiizeydir.

¢ = 0 durumu

40? = 1 alimarak, (5.5) esitligi (5.19) parametrik denklemi kullanilarak hesaplanirsa

i A;(u)™ =0 (5.20)

J=0
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bulunur. (5.5) esitligindeki biitiin A;(u) katsayilar: sifir olmalidir. Ag = 0 esitligini
hesaplarsak

Ag = —2a2(2r? — ') (—4rr’ +1")?

elde edilir. Burada iki durum vardir:

(1) 2r* — 1" =0 ise
1
= — AeR
r(u) —on v €
elde edilir. Buna gore
166 f'(—Af 4+ Qu+ A f7)?
B (2u + A)®

olarak hesaplanir. Az = 0 ise iki durum stzkonusudur.

As

(1.a) f' =0 ise f sabit bir fonksiyon ve M donel bir yiizeydir.

(1.b) —4f" + (2u+ \)f" =0 ise

A

(2u+A)

elde edilir. Bu taktirde Ay = —256f"? bulunur. A, = 0 esitliginden f’ = 0 olur.

f/l —

Dolayisiyla M donel yiizeydir.
(2) —4rr" + 1" = 0 oldugunu kabul edelim. Bu taktirde A4 = 0 denkleminden

2(2r? + 2a%a” — ') + 4a’rar'd” + a®r*a”? = 0
elde edilir. Yukaridaki esitligi biraz daha sadelestirsek
a(rf’ +2r' 2 + 22 =) =0

olur. —4rr’ 4+ r"” = 0 esitliginin birinci integralini alirsak k # 0 sabiti icin 212 — 1’ = k

elde edilir. Buna A4 = 0 esitliginden
a2(7”f” + 2T/f/)2 + 2T12k — O

bulunur.
(2.a) Yukanidaki egitlikte k& > 0 ise r sabit bir fonksiyon ve f” = 0 olur. Buna gore
f(u) = Au + p oldugundan

Ay = —16a*r*(Nr 4+ 4rg + ¢")* =0
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elde edilir. A*r + 4r¢ + ¢" = 0 denkleminden
g(u) = =Nu/4 — e 4 [ (4r) + ¢y, cr,02 €R

bulunur. Bu taktirde (5.20) esitligini tekrar hesaplarsak —256¢;7%e=8 = 0 elde edilir.
Bu sonug ise bir ¢eligkidir.

(2.b) k = —)\ < 0 oldugunu kabul edelim. Oyleyse A4 = 0 denkleminden

rf" 42 ff = £/2)\/a?r’ (5.21)

bulunur. (5.21) esitliginden
V2kr' —2af'r’

"o
f - ar

elde edilir. Az = 0 denkleminde 1" = 2r* — k, 7" = 4r(2r? — k) ve (5.22) esitlikleri

(5.22)

kullanilirsa

O2VREPr 4 A2k — 2akr 1 — dar® f' 4+ V2ka’r [ + 4202V krg'
V2ka?

bulunur. Ay = 0 denkleminde 1’ = 272 —k, r" = 4r(2r2 — k), (5.22) ve (5.23) kullamlirsa

b”

(5.23)

Y r?(4k? + 8kr? + aka’? — 2a*r?a’?)
B 2a2k(k — 2r?)

elde edilir. A; = 0 denkleminde 7' = 2r% — k, v = 4r(2r? — k), (5.22), (5.23) ve (5.24)

(5.24)

kullanilirsa
a - 64+ 2kr3 (k + 2r?)3
1= ad(k — 2r?)

elde edilir. Yukaridaki esitlikten (k + 2r?)% = 0 olur. Dolayisiyla 2r? = A ve r sabit bir

sayidir. 7/ = 2r? + X oldugundan \ = 0 elde edilir. Bu ise varsayimla celisir.
¢ # 0 durumu

(5.6) esitligi, (5.19) kullamlarak tekrar hesaplanirsa

> Bj(u)p" =0 (5.25)

J=0

elde edilir. Bg = 0 denkleminden
—64c*(=2r* + 1) =0
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hesaplanir. Dolayisiyla —2r2 + 7' = 0 demektir. Bu esitlikten

() = ——

— R
— 1t

elde edilir. r(u) degeri Bs katsayisinda yerine yazilirsa

10242
T Qutp)p

bulunur. Oyleyse f/ = 0 oldugundan M yiizeyi donel yiizeydir.

Sonug 5.1. £ de H = 0 veya K = 0 olmak {izere donel yiizey diginda, foliasyon
diizlemleri paralel olan bir spacelike cyclic yiizey i¢in
(1) H = 0 olsun. Foliasyon diizlemlerinin spacelike veya timelike olmasina bagh

olarak sirasiyla e = 1 veya e = —1 ve A, u € R olmak iizere (5.7) ve (5.16) esitliklerinden
f= X7, g = pr?, L—(eN 4+ p2)r* =2+ =0

elde edilir.

Foliasyon diizlemleri lightlike ise r = tan(2u) ve A, 4 € R olmak iizere

f=Mu+ %cot(2u)), = 3%(4@ 30w — 402 cot(2u) — (A2 — 4p1) sin(4u))

elde edilir.
(2) K = 0 olsun. Foliasyon diizlemleri spacelike veya timelike ise f” = ¢’ =" =0
ve foliasyon diizlemleri lightlike ise A, 1 € R olmak iizere f” = ¢’ =0ver = A/u+p

diir.

Ispat E3 de donel yiizey diginda foliasyon diizlemleri paralel olan bir spacelike cyclic
yiizey verilsin.
(1) H = 0 ve foliasyon diizlemleri spacelike veya timelike olsun. (5.7) ve (5.16) kul-

lanilarak yiizeyin ortalama egriligi hesaplanirsa A; = 0 esitliginden
2f'r" —rf" =0 (5.26)

elde edilir. Bu diferensiyel denklem f’ icin ¢oziiliirse f’ = Ar%, A > 0 bulunur. B; =0
esitliginden
2¢'r" —rg" =0 (5.27)
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elde edilir. Bu diferensiyel denklem ise ¢’ icin ¢oziiliirse ¢’ = pr?, p > 0 dir. f' = A\r?

ve g’ = pr? esitlikleri H = 0 esitliginde yerine yazilirsa
L —(eXN + p2)r* =1 4" =0

bulunur.
Foliasyon diizlemleri lightlike ise (5.19) kullamlarak ortalama egrilik hesaplanirsa
As = 0 esitliginden

drr —r" =0

elde edilir. Bu diferensiyel denklemden

¢y tan (\/201'& + \/20102)
V2

bulunur. ¢; = 2 ve ¢3 = 0 olarak alinirsa
r = tan(2u) (5.28)
olur. Bulunan fonksiyon A; katsayisinda kullanilirsa
8f" + sin(4u) f" =0
elde edilir. Bu diferensiyel denklemden

f=c—q (u + %cot(Zu))

hesaplanir. ¢; = —\ ve ¢o = 0 alinirsa

F=A <u + %m(m)) (5.29)

bulunur. (5.28) ve (5.29) de elde edilen r ve f fonksiyonlar1 H = 0 esitliginde yerine
yazilirsa

M cot?(2u) + 4¢' tan(2u) + ¢" =0

elde edilir. Bu diferensiyel denklemden

g= 3% (4(4p — 3X*)u — 4X* cot(2u) — (A? — 4p) sin(4u))
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olarak hesaplanir.
(2) K = 0 ve foliasyon diizlemleri spacelike veya timelike olsun. (5.7) ve (5.16) kul-

lanilarak Gauss egriligi hesaplanirsa
cos(v) f" +sin(v)g” +r" =0

elde edilir. Dolayisiyla f” = ¢ =" =0 dir.
Foliasyon diizlemleri lightlike ise (5.19) kullanlarak Gauss egriligi hesaplanirsa A = 0
esitliginden

—47"? 4 217" =0

elde edilir. Bu diferensiyel denklemden

A
=i

r Ap€ER (5.30)

olarak hesaplanir. Bulunan r fonksiyonu A; = 0 egitliginde kullanilirsa
_4,’,_2fll =0

elde edilir. r # 0 oldugundan
=0 (5.31)
dir. (5.30) ve (5.31) esitlikleri K = 0 egitliginde yerine yazilirsa

4A /"
9 _p
U+

elde edilir. A # 0 oldugundan
gll — 0
dur.
Uciincii boliimde E? Minkowski uzaymda pseudohiperbolik yiizeylerin, Oklid uzaymm
kiireleriyle aym ozellikleri gosteren spacelike yiizeyler oldugunu belirtmistik. E% uza-

ymn bir izometrisinden sonra, zy € E} merkezli, r > 0 yaricaph bir pseudohiperbolik

yiizeyin parametrik denklemi
H2,1<7’; CUO) = {J] c Ei’ : <:L’ — X, T — I0> — _7,2}
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seklindedir. H?!(r, zq) pseudohiperbolik yiizeyi
{ZL’% - I% - T27 T2 = 0}

hiperboliiniin  z3 ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen denklemi
22+ 22 — 22 = —r? olan ¢ift kanath eliptik hiperboloiddir. Bu yiizeyin ortalama egriligi
H = 1/r ve Gauss egriligi K = 1/r? dir. Buna gore H*!(r,z¢), aH + bK = c esitligine
gore a, b, ¢ sabitlerinin farkli se¢imleri i¢in bir lineer Weingarten yiizeyidir. Bu yiizey
donel yiizey olmasina ragmen herhangi bir paralel olmayan diizlemlerin bir parametreli
ailesi ile H*(r,x¢) yiizeyinin arakesiti cemberlerdir. Oyleyse H*!(r, z0) m foliasyon

diizlemleri paralel degildir. Jimdi bu gercekle birlikte agagidaki teoremi verelim.

Teorem 5.2. M yiizeyi E? de bir spacelike cyclic yiizey olsun. Eger M lineer Wein-
garten yiizeyi ise M bir pseudohiperbolik yiizeydir veya yiizeyin foliasyon diizlemleri

paraleldir.

Ispat M yiizeyi bir parametreli cemberlerin ailesinin foliasyonu ile elde edilen bir space-
like lineer Weingarten yiizeyi olsun. I C R ve u € I, M yi tamimlayan her bir fo-
liasyon diizleminin parametresi olsun. N(u), her bir u—diizlemine dik, diizgiin birim
vektor alani olsun. u—diizlemlerinin paralel olmadigini kabul edelim. M yiizeyinin bir
pseudohiperbolik yiizey oldugunu gosterecegiz. Oyleyse en az bir aralikta N'(u) # 0 dir.
Genelligi bozmadan bu aralikta ¢cemberleri kapsayan diizlemlerin ayni1 causal karaktere
sahip oldugunu kabul edelim. N vektor alaninin bir integral egrisi I" olsun. Bu taktirde
" bir dogru degildir. I" egrisinin Frenet ¢atisini {¢,n,b} olarak tamimlayalim. Foliasyon
diizlemlerinin causal karakterinin spacelike, timelike ve lightlike olmasina bagl olarak
ti¢ durum bulunmaktadir. Her bir durumda aH + bK = ¢ bagintisina gore ispati ¢ = 0

ve ¢ # 0 durumlan igin inceleyecegiz.
I. Diizlemler spacelike ise:

Her bir u—diizleminin bir ortonormal tabam {e;(u), ea(u)} olsun. Foliasyonun u-gember-

lerinin yarigap: 7(u) > 0 ve foliasyonun u-¢emberlerinin merkezi ¢ = c¢(u) olmak iizere
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M yiizeyini

X(u,v) = c(u) 4+ r(u)(cos(v)er(u) + sin(v)eaz(u)) (5.32)
olarak parametrelendirelim. Burada c(u) ve r(u) diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.
Bu durumda t = N vektorii I' egrisinin birim teget vektoriidiir. I' egrisinin egriligi «

ve burulmas: o olmak iizere Frenet formiilleri ise

' = kn
n' = kt+ob
bV = —on

seklindedir.
a, [ ve 7, u iizerinde diizgiin fonksiyonlar olmak iizere ve ¢ = at + n + b olsun.

Koordinatlarin degisiminden sonra M yiizeyi parametrik olarak
X(u,v) = c(u) + r(u)(cos(v) n(u) + sin(v) b(u))

seklinde yazilir. Burada t timelike birim vektor, n ve b spacelike birim vektorlerdir.
t timelike birim vektor oldugundan I' timelike bir egridir. I' bir dogru olmadigindan
k # 0 dir. ¢ ve Frenet formiilleri kullanilarak A; ve B;, u tizerinde diizgiin fonksiyonlar

olmak tizere aH + bK = c esitliginden

Z Aj(u) cos (jv) + Bj(u)sin (jv) =0

Jj=0

olarak elde edilir.
aH + bK = c bagintisinda ¢ = 0 durumu:
Genelligi bozmadan 4b*> = 1 oldugunu kabul edelim. Bg katsayisini hesaplarsak

By (2a*(38* — 108%4* + 37*) + k2(1 + 12a°r%)(7* — B*) + r’k*(1 + 6a’r?)) =0
(5.33)

elde edilir. Yukaridaki esitlikte {ic durum sézkonusudur.
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(1) 7 'nin bir alt araliginda § = 0 oldugunu kabul edelim. Bu taktirde Ag = 0 egitligi
(v* +1r°k%)” (4a®7* + (1 + 4a*r®)K*) =0

olarak hesaplanir. v # 0 ve rx # 0 oldugundan yukaridaki egitlik bir geligkidir.
(2) I 'nin bir alt arahginda v = 0 oldugunu kabul edelim. Bu taktirde Ag = 0 esitligin-
den
(5% — rx?)? ((1+4a®r?)k* — 4a262) =0
elde edilir.
(2.a) 8 = r?k? ise bu durumda

9
A6 — —3—2567’10(05 o T'I)2

olur. Ag = 0 esitliginden a = ¢/ diir. v = 0, 8> = r?k? ve a = 1/ almarak W
hesaplanirsa W = 0 elde edilir. W > 0 oldugundan bu bir geligkidir.

(2.b) (1 +4a®r?)k? = 4a2p? ise A7 = 0 denkleminden
?(1 + 4ar?) = 4a*r*r”
elde edilir. Bu taktirde
1 rr’

b ==k @—l—rz, o=

esitlikleri icin

olur. Yukaridaki ifadeye gore

1 2
C:CO—|— @—FT t

olacak bicimde ¢y € E? vardir. Oyleyse yiizeyin parametrik denklemi

X (u,v) =¢o+ ﬁ + r(u)? t(u) + r(u)(cos(v) n(u) + sin(v) b(u)) (5.34)
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olur. Buna gore (5.34) den

(X (u,v) — co, X(u,v) — co) = _4_;2

dir. Dolayisiyla yiizey bir pseudohiperbolik yiizeydir.
(3) I 'nin bir alt araliginda v # 0 oldugunu kabul edelim. Bg = 0 esitliginden

2a%(35* — 106%72 + 39%) + k2(1 + 12a*73) (72 — B%) + r’&* (1 + 6ar?) = 0

elde edilir. Buradan /3*’yi hesaplarsak

A = 1/256a29* 4 16a272k2 + 192a21272K2 + K4

olmak {izere

1
B = o3 (20a*7* + (1 + 12a°r*)k* + A)
a

dir. Hesaplamalarimizi

1
B% = o (20a*7* + (1 + 12a*r%)k* + A)
a

alarak yapalim. (— i¢in hesaplamalar benzer olarak elde edilir). x # 0 oldugu dikkate

almarak 3% degeri Ag de yerine yazilirsa

2662415 + Kk® 4+ 1536a*y*K%(1 + 2a°r?) + 72a%y*K*

= —(1792a%k* + K* + 64a®y?K2(1 + 12a%r%)) A.
esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinin karesi alinarak sadelestirmeler yapilirsa
(v + £*r?) ((16a°y* + £*)* + 256a°r*y°K?)) = 0
elde edilir. Bu esitlik ise bir celigkidir.
aH + bK = c bagintisinda ¢ # 0 durumu:

Genelligi bozmadan ¢ = 1 oldugunu kabul edelim. b = 0 veya a = 0 durumlar: sifir-
dan farkl sabit ortalama egrilikli veya sifirdan farkl sabit Gauss egrilikli yiizeyler igin

yapilan calismalara kargilik geldiginden bu durumlar incelenmeyecektir.
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Ag ve By katsayilar1 hesaplanirsa

r1 = B%— (289 + K%(a® + 2b + 4r%))3°
+(709* + 157262 (3(a® + 2b + 47%) + k*(b* + 3(a® + 2b)r® + 67%))5*
+(—2875 — 157*K2(a® + 20 + 47%) — k%72 (26% + 3(a® + 2b)r? + 4r)
—67%K%(b* + 3(a® + 2b)r* + 61*)) B2

+(72 + 7“2/{2)2(74 + 72/{2(a2 + 2b + 27"2) + /{4(b2 + (a2 + 2b)7“2 + 7"4)),

zg = —4B°+ (2897 + 3Kx%(a® + 2b + 4r%))5*
—2(147* + 5v*K%(a® 4 20 + 4r?) + k*(b? + 3(a® + 2b)r* + 6r%)3°
+(? 4+ 262 (4" + 2K%(3a® + 6b + 81%) + k(207 + 3(a® + 2b)r* + 4r")

olmak tizere

1 1
Ag = 3—2T8$1, Bg = 1—6577“%2

elde edilir. Bg = 0 denkleminden ii¢ durum sézkonusudur:

(1) I nmn bir alt arahginda v = 0 olsun. Oyleyse Ag = 0 esitliginden
(5% — rx?)? (64 — (a® + 204 2r?) %K% + (b* + (a® + 2b)r? + r)Kt) =0

elde edilir.

(1.a) 5* = r?k? olsun. Genelligi bozmadan 3 = rx oldugunu varsayalim. Buna gore
Ag = —gbzﬁﬁrlo(a —7')2 olur. Dolayisiyla o = 7’ ve bu esitlige bagh olarak W = 0 elde
edilir. Bu ise bir celigkidir.

(1.b) B* — (a® + 2b + 2r?)3*k% + (b% + (a® + 2b)7r? + 1*)k* = 0 olsun. Bu denklemi 3

ye bagl ikinci dereceden bir denklem olarak ele alirsak
1
5 = on? <a2 b+ 22) + ava? 1 4b) (5.35)

olur. (5.35) esitliginden a® + 4b > 0 olmak zorundadir. Eger a? + 4b = 0 ise (5.35)
2
esitliginde b = _az yerine yazilirsa 3> = (a? + 4r?)k?/4 bulunur. Buna gére B; = 0

denkleminden

1
@a‘l/fr?a\/cﬂ +4r2(ava? + 412 — 2r")2 = 0
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elde edilir. Eger o = 0 ise A5 = 0 denkleminden av/a? + 4r2 — 2rr’ = 0 bulunur. Sonug
2rr’

Ja® 1 42

olarak 0 = 0 veya ¢ # 0 i¢in a = dir. Buna gore

2rr! 5 va? + 4r?
O — = K
Vva? + 4r? 2

oldugundan Frenet formiilleri kullanmilarak

!/
, <\/a2 + 4r? t)

B 2
elde edilir. Bu durumda
N R

C:CO+Tt

olacak bigimde ¢y € E? vardir. Elde edilen esitlikler M yiizeyinin parametrik denkle-

minde yerine yazilirsa

X (u,v) =co+ 5

t(u) 4+ r(u)(cos(v) n(u) + sin(v) b(u))

olur. Sonug olarak (X (u,v) — co, X (u,v) — o) = —a?/4 elde edilir. Dolayisiyla yiizey
bir pseudohiperbolik yiizeydir.
Eger a? + 4b > 0 ise A; = 0 denkleminden

A=2b+ala+ Va®+4b), B = a® + 4ab + (a* + 2b)Va2 + 4b

olmak iizere

1
A; = 6—4aAB/<5r9(a/<2 — kB +K'B)=0

elde edilir. a®+4b > 0 oldugundan A, B sayilar1 hi¢ bir zaman sifir olamaz. Dolayisiyla

A7 = 0 esitliginden ax? — k3’ + k' = 0 sonucunu cikaririz. Oyleyse

()

elde edilir. ¢ egrisinin tiirevi

oldugundan



bulunur. X (u,v) parametrik denklemini yazarsak
X (u,v) =co+ ét(u) + r(u)(cos(v) n(u) + sin(v) b(u))
K

olur. (5.35) kullanilarak

(X (u,v) — co, X(u,v) — o) = —%+T(u)2 =— (a——l—bj:g\/az—l—élb)

2

elde edilir. Buna gore M yiizeyi pseudohiperbolik yiizeydir.
(2) I min bir alt araliginda 8 = 0 olsun. Bu durumda

v =yt (a® 20+ 27K+ (B2 + (a® + 20)r + rh)R?

21 = 8y 4+ (7(a® + 2b) 4 167?) k%> + (6b% 4 T(a® + 2b)r* + 8r*)k™.

olmak fizere

1 1

Ag = ——1*(v* + K>y, Ay = ——arr® (v’ + £°r*)z

32 16

olur. « nin sifirdan farkli oldugunu kabul edelim. y; = 0 denkleminden

2

7P = 5 (kv +4b - (a? +20+ 2r%))

elde edilir. Bu deger z; = 0 denkleminde yerine yazilirsa

Va2 +4b (j:a\/a2+4b— (a2+2b)) =0

bulunur.  a®> + 40 = 0 ise 7? negatif bir sayiya esit olur.

Dolayisiyla

ava?+4b = £(a® + 2b) elde edilir. Burada ifadenin her iki tarafinin karesi alimip

sadelestirmeler yapilirsa b = 0 elde edilir. Bu ise bir geligkidir. Dolayisiyla @ = 0

olmahdir. y; = 0 denklemi
v (@ + 20+ 27 Py (B2 4 (a® + 20)r + )kt =0

oldugundan

V=

(:I:a\/ a? +4b — (a® 4 2b + 27“2)) K2

DN | —
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elde edilir. Burada parantezin i¢indeki ifadenin pozitif bir sayiya esit olamayacagini yani
+av/a? + 4b — (a® + 2b + 2r?) < 0 oldugunu gosterecegiz. Bu fonksiyon r {izerinde a ya
bagh olarak azalan bir fonksiyondur. r = 0 kabul edelim. +av/a2 + 4b — (a®>+20) <0
oldugunu gosterecegiz. Burada a®+4b > 0 oldugundan a?+2b > 0 olur. @ nin isaretine
bagh olarak iki durum stzkonusudur. a > 0 ise — (a\/m + (a® + 2b)) < 0 oldugu
asikardir.

2

b
Va?+4b < a? +4b+ —

42

(=)
a+ —
a
(a® + 2b)?

a

avaz+4b < a>+2b

IN

oldugundan +av/a® + 4b — (a® + 2b) < 0 elde edilir. a < 0 icin esitsizligin dogru oldugu
benzer bigimde gosterilir. Dolayisiyla (5.36) esitliginde verilen v = 0 olmahdir. Bu
durum ise (1) sikkinda incelenmistir.

(3) I nin bir alt araliginda v = 0 olsun. Burada yapilan hesaplamalar ¢ok kompleks
ve uzun oldugundan dolay ispat1 detaylara girmeden ana hatlariyla verecegiz. = = /3°

ve y = 2 olsun. x; = 0 denkleminde a? + 2b elde edilerek x5 = 0 da yerine yazilirsa
(@ +9)% +2(y — 2)r26? + 16" ((z +)* + 2y — 2)r*s® — P +r%6Y) =0 (5.37)

elde edilir. Eger (5.37) esitligindeki (x+y)?+2(y—x)r’k*+rk* = 0 ifadesi r?x? ye bagh
ikinci dereceden bir polinom fonksiyonu olarak alinirsa diskriminantinin A = —16xy

negatif bir say1 oldugu goriiliir. Dolayisiyla bu durum imkansizdir. Boylece
(z+y)*+2(y — 2)r’k* = 0’k + 16 =0 (5.38)
olur. Yukaridaki esitlikten

y=—x —1r’* + kV4xr? + b2x2 (5.39)
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dir. (5.39) kullamlarak zo = 0 denkleminden v/4x7r? + b2 ifadesi elde edildikten sonra

bu esitlik z; = 0 denkleminde yerine yazilirsa
162 — 8x(a® + 2b + 2r*)k* + (a* + 4a®b)k* = 0

veya

25621 — 5122372K2 — 12822 (b* — 2rY)k* + 64b%xr?kS + 30 K% = 0

elde edilir. Iki durumda da birbirine benzer islemler yapilacagindan sadece birinci

esitligi inceleyecegiz. Eger
1622 — 8z(a® + 2b + 2rH)k? + (a* + 4a®b)k* = 0

ise

Q= \/a2r2 (b+1r2)?

olmak {izere
2

B = (@ + 2+ 27 F2Q) (5.40)

ve

2
A2 = %(4\/832 +72(a? 4 20+ 2r2 £ 2Q) — (a* + 2b + 6r%) F 2Q) (5.41)

olarak hesaplanir. 3? ve 72 icin elde edilen bu degerleri z; = 0 denkleminde yerine

yazarsak, x; = 0 denklemi sadece r(u) ya bagh

(r /T (@ 1202 ) =0

seklinde bir rasyonel fonksiyon olacaktir. Burada a, b sabit sayilar oldugundan r sabit

bir fonksiyondur.
p=x-y,  q=(v—y) -4y

degisikligini yaparsak
z=(p+ V20’ —q)/2, y=(-p+v2p*—q)/2 (5.42)

veya
r=(p—V2*—q))/2, y=(—p—2*—q)/2 (5.43)
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elde edilir. (5.42) ve (5.43) igin yapilacak iglemler benzer olacagindan iglemlerimizde

(5.43)"1 kullanacagiz. (5.43) kullanilarak (5.38) tekrar hesaplanirsa
2% —q —2pr?k2 + (r* = PR =0 = ¢ = 2p® — 2pr? K + (r* — BH)k? (5.44)

elde edilir. Simdi (5.43) kullamilarak z; = 0 ve 22 = 0 denklemlerinden elde edilen ¢

degerleri birbirine egitlenirse

(p—7?K2)(2p— (@ +2(b+72)) k%) (4p® —2p(a® +2b+4r*) K* + (D> +2a*r? +4br? +-4r*)k*) = 0
(5.45)

olur. (5.44) ve (5.45) kullamilarak p ve ¢ igin farkli degerler elde edilir. r sabit bir

fonksiyon oldugundan (5.45) de r = R = sabit alinirsa ii¢ durum vardir.

(i) p = R%k? ve 15 = 0 denkleminden elde edilen ¢ = R%k* degeri igin (5.43) tekrar

hesaplanirsa z = 3% = 0 olur. Bu durum ise bir celigkidir.

(ii) p = (a®* + 2(b + R*)k*/2 denkleminden ve x5 = 0 denkleminden elde edilen

I£4

4= ((a*+2(b+ R*)? +24°(2b + R?))

degeri icin  ve v hesaplanirsa

8 = gm\/ (@204 m) - 2f@re @r ). (B0

v o= %m\/<— ((a® 4+ 2(b+ R?)) — 2\/(a2r2 +(b+ R2)2))

elde edilir. (5.46) A7 ve By hesaplanirken kullanilirsa

1

A; = 3—2(12(&2 +2b)(a® 4 4b)R%ak” = 0,
1

B; = g(a4 + 4a®b + 2b*)Byar® =0

bulunur. A; = 0 esitliginde a® + 2b = 0 veya a® + 4b = 0 ise B; = 0 esitliginden 3 # 0
ve 7 # 0 oldugundan o = 0 elde edilir. (5.46) ve a = 0 esitlikleri A5 ve Bj de yerlerine

yazilirsa
1
Ay = 3—2a2(a2 + 2b)(a® 4 4b) R¥yk%0 = 0,
1
By = _Z<a4 + 4a%b + 2b2)ﬁfya/<;5 =0
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olarak hesaplamir. As = 0 egitliginde (a® 4+ 2b) = 0 veya (a* + 4b) = 0 ise By = 0
esitliginden 8 # 0 ve v # 0 oldugundan o = 0 elde edilir. Son olarak bu esitliklerle

birlikte birinci temel formun katsayilarindan

E = —K? (\/c2R2 + (b+ R2)2 + R?cos® U) <0

elde edilir. Bu ise bir geligkidir.
(iii) 4p* — 2p(a® + 2b + 4R*)K? + (b* + 2a®R? + 4bR? + 4R*)k* = 0 denkleminden

2

p= %((Cﬁ +2b + AR?) + a®Va? + 4b)

elde edilir. Genelligi bozmadan islemlerimizde
2

p= ’% <(a2 +2b+ 4R?) + a®Va? + 4b> (5.47)

kullanacagiz. (5.47) denklemi ve xo = 0 denkleminden elde edilen

4
q= % (a* + 4a®b + 20° + 2(a® + 2b) R* + 4R") + a(a® + 2(b+ R*)) Via? + 4b

degeri icin 3 ve v hesaplanirsa

A=a’+2b+4R* + ava® + 4b + 2\/§R\/a2 +2b+2R? + ava® + 4b

olmak tizere

1

g = H(gA)% (5.48)

1 \2
v = (o54)

elde edilir. Bu fonksiyonlar i¢in A7 ve B; katsayilar1 hesaplanirsa

1
Ar = Vet db <a4 + 4a®b + 2b° — a(a® + 2b)Va? + 46) Rlar” =0,

1
B; = Ega\/ a? +4b <a2 +2b+ava®+ 4b> R°Byak’®

bulunur. A; = 0 esitliginde a* + 4b = 0 ise (5.48) esitliginden

1
v = m\/—g <a2 +2b+ 4R? + 2v/2RVa? + 2b + 2R2>
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olur. ~ ifadesinde her zaman a? + 2b + 2R* > 0 dir. a? + 2b + 2R* = 0 ise
v = K/ —%RQ elde edilir. Karekokiin i¢i hichir zaman negatif olamayacagindan bu
bir celigkidir. a? 4 2b+ 2R? > 0 oldugunda ise karekokiin ici yine negatif bir sayiya esit
olacagmndan a? + 4b # 0 olmak zorundadir.

a* 4 4a?b+ 20> = —a(a® +2b)\/a® + 4b ise her iki tarafin karesi alinarak sadelestirmeler
yapilirsa 4b* = 0 elde edilir. Bu ise bir geligkidir. Dolayisiyla o = 0 dir. (5.48) ve
a =0, As de yerlerine yazilirsa

ﬁ a? + 4b (a4 + 4a*b + 2b* — a(a® + Zb)\/m> Rvkb0 =0

elde edilir. Bu taktirde v # 0 oldugundan o = 0 dir. Son olarak (5.48), « =0 ve 0 =0

ise

2
E = _% (\/§R\/a2+2b+2R2+a\/a2+4b—|—2R2cos2v> <0

elde edilir. Bu ise bir geligkidir.
I1. Diizlemler timelike ise:

—(e1,e1) = (ez,e3) = 1 olmak iizere her bir u—diizleminin bir ortonormal tabamn
{e1(u), ea(u)} olsun. r(u) > 0 foliasyonun u—gemberlerinin yarigapt ve ¢ = c(u) fo-

liasyonun u—cemberlerinin merkezi olmak tizere M yiizeyinin parametrik denklemi
X (u,v) = ¢(u) + r(u)(coshv e1(u) 4 sinh v eg(u)) (5.49)

seklindedir. Burada c(u) ve r(u) diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. Bu durumda
t = N vektorii I' egrisi boyunca spacelike birim teget vektor oldugundan I' spacelike
bir egridir. Foliasyon diizlemlerinin paralel olmadigini kabul edecegimizden N’ = ¢’ # 0
dir. Diger taraftan (¢/,¢) = 0 dir. Burada ¢’ niin causal karakterine bagh olarak tig

durum incelenecektir.

Birinci durum. t" spacelike ((#,t) > 0) olsun. I' egrisinin {t,n,b}

(b =t A n) Frenet catisim diigiinelim. Burada ¢ ve n spacelike vektorler, b ise timelike
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vektordiir. I' egrisinin egriligi £ ve burulmasi ¢ olmak iizere Frenet formiilleri ise

t' = kn
n' = —kt+ob
V¥ = on
dir.
a, B ve v, u iizerinde diizgiin fonksiyonlar olmak iizere ¢ ' = at + n + b olsun.

Koordinatlarin degisikligi ile (5.49) parametrik olarak
X(u,v) = c¢(u) + r(u) sinh v n(u) + r(u) coshv b(u)

olarak yazilir. I' bir dogru olmadigindan « # 0 dir. A; ve B;, u tizerinde diizgiin fonksi-
yonlar olmak iizere ¢’ ve Frenet denklemleri kullanildiginda aH + bK = c esitliginden

> " Aj(u) cosh (v) + B;(u) sinh (v) = 0

Jj=0

olarak elde edilir.
aH + bK = c bagintisinda ¢ = 0 durumu:
Genelligi bozmadan 4b* = 1 oldugunu kabul edelim. Bg katsayisimi hesaplarsak

K287 (2a° (3% + 108%7% + 3v*) — k*(1 — 12a°r%)(v* + %) + r’k* (=1 + 6a’r?)) = 0
(5.50)
elde edilir. (5.50) esitliginde ti¢ durum vardir:
(1) { 'nin bir alt araliginda § = 0 oldugunu kabul edelim. Bu taktirde Ag = 0 egitligi

P2 (7 = r?k%)? (—4a*y® + (-1 + 4a®r®)K*) = 0

olarak hesaplanir.

(1.a) v2 = r?x? olsun. Bu taktirde Ag = 0 esitliginden

9
—3—214367’1()(@2 4 T/2)2 =0

86



elde edilir. k # 0 ve r # 0 oldugundan a? = —r"? olmas1 bir celigkidir.

(1.b) —4a*y* + (—1 + 4a*r*)k* = 0 olsun. Bu taktirde

kvV4a?r?2 — 1

5 (5.51)

’y:

elde edilir. (5.51) egitligi A7 = 0 esitliginde yerine yazilirsa

0y k7 rak’

A = — =0, B = ——
! 128a+/4a2r? — 1 ’ 25602

bulunur. Bu egitliklerden o« = 0 ve ' = 0 dir. Bu taktirde Bs = 0 esitliginden

rkov4a2r? — 1 0
128a3 N

elde edilir. Dolayistyla 4a?r? — 1 = 0 veya o = 0 dir.
1
4a%r? —1 =01ise r = j:2— dir. Bu taktirde (5.51) den v = 0 olur. o = 0 ise Ay = 0
a
esitliginden
r8(—3 — 8a?r? + 80a*r*)k®

5124% =0

1

elde edilir. (—3 — 8a?r? + 80a'r?) = 0 ise r = iz— dir. Bu taktirde yine (5.51) den
a

v = 0 olur. Dolayisiyla egrinin merkezi c(u) = ¢q (sabit), ¢y € R? oldugundan

(X (u,v) — co, X (u,v) — o) = —4_22

elde edilir. Dolayisiyla M yiizeyi bir pseudohiperbolik yiizeydir.
(2) { 'nin bir alt araliginda v = 0 oldugunu kabul edelim. Bu taktirde Ag = 0 egitligin-
den
k(8% — r’k?)? ((—1 + 4a*r?)k? — 4a262) =0
elde edilir.
(2.a) 3% = r2k? ise Ag = 0 esitliginden
9
_3_2%&67,10(0[ . 7”/)2 =0
elde edilir. Bu taktirde a = 7’ dir. a =1’ ise W = 0 dir. Bu ise bir c¢eligkidir.
(2.b) 4a?p% = (—1 + 4a%r?)k? ise

w/—T T da?r?

=+
b 2a
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dir. Genelligi bozmadan
/T T da2r

p= 2a

oldugunu kabul edelim. Bu esitlik A7 = 0 esitliginde kullanilirsa

(0 — 2arr’ )
B Vv =1+ 4a?r? —0
25602
2 !
elde edilir. Buradan a = oL olur.

oldugundan

, 2arr’ V1T daer? VoItdar
¢ = t+ kn=|(————1
V1t e 2 2a

bulunur. Yukaridaki esitligin her iki tarafinin integralini alirsak

1 2
C=(C + —@ +ret
elde edilir. Buna gore yiizey
1
X(u,v) = co + “_E + 72 t(u) + r(u) sinhv n(u) + r(u) coshv b(u)
a

biciminde parametrelendirilebilir. Buradan

1

(X(u,v) — co, X(u,v) — co) = e

bulunur. Oyleyse M bir pseudohiperbolik yiizeydir.
(3) I 'nin bir alt araliginda Sy # 0 oldugunu kabul edelim. Bg = 0 katsayisindan

(2a*(368* + 108%* + 3+*) — k*(1 — 12a*r°)(v* + B°) + r’k* (=1 + 6a’r?)) =0

elde edilir. Bu esitlikten 5? yi hesaplanirsak

A = /256024 + 16a272K2 — 192a2r272K2 + K4
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olmak tizere

1
B = oo (—20a*y* — (1 — 12a°r%)k* £ A)

dir. Hesaplamalarimizi

52

= 5o (—20a%y* — (1 + 12a*r%)K* — A)
a

alarak yapalim. (+ igin hesaplamalar benzer olarak elde edilir). x # 0 oldugu dikkate

almarak 3% degeri Ag de yerine yazilirsa

2662475 + Kk® 4+ 1536a*y*K%(1 + 2a°r?) + 72a%y*K*

= —(1792a*k* + k* + 64a*7? K2 (1 + 12a°r?)) A.
elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinin karesi alinarak gerekli sadelestirmeler yapilirsa
—1728a*y*(7* — k*r?) ((16a*y* + k%)* — 256a°r*4*k%)) = 0

bulunur. Burada iki durum vardir:
1 8 2,.2\,.2
3.a) 72 = k%r? ise bu durumda 3? = _ (1 +8ar) dir. Bu esitlikler Ag de yerine
6a2
a
yazilirsa
K88 (1 + 8a?r?)(1 + 32a’r?)?
13824a*

bulunur. Dolayisiyla 1 + 8ar? # 0 ve 1 + 32a?r? # 0 oldugundan x = 0 olmas1 bir

Ag = —

celigkidir.
(3.b) (16a*y2 + k?)? — 256a'r?*y%k?) = 0 ise

2
16a2

(2ar 4+ V4a2r2 — 1) (5.52)

V=

elde edilir. 72 esitligi 3% de yerine yazilirsa

g k(5 — 8a’r? —48282617“\/4a2r2 —1) (5.53)
a

dir. 72 ve 7 esitlikleri Ag = 0 esitliginde yerine yazilirsa

(4a’r® — 1)(1 — 56a’r” + 256a*r* + (128a°r® — 12ar)V4a?r? — 1)) =0 (5.54)
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elde edilir. (5.54) egitliginde ikinci ¢arpan sifirsa
1 — 56ar? + 256a*r* = —(128ar® — 12ar)v4a2r? — 1 (5.55)

olur. (5.55) ifadesinde her iki tarafin karesi alindiktan sonra bir tarafa toplanirsa
b(b? + 8r%) = 0 elde edilir. b # 0 ve b? + 8r% # 0 oldugundan 4a?r? — 1 = 0 ol-
malidir. Dolayisiyla 72 = 1/4a? dir. Bu taktirde (5.52) ve (5.53) esitliklerinden

B? = Kk*/16a?, 7 = Kk?/16a*

olur. Bu esitlikler ve tiirevleri A; de yerine yazilirsa

ak’

26214401t
bulunur. Bu taktirde o = 0 dir. Bu esitlikle birlikte

Ko

A= — %
5 262144412

olur. Bu taktirde 0 =0 dir. &« =0 ve 0 =0 icin

1148
A = —-———
4 104857602~ 0

elde edilir. Oyleyse x = 0 dir. Bu ise bir celigkidir.
aH + bK = c bagintisinda ¢ # 0 durumu:

Spacelike durumda oldugu gibi genelligi bozmadan ¢ = 1 oldugunu kabul edelim. b = 0
veya a = 0 durumlan sifirdan farkli sabit ortalama egrilikli veya sifirdan farkl sabit
Gauss egrilikli yiizeyler icin yapilan ¢aligmalara karsilik geldiginden bu durumlar ince-

lenmeyecektir. Ag ve Bg katsayilari hesaplanirsa

= —f°—(—28y" + Kk*(—a® — 2b + 41%)) 8°
+(=707* + 1572k*(—a® — 2b + 47%) + K*(=b* + 3(a® + 2b)r* — 61*))3*
+(—28~°% 4 1574 k% (—a® — 2b + 41?) — k572(26% — 3(a® + 2b)7® + 4r%)
—67?K*(—b? + 3(a® + 2b)r? — 67‘4))62
—(v* = 22 (v 4+ 2R (a® 4 20 — 2r%) 4+ kAP — (a® + 20)r% + 1)),

90



zy = 48°+ (2877 + 3k%(a® + 20 — 417)) 5

+2(147* + 5922 (a® + 2b — 4r%) + k*(b* — 3(a® + 20)r* + 6r*) B2

+(7? — ) 4yt + ¥?K%(3a® + 6b — 8r?) + k* (207 — 3(a® + 2b)r? + 4rt)
olmak tizere

Ag = 3%7’8%, B = %65’77’%2
elde edilir. Bg = 0 denkleminden ii¢ durum sézkonusudur:
(1) I 'min bir alt araliginda v = 0 oldugunu kabul edelim. Bu taktirde Ag = 0 esitligin-
den
r*r2(8% — %)% (=1 + 4d®r®)K* — 4a®B%) =0

elde edilir.

(1.a) 3% = r2k? ise bu durumda

9
Ag = —3—2%;67’10(@ —7")?=0

elde edilir. o =7’ ise W = 0 dir. Bu ise bir celigkidir.
(1.b) (=14 4a*?)k? — 4a?* = 0 olsun. Bu taktirde

2
32 = %(:I:a\/a2 +4b — (a® + 2b — 2r?))
dir. Hesaplamalarimizda genelligi bozmadan 3* yi
2
3 = %(a\/ a2 + 4b — (a® + 2b — 2r?))

olarak alalim. a? + 4b > 0 oldugundan iki durum sozkonusudur:
(i) a®> +4b =0 ise
2
B = S (~(a® + 25 —2r?)

dir. 3% degeri A5 = 0 esitliginde kullanihirsa

1
1_28‘”4557“7\/47"2 —a? (Oé\/47”2 —a?— 27‘T'> =0

elde edilir. 4r% —a? = 0 ise f = 0 dir. Bu durum (2) sikkinda incelenecektir. Bu

taktirde

2rr!

o= ——
4r2 — g2
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dir. ¢ hiz vektorii

!/
/ 2rr’ 4r? — a? o — <\/4r2 —a? t)

472 — a2 2
a2
C:CO+ Tz—zt
CL2

(X (u,v) — ¢y, X(u,v) — o) = -

olur. Buradan

elde edilir. Sonug olarak

olur. Dolayisiyla M yiizeyi bir pseudohiperbolik yiizeydir.
(ii) a® + 4b > 0 ise 5? degeri B; de yerine yazilirsa

ava? + 4b(ava? + 4b — (a® + 2b))*rk7 <\/—2b +a(—a+ Va? + 4b) + 2r2a — 27’7")
64\/a\/a2 +4b — (a® 4+ 2b — 2r?)

=0

elde edilir.

(ii.1) av/a® 4 4b— (a®+2b) = 0 ise a®+2b = av/a? + 4b ifadesinde her iki tarafin karesi
aliip gerekli sadelestirmeler yapilirsa b = 0 elde edilir. Bu ise bir celigkidir.

(ii.2) \/—Qb +a(—a+ Va2 +4b) + 2r2a — 2rr’ = 0 ise

!

2rr
o =
\/—2b +a(—a+ vVa? + 4b) + 2r?
dir. Bu taktirde c egrisinin tiirevi

\/57"7“/ K
d = t+ —r/ava®+4b— (a2 +2b—2r?) n
oV ( )

\/—2b + a(—a + Va? + 4b) + 212
\/GL\/CL2 +4b — (a® + 2b — 2r?)

= t

V2

!/

olmak iizere

\/a\/a2 +4b — (a® +2b — 2r2)
V2

t

c=cy+
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elde edilir. Dolayisiyla

ava? + 4b — (a® + 20b)
2

(X (u,v) — co, X (u,v) — co) =

olur. Sonug olarak M yiizeyi bir pseudohiperbolik yiizeydir.
(2) 7 'nin bir alt araliginda 8 = 0 oldugunu kabul edelim. Bu taktirde

1 = Y+ 2y (a? + 26— 2r?) + k(B — (a® + 20)r% 41t

v = 8y +7((a® + 2b) — 167%)k*y? + k* (66 — 7(a® + 2b)7r* + 8r*
olmak iizere

1 1
Ag = —3—2(72 — k%)%, B; = —1—604117‘9(72 — K?

)y
olarak elde edilir. Burada ii¢ olasilik bulunmaktadir:

(2.a) v = £rk olsun. Bu taktirde
902 10 6/ 2 1
Ag = —=brk(a”+ 1) =0

elde edilir. o? + r? # 0 oldugundan x = 0 olmas1 bir celigkidir..
(2.b) z; = a = 0 olsun. Bu taktirde z; = 0 denkleminden
2
V2= %(:I:a\/a2 +4b— (a® + 2b — 2r?)) (5.56)
elde edilir. Genelligi bozmadan
2

V2 = %(am — (a® +2b— 2r?))

olarak alalim. Bu taktirde

4 Va2 + 4b(a® + 2b — av/a? + 4b)r1k"y’ 0
7 — =

- 32/ ~4b+ 2a (—a + Va1 4b) + 4r2

elde edilir. Burada dort durum incelenecektir:

(i) a® +4b = 0 ise Bs = 0 esitliginden

—3i2a4r9\/—a27+4r2 K’or’? =0
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elde edilir.
(i.1) vV—a? +4r?2 = 0 ise vy = 0 olur. Bu durum (1) sikkinda incelenmistir.
(i.2) 0 =0 ise A5 = 0 esitliginden

a®r®*r' Q(r,r v’ K, 7") =0

elde edilir. Burada Q fonksiyonu x, 7,7, k', 7" ye baghdir. ' = 0 ise bu durum (iii)
sikkinda incelenecektir. Q(k,r,r’', k', 7") = 0 ise bu egitlikten 7" elde edilerek A, = 0
esitliginde yerine yazilirsa

64 6_424 22_84 Iz
—(—a® —4a®r*)K* + 320 (a* — 8a®r® + 12r*)k*r"? — (e rila’ +a’r r))r =0

a? — 4r?
(5.57)

elde edilir. (5.57) esitliginden x elde edilerek A5 = 0 da yerine yazilirsa r ve 1’ e bagh
bir fonksiyon bulunur. Bu egitlikten ' bulunarak Az ve A, de yerine yazilirsa r ye bagh
fonksiyonlar elde edilir. A3 = 0 ve Ay = 0 esitlikleri ayni r i¢in saglanamayacagindan
celigki elde edilir.

(ii) a® 4+ 2b — av/a® 4+ 4b = 0 ise a® + 2b = a\/a? + 4b ifadesinde her iki tarafin karesi
alinip gerekli sadelestirmeler yapilirsa b = 0 elde edilir. Bu ise bir celigkidir. Dolayisiyla
(iii) a® +4b =0 ve ' = 0 olsun. A; = 0 egitliginden

1
Ea4r8m8(—3a4 + 8a*r* 4+ 161*) = 0

elde edilir. Burada
—3a* + 8a*r? + 161" = (47* + 3a®)(4r* — a®) =0

ise 4r% — a? = 0 esitligi v da yerine yazilirsa v = 0 elde edilir. Bu durum (1) sikkinda
incelenmigtir.

(iv) a® +4b > 0 ve v’ = 0 olsun. Bu taktirde Bs = 0 esitliginden

ar’or?(a®+6a*b-+8ab*— (a*+4a*b+2b%)V a2 + 4b) \/—41) +2a(—a+ Va? +4b) +4r2 =0

elde edilir.
—4b + 2a(—a + Va® + 4b) + 4r* = 0

94



ise (5.56) den v = 0 dur.
a® + 6a°b + 8ab® = (a* + 4a*b + 2b°)Va% +4b =0

ise ifadenin her iki tarafinin karesi alinarak gerekli sadelestirmeler yapilirsa
b*(a? + 4b) = 0 elde edilir. Bu ise bir celigkidir. Dolayisiyla ¢ = 0 olur. Bu tak-
tirde Ay = 0 ve Ay = 0 esitliklerinden x = 0 elde edilir.

(2.c) 1 = y1 = 0 olsun. Bu taktirde

871 — y1 = (a® + 2b)y* + K*(2b° — (a® + 2b)r*) =0 (5.58)

dir. (5.58) esitliginden a? + 20 # 0 olmak iizere

o K2 ((a® 4 2b)r* — 20%))
T (a% + 20)

elde edilir. v? esitligi x; = 0 esitliginde kullanilirsa

a’v*(a? + 4b)k*
r1 = =0
(a® + 2b)?

oldugundan c¢eligki elde edilir.
(3) I nin bir alt arahiginda Sv # 0 olsun. Burada yapilan hesaplamalar ¢ok kompleks
ve uzun oldugundan dolay1 ispat1 detaylara girmeden ana hatlariyla verecegiz. = = /32

ve y = 2 olsun. x; = 0 denkleminde a? + 2b elde edilerek x5 = 0 da yerine yazilirsa
(z —y)* =2z +y)r’k* = 0’k + 16 ((x —y)? + 2(x + y)r’s® + 7“4/<c4)2 =0 (5.59)

elde edilir. (5.59) egitliginde
(3.a) (x — y)? — 2z + y)r’s®> + (=v* + r)k* = 0 olsun. Bu egitlikten
y =z + r’k? £ kv4xr? + b2k2 elde edilir. Genelligi bozmadan

y =+ r’k® + kV4ar? + Bk?

alalim. Bu esitlik o = 0 denkleminde yerine yazilirsa

—2(2z 4+ KV 4xr? 4 b2K2)

K2

a? +2b = (5.60)
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elde edilir. (5.60) esitliginden rv/4xr? + b2k? degeri elde edilerek y denkleminde yerine

yazilirsa
2

y=—x+ (—% — b+ 12K (5.61)
bulunur. (5.61) esitligi (x —y)? —2(x +y)r’x?+ (=b*+r)x* = 0 esitliginde kullanilirsa

2
v = ’%(—cﬁ —2b+ 212 — 252 — (a2 + 2b)r2 + 14)

elde edilir. Bu taktirde

B = g\/—a2—2b—|—2r2—2\/62—(a2+2b)7‘2—|—7“4

ve

v = g\/—a2 — 2b+ 2r2 4+ 24/b% — (a2 + 2b)r2 4
dir. Bu durumda A; = 0 egitliginden « elde edilerek B; = 0 esitliginde yerine yazilirsa
a?b*(a® + 4b)r'%'k = 0

elde edilir.
(i) r = R = sabit ise « = 0 dir. @ = 0 degeri i¢in A5 = 0 ve Bs = 0 esitlikleri

4

Ay = %(a4 + 4a*b + 2b*)R° By = 0
6

By = %az(a2 + 2b)(a* + 4b)R%yo = 0

olur. Bs = 0 esitliginde (a? + 2b) = 0 veya (a? + 4b) = 0 ise A5 = 0 esitliginden o = 0
elde edilir. Bu taktirde A4 = 0 esitliginden elde edilen r degeri i¢in B, = 0 esitliginden
t = 0 sonucuna varilir. Bu durum ise bir celigkidir.
(ii) a® +4b = 0 ise A; = 0 egitliginden o = 0 dir. Bu taktirde Ag = 0 esitliginden
r3r' K2
77wy
elde edilir. A5 = 0 egitliginden r” elde edilerek Bs = 0 egitliginde kullanmilirsa

7"4/€37’/2 (a2 _ 4712)2 _0
72
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bulunur. Dolayisiyla r = R = sabit dir. Bu taktirde
a*(3a® + 4R?) RBk5~?
128

Ay =
esitligi bir geligkidir.
(x —y)? + 2(x + y)r’k? + r*x* = 0 ise ispat benzer bigimde yapilir.
fkinci Durum. # timelike ((¢,#) < 0) olsun. t = kn olmak tizere I' egrisinin

{t,n,b} (b =1t An) Frenet ¢atisin diigiinelim. Burada n timelike vektor, b ise spacelike

vektordiir. I' egrisinin egriligi £ ve burulmasi ¢ olmak iizere Frenet formiilleri

' = kn
n = kt+ob
¥ = on

seklindedir.
a, B ve v, u iizerinde diizgiin fonksiyonlar olmak iizere ¢ ' = at + fn + b olsun.
Koordinatlarin degisiklikligi ile (5.49) parametrik olarak

X (u,v) = ¢(u) + r(u) coshv n(u) + rsinh v b(u)
seklinde yazilir. Ispat birinci durumda yapilan islemlere benzer olarak kolayca yapila-
bilir.

Ugiincii durum. ¢t lightlike ((#,#) = 0) olsun. Foliasyon diizlemleri paralel ol-
madigindan ¢’ # 0 dir. ¢, u— diizleminde bulunan lightlike bir vektordiir. n = ' olmak

iizere her bir u— diizlemi ig¢in
(b,b) =0, (byny =1

olacak bigimde ¢ vektoriine dik olan bir tek b lightlike vektorii bulunsun. {¢,n,b}

catisina gore Frenet formiilleri

' = n
n = on
bV = —t—ob
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seklindedir. A, u degiskenine bagl diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere (5.49)

dan
1

A(u)

yazilirsa r,v # 0 olmak iizere yiizeyin

n = )\(U)(—Gl + 62), b= (61 + €2>

—v

2\(u)

dir. (5.49) da v parametresi yerine —
parametrik denklemi

r(u)

X (u,v) = c(u) + vr(u)n(u) — 50

b() (5.62)

olur. (5.62) esitligi, ¢ = at + fn + b ve Frenet formiilleri kullamlirsa aH + bK = ¢

esitliginden
16 1
DA (U)E =0
5=0

olur.

aH + bK = c bagintisinda ¢ = 0 durumu:

Genelligi bozmadan b = 1/2 olsun. Buna gore

Atg =~ = V(1 — 40”0 — )

elde edilir. Burada iki durum vardir:

(1) r? = 3 yani § = +7 ise

Ay = ——1"%a —1")?

64

olur. Bu taktirde o = r’ diir. Bu esitlik A;5 = 0 denkleminde kullanilirsa

elde edilir. Dolayisiyla v = 0 dir. § = +r, a = 1’ ve v = 0 degerleri i¢cin W = 0 elde
edilir. Bu ise bir celigkidir.
(2) 1—4a(r? — %) =0 ise

N wwrr

f=g s (5.63)
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dir. (5.63) esitligi A5 = 0 esitliginde kullanilirsa

0 ( 2arr’ )
a0 — ——
V—1+44ar2) 0

512a2 N

elde edilir. Bu durumda

2arr’

olur. (5.63) ve (5.64) esitlikleri A;4 = 0 esitliginde kullanilirsa

7‘107"/2

Ay = —0
M7 32(—1 + 4a2r?)

elde edilir. Dolayisiyla 7/ = 0 dir. Bu durumda

5
Apy = 6_47,10712 0

esitliginden v = 0 elde edilir. (5.63), (5.64) ve v = 0 esitlikleri i¢in

. 2arr’ V=1 + 4a2r? B (\/m t>/
2a

VoL Ao 2

olur. Yukaridaki ifadeye gore

1 2
c=cCy+ —ZQQ—FT t

olacak bigimde ¢y € E? vardir. Bu taktirde yiizeyin parametrik denklemi

1 r(u)
X(u,v) =co+ 12 r(u)? t(u) + vr(u)n(u) — %b(u)
olur. Buna gore
1
X — ¢, X —cy) = ——
< (U, U) Co;, (uv ?}) CO> 4q2
dir. Dolayisiyla yiizey bir pseudohiperbolik yiizeydir.
aH + bK = c bagintisinda ¢ # 0 durumu:
¢ = 1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda
1
A = == B - (= B+ 20—+ ) =0
Ay = —167/*% =0
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elde edilir.
(1) 5% =2 yani B = %7 ise

9
Ay = —Ebzrm(a —7")?=0

egitliginden o = 1’ elde edilir. Ay = 0 egitliginden y =0 dir. v =0, 8 = +r ve a =1’
degerleri icin W = 0 elde edilir. Bu ise bir celigkidir.
(2) (1? — (r? = B*)(a® +2b — r? 4+ 3) = 0 ise

5 = i\/—OL2—2b+a\/a2—l—4b+8r2
- < :

i\/—oz2 —2b—ava?®+ 4b+ 8r?
8

b =

elde edilir. Genelligi bozmadan

—a? —2b+ava®+4b 2
ﬁ:\/ a +ava* + 40+ 8r (5.65)

8

oldugunu kabul edelim. Bu taktirde A;5 = 0 esitliginden

ava? +4b (a* + 2b — ava® + 4())2 (2\/57“7"' - \/—Qb +a(—a+ va?+4b) + 87’204)

=0
2048\/—26 + a(—a + Va? + 4b) + 8r?
elde edilir. Burada {i¢ durum vardir:
2.a) a? 4+ 4b =0 olsun. v = 0 ve Ag = 0 esitliginden
( gl sitlig
(b+4r*)a® — 4r*r? =0 (5.66)
veya
408 — 120%™ — 4 + br’? — 2bar’a’r" + o2 (127" + br'"?) = 0 (5.67)

elde edilir. (5.67) denklemi « igin ¢oziiliirse koklerin reel olmadig goriiliir. Dolayisiyla

(b+ 4r?)a? — 4r*r? = 0 ise

2rr’

N T
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VAar? +b

bulunur. a? = —4b ise (5.65) den 3 = —5 dir Dolayisiyla

!

, 2ry! 472 +p 472 +p

= t+ n= t
VAar? +b 2 2

olur. Yukaridaki ifadeye gore

4r2 + b
C:CQ—FTt

olacak bicimde ¢y € E} vardir. Oyleyse yiizeyin parametrik denklemi

t(u) + vr(u)n(u) — %b(u)

dr(u)®>+b

X(u,v) =co+ 5

olur. Buna gore

(X (u,v) — co, X (u,v) — o) = _Z

diir. Dolayisiyla M yiizeyi bir pseudohiperbolik yiizeydir.
(2.b) a* + 2b — ava® + 4b = 0 olsun. a? + 2b = av/a? + 4b ifadesinde her iki tarafin

karesi alinarak gerekli sadelegtirmeler yapilirsa b = 0 elde edilir. Bu ise bir celigkidir.
(2.c) 2v2rr — \/—26 + a(—a + Va2 + 4b) + 8r2a = 0 ise
o 2217
\/—Qb + a(—a+ Va® + 4b) + 82
elde edilir. (5.65) ve (5.68) esitliklerinden

, 2v/2r7r vV —a? — 2b + av/a® + 4b + 8r? N

¢ = t+

\/—26 +a(—a+va?+ 4b) + 812 2v2

V' —a? — 2b + av/a® + 4b + 872 ;
2v2

olur. Yukaridaki esitlige gore

(5.68)

V—a? — 2b+ ava® + 4b + 87“2t
2v2

olacak bicimde ¢y € E} vardir. Oyleyse yiizeyin parametrik denklemi

\/—a2 —2b+ ava? + 4b + 8r(u)?
2v2

101

c=cCy+

t(u) + vr(u)n(u) — %Z)b(u)

X(u,v) =co+



oldugundan

—2b+ a(—a+ Va? + 4b)

(X (u,v) — o, X(u,v) — o) = 3

bulunur. Dolayisiyla M yiizeyi bir pseudohiperbolik yiizeydir.
III. Diizlemler lightlike ise:

Foliasyonun her bir u—diizlemi lightlike oldugundan, diizlemlerde (e;(u), e;(u)) =1 ve
(ea(u), e2(u)) = 0 olacak bigimde e;(u) ve ez(u) vektorleri vardir. Buna gore r(u) > 0

olmak tizere M yiizeyi
X (u,v) = c(u) + ver(u) + r(u)v’ey(u)

bi¢iminde verilebilir. I" integral egrisinin birim teget vektorii ¢ ve birim normal vektorii

n olmak iizere e; = n ve es = t alalim. Her bir u—diizlemi i¢in
(t,b) =1, det(t,n,b) =1

olacak bicimde n vektoriine dik olan bir tek b lightlike vektorii vardir ve I' nin bir Frenet
catis1 {t,n,b} olur. Foliasyonun her bir u—diizleminde t(u) vektorii vardir. Burada
belirtelim ki lightlike diizlemde bulunan bir lightlike vektor diizleme dik bir vektordiir.
Dolayisiyla gember parcalarini kapsayan her bir diizlemin paralel olmasi icin gerek ve
yeter kosul ¢ vektoriiniin sabit olmasidir.

Kabul edelim ki u—diizlemleri paralel olmasin. Bu taktirde en az bir aralikta x # 0 dir.

Diger taraftan Frenet formiilleri

' = kn (5.69)
n = ot—kb
bV = —on

seklindedir. ¢, r, t ve n ayn1 u degiskenine bagl olduklarindan yiizeyin parametrik
denklemi

X (u,v) = c(u) +vn(u) + v*r(u)t(u) (5.70)
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seklindedir. (5.70) esitligi, ¢ = at+Bn+~b ve Frenet formiilleri kullamlirsa a H +bK = ¢
esitliginden

Z Aj(u)v! =0

=0

olarak elde edilir. Bu denklemde ¢ = 0 ise n = 11 ve ¢ # 0 ise n = 12 dir.
aH + bK = c bagintisinda ¢ = 0 durumu:
Genelligi bozmadan b = 1/2 olsun. Buna gore
Ay = 98a’r?K° (212 — 1')?
olur. Bu taktirde r’ = 2r2%y dir. Bu esitlik Ag = 0 denkleminde kullanilirsa
Ag = —647%k° (0 — 2rB)*(—4a’rB + r’k + 2a*0) = 0 (5.71)

elde edilir. Burada iki durum vardir:
(1) 0 = 2r3 ise Ag = —100r*a?x5 = 0 bulunur. Ag = 0 denkleminden o = 0 dir.
r" = 2r%y,0 = 2rf3 ve a = 0 degerleri icin W = 0 elde edilir. Bu ise bir celigkidir.
(2) 2a%0 = 4a*rPB — r’k ise
4a’rPB —r’k
= — 5.72

elde edilir. r' = 2r?y ve (5.72) esitligi ile birlikte A7 = 0 denkleminden 2%« = %y dir.

degerleri icin

elde edilir. Dolayisiyla

X(u,v) =co+ (Cf—;g)t(u) - 2r1u)b(u)) + vn(u) + r(uw)v?t(u)

olacak bigimde ¢y € E? vardir. Bu taktirde

(X(u,v) = co, X(u,v) — co) = _4_22
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elde edilir. Bu sonug ise M nin bir pseudohiperbolik yiizey oldugunu gosterir.
aH + bK = c bagintisinda ¢ # 0 durumu:
¢ = 1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda
Ay = —64r* (1" — 2r?y)*
olur. r' = 2r?y degeri icin
Ag = (0 = 2rp)2 (0% + 2ro (=26 + (a® + 2b)rk) + 4r% (5% — (a® + 2b)rBk + V*r?k?)) =0

elde edilir. Burada iki durum vardir:

(1) 0 = 2rB ise Ag = —400b*a*k% = 0 bulunur. Bu denklemden o = 0 demektir.
r" = 2r?y, 0 = 2rf3 ve a = 0 degerleri icin W = 0 elde edilir. Bu ise bir celigkidir.

(2) 0%+ 2ro (=28 + (a® + 2b)rk) + 4r2(58? — (a® + 2b)7 Bk + b*r?k?) = 0 ise

o =2rf —a*r’k — 2br’k &+ ar’sva? + 4b (5.73)
dir. Hesaplamalarimizi
o =2rB — a*r*k — 2br’k + ar’kva? + 4b

kabul ederek yapalim. (— i¢in hesaplamalar benzer olarak elde edilir). (5.73) esitligiyle
birlikte A7 = 0 denkleminden

(—(—a” — 8a®b — 19a3b? — 12ab* + (ab + 6a*b + 9a?b* + 2b*)Va® + 4b) 1’
(a® 4 6a3b + 8ab? — (a* + 4a2b + 2b%)v/a> + 4b)

a = —
1
= §(a2 +2b — ava? + 4b)r’
elde edilir. Bu durumda

2r2

!
<a2 +2b — ava? + 4b> 't + B+ —b
1 1\’

5 (a2 +2b—ava? + 4b> rt — 2—b)
T
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bulunur. Dolayisiyla

1 1
c:CO—|—§<a2+2b—a\/a2+4b>r7§—2—b
r

olacak bigimde ¢y € E? vardir. Bu taktirde

X(u,v) =co+ % (a2 +2b — a\/m> r(uw)t(u) +vn(u) + <r(u)112 _ 1! ) b(u)

ve

(X (u,v) — ¢y, X(u,v) — cp) = —% <a2 +2b— ax/M)

elde edilir. Sonug olarak M yiizeyi bir pseudohiperbolik yiizeydir.

Sonug 5.2. Donel yiizeyler haric aH + bK = c bagintisini saglayan spacelike cyclic
yiizeyler, maksimal yiizeylerin Riemann 6rnekleri (Lopez!!! 1999) ve K = 0 sartim

saglayan yiizeylerin ailesidir (Lopez 2003).
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