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1. GIRIS

Bu projede cebirsel yapilar ve ©6nermesel lojik arasindakiaba
calisilacaktir. 2. kisimda ise gruplar, halkalar, kafesler ve R-modiiller olarak
bilinen cebirsel yapilarin temel tanimlari tanitilacaktir. Ozelikle kafes teorisi ve
cebirler Gzerinde calilacak, bazi 6nemli 6zellikler ve sonuglar ispatlanacaktir.

3. kisimda ise 6nermesel @n temel kavramlari Uzerinde durulacaktir.
Daha sonra Dr. Caceres tarafindan ileri surtlen cebirsel yapilar ile 6nermese
lojik arasinda ilski sistemi kurulacaktir. Ayrica bazi sonlu teorilerin kardinalleri
Uzerinde caymalar yapilacaktir.

Ayrica daha ileri safhalarda bahsedilen cebirsel vyapilar ile
ili skilendirilmis modellerin, teorilerin tanimlari verilip 6rnekler sunulacak ve
yeni sonuglar ispatlariyla birlikte tanitilacaktir. Verilen herhangi A halkasi ile bu
halka ile iligkilendirilmis modeller arasinda bire bigleme yapilacak ve g#li
sonugclara varilacaktir. Ek olarakskilendirilmis dnermesel teoriler ve Boolean

cebirleri ile calgilacaktir.



2. Cebirsel Yaplilar ve Ozellikleri

2.1 Grup Tanimi

Tanim 2.1.1 G bogan farkli bir kime ve ., G tGzerinde bir ikiflem olsun.
() (0Dan0G)(ObOG) abOG
(i) (0DanG)(ObOG)(OcOG) a(be) = (ab).c
(i) (DaD0G)(CedG) ae=ea=a
(iv) (DadG)(CbOG) ab= ba=e
kosullari s&laniyorsaG ye bir gruptur denir. Ayrica
(Da0G) (ObOG) ab=ha sarti da sglaniyorsaG ye bir deismeli (abelian)

grup denir (Ledermann,1964) .

Tanim 2.1.2 G bir carpimsal grup ve4 . G nin bogan farkli bir alt kimesi

olsun. O zaman

() abOH icin abOH



(i) aOH icina™OH
ise H ye G nin alt grubudurdenir.

Tanim 2.1.3 G bir ¢carpimsal grup veN = G bir alt grubu olsun. ger her

alJG ve nON icin ana™ ON ise N ye G nin bir normal altgrubudur denir.

2. 2 Halka Tanimi

Tanim 2.2.1 R bos olmayan bir kime vet, . R Uzerinde tanimh iki ikili

islem olsun. Eer

1. (DaOR) (ObOR) a+bOR

2. (DaOR) (ObOR) at+b=b+a

3. (DaOR) (ObOR) (0cOR) (a+ B+ c= a+(b+c)
4. (DaOR) (DOR) a+0=a

5. (Da0R) (((-a OR) a+(-a)=0

6. (DaOR) (ObOR) abOR

7. (DaOR) (ObOR) (DcOR) a(hg = (ab).c



8. (DalR) (ObOR)(0cOR) a(b+ 9= ab+ac
9. (DaUR) (ObOR) (JcOR) (a+ B.c= ac+hbe

kosullari s&laniyorsaR ye bir halka adi verilir.

Eger
(D all R) ((1OR) al=la=a iseR yebirimli halka denir. Ayrica

(DadR) (O0bOR) ab=ha iseR ye dgismeli halka denir.

Ornek 2.2.2 $={1,2} ve R=P(J) olsun. + veL R uizerindgdyle tanimlansin:

A+B=AAB ={ X| XA veya x[1 B, fakat x her ikisine birden ait ds}

AB=AnB {n:kimeler Gzerinde d@l kessim islemi}



+ N {1} {2} J

0 O {1} {2} J

{1} {1} O 9 {2}

{2} {2} 7 {2} {1}

J J {2} {1} O
Tablo (a)

L o {1} {2} J
0 0 0 0 0
{1} O {1} O {1}
{2} O 0 {2} {2}
9 0 {1} {2} 9

Tablo (b)




Bu kogullar altinda (R,A, n') halka dgildir. Cinkt O , + islemine gbére birim

eleman olmasina ganen toplamsal tersi yoktur (.

Ornek 2.2.3 R{a+by2 +c/3| adl , bdll }kimesi dgal toplama ve
carpmaglemi altinda kapali olmagh igin halka dgildir ( Grimaldi, 2003).

Tanim 2.2.4 R desismeli bir halka vel | R nin bostan farkl bir alt kimesi

olsun. Eger,

ol

(DaOR) (ObOR)((abdl) - (a-bO1))
(DaOR) (ObOR)((@ad1) - (ab0O1))

ise | yaR ninidealidenir.

2. 3 Kafeslerin Tanimi

Bir kafes cebirsel (grup, halka gibi) ve elemanlarin sirglaéigimine

gore yapisi iki farkl bicimde tanimlanir ( Curry, 1976).

Tanim 2.3.1 L bogtan farkll bir kiime vel,[C, sirasiylaL Uzerinde meet ve

join olarak adlandirilan ikiliglemler olsun. Aagidaki kaullar her x,y, z[O L

icin gerceklenirsel. ye birkafestirdenir (Szsz, 1963):



L : (@) xLy=yLx
(b) xLy=yLx

L. (@ X (Y 3=(xCyLz
() XC(YCA=(xCyCz

L,: (8 XxCx=x
(b) xLx=x

L,: (a8 x=xC(xCy)

(b) x=xC(xCy)

Ornek 2.3.2 L, [ dogal sayilar kimesi olsurl. tizerindel_ en kuiguk ortak

carpan vel_ en buyuk ortak bolen olarak verilsin. Bu durumidéair kafestir.
Kafesin ikinci tanimi vermeden once kismi sirali kime tanimini verelim.

Tanim 2.3.3 A bosolmayan bir kiime ves, A Uzerinde bir ikili b&inti olsun.
Eger

1. (DadA) a<a

2. (DaDA) (ObOA) (asb & b<a - a=b)



3. (DabDA)(ObOA) (OcOA)(a<b & bsc - a<c)

sartlan sgliniyorsa A yakismi sirali kimeeya kisaca biposetdenir.A kismi
sirall bir kiime olmak tizerdJad A) (ObOA) (a<b O b<a) ise A yatam

sirali kimeveya bir zincir adi verilir
Kismi sirali kimelerle ilgili birka¢ 6rnek verelim:
Ornek 2.3.4

(1) X bosolmayan bir kiime véd?(X), X in kuvvet kiimesi olsunA da X in

keyfi bir alt kimesi olsuAC X). O, P(x) tzerinde kismi sirali antidir.

(2) IR reel sayilar kiimesi vet, IR Uzerinde dgal siralama olsun< tam

siralamadir.

Tanim 2.3.5 P kismi siral bir kime veAl P olsun. Eer (DaD A) asp
ise bir pOP elemaninaA ninbir tst sinirdir denir(ChOP) (DadA) a<b
oldugunda p<b oluyorsa p{0P ye A ninen kigik Gssinin ya da A nin
supremumu (sup(A)) denir.

P kismi sirali bir kime veAP olsun. Eer (ODalJA) p<a ise bir
pOP elemaninaA nin bir alt sinindir denir. (CbOP) (Dall A) b<a
oldugunda b< p oluyorsa pdP ye A nin en blylk alt sinirya daA nin
infimumiu (inf(A)) denir Hungerford, 1974)

Verilen alJP ve bOP icin a<b ve (CcOP) oyle ki ascs<b ise

a=c veyac=b oldugundab, a yi 6rter ya da ba tarafindan ortalur denir ve

a<b seklinde gosterilir.



Hasse diagramlari sonlu kismi sirali kimelerde elemanlar arasindaki
baglantlyl gostermek icin kullanilirPosein elemanlari kigik cemberler ile
gosterilir.(o gibi).

Eger a<b ise a cemberib c¢emberinin gagisinda yer alir ve bir segment ile

birbirine balanir. Hasse diagramlarina birka¢ 6rneégada verilmitir.

SRR
$ Q %

Sekil 2.1 Hasse Diagramina Ornekler

Simdi de kafesin ikinci tanimini verelim.

Tanim 2.3.6 L kismi sirah bir kiime olsun(CJad L)(ObOL) igin Sufpa b}
veinf{ gb} L deiseL ye bir “kafes denir ( Burris et al., 1993).

Lemma 2.3.7 Tanim 2.3.1 ile Tanim 2.3.6 denktir.

Ispat: a ve b Tamim 2.3.1 de verilen b@n farkll L kiimesinin keyfi

elemanlari olsun ve su sekilde tanimlansina<b < a=alb ve b=alb.
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L nin Tamim 2.3.6 da ki gibi bir poset olduis gostermeliyizilk olarak L

yansiyandir.0JalL icin a=alCa (L,). Béylecea<a. Simdi L nin ters
simetrik olduginu gosterelim. Kabul edelim I(DaD L)(DbD L) icin a<b ve
b<a olsun.< nin tanimindana=alCb ve b= bl a=alb dir (L,). Boylece

a=b dir. Daha sonra L nin gecsli oldugunu ispatlamaliyiz.
(Dad L)([ObO L) (OcOL) igin asb ve b<c olsun. Sonraa=alCb ve

b=bCcdir.L, denelimizde & & b= & (bC 9=(aCbhLCc=alc vardrr.

Boylece a=al c dir. Bu daa<c oldugu anlamina gelir veL geckkendir.
Son olarak daL nin bir poset oldug anlailir.

Simdi ise Supa b} veinf{ a b} nin L de oldugnu gosterelim.L,(b)
ve L, den (DaD L)(DbD L) icin a=al(alCb) ve b=blC(aCh) oldugunu
biliyoruz. O zamana< (aCb) ve b<(alCb) dir. Bu yiuzden(alCb) L dekia

ve b nin bir Gst sinindir. BuradafalC b) =sup{a b} oldugunu gosterebiliriz.

Kabul edelim ki (CcOL) oyle ki a<c ve b<c dir. L, ve L, den
a_c=(aCglCc=c ve bCc=(bCglCc=c dir. (aC 9L (bCc)=c dir.
Diger taraftan (& QC(bC g=(aCb)Cc dir (L, ve L;).Daha sonra
(aCblCc=c dir. (L,) kuralinin yardimi ile
(& bC =(a b[[(a[ b[(‘]:a[b ulasiriz. Boylece albs<c
diyebiliriz ve al b=sup{a b} oldugunu gdrduk.

Simdi ise al b=inf{ g b} oldugunu ispatlayagaz. L, ve L, ten
(DadL) (ObOL) icin a=al (alCb) ve b=blC(alCb) oldugunu biliyoruz.

Buradan alCb nin a ve b nin bir alt sinirn oldgunu gordik.Simdi de
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al b=inf{ a b} oldugunu gosterelim.(CcL) icin c<a ve c<b oldugunu
kabul edelim. Buradarc=alb ve c=blCc dir. FakatL, den:

G d& c=a (bCg=(aCb)Cc dir. Boylece c=(aCb)Cc oldugunda
c< (aCb) oldugunu soyleyebiliriz. Oyleyseal b=inf{ a b} dir.
Son olarak al_ b=sup{g b} ve alC b=inf{ ab} nin L de oldgunu, Tanim
2.3.1in Tanim 2.3.6 yI ima eitni gosterdik.

Simdi de Tanim 2.3.6 nin Tanim 2.3.1 i ima@tti gostericezilk olarak
kabul edelim kiL Tanim 2.3.6 daksekilde ifade edilen bdan farkh bir kime

olsun. ab,c L nin keyfi elemanlari olsunC ve [ al b=inf{ gh} ve
al b=sup{a b} seklinde tanimlansinL nin Tanim 2.3.1 deki tanima uygun
oldugunu  gostermek istiyoruz. L, dogudur, al b=sup{ab} =
sup{abh =sup{bgd =bCa ve & binf{ ap =inf{ hg =bCa dir. L, icin
a_(bCg=(aCbCc gOstermeliyiz ki buda
sup{asup{b c}} =sup{sup{al}, ¢} dir. d=sup{bc}, e=sup{ab},

f =sup{e ¢} olsun. Supremum tanimindd=<d, c<d, a<e, b<e, e<f,
c< f dir. Geggkenliktena< f ve b< f dir. O zamanf , { g b} nin bir tst
sinindir.c<s f veb< f dend< f vyi elde ederiz. Boylecef , { g d} nin bir
st sinindir ve sup{ad} < f dir. Bu nedenle
sup{asup{ b c}} <sup{sup{al}, ¢ dir. Benzer yolla g0Osterebiliriz ki
sup{sup{ ab ¢ <sup{asup{bhc}} dir. Buradan ters simetrik 6zejinden
sup{asup{b c}} <sup{sup{ah}, c} dir. Boylece artik a_(bC g =(aCbh)Cc
oldugunu soyleyebilirizL, & )icin al a=sup{a a} oldugunu biliyoruz. L bir
poset oldug i¢cin a<a ise a, a i¢in bir Gst sinirdir vesup{g a} < a dir. Ters
simetrik 6zellginden al a=sup{a a = adir.

L,(b) nin ispati benzerdir.
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L, icin a=al(aCb) ve a=al(aCb) yi gostermeliyiz. Tanimdan

a( a_ p =sup{ anf{ ab}} =a ve inf{ ab} <adr.

Diger taraftan a{ aC p =inf{ asup{ab}} =a ve a<sup{ab} dir.
Boylece Tanim 2.3.6 nin Tanim 2.3.1 i ima gtii gorduk. Bu iki tanimin

birbirine denk oldgunu gorduk.
Bu tanimlar neticesind&ekil 2-1 deki (a) dan (e) ye kadar olan

orneklerin birer kafes oldwghu soyleriz. Fakat (f) bir kafes gilgir. Cunki
c,d,e; a ve b icin birer tst sinirlardir fakat onlarin hicbiri en kiguk tst sinir

degildir. Supag b} bu gkle ait dgildir.

&

Sekil 2.2 Kafes olmayan bir 6rnek
Simdide bir kafesin alt yapisi olan alt kafesi tanimlayalim.

Tanim 2.3.8 L kafesinin botan farkl alt kimesi olarL’ ye L 'nin bir alt
kafesidir denir ger (JadL)(ObOL") icin aCbOL" ve aCbOL" sart

sglaniyorsa C ve C; L uzerindeki glem).
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Ornesin Sekil 2.3 L nin '={a¢dé alt kiimesi bir posettir, fakat nin alt
kafesi dgildir cinkii cCd=b ve bOL" dir.

Diger taraftan L' ={ b ¢ d & alinirsaL’, L nin alt kafesidir.

Sekil 2.3 Alt kafese bir 6rnek

2.3.1 Dagilmali ve Modiiler Kafesler

Tanim 2.3.9 L bogan farkli bir kafes vea,b,c L nin keyfi elemanlari olsun.

(Dad L)(ObO L)(OcO L) igin asagidaki iki kosul sazlaniyorsal ye “Dagiimall
kafes” denir:

D,: aL(bC9g=(aCbLC(alc)
D,: a(bCg=(aCbLC(alc)
Teorem 2.3.10  BirL kafesi D, 6zelligini saglar <> L, D, yi salar.

Ispat: (—): L, D, isaslasin. O zamarD, yi de sglar gosterelim.
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X, ¥,z L nin keyfi elemanlari olsun.

£( ¥ 3=(OC(XC 2)C(YC D) L.(a)
= C (X AC(yC2)) L,
= C((2Z Y C(2Cy)) L,
= XC (2L (xC y)) D,
= xC((XC Y)C2) L
=(OCOC YE((XC YLD L,(b)
=((XC YL HC((XC YL 2) L,
=(xC Y (xC2) D,

Benzer gkilde ispatin dier yonina gosterelim.
(«): L, D, yisalasin. O zamarD, i de sglar gosterelim.

X, ¥,z L nin keyfi elemanlari olsun.

Oy 2= (¥t 9)C(yL2) L, (b)

= ((xC )L (yL2) L,

=xXC((Z- 9L (zLy) L
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= X ((2C (X y) D,
=xC ((xC y) C 2) L,
=(C(XC Y C((XC YL 2) L, (a)
<(OC YL AC((XC YL D) L
=(xC YL (XC 2) D,

Bir kafesin d&illmali oldugunu Tanim 2.3.9 un 6zelliklerinden herhangi biri ile
ispatlamamiz yeterlidir.

Ornezin (a),(b),(c) Sekil 2,1 deki) dgiimal kafeslerdir, (d),(eM, ve N
dagilmali olmayan kafeslerdir.

e

(N) (M,)

Sekil 2.4 Dagiimali olmayan kafeslere 6érnek

a_(bCg=aleve(d hC(aCg=dCd=d
a(bCg#(aCbhLC(alc) M, dagilmal desildir. Benzer sekilde N, te

gOsterilebilir.
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Tanim 2.3.11L bir kafes olmak Gzer€JxO )(OyO L)(OzOL) igin ssagidaki

kural sglaniyorsa L ye moduler kafedenir ve bu kuralaModuler Kurall
denir (Gratzer,1978).

M( s ¥- ((X(Y )= yL(xL 2).

Teorem 2.3.12 Her dalimh kafes moduler kafestir.

Ispat: L bir dggilmal kafes ve x,y,A. nin keyfi elemanlari olsun.

X<y ise o zamary = xL y dir < nin tanimindanD, den:

K( ¥ p=(X YO(XC 9= yLC(xC2) (hipotezden)

Boylece L modiuler kuralini séar.

Sekil 2-4 te N, moduler olmayan kafestir cinkda<b oldugunda b=alb

fakat;

a_(bCg=alCd=a ve bC(aC g=blCe=b boylece
a_(bC g # bC(alc) olur.

Teorem 2.3.13 (Dedekind)L bir modiler olmayan kafesti L alt kafes

olarak N in bir kopyasini (nishasini) igerir ( Dedekind, 1900).

Ispat: L, N, in bir nishasini alt kafes olarak iceren lmbgayan bir kafes

olsun. O zaman bir 6nceki 6rnekténbir moduler olmayan kafestir.
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Simdi ise L yi moduler olmayan kafes olarak kabul edelim. Gostermeliyiz ki

L, N; in bir nushasini alt kafes olarak barindirir.
L moduler dgil oldugunda a,b,c0L ve a<b fakat a_ (bC ¢ < bl (alc).
a =al(bCc) ve h =blC(alc) olsun.

O zaman o b = cC[bC(alCc)]
= cL[(al o Lb] L, (b)
= cL[(cCa Lb] L(a)
=[cC(cCa)Cb L,(b)
=cCb L, (b)

a, ve b, in tanimindan  cCb<a <b dir. Ayrica
¢ b= d(cCBh=scCa=sclb dr, fakat cChh=cCb boylece
cC b=cCa=clCb, olur. Benzer sekilde cCa=clCa ve boylece
cC g=cLhh=clCadir.

Daha sonraki diagramN; in kopyasiniL nin alt kafesi olarak diigebiliriz.

cva

cab

Sekil 2.5 N; in kopyasi
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Teorem 2.3.14(Birkhoff) L kafesi dgilmal desildir < L, N, veya M in bir

kopyasini alt kafes olarak barindirir (Birkhoff,1948).

Ispat 2.3.14 :L bosolmayan bir kafes olsun vBl, veya M, in bir nushasini

alt kafes olarak icersinl. dagilmali dezil diye sonuglandiririz. Ters yon igib

dagilmali olmayan kafes olsun veN, in kopyasini alt kafes olarak

barindirmasin. Teorem 2.3.13 ddn modular kurali sglar. Gostermemiz

gerekerL nin M; in bir kopyasini alt kafes

olarak barindirdydir. L nin dailmal olmamasi nedeniyle de a,b,c
elemanlari igin
(af hC(aC g<al(bCc) dir.

fmdi d=(aC HC(aC oL (bLc)

e(a_phC(aCoglC(bCc)

a=(aCeLd
h=(bCeLd
G=(cCeLld

tanimli olsun. islemlerin tanimlar geg@ d< a,h,q <e ssitsizligi vardir.

Buradan modduler yasasi ye uygulandii zaman:

ad e d((abC(aCogL(bCc)
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=al(aCogLC(bCc) (L,)

=al(bCc)

dir ve su durum olugir:

al d= al((adBhO(alcO(bOc))

=((a_ hC(aCglC(al(bCc) (M(aCbhbC(aCce<a)

=(apC((achC9glC(alce) (L, L)
=(aCbhLC(alc) (L,)
alti cizili olan terimlere modduler kural uygulargtr.

(aC BC(aC g<alC(bCc) ve as(alC b C(aCc) den d<e oldugunu elde

ederiz.

Sekil 2.6: M in nishasi
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Simdi, Sekil 2-6 daki diagraminL de icerildgini gostermeliyiz. Bu da
alh=alg=hCc=dve gC a= gL g=NhLC g =e gosteririz.
Modiiler kuralindaki elemanlarin alti cizilidir.

Bir o©nceki hesaplamalardan elimizdea” e= al (bCc) vardir. Ayrica
bC d=blC(alc) L, ve L, in uygulangindan ortaya cikar. Bizim gostermek

istedigimiz a Cb =d dir.

all p=(( el ¢ g 0((bUe Hd)

= d((a£ gC((bCgLd)( M ds((bCeld)vel,)

= dC((a § C((bC d)Ce)) (M, d<e)

= dC((aC & C(bC d)) (L, ve L,)

= dO0(ad(bDd ¢ O(bO(alc))) (bir 6nceki nottan)
= dC (aC (bC ((bC ¢ C(aCc)))) (M den)

= dC(aC(bC (aCc))) (@C c<blCc)

= dO(ad((allc)Ub)) (L)

= dC((aC b C(alCc)) (Mve L)

=d (aCbhLC(aCc)<d)



21

Boylece a[b =d oldugunu gérmus olduk. Benzer argumanlarla

al ¢=DbLCc =d oldugu ispatlanabilir.

L, Un uygulargi ile aC d=al(bCc) ve bC e=blC(alc) sonuglarina

ulasinz.

Simdi, a C b =e oldugunu gosterecaz.

al b=((a ¢L gL ((bC gL d)

=(a §C dC(bCe)

= dC (eC 9 C(eCh)

= (e (dt @)L (eLb)

=((dC 39T (eCh)Ce

=((a (L g rC(b-(atq))Le

=(a(((btgC(atqg))Ce

=(a(b(alg)Ce

=((aC 9C(aCh)Ce

(L, ve l;)

(L)

(M,d<e)

(M eCb<e)

(6nceki notlardan)

(M)

(bCc<salc)

(M,a< alc)

ek(aCoL(alCh))
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a L b =d oldugunu ispatladik. Benzer yollarlsgC ¢ =  C ¢ =e oldugunu
ispatlayabiliriz. Boylece§ekil 2,6 nin M. in bir kopyasininL de icerildgini
gostermg olduk. BuradanL kafesi dgllmal degildir.

Eger bir L kafesi dgilmali ise M, veya N, in bir nishasini alt kafes olarak

icermez. Orngin Sekil 2,7 desekil (a) da icerilen kafes gdmali desildir ve alt

kafes olarakN; in bir nishasini igerir.&kil (b) ise bir dgiimali kafestir.

(b)
Sekil 2.7 Birkhoff teoreminin uygulanmasina bir érnek
2.4 Cebirlerin tanimi ve Ornekleri

Tanim 2.4.1 Bir cebir (5{f,..., f,}) ciftidir ve A bos olmayan kiime ve

i=12...k olmak tizere

f:AXAX. . xA- A

rrkez

f , n mertebeli operatérdir.
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Ornek 2.4.2 (i) (Z{+,—,O}), + tamsayilarda toplama;a, a nin tersi ve 0

birim eleman olmak Uzere bir cebirdir. Bu fonksiyonlaegadaki gibi ifade

edilebilirler;
f:(22) - Z ve f,:Z -2
(ab>a+b a -a

+ ikili ve — birli islemlerdir.

(i) IR reel sayllar kimesi olmak tzerélR {[}), aCb=min{ab} ve

al b=max{a b} seklinde ikili islemler olmak tGizere cebirdir.
2.4.1 Boolean Cebirleri ve Boolean Halkalari

Tanim 2.4.3. BirB Boolean Cebiri(B [ [,',01) dir dyle ki C,C join,meet
seklinde adlandirilan ikili slemlerden ve tumleyen olarak bilineg) birli
islemlerden olugr. B nin en kiguk ve en buyuk elemani olarak O ve 1 i
tanimlariz ( Givant et al., 2000).

OxOB igin

B :(B,C,L) dagiimal kafes

B, :xC0=0, xCL1=0

B, :xOx' =0, xCx =1
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Sartlari sglanirsaB ye Boolean cebiri denifB [ [-,',01) (Goodstein, 1963).

Ornek 2.4.4
(i) ({0,3,+01,0,1) oyle ki + (veya) L (ve) operatorleri ve(') degil

operatdrudur. Bu operatorler icin galuk tablolari ¢ sekildedir:

+ 0 1 L 0 1 0
0 0 1 0 0 0 0 1
1 1 1 1 0 1 1 0
(a) (b) (c)

Tablolar kullanllarak({O,l},[E,',O,l) in bir Boolean Cebiri oldug kolaylikla

goraltr. Bu yapi iki elemanl bir zincirdir. O en kiicik ve 1 en buyik elemandir.
(Sekil 2-8 (a))

(i) A={ab} ve P(A), A nin kuvvet kimesi olsunC birlesim ve C vi
keskim olarak, 0, bokime ve 1 iA kiimesi olarak tanimlayalim. Bu kdiar

altinda bu yapi Boolean Cebiri dir ve Hasse diagramina Wekil -8 (b))

1 {a, b}

{a} {b}

0 8
(a) (b)

Sekil 2.8 Boolean Cebirlerine Ornekler
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Verilen bogan farkh bir A kimesi, A nin kuvvet kimesiP(A) ve bir

onceki 6rnekte tanimli operatorler bir Boolean cebiridir.
Simdi Boolean cebirinin bazi yararli 6zelliklerini verelim.
X ve y B Boolean cebirinin keyfi elemanlari olsun. Oyley8e asagidaki
Ozellikleri s&lar;

B,. Eger xCy=0ve xCy=1ise X =y dir.

B;. (X)' =X

B;. (XCy)' =XLCy ve(xCy'=xLCy (DeMorgan Kurallart)
Simdi bu 6zellikleri ispatlayalim.
Ispat: x ve y B de keyfi elemanlar olsun.

B, Un ispati:

xCy=0 ve xC y=1olsun. Boolean Cebiri g6z dniinde tutularak;

X=xTCO0
=X LC(xCy) (hipotezden)
=(XCXYL(XLy) 0.)

=1L(XLy) B:)
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=XLCy (1, B nin en buyuk elemant)

0 zamanx <y dir. Ters simetrik ilex =y dir.

B, nin ispati:
XC(x)=1
(XC(X))C x=1C x=x (1 en buyik eleman)
(XCRLC((X)CxX=x (daziimalihik)
(X)'Cx=Xx B, ve B;)

Buradanx< (x')' dir.

Diger taraftan,

XCx=1

(XEXC(X) =1C(x)

(XC (X)) C(XC (X)) = (X)' = (X)' (dalmalilik)

xC (X) =x (B, ve B;)
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Buradan(X)' < x dir ve ters simetrik 6zeflinden (x)' = x dir.

Bs nin ispati:

(XEyY)C(XCy)=0 ve (xC y)C (X Cy)=1 oldugunu gostermeliyiz.
Dagilmaliligi ve 0 InB de en kicik eleman owu kullanarak:
(X YO (XC ¥)= (>€ XC y)C (YC XC y)= (OC y)C (0OCX)=0

Benzer sekilde, (xC y)C(XCy')=1 oldugunu ve bu sekilde
(xC y)' =x Ly yide gosterebiliriz.
Simdi Boolean halkalarina goz atgca
Tanmim 2.4.5 Ber birR= (R, +,0},0,1) halkasi icin(OxOR) x* = x salanirsa
R ye bir Boolean halkaadi verilir. Halka 6zellikleri kullanilarak Boolean

halkalari icin gagidaki 6zellikler gosterilebilir:

Lemma 2.4.6 EBer R bir Boolean halkasi is€¢] X0 R(OyOR) i¢in x+x=0

ve x[y= ylx kosullarini sglar.

Ispat: x ve y, R de keyfi elemanlar olsurx* = x gdzoniinde bulundurarak

OxOR igin:

(x+ X2 = X+ X

X+ X+ X+ X =X+X (daziimalilik)

X+x=0



28

x* =x ve x, —X gibi toplama gore tersine sahiptir.

Simdi de x[Oy= y[Ix bakalim.

(x+y)* =x+y

X+ xOy+ yOx+ ¥ = x+ (daziimalilik)
X+ xXOy+ ylxt y= %y (X =x)
xLy = ylk

Teorem 2.4.7 (a) (Stone): B = [-,'01) Boolean Cebir olsun.
B" :<B,+,D—,O,:I> seklinde cebir olarak tanimlayalim ( Burris, 1993):
at b=(aCb)LC(a' Ch)

alb=alb

ise B” bir Boolean halkasidir.
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(b) R=(R+,0},0,1) Boolean halkasi olsunR’ =(R[1[1,"01) cebirini sdyle

tanimlayalim:
allb=a+ b+ dk
allb=alb
a=1+a

ise R” Boolean cebiridir.

Taslak ispat

(a) B bir Boolean Cebiri olsun ve8 deki tim a,b,c igin @gidaki 6zellikler

saslanir:
1.a+0=0
2. atb=b+a
3.a+a=0
4. at(b+ g=(a+b)+c
5.all=1la=a

6. al{blt) =(alb Lk
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7.al{b+og=(alh+(alg

8. ala=a

1 in ispati:
a+0=(@CO0)C(a' Co0)
=@CYC @' Co)

=alo0 (O ve 1 en kuguk ve en buyuk elemanlart)

2 nin ispati:

a b B ve B bir Boolean Cebiri olsun.

at b=(aCb)LC(a' Ch)

=(BCaL(bCa) (dgismelilik ozelligi)

=(bCa)C (b Ca) (dgismelilik 6zelligi)

=b+a



31

4 Un ispati:

a( b p=(a(( b QL(bLg))C(dl((bLc)L(bLc))

= (& ((bC §C(H &) C(dC((bC)C(WCc)) (De Morgan)

=(&( bC §C(H ) C((AC bD &)C(dC b Cc) (Dasimalilik)

=(& b QC(& i QC(4CbC ¢)C(d b Cc)

meet ve joinglemleri degismelidir. Buradan( a B(O b B)(Oc B)
icin at+(b+ g =(a+b)+c dir.

7 nin ispati:

alb+alk=((ad BO( &l §)0( & BYO( & P

=((d€ pC(daC ¢)C((dCb)C(alc)) (De Morgan)

=(& b 9C(a - C(aCacgC(bCalc) (Dagllmalilik)

(aC bC ¢)C(aCb Cc)

al ((bC ¢)C (b Co)) (Dailmalilik)

=allb+ 0
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8 in ispati:

X, B nin keyfi elemani olsun. O zamatx = xC x dir. Fakatx [ x = X
B Boolean Cebiri oldugnda olur. Boéylecex(k= x dir [Ix B i¢in. (1) den (7)
ye kadar tim ozellikleri ggayan B” bir halkadir. Bununla birlikte (8)

ozelliginide sa&ladigi icin B” bir Boolean Halkasidir.

ata= (aCd)C @Ca)=0C0=0 her bOB" icin. Ayrica

alb=alb=bOa=blaheraveb OB" .
Simdi de (b) yi gOstereggz. Kabul edelim kiR bir Boolean Halkasi olsun. Her
a b cOR icin asagidakileri ispatlayacaiz:

(1) aCb=bCa

(2). aCb=blCa

(). a(bCg=(aCbhCc

(4). a_(bCog=(aCh)Cc

(5).alLa=a

(6). alLa=a

(7). aC(aCh)=a

(8). aC(aCh)=a



(9). a_(bC 9=(aCbLC(alc)

Lemma 2.4.6 dalx yOR i¢in x+x=0 ve x[y= y[kx dir.

(1) in ispati:

a ve b R nin keyfi elemanlari olsunlar.

at b= a+b+ab (tanimdan)

=b+a+blha (R Boolean halkasinin gesme 06zellii)
=blCa (tanimdan)
(3) Un ispati:

all(bOg=at(bt ct blg+ a( b e biXx (tanimdan)

=a+b+c+ b+ dbr dle @b (daziimalilik) (i)

diger taraftan:

(a pC (& b+ ah+ c+(at+ b+ ab)c (tanimdan)
=a+b+alb+ c+ dlct hle albl (dagiimalhlik)

=a+b+c+ bt dbr dle &b (dsmelilik) (i)

33
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(i) ve (i) den(a_ HC c=al (bCc) oldugu gorulir. Benzer yontemle

(aC b C c=(al) Cc ssitli gi gosterilebilir.

(5) in ispati:

ala=a+a+aa (tanimdan)

=0+a (R Boolean Halkasinda+a =0 ve ala=0 dir)

=a (R nin tanimindan)

(6) OxOR igin x* = x Ozelligi kullanarak ispatlanabilir.

(7) ve (8): absorption kurallari kullanarak gosterebiliriz:

all(allb = a+ dlbt+ d( albp (tanimdan)
=a+alb+ alb (a® =a)

=a+0 (DadRicin a+a=0)
=a

Benzer gkilde al (alC b) =a yi1 gosterebiliriz.
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Simdi de (9) u ispatlayalim:

(a0b)O(al ¢ = adb+ dler( alb{ alx (tanimdan)

=alb+ alt+ aldl (desismelilik ve a® = a)
=al(b+ c+ b9 (R deki dgilmahlik)
=al(bCc)

(1) den (8) e kadar olan 6zelliklerigayan R” ye kafes ve bununla birlikte (9)
u da sdladigi icin dazilmali kafes denir ( Stone, 1937).

Simdi, R” Boolean Cebiridir ayet aagidaki 6zellikleri de sglarsa:

(10). aC0=0veal1=1

(11). aCa'=1veala =0

(11) in ispati:

a, R nin keyfi elemani olsun.

alla=a+d+ dla (tanimdan)

=a+(1+a)+ a{l+ a) (a =1+aR" de)

=—a+l+a+all+aha (daziimalihik)
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= atatl+ata (dezismelilik al&=0 ve all=a)
=1 (ata=0)

—al0d =alH (tanimdan)

zal(l+a) (a =1+a)

=all+ala (dagiimalihk)

=a+a (a® =a)

=0

(10) un ispati benzerdir. Sonug olarBK bir Boolean Cebiridir.

B= B[,01) Boolean Cebiri icin ideal ve filtreyi tanimlayabiliriz (Bell et
al., 1977).

Tanim 2.4.8 B Boolean Cebirinin bil alt kimesi bir idealdirgyet:

() 001

(b) aldl vebOl isealCbOl

(c) alll veb<aisebOl
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Tanim 2.4.9 B Boolean Cebirinin bifF alt kiimesi filtredir ger:
(@) 10F
(b) aldF vebOF iseaCbOF
(c) allF veb=aisebOF

Simdi verilen bir B Boolean Cebiri Teorem 2.4.7 den

B =(B,+,0},0,] bir Boolean HalkasidirB" in idealini Tanim 2.2.4 ve

Tanim 2.4.8 den tanimlayabiliriz.

Teorem 2.4.10B= B [_[,'01) bir Boolean Cebiri olsunB nin alt kiimesi

olan bir | ideali vardir <1, B"In idealidir.

Ispat: Kabul edelim ki B nin bir | ideali olsun. O zaman ideal tanimindan

asagidaki hipotezler elimizde vardir:
(1) o0l
(2) alll vebOl isealCbl
(3) alll veb<aisebl
Simdi | nin B” nin ideali oldugnu ispatlamaliyiz.

1. 001 hipotezden var.
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2. a ve b | nin keyfi secilm§ elemanlari olsunlar. + nin Stone teoremi(Teorem
2.4.7) tanimindana+b 01 oldugunu gdstermek istiyoruzL nin taimindan

aCb<avedlCb<bvardir.ralCb'00l vea Cbl hipotezden vardir.

(3). Ayrnica (aCb)C(a' Ch)dOl dir (2) hipotezinden. Bobylece
at b=(aCb)C(@ Ch)dl dir.

3. all ve bOB keyfi secilms elemanlar olsunlar.a,b 1 oldugunu

ispatlamak istiyoruz.C nin tanimindanalb<a vardir. (3) hipotezinden

aCbOl dir. alb=alb oldugunda abl oldugu gorilir. Buradan,l ,

B in idealidir.

Diger taraftan kabul edelim Ki, B"n ideali olsun. O zaman:

1. o001

2. alll vebOl isea+bl

3. aldl vebOl isealO|I

I nin B nin ideali oldugnun dogulugunu sglayalim.

1. 0001 hipotezden

2. a,b | nin keyfi secilmj elemanlari olsun.Hipotezdea+b [l ve

abOl isea+b+albll | dir. allb= a+ b+ ak oldugundaalCbOI dir.
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3. alll ve bOB keyfi elemanlar veb<a olsun. O zaman
b=alb= a’k operatdriin tanimindan. Béylece (3) detb | ise bl dir.

| , B nin idealidir.

Tanim 2.4.11 Ber X OB ve B bir Boolean Cebiri iseX' asagidaki gibi

tanimlidir:
X ={d0B: alX}
Lemma 2.4.12 B bir Boolean Cebiri olsun.
(@) |1 O B olsun. O zamarn , B nin idealidir < ', B nin filtresidir.

(b) F OB olsun. O zamaifr, B nin filtresidir « F', B nin idealidir.

(b) nin ispat F OB olsun. a ve b, F nin keyfi secilmg elemanlari olsun.

Kabul edelim kiF , B nin filtresi olsun. Hipotezlerden:
(@) 10F
(b) allF ve bOF isealbOF
(c) alUF ve b=za isebOF

F' nin B nin ideali olduginu gosterelim.
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1.10F oldugundaQOF" dir (Tanim 2.4.11 den)

2. al0F ve bOF ise @ OF' ve b’'OF" dir. Ayrica aCbOF oldugunda
(aCb)y’OF" dir. De Morgan kuralindan(aCh'=aCb dir. Boylece
alCb OF' dir.

3. alJF' ve b<a olsun. aldF' ise @ OF' dir. b<a < a<b' den ve

a' OF denb'OF dir. Buradan(b)' =b0OF' dir. BéyleceF', B nin idealidir.

Ornek 2.4.13 C={123} ve A ve B,C nin keyfi alt kiimeleri olsun.
ACB=A0B ve ALB=An B seklinde tanimlayalim.P(C), C nin kuvvet
kimesi olsun.P(C) nin bir Boolean Cebiri oldiunu gdsterebiliriz¢ ,0 ileC

de 1 ile temsil edilsin. &kil 2-9 diagrami ile temsil edilir.

&kil 2.9 C ={1,23} kiumesinin Boolean Cebiri
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Bu seklin bir dagilmal kafes oldugnu gosternstik. Sirasiyla her
XOP(C) igcin X Cg=g¢ dir. XC¢g=X n ¢=¢ kesgim tanimiyla. Ayrica her
XOP(C) igcin XL C=XOC=C dir kumelerin birlgimi tanimiyla.
Kimenin  timleyeni  tanimini  uygulayinca her X P(C) Icin
XCX'=XnX'=¢ ve XC X=XOX'=C dir. Boylece
B={P(C),0,n,", ¢ C} bir Boolean Cebiridir.

Ustelik Teorem 2.4.7 kullaniiginda B bir Boolean Cebiri olgunda
B" 1 tanimlayabiliriz. (P(C), +,0F,#,C) Oyle ki her A ve B, C nin alt kimesi

olmak uzere:

A+ B=(An B)O(A n B)

AB=An B

ise B” nin bir Boolean halkasi oldugu gosterebiliriz. Simdi Boolean

halkasinin birkag 6zeflinin dogulugunu sglayalim.

Ik olarak; (OJAC C) icin A+ ¢ = A oldugunu ispatlayalim.

A+¢=(An¢)YO(A n g (+ nin tanimindan)

=(AnC)O¢ (kesgim tanimindan)

=Ad¢=A
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ikinci olarak: (OJAO C)(OBOC) igin A+ B =B+ A oldugunu ispatlayalim.

A+ B=(An B)O(A n B) (+ nin tanimindan)

=(An BUO(ANnB) (degismelilik)

=(Bn A)O(B'n A

=B+A

Son olarak:A+ A= ¢ oldugunu ispatlayalim.

An A =¢ oldugunda A+ A=(An A)J(An A)=¢lg¢g=¢ dir.

Simdi (DAOC) icin AIC= A oldugunu gosterelim. Kesim
tanimindanALC = An C= Aelde ederiz.

+ ve Loperatorlerinin tanimindan bu operatorlerin kimeli ve

dagilmali oldusunu gosterebiliriz.

Ornek 2.4.14 C bir 6nceki 6rnekteki gibi tanimli olsunP(C) bir halka
oldugunda bu kiimenin ideal ve filtresini tanimlayabiliriB(C) nin ideali,
{.{d .23 { .88 { .{% {2}, {12}}, { 41}, {3}, {13}} v& 42} {3}, {23}}
dir., Tanm 2.4.11 ve Lemma 2412 denP(C) nin filtresi:
{123}, {13}, {12}, {13}, {123} {13}}, {123} {12}}, {{123}, {23}},
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({123}, {23}, {13}, {3}}, {123}, {23}, {12}, {2}} filtre ve ideal tanimiyla bu

kiimelerin dogrulgu ispatlanabilir.

2.5 R-Modiillerin Tanimi ve Ornekler

Tanim 2.5.1 R bir halka olsun. Bir sol R-Modul A Rx A A fonksiyonu
(r,a) - ra

ile toplamsal abel gruptur dyle ki:

(O RO dR(DadA) ve (ObOA) igin:

(1) rifa+b)=r@+r

(i) (r+s)la=rla+ sla
(i) rs=(r®a

Eger R halkasi birimli ise vella=a, (JaldA) ise A ya birimli R-Modul
denir ( Herstein,1976).

Tanim 2.5.2 R bir halka olsun. Bir saR-Modul A Rx A- A fonksiyonu
(a,r) - ar
ile toplamsal abel gruptur éyle ki:

(OO RO R(aldA) ve (ObOA) igin:

() (a+b)r=alt+blt
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(i) al{r+s)=alr+alk

(i) (al®)Cr=agsh

Ornek 253 Her A abel grupl xA - A, r@Aa=a+..+a ile
|
(r,a)ra riane

0 —Modduldar.

Her r O0,s0O0,al Ave bOA igin:
() ra+b)=ri&+rb oldugunu ispatlayalim.

rifa+b)=(a+b+(a+ P+---+(a b

r tane

= at at---+atb+b+---+b A abel grup oldgundan

rtane rtane

=r@+rb
(i) (r +s)[a= r@&a+ sla oldugunu gosterelim:

(r+s)la=a+---+ a
[ —

r+stane

= a+..-+a+a+---+a

rtane stane

bir
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=rAa+sla
(iii) r {s[@) = (r¥) Ca oldugunu gosterelim;

rifs@) =rl{a+---+a s[a nin tanimindan

s...tane

—a+.---+a+---+a+.--+a

\—ﬂ/_—J \—\/_—J
stane stane
rtane
=(r8)@&A

Ayrica Her Abel grup bifl —Moduldir. Ayrica herR- Moddl bir abel
gruptur ve her] —Modul bir abel gruptur.

Halkanin carpim operatort iler($ oldugunda her R halkasi
R- Moduldur. Ayrica R halkasinin bir sol idealil ise | ve

R/l, R 1=a+ |,al R oldugunda R- Modulddr.

Tanim 2.5.4 A bir R— Modul olsun ve NO A olsun. N, A nin bir R-

altmoduludureger:

(i) (N,A) A nin alt grubu

(i) rOR venON igin rimON
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3.Lojik ve Cebirsel Yapilar Arasindaki Baglanti

3.1 Onermesel Lojgin Temel Kavramlari ve Notasyonu

Lojik ve Cebirsel yapilar arasindakishileri ¢calismak icin bazi tanimlar
ve Ozellikler verecgiz. Bu kisimda kullanggmiz dilin matematik diline nasil
cevirildigini gostermekle bdayacaiz. Semboller kiimesi ve sembollerin sonlu
dizisinde cakmak icin gramer kurallarini tanimlamamiz gerekiyor (Andre et al.,
1997.

Sembol isim Ceviri ya da kullanily

() Sol/s& parantezler Noktalamagaretleri

, Degilleme semboli Degil

C Birlesme Semboli Ve

C Ayrilma semboli Veya

- Kosul eger... 0 zaman..

- Cifte kosul eger ve yalniz ger
$,S.....S,... | Onermesel semboller Temsili atomik ctimle

Tablo 3.1 Onermesel Lojik Sembollerinin tanimlamasi
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Kesinlgmis sembollere lojiksel olmayan parametreler denir.

'C,C, -, sembolleri kesinbaglaclardir. Bir ifade sembollerin sonlu

dizisidir.

Cuamle Ceuviri
(S) S, in degili
(SCS) S ves,

(SLCS) S veyas,
(8§ -35) Eser S, ise o zamars,
(§ - S) S, ancak ve ancals,

Tablo 3.2 Gramersel kurallar

Bu kurallardan sonra kullanilan lojiksel sembolleri bir 6nceki
formullerden siralayip, birgirebiliriz. Ornesin a=(S), =S, ve
y=(SU0S,) ise o zaman
a - [ ile verilen ifade (§-S) ve a- B ile verilen ifade

(SOS) - S,) seklinde yazabiliriz.

Her atomik ifadeyi ve Sembollerin sonlu dizisinin kurallarini bu bélimde
saptayac@z ve buna bir 6nerme diyegie. Bir kesinlamis teori bir nermeler

kimesidir.



48

Tanim 3.1.1 Bir teorinin modeli da@ ya da yank atamalar altinda verilen

teorilerin tim 6nermelerini dog yapan dnermesel harflerdir.

Diger bir ifade ile bir teorinin modeli teorinin tim 6nermelerinigdo

yapan onermesel harflerin kiimesind@nF} kimesine bir fonksiyondur.

Verilen a ve [ gibi iki 6nermenin kesinkemis baglaclarla

baglandiginda olugn d@ruluk dezer atamalari g@gidaki tabloda verilmtir.

a B (@) |(@Cp)|@CpP |(@a-pB)|(@-pB
T T r T T T T
T F F F T F F
F T T F T T F
F r T r r T T

Tablo 3.3 Dogruluk dgeri atamalari

S onermesel harflerin bt@n farkl bir kimesi ve M, S nin bir modeli

olsun. Bir xS M de dagrudur (M|=x) ve denk olarak (x,T)OM
gOsterecgiz. Eger xS M de yanls ise M [£ x denk olarak(x,F)OM ile

gOsterilir.

Tanim 3.1.2 Verilen bir teorininA ve B iki modeli denktir ger ayni

onermeleri sglarsa(A= B)

Tanim 3.1.3 T, ve T, teorileri ayni modellere sahip isenktirler (T, =T,).
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3.2 On Hazirlik ve Yeni Sonugclar

Bu bolimde kimeler ve temel cebirsel yapilar (grup, halka, kafes, R-
Modul) ve dnermesel lojikle cebirler arasindakglaatilari tesis ede@ez. Bazi
Ozellikler ve Ornekler ispatlanacaktir.

S S: aldA bogan farkli A kiimesi ile igkilendirilmis onermesel
harflerin  kiimesi olsun. M, S nin keyfi bir modeli olsun.

(M) ={xOS: M|= % tanimlanir.

Onceki tanimdan:

MEXo (X,T)UMVEe ME X< (X,F)OM

A ve B, S nin keyfi modelleri olsun.

Ozaman A B{( ,X)yO S{ T B:(xyO AC(x}Yy OB}

Simdi ¢( An B) = ¢(A) n ¢(B) gbsterecgiz.

xO¢g(A) n ¢(B) olsun. O zamanxOg¢(A) ve xO¢g(B) dir. ¢ nin
tanimini kullanirsak A|=x ve Bl=x olur. Boylece (x T)OA, (xT)OB o
zaman (x T)O An B. Buradan An Bl]=x ve ¢ nin tanimiyla xO¢(An B)
dir. x keyfi oldugunda ¢( A n ¢(B) O ¢(An B) elde ederiz. Benzegekilde
¢(An B) O ¢(A) n ¢(B) gosterebiliriz.



50

Bu sonuctan yola ¢ikarag( An B) yi yeniden tanimlayalim:

« A B={ X S(A=XL(B|=x)}
ve
An Bl=x= (AF XO(BE X.
3.2.1 Kumeler
Simdi verilen bir C kimesinin modelleri Uzerindeki operatorlerle
calisacalz.

S={ S;: allC} bogan farkli C kiimesi ile ilskilendirilmis dnermesel harflerin

kimesi olsun. En az biAJC icin A ile iliskilendiriimis model tanimisu
sekildedir:

(M&E 3T 8 TF alA( ¢ FOSTH:alA

C nin keyfi bogan farkli alt kiimesi icin kiimelerin bigien tanimini

uygulayarakA ve B icin A B ile modeli iliskilendiririz:

M(AOB)={(S, 70 S{ TF a A )BO
& FYUS{T,F}:dl Al B

Dikkat etmeliyiz ki alJ(AOB) ise allA veya allB dir. Bu ise
M(A|F S, veya M(B)|= S, oldugunu gosterir. O zamagS,,T) J M(A) veya
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(S,,T)IM(B) dir. Diger taraftanal (AL B) ise all A ve allB dir. BOylece
M(A S, ve M(B)ZS, dir. Buradan(S,,F)OM(A) ve (S,, F)OM(B) dir.

M(A) ve M(B) modellerin terimlerindekiAO B ile iliskilendirilmis

modeli tekrar yazabiliriz:

MB)B{( 5 T-(3 70 MAD(S, T) OM(B)}
O S F:(S POMADC(S, HOM(B)} kimenin Kkesimi tanimini

kullanarak A n B ile iligkilendirilmis model:

M(AnNB)={(S, TO0S{ TF a A )BO
& FYS{T,F:al (A B}

alJ(An B) ise allA ve allB. M(AI|FS, ve M(B)|=S, dir. Boylece
(S, THYUM(A) ve (§,T)UMB). Eger al(An B) ise all A ve yaallB
dir. Bu (S,,F)UM(A) veya(S,,F)dM(B) demektir.

Boylece, M(A) ve M(B) icerisindeki M(An B) ile iliskilendirilmis

modeli tekrar yazabiliriz:

MAIB{( 5 T(2 70 MAICS, T) OM(B)}
0{C & F:(S BOM A O(S, F) OM(B))}

Bir kimenin timleyen tanimi kullanarakj (A) ile iliskilendirilmis model

(Mg 3T 8 TF alAld( § FOUSXTH:alA dr.
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M(AOB) ve M(An B) nin kullanimi gibi M(A) yi kullanarak M(A")

modelini yeniden yazalim:

(MYAH( S)T( 8 FO M A O{( & B:(S, T) UM(A)}

Ornek 3.2.1 H = {1234} ve H nin A={12},B ={13} alt kiimeleri olsun. Bu
alt kimelere kaulik gelen modeller: M A {(S.T).6 T).6 F).§, F )}
ve M(B)={(S, T, (S, F).(S, 1.(S T}

AnB={1} oldugindan K1 A B={( S T.(S, B.(S. P.(S, F)}

M(A) ve M(B) deki terimlerin M(An B) tanimini takiben kiimelerin

keskimlerini bulmaya ihtiya¢c duymadan ayni sonuclari elde ederiz.

MA B={( 573 B(3 (S F)}

Benzersekilde AOB={123} oldugunda M(AUB)={(§ T7.(S 7,
(S, T1).(S, B} A ve B icin iliskilendirilmis modellerdeki terimler icerisindeki

M(ACO B) nin tanimindan ayni sonug elde edilir.

Simdi, A'={34} olduginda M A= {( S B.(3,F.(S.T).E .T)}
oldugunu A nin timleyenini bulmadaiM (A) dan kolayca saptanabilir.

Bu ornekten birC kimesinin bosolmayan A ve B alt kiimeleri igin

An B, AOB ve A ile iliskilendirilmis modeli bulmanin en kolay yoli (A)

ve M(B) modellerini kullanmaktir.



53

S nin A ve B keyfi alt kimeleri olsun. Kartezyen Carpim tanimi
A B={( ab: ad AbOB} dir. AxB ile iligkilendirilmis model:

MA)BH{( @y, T:( AP0 A B(S,, H:(ahOAxB}
Ayrica M(AxM(B)icin ( S XUOSx{T, F} oldugunda:
MA MBE{( S)X » ¥:(S X MA(S, Y IM(B)}

Dikkate almaliyiz kiH = {1,234} kimesi veA={12} ve B={34} alt
kimeleri icin AxB = {(13),(14),(23),(24)} dir. AxB ile iliskilendirilmis

model:

I\/I(AX B) :{( 31,3)! -I)’( %,4)’ T'( §,3) )I’-( §,4) )T( (I'Qﬁ) )T

55(1,2) F )1§2,1) F )a§2,2) F )1@,1) 1F)’(%,2) .
55(3,3) F )’§3,4) F )1@4,1) F )1§4,2)F)1(S(4,3)1 F),
Ruay F I

A ve B ile iligkilendirilmis modeller:

WA S 703 0.(S B.(S, F)}

MB={( S F(S B(S (ST}

Daha sonraM(A) x M (B):
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M(AxMB)={(S T.($ .3 XTS5 B .58, 9).T
(S D.(S BLIS D05 DS K5 M5, SHT s 9.(R, HF
(S, FL(S: B3 B.(S WS FCSIAS,D.(S H).(% B.(S B,
(S B).(S, DS B.(S N}

M(AxB) ve M(A) xM(B) kiyaslandginda ayni kardinaliteye sahip
olduklari goralur yani 16 elemaSayet bu iki kime arasinda bir gati varsa
bir sonraki gama bunu tespit etmek olacaktir.

ilk olarak donigmi tanimlayagaz:

®: M(A)XM(B) -~ M(A)x M(B)
(& X)(8, V> Sy 2)

oldugundax,y,z {T, F} de vez dogudur < x ve y dogu.
@ nin sdrjektif bir déntgm olduginu gosterelim.

Durum 1: (Sap: DOM(AXB) olsun. O zaman (S, T)OM(A) ve
(S, T)OM(B) oyle ki ®((S,, T).(S, M=(]y. T

Durum 2: (S,,,F)0M(AxB) olsun. O zaman(S,,F)O0M(A) veya
(S,F)IM(B) oyle ki X veya |y yanlis oldugunda
O((S,, R:(S: V=( ]y, H- Boylece® nin surjektif bir dontgm olduginu

gOstermg oluruz.
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Simdi, PUS, (S V=PU(S k(S N olsun. 0] Zaman
(Sanyr U =(Scq),v) dir xyzwuvI{T, F} oldugunda. BOylecea=c ve
b=d dir.

iki duruma sahibiz:

Durum 1: Kabul edelim ki u=v=T olsun. O zamanx,y,z dogudur.
Boylece (S,T)=(S.,T) ve ($.,T)=(&.T) olur. O nedenle
(S T(S M=, ND(S,,T)) oldugunu sonuglandirinz.

Durum 2: u=v=F olsun. O zamax=F veyay=F vez=F veyaw=F
dir. §=S, ve § =S, oldugunda dgruluk deseri atamasi ayni olur. ger
X=F ve y=T ise z=F ve w=T dir. Boylece (S,F)=(S,,F) ve
(S, N=(S,T) dir. Onedenle(( S, B.(s, 0)=S, F,(S,,T)) dir. Benzer
yaklasimla x=F,y=F ve x=T,y=F icin elde edilir.

Simdi kabul edelim ki x=F,y=T ve z=T,w=F olsun. O zamanall A
oldugunda(S,, F) U M(A) ve cUA oldugunda (S, T)OM(A). Fakat § =S,

ise a=c fakat al] A ve clJ A dir. Boylecex #z ve y #w dir.

Son olarak,® 1-1 bir dontugmdur. Biz yapgiimiz ispatlarla gagidaki

teoremi ispatlamgiolduk:

Teorem 3.2.2 Verilen birS kiimesi veS nin bogan farkli iki alt kimesiA ve
B olsun. M(A) x M(B) ve M(AxB) modelleri arasinda bir bijeksiyon vardir
oyle ki:
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®:M(A)xM(B) - M(Ax B
(S, X(3 N> (B, ¥

"%, y,z0{T, B oldugundaz dogrudur < x ve y dogrudur ' kosullari altinda.

3.2.2 Gruplar

G bir grup ve S={ S: allG} , G ile iliskilendiriimis 6nermesel
harflerin kimesi olsun{J ', -, ~} tablo 3-1 deki gibi tanimlansin. Gramer

kurallari ise tablo 3-2 deki gibi tanimlansin. G icigkiiendirilmis kesinlgmis

teorinin tanimi:

T(G)={S 30 $~ 2 ab G

e, G nin birim elemanidir. A, T(G) nin keyfi bir modeli olsun.
A=T(G) anlamina gelir. f A={ ald G A=S,} olarak tanimlayalim. O

zamanu(A), G nin alt grubudur.

A=T(G) oldusunda Aj=S, ve boyleceed u(A) dir. a ve b u(A)
nin keyfi elemanlar olsun. O zamaAl=S, ve A]=S, dir. Boylece
A= S 0§ dir. Hipotezlerden A= SO§ - S,, dir. O zaman
A= S, dir. O nedenlea— b0 u(A) dir. 4(A), G nin alt grubudur.
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B, G nin alt grubu olsun.T(B) |= S, olarak tanimlansinT(B)|= S, <

allB. O zamanT(B)|= T(G) dir. B, G nin alt grubu oldgunda elJ B dir ve
T(B)|= S, olur.

Simdi kabul edelim ki, T(B)|= S, ve T(B)|=S, olsun. O zamam, G
nin alt grubu isealdB ve bOB oldugunda a-bOB dir. Elimizde
TMBF SUS ve T(BFS,, var. O zaman TBF SOS§ - S, dir.
Boylece T(B) |= T(G) olur.

T(G), A nin bir modeli ve u(T(B)) =B ve B, G nin alt grubu
oldugunda T(u(A)) = A yI gbsterelim.

xO u(T(B)) keyfi olsun. O zamanT(B)|=S, dir. T nin tanimindan
X[ B elde ederiz. O nedenlg(T(B)) O B dir. Diger taraftanx, B nin keyfi
elemani olsun. O zamald nin tanimindan T(B)|=S,. Boylece ¢ nin

tanimindan xO u(T(B)) dir. O nedenle BO u(T(B)) dir. Son olarak
4(T(B)) = B oldugunu sonuclandiririz.

Simdi, T(u(A) = A ssitliginin sggladigini gosterelim. BazixUG igin
Tw(A)[F S, olsun. O zamarm nin tanimindanxO x(A) dir. Ayrica ¢ nin
tanimindan A=S, elde ederiz. T(w(A)|FS, den A=S, oldugs goruldr.
Diger taraftan bazx[JG icin Al=S, olsun.x(A) nin tanimindanxd u(A) ve

T nin tanimindanT(u( A) |= S, dir. BoyleceT(u(A)) |= A dir.

Yaptigimiz ispatlarla gagidaki teoremi ispatlangiolduk:
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Teorem 3.2.3 G bir grup veG, T(G) ile iligskilendiriimis 6nermesel teori :

(T&{ SSOS - S.,: ab0G}

T(G) kesinlemis teori modelleri veG nin alt grubu arasinda 1-1 bisleme

vardir.

Simdi, bu teoremi somutiairacak bir 6rnek verege.

Ornek 3.2.4 G=(1,,+) ve + toplamsal 4 modil olsun. O zama@G) ile

verilen kiime:

()-‘E‘E‘@ %ESO‘S oso[S 18’ 35(3: §—’ §%[%—’Sl’
1D So—’si $81—S 081[$ 25* 3Sr$] §—’ §§DS)_’SZ’
4181*81 %:JS 2‘S oSOB 38* 353?"] UQ-'_’ §§D§—’Szl
Sl 5- 30§ - &}

G nin alt gruplarini kolayca gosterebilmek ich ={0}, K ={0,2} ve

G alalim. O zamarT(G) ile iliskilendirilmis modeller:

M H={( 3 3.(S B.(S P.(S F)}

MX={( & 3.(3 B.(3D(S F)}

MG & T(57(S (ST}
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Onermesel harflerinT(G) nin tum 6nermelerini $gamayacgini dasru

ve yanls diger atamalar altinda dagayabiliriz.

Ornegin, MI={( & J.(3 0.(S PA.(SF)}, T={01} alt
kimesine kafilik gelen atama olsunT nin G nin bir alt grubu olmaghni
kolayca gosterebiliriz veM(T) nin T(G) icin iliskilendirilmis bir model

olmadgini da gosterebiliriz. Orrign, S0 S - S, 6nermesi yangtir.

Bu Ornekten, gorebiliriz ki 4 sirali bié grubu icin T(G), 17 6nermeye
sahiptir. T(G) yapisinin ¢bzimu ve n inci dereceden alir@ngrubunun,
SOS - S,, formunun 6nermelerinin sayis® dir. Bdylece S, énermesini
ihtiva eder, T(G) nin kardinalitesi elde edilir, n inci dereceden sonlG

grubunun kardinalitesn® +1 dir.

Simdi, N G grubunun bir alt grubu olsungér T(G) ye § - S

atn-a
formunun 6nermelerini eklersela G nin keyfi elemani ven[JN oldugunda

asagidaki teoremi tesis edebiliriz:

IFACTBE={ S 3 5~ Jp - Swa’ @bUG NN}

AFT(Gy) ve f A={ a1 G A=S}} olsun. O zamanu(A), G nin
normal alt grubudur.

Teorem 3.2.3 den, biliyoruz ki(A), G nin alt grubudum u(A) ve

allG olsun. O zamanA=S, dir. § - S, ., oldugunda A=S dir.

Bdylece a+ n—alu(A) dir. Buradanu(A) nin G nin bir normal alt grubu

oldugunu sonlandirabiliriz.
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Diger taraftanB, G nin normal alt grubu olsunT(B)|=S, <~ alB
seklinde tanimlayalim. Gosterelim KrI(B)|=T(G,) dir. B, G nin bir alt

grubudur veeldB var. Ayrica allB ve bOB i¢in a-bB dir. O zaman
modellerin tanimindanT(B)[=S, ve TBF SUS§ - S, dir. Simdi xUB

olsun. B, G nin normal alt grubu olmasindan itibare+ x—allB elde ederiz
UallG i¢cin. O zaman T(B)|FS, ve T(BI|=S,,, dir. Boylece
MBI S - S..,, dir. Buradan ger B, G nin normal alt grubu ise o zaman

T(B)|=T(G,) dir.

Benzer yaklamla Teorem 3.2.3 de&\, T(G) nin bir modeli oldugnda
TW(A)|= A; B, G nin normal alt grubu oldwinda x(T(B)) = B dir.

Boylece aagidaki sonucu ispatlamplduk:

Teorem 3.2.5 G bir grup veN, G nin normal alt grubu olsurt(G,;), ¢ nin
gengletiimis dnermesel teorisi olsun dyle K(G) nin 6zellikleri ile g tutulsun :

TE=060{S-> S, .: a0GnON}. Kesinlgmis T(G,) teorisi ile
ili skilendirilmis modellerlec nin normal alt gruplari arasinda bire bir bemae

vardir.

3.2.3 Halkalar

R bir desismeli halka ve S={ S:al0R R ile iliskilendirilmis

onermesel harflerin kiimesi olsun. Parantezlerin ve mantiksglagbearin
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{C,C,', -, «} mantiksal sembollerinin sabitlerinin kiimesi dnceki bolumdeki

gibi olsun. Tablo 2-2 deki kurallar kullanilarak, R ile iliskilendirilmis

kesinlemis teorinin tanimi:

(TR{ ,S.& S S S- $:(0alR,(0bOR) dir.
AODS ve AES, < (S,T)OA olsun. Ber Aj=T(R) ise 0 zaman

( pA={ @ R A=S,} R ninidealidir.

A= S, oldugunda 0 1(A) dir.aveb,I(A) nin keyfi elemanlari olsun.

O zaman A=S, ve A=S dir. Boylece A= S CS, dir. Hipotezlerden
A SCS§ - S,, ise o zamanA=S__, dir. BOylecea-bO1(A) dir. Simdi
kabul edelim ki adl(A) ve rOR olsun. O zaman AE=S, dir.
A= S - S, (OrOR) oldugunda I(A) nin tanimindanAjl=S, ve ar O 1(A)
dir. Béylece I1(A), R nin bir idealidir. Dger taraftanl, R nin bir ideali ve
A)[ES, < a0Ol seklinde tanimlansin. O zamami\(l)|= T(R) oldugunu

gosterebiliriz.

Ilk olarak, 0OR ve | bir ideal oldgunda @11 ve A(l)|=S, dir. a ve
b R nin keyfi elemanlari olsun. A )= SC § - S,, oldugunu gdstermek

istiyoruz.

Kabul edelim ki A I)|= S, OS, olsun, o zamanA(1)|=S, ve A(I)[=S,
dir. Bu daadl ve b0l oldugunu gosterir. Fakat, R nin ideali oldgundan
a-b0O!I dir. Boylece A(l)|=S,, dir. Buradan A I)|= S, OS, ve AI)|=S,,

oldugunda A)=SCS -~S,, Yy sonlandirinz. Son  olarak
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A)= SC S - S,, Y gostermek istiyoruzalll ve bOR olsun. O zaman
|, R nin ideali oldugindaabO1 dir. Boylece A(1)[=S, ve A(l)|=S,, dir.

Buradan A )= § - S,, oldugunu sonugclandirirz.

T(R) deki tim dnermeler(1) da dgrudur. BuradanA(I)|= T(R) dir.
Benzersekilde A T(R) nin bir modeli ve 1, R nin bir ideali oldgunda

A(1(A) = A vel(A(l)) =1 yi gosterebiliriz.

Teorem 3.2.7 R de&ismeli halka v8(R), R nin 6nermesel teori ile
ili skilendirilmisi olsun. T(R) kesinlgmis teorinin modelleri veR nin idealleri

arasinda bir 1-1skesme vardir.

Ornek 3.2.7 R=(] ,+,.) bir halka olsun. Aagidaki kiime ile T(R) nin

dogrulugunu gosterebiliriz:

()=KRe £ S-S, FS:1S 355 ., SF 5~ LS -5,
H $ S¢ 8S-5,; 3S;8 ,S,8 & 53 5 §30S -5,
H 8 Sg §1S-S , 85,5 ,S:8 5 »F %~ 3%-5
1 So 1S SI 13*52' §—’S 3szs 0-828* zsss" §§_’ %%_’Szi
S - S}

Bu halkay! inceleyerek, R nin ideallerini tayin edebiliriz:

N ) ={( & 3.(S B.(S B.(S F)}

M) ={{ & 708 B.(SD(S F)}



63

M) ={{ & T(S (S D(ST)

MA{( 8 T.(STD.(S B.(S,F)}, g03 - S, ve § - S yanls
oldugunda
T(R) icin bir model tgkil etmez. Bu iseA ={01} in R nin bir idealidir.

Verilen G grubu ve onun kesindeis teorisi ile iliskilendirilmis teorisi

T(G) ile n kardinalliR halkasi icinT(R) nin mertebesini saptamak istiyortitk
olarak{ § SC S - S.,} formunun 6nermeleri icim* +1 tane dnerme vardir.

Simdi S - S,, 6nermesinin(Gnermelerinin) sayisini saptamayaagah.

R=0, ve xOO, olsunx ve n in en blylk ortak bélend dir ve

(xn)=d ile gosterelim. Hesaplarsakn/ = {0;1,2,...%—1} kimesi olur. Ber
d

d =1 ise 0 zamans, - S, formunun 6nermelerinin farkinin n olduglimizde

olacaktir. Kabul edelim kid #1 olsun, 0< j<k<g—1 ve (x,n)=d #1 i¢in

xj= xkmodn olmasinin imkansiz olgu agikga gorulir.

Kabul edelim ki xj= xkmodn olsun. O zamany(xj— xk) dir. (xn) =d

oldugundat, ve t, [, de vardir ki, x=td ve n=t,d. O zamant,/t,(j—K),
fakat (t,,t,) =1 durumundat,/( j —k) oldugu gordlir. Boylece, < j-k <§—1

fakat t, :2 olur. Bbylece§< j—k<g—1 olur ve bu da bir cedkidir.

Boylece (x,n)=d #1 durumunda xj= xkmodn olmasinin imkansiz oldugu
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gormusolduk. O zamarxj = xkicin 0< j<k <§—1 dir. Boylece her bira#0

icin § - S, formunun 6nermeler farkg dir.

Teorem 3.2.8 Verilen n elemanli sonlu, halkasi i¢inT (U ,) nin kardinali:

N gir.

TO ) =n+2+
TO )| ﬂ%} o)

Ornek 3.2.7 yi yeniden gozden gegcirelingi4) =1 ve (34)=1 dir. Eger
a=1 veyaa =3 ise 4 farkli dnermeye sahibizg& a=2, (2,4) =2 ise toplam

2 bnermeye sahibiz. O zamanr- 4 oldugundaT (U ) nin kardinalitesi 28 dir.

Simdi, R=[ 0lsun, o zaman her big i¢in (ki bu all{1,3,5,7}), bu

sayilar 8 ile aralarinda asal ofsflilnda 32 tane 6nerme varda=2 ve a=6

icin, (28)=2 ve (68)=2 oldugunda toplam 8 6nermemiz vardir. Son olarak

a=4 icin (48)=4 oldugunda 2 den fazla 6nermemiz vardjF.( ;)| =10dir.

3.2.4 Kafesler

L bir kafes olsun. L dnermesel dile sekilde iliskilendirilir;

S={s,:allL } 6nermesel harflerin kimesidir ve mantiksal semboller
{00 -, »,(,)} seklindedir. L ile ilgkilendirilmis kesinlgmis teori:
(ML={ SC $~ SonC Spp: (DaO (Db O L)}

Fonksiyon tanimi:
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p: T(L) nin modelleri — L nin alt kafesleri (¢(A) ={xO L: A S)

A~ 1A

X ve y p(A) nin keyfi elemanlarn olsun. O zamaat S OS,,
oldugunda A- S 0§ ve A S, dir. HiptezdenA S, ~ §,,0 &, elimizde
var o zamanA S 0§, 0 §, dir. Boylece A 5, ve A~ S, dir. y(A) nin
taniminin uygulagindanx O y0O p( A ve xOyOu(A dir. Boyleceu(A) L nin
alt kafesidir.
Simdi r:L nin alt kafesleri. T(L) nin modelleri

S- T(S
r(S)F S, < xOS oldugunda ger S, L nin alt kafesi ise(S)r T(S) dir.

x ve y S alt kafesinin keyfi elemanlari olsun. O zamanyOd S vexOyO S
dir. Boylecer(S)- S.7(¥ S7( B ,§ ver(St S, dir.
Buradanr(S)F SO § - §,0 §, dir. Son olarak L nin alt kafesi olaicin

r(S)F T(L) oldugunu sonuglandirirz.

Benzer yontemlerele teorem 3.2.3 de, L nin alt kafesi
oldugundau(r(S)) =S dir ve A, 7(L) nin bir modeli oldgunda
r(u(A)) = Adir. Boylece aagidaki sonucu ispatlamplduk:

Teorem 3.2.9L bir kafes ver (L) , L nin dnermesel teoriyle gkilendirilmisi
olsun. T(L) kesinlgmis teorisinin modelleri ve L nin alt kafesleri arasinda bire

bir esleme vardir.

Ornek 3.2.10 L asagidakisekil ile temsil edilen bir kafes olsun.
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a

kil 3.1

T(L) yukarida temsil edilensekille verilmis L kafesinin 6nermesel

teorisiyle iligkilendirilmisi ve hera,bOL i¢in aldbOL ve aJbOL dir. Burada
S, Oonermesel harfin yazsh yerine onun gti olan énermesel harf yazaga.

Eger allb=c ise o zamanS,, yerine S, yazilacaktir. Bu iseS,,, = § «

allb=c demektir. Ayrica glemlerin (teorideki) dgismeli olduginu kabul
edecgiz. Son olaraksekil 3-1 de L kafesi ile ilikilendirilmis T(L) teorisinisu
sekildedir:

TL={SUS- 3T 3 & S 8,
SUS- U3 & & 8

SH3- 8U 5 & S 8 S5 ¢35 5y
SUS- 30U & & 8 S5 5

Bir kafesi incelerken her singletonurbir alt kafes oldugnu gorebiliriz.
Ayrica her zincir bir alt kafestir. L nin alt kefesleri igin bazi 6rnekiagaladir:
A={a}, B={a,b}, C={a,c,d}

Bu alt kefeslerle ikkilendirilmis modeller:

MA={(S: D.(S B.(S F(s B
MB)={(S, D.(S 7.(5 F( & B
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MC)={(S, D.(S B.(3 T.( & B

D={a,b,c} bir alt kafes dgildir. CinkiitbOc=d ve dOJ D dir.
S, 08 - S0 §vanls oldugunda M(D)H(S, T.(S 7.( & B . T(L) icin
bir model dgildir.

n elemanl bir kafes ile gkilendirilmis teorinin kardinalitesini saptamak
istiyoruz. Kafes teorisinden, kafes icindeki her bir elemangerdelemanlarla
bagli olmasi gerekgini biliyoruz fakat dgismelilikten 6nermelerin bazilari
tekrarlidir ve bunlar teoride sayllmayacaklardir.

Ornek 2.3.10 dan 4 elemanli bir kafes igin teori 10 tane 6nermeye sahip
olacaktir; a 4 elemanla, b 3 elemanla , c 2 elemanlave d kendisiyle

baghdir. O zaman n=4icin [T(L)|= 1+2+3+4=10 dur. Bu da bizei sonug

icin yol gosterici olur:

Teorem 3.2.11n elemanl bir kafes igin T(L)g.(nz_+1) dir.

Ispat: Bu sonucu ispatlamak icin L nin mertebesi tizerinden matematiksel

timevarimi kullanagaz. Bir tek aelemanl bir L kafesi .S 0S - QO §

Onermesi iceren kafestir ve T(L)=1 dir.
Kabul edelim ki k elemanli bir kafes icin gl olsun:

k.(k+1)
2

L, k+1 elemanh bir kafes olsun. O zaman hipotezden ilk k eleman igin

Tl =

T(L) nin @ tane onermesi vardir. Bir eleman daha eklersek k+1 tane

onerme olur. O zaman k+1 elemanh L kafesi icin T(L) nin 6énermelerinin sayisi:

k(k 1) k+1).k+2)
2

T(L)=———=+(k+1) =
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Boylece matematiksel timevarimla n  elemanli bir kafes igin
TL={S, 08 - §,0 9,:(C KO B )k formunun tim o©nermelerinin
n.(n+1)

2

iceren T(L) icin |T(L)| = oldugunu sonlandiririz (Sreekumar,2005) .

3.2.5 Cebirler
Bolim 2 den bir cebirin formunu acgiklaghk.
v=(AF) bir cebir olsun. S={S,:( a b A A semboller kimesi ve

mantiksal balaclar 6nceki bolimlerde kullandiklarimiz olsun.

v ile iliskilendirilmis kesinlgmis teorisdyle tanimlanir:

n
S b~ B AW B %qgl i%}bﬂ &161., 2 (b, nb:
T()=

her a,ll:),bl,ﬂ A ve n driteli  yanksicin

A ={(ahlOAx A A § seklinde tanimlanir. ger A* T(v) ise o
zamand(A) ya u(A, F) nin konguransi denir@(A) bir denklik b&intisidir ve

A Uzerindeki §lemleri korur.

IIk olarak 8(A) nin denklik b&intisi oldgunu gostermeliyiz.
8(A) yansiyan, simetrik, gegiendir. Sadece gegienligi gosterecgiz.
(a,b)08(A olsun. 8(A) nin tanimindanA' S, ve A §. dir. Boylece
A' §, 0 §dir. HipotezdenA® S, 0§, - $S.elimizde var. O zamarA* S,
dir. 8(A) tanimindan(a, c) J&( A dir. Buradangd(A) geciken baintidir.
Simdi 8(A) nin A daki slemleri korudgunu gosterecgz.
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fOF keyfi bir fonksiyon ve i=1,2,...,n icin(a,R)08(A olsun. 8(A) nin

tanimindan ve i=1,2,....n i¢inA* §, dir. O zamanA’ QISM dir ve

hipotezden A ESW = S(aa..a) (bbb dir. Boylece

A" St aa )b ) ve 6(A) nin tanimindan
(f(a,a,...8,), f(,b,....h )28 (A dir. Buradan(a,h ) DG(A(UI) ise

(f(a), f(h))Ta(A@i dir. 8(A) nin f islemini korudgunu ve v =(A F)
cebirinin bir konguransi oldwnu sonlandiririz.

Diger taraftan 80 Ax A olsun ve A(6)' S, - (a,b)J8 seklinde

tanimlansiny = (A, F) cebirinin kongurans antisi 8 ise A* T(v) dir.

a, b, ¢ A da keyfi elemanlar olsur® bir kogriians banti olsun.

Yansima oOzelfiinden (a,a)068 ve A@)* S dir. Kabul edelimki A@) S,
olsun. O zaman(a,b)00@dir. Ayrica simetri den(b,a)J8 dir. Boylece
A" S, ve A@)' S, - S, dir. Simdi A@)" S, ve A@B)" S.olsun. O
zaman (a,b)08 ve (b,c)0@dir. Gecgmelilikten (a,c)0gdir. Boylece
A(H)‘ Sacve A(H)‘ SabD %c - §cdir'

f OF n ariteli fonksiyon olsun.A’ ésﬂ ~ S(a..a) ..y Oldugunu
ispatlamaliyiz.
A’ ,@lsﬂ olsun. O zamana( b D&dir. i =1,2,..n icin a,h 0 Aolduzunda
@ bir kongrians oldiunda (f(a...a).f@...5)08dir. O zaman
AO) " S

aa ) dIT
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Buradan A’ ié%h ~ S(a..a)ih.ny dir. Boylece A@) T (v) dir. A,

..........

T (v)nun bir modeli oldgundaA(@(A)= A ve & kongriians bant
oldugunda A(6( A)) = Aoldugunu ispatlayabiliriz.

Buradan g sonuglari ispatlarpolduk:

Teorem 3.2.12u(A, F) bir cebir olsun o6yleki A bdgan farkli bir kime, F, A da

tanimh fonksiyonlarin kiimesi veT (v), A ile iliskilendirimis 6nermesel

teorem. A, T (v)kesinlgmis teoreminin modelleri ve u(A, F)cebirinin

kongrianslari  arasinda  birebir uygunlnu icerir.  Ornek 3.2.13
v=(B,0,0'0,bir Boolean Cebiri olsun. Lojik sembollerinin kimesi
S:{ S, (abd BX}B ve lojik baslaclari bir éncekiekilde tanimlansin. a,b,c,d

B bogan farkli kiimesinin keyfi elemanlari olsun. B ilekilendirilmis uygun

Onermesel teoriu sekildedir;
S ) - 2 D nd — .
T(U):{aa S~ S 80 %~ 8§ 8 S}
SabD% - $aDQ(th)D §m¢(¢1
B Boolean cebirini (6rnek 2.4.49ekil 2-8(a) ve onceki ornekteki gibi g6z

énunde bulundurursak (v) 6nermesel teoremi ganabilir. Onermesel harfler

S={S, & § g olacaktir. Bu Boolean cebiri bir kongrians iginde

sonuclanacak olan gauluk deser atamalarini analiz edelim.
S

aa’

T(v) da bir 6nerme oldiunda S,, ve S,dogrudur. Kalan 6nermesel
harfler i¢cin dgruluk dezer atamalarinin 4 tanesine sahil§iz ve S, gibi.
S, Yanls ve §,dogru olsun. Simetri ile§, - §,0nermesini sglatabiliriz. Bu

deserlendirmeden sonra tablo 3.3 kullanilarak bu 6nermenin syafdusunu

sonuclandirabiliriz. Boylece bu ataniqu) icin bir model tgkil etmez. Benzer
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sekilde ger S, dogru ve §,yanliy atamasi yaparsag, - §,0nermesi yanji

olacaktir. Béylece bu iki olasihk (v) de bir model olmak icin uygun dedir.
Diger taraftan, ger tim Onermeler dowu olsaydi o zaman agikca

T (v)icin bir model olacaklardi.T (v) 6nermelerine kisa bir baftan sonra

elimizde ger S,ve Sikisi birden yanls ise bu sonugtan T (v)ile

ili skilendirilmis bir model oldgu sonucu vardi.

O zaman B Boolean cebiri igingkilendirilmis kongruans:

X ={(0,0),(1,1} ve Y ={(0,0),(0,1), (1, 0), (1,2)dir.

Uygun modeller ise:

M) ={(S D.( 3 F(S F( 3 T

M) ={(S 0.(S: 3.0 (3

3.2.6 R-Moddiller

R bir Halka ve RM keyfi bir R-Modul olsun.
S={S: d] RMsemboller kimesi ve 6nermeselglaglar tablo 3.1 deki gibi
tanimlansin. RM ile ikkilendirilmis teorisdyle tanimlanir;
T(RM)={§ SO $- S, S SO (2 RW Db B@ Or M
A* T(RM) ve tanim:
K T(RM) nin modelleri ~ RM ninR alt modiille

A u AC)  Oyleki u A)=fORM A S

A* T(RM) ise u(A) nin RM nin bir R-alt moduli oldtunu
gosterelim. 4(A)nin RM nin alt grubu oldgunun d@rulugunu gosterebiliriz.

rRve bOu(A) keyfi elemanlar olsunlarb u(A) oldusunda A‘ S, dir.
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Hipotezden A* S, - S, dir. Boylece A* S, ve tanimdanrb y(A) dir. Bu
yuzden (Or OR)(ObO p( A)(C rbO p( A) dir. O zamanu(A) nin RM nin bir R-

alt modulu oldu@ sonlandirilabilir.
Diger taraftan tanim:

7:RM nin R-alt moddilleri ~ T(RM) nin modelle
A T(A)
oIdugundanr(A)‘ S, eger ve yalniz ger x[O A dir A, RM nin bir R-alt modulu

oldugunda.
A, RM nin keyfi R-alt modulu olsun. A altgrup olgunda OO Ave eser

al Ave b Aise a- b0 Adir. Béylece T nin taniminda{A)‘ S,

r(A)* S,0S, - S,, oldugu gorilir. Simdi r ORve al Aolsun. A, R-alt
modill oldgunda radAdir. O zaman rnin tanimindan 7(A)‘ S,
ver(A)* S,:(OrOR). O zaman T71(A)‘S, - S,dir.  Bodylece
r(A)* T(RM) dir. Simdi A, g(RM)nin keyfi bir modeli
oldugundar (# (A))= Aoldugunu gostereggz.

Ayrica A, RM nin bir R-alt modulii oldtunda #(T(A)) = Aoldugunu
gosterecgiz. Ilk olarak, S, 0 Skeyfi bir onermesel harbyleki 7(u(A))* S,
olsun. Ondan sonra nin tanimindanall x(A) dir. Ayrica ¢ nin tanimindan
A* S_dir. Benzer olrak ger A* S, ise 7 (u (A))" S,oldugunu gosterebiliriz.
Boylece 1@ @A) S, -« A*S, oldugunu sonlandirabiliriz, bdylece
r(u(A) = Adir.

A, RM nin R-modulii olsun veallA olsunz nin tanimindan

7(A)=S,ve u nin tanimindanaly(7(A))dir. Béylece A u(r(A)dir.
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Benzer olaraky(7(A)) O Aoldugunu ispatlayabiliriz. Boylece A, RM nin R-alt

moduili olduginda (7(A)) = Aolusunu sonlandirabiliriz.

Buradan biz gagidaki sonucu ispatlamplduk:

Teorem 3.2.14 R bir halka olsun, RM bir R-modul VéRM) teori

ile iligkilendirilmis olsun. T(RM) ve RM nin R-modullerinin modelleri bire-bir

uyusma gosterir.
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4.SONUCLAR

» Bir C kiimesinin A ve B gibi boglmayan iki alt kimesinin kartezyen
carpimi verilsin. Biz bu kiimelerle gkilendirilmis modelleri tanimladik ve A ve
B icin modellerle ilgkilendiriimis Kartezyen carpimdarAx B nin modelleri
arasinda® gibi bir bijeksiyon oldugnu ispatladik.

» Dedekind Teoremi ve Birkhoff Teoremi gibi kafes yapilarinin birkac
ilging sonuclari ile cafldi ve ispat edildi. Ayrica Boolean cebirleri icin birkag
Ozellik sunulmutur. Stone Teoremi igin ispat ¢izimi yapigrBoolean Cebiri ve
Boolean Halkalari ile ifkilendirilerek ispati yapilnstir.

. Verilen bir A cebir yapisi i(;inT(A)('jnermeseI teoremlerini

tanimladik dyleki A nin alt yapilari iIé’(A) nin modelleri arasinda bire bir bir

esleme oldug@nu gosterdik. Bu ifkiler gruplar, halkalar, kafesler, cebirler ve R-
modduller icin calildi.

*  Farkh 6nermesel teorilerin kardinalitesi gdtli. Sonlu gruplarin,
halkalarin ve kafeslerin hesap yapmak icin;

v n mertebeden bir G grubu ig| (G) E i’ +1

v R=0, halkasl i(;in|T(Dn)|=n2+2+Z(—n) Al g,
an

1
v Kafes igin|T(L)|=n(nZ+ ) dir
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