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VOLTERRA iNTE__GRAL DENKL@M;ERiNiN YAKLASIK
ARDISIKLAR YONTEMIYLE COZUMLEMELERIi

Oguzhan OZKAYA

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal1
Tez Danigmant: Yrd. Dog. Dr. Ali ISIK
2010, 39 sayfa

Bu calismada farkli tipte integral denklemler ve onlarin ¢oziimleriyle ilgili
durumlar incelenmistir. Bu denklemler yaklasik ardisiklar ydntemiyle
¢Oziilmistiir. Bu ¢aligma dort boliimden olusur.

Birinci boliimde, onceki donemlerde yapilan ¢aligmalar ve bu tezde yapilacak
olanlar anlatilmustir.

Ikinci boliimde ise, gerekli temel tammlar, Volterra ve Fredholm integral
denklemlerin yaklasik ardigiklar yontemiyle ¢6ziimii lizerinde durulmustur.
Ugiincii bolimde ise, R', R? R® ‘deki sabit katsayili dalga denklemlerinin
D’alambert, Poisson ve Kirchgoff integral denklemlerine indirgenebilecegine ve
bunlarin ¢dziimleri lizerinde durulmus, varlik ve teklik teoremleri ispatlanmustir.
Dordiincli bolimde ise fonksiyon katsayili dalga denklemleri ve bunlarin
¢Oziimleri lizerinde durulmustur.

Besinci boliimde elde edilen sonuglar verildi.

Anahtar Sozciikler: Volterra integral, Fredholm integral, Yaklasik ardisiklar

yontemi, Weierstrass teoremi.



ABSTRACT

SOLUTION OF VOLTERRA INTEGRAL EQUATIONS BY METHOD OF
SUCCESSIVE APPROXIMATIONS

Oguzhan OZKAYA

M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Ali ISIK
2010, 39 pages

Different type of integral equations and their solutions are considered in this
thesis. These integral equations were solved by the successive approximations.
This thesis consists of four chapters.

In the first chapter, history of integral equations are given and which were studied.
In the second chapter, the basic concepts are given which are necessary for the
subject Volterra and Fredholm integral equations were solved by the successive
approximations method.

In the third chapter, initial value problems for hyperbolic equations with constant
confficients in R', R?, R® are reducible to D’alambert, Poisson and Krichhoff’s
integral equations were solved by the successive approximations. The existence
and uniqueness theorems for the solution of an integral equations.

In the fourth chapter wave equation with the funcion velocity are studied. The
existence and uniquenses theorems for the solution of an integral equations.

The fifth chapter involves the conclusion of study.

Key words: Volterra Equations, Fredholm Equations, Successive approximations
method, Weierstrass theorem.
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1. GIRIS

Integral denklemlerle ilk ugrasilar XIX. yiizyilmn ilk yarisinda baglamistir. Onceleri
dagmik ve rastgele arastirmalar yapilmisken, ayni ylizyilin sonlarina dogru daha
sistematik ve bilingli aragtirmalarin yapildigi ve birtakim sonuglarin alinmaya

baglandig1 izlenmektedir.

Integral denklemler matematiksel fizik ve uygulamali matematikteki birgok

problemlerin doniistiigii denklemlerdir.

1822 yilinda Fourier, baz1 6zel integral doniisimlerin inversiyon denklemlerini

vermistir.

Bir mekanik problemi inceledigi 1823 yilinda ABEL’in ilk defa integral denkleme

rastladigi bilinmektedir. Karsilastigi fiziksel problemin ¢6ziimiiniin

R E )
d)(x) - fa \/ﬁdy
seklindeki birinci tip lineer Volterra integral denklemine indirgenip bu denklemin

¢ozliimii yine Abel tarafindan 1826 yilinda verilmistir.

Integral Denklem deneyimi Du Bois REYMOND un CRELLE, Vol.103 (1888)’
de yayinlanan bir calismasinda Onerdigi anlasilmaktadir. integral denklemleri
bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda bulundugu denklemler olarak

tanimlanmaktadir.

Integral smirlarindan birinin x degiskeni olmasiyla tanimlanan Lineer Volterra
integral denklemlerine ait ¢alismalar, ilk olarak 1860-1940 yillar1 arasinda yagamis

olan Italyan matematik¢i Vito Volterra tarafindan yapilmistir.



Bu calismada c¢esitli tipten verilen integral denklemler, yaklasik ardigiklar
yontemiyle ¢ozlilmiistiir. Problemin ¢6ziimiinde varlik ve teklik teoremleri
ispatlanmigtir. R de alinan homojen olmayan bir dalga denkleminin D’alambert
formiiliine indirgendigi, bu integral denklemin ¢oziimiinii yaklasik ardisiklar
yontemiyle ¢oziilecegi gosterilmistir. R? ve R3 de alinan homojen olmayan dalga
denklemlerinin ¢6ziimlerinin Poisson ve Kirchhgoff integral denklemlerine
indirgendigi, bu integral denklemlerin ¢o6ziimlerinin de yaklasik ardisiklar

yontemiyle ¢oziilebilecegi gdsterilmistir.

Son olarak Fonksiyon katsayili dalga denklemlerinin indirgendigi tekil Volterra

integral denklemlerinin de ayn1 yontemle ¢dziilebilecegi gosterilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Tanimlar

Tammm 2.1.1 Bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda bulundugu

denklemlere integral denklemler denir.

Tanmm 2.1.2 Bilinmeyen fonksiyon u(x), verilmis bir fonksiyon ¢(x), ¢ekirdek

fonksiyonu K (x, y) olmak tizere

b
M@=ﬂ@+mewa®

seklindeki denklemlere 1. cins integral denklem; bilinmeyen fonksiyon w(x)

integralin hem i¢inde hem diginda olmak iizere
b
uG) = £00+ [ K yuGdy
a
seklindeki denklemlere I1. cins integral denklem
b
p@u) = f@)+ [ Keuyuody
a

seklindeki denklemlere ise III. cins integral denklemler denir (Lovitt,1950).

Tamm 2.1.3 Bir f fonksiyonunun

b
f FOO2dx < o

a



esitsizliginin saglanmas1 halinde (yani integral degeri mevcut ve sonlu ise) f

fonksiyonuna L, fonksiyonu denir (Kanwal,1971).

Tanmm 2.1.4 Bilinmeyen fonksiyonun sadece birinci kuvvetini bulunduran bir

integral denkleme de lineer integral denklem denir (Kanwal,1971).

Tamim 2.1.5 Integral sinirlarindan biri x gibi bir degiskene sahip olan integral
denkleme Volterra integral denklemi, simirlarindan her ikisi birden sabit
olabilecegi gibi biri veya her ikisi birden sonsuz olan denklemlere de Fredholm

integral denklemleri denir.

2.15°de wverilen tanima gore Fredholm integral denklemine ait c¢ekirdek
{(x,y):a<x<b,a<y<b} karesel bolgesi iizerinde, Volterra integral
denklemine ait gekirdek {(x,y): a <y < x < b } iiggensel bolgede tanimlanmigtir
(Romanov,1974).

Tanm 2.1.6 u(x) = f(x) + f; K(x,y)u(y)dy

seklinde verilen ve bilinmeyen fonksiyon u fonksiyonunun diginda f gibi bir
fonksiyona sahip denkleme homojen olmayan integral denklem, f = 0 haline de

homojen integral denklem denir (Kanwal,1971).

Tamm 2.1.7 K(x,y) ¢ekirdek fonksiyonu {a < x < b, a <y < b} araliginda
stirekli ise integral denklem tekil (singiiler) olmayan bir integral denklemidir. Eger
K(x,y) bu aralikta siirekli degilse, integral denklem tekil (singtiler) integral
denklem adi verilir (Lovitt,1950).

Ornegin,

flx) = fo"% (Tekil olmayan integral denklem)



fx) = f0°° sinxyu(y)dy (Tekil olan integral denklem)
2.2 Volterra integral Denklemleri

Il. cins lineer integral denklemin ¢oziimii, bilinen metodlar kullanilarak farkli
sekilde elde edilmistir. Ilk &nce C. Neumann, J. Liouville, (1837) ve

Volterranin’nin ortaya koyduklar1 metottur.

u(n) = f() + 1[ K@ y)u@y)dy

integral denklemi ile verilen u(x) fonksiyonunun, A nin bir integral serisi seklinde
ifade edilebilecegini gostermislerdir. Bu seride A nin gesitli kuvvetlerinin
katsayilart, x in fonksiyonlaridir. Bu seri ise A nin her degeri i¢in yakinsaktir.

Coziim elde edilmesi i¢in kullanilan yol ise ardisik yaklastirma metodu’dur.

Volterra, 6nemli ve kullanigh olan bu metodu, bir teorem halinde su sekilde ifade
etmigtir. Eger f(x) ve K(x,y) fonksiyonlar1 [a, b] araliginda stirekli ise integral
denklemi bu aralikta her A degeri i¢in tam ve siirekli bir ¢6ziime sahiptir ve bu

¢oziim ardisik yaklastirma metodu ile belirlenir.
Teorem 2.2.1 Ikinci tip lineer Fredholm integral denklemi olarak bilinen
b
u() = fO)+ [, KC,y)u@)dy (2.1)

denkleminde f fonksiyonu [a, b] araliginda, K fonksiyonu da {a <y < x < b}

ticgensel bolgede siirekli olsunlar. Bu takdirde

Py = f(), Pp() [, K(6Y) Prs Dy, n=1,23,.. (22)

olmak iizere (2.1) denkleminin diizgiin ve mutlak yakinsak



u(x) = Xp=o A" Pp (%) (233)
serisi ile verilen bir tek u siirekli ¢oziimii vardir (Davis,1930).

Ispat: (2.1) integral denkleminde A =0 igin;

u(x) = f(x)

olup bunu u, (x) ile gosterelim. (2.1) denkleminde elde edilecek fonksiyonu u, (x)

ile gosterirsek

u (¥) = £ + A f7 K, y)uo(y)dy (2.4)

olur. Buradaki integral x’in bir fonksiyonu olacagindan, bunu

O (x) = [ K, y)uo () dy (2.5)
ile gosterirsek (2.4)’u
u;(x) = f(x) + 294(x) (2.6)

seklinde yazilabilir. ik yaklagimi
up(x) = f(x) = Qo (x) 2.7)
ile ifade edersek {igiincii yaklagimi
b
u(0) = () + 1 J, KCx,»)ws )y (2.8)

olacaktir. (2.6) da (2.7) geregince f(x) yerine @, (x) yazilip (2.8)’de yerine

konursa

Uy (x) = Do (x) + 19 (x)



olup,
wp (1) = fO) + A L7 K, 1) [Po() + 201 (3)]dy

= f(O) + 27 K(xy)Po(dy + 22 [ K(x,y)®; (y)dy

Burada f (x) yerine @, (x) yazilir. O zaman buna uyularak

®,(x) = [} K(x, ), (y)dy

Uz (x) = Qo (x) + AP (x) + 2P, (x)

yazilabilecektir. Bunu genellestirirsek

Up () = O (x) + AP, (x) + 12D, (x) + -+ AP, (%) (2.9)

seklinde bir seri olusacaktir. Burada

Do) = f(x), Ppu(®) [} K(x,y) Ppes (¥)dy, n=1,2,3,...
buradan (2.1) denklemine gidilerek,
u(x) = ®g(x) + AP, (x) + 12D, (x) + - + 1D, (x)+...
= Y=o A" Py (%) (2.10)
serisi elde edilir. Buna gore,

u(@) = limu, ()



dir. A nmin mutlak degeri yeteri kadar kii¢iik olursa bu seri diizgiin yakinsak olur.
Clinkii f(x)¢ in tamm arah@indaki simir1 F, K(x,y)’nin tamm bolgesindeki

siirinda K, ile gosterecek olursak
Do) = If()| < F
|21 = |[; K(x,y) o()dy
b
< [, IKCe P () dyl
< FKy(b — a)
b
|0, = |f K(x,y) @:()dy|
b
< [, 1K1 (dyl

b b—a)?
< [7KoF Ko(y — )dy = FK* =2

D5 ()| = | K, y) @, () dy

INA

LP1K G )19, )y

b b-a)? b-a)?
< [T KoF K 2 dy = FiP 2

|Pn ()| < FKo" ——

- n
D, (x)| < F(KoW(b a))

n!



(KolA|(b—a)™
n!

bulunur. Genel terimi olan seri (boliim kriteri) yakinsak oldugundan

Weierstrass kriterinden Y5—o A" @, (x) serisi [a, b] araliginda ve A degeri igin
diizgiin ve mutlak yakinsaktir. Terimlerin her biri siirekli olan bu serinin diizgiin

yakinsadigi fonksiyonu U ile gosterirsek u siireklidir.

u(x) fonksiyonu (2.1) ile verilen denklemin bir ¢oziimiidiir.
b
fG)+ 2 f K, y)uly)dy
a

= N2 At Dy (1) — A [ K (6, )| Biozg A" @ (x)]dy

= Eeo " 0 () = Beo A7 [ K (2, ) @5 () dy

= Znmo A" @ (x) = oo A @pq () = @ (x)

= Xn=1 A" @n(x) = Xig A" @ (x) = f(x)

olur ki bu (2.10) serisi yardimiyla verilen u(x) denklemini sagladigini gosterir.

(2.1) nolu denklemin ¢éziimiiniin tek oldugunu gostermek i¢in  uq (x) ve u,(x)

gibi birbirinden farkli iki ¢ézlimii oldugunu kabul edelim.
v(x) = uy(x) —up(x)

olmak tizere,

v(x) = [ K(x, y)v(y)dy

homojen integral denklemini verir. Schwartz esitsizligi yardimiyla
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w17 < 122] [PIKCe p) Py [ lv )1 dy
x’e gore integre edilirse

Pl de < 122[Ko2 (b — )2 [2 v dy
elde edilir.

[1- 1221 Ko?(b — @)?] [ lv()|>dx < 0

olur. [1 — |2%| Ky*(b — a@)?] > 0 oldugundan f:lv(x)l2 dx < 0 olmalidir. Ancak
bu ifade negatif olmayacagina gore f:lv(x)l2 dx = 0 olur ki v(x) =0 olur ve

U, (X) = U,(X) sonucu goriiliir. O halde (2.1) denkleminin ¢dziimii tektir.

2.3 Ardisik Yaklastirma Yontemiyle integral Denklemlerin Coziimii

Baglangi¢c ve smir deger kosullarina sahip hiperbolik denklemler Volterra tipi
integral denklemlere indirgenebilir. Bu denklemleri ardisik yaklastirma

yontemiyle ¢dzebiliriz. Ikinci tip lineer Volterra integral denklemi olarak bilinen

u(t) = (&) + 1 f, K(t, Du(t)dr (2.11)

denkleminde

f(t) €C[0,T], K(t,t) e C(0O<T<t<T) (2.12)

olsunlar. f(t), K(t,t) fonksiyonlar1 [0,T] araliginda siirekli ise, integral
denklemlerin bu aralikta her A degeri i¢in tam ve siirekli bir ¢oziime sahiptir ve bu

¢ozlim ardigik yaklastirma yontemiyle belirlenir. Bu takdirde

up(t) = £(©), up(®) = [ K(t, Dun_1 (2)dr, n=123,..
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olmak tizere (2.11) denkleminin diizgiin (ve mutlak) yakinsak

u(t) = Xn=o A" un(t) (2.13)

serisi ile verilen bir tek stirekli ¢6ziimii vardir. Volterra, 6nemli ve kullanigl olan

bu metodu su sekilde ifade etmistir.

Teorem 2.3.1 (Varlik Teoremi)

f(t) €C[0,T], K(t,t) € CO<T<t<T) kosullart altinda u(t) € C[0,T]

fonksiyonu (2.11) nolu denklemin ¢oziimiidiir (Romanov V.G,1974).
ispat:
Bu teoremin ispati1 i¢in agsagidaki lemmalara gereksinim vardir.

Lemma 2.3.1 Kabul edelimki, K, = max|K(t, )|, F, =max|f(x)]

0<1t<t<T olsun. Ozaman

Fo(Kot)™
n!

lu, (O] <
olur.

Ispat: Tiimevarim yontemiyle n = 0 igin |uy(t)| £ F, ‘dir.n = k igin

Fy(Kot)k+1

k
ui (9] < 2CE dogrulugunu kabul edip 1 = k + 1, igin e, (£)] < 202

oldugunu gostermeliyiz

[uge1 (O] = [f3 Kt Dy ()dz

< [ 1K (& Dl (D) dr
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< Kofy lu (®)ldz
< KoftFO(KOT) dr

F0K0k+1 ft de _ F0K0k+1tk+1 _ Fo(Kot)k+1

0 KW(K+1) — (K+1)!

Lemma 2.3.2

(2.12) kosullart altinda ~ Y)j— ug(t) serisi [0, T] araliginda yakinsaktir.
Ispat:

1.Weierstrass teoreminden

k k
Ju ()] < 2 <RIy e [0,

yakinsaklig1 goriiliir.

Lemma 2.3.3

Y=o Uk (t) serisi [0, T] araliginda siirekli bir fonksiyondur.
ispat:

Birinci Weierstrass teoremi  geregi Y.p—ouUr(t) serisi [0,T] arahiginda
yakinsaktir  u,(t) [0,T] araliginda siireklidir. O zaman u(t) = Y3_ ug(t)
toplam fonksiyonunda [0,T] araliginda siireklidir. ikinci Weierstrass teoremi

geregi,

limy oo [y Thoowe®lt = [ lim TiL wct
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= [f ua, Ve, B] € [0,T]
Lemma 2.3.4
u(t) fonksiyonu (2.1.1) denklemini bir ¢oziimiidiir.
ispat:

U (8) = f, K(t, Dty (1)d7, n=123, ..

Nty (8) = [JK(t,T) TNoyty_q (D)dT

up(t) = f(t)

esitligini her iki tarafina ekleyelim
t -
U (t) + Zh=1un () = [y K1) ERZ5 un(@dr + £(8)

N ooty () = [JK(t,©) INZdua(Ddr + £(2)

n - oo limiti alinirsa

u(t) = limy,, [ K(t,7) TNZ3u,(Ddr + £(8)

Ikinci weierstrass teoremi geregi,
u®) = [ K(t,©) limENZdu,(Ddr + f()
Nn—oo

u(®) =[5 K(t, Dun)dr + £(t)

olur.
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Teorem 2.3.2 (Teklik)
(2.11) denklemin ¢6ziimii tektir.

Ispat: (2.11) denkleminin ¢éziimiiniin tek oldugunu géstermek icin u®(t), u?(t)

gibi
ul(t) = f(6) + f, K(t,Du' (D)de
u(t) = f(O) + [, K(t,Du? ()de
birbirinden farkl1 iki ¢6ziimii oldugunu kabul edelim.
ul(t) —uA(t) = f, K(t,Ou! () — u?(D)]de
olur.
ul () —u?(®) = ot
olmak lizere,
o(t) = [, K(t, Do (T)dt
homojen integral denklemini verir. ul(t) = |¢ ()| olmak iizere
lp(®] < Ko fylo@ldt

Llo@ldt = u(t)

ul(t) < Kyu(t)
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ul(t) — Kou(t) < 0

~Kot jle carparsak

her iki tarafi e

e Kot y1(t)- K, e Kolu(t) < 0,

“letu@l < o,

t =0 dant =t integralini alirsak
e Kot y(t) —u(0) <0,
e Kot y(t) <0,
u(t) <0 ve u(t) =0, ise u(t) =0.Vvte [0,T]igin [ (t)] =0 olur.
e(t)=ul(t) —u?(t) =0 ise ul(t) =u?(t) olur.

Sonug: (2.13) ile belirtilen seri her A degeri i¢in diizgiin yakinsak oldugundan

ikinci tip Volterra integral denkleminin ¢éziimiiniin varligi A dan bagimsizdir.



16

3. SABIT KATSAYILI DALGA DENKLEMLERIN
INDIRGENDIiGi INTEGRAL DENKLEMLERI

3.1 D’alembert Integral Denklemi
Upe = Uy Fq())ulx, t) + f(x,t) xER, t>0
u(x: 0) = g(x) ) ut(xl 0) = h(x)

Bu kosullar altinda denklemin ¢oziimii

ux,t) = Fot) +3 [ [502)) a@u(g, ndéde (3.1)

X

Burada,

1 1 [xtt 1 rt x+(t—-7)
R0 =5lo0ct 0ol +y [ n@aerg [ | e

Kabul edelim ki,
q(x) € C(R), g(x) € C?>(R), h(x) € C2(R), f(x,t) € CY(R x[0,T]), (3.2)

olsun. Integral denkleminin bir ¢dziimiiniin olduguna ve bu ¢dziim yaklasik

ardigiklar yontemiyle bilinebilir. Bu takdirde,

uy(x,t) = F(x, t)

uy () = 3 f [0 a() un oy (¢, D)0

olmak iizere (3.1) denkleminin diizgiin (ve mutlak) yakinsak

u(x, t) = Xn=o tn(x, t)
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serisi ile verilen bir tek u(x,t) sirekli ¢oziimii vardir. Volterra, énemli ve

kullanigh olan bu metodu su sekilde ifade etmistir
Teorem 3.1.1 (Varlik Teoremi)
F(x,t) € C(A(t)), q(x) € [-T,T], Fy = max|F(x,t)|,

kosullar1 altinda u(x,t) € C(A(t)) fonksiyonu (3.1) integral denkleminin bir

¢Oziimiidiir.
AT) ={(x,):0<t<T<T—|x|}
Bu teoremin ispati i¢in agsagidaki lemmalara gereksinim vardir

Lemma 3.1.1 Kabul edelim ki, g, = max|q(x)| x € [-T,T], Fy = max|F(x,t)|
(x,t) € A(T) olsun. O zaman

1 1
lun (x, )| < Fo(_z %Tt)n;

olur.

ispat:
w6 =3y [0 a@uE dédr

[us G )1 < 5 Jy [0 D1a(@)! g (6, 1) ldéde

1 t rx+(t-17)
s (6, O < 5d40F0 [y [ oy déde

=2qoF [j[x + (t—1) —x + (¢t — D)]dz

1 t
=5 qoFo Jy @2t =27)
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1 t
<Za0FoTfy dr
1 t
=5 qofFoTy

w (e ) =3 fy [0 a@u(E déde

X
1 1 t
[u2 (6, 6)] <300 (S q0FoT) T f Tdt

_1 2 2 t?
=71 FT” 5

1
2!

1
=F (5 qoTt)’
1 n nth
|un(x, t)l < Z_nq FOT ;
Lemma 3.1.2
(3.2) kosullar altinda Y 5— ui(x, t) serisi A(T) araliginda yakinsaktir.
ispat:

1 1
[ (2, )] < Fo(o-qoT)" =

1 1
< Fo(; qoTT)" =

n!
yakinsaktir. Birinci weierstrass teoremi geregince
u,(x,t) < a, vn=0,1,2,3

Y0 ay, yakinsak oldugundan Y5 u,, (x,t) yakinsaktir.



1 1 .
an = Fo(5 CIOTT)nE ise

- 1 1
X5 an = Fo(5q0T?)"~
Lemma 3.1.3

u(x, t) = Yg=our(t) serisi C(A(t)) da siireklidir.
ispat:
Iortn (5 8) = 5 [y oy 46) INZ3 up (€, )lédr
uy(x,t) = F(x,t) eklenirse
Uy (6,6) + gty (6,8) = F,0) + 1 ff, . 4(6) TNZ wy (§, DT
u(x, t) = LMy Yoh=o Uy (X, 1)
= F(x,t) +5 lim [y, a(©) EN=3up (6, 1)dEdT
Ikinci weierstrass teoremine gore

FOOD = 3 [y 4 lim SNZ3up (€, 0)déd

uot) = FOOE) + 5 [y 4@UE Ddédr

Lemma 3.1.4

u(x, t) fonksiyonu (3.1) integral denkleminin bir ¢oziimuidiir.

19
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Ispat:
uy (e 8) = 3y 0o () wnoa (€ T)dET

SNoatty G t) = 2 f3 [0 () By g (6, 1)dEdT

Her iki tarafa uy(x,t) = F(x,t)

x+(t-71)

Shogun (0 = 3 fy [i0 ) a®) Th=y un -y (6, 1)AEAT + F(x, 1)

Moty (e, 6) = 3 fy [0 a(8) BNy (6, D)0EdT + F(x, )

n — oo limiti alinirsa

x+(t-71)

uC,t) = lim 2 [ 7,70 a@© TN un (€ vdEdT + F(x, )
uCet) = 3 fy [20) a@)lim TNZ3u (€, 1)0EdT + F(x, £)

ue,6) = 3 [y [5070 a() u(§, rydéde + F(x, 6)
Teorem 3.1.2 (Teklik)

(3.1) denklemin ¢6ziimii tektir.

Ispat: (3.1) denkleminin ¢oziimiiniin tek oldugunu gostermek icin ul(x,t),

u?(x,t) gibi

x+(t—71)

w8 = Feo ) + 5 fy [0, a@) wi(E, nydédr



WA t) = Fot) +5fy [0 a@) w?(E ndéde

x—=(t-1)
birbirinden farkli iki ¢6ziimii oldugunu kabul edelim
e, t) =ul(x, t) — u?(x,t)
olmak tizere
1t +(t—
oGt =5 [y [ a@e(E ) dedr
homojen integral denklemini verir.
1 t +(t—
PG O < Sa0 fy [ o€ )l déd T
olur. u(t) = max|e(x, t)| olmak tizere

e OI < g0 fy [ ) u(r) déd o
= qo [, (t —Du(0)dr
u(t) = max|o(x, )| < qo f, (t —Du(r)de
u(t) < qp f, (t —Du(D)dr
< qotfy lu(@| d

olur. u(t) = fotlu(r)l dt olmak iizere,

u'(t) — qotu(t) < 0

21
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qot?

elde edilir. Her iki tarafi e 2 ile ¢arpilirsa

_Clof2 qdot?

e z u'(t)—e z gqptu(t) <0

d qdot?

ff:oE[e_ 2z u(t)] <0

ot?
e_un(t)— u(0) <0

t2

do
ez u(t) <0

t2

do
olur. ez >0 oldugundan Vt € [0,T] i¢in u(t) < 0. Tanimdanda Vt € [0, T]
icin u(t) =0 dir. O zaman Vt € [0,T] i¢in |u(t)| = 0. u(t) = max|e(x,t)|
oldugundan ¢(x,t) =0 ve

ul(x, t) = u?(x,t)
olur.

3.2 Poisson Integral Denklemi
Upr = Upy + qO)ulx, t) + f(x,t) XER? t>0

u(x,0) = g(x) , u(x,0) = h(x)
Bu kosullar altinda denklemin ¢6ziimii;

qEmunr)dédndr (3.3)

_ 1t
u@y, ) = 600y, + ol amgmromn? <t To-prro-mirao?

Lemma 3.2.1 Kabul edelim ki, ||G|| = max||G(x, t)ll, Q@ = max),<r |q(x)]



olsun. O zaman

ongan
u,(x,y,t) < i G| n=12,3,..
olur.

Ispat:

loll = 116

luall = NG Nl

1 ot c2m pt- . (e Jtrsing,
llunll = |- J; 371 q(x + reos, y + rsing) < 1(x\/::fi;p23_/rzsm(p D rdrdedt
<lell FAGIIQN = 2= (¢ — rydr
- 0 (2n-2)!

1 t — _
= IGIIQI" oo, foT 272 £ = 72n 1 de

_ n 1 t. 21t t_rz_" ¢
= 1GINRI™ G Jo L5y 16— 51 6]
1 tZ‘n. th

= llGlifiel™

(2n-2)! [Zn—l - Z]

1

2n
2n(2n—-1)(2n—-2)! [t ]

lalieln™

2n
lGIQI"™ —

2n)!

n tZTL
[un (. 01 < IGIIQI"
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Lemma 3.2.2
¥o un (x, y, t) yakinsaktir
Ispat:

TZ‘n.

Yo U (x,y,t) < ”G“”Q”n (2n)!

x,y,t)<a, vyn=0,123,..

Birinci weierstrass teoremi geregi ),y a, yakinsak oldugundan

ifadesi yakinsak olur.

Lemma 3.2.3

qEnuEnr)dédndr

_1qt
6y, 0 =2l l empmrom® <0 Toomro-mireo?

siirekli oldugu goriiliiyor.

Lemma 3.2.4

u(x, y, t) integral denkleminin bir ¢oziimudiir.
ispat:

qEmunr)dédndr

_ 1t
@y 0 = 5 fo ll =m0 <t Taprrommrsao?

ft—T Q(fﬂl) er\llzl Un-1 (f;n;f)dfdnd'[
0 V=2 +-m2+(t-1)?

1 pt (2
Z?{:ﬂln(%y' t) = ;.[fo fo "

Her iki tarafa u,(x,y,t) = G(x,y,t) eklersek,

o Un(x,y,t)



N _ 1 ot c2m ot-1qEm) In=1un-a (En0)dEdnde
21’120 u—n(x;y, t) - ano fO fO \/(x_$)2+(y—7’])2+(t—‘[)2 + G(xJ y, t)

f” qEm) IN=sun (En0)dEdndt
0 VE=O2+(y-n)2+(t-1)2

+G(x,y,t)

1 t r2
N oun(x,y,t) :Zfo f()n

n — oo limiti alinirsa

ft—T qEMINZgun (Emr)dédndT

. 1 pt p2m
ule,y, t) = limy o5 fo I5 [ N T + G(x,y,t)
1t e peer AEM MM nZiun (EmT)dédndr

uCey, )= —f I N T + G(x,y,t)

L[t g muE,n, vdédnd
) u ) IT T
u(x,y,t) = 2—jf e 1 1 + G(x,y,t)

o Jo J&-OF+-mP+(E-1)?

Teorem 3.2.1 (Teklik)
(3.2) denklemin ¢6ziimii tektir.

3.3 Kirchgoff Integral Denklemi
Upe = Au+ q()ulx, t) + f(x,t), x € R3, t>0

Ul ¢=o = g(x), Ul t=9 = h(x)

Bu kosullar altinda denklemin ¢6zimii
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ulx,y,z,t)=G6(x,y,z,t)+

R a@nDu(En gt @=H+o-17+z-0? )
4 Y (=82 +(y-n)?+(z2—{)?<t? J@x=9Z+(y-n)2+(z—7)2

dédnd¢  (3.4)

olur. Burada kabul edelim ki,

q(x) € C(R®),g(x) € C?2(R?), h(x) € CY(R3),f(x,t) € CL(R®x [0,T]), (3.5

olsun. Integral denkleminin bir ¢dziimiiniin oldugu ve bu ¢oziim yaklasik

ardigiklar yontemiyle belirlenebilir. Bu takdirde,

uy = G(x,t)

u(x,y, zt)

1 aEn)un—1(En3t-{ =D+ -7 +E-0)? )

= leersomese-gea o=+ -2+ (z-0)? dGdnds

olmak iizere (3.4) denkleminin diizgiin ve mutlak yakinsak
u(x, t) = Yo—oun, (x, t) ile verilen bir tek siirekli ¢oziimii vardir.
Teorem 3.3.1
(3.5) kosullar altinda u(x, t) € C(A(T)) fonksiyonu (2.6)’nin bir ¢oziimiidiir.
Ispat: (3.4) denklemi
& = x + rcospsing E=x+rm
n =y + rsingsind n=y+rv,

{=z+rcosp {=z+rV;5
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doniistimii altinda

r=JG-E O 07

olmak tlizere,

ulx,y, z,t)=G6+

fot(ﬁ fozn f:q(x + 1V, Y + 10y, 2 + TUDUR + TV Y + TVy, 2 + T3, t — 1)TsinddOdedr

yazilabilir. Bu teoremi ispatlayabilmemiz igin asagidaki yardimci lemmalara

ihtiyag vardir.

Lemma 3.3.1 Kabul edelimki |G| = maxy peay G DIl Q = max|y<rlxl

olsun. O zaman

QTLth
(2n)!

u, (x,y,t) < Gl

olur.
ispat:

2
— 4-7TT'_ t
4’2 10

t2

2

.L.zn

= (IS d)(fy sin0do) [, (t =) rdr = [ (t = 1)dz

2n!
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t .L.Z‘n. t 2n+ 1

fozmd_f nl

1 [TZ"+1 t 2n+1 |t]
Tontlen+1 g 2n+1 10
1 T2n+1 .L.2n+1

T ont Lo+t T 2n+2

t2n+2

~ Gn+2)
tiimevarimla ¢oziilecegi asikardir.
Lemma 3.3.2
(3.5) kosullari altinda Y57_qu(x,y,z,t) serisi yakinsaktir.

ispat:

t2n

n_-___
u(x,3,2,0 < IGIIQIM S

n T2
< llclilell T

u,(x,y,2z,t) <a, vn=20,1,273,..

IGI ZrimollQl® =

Z;.)=0 an (2n)!

_ w  >ell.T»H"
- ”G”ZTLZO (Zn)! - 0

Y0 a, yakinsak oldugundan Y5 u,(x,y,zt) ifadesi yakinsak olur.



Lemma 3.3.3

u(x,y, z, t) serisi C(A(t)) ‘da siirekli bir fonksiyondur.
Ispat:

V(x,y,2t) € D(T)

un(xv Y,z t) = Z%I:O un(x' Yz, t)

a1 (3 t-JG=HZ+G-mZ+(E-0)? )
VE=82+-m2+(z-)?

dédndq

N |

Q.0 IN= un—1 (En8t— =D+ -2 +(z-0)? )
VE=92+@-m2+(z-9)?

A IN=1un—1 (Ent - G=DT+ -2 +(E-0)? )
Vax=92+y-m2+(z-0)?

nl nzﬁf ff

d&dndq

dgdnd¢

Ny = G+

Q@m0 IN=3 una(Emt—@=HZ+ -7+ (z-0)? )

1 ,t

=G+— dédnd
do I VG872 02 §dndg

limn—>oo 211¥=0 Up

3 1 ot o a@mALm NI una (Em8 - G-DZ+ P+ =07 )

=GHhd T DT om0 didndg

B 1 ot o AENDU(EnG - @=HTH -7 +(z-0)? )

tn =Gzl lf S0+ G- +G-0)? dsdna

Teorem 3.3.2 (Teklik)

(3.4) denklemin ¢6ziimii tektir

29



30

Ispat:
Uy, U, iki farkli ¢6ziim olsun
U=u —u;, x=(xy2),v= (v, V2,V3)
fie= AT +q()A(6t) fileo=0 , fileo =0,
Kirchgoff férmiiliine gore,
fi(x,t) = ﬁ fot fozn fon q(x + rv) ii(x + rv, t — r) rsinfdOdedr
t—r =1, max|q(x)| = Q, |x| < T olmak ilizere
= — [ T a@ + (¢ — D) Ax + (t — DB, 7)(t — 7) rsindddgdr
U(t) = max|ii(x,t)|, |x|<T—-1, V|x| T —t olmak iizere
(%, 6) | <= [ " f70() (t = 1) rsinfdodepdr
=2 [[o@E -, fy sinododg}dr
= Q [ U(@)(t — )dt
U(M<Q [0t -1)de
U] < Q [, 1@t —D)dr < tQt f[U(2)]d

v(e) = [,|0(r)lde



olur. V'(t) = |U(1)| oldugundan
V'(t) < QtV(t)

V'i(t) —QtV(t) <0

_ee?
her tarafi e 2z ile ¢arpalim
_ez _e?
e zV({t)—e 2z QtV(t) <0
a, et
PT (e 2 V(t)) <0

e_QTtZV(t) —V(0)<0

_oe?
e 2V({)<0
Buradan V(t) <0 yada V(t) >0 yaniV(t) =0 vyaniU(t) =0.
Buradan da,

ﬁ(X,t)=0 = u, = uy

31
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4. FONKSIYON KATSAYILI HOMOJEN DALGA DENKLEMI
Upe = c2(x)Au, x = (x1,x5,%3) ER3, t >0,

u(x,0) =g) , u(x,0)=nh(x)

kosullar1 altinda denklemimiz

u(,6) = FOO0) + [l ¢ e w6 t = T(E,0)A¢0 (€, 2)dE (4.1)

Volterra integral denklemine doniisiir. Burada E=(&y, &, &), A€ = d&;d&,dEs, o(&,X)
bir Sobolev fonksiyonu, K bir sabit olmak iizere,

180, < —
7EIN= e

Tarafindan saglanir. £ ise ray’da bir sabit olmak iizere Rieman koordinatlari

E=f(1,x), & =ar(é, x), a = (cospsind, sinpsinb, cosh), & = (§,&,&3) ve

§=fEx),

_|oféx| o _ 1 2 .
d§—| st |5t = 12sin8ddpdt

dir. Verilen kosullar altinda integral denkleminin,

Ao (&, x)
|3g (&, x)
05 é=f(rax)

125infdOdedr

1 t p2m
u(x,t)zF(x,t)+Efof0 fou(f,t—‘r(f,x))

(4.2)

olur ki bu denklem T pozitif bir say1 olmak iizere,
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D(T) = {(xt):0<t<T-1(x0)}

bolgesinde siirekli bir ¢oziime sahiptir. (4.2) denkleminin diizgiin ve mutlak

yakinsak

ux, t) = Yp=oUn(x,t)
ile verilen siirekli bir ¢6ziimii vardir.

uy(x,t) = F(x,t)

u, (x,t) = %tﬂr(e,x)stfun—l (&t —1(§,x))A0 (€, x)dE, n=>1.

G bir sabit olmak tizere,

1
ag(€x)
¢ le=feaxn)

<G

ve Sobolev fonksiyon o (x, x®) 6zelliklerini kullanarak

2n

lun (x, )] < Fo (GK)™ 2!

elde edilir.

Lemma4.1.1

Fy = maxeenyepx,n|F (O |5 g(m1 < G kosullar altinda

23

§=f(zax)

2n

(2n)!

lun (x, )] < Fo(GK)™
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esitlik saglanir.

ispat:
luol < Fy
lu, (x, )] < %fot fozn fonlun_l(f, t — (&, x)|tsinfd@ddr, n>1
t _ .L.zn—z tzn
lun| < GK [/ (GK)" ' Fy o (t —Ddr = (GK)“FOm
Lemma4.2.2

Verilen kosullar altinda Y,y u,, (x, t) serisi diizglin yakinsaktir.

ispat:

2n 2n

lun (x, t)| < Fo(KG)™ (2n)! < Fo(KG)" (2n)!

Birinci Weierstrass teoremi geregi Y.y Uy (X, t) serisi yakinsak oldugundan

2n
FolKG|™ % seriside yakinsaktir.

Lemma 4.3.3
Verilen kosullar altinda Y, u(x, t) integral denkleminin bir ¢éziimiidiir.
Ispat:

V(x,t)eD(T) olmak iizere,



Uy (x, t) = J Jznf Up_1 (&t —1(¢,%)) |6g(?§g)(|f %) t2sinfdfdpdr

§=f(zax)

un(x t) = f fznf Zun 1 (&t —1(,x) |ag(;;r)(f %) t2sinfdfdedr

§=f(rax)

ii_{go": U, (x,t) = %Efn.ﬂn,{%iun'l (& ¢ —T(E.x))W

§=f(rax)

t2sinfdfdedt

2m
Un(x,t) = f f f w(E t—1(, x))|(,,géf::)(|f %) t25infd6depdr + F(x, t)

§=f(zax)

35
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5.SONUC

Tezin basglica sonuclar1 sunlardir:

1- Sabit katsayili ve fonksiyon katsayili hiperbolik denklemleri Volterra integal
denklemlerine doniismiistiir.

2- Buintegral denklemler yaklasik ardisiklar yontemiyle ¢oziilmiistiir.

3- Integral denklemlerin varlik ve teklik teoremleri ispatlanmistir.

4- Bu calismalar ters problemin tekilliginin ispatinda kullanimu elveriglidir.
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