ANKARA UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

DOKTORA TEZi

EGRI UZAY-ZAMANDA DIRAC-TIiPi ISLEMCILERIN SIMETRILERI

VE KILLING-YANO FORMLARI

Umit ERTEM

FiZiK ANABILIiM DALI

ANKARA
2009

Her hakki sakhdir



TEZ ONAYI

Umit ERTEM tarafindan hazirlanan “Egri Uzay-Zamanda Dirac-Tipi Islemcilerin
Simetrileri ve Killing-Yano Formlar1” adli tez ¢alismasi 17/09/2009 tarihinde asagidaki
jiiri tarafindan oy birligi/oy ¢oklugu ile Ankara Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii

Fizik Anabilim Dali’nda DOKTORA TEZI olarak kabul edilmistir.

Danisman: Prof. Dr. Abdullah VERCIN

Jiiri Uyeleri:
Baskan: Prof. Dr. Satilmis ATAG

Ankara Universitesi, Fen Fakiiltesi, Fizik Boliimii

Uye: Prof. Dr. Abdullah VERCIN

Ankara Universitesi, Fen Fakiiltesi, Fizik Boliimii

Uye: Prof. Dr. Metin ONDER
Hacettepe Universitesi, Miihendislik Fakiiltesi, Fizik Miihendisligi Boliimii

Uye: Prof. Dr. Bekir Sitki KANDEMIR

Ankara Universitesi, Fen Fakiiltesi, Fizik Boliimii

Uye: Dog. Dr. Bayram TEKIN
Ortadogu Teknik Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Fizik Boliimii

Yukaridaki sonucu onaylarim.

Prof. Dr. Orhan ATAKOL
Enstitii Mudiiri



OZET

Doktora Tezi

EGRI UZAY-ZAMANDA DIRAC-TIPI ISLEMCILERIN SIMETRILERI
VE KILLING-YANO FORMLARI

Umit ERTEM

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitisu

Fizik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Abdullah VERCIN

Manifoldlar {izerinde Clifford hesab1 ve spindr hesabi ¢alisiimistir. Killing ve konformal
Killing vektor alanlarinin genellemeleri olan Killing-Yano (KY) ve konformal Killing-
Yano (CKY) formlart incelenmistir. Kiiresel simetrik uzay-zamanlar {izerinde KY
formlarinin agik ifadelerinin hesaplamalar1 yapilmistir. Etkilesim terimi iceren ve
icermeyen egri uzay-zamandaki Dirac denkleminin birinci mertebeden simetrileri elde
edilmistir. Etkilesim teriminin oldugu durumda Dirac denkleminin simetrilerinin kuvvet
alan1 ile Clifford siradegisen KY formlarindan yazilabilecegi bulunmustur. Dirac
denkleminin diferansiyel formlara bir genellemesi olarak Kédhler denklemi ve birinci
mertebeden simetrileri calisilmistir. Korunum yasalar1 ve KY formlar arasindaki
iliskiler incelenmistir. KY formlarindan insa edilen temel kiitlegekimsel korunumlu
akimlar elde edilmistir. Bazi 6zel durumlar icin bazi temel geometrik bagintilar

bulunmustur.

2009, 85 sayfa

Anahtar Kelimeler: Clifford Hesab, Dirac Islemcisi, Hodge-de Rham Islemcisi,

Simetriler, Killing-Yano Formlari.



ABSTRACT
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Supervisor: Prof. Dr. Abdullah VERCIN

Clifford calculus and spinor calculus on manifolds are studied. As generalizations of
Killing and conformal Killing vector fields, Killing-Yano (KY) and conformal Killing-
Yano (CKY) forms are considered. Calculations for explicit forms of KY forms on
spherically symmetric space-times are done. First-order symmetries of Dirac equation
with and without interaction terms on a curved background are established. It has been
seen that in the existence of a interaction term, the symmetries of the Dirac equation are
written from KY forms which Clifford commute with the force field. As a
generalization of the Dirac equation to the differential forms, Kéhler equation and its
first-order symmetries are studied. Relations between conservation laws and KY forms
are also considered. Basic gravitational conserved currents constructed from KY forms

are established. Some basic geometric relations for some special cases are found.
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1. GIRIS

Simetri islemcileri, diferansiyel denklemlerin incelenmesinde onemli rol oynayan ve
denklemin bir ¢6zliimiinii baska bir ¢6ziimiine gotiiren islemcilerdir. Simetri islemcileri
kullanilarak, denklemin degiskenlere ayirma yontemiyle ¢6ziilmesi, korunan fiziksel
niceliklerin belirlenmesi, bilinen ¢oziimler kullanilarak bilinmeyen tam ¢dziimlerin
bulunmasi ve diferansiyel denklemdeki islemcilerin spektrumlarmin elde edilmesi
miimkiin olabilir. Bir pseudo-Riemann manifold iizerinde tanimlanan bir diferansiyel

denklemin simetri islemcilerinin incelenmesi manifoldun izometrileri ile iliskilidir.

Uzay-zaman metriginin izometrilerinin yerel iireticileri Killing vektor alanlaridir ve bu
tireticiler korunum yasalarina yol agarlar. Killing vektor alanlarimin akis degismezleri
korunumlu nicelikleri tanimlarlar. Ancak, 1970’lerin bagindan bu yana, verilen bir uzay-
zamanin bir¢ok ilging 6zelliginin metrigin gizli simetrileri ile ilgili oldugu anlagilmistir.
Bu gizli simetriler yiiksek mertebeden tensorel nesnelerle iligkilidirler ve ek korunum
yasalar saglarlar (Walker and Penrose 1970, Hughston, Penrose, Sommers and Walker
1972, Penrose 1973). Bu gizli simetrilerin ve iliskili korunumlu niceliklerin arkasindaki
matematiksel yapinin temel yapitaslari: simetrik Killing tensorleri, Killing-Yano (KY)
formlar1, konformal Killing tensorleri ve konformal Killing-Yano (CKY) formlaridir.
Bunlar1 tanimlayan bagimtilar, Killing vektorleri ve konformal Killing vektorlerinin
tanimlayict bagintilarinin dogal genellestirilmeleridir. Bu yiiksek mertebeden nesneler,
tamamen metrigin kendisi tarafindan belirlenmelerine ragmen izometrilerle ya da
konformal doéniisiimlerle dogrudan iliskili degildirler. Bir¢ok durumda bu ek korunumlu
nicelikler, ele alinan problemin tam integre edilebilmesini saglarlar. Walker and Penrose
(1970) ve Penrose (1973)’de gosterildigi gibi ikinci mertebeden simetrik bir Killing
tensorliniin - varligit Kerr wuzay-zamanindaki jeodezik denkleminin tam integre
edilebilmesine yol agar (Carter 1968, Carter and McLenaghan 1979). KY ve CKY
formlarini igeren diger arastirma alanlar1 ve diger kaynaklar i¢in Benn, Charlton and
Kress (1997), Collinson and Howarth (2000), Frolov and Kubiznak (2007), Frolov and
Kubiznak (2008) ve Kubiznak (2008)’e bakilabilir.



KY formlari, null ve non-null shear-free kongriianslarin birlesik bir betimlenmesinde de
onemli bir rol oynarlar (Benn 1994) ve cogunlukla astrofizik ve akiskanlar mekanigi
literatiiriinde karsilasilan kuvvetsiz (force-free) alanlarin (rotasyonel (curl) islemcisinin
konuma bagli 6zdegerlere sahip diverjanssiz 6zvektorleri) arastirilmasinda 6nemlidirler
(Benn and Kress 1996, Benn, Charlton and Kress 1997, Kress 1997). Dik tiimleyeni
tizerinde konformal dontigiimler ireten bir teget vektorii, kendi integral egrileri igin
shear-free kongriiansin iireticisi olarak adlandirilir. Shear-free denklemi, konformal

Killing denkleminin bir genellestirilmesidir.

Bu yiiksek mertebeden tensorel nesnelerin ortaya ¢iktigi dnemli bir alan da egri uzay-
zamanda etkilesimli ya da etkilesimsiz hareketi betimleyen Dirac-tipi denklemlerin
simetri islemcilerinin analizidir. CKY formlar1 kiitlesiz Dirac denkleminin
simetrilerinde rol alirken, KY formlar1 egri uzay-zamanda kiitlesiz ve kiitleli Dirac
denkleminin birinci mertebe simetrilerinin olusturulmasinda kullanilir. Dort boyutlu
Lorentz uzay-zamani bu islemlerin en ¢ok uygulandigi durumdur. Bu baglamdaki ilk
caligmalar Carter, McLenaghan ve Kamran tarafindan yapilmistir (Carter 1977, Carter
and McLenaghan 1979, Kamran and McLenaghan 1984). Bu ¢alismalarda elde edilen
ve dort boyutta elektromanyetik etkilesmelerin yoklugundaki kiitlesiz ve kiitleli Dirac
denklemleri icin gecerli olan sonuglar, Benn, Charlton ve Kress tarafindan herhangi
boyut ve imzaya genellestirilmistir (Benn and Charlton 1997, Benn and Kress 2004,
Benn and Kress 2005).

Ek etkilesmelerin yoklugunda, uzay-zamanin biitiin KY ve CKY formlar1 herhangi bir
fazladan kisitlama olmaksizin simetri islemcilerinin insasinda rol alirlar. Ancak,
etkilesmelerin ~ varligi  durumunda, formlarin simetri islemcilerinin insasinda
kullanilmasini kisitlayan bazi ek kosullar ortaya ¢ikar. Dort boyutlu egri uzay-zaman
icin bu kisitlamalar ilk kez McLenaghan and Spindel (1979)’da ortaya konulmustur. Bu
caligmada, elektromanyetik bir etkilesmenin varliginda Dirac denklemi ile sira degisen
en genel birinci mertebe simetri islemcisinin aranmasi sonucu simetri islemcisinin,
alanin kendisini de igeren bazi ek kosullari saglayan KY formlarindan insa edilebilecegi

bulunmustur.



Killing vektorleri ile korunum yasalar1 arasindaki bilinen iligkiden yola ¢ikilarak K'Y
formlarindan iiretilen korunan nicelikler insa edilebilir. n-boyutlu bir uzay-zamanin
asimptotik uzay-zamaninin simetrilerine karsilik gelen Killing vektorleri kullanilarak
ADM korunumlu yiikii, uzaysal sonsuzluktaki (n-2)-kiireler iizerinden alinan bir
integral seklinde yazilabilir (Arnowitt, Deser and Misner 1960). KY formlari
kullanilarak da bu yiiklerin genellestirilmeleri olan ve bir KY p-formu i¢in uzaysal
sonsuzluktaki (n-p-2)-kiireler iizerinden alinan integralle ifade edilen Y-ADM yiikleri

tanimlanabilir (Kastor and Traschen 2004, Cebeci, Sarioglu and Tekin 2006).

Bu tez ¢alismasinda 6zgiin hesaplar olarak, en genel boyut ve imza igin egri uzay-
zamanda elektromanyetik etkilesimli Dirac denkleminin simetri islemcilerinin KY
formlarindan insa edilebilecegi goriilmiis ve bu KY formlarinin saglamasi gereken ek
kosul elde edilmistir. Ayrica kiiresel simetrik bazi 6zel uzay-zamanlar i¢in KY
formlarinin acik ifadeleri hesaplanmistir. Bu agik hesaplar, KY formlarinin cebirsel
yapilarinin incelenmesinde yararli olabilir (Gibbons, Rietdijk and von Holten 1993,
Cariglia 2004). Bunun yam sira, KY formlar1 ile korunan nicelikler arasindaki iligki
incelenmis ve daha Once literatiirde bulunan korunan niceliklerden daha temel olan
korunumlu akimlara ulasilmistir. Bu temel korunumlu akimlar kullanilarak da bazi

geometrik bagintilar bulunmustur.

Tezin igerigi kisaca su sekilde oOzetlenebilir. Ikinci boliimde manifoldlar iizerinde
Clifford hesab1 ve spindr hesabi tanitilmistir. Oncelikle manifoldlar iizerinde tanimlanan
dis cebir ve diferansiyel formlar {izerinde tanimlanan bazi islemciler tartisilmis ve
baglanti ve egrilik kavramlariyla ilgili temel esitlikler 6zetlenmistir. Daha sonra
manifoldlar lizerinde Clifford cebiri yapisi tanimlanmis ve Clifford hesabi sunularak
bazi iglemciler tanitilmistir. Clifford cebirlerinin minimal sol ideallerinin elemanlari
olarak spindrler tanitilmis ve manifoldlar iizerinde spindr hesabi anlatilmistir. Ayrica

Dirac ve Kahler denklemleri ve fiziksel anlamlari tartisilmastir.

Uciincii  bolimde KY ve CKY formlari incelenmistir. Oncelikle manifoldun
simetrilerini temsil eden Killing vektorleri ve konformal Killing vektdrleri tanitilmis ve

bunlarin tanimlayici denklemlerine ve bazi 6nemli esitliklere deginilmistir. Daha sonra



Killing ve konformal Killing vektorlerinin yliksek mertebeye genellestirilmeleri olarak

KY ve CKY formlarinin 6zellikleri incelenmistir.

Dordiincii boliimde egri uzay-zamanda Dirac-tipi islemcilerin simetrileri iizerinde
durulmustur. Kiitlesiz Dirac denkleminin birinci mertebe simetrilerinin CKY
formlarindan insa edilebilecegi gosterilmigtir. Daha sonra kiitleli Dirac denklemi
durumunda birinci mertebe simetri islemcilerinin KY formlarindan insa edilmesi
gerektigi bulunmustur. Kiitleli Kédhler denklemi durumunda ise birinci mertebe
simetrilerin genellestirilmis KY formlarindan insa edilebilecegi, ancak bu formlarin
egrilige bagli ek bir kosulu saglamalari gerektigi gosterilmistir. Etkilesimli Dirac
denklemi durumunda ise birinci mertebe simetri isemcilerinin, kuvvet alanina bagh ek
bir kosulu saglayan KY formlar1 tarafindan olusturulabilecegi bulunmustur. Bunun
sonrasinda Yano vektorleri tanimlanmig ve manifoldun egrilik karakteristiklerinin Yano
vektorlerine gore biizlilmeleri tartisilmistir. Son olarak da etkilesimli Dirac denklemi
durumunda KY formlari i¢in ortaya ¢ikan kosulun, jeodezik denkleminin ilk integralleri
ve hareket sabitleri ile iligkisi incelenmistir. Bu ek simetri kosulunun elektromanyetik
alanda hareket eden bir klasik parcacigin yoriingesi boyunca hareket sabitlerinin

ingasinda da kullanilabilecegi gosterilmistir.

Besinci boliimde temel kiitlegekimsel akimlarla KY formlar1 arasindaki iliski
tartisilmistir. Daha Once literatiirde verilen ve KY formlar1 ile manifoldun egrilik
karakteristiklerinden insa edilen korunumlu akimin daha temel iki korunumlu akim
cinsinden yazilabilecegi ispatlanmustir. Ozel KY p-form durumlari i¢in bu temel
akimlarin 6zel halleri incelenmistir. Ayrica bazi 6zel manifoldlar {izerinde temel
korunumlu akimlarin aldigi durumlar incelenmis ve bazi geometrik bagintilara

ulagilmistir.

Altinct boliimde ise tez calismasindan elde edilen temel sonuglar 6zetlenmis ve bu

sonuglarin daha sonraki arastirmalara genisletilmeleri tartisilmistir.

Ayrica Ek A’da kiiresel simetrik bazi 6zel uzay-zamanlardaki KY formlarinin agik

ifadelerinin hesaplanmas1 verilmistir. Schwarzschild, Reissner-Nordstrem, Robertson-



Walker, de Sitter ve Minkowski uzay-zamanlar i¢in KY 1-formlari, KY 2-formlar1 ve
KY 3-formlarinin agik ifadeleri sunulmus ve her 6zel durumdaki sayilar1 bir tablo
halinde 6zetlenmistir. Ek B’de ise kiitleli Dirac denkleminin birinci mertebe simetri
islemcileri Schwarzschild ve Reissner-Nordstrom uzay-zamanlar1 i¢in agikga
hesaplanmis ve bu durumdaki simetri cebiri tartistlmistir. Ek C’de ise temel korunumlu
akimlarin ko-kapaliliginin ve ko-tamliginin ispatlanmasinda kullanilan biizilmis
Bianchi 6zdeslikleri acgikca tiiretilmistir. Ek D’de ise temel korunumlu akimlarin 6zel
hallerinde ortaya ¢ikan ve bir manifoldun egrilik skalerinin herhangi bir Killing
vektoriine gore kovaryant tiirevinin sifir oldugunu sdyleyen baginti icin alternatif bir

ispat sunulmustur.



2. MANIiFOLDLAR UZERINDE CLIFFORD HESABI VE SPINOR HESABI

Bu boliimde, tezin iceriginde bir biitiinliik olusturabilmek amaciyla, sonraki boliimlerde
kullanilacak olan matematiksel kavramlar ve yapilar tamtilmaktadir. Oncelikle
manifoldlar lizerinde diferansiyel form kavrami ve dig cebir ile ilgili temel kavramlar
verilmis ve daha sonra da baglanti ve egrilik ifadeleri ile ilgili temel esitlikler
ozetlenmistir. Manifoldlar iizerinde tanimlanan Clifford ¢arpimi tanitilarak diferansiyel
formlar uzayimin olusturdugu Clifford cebiri yapisina deginilmis ve Clifford cebirlerinin
minimal sol ideallerinin elemanlar1 olarak spinérler tanitilmistir (Benn and Tucker

1987).

2.1 Manifoldlar Uzerinde Dis Cebir ve Baz1 Islemciler

Boyutu 7 olan bir M manifoldu iizerinde vektor alanlarinin bir baz1 {X,} ile gosterilsin.

Bu durumda 1-formlarin baz1 {¢“} su sekilde tanimlanr;
e‘(X,)=0,.
Burada &°, Kronecker delta ifadesidir. M manifoldu {izerindeki p-formlarm vektdr

uzayl A”M ile gosterilmek {izere birlesmeli dis ¢arpim islemi
ANTA’M xTA'M ——T A" M

a,f—>anp

bi¢iminde tanimlandiginda, FAM = @I'A”M bir dis cebir yapis1 kazamir. Buradaki dis

p=0
carpim a ® £ tensor carpiminin antisimetrik kismi olarak tanimlanir ve bu ¢arpimin bir
p-form a ve g-form g igin
anf=D"pra (2.1)

ozelligi vardir.

X bir vektor alan1 olmak lizere, X’e gore ic tiirev islemcisi 7, ile gosterilir ve formun

derecesini bir azaltan bir iglemcidir;

i, :TA?M ——TA"'M .



I¢ tiirev, 77 otomorfizmine gore bir anti-tiirevdir;
iyv(anp)=iyanf+a’ nif.
Burada 7 otomorfizmi bir p-form « igin asagidaki gibi tanimlidir;
a"=(-1)ax. (2.2)
¢ tiirev islemcisi igin i,i, =—i,i, ve dolaystyla i,* =0 esitlikleri gegerlidir. Ayrica «
p-formu i¢in e 1-formu ve i, i¢ tirevinden kurulan 7 =e“ A7, Olgek isemcisinin
etkisi su sekilde yazilabilir;

e Niy a=pa. (2.3)

Formun derecesini bir arttiran dis tiirev islemcisi d ile gosterilir;
d:TA"M ——>TA"'M
ve benzer sekilde anti-tiirev ve nilpotent olma 6zellikleri vardir;
dlanpf)=danp+a" Adp
d>=0. (2.4)

(2.4) esitligi Poincaré lemma olarak bilinir.

Dis cebirin elemanlarinin antisimetriklik 6zelligi nedeniyle bir p-form, 1-form
bazindaki p tane elemanin tiim farkli kombinasyonlari tarafindan belirlenir. Dolayisiyla
p . nj. .- n n
n boyutta p-formlarin uzayr I'A”M *nin boyutu ile verilir. Bu da, =
P P n-p
esitligi nedeniyle, p-formlarm uzayr TA’M ile (n-p)-formlarin uzayr [A""M *nin
boyutlarinin ayni oldugu anlamina gelir. Bunun bir sonucu olarak, Hodge * islemcisi

yardimiyla bu uzaylar arasinda bir dualite tanimlanabilir;

* TA’M ——TA""M .
Hodge * islemcisi ise p-formlar uzay: iizerindeki metrik kullanilarak tanimlanir. M
manifoldu iizerindeki metrik g, p-formlar uzayi Uzerine bir g, metrigi indiikler. g,
ikilineer olarak tanimlandigindan ayristirilabilir p-formlar {izerindeki etkisinin bilinmesi
yeterlidir. A=a' Aa’ A...na? ve B="A B> A...? seklinde p-formlar olmak iizere

p-formlar tizerindeki metrik asagidaki gibi tanimlanir;



g,(4,B)=det{g(a’, )} .

Buna gore Hodge * islemi ise @ ve S p-formlari i¢in su sekilde tanimlanir;

Brra=g,(B,a)z. (2.5)

Burada z =*1 hacim formudur. Ayrica * islemi i¢in asagidaki esitlikler gecerlidir;
an*p=pr*a (2.6)
larx)=i*a. (2.7)

Burada x 1-form ve X, x’in metrik dualidir ve her Y vektor alani icin i,x = g(X,Y)

bi¢iminde tanimlidir.

Dis tiirev ve * iglemcileri kullanilarak, formun derecesini bir azaltan ko-tiirev iglemcisi
asagidaki gibi tanimlanabilir;
0:TA"M ——TA"'M
S=*"'d*n. (2.8)
Ayrica Laplace-Beltrami islemcisi de dis tiirev ve ko-tiirev cinsinden yazilabilir;

A=—(d5+5d). 2.9)

Formlar iizerinde, bir X vektor alanina gore Lie tlirevi ifadesi de dis tiirev ve ig tlirev
islemcileri kullanilarak tanimlanabilir;
L,=di, +i.d. (2.10)
Lie tiirevinin sagladig1 bazi esitlikler asagidaki gibidir;
[LX ’ d] =0
[an iY] = i[X,Y]
[LX ) LY] =1

]

Burada [,] ifadesi bilinen siradegisim islemini gostermektedir.



2.2 Baglant1 ve Egrilik

n boyutlu bir M manifoldu {izerinde tanimli fonksiyonlarin kiimesi F(M) ile ve vektor
alanlarinin kiimesi de I'TM ile gosterilsin. M lizerindeki V:I'TM xI'TM —T'TM
lineer baglantisi, her f,ge F(M) ve X,Y,ZeT'TM igin asagidaki 6zellikleri saglar;

Vil =fVyZ+gV,Z
Vi (fY+g2)=X()Y+fV,Y+X(g)Z+gV,Z.
V, ifadesine, X vektor alanina gore kovaryant tiirev adi verilir. Ayrica V, f = X(f)

seklindedir.

Bir X, baz vektoriiniin diger bir X  baz vektoriine gore kovaryant tiirevi su sekilde
yazilir;

VX, =0 (X)X, (2.11)
Buradaki @, ’ler baglant1 1-formlar1 olarak adlandirilir. Bir 1-form bazi e° ’nin bir X,

baz vektoriine gore kovaryant tiirevi ise asagidaki gibidir;

Ve =-a',(X,)e". (2.12)

Kovaryant tiirev kullanilarak burulma islemcisi T(X,Y) ve egrilik islemcisi R(X,Y), her
X,Y, U eI'TM igin;

TX,)=V,Y -V, X -[X,Y]

RX,) U=V V,U-V,V U=V, U.

[x.7]

bagmtilar1 ile tanimlanabilir. 1-form bazi e ve baglanti 1-formlar1 ®“, cinsinden
burulma 2-formlar1 7 ve egrilik 2-formlar1 R, yazilabilir;

T =de" +w’, ne’ (2.13)

R, =do’, + o', NO)°,. (2.14)

Bu ifadelere sirasiyla birinci ve ikinci yapr denklemleri adi verilir. Ricci 1-formlarnt P,

ve egrilik skaleri R ise su sekilde tanimlanir;

P =i, R, , R=i,P. (2.15)



Baglant1 1-formlar1 ile burulma 2-formlar1 ve egrilik 2-formlarin1 birbirine baglayan
bazi esitlikler yazilabilir;
R ne’ =dT" + @', AT®
dR’, + @, AR, =R rne, =0.
Bu esitliklere sirasiyla birinci ve ikinci Bianchi 6zdeslikleri adi verilir. Bu ifadeler

asagidaki sekilde tanimlanan kovaryant dis tiirev islemcisi yardimiyla daha kisa olarak

yazilabilirler. Kovaryant dig tiirev islemcisi D ’nin bir (p+¢) indisli form S§" i

tizerindeki etkisi su sekildedir;
DSil A..i[, . ]q — dSil ..jp ;

+o', ASTTT L 4+, ASTE
s q s

ey Vo), Jieedy
—ah AST fgy T @ AS s
Buna gore Bianchi 6zdeslikleri daha kisa olarak;
R, e’ =DT* (2.16)
DR, =0 (2.17)

biciminde yazilabilir. Ayrica ikinci Bianchi 6zdesligine bir ve iki kez i¢ tiirev

islemcisinin uygulanmasiyla asagidaki biiziilmiis Bianchi 6zdeslikleri elde edilebilir;

P, ne’ =iy, DT* (2.18)
2 9 iy R, =(iy iy iy DT,)e"+ @ iy i, DT, (2.19)
p.q.r p.q,r
iy P,~iy P, =iy iy iy, DT* (2.20)
2, Ry =iy iy Ryy )= 9 iy iy iy DT, (2.21)
putra

Burada g ifadesi p, ¢ ve r indisleri lizerinden devirsel toplami gostermektedir. Birinci
p.q,r

Bianchi 6zdeslikleri i¢in de benzer sekilde elde edilen bagintilar Ek C’de gosterilmistir.

Egrilik 2-formlar1 kullanilarak asagidaki sekilde Einstein (n-1)-formlann G,
tanimlanabilir;

G =R, n*e™. (2.22)

Burada e =e* ne” Ae® kisaltmasi kullanilmustir. Ricci 1-formlart ve egrilik skalerinin

(2.15)’deki tanimlar1 kullanilarak bu ifade agsagidaki bicimde de yazilabilir;



*'G, =Re, —2P. = 2i, i, DT". (2.23)
Einstein (n-1)-formlarinin kovaryant dis tiirevi ise su sekildedir;

c _ 4 s abc
DG* =R, AT? AN*e™ .

Benzer sekilde egrilik karakteristikleri kullanilarak ikiden biiyiik boyutlar igin

konformal 2-form C,, asagidaki sekilde tanimlanir;

(P, ne,—F, ne,) !

Cab:Rab_ +—
n-2 (n—2)(n—1)

Re, ne,. (2.24)

Bu tanimdan, dogrudan hesaplamayla goriilebilecegi gibi ti¢ boyutta C, =0 dir.

Konformal 2-formu sifir olan manifoldlar, konformal olarak diiz manifoldlardir. Egrilik
2-formlarinin sagladig esitliklere benzer sekilde konformal 2-formlar da asagidaki

esitlikleri saglar (burulmanin sifir oldugu durumlar i¢in);

Vg=0 (2.25)
esitligi saglaniyorsa, V baglantisina metrik uyumludur denir. Metrik uyumlu baglanti

icin baglant1 1-formlar1 antisimetriklik kosulunu saglar;

W, =-0,, (2.26)
ve baglant1 1-formlari, 1-form bazi ve burulma 2-formlari cinsinden yazilabilir;
20,, = ey iy (de,~T,)+i, (de,~T,)~i, (de,~T,). (2.27)
Ayrica her X vektor alani igin Hodge * islemcisi ile ilgili asagidaki esitlikler gecerlidir;
V,*1=0
V, *¥=*V, .

Metrik uyumlu ve burulmasi sifir olan bir baglanti tek olarak tanimlanabilir. Bu

ozelliklere sahip baglantiya pseudo-Riemann baglanti adi verilir. Pseudo-Riemann bir



baglant1 icin dis tiirev ve ko-tiirev islemcileri, baglanti cinsinden asagidaki sekilde

yazilabilir;
AV, = (2.28)
1.Vy ==6. (2.29)

Bundan sonraki hesaplamalarda aksi belirtilmedik¢e pseudo-Riemann manifoldlar goz

Ontine alinacaktir.

2.3 Manifoldlar Uzerinde Clifford Hesabi

IA?M , p-formlarin vektor uzayr olmak lizere 'AM =@I'A’M fizerinde asagidaki

p=0
Clifford ¢arpimi islemi tanimlanirsa I'”AM bir Clifford cebiri yapist kazanir;

eve +e’ve =2gv. (2.30)
Bu cebirin elemanlarina Clifford formlar1 denir ve degisik dereceden formlarin toplami
olarak yazilabilirler. n» boyutlu bir manifold i¢in Clifford cebirinin boyutu 2"’dir. ¢
herhangi bir p-form olmak iizere, 1-form bazi ile ¢ 'nin Clifford ¢arpimi asagidaki gibi

dis carpim ve i¢ tiirev cinsinden yazilabilir;
e'vo=e' Np+i ¢
pve’ =e' ng'—i 9"
Bu ifadeler dis carpim ve ig tiirev islemlerinin Clifford ¢arpimi cinsinden yazilislarini

bulmak i¢in kullanilabilir;
1
e“Npg=—(e"Vo+¢"ve
p=2(e"vg+gve)

iXa¢:%(e” vg—¢' ve“) .
Bundan sonra Clifford ¢arpimi v isareti ile degil terimlerin yan yana yazilmasiyla
gosterilecektir. Kovaryant tiirevin 1-form bazina etkisi ise (2.12)’den yararlanarak
asagidaki gibi yazilabilir;
V., e =[o,,e’] (2.31)

burada



oy E%a)bc(X)ebc =%Vxe“ ne,

seklindedir ve [,] siradegisimi  iglemi, Clifford carpimlarinin siradegisimini
gostermektedir. Dolayisiyla ® = @, e’ herhangi bir homojen olmayan form olmak iizere
({ ifadesi ¢oklu indisi gostermektedir) kovaryant tiirevin @ {izerindeki etkisi,

V,®=(V,0,)e +[o,,D] (2.32)
bicimindedir. Egrilik islemcisinin @ iizerindeki etkisi ise asagidaki gibidir;

R,V ®=[R,,,D]. (2.33)
Buradaki R, ifadesi ise
R, =V,0,-V,0, —[(TX,O'Y]—O'[X,Y]

seklinde tanimlidir. o, ’in tanimi kullanilarak bu ifade egrilik 2-formlar1 cinsinden
yazilabilir;

My = (B =3 (0L, @34

Burada ikinci esitligi yazmak i¢in burulmanin sifir oldugu durumdaki (2.21) bagintisi

kullanilmistir. Ayrica burulmanin sifir oldugu durumda asagidaki bagintilar gegerlidir;

R’ e’ = P"
Pe' =R
R, =R.

2.3.1 Hodge-de Rham islemcisi

1-form baz1 ve kovaryant tiirev kullanilarak Clifford formlar tizerinde Hodge-de Rham
islemcisi tanimlanabilir (Benn and Tucker 1987);

d=e'V, . (2.35)
Bu ifade, Clifford ¢arpiminin dis ¢arpim ve i¢ tlirev cinsinden yazilimi ile (2.28) ve
(2.29) bagintilar1 kullanilarak

d=d-0o (2.36)
seklinde de yazilabilir. d ve J islemcilerinin aksine  islemcisi diferansiyel formlar

tizerinde homojen bir islemci degildir: d islemcisi formun derecesini bir arttirirken, &



islemcisi bir azaltir. Hodge-de Rham islemcisinin karesi ise d*> =8 =0 o6zelliginden

dolay1 homojendir ve (2.9) esitligindeki Laplace-Beltrami islemcisine karsilik gelir;
d*=—(ds+6d)=A. (2.37)
Hodge-de Rham islemcisinin karesi, kovaryant tiirev, egrilik 2-formlar1 ve egrilik

skaleri cinsinden yazilabilir. Bu ise Hodge-de Rham islemcisinin herhangi bir ¢

homojen olmayan formu tizerine iki kez etkisi hesaplanarak goriilebilir;

df2¢ _ e“VXa (ebVX,,¢)
=e’ (VXE e ) VX,,¢ + eaevaquh¢

a 1 a a 1 a a
=de (VX,;¢)+E(6 e’ +e'e )VX(,VXJH'E(e " —e'e )VXHVXh¢
Son esitlikteki ikinci terimde (2.30) ifadesi kullanilir ve {i¢iincii terimde uygun indis

degisikligi yapilirsa;

¢ =de* (V, ¢)+ VXEVXG¢+%e”b [V..Vy, |4

= de" (VXE¢)+VXEVX,,¢+%e“” (R(X,.X,)+ V) )9

elde edilir. Burada son esitlikte egrilik islemcisinin tanimi kullanilmistir. Son esitlikteki
son terim daha agik olarak

%e”bV[XWXh]qﬁ = %e“bixa iy, de’V, ¢p=—de’V, ¢

seklinde yazilabilir. Burada [Xa,X b] ifadesi bilesenleri cinsinden yazilmis ve (2.3)

ozelligi kullanilmistir. Ayrica egrilik islemcisinin bir homojen olmayan form tizerindeki
etkisi (2.33) ve (2.34) kullanilarak

1, 1 a
SR, X,)p == (Rg+"9R,,)

bulunur. Boylece (2.36) ve (2.29) yardimiyla

&p=(V,. +ixbvx,,e”)ancfﬁ—i(‘ﬁme”b(zﬁl?d,,) (2.38)



elde edilir. Bu ifade

VI (X, X)=V, V. -V L =(V iV e )V, (2.39)
tanimi1 yapilarak asagidaki gibi de yazilabilir;
2 2 a 1 ab
Lp=V' (X, X )¢—Z(‘.R¢+e 4R,,). (2.40)

2.3.2 Killing vektor alanlarina gore Lie tiirevinin tiirev ozelligi

Clifford ¢arpimi igleminin metrigi igermesi nedeniyle, bir ¥ vektor alanina gore Lie
tirevi L,, V bir Killing vektorii (yani L,g =0, bkz. Bolim 3) olmadigi miiddetge

Clifford ¢arpimlar lizerinde bir tiirev islemi olamaz. Bir Killing vektorii K’ya gore bir

Clifford formu ¢ ’nin Lie tiirevi, kovaryant tiirev ve Clifford siradegisimi cinsinden
yazilabilir. Bir V" vektor alanina gore Lie tiirevi L, ve kovaryant tiirev V, olmak {izere;
4,=L, -V,
tanim1 yapilsin. 4, islemi dis cebir lizerinde bir tiirev oldugundan herhangi bir ¢

homojen olmayan formu i¢in
A, ¢=Aye" Niy @
yazilabilir. Esitligin sag tarafindaki dis ¢arpim ve i¢ tiirev ifadeleri Clifford ¢arpimi

cinsinden yazilirsa;

A,6= l(AVe“ea¢ —A,e'd’e, +pe“ A e —e ¢" 4, )
4
(2.41)
1 a 1 . a 1 a in n a
:Z[AVe /\ea,¢}+51X"A,,e ¢—Z(A,,e Pe +e @" A e )
elde edilir. 4, islemcisinin bazlar tizerindeki etkisi asagidaki gibi yazilabilir;
A4,X,=m'X, , A =-m'e".

Ayrica 4, ’nin tammmindan ve burulma sifir 6zelliginden 4, X, =-V , V' yazilabilir ve
dolayisiyla 4,e“ Ae, =dV bulunur. Burada ¥, ’nin metrik duali olan 1-formdur.

(2.41) ifadesindeki ikinci terim



1 . a 1 a
S Aeg=—my

seklinde ve {igiincii terim

_%(AVeawea e d' e = %(mba +m,,)(e'g"e" +e‘g"e")

seklinde yazilabilir. Bunun yani sira g(AVXa,Xb)=mab oldugundan ve V metrik

uyumlu oldugundan m,, +m,, =—(L,g)(X,,X,) bi¢iminde yazilabilir. Biitiin bu

ifadeler (2.41)’de yerine yazilirsa;
1 > 1 a 1 n_a a
ag=d7.¢]+ 2 (L)X, X )¢5 L) (X, X, )(9'e" +e'ge’ ) (242)
bulunur. Eger V bir Killing vektorii K ise bu ifade asagidaki sekle doniisiir;
LK¢=VK¢+1 dK ¢ |. (2.43)
4

Kovaryant tiirev ve Clifford siradegisimi islemleri Clifford formlar1 iizerinde tiirev
ozelligine sahip oldugundan (2.43) ifadesi, bir Killing vektoriine gore Lie tiirevinin

Clifford formlar1 lizerinde tiirev 6zelligine sahip bir islemci oldugunu gosterir.

2.4 Manifoldlar Uzerinde Spinér Hesabi

A bir cebir ve bir alt kiimesi £ < A olmak tlizere, L ’nin elemanlarinin soldan
A ’nin elemanlari ile ¢arpimi yine L ’nin bir eleman1 oluyorsa yani AL < L ise L’ye
A ’nin bir sol ideali denir. Eger L, baska sol ideallerin birlesimi olarak yazilamiyorsa
o zaman minimal sol ideal olarak adlandirilir. Clifford cebirleri {izerinde de ilkel
idempotentler (yani karesi kendine esit ve bagska idempotentler cinsinden yazilamayan
izdiisiim islemcileri) tanimlanarak minimal sol idealler insa edilebilir. Clifford cebirinin
bir minimal sol idealinin elemanlarina spindrler ad1 verilir. Ozel olarak dért boyutta
uygun izdiisiim islemcileri kullanilarak dort tane minimal sol ideal tanimlanabilir.
Dolayisiyla her bir minimal sol idealdeki spindrler dort bilesenlidir. Spindrler icin bir

baz {b,} olsun ve spinorler iizerindeki kovaryant tiirev S, ile gosterilsin. Bu durumda,

spindr bazi ilizerine kovaryant tlirevin etkisi soyle tanimlanir;

Syb, =ob, (2.44)



burada o, , (2.31)’deki gibidir. Spindr bazi lizerindeki kovaryant tiirev tanimi (2.31)’de
form bazi i¢in tanimlanan kovaryant tiirevin bir minimal sol ideal {izerine izdiisiimii
alinarak yani sadece soldan etki géz oniine alinarak elde edilmistir. y =w'b. bir spindr

olmak {izere kovaryant tiirevin y {izerindeki etkisi ise asagidaki gibidir;

S =(Vyw' )b +ow. (2.45)

Spindrler i¢in egrilik islemcisi;
S(X’Y) = [SX,SY]—S[X’Y]
seklinde tanimlanir ve bir y spindrii tizerindeki etkisi agagidaki gibidir;

S(X,Y)y =R,y . (2.46)

Burada R, 'nin (2.34)’deki ifadesi kullanilarak egrilik islemcisinin etkisi ise
1 . . ab 1 a b
S(X,Y)wz—ZzXzYRabe WZEe (X)e'(Y)R,p . (2.47)

olarak bulunur. Spinor kovaryant tiirevi kullanilarak spinorler tizerinde Hodge-de Rham

islemcisine benzer olarak Dirac islemcisi ise asagidaki gibi tanimlanir;
§=e'Sy . (2.48)

(2.35) ve (2.48)’deki gibi yazilabilen ve birinci mertebeden tiirev iceren islemcilere

genel olarak Dirac-tipi islemciler ad1 verilir.

Dirac islemcisinin karesi Hodge-de Rham islemcisininkine benzer sekilde
hesaplanabilir. Ancak tek fark egrilik islemcisinin bir spinor iizerine etkisinin bu kez
(2.47) ile tanimlanmasidir. Boylece (2.38)’1i elde ederken yapilan islemler bu kez

spinorler i¢in tekrarlanirsa;

By =(S,. +i,V,e)S, v —%ER % (2.49)
ifadesine ulasilir. Benzer sekilde
S (X X) =8, 8, =8, 0 =(Sy +1uV,e")Sy, (2.50)
tanimi yapilarak
$2;//:S2(XQ,X“);//—%‘RW (2.51)

bulunur.



Spinorler lizerindeki Lie tiirevi tanim1 da kovaryant tiirevdekine benzer sekilde minimal
sol ideal {izerine izdiisiim alinarak bulunur. Buna gore (2.43)’deki ifade goz Oniine
alinarak spindrler iizerinde bir Killing vektorii K’ya gore Lie tiirevi £, asagidaki gibi

yazilir;
Ly =Sy +id1€y/ . (2.52)

(2.47)’de tanimlanan egrilik islemcisi kullanilarak spinér Lie tiirevi ile spindr kovaryant

tiirevi arasindaki siradegisim bagintisi ise asagidaki gibi yazilabilir;

[£.5,]-S$,

[&.V

1 -
1= S(K,V)—ZVVdK .
Bu ifade kullanilarak da spinor Lie tiirevlerinin kendi aralarindaki siradegisim bagintisi

1 ac
[_b)(a_by]_—qx,y] = _ZLXg(XaaXb)LYg(XbaXc)e
seklinde bulunabilir. Burada X ve Y’den herhangi birisi konformal Killing vektorii ise

(yani c bir fonksiyon olmak iizere L,g =cg bi¢iminde ise) sag taraf sifir olacagindan,

bu durumda

[£. 5 ]=F

[x.7]
elde edilir. Bu da Killing vektor alanlarina gore spindr Lie tiirevlerinin cebir yapisini

gosterir.

2.5 Dirac ve Kihler Denklemleri

Dirac, 1928 yilinda 1/2 spinli goreli parcaciklarin hareketlerini betimlemek amaciyla,
bilesenleri ikinci mertebe Klein-Gordon denklemini saglayan ancak kendisi birinci
mertebeden olan bir denklem formiile etti. Spindrler iizerinde tanimli olan bu denklem
(2.48)’deki Dirac iglemcisi ve i spindrii cinsinden asagidaki gibi yazilabilir;

Sy +1Ay = my . (2.53)
Burada m kiitleyi ve 4 ise Maxwell alan1 F' =dA ile olan elektromanyetik etkilesmeyi
gostermektedir. Bu denkleme alternatif olarak Kahler 1962 yilinda bir homojen

olmayan form ¢ icin asagidaki denklemi 6nerdi;

do+idp=mg. (2.54)



(2.37) kullanilarak ¢ homojen olmayan formunun p-form bilesenleri olan S, (¢) ’lerin,

elektromanyetik alanin yoklugunda asagidaki Klein-Gordon denklemini sagladiklar
goriilebilir;

AS,(#)=m’S,(9)
Yani (2.54) denklemi Klein-Gordon denkleminin karekdkiidiir. Ancak, dort boyutlu bir
uzay-zaman i¢in diferansiyel formlar 16 bilesene sahipken, spindrlerin 4 bileseni vardir.
Dolayisiyla (2.54) denkleminin herhangi bir ¢6ziimii Dirac denkleminin ¢dziimiine gore

daha fazla bilesen igerecektir.

Minkowski uzay-zamaninda, Clifford cebirinin herhangi bir elemanini minimal sol

idealler iizerine izdiisiirmek i¢in dort tane birbirine dik ilkel idempotent kiimesi

kullanilabilir. Diiz Minkowski uzay-zamani igin e“ = dx“ olacak sekilde {x“} eylemsiz

koordinatlar1 segilerek bir ortonormal baz tanimlanabilir. Bu paralel 1-form bazindan
olusturulan ilkel idempotent {B} ’ler de paralel olurlar; V,P =0, VX el'TM . Eger
@, = ¢P,. seklinde tanimlanirsa, ¢, bir minimal sol idealin eleman: olur. Dolayisiyla
(2.54) denklemi sagdan P, ile carpilirsa;

dop +idp, =me, , i=1,2,3,4 (2.55)
elde edilir. Bu da Kéhler denkleminin minimal sol idealler {izerindeki izdiisiimlerinin
cOziimleri ile Minkowski uzay-zamanindaki Dirac denkleminin ¢oziimlerinin 6zdes
oldugunu gosterir. Ancak genel bir egri uzay-zaman i¢in bu durum gecerli degildir.
Kahler denkleminin bir genel ¢éziimii, Dirac denkleminin bir ¢dziimiine gore daha fazla
serbestlik derecesine sahiptir. Bu da Kéhler denkleminin, hareketleri Dirac denklemiyle
betimlenen pargaciklarin (6rnegin elektron ve pozitron) dogasina iligskin farkl: bir bakis
ac1s1 sunabilecegini gosterir. Elektronun ve pozitronun i¢ serbestlik dereceleri, homojen
olmayan statik bir manyetik alan altinda (Stern-Gerlach deneyi) gozlenebilir. Buna
benzer olarak giiclii bir homojen olmayan gravitasyon alaninin daha fazla serbestlik
derecesinin varligini ortaya ¢ikarabilecegi one siiriilebilir. Boyle bir deneyin yapilmamis
olmasi bir yana bu durumda elektronun iki i¢ durumunun var olmasi géz 6niine alinarak
diizenlenmis olan elementlerin periyodik tablosunun da yeniden anlamlandirilmasi

gerekecektir.



3. KILLING-YANO VE KONFORMAL KILLING-YANO FORMLARI

Bu boliimde oncelikle bir manifoldun simetrilerini temsil eden Killing vektorleri ve
konformal Killing vektorleri tanitilmistir (Benn and Tucker 1987, Thirring 1997). Daha
sonra Killing ve konformal Killing vektorlerinin duallerinin yiiksek mertebeli
diferansiyel formlara genellestirilmeleri olan ve manifoldun gizli simetrileri olarak
adlandirilan Killing-Yano (KY) ve konformal Killing-Yano (CKY) formlarinin
ozellikleri incelenmistir. KY ve CKY formlar1 daha sonra tartisilacak olan Dirac ve

Kéhler denklemlerinin simetri islemcileri konusunda 6nemli bir rol oynayacaklardir.
3.1 Killing Vektorleri ve Konformal Killing Vektorleri

Killing vektdrleri, bir pseudo-Riemann manifoldun yerel izometrilerini lireten vektor

alanlaridir. M ve N pseudo-Riemann manifoldlar olmak iizere, eger ¢: M — N diizgiin

bir diffeomorfizm ise ve M lizerindeki g,, ve N lizerindeki g, metrik tensor alanlari
g =P &x

seklinde iliskili ise @ ’ye bir diizgiin izometridir denir. Burada ¢ :TAN ——>TAM

ifadesi geri-gekme (pull-back) islemini gdstermektedir. M =N 06zel durumunda ¢ ’ye

M’nin bir diizgiin izometrisi denir. Eger {¢@ }’ler M’nin bu tiir doniislimlerinin bir

kiimesi ise, bu kiimenin elemanlar1 birlesim islemi altinda M’nin izometri grubunu

olustururlar. Bu izometrileri iireten {K,} vektor alanlarmna ise Killing vektorleri adi

verilir.

L, , X vektor alanina gore Lie tiirevini gostermek lizere, X ve Y vektor alanlari igin;

[Ly.L,]=L

[x.7]
oldugundan, M’deki bir noktanin komsulugunda Killing vektor alanlar

| K.K;]=¢/K, (3.1)



seklinde bir Lie cebiri olustururlar. Burada {cljk} ’lar yapr sabitleridir. Yukarida

belirtilen izometri grubu M iizerindeki pseudo-Riemann yapinin bir Killing simetrisini
tanimlar; Killing vektorleri cebirindeki her bir K vektor alani i¢in, metrik tensor alani
L.g=0 (3.2)
esitligini saglar. Genel olarak bir pseudo-Riemann manifold, izometrilere ve dolayisiyla
Killing vektorlerine sahip olmayabilir. Dahasi, M iizerindeki her bir metrik i¢in Killing

vektor alanlarinin bir maksimum sayis1 vardir. Bu sayi, M’nin boyutu n olmak {iizere

1
—n(n+1) dir.
> (n+1)

Her X eI'TM i¢in daha 6nce tanmimlanan 4, =L, -V, islemcisi goz Oniine alinsin.
A, , tensor alanlar iizerinde bir tiirev islemcisidir ve her f fonksiyonu i¢in A4, f =0
esitligi saglanir. Buna gore Y ve Z vektor alanlari igin asagidaki esitlik yazilabilir;
0=A, (g(Y,2))=(A4,8)(Y.Z)+g(4,Y,Z)+g(Y, A, Z).

V baglantis1 metrik uyumlu (V, g =0) oldugundan 4,g =L, g yazilabilir. Dolayisiyla
yukaridaki ifade

gAY, 2)+g(Y, 4, 2)=—(Lyg)(¥,2)
sekline doniisiir. Vektor alanlari lizerinde Lie tiirevi L,Y = [X Y ] bigiminde yazilir.
Dolayisiyla 4,Y = [X Y ] -V,Y seklindedir. Burulmanin sifir olmasindan da
[X,Y]=V,Y-V,X yazlabileceginden A,Y=-V,X elde edili. Buna gore
yukaridaki esitlik asagidaki gibi yazilabilir;

gV, X,2)+g(V,X,Y) :(LXg)(Y,Z) )
Bu ifade, X’in metrik duali olan X 1-formu cinsinden de yazilabilir;

i,V, X+i,V,X=(L,g)(¥,2). (3.3)

Ozel olarak K bir Killing vektorii ve K onun metrik duali oldugunda, bu denklem
(X =K i¢in) Killing denklemi olarak adlandirilir ve asagidaki bigime doniisiir;

i,V,K+iV,K=0 , VX,ZelTM. (3.4)



Dolayisiyla Killing vektorleri, Killing denklemini saglayan K 1-formunun dualleri
olarak da tanimlanabilirler. Killing denkleminin ¢6ziimlerine de Killing 1-formlar1 adi

verilir.

Killing 1-formlarnmn sagladigi denklem basgka bir sekilde de ifade edilebilir. Y

herhangi bir 1-form olmak iizere (2.28) kullanilarak asagidaki esitlik yazilabilir;
i dY =i, (e” /\VXEY)
= (iXe” )VXaf—e” A iXVXaY

=2V, Y —¢' A(iyVy +iy Vi )Y.

Burada (3.3) denklemi kullanilarak

V.Y :% 'de+%(LY g)(X,X,)e’ (3.5)

elde edilir. Dolayisiyla bir K Killing 1-formu i¢in
VK =%iXd1€ (3.6)

denklemi yazilabilir. Her iki tarafin i, ’e gore ic tiirevi hesaplanirsa;

SK=0 (3.7)

esitligi bulunur. Yani Killing 1-formlar1 ko-kapali olma 6zelligine sahiptirler.

Killing 1-formlarinin dis tiirevinin ko-tlirevlerinin sagladig: bir esitligi bulmak amaciyla
Y 1-formu ve ¥ vektor alani igin asagidaki ifade goz 6niine alinsin;

V,dY =¢' AR(V,X )Y +dV, Y —e' AV, Y. (3.8)
Bu ifade, esitligin sol tarafinda d =e" AV, esitligi ve egrilik islemcisinin tanimi
kullanilarak elde edilebilir. Ayrica (3.5) ifadesinde X yerine V, V' alir ve her iki taraf

soldan e ile dis carpilirsa;
e AV, Y= %dinY—%deh%(LY g)(V, V., X,)e” (3.9)
bulunur. Bu ifadede yeniden (3.5) esitligi kullanilarak da

dv,Y :%dinY+%VXb (L,g)(V,X,)e" +%(Lyg)(VXbV,Xa)e"“ (3.10)



elde edilir. (3.9) ve (3.10) ifadeleri (3.8)’de yerine yazilir ve egrilik islemcisi, egrilik 2-
formlari cinsinden yazilirsa asagidaki esitlige ulasilir;

V,dY =2YV'R,, +V, (L,g)(V,X,)e". (3.11)

Burada Y“ ve V* sirasiyla Y ve ¥ ‘nin bilesenleridir. (3.11)’in her iki tarafinimn i¢ tiirevi

alinir ve ko-tiirev tanimi kullanilirsa;
5dY =2Y'P, -V, (L,g)(X*,X,)e' +V, (L,g)(X*, X,)e’ (3.12)
bulunur. Burada P, Ricci 1-formlaridir. Dolayisiyla Killing 1-formlari igin
5dK =2K“P, (3.13)

esitligi gegerlidir. Burada K“ bir Killing 1-formunun bilesenleridir.

Killing vektorlerinin ~ genellestirilmeleri  olarak konformal Killing vektorleri
tanimlanabilir. 4 bir fonksiyon olmak {izere

L.g=2Ag (3.14)
esitligini saglayan K vektor alanina bir konformal Killing vektorii adi verilir. (3.14)

ifadesi (3.5) denkleminde kullanilir ve her iki tarafin i, ’e gore i¢ tiirevi hesaplanirsa bir

konformal Killing vektoriiniin duali olan K konformal Killing 1-formunun asagidaki
esitligi sagladig: goriiliir;
SK =-nA. (3.15)

Ayrica (3.12) denkleminden de

SdK =2KP,+2(n-1)dA (3.16)
elde edilir. (3.5) denkleminde (3.14) ve (3.15) ifadeleri kullanilarak konformal Killing
1-formlarinin sagladig: denklem ise asagidaki gibi yazilabilir;

vxlézé'XdK—%f(mK. (3.17)

Killing-Yano ve konformal Killing-Yano formlarinin gelecek iki kesimdeki tanimlari,

sirasi ile (3.6) ve (3.17) bagintilar1 genellenerek yapilacaktir.



3.2 Killing-Yano Formlari

Vektor alanlarinin sagladigir Killing denklemi, tamamen simetrik ve tamamen
antisimetrik tensorlere de genellestirilebilir. Genellestirilmis Killing denklemini
saglayan tamamen simetrik tensorlere Killing tensdrleri denir (Dietz and Riidiger 1982,

Benn 20006).

Tamamen antisimetrik tensorlere olan genellestirme ise Killing 1-formlarimin sagladigi
(3.6) denkleminin yiiksek mertebeden formlar ic¢in yazilmasiyla olur. Killing
denkleminin p-formlar i¢in genellestirilmesi olan

1
Vo=
p+1

i.do (3.18)

denklemini saglayan @ p-formuna ise bir Killing-Yano (KY) p-formu ad1 verilir. (3.18)
denkleminin bir kez daha i¢ tiirevi alinarak goriilebilir ki bir KY p-formu ko-kapalidir:
ow=0. (3.19)
Bu da (3.7) kosulunun yiiksek dereceli formlar i¢in genellestirilmesine karsilik gelir. Bir
M manifoldu tizerindeki KY p-formlarinin uzay1 bir lineer uzay olusturur (Semmelmann
2003, Stepanov 2003). Her fonksiyon bir KY O-formudur, her KY 1-formu da bir
Killing vektor alaninin dualidir. #» boyutta KY n-formlari ise hacim formun bir sabit kati
ile ortantilidir. KY p-formlarimin maksimum sayisi da bulunabilir; », manifoldun boyutu

olmak iizere KY p-formlar1 en fazla

( 5 )
p p

sayida olabilirler (Kastor, Ray and Traschen 2007, A¢ik, Ertem, Onder, and Vergin
2008D).

Ozel olarak KY formlar1 kullanilarak jeodezik denkleminin kuadratik ilk integralleri,

yani jeodezik boyunca sabit kalan fonksiyonlar olusturulabilir (Semmelmann 2003). »
bir jeodezik ve y jeodezigin hiz vektorii olsun. @ bir KY p-formu olmak {izere, @ 'nin
hiz vektoriine gore i¢ tiirevi olan i,@ (p-1)-formunun y boyunca paralel oldugu

gosterilebilir;



Vi,0=i,V,0+i; 0

:iy( ! iy,da)j
p+1

=0.

Burada, ilk satirda i¢ tlirev ve kovaryant tiirev arasinda gecerli olan
[Visiy =iy y (3.20)
bagntisi ve jeodezik tanimi olan V7 =0 ifadesi kullanilmstir. Ikinci satirda ise (3.18)

KY denkleminden yararlanilmistir. Dolayisiyla asagidaki sekilde tanimlanan
K (X,Y)=g(i,0,i,0)
ifadesi jeodezik hiz vektorleri igin
VK, (7,7)=0
esitligini saglar ve jeodezik denklemi i¢in bir kuadratik ilk integral tanimlar. Herhangi
tic vektor alan1 X, Y ve Z icin ise (3.20)’den yararlanarak
VK (X, Y) = g(V i@,y 0) + g(iy,V i)
=g(i,V,0+ Iy, @, 1,®) + g(i, o, ,V,0+i, ,0)

yazilabilir. Buna gore (3.4)’lin yiiksek mertebeden formlara genellestirilmesi
kullanilarak

V,K (X,Y)+V,K (Y,Z)+V,K _(Z,X)=0 (3.21)

esitligi elde edilir.

Daha sonra incelenecegi gibi KY formlari, egri uzay-zamanda Dirac denkleminin
simetrilerinin insa edilmesinde de énemli rol oynarlar (bkz. Boliim 4). Bunun yani sira
KY formlarindan olusturulan korunan akimlar kullanilarak korunumlu kiitlegekimsel
yiikler de tanimlanabilir (bkz. Boliim 5). KY formlarinin agik ifadeleri, kiiresel simetrik

bir metrik sinifi i¢cin Ek A’da verilmistir.
3.3 Konformal Killing-Yano Formlari
Konformal Killing vektorlerinin sagladigi denklem de tamamen simetrik ve tamamen

antisimetrik tensorlere genellestirilebilir. ~ Burada sadece tamamen antisimetrik

genellemeler ele alinacaktir. Bir @ p-formu, (3.17) bagintis1 genellenerek elde edilen



! i,do-—

X Adw 3.22
p+1X n—p+l1 ( )

V,o=

denklemini sagliyorsa @ ’ya bir konformal Killing-Yano (CKY) p-formu adi verilir.
Burada X, X vektdr alanmmin metrik duali olan 1-form ve n manifoldun boyutudur.
(3.22)’den goriilebilecegi gibi ko-kapali olan (0w =0) bir CKY p-formu, bir KY p-

formudur.
3.3.1 CKY denkleminin Hodge degismezligi

CKY denklemi Hodge yildiz islemcisi altinda degismezdir, yani @ bir CKY p-formu
ise *w da bir CKY (n-p)-formudur. Bu 6zellik KY denklemi i¢in gegerli degildir.
Bunun dogrulugunu gorebilmek ic¢in (3.22) denkleminin her iki tarafina * islemcisi
uygulanmalidir. Buna gore (3.22)’nin sag tarafindaki ikinci ifade asagidaki gibi
yazilabilir;
*(f(/\*’ld*a)”)z—ixd*a).
(3.22)’nin sag tarafindaki ilk ifade ise
*(iXda)) — *(ix sl g **—10))
(30 w) A X)
=—XAS*w
bicimine doniisiir. Burada Hodge yildiz islemcisinin sagladigi

detg

**(l(p) = (_l)p(nip) |det g|

(P)
ifadesi kullanilmigtir. Ayrica metrik uyumlu baglanti i¢in V,*=*V, oldugundan
(3.22)’nin * uygulanmis hali agagidaki sekilde yazilabilir;

1 iXd*a)—Lf(/\ﬁ*a).
n—p+l1 p+1

X ) —
V,*o=

Bu da *@ (n-p)-formunun bir CKY (n-p)-formu oldugunu gosterir.



3.3.2 CKY denkleminin konformal kovaryanthg:

(3.22) CKY denklemi ayni zamanda konformal doniisiimler altinda kovaryanttir; @, g
metrigine sahip bir manifold {izerinde bir CKY p-formu ise, @ da g metrigine sahip bir
manifold tizerinde bir CKY p-formudur, dyle ki burada
g =exp(24)g
@ =exp((p+D)w
seklindedir (Benn, Charlton and Kress 1997). Bunu gorebilmek i¢in konformal
dontisiim altinda baglanti, dis tiirev ve ko-tiirevin doniisiimleri goz oniine alinmalidir. X
herhangi bir vektor alan1 ve u herhangi bir p-form olmak ilizere ¢ metrigine gore
yazilan baglanti, dis tlirev ve ko-tlirevin g metrigine gore yazilan baglanti, dis tlirev ve
ko-tiirev cinsinden ifadeleri agagidaki gibidir;
@Xu =VXu—pX(/1)u—d/l/\ixu—i-f(/\idiu
du = du
Su= ou—(n-2p)i u.

@=e"" @ olarak almir ve ¢ metrigine gére olan yukaridaki ifadeler (3.22)

denkleminde yerine yazilirsa;

- ~ 1 . A/\
V,o—- iydo+

iydw+
p+1 n—p+1 X

X Ao ="M |V -
p+1 n—p+1

XA 5(0}
=0

elde edilir. Ayrica K bir konformal Killing vektorii olmak iizere, @ bir CKY p-formu

iken

Lio—(p+)iw
da bir CKY p-formudur.

3.3.3 CKY denkleminin integrallenebilirlik kosulu

CKY denkleminin integrallenebilirlik kosulu, egrilik islemcisine gore tanimlanan egrilik

endomorfizmi cinsinden yazilabilir (Benn and Charlton 1997). Egrilik endomorfizmi

IR)=¢"ni R(X,,X,) (3.23)



seklinde tanimlanir. (3.22) denklemi X, vektor alanina gére yazilip X, ’ya gore bir kez

daha kovaryant tiirevi alinirsa;

1
n—p+l

V,V, o= 1 (iXVXdaHiV Xda))— (VXeb/\5a>+eb/\VX5a))
a b p+1 b a Xq b a a

elde edilir. Bu ifadenin X, ya gore ig tiirevi alinip €’ ile dig garpilirsa;

1
AV, V. :m(p5da)+e”/\ixaiv%)(bda))

1
n—p+1

(—eb AOe, AOw—e" AV, e AiXu5a)+d5a))

bulunur. (3.22) denklemi X ’ya gére yazilip X,’ye gore kovaryant tiirev aliir ve

b . . . .
e’ Al islemi uygulanirsa;

b - _ b .
e /\zX[,VXbVX —p+1(e /\zX(,lVXthda))

1
n—p+l1

(eb ALYy e NS —de, /\iXa5co+ndé‘co—(p—l)d§a))

elde edilir. Bulunan son iki ifadenin farki hesaplanirsa

N N __P _n-p_ b
NV Vyo—e /\zX,,VXhVX"a)—p+15da)+n_p+ld5a)+p+l(e /\zXaz[Xa’Xb]da))
b . .
+ eni. V,.e ANow—de Ni_,00
n—p+1( Xt Xa “X

b b .
+e’ Ade, now+e AV e NI, 00)
sonucuna ulagilir. Sag taraftaki son iki terim @’nin bir CKY p-formu olmasi

kullanilarak

1
n—p+1

b . b . .
e’ ni V w=¢e AN ,| —I
X7 [X X X (p-i-l [X.. %3]

do (VXaeb—VXbea)/\éa)j

seklinde yazilabilir. Buna gére CKY denkleminin integrallenebilirlik kosulu

L _sdo+—"L_dsw=¢"ni R(X,,X,)o (3.24)
p+1 n—p+1 X

bi¢iminde bulunur.



3.3.4 Ko-kapali CKY formlar1 ve KY formlar arasindaki izomorfizm

(3.22) denkleminden de acikca goriilebilecegi gibi bir p-formun bir KY p-formu
olabilmesi icin gerek ve yeter sart ko-kapali bir CKY p-formu olmasidir. Ayrica bir (n-
p)-formun bir KY (n-p)-formu olabilmesi i¢in gerek yeter sart ise kapali bir CKY p-
formunun Hodge duali olmasidir. (3.22) denkleminden kapali bir CKY p-formu

P, nin Hodge dualinin sagladigi denklemin

V. *p,, =———
X P n—p+1

by, d™ Py

seklinde oldugu goriilebilir. Burada i, * p:*( PAX ) ozelligi kullanllmistir.  p, )
kapali oldugundan lokal olarak bir « (p-1)-formu cinsinden p, =da seklinde
yazilabilir. Burada «, p,, ye karsilik gelen KY (7-p)-formunun KY-potansiyeli olarak
adlandirilr; @, , =*da. KY ve CKY denklemlerinin 0-form ¢6ziimleri birbiriyle

cakisir ve her CKY n-formu bir diferansiyellenebilir fonksiyon f cinsinden p, = fz

bi¢iminde yazilabilir. Sonu¢ olarak Hodge yildiz doéniisiimii biitiin KY p-formlarinin
vektor uzayi ile biitlin kapali CKY (n-p)-formlarinin vektdr uzayr arasinda bir vektor

uzay1 izomorfizmi saglar.



4. EGRI UZAY-ZAMANDA DIRAC-TiPi iSLEMCILERIN SIMETRILERI

Bir denklemin simetri islemcisi, o denklemin herhangi bir ¢oziimiini diger bir
¢Oziimiine gotiiren islemcidir. Bir pseudo-Riemann manifoldda, manifoldun izometrileri
simetri islemcilerini {iretirler, yani Killing vektorlerine gore Lie tlirevleri metrik ve
baglantidan insa edilmis diferansiyel denklemler i¢in simetri islemcilerine karsilik
gelirler. Eger ele alinan denklemler konformal degismezlige de sahipse konformal
Killing vektorleri de simetri islemcilerini olusturmada kullanilirlar. Bu boliimde, Killing
ve konformal Killing vektorlerinin yiiksek dereceli formlara genellestirilmeleri olan KY
ve CKY formlarinin Dirac ve Kihler denklemlerinin simetrilerinin insasinda

oynadiklari roller incelenmistir.
4.1 Kiitlesiz Dirac Denkleminin Birinci Mertebe Simetrileri

Kiitlesiz ve etkilesimsiz Dirac denklemi (2.53) ifadesinde 4 =m =0 alinarak asagidaki
gibi yazilir;

Sy =0.
En fazla birinci mertebeden tiirev iceren bir L islemcisinin kiitlesiz Dirac denkleminin
bir simetri islemcisi olabilmesi i¢in

SL=MS$§
olacak sekilde bir M islemcisinin var olmasi yeterlidir. Ya da daha genel olarak bu sart

derecelendirilmis Clifford siradegisimi kullanilarak
[8,L]=MS$ (4.1)

seklinde yazilabilir. Buradaki derecelendirilmis Clifford siradegisimi ifadesi simetri

analizindeki hesaplarda kolaylastiric1 bir rol oynadigi i¢in kullanilmaktadir. Bir p-form

a ve bir homojen olmayan Clifford formu g = z B, i¢in bu siradegisimi asagidaki
q

gibi tanimlanir;

[e. B]= aﬂ—Z(—l)’”ﬁ(g)a :

a’nin tek form oldugu 6zel durum igin bu ifade [a, 8]=af— B"a sekline doniisiir.

(4.1)’deki L’nin bir simetri iglemcisi olabilmesi i¢in Dirac islemcisi ile Clifford



siradegisiminin sag tarafa esit olmasi gerekir. Derecelendirilmis Clifford siradegisimi
durumunda bu sartin saglanabilmesi i¢in L’ nin tiimiiyle ¢ift ya da timiiyle tek dereceli

formlardan insa edilmis olmasi gerekir. L’nin ¢ift formlardan olustugu durumda

derecelendirilmis Clifford siradegisimi normal Clifford siradegisimi [,]7 ’ye doniisiir ve

her boyutta L bir simetri islemcisidir. L’nin tek formlardan olustugu durumda ise
derecelendirilmis siradegisimi bir anti-siradegisimine doniisiir ve L bir simetri islemcisi
olma sartin1 saglamaz. Ancak, cift boyutlarda hacim form z tek formlarla anti-

siradegistiginden Lz ifadesi bir simetri islemcisi olur.

En genel birinci mertebe ¢izgisel islemci olarak
L=o"S, +Q 4.2)
g6z oniline alinsin. Burada @ ve Q, Z, homojen yani her ikisi de ¢ift ya da her ikisi

de tek formlarin toplami olan homojen olmayan formlardir. L islemcisi birinci
mertebeden oldugundan (4.1)’deki M islemcisi de en fazla birinci mertebeden olabilir ve

benzer sekilde
M =2m"S, +m
biciminde yazilabilir. Burada m, tiirev icermeyen terimleri gostermektedir. (4.2)
kullanilarak (4.1)’deki derecelendirilmis siradegisimi hesaplanirsa;
[8.L]=€'w'S, S, ~(-1)0'e’S, S, +€' (Vy0')S, (-1 (V,e")S,
+e"'QS, — (-1’ Qe’S, +¢"(V, Q)
== A" | S, Sy, |+i0 (S, Sy, +Sy Sy, )+e (i, Vy,0)S, —€'0"Sy

b a . a . b
+e" NSy —i,0"Sy +2(1XbQ)SXb te (VXIJQ)

=i,0" (S2(X,, X,)+S*(X,, X,)) + (¢ (i,.V @) +2(i,.2)) S,
’ (4.3)

~(¢ ne'S(X,.X,)-€"V, Q)
elde edilir. Burada « ifadesi daha sonra da gorilecegi gibi @" =i o big¢iminde

tanimhdir. Ayrica S*(X,, X, ») =Sy Sy =S8y tanmmi kullanilmustir. (4.1) esitliginin

sag tarafi hesaplandiginda ise asagidaki ifade bulunur;



MS =2m" (V" )S, +2m‘e"S, S, +me’S,
a b a b b (4.4)
=2m'e’S*(X,, X,)+me’S,,

(4.1) esitliginin gecerli olabilmesi i¢in her iki taraftaki ayni dereceli tiirev terimleri
birbirine esit olmalidir. (4.3) ve (4.4)’de bulunan ifadeler (4.1)’de yerine konulur ve

ikinci dereceden terimler birbirine esitlenirse
i 0" (S*(X,, X,)+8*(X,. X,))=2m"e"S*(X,. X,)
ve buradan
(ip0'+i,0")S7(X,,X,)=(m"e" +m’e")S*(X,, X,)
bulunur. Buradan da asagidaki sart elde edilir;
i 0 +iX,,a)b =me’ +m’e”. 4.5)
Bulunan bu ifade sagdan e, ile Clifford ¢arpilir ve (4.5)’de a =5 alinarak elde edilen
Iy o =m‘e, esitligi kullanilirsa
(n+2m" =(i 0" +i,0")e, +(i 0 )’ (4.6)
bulunur. Bu ifade soldan e, ile Clifford carpilarak
e,m’ =—iy no’ 4.7)
esitligine ulasilir. Burada 7 (2.2)’de tanimlanan otomorfizmdir. (4.5) ifadesi soldan e,
ile Clifford ¢arpilir ve (4.7) kullanilirsa
(n=2z)m" =(z+1)na’ -i, (eana)“)+(iX”a)”)eb (4.8)
elde edilir. Burada bir p-form ¢, i¢in Olgek islemcisi olarak adlandirilan 7 ’nin
7, =€'iy =€ Niy ¢, =pd,, seklindeki tanimi kullanilmustir. (4.6) ve (4.8)’in
toplanmasiyla da
(n+1—7r)mb:eb/\77(z’Xua)”) (4.9)

sonucuna ulagilir. « herhangi bir form olmak iizere (4.9) denkleminde ®“ yerine
& = 0" +ae* ve m” yerine m” alinsm. Bu durumda

(n-m)na+iy, @ =0



esitligini saglayan o ’lar igin m” =0 olur. Bu da yukaridaki esitligi saglayan bir «
secilerek (4.5)’in sag tarafini sifir yapan L=L+a$ seklinde yeni bir simetri islemcisi
tanimlanabilecegi anlamina gelir. (4.5)’in sag tarafi sifir oldugunda ise ®*

o' =i 0 (4.10)

seklinde bir @ Z,-homojen formu cinsinden yazilabilir.

(4.3) ve (4.4)’deki birinci mertebe tiirev igeren terimler esitlendiginde ise
e“iX,,VX” w+ 2iXhQ =me’
=V o=¢ anm+i, (e'V, 0—nm-2Q) (4.11)
elde edilir. Burada s =-nm—2Q+e"V, @ tanimu yapilir ve (4.11)’in soldan e, ile dig

carpimi alinirsa dw = s ve dolayisiyla

. 1 .
leszﬁleda)(p) (412)

bulunur. (4.11) ifadesinin i, ile biiziilmesinin alinmasiyla da (n—7z)nm=—dw esitligi

ve dolayistyla da

(e, /\nm)(p) = e, N, (4.13)

- p+l1
elde edilir. (4.12) ve (4.13)’de bulunan ifadeler (4.11)’de yerine yazilarak
Vi, @) :Lix do, _;eb noa,,
! +1 7 n—p+l1
sonucuna ulasilir. Bu ise (3.22)’de tanimlanan CKY denklemidir. Yani kiitlesiz Dirac
denkleminin simetri iglemcileri CKY formlarindan insa edilebilir. (4.1) sarti nedeniyle
bir simetri islemcisine Dirac islemcisiyle orantili olan bir terim eklenebilir. Bu durum
g6z Oniine alinarak hesap yapildiginda (4.3)’deki tiirev icermeyen terimlerin sifir olarak

bulunacag goriilebilir (Benn and Charlton 1997).



4.2 Kiitleli Dirac Denkleminin Birinci Mertebe Simetrileri

Kiitleli ve etkilesimsiz Dirac denklemi;
Sy =my
g0z Oniine alindiginda, en fazla birinci mertebeden tiirev igeren bir L iglemcisinin,

kiitlesiz Dirac denkleminin bir simetri islemcisi olabilmesi i¢in
[8,L]=0 (4.14)
sartt saglanmalidir. Dolayisiyla kiitleli durumda simetri islemcilerini bulmak icin bir

onceki kesimde bulunan (4.3) ve (4.4)’de m“=m=0 almak ve hesaplari devam
ettirmek yeterlidir. Ancak bu kesimde kiitleli Dirac denkleminin simetri iglemcilerini

bulmak i¢in alternatif bir yontem izlenecektir.

(4.14)’iin sol tarafi (4.3)’de hesaplanan ifadeye esittir ve ikinci mertebe tiirev iceren

terimlerin biribirine esitlenmesiyle
iy @ +iy @' =0
bulunur (bu ifade (4.5)’de m“ =0 alinmasina esdegerdir). Buradan da

o' =i 0

sonucuna ulasilir. Birinci mertebe tiirev terimlerinin gerektirdigi sartlar1 bulmak igin L
islemcisinin daha degisik bir sekilde yazimi kullanilabilir. Dirac islemcisi ile @

homojen olmayan formunun derecelendirilmis Clifford siradegisimi hesaplanirsa
[8,0]=20"S, +do=L+¢
elde edilir. Burada ¢ = dw—Q seklindedir. Bu da L islemcisinin
L=[$,0]-¢ 4.15)
biciminde yazilabilecegini gosterir. Dirac islemcisi i¢in gegerli olan
[8.[8.0]]=[8%0]

esitligi kullanilarak (4.15)’in (4.14)’de yerine konulmasiyla

[8%.0] =[8.¢] (4.16)
simetri sartt bulunur. Burada [,]7 ifadesi normal siradegisimi gostermektedir. Dirac

islemcisinin karesi ic¢in (2.51)’de bulunan ifade kullanilir ve egrilik skalerinin herhangi



bir formla komiite edecegi gerceginden yararlanilirsa (4.16)’nmin  sol tarafi
[$2,a)1 =[S2(Xa,X “),a)l bi¢iminde bulunur. S°’nin (2.50)’deki tanimi kullanilip
(4.16)’daki siradegisimi ifadeleri agik olarak hesaplanirsa

[S°(X,. X)0] =2V 08, +V(X,.X)o

[8,0]=2i.0S, +do
simetri sartlar1 elde edilir. (4.16) esitligi geregi, bu denklemlerdeki ayni1 dereceden tiirev
iceren denklemlerin esitlenmesiyle de
Viyo=iy @ (4.17)
VX, XYo=dg (4.18)
kosullar1 bulunur. (4.17) denklemi soldan e A ile ¢arpilarak
dw = mp (4.19)

elde edilir. Bu ifade de (4.17)’de tekrar yerine konulursa

1 .
p+llX"da)(p)

VX(, a)(p) =

KY denklemine ulasilir. Yani kiitleli Dirac denkleminin simetri islemcileri KY

formlarindan olusturulmalidir.

Tiirevsiz terimlerin simetri islemcilerine getirecegi katkiyr bulabilmek i¢in (4.17)
denkleminin bir kez daha kovaryant tiirevi alinarak
Vo =-5p

esitligi elde edilir. Bu ise (4.18) ile karsilastirildiginda do =0 sartin1 verir. (4.19)’dan
gorlilecegi gibi bu sart ¢ 'nin sifirdan biiylik dereceli bilesenleri i¢in gecerlidir. Tiim
bilesenler i¢in de gegerli olabilmesi i¢in ¢ ’nin sifir form bilesenleri sabit olmalidir. Bu
da simetri islemcilerine tlirevsiz terimlerden bir sabit kadar katki gelecegi anlamina
gelir. Dolayisiyla kiitleli Dirac denkleminin birinci mertebe simetri islemcileri KY
formlaria karsilik gelmektedir (Benn and Kress 2004). Schwarzschild ve Reissner-
Nordstrem uzay-zamanlar1 i¢in kiitleli Dirac denkleminin simetri islemcileri ve bu

islemcilerin sagladig1 simetri cebiri Ek B’de incelenmistir.



4.3 Kiitleli Kahler Denkleminin Birinci Mertebe Simetrileri

(2.54)’de tanimlandig1 gibi etkilesimsiz ve kiitleli Kéahler denklemi asagidaki gibi
yazilir;
dp=mgp.
Dirac denklemine benzer sekilde kiitleli Kdhler denkleminin de birinci mertebe simetri
islemcilerini bulmak i¢in Oncelikle ‘cift formlar’ tamitilmalidir. Burada ‘¢ift form’
ifadesi iki tane Clifford formunun tensor ¢arpimini belirtmektedir. Asagidaki sekilde
tanimlanan
Q=0 ®’

cift formu goz Oniine alinsin. Burada / ve J ¢oklu indisleri gdstermektedir. Q c¢ift

formunun bir homojen olmayan form ¢ tizerindeki etkisi ise su sekilde tanimlanir;
Qep=0Q, e pe’ .
Burada yan yana yazilan terimler arasinda Clifford carpimi vardir. Cift formlar lizerine

etki eden dis tiirev ve i¢ tiirev islemcileri, ¢ift formun ilk bileseni iizerinde etkide

bulunurlar.

Buna gore Clifford formlari {izerinde en genel birinci mertebe lineer islemci asagidaki
gibi yazilabilir;
L=2Q"eV, +... (4.20)

Burada Q“ ¢ift formunun her iki bileseni de ¢ift ya da her iki bileseni de tek dereceli
formlardir. Ayrica ... ifadesi de tiirevsiz terimleri gostermektedir. (4.20)’deki gibi
yazilan L iglemcisinin kiitleli Kdhler denkleminin bir simetri islemcisi olabilmesi i¢in

[d,L]=0
sart1 saglanmalidir. Esitligin sol tarafindaki siradegisimi hesaplanirsa Dirac denklemi
durumundakine benzer sekilde

[d.L]=2i Q" (V(X,.X,)+V*(X,.X,))+...

bulunur. kinci mertebe tiirev terimlerinin esitlenmesinden de

Q' =i Q

elde edilir. (4.20) islemcisi (4.15)’deki duruma benzer sekilde



L=[d,Q]-®
biciminde yazilabilir. Burada @ bir ¢ift formdur. Son ifadenin simetri sartinda yerine

konulmasiyla da
[4°.Q] =[d.®]

kosulu bulunur. Hodge-de Rham islemcisinin karesi (2.40)’daki gibi

JIZ:VZ(XH,X“)—i(‘J%+Ro)

biciminde yazilabilir. Burada R:Rab®e”b seklinde tanimlanmistir. Bu ifade

kullanilarak simetri kosulundaki siradegisimi ifadeleri asagidaki gibi hesaplanabilir;

[4°.Q] =2v, Qv + Vz(Xa,X”)Q—%[R,Q]

[d,®]=2i , OV, +DOD.
Buradaki D=V, =D-D" ifadesi 4 gibi tanimlanmasma ragmen c¢ift formlar

lizerine etki etmektedir. Burada D islemcisi dis tiirev gibi D" ise ko-tiirev gibi
tanimlanmakta olup cift formlar iizerine etki ederler. Bu ifadeler simetri kosulunda

yerine konulup, esit dereceden tiirev iceren terimlerin birbirine esitlenmesiyle de

V,Q=i, ® (4.21)
VZ(Xa,X”)Q—i[R,Q] = DD (4.22)

denklemleri elde edilir. (4.21) denklemi soldan e A ile ¢arpilarak
DQ =T1® (4.23)
elde edilir. Buradaki IT ise (4.19)’daki 7 ’nin ¢ift formun ilk bileseni iizerine etki etmis
halidir. (4.23) ifadesi @ ’nin sifir form bilesenini tam olarak belirlemez;
O=IT"DQ+1®T.
Burada 7 herhangi bir formdur. Bu ifadenin (4.21)’de yerine konulmasi KY
denkleminden farkli olan bir genellestirilmis KY denklemine yol agar;

1 .
p+llX"DQ(p)' (4.24)

VXHQ(p) =

Buna ek olarak (4.21) denkleminin bir kez daha kovaryant tiirevinin alinmasiyla

VX, X)YQ=-D'®



esitligine ulasilir. Bunun (4.22) ile karsilagtirilmasiyla da
1 | R .
—Z[R, Q, |= S OV T (4.25)

kosulu elde edilir (Benn and Kress 2005).

Buna gore, Kéhler ve Dirac denklemi durumlari arasinda benzerlikler olmasina ragmen
onemli farkliliklar da vardir. Ké&hler denklemi durumunda simetri islemcileri KY
denkleminin bir genellestirmesi olan (4.24)’lin ¢6zlimlerinden insa edilmelidir. Ayrica
Dirac denklemi durumunda KY denkleminin ¢6ziimleri simetri islemcilerini insa etmek
icin yeterliyken Kihler denklemi durumunda (4.24)’lin ¢6zlimleri ayn1 zamanda (4.25)

sartin1 da saglamalidirlar.

4.4 Etkilesimli Dirac Denkleminin Simetrileri

Egri uzay-zamanda m kiitleli, birim yiiklii ve 1/2 spinli bir parcacigin bir 4 potansiyeli
etkisindeki hareketi asagidaki sekilde yazilan etkilesimli Dirac denklemi ile betimlenir;
(8+id)y =my .
Burada A potansiyeli herhangi bir homojen olmayan form olarak diisliniilebilirse de
daha sonraki hesaplarda 1-form olarak ele alinacaktir. Bu durumda etkilesimli Dirac
denklemi F =dA seklinde yazilan Maxwell alani altindaki pargacigin hareketini
betimler. Fakat 4 elektromanyetik kokenli olmayan terimler de igerebilir, bu durumda F
kuvvet alan1 olarak adlandirilir. Daha 6nce (4.2)’de ele alinan en genel birinci mertebe
lineer islemci L’nin etkilesimli denklemin bir simetri iglemcisi olabilmesi i¢in
[$,L]+i[A,L]:O (4.26)

kosulu saglanmalidir.

(4.3)’de hesaplanan siradegisimi ifadesi kullanilarak (4.26)’da ikinci mertebe tlirev

katsayilarindan (4.10)’da bulunan

o' =i e ®
esitligi elde edilir. L islemcisi (4.15)’deki gibi alinip siradegisimi ifadeleri hesaplanirsa
asagidaki esitlikler bulunur;



[S°(X,. X)0] =2V 08, +V(X,.X)o
[8,0]=2i,.0S, +do
[4.L]=2[4,i.0]S, -2(iy @) V, 4+[4,Q].

Daha 6nce tanimlandigi gibi burada ¢ = dw—C olarak alinmistir. Bu ifadeler (4.26)’da

yerine konulup esit mertebeden tiirev igeren terimler birbirine eistlendiginde ise

asagidaki kosullara ulasilir;

V,.o=i.p-i[4i. 0] (4.27)

V(X X )o = de+2i( Ea))ﬂ Vv, A-i[4,9]. (4.28)

iX
Bu noktadan itibaren A’nin 1-form oldugu durum géz Oniine alinip buna gore islem
yapilacaktir. Buna gore bir 1-formun herhangi bir homojen olmayan form o« ile
Clifford siradegisimi icin yazilabilen

[A,a] =2i.a (4.29)
esitligi yukaridaki denklemlerde kullanilabilir. Burada 4, A’nin metrik dualidir, yani

her X i¢in A(X) = g(4,X) saglanir.

Oncelikle (4.27) kosulu goz 6niine alinsin. (4.29) ifadesi (4.27)’de yerine konularak bu
kosul asagidaki gibi yazilabilir;
V.o=i,(p+2i0). (4.30)
Bu ifadenin her iki tarafina 7, islemcisi uygulanirsa @ =0 sonucu elde edilir. Yani
@ ko-kapal1 olmalidir. Diger yandan (4.30)’da her iki taraf e, A ile ¢arpilarak
do =7 (p+2ii,0) (4.31)
bulunur. Bu denklemin (p+1)-form bilesenleri i¢in ve p=0,1,...,n—2 durumunda

gecerli olmak tizere asagidaki esitlik yazilabilir;

1 ..
Pipin) =Eda)(p) —2u;1a)(p+2). (4.32)

p=n—1 durumunda ise bu ifade go(n):lda)(n_l) seklindedir. (4.31) ve (4.32)
n

kullanilarak (4.30) kosulu asagidaki bi¢cime doniistiiriiliir;



1 .
p+llX"da)(p)'

VX(, a)(p) =

Bu da daha 6nce tanimlanmis olan KY denklemidir.

Ayrica (4.32) esitligi ve o 'nin ko-kapali olmas1 kullanilarak ve ¢ = dw—Q ifadesi goz

online alinarak p =0,1,...,n—2 i¢in asagidaki esitliklere ulasilir;

_p y
Qo = p+1da)(p) +210;0,,,, (4.33)
1
Q,, = (1 ——jda)(nl) . (4.34)
n
Bu ifadelerden goriilebilecegi gibi p =0,1,...,n—1 durumlari i¢in
19,0, = PV 10, (4.35)

esitligi yazilabilir. Bu da simetri islemcisindeki tiirevsiz terimin O-form bileseni
disindaki bilesenlerinin KY formlar1 ve potansiyel cinsinden yazilabilecegini

gostermektedir.

Simdi de simetri kosullarindan ikincisi olan (4.28) g6z Oniine alinsin. (4.30)

denkleminin bir kez daha kovaryant tiirevi alinirsa
VX, X))o =-5(p+2ii,0) (4.36)
denklemi elde edilir. Bu ifade ile (4.28)’in sag taraflar1 esitlenerek de

iAQ—édQ =si.0+(i o) V, 4 (4.37)

esitligi bulunur. Bu ise Q ’nin 0-form bilesenlerinin elde edilmesinde ve daha yiiksek
dereceli bilesenleri arasindaki olasi iligkilerin bulunmasinda kullanilabilir. Bunun igin
oncelikle ko-tiirev ve ig tiirev islemcileri arasinda gecerli olan

[Ouin ], =il x
bagintis1 KY formlar iizerinde uygulanirsa,

5i;1a)=—iXuivxa;1a) (4.38)
esitligi elde edilir. Ayrica herhangi bir x, 1-formu i¢in sagdan Clifford ¢arpimi tanimi

kullanilarak elde edilen



(iX,,a))l7 K,=K, /\iX(,a)—i,;aiX(,a) (4.39)
ifadesi goz oOniine alnir ve x, =V ! yazilip (4.39) ile (4.38) esitlikleri (4.37)’de

kullanilirsa
. 1 .
zAQ—EdQ = (VXGA) N (4.40)

bulunur. Bu ifadenin 1-form bileseni ise asagidaki gibi yazilabilir;

dQ,, = —21(1'39(2) —i. a)(l)VXaA)

(4.41)
= —2i(v/:10)(1) - V@u)A)'

Burada ikinci esitligin elde edilmesinde (4.35) ifadesi kullanilmistir.
4.4.1 Dinamik simetri kosulu

Bu kesimde (4.37) denkleminin, simetri islemcilerinde hangi KY formlarinin yer
alacaginin belirlenmesinde rol oynayan 6nemli bir cebirsel kosul icerdigi goriilecektir.
Bunun icin oncelikle Q=dw—¢ esitliginin dis tirevi ve A’ya gore i¢ tiirevi
hesaplanirsa
dQ=-dp=2idi,®
i Q=ido—-i,p=ri,p

bulunur. Burada (4.31) ifadesi kullanilmistir. Bu esitlikler (4.37)’de yerine yazilirsa

7(i30) = ~dizo+(i o) V, 4 (4.42)
elde edilir. Bu esitligin elde edilmesinde Hodge-de Rham islemcisi ile i¢ tiirev iglemcisi

arasinda gegerli olan

[d.iy], =V, +eiy (4.43)
bagmtis1 kullanilmistir. [,]+ ifadesi Clifford anti-siradegisiminii gostermektedir. (4.39)

ile (4.43) esitlikleri (4.38) denkleminde kullanilirsa

ﬂ(i;({))—i;da)-i-vja):—%[dAaa)]_ (4.44)

sonucuna ulasilir. Bu ifadenin elde edilmesinde de asagidaki bagint1 kullanilmistir;



e 1
(x,ni —e /\z,;”)a)z—z[dA,a)]f. (4.45)

KY denklemi ve (4.32) ifadesi kullanilarak (4.44)’iin sol tarafinin sifir olacagi
gosterilebilir. Dolayisiyla [dA,a)]_ =0 esitligine wulasilir. Diger yandan, (4.45)
denkleminde de goriildiigii gibi, herhangi dereceden bir formun bir 2-formla Clifford
siradegisimi formun bilesenlerinin derecelerini degistirmeyeceginden, @ 'nin her p-form
bileseni kuvvet alan1 F' =dA ile Clifford siradegismelidir;

|F.e, ] =0. (4.46)

Buna gore, uzay-zamanin sahip oldugu KY formlar1 arasinda sadece yukaridaki kosulu
saglayan KY formlar1 simetri islemcilerinin insasinda kullanilabilirler. Buradaki se¢im
islemini potansiyel formunun kendisi degil kuvvet alan1 yapmaktadir (Agik, Ertem,

Onder and Ver¢in 2009).

(4.41) denklemini integre etmek ve (4.46) kosulundan elde edilebilecek diger sonuclar
gorebilmek i¢in (4.46) esitligi agagidaki sekilde yazilsin;

i.Fnriyo,=0. (4.47)
Bu ifade p=0 ve p=n icin agik¢a saglanir. Dolayisiyla bu u¢ durumlar F {izerine
simetri islemcilerinde yer alacak KY formlar1 iizerine ek kosullar getirmez. Genel

olarak, bir KY p-formu @, ancak ve ancak F kuvvet alani iy @, Ai,, islemcisinin

cekirdeginde ise simetri islemcisinin insasinda kullanilabilir. Bir KY formunun 0-form

bileseni herhangi bir fonksiyon olabilir ve n-form bileseni ), de paraleldir, yani hacim

formun bir sabit kati kadardir; @, =kz. 1-form bilegeni i¢in ise @,, = K yazilabilir,

burada K bir Killing vektér alanidir. Bu durumda (4.47) ifadesi asagidaki esitlige
indirgenir;

i,FF=0. (4.48)
Bu da F’nin K tarafindan iiretilen akis altinda degismez kaldigi anlamina gelir. Yani

L .F =0. Diger bir degisle izometri iireticileri ancak (4.48) kosulunu saglarlarsa simetri

islemcilerinin insasinda kullanilabilirler.



(4.48) kosulu potansiyel formu cinsinden i, (e” AV X,,A):O seklinde yazilabilir ve
iVX A=i LV x @ esitligi kullanilarak asagidaki sonuca ulasilabilir;
Vid=dig A=V 0, .

Bu denklem, (4.41) ile karsilagtirilarak ve integre edilerek bir sabit kadar farkla

Q, =2ii A (4.49)
esitligi elde edilir. Daha once literatiirde s6z edilmemis olan bu ifade €, ’1 sabit yapmak
icin gerekli olan ayar1 segcmeyi saglar. Boyle bir durumda sadece akislar1 potansiyeli
koruyan Killing vektorlerinin dualleri simetri islemcilerinde yer alabilirler. (4.49)’u
tiretmek i¢in baska bir esdeger yol da izlenebilir. Herhangi bir S 1-formu i¢in
V., nin metrik dualinin, baglantinin metrik uyumlu olmas: kullanilarak, V, B
seklinde yazilabilecegi gbéz Onilinde bulundurularak (4.41) esitligi asagidaki gibi
yazilabilir;

dQy, =2 4,K | =2iL 4.

Burada [,] , ifadesi vektor alanlarinin Lie parantezini gostermektedir ve ayrica burada

burulmanin sifir olmasi da kullanilmistir. K bir Killing vektorti oldugundan yukaridaki

ifade dQ , =2iL,. A olarak yazilabilir ve diferansiyel formlar iizerinde Lie tiirevinin

(0)

etkisi ve (4.48) kullanilarak (4.49) esitligine ulagilir.

Bir KY 2-formu o,

2) :%a)abe” ~é’ igin (4.47) kosulu o,,F,;" =0 seklinde yazilabilir.

Burada koseli parantezler, i¢cinde bulunan indislerin anti-simetriklestirilmesini ifade
etmektedir ve F, de {e"} bazimna gore F ’nin bilesenleridir. 2-formlar i¢in bu ifade ilk

kez Hughston, Penrose, Sommers and Walker (1972)’de gosterilmistir. Burada elde
edilen (4.46) ya da (4.47) kosulu ise tiim dereceden formlar i¢in bir genellestirmedir.

(4.47) kosulu, yiksek dereceli formlar i¢in tartisilmak amaciyla S, =F niy @,
seklinde tanimlanan (p+1)-formlar cinsinden i ,5, =0 bi¢iminde yazilabilir. Bu ifade

p =0,n durumlan icin de gegerlidir. p=n durumunda g, (n+1)-form olacagindan



B, =0 esitligi 6zdes olarak saglanir. p=n-1 durumunda ise B, = f z yazlabilir.
Burada f, bir fonksiyonlar kiimesidir dyle ki (4.47) kosulu V' = f X“ i¢in i,z=0
sartin1 verir. ¢_ (V) =i,z ifadesiyle tanimlanan ¢, doniisiimii vektor alanlari ile (n-1)-
formlar arasinda bir izomorfizm oldugundan, i,z =0 sart1 ancak ve ancak V' =0 iken
yani bitiin f, ’lar sifir iken saglanir. Bu da her X, i¢in F Al @, ) =0 ya da bagka bir
ifadeyle

iy Frne, =0 (4.50)
sartina esdegerdir. p =n—2 durumunda g, lar (n-1)-formdurlar ve tek sekilde taniml
bir o, =0 e’ 1-formu cinsinden S, =*o, bigiminde yazilabilirler. Bu durumda (4.47)
kosulu o, A X“ =0 halini alir ve bu da o, =0, olmasim gerektirir. Bu kosul daha
acik olarak a,b=1,...,n olmak lizere

F/\(f(a Ny - X, /\iXa)a)(nfz) =0

seklinde yazilabilir. Boylece goz Oniine alman p=0,1,n—2,n—1,n durumlar1 dort

boyutta (4.46) kosulunun tiim bigimlerini tiiketmis olur.

Bu kesimde goz Oniine alinan potansiyel 1-formu A4 =0 olarak segilirse elde edilen
sonuglar daha dnce incelenen etkilesimsiz durumdaki kosullara indirgenir. Bu durumda
(4.46) kosulu ortadan kalkar ve tiim KY formlar1 simetri igslemcilerinin insasinda rol

alirlar.

4.4.2 Yano vektorleri ve egrilik karakteristikleri

Daha once ticlincii boliimde goriildiigii gibi bir KY (n-1)-formu kapali bir CKY 1-formu
Y *nin Hodge duali olarak yazilabilir;

Oy =iz =Y . (4.51)
Burada Y vektér alani Y 'nin metrik dualidir ve Yano vektorii olarak adlandirilir
(McLenaghan and Spindel 1979). (4.51) ifadesinin (4.50)’de yerine konulmasiyla

iy F'A *Y =0 esitligi bulunur ve bu da bilesenler cinsinden yeniden yazilirsa



F,Y'=0 (4.52)
elde edilir. Benzer sekilde (4.48) ifadesi de bilesenler cinsinden Eleb =0 seklinde

yazilabilir. Dolayisiyla KY (n-1)-formlar1 ve KY 1-formlarmin simetri islemcilerinde

yer alabilmeleri ancak karsilik gelen Yano ve Killing vektorlerinin F, matrisinin

cekirdeginde yer almalariyla miimkiindiir.

Egrilik 2-formlart R ,, Ricci 1-formlart P, ve konformal 2-formlar1 C,, ’nin bir Yano

vektoriine gore biiziilmeleri (i¢ tlirevleri) uzay-zamanin global yapisina iligkin 6nemli

cikarsamalarin yapilmasinda yardimci olur. Burada C, konformal 2-formlar

(2.24)’deki gibi tanimlanir;
1

n—

Cb:Rab_

a

R
(Pa ne,—b ne, ———e, /\ebj.
2 n—1

Bu biiziilmeleri hesaplamak i¢in 6ncelikle KY denkleminin bir kez kovaryant tiirevi

alinip Hessian islemcisinin bir KY p-formu @, ,, tizerindeki etkisi bulunursa

(0]

I .
VZ(XQ,Xb)a)(p) :ElevXada)(p) (4.53)

esitligi elde edilir. Egrilik islemcisi R(X,,X,), Hessian islemcileri V*(X,,X,) ve

V?(X,, X,) nin farki olarak yazilabileceginden (4.53) kullanilarak

1 /. .
R(X,, X,)a, =—(i, V, —i, V, )da, (4.54)
p+1
bulunur. Diger yandan egrilik islemcisinin herhangi bir form « iizerine etkisi
R(X,, X))a=-i R, Niya (4.55)

esitligi ile verilir (Benn and Tucker 1987, Benn, Charlton and Kress 1997). Bir 1-form
X tizerindeki etki ise —i R, seklinde yazilabilir. (4.55) ifadesi (4.54)’de kullanilarak

ve elde edilen sonug e A ile garpilarak

1
v, da,, = %R”a niy @) (4.56)

sonucuna ulagilir. Bu ifade (4.54)’de @, |, = *Y igin kullamlirsa

R(X,,X,)*Y = (;:)1 (ix, *Y AP, =i, *Y AR (4.57)



bulunur. Burada biiziilmis Bianchi 6zdesligi iy P, =i, £, kullanilmstir. Egrilik

islemcisinin 1-formlar tiizerindeki etkisi ve Hodge yildiz islemcisinin o6zellikleri

kullanilarak asagidaki iki esitlik bulunabilir;
R(X,, X,)**Y =&(-1)"i,R,,, (4.58)

*[*(?Ae,,)Ag]zg[(iyg)eb—YiXbPa]. (4.59)
Burada ¢ ifadesi det g 'nin isaretini gostermektedir. (4.57) nin her iki tarafinin Hodge

duali alinir ve (4.58) ve (4.59) esitlikleri kullanilirsa egrilik islemcisinin  Yano

vektoriine gore bliziilmesi
. 1 . .
iRy =——|(iP)e, = (ivF )e, ] (4.60)
seklinde bulunur. Bu ifadenin bir kez daha i,’ye gore biiziilmesiyle de Ricci 1-
formlarimin Yano vektoriine gore biiziilmelerinin sagladig1 asagidaki esitlige ulasilir;
Yi,F, =YiF,.
C,’nin tanmmi ve (4.60) esitligi kullanilarak da konformal 2-formlarinin Yano

vektoriine gore biizlilmeleri bulunabilir;

1

iyC, = m[( 8.~ P.)e,~(Rg,. —PB.)e, ¥

1
— (R, -RY,).

Burada P ifadesi Ricci 1-formlarinin bilesenlerini gostermektedir. Bu esitlikler dort

boyutlu Lorentz uzay-zamanlar1 icin literatiirde bulunan (McLenaghan and Spindel
1979) tensor bagintilarinin herhangi boyut ve isarete genellestirilmis ve diferansiyel

form dilinde yazilmis halleridir.

Ozel olarak Einstein uzaylarinda yani P, = ﬁgab ve R sabit oldugunda i,C , =0 dur.
n

Dort boyutta bir Einstein uzayinda bir Yano vektoriiniin varligt uzay-zamanin

konformal olarak diiz (C,=0) ya da Petrov smiflamasma gore tip N olmasini
gerektirir. Daha yiiksek boyutlarda ise C, #0 i¢in i,C, =0 olmas1 uzay-zamanin

Petrov tipi N olmasinmi gerektirmez. Bu durumda uzay-zaman Petrov tip I/ de olabilir

(Coley 2008). Y null olmadiginda Ricci 1-formun kontraksiyonu icin i, P, =AY,



: s Y'i, P, , .. :
seklinde yazilabilir. Burada A = ﬁ "dir. Bu durumda Yano vektorii P, 'nin A = R
g\, n

0zdegerli bir 6zvektoriidiir. ¥ null oldugunda ise ayn1 zamanda Ricci tensoriine gore de

null olur, yani Yano vektdriiniin sifirdan farkli bilesenleri yoniinde Y“i, P, =0 olur.

4.5 Jeodezik Denkleminin 1k Integralleri ve Hareket Sabitleri

Kesim 3.2°de goriildiigii gibi KY formlar1 kullanilarak jeodezik denkleminin ilk
integralleri olusturulabilir. Bir @ KY formu igin tanimlanan K’ (X,Y) = g(i, 0,i,®)
Killing tensorii ifadesi géz oniine alinsin. Buna gore y jeodezigi boyunca K (7,7)
sabittir. Yano vektoriiniin dualinden olusturulan *¥ KY (n-1)-formu i¢in K" ’nin
bilesenleri asagidaki gibi yazilabilir;

Ky =g,y *Voiy, *7) = e[¢(V.V)g, ~X1,]. (4.61)
Burada & metrigin determinantinin igaretidir. Tanimdan dolay1 K ¢ (Y,Y)=0"dir, yani
Yano vektorleri, kendileriyle iligkili olan Killing tensoriine gore nulldir. ¥ null degilken
(yani g(¥,Y)#0) K ") Y tarafindan gerilen bir boyutlu bir cekirdege sahiptir ve
dolayisiyla tekildir. Bu durumda Y’ye dik olan her vektér €g(Y,Y) Ozdegerli bir

dzvektdrdiir ve K" ’nin izi g(n—1)g(Y,Y) dir. Dahasi, normalize edilmis Killing
¢7)

tensdrii K'=————, n-1 rankli idempotent bir izdiigiiriiciidir; K', K" =K' .Y
cg(Y,Y)

null iken KG =—¢Y Y, *dir ve bu ifade rank-1 nilpotent bir izdiisiiriiciidiir (K"K ")

ve vektor alanlarini Yano vektoriiniin yoniine izdistiriir.

Bilindigi gibi herhangi bir p’inci dereceden simetrik Killing tensorii, jeodezik invaryant
olan p’inci dereceden bir hiz polinomu tanimlar (Benn 2006). Fakat kesim 3.2’de
oldugu gibi KY formlar1 kullanilarak insa edilen ikinci mertebe simetrik Killing
tensorleri, klasik yoriingeler boyunca hiz vektoriiniin bir jeodezik degismezi olma
ozelligine de sahiptir. Bu kisimda, bahsedilen 6zelligin daha genel durumlar igin bir
ispatt sunulacaktir. Asagidaki sekilde tanimlanan kuadratik fonksiyon g6z Oniine

alinsin;



O =Kuu)=KPuu" . (4.62)

Burada u =C ile asagidaki hareket denklemini saglayan bir yiiklii (birim) maddesel

parcacigin diinya hizi gosterilmektedir;

Vu=—iF. (4.63)

u

m
Ayrica u =dx" /dr ve x“’lar r 6z zaman ile parametrelendirilmis diinya egrisi C’nin

yerel koordinatlaridir. V u ise pargacigin ivmesini gostermektedir. Dolayisiyla

d ( (@) (@)
— oC)=C,(0 =V | K ,
(17eC)=C@) =V, [ K )| 64)
=2K'“"(V u,u)
yazilabilir ve (4.63) kullanilarak
i( [eC) :Eu“u”Fng”’f (4.65)
dr m

elde edilir.

Burada ispatlanmak istenen (4.63) tarafindan belirlenen klasik yoriinge boyunca
£ nin sabitligidir. Fakat dncelikle baz1 6zel durumlar iizerinde durmak aydinlatict
olabilir. Kolaylikla gosterilebilecegi gibi (4.47) kosulunu saglayan KY formlar
kullanilarak yazilan £ icin (4.65)’in sag tarafi sifir olacaktir. (4.61) ile verilen K[(,Z? )
durumunda ise (4.52) g6z Online alinarak Maxwell alani ile biiziilme

F, K" =£g(Y.Y)F, (4.66)
seklinde bulunur. Bu da agikca anti-simetriktir ve (4.65)’in sag tarafim1 sifir yapar.
Dolayisiyla 6zel bir sonug olarak p =1,2,n—1,n olacak sekildeki KY p-formlarindan

insa edilen biitiin kuadratik fonksiyonlarin klasik yoriinge boyunca sabit olacagi
gercegine ulasilir. Bu, dort boyutlu uzay-zaman igin biitlin olasiliklan tiiketir ve daha

once literatiirde bilinen durumlara karsilik gelir.

(4.63) ile belirlenen klasik yoriingeler boyunca her boyut ve imza i¢in ve (4.47) simetri

kosulunu saglayan her @, KY p-formu igin f “>nin bir hareket sabiti oldugunu

ispatlamak amaciyla oncelikle (4.65) denkleminin her iki tarafinin Hodge duali

alimmalidir. Bunun i¢in



I,= (EMK;“’)") = (iX(’iX”F)cha)/\ *iXba) (4.67)
n-formu tanimlanisin. Bu durumda (4.65) denklemi asagidaki gibi yazilabilir;

d 2
*— (% C)==uu"l,. 4.68
(1o)==, (4.68)

Dolayisiyla f’nin C(r) diinya ¢izgisi boyunca sabit olabilmesi ancak ve ancak
(4.68) esitliginin sag tarafinin sifir olmasiyla miimkiindiir. Acik¢a anti-simetriklik

kosulu 7, =—1,, esitligin sag tarafinin sifir olmasi i¢in yeterlidir. Anti-simetrikligini
ispatlayabilmek i¢in 7, ifadesi asagidaki gibi yeniden yazilsin;
Ly ==|iy, (i FAi0)+iy F AL i o] A%y o
=i, Fni iy @ A%y 0)=iy oniy FAiL *iy o (4.69)
:—iXaa)/\iXCF/\*(iXba)/\ec).
Burada ilk esitlikteki koseli parantezin igindeki ilk terim (4.47) kosulu nedeniyle sifir
olur ve ikinci esitlikteki ilk terim ise bir (n+1)-formun i¢ tiirevi olarak

yazilabileceginden sifir olur. Uciincii esitligin yaziminda ise Ioe *iXha):*(iXIa)/\e")

esitligi kullamilmustir. i, F =F, " esitligi ve herhangi iki p-form igin gegerli olan

a AN*f = [ A*a 0zdesligi kullanilarak (4.69)’dan

1, =—i, OAFe A *(z’Xua) A ek)
=iy ONiy F /\*(l’Xﬂa)/\ ek)
ifadesi elde edilir. Bu esitlik (4.69)’un iiclincli satirtyla karsilastirilirsa ispatlanmak

istenen [/, = -/, ifadesine ulasilir.

£ nin sabitliginin agik bir sonucu da (4.64)’den K'’(V u,u)=0 olmasidir. Bu ise

su sekilde yorumlanabilir; yiiklii bir maddesel pargacigin diinya hizi ve ivmesi birbirine
sadece metrige gore degil, ayn1 zamanda (4.47) kosulunu saglayan KY formlariyla
iliskili olan simetrik Killing tensorlerine gore de diktir (Acik, Ertem, Onder and Vergin
2009).



5. TEMEL KUTLECEKIMSEL AKIMLAR VE KY FORMLARI

Korunum yasalar1 uzay-zamanin simetrileriyle iliskilidir. Yerel izometrileri iireten
Killing vektor alanlari, bilinen korunumlu akimlari inga etmede 6nemli bir rol oynarlar
ve her bir akimla da bir korunumlu yiik iliskilendirilebilir. #» boyutlu bir uzay-zamanda,
asimptotik uzay-zamanin simetrileri kullanilarak bir ADM korunumlu yiikii (Arnowitt,
Deser and Misner 1960), uzaysal sonsuzluktaki (n-2)-kiireler tizerinden bir integral
olarak yazilabilir (Abbott and Deser 1982). Ornegin, zaman 6teleme Killing vektdr alan
ADM kiitlesini tanimlarken doénme Killing vektor alanlart da ADM agisal
momentumlarini tanimlar. Korunumlu akimlar, p uzaysal boyuta yayilmis nesneler olan
p-zar uzay-zamanlarina KY formlar1 kullanilarak genellestirilebilir (Kastor and

Traschen 2004).

Korunumlu yiiklerin olusturulmasinda kullanilan Abbott-Deser (AD) yontemi (Abbott
and Deser 1982), KY formlarina da genisletilebilir ve bu sekilde olusturulan
genellestirilmis yiliklere Y-ADM ytikleri ad1 verilir. Bu yiikler asimptotik olarak diiz ve
asimptotik olarak anti-de Sitter uzay-zamanlar1 i¢in insa edilmislerdir (Kastor and
Traschen 2004, Cebeci, Sarioglu and Tekin 2006). ADM durumunda yiikler Einstein
formlar1 cinsinden yazilabilir ve dolayisiyla Einstein denklemleri aracilifiyla stres-
enerji formlariyla iliskilendirilebilirler. Bu yiiklerin fiziksel anlamlar1 bu iligki araciligi
ile ortaya c¢ikarlabilir. Diger yandan, genellestirilmis yiikler i¢in Einstein
denklemleriyle dogrudan bir iligki yoktur ve dolayisiyla fiziksel anlamlar1 heniiz net
degildir. ADM vyiikleri sonsuzda (n-1) boyutlu bolgeleri siirlayan (n-2)-kiireler
iizerinden alinan integrallerden elde edildiginden yaygin (extensive) niceliklerdir.
Ancak bir KY p-formu ile iliskili olan bir Y-ADM yiikii sonsuzda p-zara dik olan
yonler boyunca (n-p-2)-kiireler iizerinden integral alinarak hesaplanir. Bu kiireler (n-p-
1) boyutlu bélgelerin sinirin1 olusturduklarindan karsilik gelen yiikler yogun (intensive)
niceliklerdir. Bu da Y-ADM yiiklerinin p-zar uzay-zamanlar1 i¢in yiik yogunlugu olarak

yorumlanabilmeleri olasiligini ortaya ¢ikarir.

n-boyutlu bir uzay-zamanda bir korunumlu akimin ve karsilik gelen korunumlu yiikiin

geleneksel tanimlanma sekli asagidaki gibi betimlenebilir. Bir p-form Jnin d*J =0



esitligini sagladig1 varsayilsin. Bu durumda Stokes teoreminden (n-p+1) boyutlu bir
bdlgenin st boyunca *J ’nin integralinin sifir olacagi sdylenebilir. Bu da J’nin
korunumlu bir akim oldugu anlamina gelir ve *J ’nin (n-p+1) boyutlu bir boélgenin

siirt olmayan bir (n-p) boyutlu bolge ¥ iizerinden integrali alinarak karsilik gelen yiik

tanimlanabilir; Q = L *J . O korunumlu bir yiliktliir yani X ile aynt homoloji sinifini

paylasan (birbirlerinden bir sinir terimi kadar farkli olan) tiim bolgeler icin sabittir.

Jnin korunumlu olmasi1 ayn1 zamanda ko-kapali olmas1 anlamina da gelir; 6J =0.

Acikca korunumlu niceliklerin tiim lineer birlesimleri de korunumludur ve dolyistyla bir
korunum yasasi1 digerlerinden insa edilemeyen bir temel korunumlu akimla iligkili
olmalidir. Fiziksel olarak anlamli korunumlu yiikler de bu temel akimlardan insa
edilmelidir. Daha once literatiirde (Kastor and Traschen 2004) asagidaki sekilde

tanimlanan ve bir KY p-formu ile egrilik karakteristiklerinden olusturulan
J=—iy iy OAR" +2(=1)"iy, @ A P* + R (5.1)

p-formunun genellestirilmis bir korunumlu akim oldugu ve bir p-zar uzay-zamaninin bir
korunumlu yiikii ile iliskilendirilebilecegi gdsterilmistir. Bu sekilde tanimlanan J akima,

bir Killing vektor alam1 K’nmin bilesenlerinden ve Einstein (n-1)-formlari
G* =R,, A*(e™) den inga edilen ve iyi bilinen (I1-form) akimi K, *"' G ’nim yiiksek

dereceli formlara bir genellestirilmesidir.

Bu kesimde uzay-zamanin KY formlar ve egrilik karakteristikleri kullanilarak iki temel
korunumlu akimin insa edilebilecegi ve (5.1)’de tanimlanan akimin bu temel akimlarin
0zel bir lineer birlesimi oldugu ispatlanmistir. Dahas1 bu akimlardan birinin ko-tam
oldugu gosterilmis ve bunun sonucunda bazi temel geometrik sonuglara ulasilmistir. Bu
sonuglar su sekilde siralanabilir; 1) Herhangi bir (pseudo)Riemann manifoldun egrilik
skaleri manifoldun tim Killing vektorlerine gore bir akis degismezidir, ii) Korunumlu
akimlar, difearansiyel formlar i¢in KY p-formlar ile egrilik 2-formlari, Ricci 1-formlari
ve Einstein (n-1)-formlarinin biiziilmeleri cinsinden bir ayrisim saglarlar, bu biiziilmeler
KY formlarmin kendileri ve (ko)tiirevleri cinsinden betimlenebilirler, iii) Einstein
manifoldlar1 {izerinde Killing ve Yano vektor alanlarinin dualleri Laplace-Beltrami

islemcisinin 6zformlaridir, dyle ki 6zdegerler iyi tanimli alt sinirlara sahip bir katlilik



gosterirler. Sabit egrilikli manifoldlar iizerinde Laplace-Beltrami islemcisinin
spektrumu ile iligkili bazi iyi bilinen gercekler de korunumlu akimlarin 6zelliklerinden

dogrudan ortaya ¢ikmaktadir.

5.1 iki Temel Korunumlu Akim

Bir KY p-formu @ igin asagidaki sekilde ii¢ tane p-form tanimlansin;
Ji=iy iy @ AR
Jo =iy @A P (5.2)
Jj; =Ro.

Bu kisimdaki temel amag, (5.2)’de tanimlanan ifadeler kullanilarak asagidaki sekilde

olusturulan
Jy==j+(=D" ), (5.3)
Jy==D"j+ s (5.4)
akimlarinin her p icin herhangi bir (pseudo)Riemann manifold iizerinde ayri ayri

korundugunun ispatlanmasidir. Bu akimlar temel akimlar olarak adlandirilacaklardir. J,
ve J,’nin korunumlu olmalar1 herhangi lineer kombinasyonlarinin da korunumlu
olmasin1 gerektireceginden J =J,+J, seklinde yazilan (5.1) akimmin korunumlu

olmas1 6zel bir duruma karsilik gelir. Bu da fiziksel olarak anlamli korunumlu ytiiklerin

temel akimlar olan J, ve J, ile iliskili olmas1 gerektigini gosterir. (5.3) ve (5.4)
akimlar1 daha kapal1 olarak

Ji=iy (ig@AR™) . J=(=D"i (0nP) (5.5)
seklinde de yazilabilir. Bu ifadelerden acikca gortilebilecegi gibi KY 0-formlar i¢in J|
0zdes olarak sifir olurken J, ise j, ’e esit olur ve KY n-formlar i¢in ise her iki akim da
stfirdir. Dahasi (5.1) akimi

J =iy iy (@AR")

seklinde yazilabileceginden her KY (n-1)-formu igin J sifirdir. Fakat bu durumda temel

akimlar sifirdan farkli olup lineer bagimlidirlar. Dolayisiyla genel bir (pseudo)-Riemann

manifoldda verilen bir KY p-formuna bagli olan korunumlu akimlarin uzay: en az iki



boyutludur ve J, ve J, tarafindan gerilir. Fakat baz1 6zel durumlarda bu akimlar da

birbiriyle lineer bagimli olabilir.

5.1.1 J,’in Ko-tamhg1

J, akimmin ko-tamhigr (3.23)’de tanimlanan egrilik endomorfizminin KY formlar

tizerine etkisinin dogrudan bir sonucudur. Egrilik islemcisinin ve egrilik

endomorfizminin herhangi bir p-form ¢ iizerine etkileri asagidaki gibidir;
R(X,, X,)p=—iy R, NI . ¢ (5.6)
IR)p=FP Ni p—R, NI ,i . @ (5.7)
[lk bagmti (4.55)’de verilmistir ve ikinci bagmnti da birincisinin bir sonucudur.
Gergekten de (5.6) ifadesi soldan e“ A ile carpilir ve birinci Bianchi 6zdesligi

R, Ae” =0 kullanilirsa
e‘AR(X,,X,))p=-R, ni ¢ (5.8)
esitligine ulasihr. Bu ise i, ile kontrakte edilerek (5.7) elde edilir. (5.7) ve (5.3)

esitliklerinin sag taraflar1 karsilastirilirsa J,’in, taniminda kullanilan KY p-formu o

tizerine egrilik endomorfizminin etkisiyle iiretilebilecegi goriilebilir;

J =—IR)o. (5.9)

Bulunan son esitligin sag tarafi daha once (4.53) ve (4.54) denklemleriyle verilen

Hessian ve egrilik islemcilerinin KY formlar1 {zerindeki etkileri kullanilarak

hesaplanabilir. (4.54)’1lin her iki tarafinin e A ile ¢arpilmasi

e AR(X,, X,)o=—-L—V do (5.10)
p+l 7
sonucunu verir. Her iki tarafin i " ile biiziilmesi alinirsa da
__p
I(R)w=—"—-0ddw (5.11)
p+1

elde edilir. Bunun (5.9) ile karsilastirilmasi sonucu

J =—2L sdw (5.12)
p+1



bulunur. Bu da J,’in ko-tam p-form oldugunu ve dolayisiyla korunumlu bir akim

oldugunu gosterir (A¢ik, Ertem, Onder and Vergin 2008c).

5.1.2 J, ’nin ko-kapahhg:

J,’nin ko-kapaliliginin ispatlanabilmesi i¢in de’nin kovaryant tiirevlerinin ve

bliziilmiis Bianchi 06zdesliklerinin kullanilmas1 gerekir. Bu 6zdesliklerin bazilar

literatiirde kolaylikla bulunamaz ve tiiretilmeleri Ek C’de gosterilmistir.

(5.8) ve (5.10)’dan kolaylikla

Vodo=2LR, Ai o (5.13)
’ P
esitligi bulunabilir ve her iki tarafin kovaryant tiirevleri alinarak da
V.V, da):p—H(VX R, Niy 0+ R, AV iy 0) (5.14)
a p b c b c
ifadesine ulasilir. Baglanti 1-formlar1 ve egrilik 2-formlar1 kullanilarak asagidaki
ifadeler tanimlansin;

T =V ,R“ + 0" (X")R" + 0" (X")R, (5.15)
0" =T"" Aiy . (5.16)
T ifadesi Ek C’de ayrmtili olarak incelenmistir. (5.14) esitligi Q" cinsinden

asagidaki gibi yazilabilir;

+1

p a a 1 ca ..
V.V .do :7Qb - I(Xb)VXIdaH-;R Niyi,do

ve 0™ yalniz birakilirsa
1
ba __ 2 b ay _ peca P
0 ——p+1(pv (X", X)-R /\ZXEle)da) (5.17)

elde edilir.

(5.5)’deki gibi tanimlanan J, 'nin ko-tiirevi alinarak

8J, ==(=1/iy V iy (oA P)



bulunur. Burada [V i, |= Iy y bagmtisi, KY formlarinin tanimi ve biiziilmis Bianchi
Ozdesligi iXbP” =i Xan kullanilirsa
8J,==(-1iy i, (0AS")
yazilabilir. Burada S, =V, F, + @, (X )P* seklinde tanimlanmistir. (C.13)’de verilen
§* = 8" +i, T*" bagmtist yukaridaki esitlikte kullamlirsa
8J,==6J, = (=i iy, (i, T*") (5.18)
elde edilir. (C.12) esitligindeki 7 igin devirsellik 6zelligi kullanilarak da
267, =iy iy, iy (@AT™) =iy o AT ]
=iy iy, (i, @AT")
=iy iy, i @A (T +T")]
ifadesine ulasilir. 7°”’nin (C.7)’de verilen son iki indisine gore anti-simetriklik
ozelliginden
6J, =—iy i, O™ (5.19)

bulunur.

Dolayistyla J, *nin ko-kapaliligmin ispati Q** *nin iki kez kontraksiyonunun sifir olmasi

sartina indirgenmis olur. Hessian islemcisinin Onemli bir oOzelligi iki kez

kontraksiyonunun sifir olmasidir;
iy iy VX", X")=0.
Bu ifade kullanilarak (5.17)’nin iki kez kontraksiyonunda sag taraftaki ilk terimin sifir
olacag goriilebilir. Sag taraftaki ikinci terim icin ise asagidaki esitlik elde edilir;
iy iy, (R Nigiado) =iy P Aiyido+ig R Aiyii,do.
iy, P° simetrik oldugundan sag taraftaki ilk terim ve i, R™’nin simetrik toplami sifir
oldugundan da ikinci terim sifir olur. Bu da i, i, 0™ =0 esitligini ve dolayisiyla

J, ’nin ko-kapaliligini ispatlar (Agik, Ertem, Onder and Vergin 2008c).



5.2 Ozel p-form Akimlar

Bu kesimde p=1,n-2,n—1 degerleri i¢in temel p-form akimlari incelenecek ve

bunlarin yol agtigr bazi geometrik sonuglar tartisilacaktir. Bu kesimde goz oOniine

alinacak 6zel durumlar dort boyut i¢in tiim olasiliklar igerir.

5.2.1 1-form akimlan

Acikca goriilebilecegi gibi her KY 1-formu i¢in j, 6zdes olarak sifirdir ve dolayisiyla

J» ko-tamdir. Herhangi bir KY 1-formu @ i¢in j, = K P ’dir. Burada
K=(i,0) X =KX,

’ya dual olan Killing vektor alanidir ve (5.3) ve (5.12)’den

K P = %5611% (5.20)

bulunur. Bu ifade daha once (3.13)’de elde edilen ifadenin aynisidir. Boylece daha
onceden literatiirde bilinen bu bagintinin (Benn and Tucker 1987) alternatif bir tiiretimi

elde edilmis olur. Daha 6nemli bir sonu¢ da J,’in ko-kapaliligimin 6, =0’a esdeger
olmasi ve bunun da J,’nin ko-kapali olabilmesi icin j,’iin ko-kapaliligim
gerektirmesidir. Diger yandan j; = R tamimindan

5js=—iy V,. (oR) = (60)R —iy oV R
bulunur. Biitiin KY formlar1 ko-kapali oldugundan da ¢j,=-V, R =0 ifadesine

ulagilir. Sonug olarak, egrilik skalerinin manifoldun herhangi bir Killing vektor alani
K’ya gore kovaryant tiirevi sifir olmalidir;

VR=0. (5.21)
Bu baginti, (pseudo)-Riemann geometi i¢in Killing vektor alanlarinin bir 6zelligini
ortaya koymaktadir (Acik, Ertem, Onder and Vergin 2008c). O-formlar iizerinde Lie
tirevi ile kovaryant tiirev islemleri ¢akistifindan, bu baginti ayni zamanda egrilik
skalerinin bir Killing vektor alanina gore Lie tiirevinin de sifir oldugu anlamina gelir.

Yani herhangi bir (pseudo)-Riemann manifoldun egrilik skaleri, tim Killing vektor



alanlarmin bir akis degismezidir. (5.21) denkleminin alternatif bir ispatt Ek D’de

verilmigtir.

Yukarida verilen 1-form akimlari i¢in
J=-K,(2P" -Re")=K,*' G

ifadesi bulunur. Bu da baslangicta yiiksek formlar i¢in genellestirilmesi diisiiniilen

akimdir. Ancak bu kisimdaki analiz gostermektedir ki bu akim (5.20) ile verilen j, ko-
tam akimi ile ko-kapali olan J,=-K, (P“ —SRe“) akimmm toplami seklinde

yazilabilmektedir.

5.2.2 Yano vektor alanlarinin dualleri i¢cin akimlar

Yano vektorleri, integral egrileri pre-jeodezikler olan yerel gradyent alanlaridir ve 6zel

konformal doniigtimleri tretirler. Yano vektorleri i¢in gegerli olan @, ,, = *y ozelligi
kullanilarak J, akimi asagidaki sekilde yazilabilir;

Jy =0y (ST AP) =i (Y A*P). (5.22)
Bianchi 6zdesligi nedeniyle i, *P*=*(P*Ae,)=0 oldugundan (5.22) esitliginden
Y *P“’nin ko-kapali oldugu ve esdeger olarak 1-form Y, P*’nin kapali oldugu sonucu

cikartilabilir. Dolayisiyla Yaf’“ vektor alan1 yerel bir gradyent alanidir.

J, akimini KY (n-1)-formlar: cinsinden yazabilmek i¢in oncelikle j, ve j, akimlari
asagidaki gibi KY (n-1)-formu *Y ve Einstein (n-1)-formu G* cinsinden yazilsin;

Ji=in.i.*Y AR, =-Y,G (5.23)

hy=iy *Y AP =Y"*e, AP =(=1)"Y,(G* +*P"). (5.24)

Burada G° =R, A*e™ =R*e —2* P° tamm kullanilmistir. (5.23) ve (5.24) ifadeleri

(5.3)’de yerine yazilirsa

J, =—Y,*p° (5.25)



bulunur. (5.12) goz 6niine alindiginda da bu Y, * P *nin ko-tamligini;
. n—1 ~
Y *P'=——06d*Y (5.26)
n

ya da esdeger olarak Y, P? ’nin tamligin ispatlar;

ypr=""Lasy. (5.27)
n

(5.20) ve (5.27) denklemleri Killing ve Yano vektor alanlarinin fizikte oldugu kadar
geometride de dnemli olabilecek rollerini ortaya koymaktadir. Bu vektor alanlar1 Ricci
I-formlart i¢in “integre edici vektor alanlaridir”, yani manifold bu vektor alanlarina
sahipse Ricci 1-formlariyla biliziilmeleri sirasiyla ko-tam ve tam formlardir, dyle ki bu
ifadeler de bu vektor alanlarinin dualleri cinsinden yazilabilirler. Ayrica bu ifadeler
Einstein (n-1)-formlarmin tam ve ko-tam kisimlarina bir ayrisimini verir. Diger yandan

bir KY (n-2)-formu @ i¢in bir kapali konformal KY 2-formu f cinsinden o =*f
yazilabilir. Bu durumda

J =iy iy (@AR")= B, *R"
elde edilir ki bu da S, * R mn ko-tam J, ve ko-kapali J, cinsinden bir ayrisimin

Verir.

5.3 Baz1 Ozel Manifoldlar Uzerinde Korunumlu Akimlar

Ricci-diiz bir (pseudo)-Riemann manifold i¢in P* =0 ve dolayisiyla R =0 dir, bu

durumda J, ozdes olarak sifir iken J, ise —j, ’e esit olur. Dolayisiyla bdyle bir

manifolddaki her bir KY p-formu @ i¢in
i i, @)AR" =L 5dw
( X, X ) p+1

esitligi vardir.

Ikinci olarak konformal 2-formlarinin sifir olmasiyla ya da esdeger olarak

1 R
R, = (Pa ne,—B ne, +—ea/\ebj
n-2 n—1



esitligiyle tanimlanan konformal olarak diiz bir (pseudo)-Riemann manifold géz oniine

alinsin. Bu ifade j,’in j, ve j, ’e lineer olarak bagimli oldugunu ifade eder ve

Jl :(_l)pn_zp -2_ p(p_l) j3
n—2 (n—1)(n-2)

sonucunu verir. Dolayistyla n ¢ift iken ve p=n/2 igin j, ko-tamdir. Genel olarak

(5.3) ve (5.4)’den 1< p <n—1 durumunda J, ve J, nin lineer bagimsiz olabilmesinin

ancak ve ancak j, ve j, ’lin lineer bagimsiz olmasiyla miimkiin oldugu sdylenebilir.

5.3.1 Sabit egrilikli uzay-zamanlar

n boyutlu sabit egrilikli bir uzay-zaman bir ¢ sabiti i¢in R, =ce, ne, esitligi ile
karakterize edilir ve bunun sonucu olarak
Pa:c(n—l)ea , ?R:cn(n—l) (5.28)
ifadeleri yazilabilir. Bu durumda, akimlar i¢in
J, = —c(iX,,iX,,a)) ne, +(=1)c(n —l)iX"a)/\ e’ (5.29)
=—cp(n—-p)o
J, = (—l)pc(n—l)iX”a)/\ e’ +en(n—-1)o
= c(n—l)(n—p)a)

esitlikleri gecerlidir. Dolayisiyla akimlar, tanimlayict KY formlarinin sabit katlar

(5.30)

olurlar ve birbirleriyle lineer bagimlidirlar. Dahasi, akimlarin ko-kapaliligi da KY

formlarin ko-kapaliligina karsilik gelir ve yeni bir sonu¢ vermez. Fakat J,’in ko-

tamliginin bazi sonuglari vardir.

(5.12) ve (5.29) karsilastirilirsa p # 0 igin
Sdw=c(p+1)(n—p)o

elde edilir. KY formlarinin ko-kapali oldugu g6z oniine alinarak da her KY p-formunun

Laplace-Beltrami islemcisinin bir 6zformu oldugu sonucuna ulasilabilir;

d*o=—c(p+1)(n-p)o. (5.31)



Ozdegerler n’ye, KY formunun derecesine ve c sabitine baghdir. Ozel olarak

Ozdegerlerin isareti ¢’nin isaretinin tersidir. Metrik uyumlu bir baglantt Hodge yildiz
islemcisiyle sira degistiginden, d” islemcisi de Hodge yildiz ile sira degisir. Dolayisiyla
(5.31)’den herhangi bir KY p-formunun Hodge duali de d”’nin aym 6zdegere sahip bir
(n-p)-6zformudur. Eger Laplace-Beltrami islemcisinin sadece p-6zdegerleri goz oniine
almirsa, bir KY (n-p)-formunun Hodge dualinden de baska bir 6zdeger serisi elde edilir.
Yani bir # KY (n-p)-formu ve a =*f i¢in
d’o = —cp(n—p+l)a
esitligi vardir. Burada o bir kapali konformal KY p-formudur. Sonug olarak, bir KY p-

formuna karsilik gelen her 6zdeger, lineer bagimsiz KY p-formlarinin sayisindan daha

az olmayan bir katlilhiga sahiptir. Ozel bir durum # ¢ift ve p=n/2 igin olusur. Bu

durumda, bahsedilen alt sinir self-dual ve anti-self-dual KY p-formlarinin varligina

bagli olarak artabilir.

5.3.2 Einstein manifoldlar:

Bu kisimda P® =ke® esitligi ile karakterize edilen Einstein manifoldlart gz Oniine
alinacaktir. Burada k=%9R/n’dir. U¢ boyutta her Einstein uzayr sabit egrilikli
olacagindan burada asikar olmayan sonuglara ulasabilmek i¢in n>4 ve R, #ce, ne,
olarak alinacaktir. Bu durumda temel akimlar asagidaki gibi yazilabilir;
J, :—iX(,iXha)/\Rab -kpo,
J,=k(n-p)o.
J, 'nin korunumu asikardir, ancak J, ’in ko-tamligindan

Jh=ld,OAR,

= kpo-—L—5dw
p+1

yazilabilir.

Ozel olarak, bir Einstein manifoldundaki her KY 2-formu w=(1/2)m,e” igin

“biiziilmils” egrilik 2-formu @,,R™ su sekilde yazilabilir;



w, R = 2ho-25dw. (5.32)
3

Bu baginti bir FEinstein uzaymdaki her KY 2-formu igin egrilik 2-formlarinin
(5.32)’deki gibi biiziilmelerinin ko-kapali ve ko-tam kisimlarina bir ayrisimini
vermektedir. Diger yandan (5.20) ve (5.27) bagintilarindan Einstein manifoldlar
durumunda K ve Y ’min Laplace-Beltrami islemcisinin 6zformlar1 oldugu sonucu
cikartilabilir;

4K =20k | dzfzkﬁf. (5.33)

Burada ilk durumda 6zdegerler £ ile ters isaretli iken ikinci durumda ayni isaretlidir.



6. SONUC

Bu calismada, daha 6nce literatiirde bulunan en genel boyut ve imzaya sahip egri uzay-
zamanda Dirac denkleminin birinci mertebeden simetri islemcilerinin bulunmasi
problemi, en genel boyut ve imzaya sahip egri uzay-zamanda Maxwell alanmi ile
etkilesim terimi igeren Dirac denklemi durumuna genellestirilmistir. Birinci mertebe
simetri islemcileri, uzay-zamanin sahip oldugu KY formlarinin dis tiirevleri ve
potansiyel alani ile biiziilmeleri cinsinden yazilmistir. Ancak, uzay-zamanin sahip
oldugu KY formlar1 arasindan yalmizca Maxwell alami ile Clifford anlaminda
siradegisenlerin birinci mertebe simetri islemcilerinin insasinda kullanilabilecegini ifade
eden bir dinamik simetri kosulu bulunmustur. Ayrica bu dinamik simetri kosulunun 6zel
durumlan1 da tartisgtlmistir. Ozel olarak, KY (n-1)-formlar1 ve KY 1-formlari, ancak
bunlara karsilik gelen Yano ve Killing vektorleri Maxwell alaninin bilesenlerinden

kurulan F, anti-simetrik matrisinin ¢ekirdeginde bulunuyorlarsa simetri iglemcilerinin
insasinda kullanilabilirler. Bu da F,, ’nin tekil olmayan bir matris oldugu durumda KY

(n-1)-formlar1 ve KY I-formlarimin simetri islemcilerinde yer alamayacagi anlamina

gelir.

Egri uzay-zamanin global yapisini belirleyen Yano vektorlerinin varligi durumundaki
sonuclar da tartigilmistir. Ayrica, dinamik simetri kosulunu saglayan KY formlar1 igin,
herhangi boyut ve imzaya sahip egri uzay-zamandaki klasik hareket i¢in bir hareket

sabitine karsilik gelen hiza bagli bir karesel fonksiyonunun var oldugu da gosterilmistir.

Dogrudan KY denkleminin ¢oziimleri yapilarak, kiiresel simetrik uzay-zamanlar igin
KY formlarinin agik ifadeleri elde edilmistir. Bu sekilde bulunan Schwarzschild ve
Reissner-Nordstrom uzay-zamanlart i¢in KY formlar1 kullanilarak, bu uzay-
zamanlardaki Dirac denkleminin simetri islemcileri insa edilmis ve bu islemcilerin
sagladig1 cebir incelenmistir. Diger uzay-zamanlardaki simetri islemcilerinin sagladigi

cebirlerin bulunmasi da benzer sekilde tartisilabilir.



KY formlari ile korunumlu akimlar arasindaki iliski incelenmis ve daha once literatiirde
bulunan ve KY formlart ile egrilik karakteristikleri kullanilarak insa edilen korunumlu
akimin, iki tane lineer bagimsiz temel korunumlu akim cinsinden yazilabilecegi
gosterilmistir. Daha oOnce literatiirde bulunan akim, bu temel akimlarin bir lineer
birlesimidir. Ayrica daha once ileri siiriilen akim, KY (n-1)-formlar igin sifir olurken,
yeni bulunan temel akimlar sifir olmayip birbirlerine lineer bagimli hale gelirler. Bu
temel akimlardan birinin ko-kapal1 digerinin de ko-tam oldugu ispatlanmistir. Bir temel
akimin ko-tam olmasi bazi 6zel durumlar i¢in ¢esitli sonuglar ortaya koymustur.
Herhangi bir (pseudo)-Riemann manifoldun egrilik skaleri, manifoldun biitiin Killing

vektorlerine gore bir akis degismezidir; V R =0. Bir Einstein manifoldu iizerinde,

biitlin Killing ve Yano vektdr alanlarinin dualleri Laplace-Beltrami islemcisinin
ozformlaridir ve 6zdegerleri iyi tanimli alt sinirlart olan ¢ok katliliga sahiptir. Sabit
egrilikli bir (pseudo)-Riemann manifoldda, biitiin KY formlar1 ve bunlarin Hodge

dualleri Laplace-Beltrami islemcisinin 6zformlaridir.

Bulunan bu temel korunumlu akimlar kullanilarak, bunlara karsilik gelen korunumlu
yiiklerin insa edilmesi miimkiindiir. Bulunacak bu genellestirilmis yiiklerin fiziksel

anlamlarinin tartisilmasi da ileriye yonelik bir problem olarak goriilebilir.
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EK A. KURESEL SIMETRIK UZAY-ZAMANLARDA KY FORMLARI

4 boyutta belirli bir pseudo-Riemann manifold i¢in KY denklemi ¢oziilerek KY formlari

elde edilebilir. 1-form baz1 cinsinden metrik
g=-"-¢"®e’+e'®e' +e’ e’ +e’ ®e’
seklinde yazilabilir. Burada;
e =Hdt , € =THdr
e =TH,d0 , & =TH,sinfdyp
biciminde alinarak kiiresel simetrik bir metrik sinifi se¢ilmis olur. Ayrica
T=exp(A(t)) ve H,=H (r) , j=12,3
olmak iizere ¢ ve r’nin fonksiyonlaridir. Bu sekilde tanimlanan 1-formlarin metrik

dualleri ise

X,=—d, , X,=——o,
H, TH,
[P I
TH, TH,sin@ *

bicimindedir. KY denklemi bu sinif kiiresel simetrik uzay-zamanlar i¢in yazilip
coziilerek, kiiresel simetrik uzay-zamanlardaki KY formlar1 bulunabilir. Minkowski,
Schwarzschild, Reissner-Nordstrom, Robertson-Walker ve de Sitter gibi iyi bilinen
kiiresel simetrik uzay-zamanlarin tiimii yukarida secilen simif igerisinde yer alir.
Dolayisiyla denklemlerin ¢oziimiiyle bu uzay-zamanlar i¢in var olan tiim KY formlari
bulunabilir. KY denkleminin kiiresel simetrik uzay-zamanlardaki ¢oziimiiyle ilgili
ayrintili hesaplar (Agik, Ertem, Onder and Vercin 2008a ve 2008b)’de bulunabilir.
Asagidaki ¢izelgede cesitli fiziksel kiiresel simetrik uzay-zamanlar i¢in KY formlarinin

sayis1 gosterilmistir. Bu KY formlarinin agik ifadeleri ise alt kesimlerde verilmistir.



Cizelge A.1 Cesitli fiziksel kiiresel simetrik uzay-zamanlar i¢in KY formlarinin sayisi.

uzay-zaman T H, H, KY-1 | KY-2 | KY-3
1
Schwarzschild 1 1- % - 2M i 1 0
g r
i
Reissner-Nordstrem 1 1-2M O 2M O 4 1 0
roor l-——+=
rooor
1
Robertson-Walker T(t) 1 — 6 4 1
—kr
de Sitter
iistel form exp(Ht) 1 1 10 10 5
1
zamana bagh T() 1 - 10 10 5
—Lr
1
statik form 1 1—Fkr? > 10 10 5
1-kr
Minkowski 1 1 1 10 10 5

A.1 KY 1-Formlan

Schwarzschild ve Reissner-Nordstrem uzay-zamanlari i¢in 4 tane olan KY 1-formlar
asagidakilerdir;
K, =H,’
K, =TH, (sin(oe2 +cos€cosgpe3)

K,=TH, (—COS(pe2 +cos€sin(pe3)

K, =-TH,sinfe’.

Roberston-Walker uzay-zamani i¢in 6 tane olan KY 1-formlar ise su sekildedir;

K, =TH, (sin(oe2 +cos€cosgpe3)
K, =TH, (—COS(pe2 +cos€sin(pe3)

K, =-TH, sin ¢’




H! H!
®, =T| sin @ cos pe' +—2cos @ cos pe’ ——2sin pe’
| ( (Y H, (Y H, (Y

w, = T(—sin @sin pe' —%cosﬁsin pe’ —%coswé}

1 1

o, = T(cos e' —%sin Hezj :

1

de Sitter uzay-zamani i¢in KY 1-formlarmin sayist 10 tanedir. Ancak de Sitter

metriginin farkli bigimleri i¢in K formlari da farklidir. Ustel de Sitter metrigi icin;

K, =TH, (singoe2 +cos€cosgoe3)
K,=TH, (—cosgz)e2 +cos€sin¢)e3)
K, =-TH, sin 6¢’

w, = H,e +ze1
o, :T(cosﬁel — H,Psin 6’e2)

o, = T(sin@coswe1 + H,P cos 6 cos pe’ —H2Psin(pe3)
o, :T(—sin @sin pe' — H, P cos @sin pe’ —Hchos¢e3)
o, :T(cos o' —HzPsinHez)

o, =T(sin & cospe' + H,Pcos 0 cos pe’ —HzPsin(oe3)

w, = T(—sin @sin pe' — H,P cos @sin pe’ —H2Pcosqoe3),

seklindedir. Burada P = H, biciminde tanimlanmistir. Zamana bagli de Sitter
1752

metrigi i¢in ise KY 1-formlari;
K, =TH, (sin pe’ +cos O cos pe’ )
K,=TH, (—cos pe’ +cos fsin pe’ )
K, =-TH, sin 0¢’

o, =H,(H,Pe" +Te")



w, =H, (cos 0’ +7 2 gin Helj
H

0

HOHZ

T
sin@cos @ |e* +—sin pe’
go] H (4

0 0

: T - H :
w,=H, (sm&cosgyeo —?H(,Pcosﬂcoswe1 —(T?ZCOSQCOSQ—(TP)Z

HOHZ

T
sin@sin @ |e* +— cos pe’
(Pj I Q

0 0

w,=H, (—siné’sin(pe0 +§H0Pcosé’sin(pe1 +(T%cos€sin(p—(TP)2
o, :T(cos Qe' —TH,Psin 6’e2)

w, = sin @ cos pe' +TH,P cos 0 cos pe’ — H,Psin pe’

@, = —sin @sin pe' — TH, P cos @sin pe’ — H,P cos pe’

ile verilir. Statik de Sitter metrigi i¢in KY I-formlar1 ise asagidaki bigimde elde

edilirler;
K, =H,’
K, =TH, (sin pe’ +cost9005(pe3)
K,=TH, (—cosgoe2 +cos€singpe3)
K, =-TH, sin ¢’
H, . . ' .
o, =cos Oy, — k—Lsinhkrsinfe’ , @, =cosOy, —K#COSh K7 sin 0e’
1 1
w, =sinfdcos oy, + k—=sinhkrg , o, =sinfcospy,+ K? cosh x7g,

1 1

o H, . o ’
a)5:—51116’5111(01//1—1<?2smhm'¢2 , a)6:—smﬁsmgm,yz—zc#coshm@.

1 1

Burada
H! !
= T—e inh xk7e =sinhxr—e Te
 =coshxt—2e’ +xsinhxre' , y,=sinhxr—Le" +xcoshxre'
1 1

¢ =cosfcospe’ —sinpe’ , ¢, =cosfsin ge’ +cos e’

seklinde tanimlanmistir. Ayrica x bir integral sabiti ve 7 =¢/T ’dir.

Minkowski uzay-zamani i¢in de 10 tane olan KY 1-formlar1 asagidaki gibidir;

150 =H,e’




K, =TH, (sin¢ez+c059cosgpe3)
H( cos¢62+cosﬁsin¢)e3)

K, =-TH, sin ¢’

w =- cos@e’ + 1 cos@e' +tH,Pcos Oe’

0

w, = sianosgo(— lP e’ +re' +rH2Pe2J—rH2Psin pe’

0

@, = sin @sin (p( e’ —re' —erPezj—erPcos pe’

0
w, = cos@(e1 +H2Pe2)
o, = sin@cowp(e1 +H2Pe2)—H2Psin pe’

w, =sin Gsingo(—e1 —HzPez)—Hchos pe’ .

A.2 KY 2-Formlan

Kiiresel simetrik uzay-zamanlarin hepsi i¢in gegerli olan bir KY 2-formu yazilabilir
(statik durum igin bu Collinson and Howarth (2000a) ve (2000b)’de gdsterilmistir, en
genel durumda ise Agik, Ertem, Onder and Vergin (2008b)’de hesaplanmistir). Bu da
Schwarzschild ve Reissner-Nordstrom uzay-zamanlar1 i¢in yazilabilen tek KY 2-

formuna karsilik gelir;

=TH,e".

Robertson-Walker uzay-zamani iginse 4 tane olan KY 2-formlar1 sunlardir;

=TH,e"
w = T(cos pe'> —cos @sin pe* ) + H,Psin @sin pe”
w,=T (sin pe'* + cos 6 cos pe" ) — H,Psin @ cos pe”

o, = T(sin 0e" + H,Pcos 0e23) :



Farkli tipteki de Sitter uzay-zamanlar i¢inse KY 2-formlarinin sayist maksimal say1

olan 10 tanedir. Ustel de Sitter metrigi igin
w, = TH,e”

H . .

o, =2—"H,e’ A\®, +¢TS,e' AD—TS_sinfsin pe”

o, :25H2e° AD—¢TS,e' AD, —TS_sinfcos pe™
A ’ v

H . .
w, =2—"H, sin0e” + £TS, sinfe” —TS_ cos fe”
01 : 2
w, =cosfe” —sinM ne
w, = cosgp(sin 0e +cos ¥ A ez)—sin ¥ ne’
w, =sin (p(sin 0e” +cos ¥ A e’ ) +cosp¥ A e’
_ 12 . 13 23
@, =—¢&T cos pe +Tsmgp(gc059e —sin fe )
_ . 12 13 23
w, =—¢T sin pe —Tcosgo(gcosﬁe —sinfe )
w, =—¢T'sinOe” —T cos e

seklindedir. Burada
Y=g’ +HLTH2e1

H, .
S =H}+—2 ® = cospe’ —cosfsingpe’
0

2 _ﬂ,sz >

olarak tanimlanmistir. & ve A ise H,P=¢ ve T = AT seklinde tanimlanan sabitlerdir.

Zamana bagl de Sitter metigi i¢inse KY 2-formlari

w, = TH,e”
w, =T cos pe'” + T sin (p(cos Oe" + H,Psin 0e23)
w, =-Tsin pe"> —T cos go(cos fe" — H,Psin 9e23)
w, = —T(sin 0e" + H,Pcos 9e23)
w, =cosfe” — H,sinQ, e’
w; = COS(p(sin 0e” + H, cos ), /\ez)—H2 singQ, A e’

w, = singo(sin 0e” + H, cos X, /\ez)+H2 cos g, A€’



w, =H,cospQ, ne’ —H, sin(p(cos o, ne’ +§sin 6’e23j
o, = H,singQ, ne’9+ H, cosgo(cosﬁﬁ2 ne' +§sin0e23j

: T
w, = H,sinéQ, né’ — cos 0e”
olarak bulunur. Buradaki Q, ve Q, ise asagidaki sekilde tanimlidir;

Ql:PeoJrie1 , szieo—zPel.
H, H, 1

Statik de Sitter metrigi i¢in de
w, =TH,e”
@, =cos@e’' — H,Psin fe”
w, =sin @ cos e’ + H,P cos @ cos pe” — H,Psin pe”

o, =sin@sin pe” + H, P cos @sin pe” + H, P cos pe”

w . . .
o, =——"H, sinh wyre” A ® + cosh wor(e1 A® + H,Psin fsin ¢>e23)
m

w, : o
w; = == H, coshw,ze” A® +sinh w7 (¢' A® + H,Psin Osin pe™ )
m
1

W . :
w, =—> H, sinh wyze" A® , —cosh wor(el A®D  +H,Psinfcos ¢>e23)
m
1

w . .
w, =—L H, cosh wyre’ A®  —sinh woz'(e1 A®D  +H,Psinfcos gpez3)
m
1

W, : : :
o, =——"H, sinh w7 sin e” + cosh w,r (sm Oe' + H,Pcos 0e’ ) ne’
m
1

w, : : ,
, = =—2 H, cosh w,zsin 0¢” +sinh w,z (sin 0e' + H,Pcosfe’ ) n e’
m
1

- : . H, H,
elde edilir. Buradaki w, sabiti m = HI?I ve m, = (&j —0 olmak iizere mm, =+w;

1772 0 1

biciminde tanimlidir.



Minkowski uzay-zamani i¢inse 10 tane olan KY 2-formlarinin agik ifadeleri asagidaki
gibidir;

_ 23
w,=TH,e

o =—& —z(cos pe” —cos @sin pe” ) +7 (cos pe'> —cos @sin pe" + gsin @sin pe”™ )
HO

w, = —8#(sin pe” +cos 6 cos pe” ) +7 (sin pe' +cos@cos pe” — & sin @ cos pe” )
0

w, =cospe’ -1 (cos @sin e + £ sin @sin pe” )
w, = cos Oe"' — gsin e”

w; =sin @ cos pe’' + ¢ (cos 8 cos pe” —sin pe” )

w, =sin@sinpe”' + & (cos @sin pe” + cos pe” )

o, =singe” +1 (cos @ cos pe'" — gsin 6 cos pe” )

H, . .
w, = —&—2sin fe” +T(s1n de" + & cos 9e23)
0

w, =sinfe" + g cos O™ .
A.3 KY 3-Formlan

Schwarzschild ve Reissner-Nordstrem uzay zamanlart icin KY 3-formu yoktur.

Robertson-Walker uzay-zamaninda ise 1 tane KY 3-formu bulunmaktadir;

123
wo=Te".

KY 3-formlarinin sayist de Sitter metrigi i¢in 5 tanedir. Bunlar iistel de Sitter metrigi

igin;

o, = cos pe’? —cos @sin pe”” +sin Hsin go[Rem +T—2e”
0

o, =sin ge”'? +cos @ cos e’ —sin @ cos gz)[Re023 + T#emj

0



. - H
@, =sin0e’” +cos | Re"’+ T —2¢'*
0

1

023 2 123

w, = H,e” +| A, TH? +— |e
0

’

bi¢gimindedir. Burada R :Fz seklinde tanimlanmigtir. Zamana baglh de Sitter metrigi
1

i¢in;

w, =cos e’ —cos @sin pe’? +sin Osin | Re" + T —2¢'?

0

w, =singe”'? +cos @ cos e’ —sincos | Re” +T —2¢'*

0

. - H
@, =sin0e’” +cos | Re"’+ T —2¢'*
0

w, = H,e" —%HO Re'”

o, =T =
ve statik de Sitter metigi i¢inse;
w, = w, + H, sin @sin pe””
w, =w, — H, sin @ cos pe”
o, =sin0e’"” + H, cos e’
w, = rsinh 7e"” +cosh re'”
w; = —rcosh re” +sinh re'”

olarak elde edilir. Burada w, ve w, asagidaki gibi tanimlanmistir;

w, =cospe’? —cos@sinpe”” |, w, =singe"”’ +cosfcos e’ .



Minkowski uzay-zamaninda da 5 tane KY 3-formu vardir;
: : 023
@, =W, +sin@sin pe

. . 023
®, =W, —sin @ cos pe

013 023

@, =sinfe"~ +cos fe

w,=e



EK B. SCHWARZSCHILD VE REISSNER-NORDSTROM UZAY-ZAMANLARI

ICIN KUTLELI DIRAC DENKLEMININ SIMETRI CEBIRI

Schwarzschild ve Reissner-Nordstrom uzay-zamanlar1 icin Ek A’da bulunan KY
formlar1 kullanilarak, kiitleli Dirac denklemi i¢in simetri islemcilerinin agik ifadelerine
ulasilabilir. Buna gore KY 0 ve 4-formlariin yani sira 4 tane KY 1-formu ve 1 tane KY
2-formu kullanilarak simetri islemcileri inga edilebilir. Bu kesimde, bulunan simetri
islemcilerinin kendi aralarindaki siradegisimleri hesaplanarak kiitleli Dirac denkleminin

simetri cebiri yapisi aragtirilmistir.

Ek A’da bulunan sonuglar simetri igslemcilerinin genel bi¢cimi olan

o S +Lda)

a X,
X ([7) a p 1 (P)

ifadesinde kullanilarak ve c¢ift formlar i¢in elde edilen islemcinin hacim form ile
Clifford carpilmasi1 gerekliligi de g6z Oniinde bulundurularak, Schwarzschild ve
Reissner-Nordstrem uzay-zamanlari i¢in asagidaki simetri islemcileri elde edilir;

Ly=2H,S, —%em

1

. 1 . 1 )
L =2rsingS, +2rcosfcos @S, +sin pe' +cos 0 cos pe' —sin @ cos pe”
1 1

. 1 1 ) ) )
L, =-2rcos@S, +2rcos@sinpS, — —cos pe'’ + - cos @sin pe" —sin Gsin pe”™
1 1

Ly =-2rsinfS, —Hisin de" — cos fe”
1

L,=2re"?S, +2re’’S, —ie0
2 3 Hl

1-formlardan tretilen simetri islemcileri spindrler lizerinde tanimli olan Lie tiirevine

karsilik geldiginden ve Killing vektor alanlarina gore spindr Lie tiirevleri i¢in

[—EX’—EY] = —qX,Y]



esitligi gecerli oldugundan L,, L, ve L, islemcilerinin birbirleriyle siradegisimleri yine
birinci mertebeden bir simetri islemcisi verir ve kendi aralarinda bir cebir olustururlar;
[Li,Lj] = —gijkLk. Burada 51.]." tamamen antisimetrik tensor olup i,j,k=12,3
degerlerini alir. Hacim formdan iiretilen L, islemcisi de dogrudan Dirac islemcisine
karsilik geldiginden diger tiim islemcilerle sira degisir ve dolayisiyla simetri cebirinin
icerisinde yer alir. 2-formdan iiretilen L, islemcisinin diger islemcilerle siradegisimleri

hesaplanarak birinci mertebe simetri iglemcilerinin tiimiiniin bir cebir olusturup

olusturmadigi incelenebilir.

Yukarida tanimlanan L, ve L, islemcilerinin Clifford siradegisimleri hesaplanirsa;
[Ly,L,]=4"sin0e""[ S, .S, |+4rcose’’s, +%sin 0" —2sin e (B.1)
1

bulunur. Iki kovaryant tiirevin siradegisimi igin egrilik islemcisinin tanimindan

[S4.08y |=8(X,, X))+,

[X2.%;]
yazilabilir. Schwarzschild ve Reissner-Nordstrom metrikleri icin egrilik 2-formlari

kullanilarak

1.
S(X25X3) :Ee (X,)e"(X;)R,,

1
E R23
= L 1— L 23
212 H 12
ve baz vektorlerinin ifadelerinden de
cotd
[X5,45] - SX3
r

elde edilir. Bu ifadeler (B.1)’de yerine konulursa
[L,,L,]=0

bulunur.

Benzer sekilde L, ve L, islemcilerinin Clifford siradegisimleri hesaplanirsa;



[L,.L,]=(—4r cos pe"’ — 47 cos Osin pe” )[SX2 .Sy, ]

2
T P 0 sin e — 45 £ 0 cos e’ |S, (B.2)
sin @ sin @ ’

1

1 012 : 013
+2(1 —?J(—cos @e ~ +cosfsin pe )

elde edilir. Yine egrilik islemcisi kullanilarak

1 1 | ,; cotd
[SXZ’SXs ] o 2,/,2 (1_ le je - r SX3

yazilir ve (B.2)’de kullanilirsa

[L,,L,]=0
bulunur. Ayrica Jacobi 6zdesliginden

[L.L,]=0

yazilabilir.

Ayrica 2-formdan elde edilen L, ile L, 1n siradegisimi hesaplanirsa
[LO’L4] =4rH, (6012 I:SX Sy :|+8013 ':SX Sy ])"f“l'iée1
0 2 0 3 le
=5,

bulunur. Burada S =0 esitlikleri ve egrilik islemcisi kullanilarak

[Xox] = Pl x)
H, H,

SesSe |=m—t5e" . [5..5, [=—25¢"

5152 2rH H} [Si-S5 ] 2rH H}

yazilabilir. Bu ifadeler yukaridaki siradegisimi esitliginde yerine yazilirsa

[LO , L4] =0
elde edilir. Benzer sekilde hesaplamalar yapilarak i =1,2,3 i¢in [LO,LZ.] =0 esitliklerine
ulagilabilir. Dolayisiyla birinci mertebe simetri islemcileri kendi aralarinda bir cebir
olustururlar ve dahas1 L, L, ve L, islemcileri diger tiim islemcilerle siradegisirler. Bu

da Schwarzschild ve Reissner-Nordstrom uzay-zamanlarinda kiitleli Dirac denkleminin,
yukarida insa edilenler disinda birinci ve daha yliksek mertebeden simetri iglemcilerinin

olmadigini gosterir.



EK C. BUZULMUS BIANCHI OZDESLIKLERI

(Pseudo)-Riemann geometride birinci ve ikinci Bianchi 6zdeslikleri sirastyla asagidaki

gibi tanimlanir;

R, e’ =0 (C.1)
DR® =0. (C.2)
(C.1) esitliginin iist iiste biizilmeleri alinarak asagidaki 6nemli 6zdesliklere ulasilabilir;
iX(, iX,, R, = iX(, iXd R, iXﬂPb = iX,,Pa (C.3)
iy R.+cp.=0 P re"=0. (C4)

Burada c.p. ifadesi devirsel permiitasyonu gostermektedir. Benzer sekilde (C.2)
esitliginden de biiziilmiis Bianchi 6zdeslikleri elde edilebilir. Ancak bunlar literatiirde
daginik halde bulunmaktadir ve tezdeki bazi hesaplarda kullanilmalar1 nedeniyle burada

tiiretilmelerinin ayrintilari tartigilacaktir.

(C.2)’den elde edilecek olan biiziilmiis Bianchi 6zdeslikleri en iyi sekilde asagidaki gibi
tanimlanan 7. 2-formu ve onun biiziilmesi cinsinden ifade edilebilir;
T =V, R"+o" (X )R" + 0 ,(X,)R" (C.5)
S =iy T". (C.6)
Tanimdan goriilebilecegi gibi 7. son iki indisine gore anti-simetriktir;
T =-T". (C.7)
T.“ *nin biiziilmesi hesaplanarak
i T." =V, (i R )+ (X )P + 0" (X,)iy R iy, R”
bulunacagindan ve son iki terim birbirini gotiirdiigiinden
S/ =V, P+’ (X,)P* (C.8)
elde edilir. Bu ifade X, ile biiziilerek de

i, S =V N (C.9)



bulunur. Ayrica (C.2) esitligi e AT“ = DR” =0 seklinde yazilabilir ve (C.8) de

e AS." = DP* bigiminde ifade edilebilir.

(C.2)’nin i¢ tiirevi alinarak ve (C.3) esitlikleri kullanilarak
T — danR”b +o, /\iXCRdb +a’, /\iXCR”d + o /\iXdR”b (C.10)

bulunabilir. Bu ifade daha kapali olarak da

T’ =Di .R" (C.11)
seklinde yazilabilir. (C.4)’deki ilk bagint1 ve (C.11)’den de
T +T +T" =0 (C.12)
esitligi bulunur. Bu ifadenin iki kez biiziilmesiyle de
iy T =8"+8" =0 (C.13)
iy S =iy 8" +iy iy, T =0 (C.14)

bagintilarina ulagilir. (C.14)’deki {i¢iincii terim ilk terime esit oldugundan (C.9) da goz
Oniine alinarak

1

%S”:Ev R (C.15)

Xb

esitligi yazilabilir. (C.9) ve (C.15)’den S ’nin ilging bir 6zelligi soylenebilir; ikinci

indise gore biiziilmesi ilk indise gore biiziilmesinin iki katidir.

Sonug olarak (C.10) (ya da esdeger olarak (C.11)), (C.12), (C.13) ve (C.15) ifadeleri
(C.2) ile verilen ikinci Bianchi 6zdesliginin biiziilmelerinden elde edilen biiziilmiis

Bianchi 6zdeslikleridir. Ayrica son esitlik Ek D’de 6nemli bir rol oynayacaktir.



EKD. V% =0 ICIN ALTERNATIF BiR ISPAT

Bu kisimda (5.21) esitligi i¢in alternatif bir ispat sunulacaktir. (C.8) esitliginden
iy =i,V P+ (X )i P
ifadesi bulunabilir ve bu (C.15)’de kullanilarak, ‘R ’nin herhangi bir Killing vektor alani
K’ya gore kovaryant tiirevi agagidaki gibi yazilabilir;
Vi R=2K,i, S* =20, |V, (K,P')-P'V, K, |+2K,0' (X )i, . P'.  (D.D)
(5.20) esitligi ve 5> =0 6zelliginden dolay: ikinci esitlikteki ilk terim sifir olur ve (D.1)
ifadesi
VeR==2(i,.P")i, V, K (D.2)
seklinde yazilabilir. Bu ifade yazilirken asagidaki bagintidan yararlanilmistir;
i,V K=V, K, +K,0'(X,).
(C.3)’deki ikinci esitlikten ve herhangi bir KY formunun simetriklestirilmis kovaryant

tiirevi sifir oldugundan (D.2)’den VR =0 sonucu elde edilir.
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