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ONSOZ ve TESEKKUR

Hesaplamali Akiskanlar Dinamigi (HAD) o6zellikle son yillarda her tiirlii arag
endistrisinden meteorolojiye, yangin giivenliginden sagliga kadar bir¢ok alanda
kullanilmaktadir. Deneysel c¢alismalardaki zorluklara, HAD’in zaman ve maliyet
avantajlar1 da eklenince arastirmacilar bu alana yonelmislerdir. Akislarin HAD ile
analizinde kullanilan sayisal yontemlerin dogruluk, kararlilik ve smirlilik gibi ¢ok
onemli Ozellikleri Navier-Stokes denklemlerindeki terimlerin ayriklastirilmasinda
kullanilan yaklasimlara baglidir. Ikinci mertebeden tiirev ile ifade edilen difiizyon
terimleri hemen hemen her zaman ikinci mertebeden merkezi farklar ile
ayriklagtirilmakta ve olduk¢a tatmin edici sonuglar alinmakta iken, birinci
mertebeden tiirev ile ifade edilen konveksiyon terimlerinin ayriklastirilmast igin
giiniimiize kadar bir¢cok yaklasim Onerilmis fakat hicbirisi tam anlami ile yeterli
goriilmemistir. Bu c¢alismada konveksiyon terimlerinin ayriklagtirilmasinda
kullanilan hem klasik yaklagimlarin hem de son yillarda gelistirilen yiiksek
¢Oziiniirliklii  yaklasimlar  olarak  adlandirilan  yaklasimlarin  incelenmesi
amagclanmustir.

Onemi giderek artan bu alanla beni tanistiran, her zaman bilgilerinden istifade
ettigim, bilim adamligin1 ve kisiligini 6rnek aldigim hocam Prof.Dr. Hiiseyin Sinasi
ONUR’a sonsuz tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica, her zaman fikirlerine bagvurdugum,
yorumlartyla ¢alismama katki saglayan ¢ok degerli hocam Yrd.Dog¢.Dr. Hasan
KARABAY ’a tesekkiirti borg bilirim.

Calisma boyunca desteklerini eksik etmeyen aileme ve tiim arkadaslarima tesekkiir
ederim.
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HESAPLAMALI AKISKANLAR DINAMIGINDE KONVEKSIYON
TERIMLERININ AYRIKLASTIRILMASINDA KARSILASTIRMALAR

Miisliim ARICI

Anahtar Kelimeler: Konveksiyon-Difiizyon denklemi, ikinci mertebeden upwind
yaklagimu, yiiksek ¢oziintirliiklii yaklasimlar, TVD, CBC, NVD

Ozet: Bu calismada Hesaplamali Akiskanlar Dinamigi’nde konveksiyon terimlerinin
ayriklastirilmasinda kullanilan yaklasimlar incelenmistir. ikinci mertebeden klasik
ayriklastirma yaklagimlarmin karsilastirildigi  ilk kisimda iic yeni yaklasim
Onerilmistir. Bu ¢ yaklasimi literatiirdeki ve iki ticari programdaki ikinci
mertebeden upwind yaklagimlar ile karsilastirmak amaciyla bir kenari1 hareketli
dikdortgen oyuktaki akis, dikdortgen bir oyuktaki dogal konveksiyon ve geriye
bakan basamak arkasindaki akis problemleri ¢oziilmiistiir. Farkli boyutsuz sayilar ve
farkli ag noktasi yogunluklari i¢in yapilan ¢éziimler sonucunda tiim yaklagimlarin sik
aglarda neredeyse ayni sonuglar verdigi, ancak seyrek aglarda bu ¢alismada tavsiye
edilen ikinci mertebeden upwind yaklasiminin diger yaklasimlara gore daha iyi
sonug verdigi goriilmiistiir.

Calismada ayrica sinirlandirilmis yiiksek ¢oziintirliikklii yaklasgimlar dort farkli test
problemine uygulanarak karsilastirilmistir.  Birinci  problemde yaklasimlar
dikdortgen, yari-elips, siniis-kare ve tiggen seklindeki skaler profillerin bir boyutlu
sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile tasimnmasi problemine uygulanmustir. ikinci
problemde ayni skaler profillerin degisken bir hiz alaninda tagmmmasi durumu
incelenmistir. Uciincii problemde viskoz olmayan Burgers denklemi, dordiincii
problemde ise kiip seklinde yer kaplayan skaler bir biiyiikliigiin {i¢ boyutlu bir akis
alanm1 icerisinde konveksiyon ile tasinmasi ve bu esnada diflizyon ile yayilmasi
problemi ¢6ziilmiistiir. Coziimler sonucunda, bazi yiliksek ¢oziiniirliikkli yaklagimlarin
zamana bagli problemlerde monotonik olmadigi, kompresif yaklagimlarin keskin
gradyenlerin oldugu bolgeleri oldukea iyi ¢ozdiigii ancak bu yaklasimlarin gradyenin
kiiciik oldugu skaler profillerde diklestirme/kirpma problemine sebep oldugu, difiizif
yaklagimlarin ise asir1 yapay difiizyon nedeniyle analitik ¢6ziimden en uzak sonuglari
verdigi gorilmistiir. Zamandan bagimsiz problemlerde kompresif yaklagimlarin
daha az hata icerdigi, ayrica bu yaklasimlarin 6zellikle kii¢iik CFL sayilarinda daha
1yl sonug verdigi gérilmiistiir.
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COMPARISONS OF DISCRETISATION SCHEMES OF CONVECTION
TERMS IN COMPUTATIONAL FLUID DYNAMICS

Miisliim ARICI

Keywords: Convection-Diffusion equation, second order upwind scheme, high
resolution schemes, TVD, CBC, NVD

Abstract: In this study, discretisation schemes of convection terms are investigated.
In the first part of the study where the second order conventional schemes are
compared, three new schemes are proposed. These new schemes are compared with
second order upwind schemes employed in commercial codes. For this purpose, lid-
driven cavity, free convection in an enclosed cavity and backward-facing step flow
are solved using above mentioned schemes. Computations are carried out for
different dimensionless numbers and grid densities. Computations show that there is
almost no difference between schemes in fine grids, however the second order
upwind scheme proposed in this study works better than other schemes in coarse
grids.

In the second part, bounded high resolution schemes are used in solving four test
problems. In the first problem, convection of rectangular, semi-ellipse, sin-squared
and triangular profiles in a constant velocity field is solved. In the second problem,
convection of the same profiles in a variable velocity field is investigated. In the third
problem, inviscid Burgers equation is solved. In the last problem, a three
dimensional, time-dependent convection-diffusion problem in a specified constant
velocity field is investigated. It is observed that some high resolution schemes may
not be monotonic in time-dependent problems. Also, it is found that compressive
schemes resolve sharp gradients quite well however these schemes cause
steepening/clipping in smooth profiles, while diffusive schemes cannot predict sharp
gradients adequately due to high artificial diffusion. Compressive schemes have less
error than diffusive schemes and give much more satisfactory results particularly for
small CFL numbers.
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1. GIRIS

Akiskanlar mekanigi ve 1s1 transferinde karsilasilan problemlerin matematik
formiilasyonlar1 genellikle kismi diferansiyel denklemler ile ifade edilir. Bu
denklemlerin ¢6ziimiinde teorik (analitik), deneysel ve sayisal olmak {iizere {i¢ farklh

yaklagim kullanilir.

Geometrilerin basitlestirilmesine, gerektiginde 6zel fonksiyonlar ve sonsuz serilerin
kullanilmasina ragmen ¢ogu zaman diferansiyel denklem sistemlerinin analitik
¢Oziimii elde edilememekte, fiziksel olaylarin ancak ¢ok kiigiik bir boliimii analitik

yontemlerle ¢oziilebilmektedir.

Fiziksel olaylarin incelenmesinde kullanilan bir diger yontem olan deneysel
yontemlerde maliyet ve zaman gibi ¢ok onemli dezavantajlara ek olarak modelin
yapimi, gerekli fiziksel kosullarin saglanmasi (6rnegin ¢ok yiiksek veya c¢ok diisiik
sicaklik), incelenmek istenen parametrelerin gozlenmesi vb. birgok zorlukla

karsilasilabilir.

Analitik ve deneysel yoOntemlere alternatif olarak gelistirilen sayisal ¢oziim
yontemlerinin en biiyiik avantaji, diisiik maliyeti ve kisa bir zamanda sonuglari
verme yetenegidir. Deneysel calismalarda modeli olusturma siireci, geometrinin
karisikligina ve Olgiilmek istenen parametrelerin Olglimiindeki zorluklara paralel
olarak artarken, sayisal ¢Oziim yoOntemleri, bilgisayarlarin her giin biraz daha
gelistirilmesiyle, dort boyutlu (i mekan, bir zaman), daha sik ag ve daha kiigiik
zaman adimlan i¢in bile kisa bir siirede ¢oziim verebilmektedir. Sayisal ¢oziim
yontemlerinin temeli eskiden beri bilinmesine ragmen, diferansiyel denklemlerin ¢ok
sayida basit aritmetik isleme doniistiiriiliip hesaplanmasinin ¢ok zahmetli olmasindan
dolayr pek kullanilmiyordu. Akiskanlar mekaniginde sayisal ¢oziim ydntemleriyle
coziilen temel hareket denklemi olan Navier—Stokes denklemleri 20. yiizyila kadar

sadece teorik veya sadece deneysel c¢alismalarla inceleniyordu. Bu alandaki ilk



calisma Lewis Fry Richardson tarafindan 1910°da yapilan sayisal hava tahmin
calismasidir. Richardson 8 saat sonraki hava tahminini elle hesaplamaya ¢alismus,
hesabr ancak 6 haftada bitirebilmis ve sonunda tahmininin yanlis oldugunu
gormiistiir. 1928’de Courant, Freidrich ve Lewy’nin hiperbolik denklemlerin
cozlimleri i¢in gelistirdikleri sayisal yontemler, Hesaplamali Akiskanlar Dinamigi
(HAD) i¢in biiyiik bir adim olmustur. 1933’te A. Thom bir silindir etrafindaki akisi
sayisal olarak ¢ozmiistiir. Benzer ¢alismay1r M. Kawaguti 1953’te mekanik bir hesap
makinesi kullanarak yapmustir. Kawaguti bu calismay1 haftada 20 saat galisarak
ancak 18 ayda bitirmistir. Ilk dijital otomatik bilgisayar 1930’larda yapilmasina
ragmen sayisal ¢oziim yontemlerinin HAD’daki kullanimi ancak 1960’larda yiiksek
hizli bilgisayarlarin kullanilmas: ile yayginlagsmaya baslamistir. Glinlimiizde ise
bilgisayar alanindaki hizli gelismelerle sayisal yontemler ¢ok yaygin bir sekilde

kullanilmaktadir.

Sayisal yontemlerin yukarida anlatilan avantajlarina karsin bazi dezavantajlar1 da
vardir. Fiziksel bilgi eksikliginden kaynaklanan yeterli matematik tanimlama
yapilamayan modellerde (tiirbiilansli akislar, bazi iki fazli akislar vb.) sayisal
yontemlerin sonuglar: biiylik hatalar igerebilmektedir. Bu durumda yazilan programi
test etmek amaciyla program, analitik ¢6ziimii olan bir probleme uygulanir, elde
edilen sonuglar analitik ¢ozlimle elde edilen sonuclarla karsilastirilip programin
giivenirligi hakkinda daha net bir fikir edinilebilir. Matematik modeli olusturan
denklem takimlarinin analitik ¢éziimleri bulunamiyorsa, deneysel ¢alismalar yapilir
ve sayisal ¢oziimle elde edilen sonuglarla karsilagtirilir. Yukarida anlatilan bilgiler
1s181inda, herhangi bir fiziksel olay i¢in bir yontem secilirken, diger yontemlerin

kesinlikle ihmal edilmemesi gerektigi goriiliir.

Kisaca Ozetlemek gerekirse, sayisal yontemler son yillarda ozellikle bilgisayar
alanindaki geligsmelere paralel olarak miihendisligin her alaninda kullanimi artan bir
bilim dali haline gelmistir. Bu alandaki calismalar teorik ve deneysel ¢alismalara da
kolaylik getirmis, bilimsel caligmalara zaman ve maliyet agisindan ¢ok ciddi katki

saglamistir.



1.1. Amacg

Akiglarin HAD ile analizinde kullanilan sayisal yontemlerin dogruluk (accuracy),
kararlilik (stability) ve smirlilik (boundedness) gibi oOzellikleri Navier-Stokes
denklemlerindeki terimlerin ayriklastirilmasinda kullanilan yontemlere baglidir.
Ikinci mertebeden tiirev ile ifade edilen difiizyon terimleri hemen hemen her zaman
ikinci mertebeden merkezi farklar ile ayriklastirilmakta ve oldukga tatmin edici
sonuglar alinmakta iken, birinci mertebeden tiirev ile ifade edilen konveksiyon
terimlerinin ayriklastirilmast i¢in glinlimiize kadar birgok yontem Onerilmis fakat

higbirisi tam anlamu ile yeterli goriilmemistir.

Konveksiyon terimlerinin ayriklastirilmasinda kullanilan birinci mertebeden upwind
yaklasimi kararli olmasima ragmen niimerik viskozite icermesinden dolayr difiizif
sonuglar vermektedir. Daha yiiksek hata mertebesine sahip olan yaklagimlar ise
sinirlama 6zelligine sahip olmadiklarindan dolay1 ¢6ziimde dalgalanmalara sebep
olarak, negatif mutlak sicaklik, negatif konsantrasyon gibi fiziksel olarak anlamsiz
sonuclar verebilmektedir. Hata mertebesi licten daha biiyiik olan yaklasimlar, sinir
sartlarinin ele almisinda karsilagilan sorunlardan ve bu yaklasimlar ile yapilan
¢oziimlerin ¢ok uzun zaman gerektirmelerinden dolay:r pek ilgi gérmemis ve baska
¢Oziim yollar1 aranmistir. Klasik ayriklastirma yaklagimlarindaki bu sorunlari
gidermek i¢in, sinirlama 6zelligine sahip, ¢6ziimde dalgalanmalara sebep olmaksizin
keskin gradyenlerin oldugu bdlgeleri dogru ¢cozmeye calisan yiiksek c¢oziintrliiklii
yaklagimlar kullanilmaktadir. Ancak yakinsama, kirpma ve diklestirme problemleri

sebebiyle bu yaklagimlar da tam anlamui ile basarili olamamustir.

Bu c¢alismada konveksiyon terimlerinin ayriklastirilmasinda kullanilan yaklagimlar
incelenmistir. Calismanin ilk boliimiinde ikinci mertebeden klasik ayriklastirma
yaklasimlarnin farkli yorumlari incelenmistir. ince aglarda neredeyse ayni sonug
veren bu yaklagimlarin seyrek aglardaki dogrulugu iyilestirilmeye caligilmistir.
Calismanin ikinci boliimiinde, ¢6ziimde undershoot (siniraltr) ve/veya overshoot
(siniriistii) yapmadan keskin gradyenleri ¢6zmekte kullanilan yiiksek ¢oziintirliiklii
yaklagimlar karsilagtirilmig, bunlarin farkli problemlere uygulanmasi ile bu

yaklagimlarin davraniglarinin incelenmesi amaglanmustir.
3



1.2. Calismanin Genel Hatlar:

Bu ¢alisma genel olarak iki kisimdan olusmaktadir. ilk kisimda (Boliim 2 ve Bolim
3) ikinci mertebeden klasik ayriklastirma yaklasimlari, ikinci kisimda (Bolim 4 ve

Boliim 5) ise sinirlandirilmis yiiksek ¢oziintirliiklii yaklagimlar incelenmistir.

Boliim 2’de oncelikle konveksiyon terimlerinin ayriklastirilmasinda kullanilan FOU,
SOU, CDS, QUICK vb. klasik ayriklastirilma yaklasimlarindan bahsedilmistir. Daha
sonra zamana bagli konveksiyon-difiizyon probleminin belirtik (explicit) ve oOrtiik
(implicit) yontemleri ile ¢oziilmesi gosterilmistir. Bu calismada konveksiyon
terimlerinin ayriklastirilmasi i¢in {i¢ yeni yaklagim onerilmistir. Bu yaklagimlar farkli
bir yorum getirilerek tekrar incelenen SOU yaklasimi, Fromm yaklasimi ve bu iki
yaklasimin karigimi olan Karma yaklagimidir. Daha sonra yaklagimlarin dogruluk
(accuracy), tutarlilik (consistency), kararlilik (stability), smurlilik (boundedness),
tasimimsallik (transportiveness) ve konvektif kararlilik (convective stability) gibi
Ozellikleri incelenmistir. Bu bolim, son kisminda incelenen SIMPLE, SIMPLER,

SIMPLEC ve PISO basing diizeltme algoritmalari ile bitirilmistir.

Boliim 3’te bu calismada onerilen ii¢ yeni yaklasim (Ikinci mertebeden upwind,
Fromm ve Karma yaklagimlari) literatiirdeki ve iki adet ticari programdaki (PP1 ve
PP2) ikinci mertebeden upwind yaklasimlari ile karsilastirilmistir. Bu amagla iig¢
farkli problem ¢oziilmiistiir: a) Hareket nedeninin viskoz kuvvetler oldugu bir kenari
hareketli dikdortgen oyuktaki akis problemi b) Hareket nedeninin kaynak terimler
oldugu dikdortgen bir oyuktaki dogal konveksiyon problemi c¢) Hareket nedeninin

konveksiyon terimler oldugu geriye bakan bir basamak arkasindaki akis problemi.

Bolim 4’te bu ¢alismanin ikinci kismini olusturan sinirlandirilmis  yiiksek
¢coziinlirliiklii yaklagimlar (Bounded high resolution schemes) konusuna giris
yapilmis, bir yaklagimin smirlandirilmis yiiksek ¢oziiniirliikkli olabilmesi i¢in
Onerilen sartlar anlatilmistir. Daha sonra bu yaklasimlarin degerlendirilmesinde
kullanilan Normalize-edilmis Degisken (Normalized Variable Diagram, NVD) ve
Aki-Smirlayict  (Flux-Limiter Diagram, FLD) Diyagramlar1 verilmis ve bunlar

arasindaki iliskiden bahsedilmistir.



Bolim 5°te smirlandirilmis yliksek ¢ozlintirlikli yaklasimlar belirtik (explicit)
yontem kullanilarak dort farkli test problemine uygulanarak karsilastirilmistir.
Birinci problemde yaklasimlar dikdortgen, yari-elips, siniis-kare ve liggen seklindeki
skaler profillerin bir boyutlu sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile tasinmasi
problemine uygulanmustir. Ikinci problemde de dikdortgen, yari-elips, siniis-kare ve
ticgen seklinde ¢ gibi bir skalerin konveksiyon ile tasinmasi incelenmistir. Ancak bu
problemde sabit hiz alam yerine degisken bir hiz alan1 kullanilmistir. Ugiincii
problemde viskoz olmayan Burgers denklemi ¢oziilmiistiir. Dordiincii problemde ise
yaklagimlarin akisin sayisal aga paralel olmadigi, ¢ok boyutlu problemlerdeki
davranigini incelemek amaciyla baslangic aninda kiip seklinde yer kaplayan skaler
bir biiyiikliigiin ii¢c boyutlu bir akis alani igerisinde konveksiyon ile taginmasi ve bu

esnada diflizyon ile yayilmasi problemi ¢oziilmiistiir.

Calisma, sonuglarin  ozetlendigi ve Onerilerin  yapildigi  Bolim 6 ile

sonuclandirilmastir.

1.3. Literatiir Arastirmasi

Gilintimiize kadar konveksiyon terimlerinin ayriklastirilmasi ile ilgili birgok yaklagim
gelistirilmistir. Bu ¢alismadaki amag, tiim bu yaklasimlari liste halinde sunmak degil,
stk kullanilan yaklagimlarin avantaj ve dezavantajlariyla beraber Ozelliklerini
incelemektir. Literatiir arastirmasinin  6zetlendigi bu boliim iki kisimdan
olusmaktadir. Oncelikle klasik yaklasimlar, daha sonra ise yiiksek ¢dziiniirliiklii

yaklasimlar incelenmistir.

Merkezi farklar yaklasimi (CDS) kiiciik yerel Peclet sayilarinda olduk¢a hassas
olmasina ragmen, Yyerel Peclet sayis1 kritik bir degeri (bir boyutlu akis igin Peyitix=2)
astiktan sonra bu yaklasim “niimerik dispersiyon” icerdiginden ¢6ziimde
dalgalanmalara sebep olmakta, ayrica kararlilik sorununun yasanmasina neden
olmaktadir. 1950 ve 1960’larda bu sorun ancak diigiim noktasi arttirilarak yerel
Peclet sayisini kiigiiltme ile asilmaya calisilmistir. Ancak, bu sekildeki bir ¢oziim o

zamanlardaki bilgisayarlar dikkate alindiginda pek miimkiin olmamustir.
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Konveksiyonun asimetrik bir olay oldugu, yani ara yiizdeki deger bulunurken,
kaynak (upwind) yoniindeki noktanin kuyu (downwind) yoniindeki noktaya goére
daha etkin oldugu fark edilmis ve giliclii konvektif akiglarda ¢6ziim olarak birinci
mertebeden upwind yaklasimi (First Order Upwind, FOU) kullanilmaya
baslanilmistir. FOU yaklasimi ilk defa 1952 yilinda Courant, Isaacson ve Rees
tarafindan sikistirilabilir Euler denkleminin ¢6ziimiinde kullanilmistir [1]. Bu
yaklasimda herhangi bir hiicrenin ara yiizlindeki deger, akisin geldigi yondeki degere
esit alinir. Son derece kararli olan bu yaklasim ciddi “niimerik viskozite” igcermekte
ve difiizif sonuglar vermektedir. Niimerik difiizyon, hem akisin sayisal aga paralel
oldugu (streamwise diffusion), hem de akisin sayisal aga paralel olmadigi (cross-
stream diffusion) durumda gériilebilir. Ik durum, FOU yaklagiminda oldugu gibi bir
boyutlu akista bile goriilebilir. Ikincisi ise akisin sayisal aga paralel olmadig gok
boyutlu akislarda goriiliir. FOU yaklagimi ile yapilan ¢oziimlerde, akisin sayisal aga

paralel olmadigi durumlarda bu hata biiylimektedir.

Akisin sayisal agla yaptigi agiyr dikkate alarak (cross-stream) niimerik difizyonu
azaltmak icin Raithby tarafindan [2] skew upwind yaklagimi (Skew Upwind
Differencing Scheme) onerilmistir. Bu yaklasim ile FOU yaklasimindaki niimerik
difiizyon Onemli Ol¢lide azalmakta, ancak ¢6ziimde smirli olmayan sonuglar

gortilebilmektedir [3-5].

Spalding [6] tarafindan 6nerilen Hibrid yaklasiminda diisiik yerel Peclet’li akiglarda
CDS, yiksek yerel Peclet’li akislarda ise FOU kullanilarak bu yaklagimlarinin
dezavantajlar1 elimine edilmistir. Ancak, tiim Peclet sayilar i¢in kullanilabilmesi ve
coziimde dalgalanma yapmamasi sebebiyle 6zellikle 1970’lerde ¢ok popiiler olan bu

yaklagimin da hata mertebesi birinci mertebedendir.

Ikinci mertebeden upwind (SOU) veya lineer upwind (LUD) olarak olarak bilinen
yaklagim ilk 1960’larda 6nerilmis ancak 1970’lerin sonuna kadar yaygin bir sekilde
kullanilmamustir [1]. Bu yaklasim CDS ve FOU yaklagimlarina gore daha iyi sonug
vermesine ve kararli olmasina ragmen, iki boyutlu akisin sayisal aga dik olmadig
durumlarda ¢oziimde overshoot (siniriistii) ve/veya undershoot (siniralt) olmasina

sebep olabilmektedir. Shyy ve dig. [7] tarafindan yapilan bir ¢aligmada SOU
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yaklagiminin uygulanmasima 3 farkli yorum getirilmis, bunlar birka¢ probleme
uygulanarak karsilagtirmistir. Bu ¢alismada ise SOU yaklasimina farkli bir yorum
getirilmis ve Shyy ve dig. [7] tarafindan en iyisi oldugu iddia edilen SOU yorumu ile
iki ticari koddaki SOU yorumlart ile karsilagtirilmistir.

Fromm [8] yaklasimi1 6zellikle dispersiyon hatasini azaltmak tizere gelistirilmistir.
Bu yaklasimda merkezi ve kaynak tabanli gradyenler esit agirlikli alinarak simetrik

bir yaklasim elde edilmeye ¢alisiimustir.

Leonard [9] tarafindan gelistirilen {iglincii mertebeden olan QUICK yaklagiminin
nlimerik difiizyon icermemesi ve konvektif stabilite 6zelligine sahip olmasi ve bunun
sonucunda yukarida bahsi gecen yontemlere gore daha iyi sonug¢ vermesi sebebiyle
1980’lerin basinda HAD’da ¢ok kullanim alani bulmustur [10]. Ancak yiiksek
konvektif akislarda QUICK yaklasimi overshoot (siniriistii), undershoot (siniraltr) ve

yiiksek gradyenin her iki tarafinda osilasyonlara sebep olabilmektedir.

Yukarida anlatilan yaklasimlar haricinde Power-law yaklagimi, Exponential
yaklasimi gibi daha birgok yaklasim gelistirilmistir [11]. Literatiirde konveksiyon
terimlerinin ayriklastirilmasinda kullanilan klasik yaklasimlar karsilastiran veya bu
yaklagimlar1 iyilestirmek tizere yapilmis birgok ¢alisma bulunabilir [12-19]. Ancak,
tek bir fonksiyon ile ifade edilen klasik ayriklagtirma yaklasimlarindan higbirisi
keskin gradyenlerin oldugu noktalarda ¢6ziimiin monotonik olmasini saglayarak
hassas bir sonu¢ verememektedir. Gresho ve Lee [20] agin yeterince sik olmadigi
veya yanlis smir sartlarinin kullanildigi konusunda bilgi igerdigi i¢in ¢dziimde
olusabilecek osilasyonlarin engellenmemesi gerektigini sOylemistir. Ancak, bazi
akislarda fiziksel dalgalanmalar ile fiziksel olmayan dalgalanmalar arasindaki farki
tespit etmek pek miimkiin olmayabilir. Ayrica, osilasyonlar ¢oziimiin raksamasina
sebep olabilir [21]. Bu nedenle bu o6neri pek ragbet gérmemis ve osilasyonlari
engellemek icin bircok metot gelistirilmistir. Bu metotlardan birisi aki-sinirlamasi
esasina dayanan yiiksek ¢Oziiniirliiklii yaklagimlardir. Bu yaklagimlarda hiicre ara
yiiziindeki aki, aki-sinirlama yaklagimi kullanilarak smirli (monotonik) olmaya
zorlanir. Genellikle farkli hata mertebesine sahip yaklagimlarin kombinasyonundan

olusan kompozit yiiksek ¢oziliniirliiklii yaklagimlar ile ¢6ziimde osilasyon, overshoot
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(smuriistii) ve/veya undershoot (siniralt1) olmadan, sok veya siireksizlik gibi yiiksek

gradyenlerin oldugu yerlerde ¢6ziim elde edilebilir.

Yiiksek mertebeden kompozit yaklasimlar arasindaki iliskiyi basitlestirmek igin
Leonard [22] tarafindan Normalize Edilmis Degisken Formiilasyonu (Normalized
Variable Formulation, NVF) onerilmistir. NVF formunda yazilan yaklagimlarin daha
rahat karsilagtirabilmesi i¢in ise Normalize Edilmis Degisken Diyagrami
(Normalized Variable Diagram, NVD) yine Leonard [22, 23] tarafindan onerilmis ve
daha sonra Gaskell ve Lau [24] tarafindan gelistirilmistir.  Yaklasimlarin
degerlendirilmesinde kullanilan bir diger yaklasim ise Sweby [25] tarafindan
gelistirilen Aki-Smirlama Diyagrami’dir (Flux-Limiter Diagram, FLD). ki diyagram

arasindaki iliski Leonard [23] tarafindan gosterilmistir.

Yiiksek ¢oziiniirliklii yaklagimlarin degerlendirilmesinde sinirlilik (boundedness)
kriteri olarak; Konveksiyon-Siirlama Kriteri (Convection Boundedness Criteria,
CBC) ve Toplam Degisimin Azalmasi (Total Variation Diminishing, TVD) kriteri

kullanilmaktadir.

Gaskell ve Lau [24] tarafindan oOnerilen G/L-CBC uzun bir siire bir yaklagimin
konvektif-sinirlilik (convective-boundedness) o6zelligine sahip olabilmesi igin hem
yeter hem gerek kosul olarak goriilmiistiir. Ancak, Yu ve dig. [26] Gaskell ve Lau
tarafindan onerilen bu kriterlerin sadece yeter sart oldugunu, gerek sart olmadigini
gostermistir. Genigletilmis Konvektif Sinirlama Kriteri (Extended Convective
Boundedness Criteria, ECBC) olarak tanimlanan bu kriterlere gore yaklasim
kosegensel (diagonal) olmak zorunda degildir. Yu ve dig. [26] ¢alismalarinda ayrica
bir boyutlu kararlilik (stability) analizine dayanarak yaklasimlarin kararli (stable)
oldugu kritik Peclet sayis1 ile NVD’daki karakteristik egrileri arasindaki iliskiyi
gostermistir. Buna gore bir yaklasimin karakteristik egrisinin diisey ekseni kestigi

noktanin tersi 0 yaklagimin kritik Peclet sayisina karsilik gelmektedir.

Hou ve dig. [27], Gaskell ve Lau’nun tavsiye ettigi CBC bolgesinin yaklagimlarin
hassasiyetini dikkate almadigini, sadece konvektif smrliligi saglamak {izere

tasarlandigin1 ve kendileri tarafindan onerilen kriterleri saglayan bir yaklasimin hem
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yiiksek hassasiyet hem de smurlilik 6zelligine sahip olacagmi iddia etmislerdir.
Ayrica, G/L-CBC sartin1 saglayan biitiin yaklagimlarin fiziksel olarak mantikli bir

sonug vermeyeceklerini iddia etmislerdir.

Wei ve dig. [28] NVD’de diagonal i¢ bolge ile dis bolge arasindaki bir iliski
oldugunu gostermislerdir. Genellestirilmis Konvektif Siirlilik Kriteri (General
Convective Boundedness Criteria, GCBC) olarak adlandirilan bu kriterleri saglayan
bir yaklasimin siirlilik (boundedness) 6zelligine sahip olacagini belirtilmislerdir.
Buna gore dis bolgenin genislemesi i¢ bolgede bir daralmaya sebep olmaktadir. Ya

da i¢ bolgedeki daralma, dis bolgenin geniglemesi ile dengelenebilir.

Toplam Degisimin Azalmasi Yontemi (TVD) ilk defa Harten [29] tarafindan zamana
bagli gaz dinamigi icin kararli, osilasyon yapmayan monotonik yiiksek mertebeden
yaklasimlarin gelistirilmesi amaciyla gelistirilmistir. TVD 6zelligine sahip olan bir
yaklagimin ¢6ziimde overshoot (siniriistii) veya undershoot (siniralti) yapmamasi
gerekir denilebilir. TVD ile CBC arasindaki iliski Lin ve Lin [30] tarafindan NV
formunda verilmistir. Buna gére TVD kriterlerini saglayan bir yaklagim her zaman
CBC sartlarini da saglar ama tersi bir durum dogru degildir. Yani CBC daha esnek
bir kriterdir.

CBC ve TVD kriterlerine bagli olarak birgok yiiksek ¢oziiniirliikli yaklagim
gelistirilmistir. Bu yaklasimlar Tablo 1.1’de verilmistir. Tablodan goriilebilecegi gibi
sadece Leonard; SHARP, ULTRA-SHARP, ULTIMATE, UTOPIA, NIRVANA,
MACHO, COSMIC olarak adlandirdig1 bircok yaklasim gelistirmistir. Ancak bu
yaklagimlardan higbiri tam anlami ile basarili olamamistir. Literatiirde goriilen
yiiksek ¢oziiniirliklii sinirlandirilmis yaklasimlarin bir kismi NVD, diger kismi ise
FLD kullanmilarak gelistirilmistir. Farkli yazarlar tarafindan gelistirilen bazi
yaklasimlar tamamen aymdir. Ornegin NVD ile gosterilen SOUCUP [31], BSOU
[32] ve HLPA [33] yaklasimlari, FLD ile gosterilen sirastyla MINMOD [29],
OSHER [34] ve CLAM [35] yaklasimlari ile aymidir. Ayrica farkli yillarda, farkli
yazarlar tarafindan onerilen SMARTER [36], NOTABLE [37], CHARM [38] ve
ISNAS [39] yaklagimlart arasinda higbir fark yoktur.



Tablo 1.1: Yiiksek ¢oziiniirliiklii yaklagimlar

Y1l | Yaklasim Adi Yazar

1974 | CLAM (Curved Line Advection Method) van Leer [35,40]

1979 MUSCL _(Monotonic Upwind Scheme for van Leer [41]
Conservation Law)

1982 | MINMOD (MINium MODulus) Roe ve Baines [29,42]

1083 EULER _(Expor_lential Upwind or Lineer Leonard [43,44]
Extrapolation Refinement)

1983 | OSHER Chakravarthy ve Osher [34]

1985 | SUPERBEE Roe [42]

1988 SHARP (Simple High-Accuracy Resolution | Leonard [23]
Program)
SMART (Sharp and Monotonic Algorithm for | Gaskell ve Lau [24]

1988 .
Realistic Transport)
ULTRA-SHARP (Universal Limiter for Tight

1990 | Resolution and Accuracy in combination with | Leonard ve Mokhtari [45]
Simple High-Accuracy Resolution Program)

1990 | KOREN Koren

1991 SOUCUP (Second-Order Upwind-Central | Zhu ve Rodi [31]
Differencing-first-order UPwind)
ULTIMATE (Universal Limiter for Transient

1991 | Interpolation Modelling of the Advective | Leonard [46]
Transport)

1991 | SUPER-C (SUPER Compressive) Leonard [46]

1992 | HLPA (Hybrid Lineer/Parabolic Approximation) | Zhu [33]

1992 | MLU (Monotonized Lineer-Upwind) Noll [47]
NOTABLE (New Option for the Treatment of

1993 Advection in(the Bourl?dary Layer Equations) Pascau ve Perez [37]
UTOPIA (Uniformly Third Order Polynominal ..

1993 Interpolatic()n Algoritzm) ’ Leonard ve dig. [48]

1993 STOIC (_Second and Third Order Interpolation for Darwish [49]
Convection)

1994 UMIST (Upstream monotonic interpolation for Lien ve Leschziner [50]
scalar transport)
NIRVANA (Non-oscillatory Integrally

1995 | Reconstructed  Volume-Averaged  Numerical | Leonard ve dig. [51]
Advection Scheme)

1995 COPLA ((?ombination of Piecewise Lineer Choi ve dig. [52]
Approximation)

1995 | SMARTER, (SMART Efficiently Revised) Choi ve dig. [36]

1995 | H-QUICK Waterson ve Deconinck [53]

1995 OSPRE_(Optimum Symmetric Polynomial Ratio Waterson ve Deconinck [53]
Expression)

1995 CHARM (Cubic/Parabolic High-Accuracy Zhou ve dig. [38]

Resolution Method)
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Tablo 1.1 (Devam): Yiiksek ¢oziintirliikli yaklagimlar

1996

MACHO (Multidimensional Advective-
Conservative Hybrid Operator)

Leonard ve dig. [54]

1996

COSMIC (Conservative Operator Splitting for
Multidimensions with Internal Constancy)

Leonard ve dig. [54]

1996

ISNAS (Interpolation Scheme which is Non-
oscillatory for Advected Scalars)

Zijlema M. [39]

1996

NVF SUDS (Normalized Variable Formulation
Skew Upwind Differencing Scheme)

Darwish ve Moukalled [55]

1998

VONOS (Variable-order Non-Oscillatory
Scheme)

Varonos ve Bergeles [56]

2000

WACEB (Weighted-Average Coefficient
Ensuring Boundedness)

Song ve dig. [57]

2001

SECBC (Scheme based on extended CBC)

Yu ve dig. [26]

2003

CUBISTA (Convergent and Universally Bounded
Interpolation Scheme for the Treatment of
Advection)

Alves ve dig. [58]

2003

HOAB (High-Order-Accurate Bounded Scheme)

Wei ve dig. [59]

Leonard [46] zamana bagli ¢Oziimlerde yiiksek ¢Oziinirlikli yaklagimlarin
NVD’deki karakteristik egrilerinin CFL sayisina bagli olarak degisecegini, CFL
sayisinin 1’e yaklagsmasi ile NVD i¢ bolgesindeki monotonik boélgenin kiigiildiiglinii

ve nihayet CFL=1 oldugunda biitiin yaklasimlarin FOU yaklasimini1 kullanacagin

gostermistir.

Literatiirde yiiksek ¢oziiniirliiklii yaklagimlarin 6zelliklerini inceleyen veya bunlari

karsilastiran birgok ¢alisma mevcuttur [1, 29, 53, 55, 60-79].

Son yillarda TVD yaklasimlarinin diizensiz (unstructured) aglara uygulanmasi ile

ilgili caligmalar yapilmaktadir [80-82].
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2. KONVEKSIYON-DiFUZYON DENKLEMININ AYRIKLASTIRILMASI

Akiskan hareketini yoneten denklemleri (governing equations) ¢zmek i¢in oncelikle
bu denklemlerin sayisal analoglar tiretilir. Bu isleme ayriklastirma (discretization)
denir. Akis1t temsil eden kismi diferansiyel denklemlerdeki tiim terimler
ayriklastirilir. Sayisal ayriklastirma icin en ¢ok kullanilan ayriklastirma yontemleri
Sonlu Farklar Yontemi (Finite Difference Method, FDM), Sonlu Elemanlar Y 6ntemi
(Finite Element Method, FEM), Sonlu Hacimler Yontemi (Finite Volume Method,
FVM) ve Spektral Yontemler’dir (Spectral Methods). Asagida kisaca agiklanan bu
yontemler arasindaki fark, degiskenlere nasil yaklasildigi (approximation) ve
ayriklagtirilmasi islemindedir. Yontemlerin hepsinde asagidaki adimlar izlenir:
e Bilinmeyen akis degiskenlerinin basit fonksiyonlarla ile ifade edilmesi
(approximation)
e Bu ifadelerin yonetici akis denklemlerinde yerine konularak diferansiyel
denklemler yerine gececek cebirsel denklem sisteminin elde edilmesi
(ayriklastirma)

¢ Elde edilen cebirsel denklem takiminin ¢oziilmesi

Sonlu Farklar Yontemi (FDM): Bu yontemde Taylor serisi kullanilarak kismi
diferansiyel denklemlerdeki tek bir terimin yerine sonlu fark analogu yazilir ve bir
lineer denklem takimi elde edilir. FDM, Taylor serisini kullanarak uzayda veya
zamanda farkli noktalardaki degiskenin degerleri arasindaki farklar1 alarak bir
degiskenin tiirevini elde eder. Yonetici denklemlerdeki (governing equations)
tiirevler yerine sonlu farklar yazilarak her bir ag noktasindaki degisken degerleri icin

lineer bir denklem takimi elde edilir.

Sonlu Elemanlar Yontemi (FEM): Bu yontemde akis bolgesi, sonlu eleman denilen
bircok alt bolgeye boliiniir. Her eleman igindeki degiskenlerin degisimi basit bir
fonksiyon ile tanimlanir ve akis alanini tanimlamakta kullanilir. Sonlu elemanlarin

icinde basit parcali (piecewise) fonksiyonlar (6rnegin lineer veya kuadratik)



kullanarak herhangi bir degiskenin yerel degisimi tanimlanir. YOnetici denklem
degiskenin tam ¢Ozliimil i¢in saglanir. Ancak degisken i¢in kullanilan pargali
yaklasim fonksiyonu denkleminde yerine konulursa tam ¢6ziimii vermeyecektir. Bu
durumda hatay1 belirlemek i¢in bir artik (residual) tanimlanir. Daha sonra artiklar
(residual) agirlikli fonksiyonlar ile garpilarak veya integrali alinarak bir anlamda
minimize edilir. Sonug olarak, yaklasim fonksiyonunun bilinmeyen katsayilar igin

bir lineer denklem takimi elde edilir.

Spektral yontemler: Bu yontemde bilinmeyen fonksiyonlara Fourier serileri veya
Chebyshev polinomlart serileri kullanilarak yaklagilir. FDM ve FEM aksine,
yaklagimlar (Fourier serileri veya Chebyshev polinomlar: serileri) yerel degildir,
hesaplanan biitin ¢6ziim bolgesinde gegerlidir.  Yonetici  denklemlerdeki
bilinmeyenler kesme (truncated) serileri ile ifade edildikten sonra Fourier veya
Chebyshev serilerinin katsayilar1 i¢in cebirsel denklemler tiretmek icin bazi
sinirlamalar kullanilir. Ya sonlu elemanlar metodundakine benzer bir agirlikli
residual teknik ya da yaklasim fonksiyonunu bir¢ok ag noktasindaki tam ¢oziim ile

cakisacak sekilde yaklasimi zorlayan bir teknik sinirlama olarak kullanilir.

Sonlu Hacimler Yaklasimi (FVM): Bu yontemde incelenen ¢oziim bolgesi belli
sayida kontrol hacimlerine boliinmekte, kontrol hacmi yiizlerindeki tlirevler sonlu
farklar yaklagimi ile ayriklastirilip lineer bir denklem takimina doniistiiriilmekte ve

nihayetinde bir lineer denklem ¢6ziicii ile ¢oziilmektedir.

Bu calismada Sonlu Hacimler Yontemi kullamilmistir. Bu boliimde konveksiyon-
diflizyon denkleminin iiniform kartezyen koordinatlarda Sonlu Hacimler Yontemi ile

ayriklastirilmasi anlatilmagstir.

2.1. Konveksiyon-Difiizyon Denkleminin Sonlu Hacimler Yontemi ile

Ayriklastirilmasi

Zamana baglh konveksiyon-difiizyon denklemi en genel haliyle asagidaki sekilde

yazilabilir.
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d
57 (p®) + V- (pV$) = V- (IV$) +S (2.1)

Burada ¢ entalpi, konsantrasyon veya hiz bileseni gibi herhangi bir degiskeni, T’
difiizyon katsayisini, S herhangi bir kaynak terimini, p akigkanin yogunlugunu, V ise
akisin hiz alanmi gostermektedir. Denklem (2.1)’deki ilk terim ¢’nin zamanla
degisimini, ikinci terim ¢’nin hiz alanindaki ortam ile taginimini, sag taraftaki ilk
terim ise difiizyonu temsil etmektedir. ¢=1 olmasi durumunda Denklem (2.1)
stireklilik denklemine doniisecektir. Denklem (2.1) li¢ boyutlu olarak ele alinirsa

asagidaki gibi yazilir:

] a a a
o (0®) + —— (pugp) + 3y (ovd) + -~ (pwe)

5150+ 5 (15) + 15+

(2.2)

Basit olmasi agisindan, kaynak terim olmadigi (S=0) kabul edilir ve problem bir

boyutlu zamandan bagimsiz olarak incelenirse Denklem (2.3) ve Denklem (2.4) elde

edilir.

) d / 9¢

EP (pu¢p) = FP (F &) (2.3)
0 =0

7 (P = (2.4)

Sekil 2.1’de gosterilen kontrol hacmi i¢in yukaridaki denklemlerin integrali alinirsa

Denklem (2.5 — (2.6) elde edilir.

Sekil 2.1: Tek boyutlu bir kontrol hacmi
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(pudd), — (pudg), = (ra g—f) ~(ra g—f)w 2.5)

(puA)e - (puA)w =0 (26)

Yukaridaki denklemler ayriklastirilmadan 6nce birim alan i¢in kiitlesel debi F=pu ve
difiizyon katsayist D=I'/AX olarak tanimlanmis ve her bir hiicre yiizii i¢in bu

degiskenler ayr1 ayr1 yazilmistir.
FW = (pu)w, Fe = (pu)e, DW = leSXW, De = Fe/SXe (2-7)

Denklemin sag tarafindaki difiizyon terimi hemen hemen her zaman ikinci
mertebeden merkezi farklar ile ayriklastirilmakta ve tatmin edici sonuglar
vermektedir. Bu nedenle, bu ¢alismada difiizyon terimi her zaman ikinci mertebeden

merkezi farklar yaklagimi ile ayriklastirilmistir.

Denklem (2.5)’te ayriklastirilmis konveksiyon—difiizyon denklemi ve Denklem

(2.6)’daki siireklilik denklemi asagidaki diizenlenmis genel formda yazilabilir.

Fedpe—Fwdpw=De(de - dp) — Dw (dp - dw) (2.8)
Fe—Fw=0 (2.9)

Denklem (2.8)’i ¢ozebilmek i¢in ¢’nin e ve w ylizeylerindeki degerlerini bulmak
gerekmektedir. Asagida ¢’nin ara yiizlerdeki degerinin hesaplanmasinda kullanilan

baz1 yaklagimlar anlatilacaktir.
2.1.1. Birinci mertebeden upwind yaklasim (First Order Upwind, FOU)

Birinci mertebeden upwind (FOU) yaklasimi ilk defa 1952 yilinda Courant, Isaacson
ve Rees tarafindan sikistirilabilir Euler denkleminin ¢oziimiinde kullanilmustir [1].

Sekil 2.2°de bir boyutlu bir kontrol hacmi iizerinde hizlarin yerlesimi gdsterilmistir.
15



Upwind yaklagiminda herhangi bir ara yiizdeki deger, upwind tarafindaki noktaya
esit olarak alinir. Bu durum Bolim 2.1.7°de farkli yaklagimlar kullanilarak ara yiiz

degerlerinin sematik olarak gosterildigi Sekil 2.3a’da gosterilmistir.

WW —uvi?_____f_)____T_ue"’ E EE
t w W Lr - j ______ @_1| ¢ *
“ Ax p Ax 4
Sekil 2.2: Bir boyutlu kontrol hacmi {izerinde hizlarin yerlesimi

Ornegin, akis batidan doguya dogru ise, uy >0, Ue >0 (Fy, >0, Fe >0),
bw =dw Ve ¢pe = ¢p (2.10)
olur. Buna gére Denklem (2.8)’de ayriklastirilmis ifade
Fedp — Fwdw = De(de - dp) — Dw (dr - dw) (2.11)
seklinde diizenlenir ve agagidaki sekilde genel formda yazilabilir:
(Dw + De +Fe)dp = (Dw + Fu)dw + Dede (2.12)
[(Dw + Fw) + De + (Fe — Fuw)] ¢p = (Dw + Fw)dw + Dedpe (2.13)

Eger akis ters yonde, yani dogudan batiya dogru ise uy, < 0, U < 0 (Fy, <0, F¢ <0),

bw = dp Ve e = de (2.14)

esitlikleri yazilarak ayriklastirilmis denklem diizenlenir.

Fedbe — Fudp = De(de - dp) — Dul(dr - dw) (2.15)
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[Dw + (D¢ — Fe) + (Fe — Fw)] dp = Dudw + (De— Fe) de (2.16)

Denklem (2.13) ve Denklem (2.16) akis yonii dikkate alinarak genel bir formda

yazilabilir:

ap dp = aw Gw + ae Pk (2.17)

Denklemdeki katsayilar:

ap=awt+ag+ (Fe - Fw) (218&)
aw=Dw+Fy, ae=De (FW >0, Fe >0) (2.18b)
aw = Dy , A =De-Fe (Fw<0,F.<0) (2.18c)

Akisin yoniine bagli olarak degisen katsayilar ise tek bir ifade ile yazilabilir [83].
aw = Dy + max(Fw , 0) (2.19a)
ag = De +max(0 ,-Fe) (2.18b)

FOU yaklasimin en biiylik avantaji kararli ve simirli olmasidir. Bu nedenle yiiksek
mertebeden yaklagimlar, Khosla ve Rubin [84] tarafindan onerilen “ertelenmis-
diizeltme”  (deferred-correction) metodu denilen FOU tabanli yazilarak

programlanilir.

Bu yaklasimin avantaj ve dezavantajii “Birinci mertebeden upwind yaklagimi
hakkinda iki sey sOylenir. Birincisi ve iyisi; bu yontem her Reynolds sayisi icin
sonug verir, ikincisi ve kotii olani; Reynolds sayisi ne olursa olsun sonu¢ aynidir”
ifadesi kisaca Ozetlemektedir. Ayrica, hata derecesinin sadece birinci mertebeden
olmast ve ciddi derecede nilimerik difiizyon icermesi yeni yaklasimlarin

arastirilmasina sevk etmistir.
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2.1.2. Merkezi farklar yaklasimi (Central Differencing Scheme, CDS )
Merkezi farklar yaklasiminda ara yiizdeki degerler Sekil 2.3b’de gorildiigi gibi
komsu iki nokta kullanilarak lineer enterpolasyon ile bulunur. Ag noktalar

arasindaki mesafenin esit oldugu bir ag icin konvektif terimler akis yonii dikkate

alinmaksizin her zaman agagidaki sekilde hesaplanir.
$e = (Ppp + de)/2 (2.20)

dw = (Pw + ¢ )12 (2.20)

Bu ifadeler Denklem (2.8)’de yerine yazilir.

%(‘I—"P + ¢g) — I%W (pw + ¢p) = D (Pg — Pp) — Dy (dp — dw) (2.22)
(0w =)+ (0 +5) 00 = (2w +5) 0 + (0 =5 229
(0 + ) + (Do =)+ B = )| 0r = (00 + ) g + (D~ =)0 (224)

Denklem  (2.24)’te  ayriklastirilmis  olarak  verilen  konveksiyon-difiizyon

denklemindeki katsayilar asagidaki genel formda yazilabilir.

aw= Dy + FW/2 (225)
g = De— Fe/2 (2.26)
dap=awt+ag+ (Fe - FW) (227)

Merkezi farklar yonteminin en biiylik dezavantaji akis yoniiniin tanimlanmasindaki
eksikliktir. Ornegin, ¢ degeri hesaplanirken hem ¢pp hem de ¢pw kullanilir. Ancak
batidan doguya gii¢lii bir konvektif akista bu yaklasim dogru olmayacaktir. Cilinkii
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konveksiyon, diflizyondan daha baskin olacak ve W noktasindan daha fazla
etkilenecektir. P noktasinin etkisi ise daha az olacaktir. CDS kiiciik Peclet sayilarinda
oldukca i1yi sonu¢ vermesine ragmen, giiclii konvektif akislarda Peclet sayis1 kritik
bir degeri gectikten sonra ¢oziimde ciddi dalgalanmalarin (wiggle) olugsmasina sebep

olmaktadir.

2.1.3. Hibrid yaklasim

Spalding [6] tarafindan 6nerilen bu yaklasim, merkezi farklar yaklasimi ile birinci
mertebeden upwind yaklasiminin kombinasyonundan olusur. Kiiciik Peclet
sayilarinda (|Pe[<2) merkezi farklar yaklagimi, biiyiik Peclet sayilarinda (|Pe>2) ise
upwind yaklasimi daha dogru sonuglar verir. Hibrid yontemde, her bir kontrol hacmi
icin Peclet sayis1 goz Oniine alinarak ayriklastirilmis denklem elde edilir. Birim alan

icin bat1 yiizeyinden gegen net aki hibrid yaklasimi ile asagidaki sekilde yazilabilir.

. 1 2 1 2
2<Pey<?2 ise qw = FW [E (1 + m) ¢W + E (1 - m) ¢p] (228)
Pew>2 ise G =FuAwdu (2.29)

Bu denklemlerden de goriildiigii gibi |Pe|<2 olmasi durumunda, diflizyon ve
konveksiyon terimleri merkezi farklar yaklagimiyla, |Pe|>2 oldugunda ise difiizyon
terimi sifir almarak konveksiyon terimi FOU yaklasimiyla ayriklastirilmistir.
Zamandan bagimsiz bir boyutlu konveksiyon—difiizyon denklemi hibrid yaklagimi ile

ayriklastirildiginda katsayilar asagidaki genel formda yazilabilir.

ap=aw+ag+ (Fe—Fy) (2.31a)
aw = Max [FW ) (Dw + FW/2) ) 0] (231b)
ag =max [-Fe, (De—Fe/2), 0] (2.31¢c)
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2.1.4. ikinci mertebeden upwind yaklasim (Second order upwind, SOU)

Ikinci mertebeden upwind yaklasimi ilk defa 1960’larda &nerilmesine ragmen,
1970’lerin sonuna kadar yaygin bir sekilde kullanilmamustir [1]. Literatiirde Beam-
Warming yaklasimi [85] olarak da bilinen bu yaklagimda, kontrol hacminde herhangi
bir ara yiizdeki parametrenin degeri belirlenirken, akisin yoniine bagli olarak upwind
tarafindaki iki noktadan yararlanilir. Sekil 2.3c’de goriildiigii gibi bu yaklasimda ara
yiiz degerleri lineer ekstrapolasyon ile bulunur. FOU ile karsilastirildiginda, bu
yaklagimin daha yiiksek mertebeden oldugu ve komsu noktalar arasindaki ¢oziim
profilinde bazi1 degisikliklere izin verdigi goriilir. SOU yaklagiminda ara yiiz degeri
akis yoniine bagli olarak asagidaki sekilde hesaplanir:

Eger akis yonii dogudan batiya dogru ise (Fe>0)

$e=1.5dp - 0.5 pw (2.32)

Eger akis yonii batidan doguya dogru ise (F¢<0)

$e=1.5 pe— 0.5 dee (2.33)

Bu durumda, Denklem (2.8)’de Fe ¢ terimi;

Fede = (1.5 gp—0.5 dpw ).max(Fe, 0) - (15 pe— 0.5 dpee )max(-Fe,0)  (2.34)

Benzer ifadeler diger ara yiizler i¢in de yazilir ve ayriklastirilmis denklem elde edilir.
Ayriklagtirma islemi yukarida anlatilan yontemler gibi olacagindan burada tekrardan

kaginilacaktir.

Vanka [86], SOU yaklasimini bir kenar1 hareketli dikdortgen oyuktaki akis
problemine uygulamis ve bu yaklagimin dogruluktan uzak ve kararsiz oldugunu iddia
etmistir. Ancak, Shyy ve dig. [7] SOU yaklasimint A,B ve C diye gruplandirarak ii¢
farkli sekilde yorumlamis, bu yaklasimlari kullanarak ayni problemi ¢6zmis ve

¢oziim sonucunda SOU yaklagiminin, CDS’e gore ¢ok daha tatmin edici sonuglar
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verdigini gostermistir. Ayrica, Onerdigi ti¢ farkli yaklasim igerisinde en dogru sonucu

sirastyla C, B ve A yaklagimlarinin verdigini gostermistir.

Bu ¢alismada ise SOU yaklasimina farkli bir yorum getirilmistir. Shyy ve dig. [7]
tarafindan onerilen SOU yaklasiminin iki farkli yorumu ve bu calismada onerilen

yorum, zamandan bagimsiz bir boyutlu konveksiyon-difiizyon denklemi ele alinarak,

olabilecek tiim akis durumlari i¢in Tablo 2.1°de bir arada verilmistir.

Tablo 2.1: ikinci mertebeden upwind (SOU) yaklasiminin farkli yorumlari

Shyy-B Shyy-C Bu calisma
—_ — —_— — —_— —
Uw>0, ue>0 Uw>0, ue>0 Uw>0, ue>0
a | De D, D,
ay | Dw +C, +0.5C, D, + 1.5C, + 0.5C, D, + 1.5C,
ap | De + Dy +C, +0.5C, D, + D, + 1.5C, D,+D, +C, +0.5C,
S | 0.5C, ¢y — 0.5C, Pyw —0.5C, dww 0.5C,¢y — 0.5C, dyw
«— —> — —> — —>
Uw<0, us>0 Uw<0, us>0 uw<0, us>0
ae | De D, —0.5C, D,
aw | Dw D,, + 0.5C, D,
ap | De + Dy D,+D, +15C,—15C, |D,+D,
S |0 0 —0.5C, ¢ + 0.5C, Py,
—> — —> «— —> —
Uw>0, u.<0 Uw>0, ue<0 Uw>0, u.<0
a | De —C, —05C, D, — 1.5C, D, —1.5C,
ay | Dw +C, +0.5C, D, +1.5C, D, + 1.5C,
ap | Do + Dy, +1.5C, —0.5C, D, + D, D, + D, + 1.5C, — 1.5C,
0.5C, ¢z — 0.5C, ¢
S cTEE rE 0.5C,dzx — 0.5C, Puw 0.5C, gz — 0.5C, b
+0.5C, ¢,, — 0.5C,, dyw
«— — «— — «— «—
Uw<0, ue.<0 Uw<0, ue<0 Uw<0, u.<0
ae | De —C, —05C, D, — 1.5C, — 0.5C, D, —1.5C,
aw | Dw Dy, D,
ap | De + D, —0.5C, —C, D, + D, —1.5C, D, +D, —05C, —C,
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2.1.5. Fromm yaklasimi

Fromm [8] tarafindan onerilen bu yaklasimda, konveksiyon terimleri yukarida
anlatilan CDS ve SOU ile ayriklastirilir ve ikisinin aritmetik ortalamasi alinir.
Ornegin Sekil 2.2°de gosterilen kontrol hacminde e ara yiiziindeki terim akis

yoniiniin dogudan batiya olmas1 durumunda asagidaki sekilde bulunur:
de = 0.5(e"° + ™) (2.35)

de = 0.25(¢e + 4dp - dw) (2.36)

ve akis yonii dikkate alinarak;

Fee=0.25(cpe +4dp-0.5¢w).max(Fe, 0)-0.25(chp + 4dbe ~0.5¢bee ). max(-Fe.0)  (2.37)

genel formunda yazilabilir. Benzer ifadeler w ara yiizii i¢in de yazilabilir. Bu
yaklasimda hem upwind hem de merkezi gradyenler esit agirlikli dikkate
alindigindan sonuglar simetrik olmaktadir. Bu 6zellik bu yaklagimin en biiyiik

avantajidir.

Yukarida bahsedildigi gibi Fromm yaklasimi, SOU ile CDS yaklasimlarinin
ortalamast olarak disiiniilebilir. Ancak Bolim 2.1.4’te anlatildigr gibi, SOU
yaklagiminin  farkli uygulamalart vardir. Bu ¢alismada kullamilan Fromm
yaklasiminda, farkli akis durumlarinda katsayilar1 Tablo 2.1’de verilen, bu ¢alismada
farkl1 bir yorum getirilen SOU yaklagimi ile CDS yaklasimi kullanilmustir.

2.1.6. Karma yaklasimi
Bu calismada oOnerilen bu yaklasim, momentum denklemindeki konveksiyon

terimlerinin farkli yaklasimlar ile ayriklastirilmasi esasma dayanir. Farkli

yaklasimlarin kullanilmasi sebebiyle “Karma” olarak adlandirilan bu yaklasim,

22



asagida verilen iki boyutlu zamandan bagimsiz Navier-Stokes denklemleri ele

alinarak incelenmistir:

ou du 10P u 0*u 0%u

YoV T oo T la T2 (2.38)

v v 10P u 0°v 0°v

ua-l_ ay pay+5 W-Fa_yz) (2.39)

Bu calismada kaydirilmis (staggered) ag sistemi kullanilmistir. Hizlarin kaydirilmis
ag sistemindeki yeri dikkate alinarak yapilan Taylor serisi analizine gore,
konveksiyon terimlerinin bu ¢alismada Onerilen SOU ve Fromm yaklagimlari ile
ayriklastirilmast durumunda, yeniden diizenlenmis denklem (modified equation), u

momentum denklemi (Denklem (2.38)) i¢in Tablo 2.2’de verilmistir.

Tablo 2.2: Konveksiyon terimlerinin SOU ve Fromm yaklagimlar ile ayriklastiriimasi
durumunda elde edilen yeniden diizenlenmis denklem

Terim | Yaklasim | Yeniden diizenlenmis denklem
SOou u(')_u
Ju 0x
U—
0x Fromm ou 1 auaz L s
“ox T 1% ox o
SoU 6u+16 , 0ud?v 16 oud’v 16 0%udv
u v T8 5 Y87 952 1% 520y
p—
dy Eromm 6u+16 du d°v L1, du v
Yoy '8 x? 3y ax2 8% 5y 8y2

Yukarida gortldiigi gibi u momentum denklemindeki ilk terimin SOU, ikinci terimin
ise Fromm yaklasimi ile ayriklastirilmasi durumunda hatanin daha az olacagi
goriilmektedir. Benzer analiz, v momentum denklemi i¢in de yapilabilir. Bu
calismada, Taylor serisi analizine dayanilarak gelistirilen “Karma” yaklasiminda, u
momentum denklemindeki ilk terim ile v. momentum denklemindeki ikinci terim
SOU yaklagimu ile, diger konveksiyon terimleri (u momentum denklemindeki ikinci
terim ile v momentum denklemindeki ilk terim) ise Fromm yaklasimi ile

ayriklagtirilir.
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2.1.7. QUICK yaklasim

Leonard [9,87] tarafindan onerilen QUICK (Quadratic Upstream Interpolation for
Convective Kinematics) yaklasiminda, kontrol hacminin herhangi bir ara yiiziindeki
deger bulunurken upwind (akisiistii) tarafinda iki, downwind (akisalt1) tarafinda ise
bir komsu nokta kullanilir. Akis yoniine bagli olarak ara yiiz degerleri Sekil 2.3d’de
goriildiigii gibi iki upwind (akististii) ve bir downwind (akisalt1) noktasindan gecen
ikinci dereceden bir polinom uydurularak bulunur. Bu yaklasim tam upwind egilimli
(fully upwind biased) degildir ama akig iistiinden daha fazla nokta kullandig1 igin

upwind (akisiistii) egilimli olarak tanimlanir.

3 6 3 5 . .
¢, = §¢E + §¢P — §¢W eger u> 0 (dolayisi ile Fe > 0) ise (2.40)

3 6 3 5 . .
¢, = §¢P + §¢E - §¢EE eger u < 0 (dolaysi ile Fe < 0) ise (2.41)

ve genel olarak asagidaki gibi yazilabilir:

3 6 3 3 6 3
ePe = |qQPE ToPP —qPw|max{le, V) — |5 Pp T 5 Pp — o Ppp [ MAXL—Le, .
F.¢ [8¢ tg%r—3? (F.,0) [8¢ tg%e—3® X-F,0) (242

Benzer ifadeler ¢, i¢in de yazilarak Denklem (2.8)’de yerine konularak

ayriklastirilmis denklem elde edilir.

QUICK yaklagimi yukarida bahsedilen yaklasimlara nazaran daha yiiksek
mertebeden bir kesme hatasina sahiptir. Bu yaklagimin hata mertebesinin kaginci
mertebeden olduguna dair literatlirde birgok tartisma vardir. Leonard sonlu hacimler
yonteminde bu yaklasimin hata mertebesinin {igiincii dereceden oldugunu
gostermistir [88-89]. QUICK yaklasimi upwind (akisiistii) karakteristigini tasir ve
seyrek aglarda elde edilen ¢oziimler diger yaklasimlara gore daha hassastir. Bu
nedenle bu yaklasim kisa siirede ¢ok popiiler olmus ve bircok uygulamada
kullanilmistir. Ote yandan, matris katsayilar1 negatif olabileceginden, bu yaklagim
kararli olmayabilir. Bu sorun, Hayase ve dig. [90] tarafindan Onerilen, yaklasimin
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FOU tabanli yazilip, diger terimlerin kaynak terim igine atilmasi ile ¢oziilmiistiir.
Ancak, QUICK vyaklagimi ile elde edilen sonuglarda overshoot (siniriistii) veya
undershoot (siniralt1) olabilir. Fiziksel olarak anlamsiz olabilecek bu tiir sonuglarin

yorumunda bu husus dikkate alinmalidir.

F,<0 F,.<0 F,<0 F <0
a) FOU (sabit ekstrapolasyon) b) SOU (lineer ekstrapolasyon)
F,>0 F.>0 D ww F,>0 F.>0

F,<0 F.<0

¢) CDS (lineer interpolasyon) d) QUICK (Kuadratik interpolasyon)

Sekil 2.3: Ara yiiz degerlerinin farkli yaklagimlar kullanilarak bulunmasinin sematik
gosterimi.
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2.2. Zamana Bagh Problemlerde Konveksiyon-Difiizyon Denkleminin

Ayriklastirilmasi

Denklem (2.1)’deki zaman terimi de uzaysal terimler gibi FOU, CDS vb.
yaklasimlardan birisi ile ayriklastirilabilir. Denklemde uzaysal terimlerin hangi
zaman adiminda yazildigina bagli olarak ¢oziim yontemi degismektedir. Eger bu
terimler bilinen zaman adiminda yaziliyorsa belirtik (explicit), bilinmeyen zaman
adiminda yaziliyorsa Ortiik (implicit) yontem olarak adlandirilir. Belirtik (explicit)
yontemde bir 6nceki zaman adimindan degerler bilindiginden, tek bilinmeyen yeni
zaman adimindaki degisken olmakta, bu nedenle degeri aranan degisken kolayca
hesaplanabilmektedir. Ortiik (implicit) yontemde ise uzaysal terimler de yeni zaman
adiminda yazildigindan denklemde bir¢ok bilinmeyen olmaktadir. Bu sekilde bir
denklem takimi elde edilmekte, direkt veya iteratif olarak bu denklem takimi
coziilmektedir. Belirtik (explicit) ve ortiik (implicit) yaklasimlar asagida bir boyutlu

bir probleme uygulanarak anlatilmistir.

Kaynak terimin olmadigi, bir boyutlu zamana bagli konveksiyon-difiizyon denklemi

asagidaki gibidir:

0p  ap 9%
Lo ufirsf (2.43)

Bu denklemin sag tarafindaki terimler, Sekil 2.1’de gosterilen kontrol hacmi
tizerinde Bolim 2.1°de anlatilan yaklasimlardan birisi ile ayriklastirilabilir. Bu
yaklasimlardan merkezi farklar yaklagimi uzaysal terimlerinin ayriklastirilmasi igin

kullanilirsa Denklem (2.43) asagidaki gibi yazilabilir:

n+1 n n n n n n
P —¢p ¢ —Pw $r — 2¢p + Py
At U T Ax? (2.44)

Yukaridaki esitlik tekrar diizenlenerek:
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n+1 n ult n n At n n n
p =¢p— Ax (g — dw) + Ax? (b — 2¢p + W) (2.45)

n+1 n CFL n CFL n
B = (1 - 2F0)gp + (Fo — =) ¢k + (Fo + )y (2.46)

Burada CFL ve Fo

At Fo = F—At (2.47)
Ax?
seklinde tanimlanmistir. CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) zaman adimimin (At),
karakteristik konveksiyon zamanina (Ax/u) orami olup Courant sayisi olarak da
adlandirilir. HAD’da ¢ok onemli bir parametre olan bu boyutsuz sayi, bir akiskan
partikiiliiniin bir zaman adiminda bir ag noktasindan daha uzaga tasinmamasi
gerektigi olarak yorumlanabilir [91]. Fo ise zaman adiminin (At) karakteristik
difiizyon hizina (Ax*T) oram olarak tanimlanmustir. Bu say1 Fourier sayis1 olarak

adlandirilir.

Belirtik (explicit) yontem ile ¢oziilen bir denklemin kararli olabilmesi i¢in agagidaki

sartlarin saglanmasi gerekir:

2
Sadece difiizyon (CFL=0) DAt < AZLF (2.48)
. Ax
Sadece konveksiyon (Fo=0) : CFL < 1wveya At < " (2.49)
Konveksiyon ve difiizyon At < 1
: 2r u (2.50)
(CFL # 0, Fo # 0) AxZ T Ax

Yukaridaki denklemlerden goriildiigii gibi belirtik (explicit) yontemin en biiyiik
dezavantaji zaman adimindaki sinirlamadir. Ornegin sadece difiizyonun oldugu
durumda uzaysal dogrulugu (spatial accruracy) arttirmak ¢ok zor olmaktadir. Clinkii

miimkiin olan en biiyiikk zaman adimi Ax’in karesi ile artmaktadir.
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Denklem (2.43)’te verilen bir boyutlu konveksiyon-difiizyon denklemi Ortiik

(implicit) yontem ile ayriklastirilirsa:

+1 +1 +1 +1 +1 +1
P —¢1rnl__ug — Pw +F¢g —2¢p7 + oWy

At 2Ax Ax?

(2.51)

Bu denklem, Denklem (2.44) ile karsilastirilirsa tek farkin denklemin sag tarafindaki
terimlerin yeni zaman adiminda oldugu goriilebilir. Yukaridaki esitlik tekrar

diizenlenerek:

n n+1 CFL n+1 CFL n+1
BF = (1+ 2F0) B! + (S = Fo) ¢! — (= + Fo)gy (252)

Denklemin sag tarafindaki biitiin terimler bilinmeyen bir sonraki zaman adiminda
yazilmistir. Bu durumda bir denklem sistemi elde edilmis olur. Bu denklem sistemi
direkt veya iteratif olarak ¢oziilebilir. Goriildiigii gibi bu yontemde belirtik (explicit)
yontemde oldugu gibi herhangi bir zaman adimi kisitlamasi yoktur. Bu 6zellik ortiik

(implicit) yontemin en biiylik avantajidir.

Hem belirtik (explicit) hem de ortiikk (implicit) yontemde zamana gore hata terimi
birinci mertebedendir. Zaman boyutundaki hassasiyetin 6nemli oldugu durumlarda
hatast ikinci mertebeden olan Crank-Nicolson yontemi kullamilabilir. Denklem

(2.43)’te verilen denklem Crank-Nicolson yontemi ile ayriklastirilirsa

PR dh u o — it N F¢§+1 — 205" + ¢!
At 2Ax Ax? )53
L BE = BR =265 + 259
20x Ax?

denklemi elde edilir. Yukaridaki denklemden goriilebilecegi gibi Crank-Nicolson
yontemi, belirtik (explicit) ve Ortiik (implicit) yontemlerin harmanlanmasi olarak
diistiniilebilir. Ortiik (implicit) yontemde oldugu gibi bu ydntemde de bir denklem
takimi elde edilir. Ancak yontemin kararli olabilmesi i¢in agsagidaki kriteri saglamasi
gerekmektedir:
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A
At < — (2.54)

Bu denklem, Denklem (2.48) ile karsilastirildiginda bu yontemde miimkiin olan en
biiyiilk zaman adiminin belirtik (explicit) yonteme gore iki kat daha biiylik oldugu
goriilebilir. Belirtik (explicit) ve ortiikk (implicit) yontemlerin ancak esit oranda
harmanlanmasi ile zaman boyutunda ikinci mertebeden hassasiyet elde edilir. Ortiik
yontemin etkisi arttirilirsa yontem daha kararli (stabil) hale gelmekte, ancak

yontemin hassasiyeti azalmaktadir.

Belirtik (Explicit) ve Ortiik (Implicit) Yontemlerinin Karsilastirilmasi: Belirtik
(explicit) ve ortiik (implicit) yontemlerini karsilastirmak amaciyla difiizyon terimi

ihmal edilerek asagida verilen zamana bagli bir boyutlu konveksiyon denklemi ele

alinsin:
l3J0) _ l3J0)
3t u ax (2.55)

Uzaysal terimler u>0 oldugu kabul edilerek FOU yaklasimi ile ve zaman terimi

sirastyla ortiik (implicit) ve belirtik (explicit) yontem ile ayriklastirilirsa:
pH = ¢p — CFL(9p*" — oi™) (2.56)

¢p*! = ¢p — CFL(P} — ¢iy) (2.57)

denklemleri elde edilir. Taylor serisi analizi yapilirsa denklemlerdeki yapay viskozite

terimi:
Ortiik (Implicit) Yontem  : (uAx/2) (1+CFL) (2.58)
Belirtik (Explicit) Yontem : (uAx/2) (1-CFL) (2.59)
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Yukaridaki esitliklerden goriilebilecegi gibi CFL=1 alinmasi1 durumunda belirtik
(explicit) yontem tam dogru sonucu verir. Ancak ayni sey ortiik (implicit) yontem
icin s06z konusu degildir. CFL>1 olursa oOrtiik (implicit) yontemde yapay viskozite
terimi daha da biiyiiyecektir. Ayrica belirtik (explicit) upwind yaklasimi taginimsallik
(transportive) ozelligine sahipken, hic¢bir ortiikk (implicit) yontem bu 6zellige sahip
degildir [92].

2.3. Ayriklastirma Yéntemlerinin Baz1 Ozellikleri

Akiglarin HAD ile analizinde kullanilan sayisal yontemlerin dogruluk (accuracy),
kararlilik (stability) ve smurlilik (boundedness) gibi ozellikleri, Navier-Stokes
denklemlerindeki terimlerin ayriklastirilmasinda kullanilan yaklasimlara baglidir. Bu
bolimde konveksiyon terimlerinin ayriklagtirmasinda kullanilan yaklasimlarin

degerlendirilmesinde kullanilan bazi 6zellikler anlatilmigtir.

2.3.1. Dogruluk (accuracy) ozelligi

Akis veya 1s1 transferi problemlerinin sayisal ¢oziimleri yaklasik ¢oziimlerdir.
Sayisal ¢oziimlerde her zaman ii¢ gesit sistematik hata mevcuttur: a) Gergek akis ile
matematik modelin analitik ¢6ziimii arasindaki fark olan “modelleme hatalar1”, b)
Lineer denklem sistemlerinin tam ¢6ziimii ile iteratif ¢oziimleri arasindaki fark olan
“iterasyon hatalari” ve c) Denklemlerin analitik ¢6ziimleri ile bu denklemlerin
ayriklastirilmas1 ile elde edilen lineer denklem sistemlerinin tam ¢ozlimleri
arasindaki fark olan “ayriklastirma hatalar1” [91]. Bu boliimde sadece ayriklagtirma

hatalarina deginilecektir.

Kullanilan ag inceldikge ayriklastirmadan kaynaklanan hatalar azalir. Bu nedenle, bir
sonlu farklar yaklagiminin dogrulugu genellikle Taylor serisi aciliminin hata derecesi
dikkate alinarak yapilir. Fakat ayni sikliktaki bir agda, hata mertebesi ayni olan
yontemler ¢oziimde birbirinden farkli hatalar iiretebilir. Cilinkii hata mertebesi ag
incelirken sadece hatalarin hangi oranda azalacagini gosterir, tek bir ag noktasindaki

hata hakkinda bir bilgi igermez [91-93].
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Kesme hatas1 ve yeniden diizenlenmis denklem (modified equation): Kesme hatasi
coziilecek olan diferansiyel denklem ile bir model kullanilarak ayriklastirilmig
denklem arasindaki farktir. Kesme hatast ve yeniden diizenlemis diferansiyel
denklem, ¢oziilecek denklemin asil denklemden nasil farkli olacagi konusunda bir
fikir verir. Bu, bir boyutlu konveksiyon denklemi dikkate alinarak basit bir sekilde

agiklanabilir.

dp 09
Fr +u P 0 (2.60)
Burada u konveksiyon hizi olup pozitif (u>0) ve sabittir. Bu denklem sadece uzay

boyutunda ayriklastirilarak yazilirsa;

0p (P — )
T + u—Ax =0 (2.61)
ifadesi elde edilir. Burada ¢ ve ¢ hiicre ara yiizlerindeki degerler, Ax ise hiicre

genisligidir. Ara yliz degerleri i¢in FOU yaklasimi kullanilsin.
$e = ¢p (2.62)

bw = dw (2.63)

Bu ifadeler Denklem (2.61)’de yerine konur, ¢w degeri ¢pp noktasina gore Taylor
serisine agihr, Ax® ve daha bliyilk hata terimleri ile zaman boyutunun
ayriklastiritlmasindan kaynaklanan hata terimleri ihmal edilirse asagidaki diferansiyel

denklem elde edilir.

dp 09 1 ’¢p 1 0%
E-FUa—EquW—EU,AX ﬁ (264)

Denklem (2.64)’lin sol tarafindaki terimler ile Denklem (2.60)’da verilen ¢6ziimii
istenen orijinal kismi diferansiyel denklemin sol tarafi tamamen ayni iken, Denklem

(2.64)’lin sag tarafinda ek terimler goziikkmektedir. Coziimii aranan diferansiyel
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denklemde (Denklem (2.60)) olmayan bu terimler, kesme hatalarindan

kaynaklanmaktadir. Denklem (2.64) yeniden diizenlenmis denklem (modified

2
equation) olarak adlandirilir. Navier-Stokes denklemleri “ZTZ gibi terimler

icermektedir. Bu terimler akista fiziksel viskozitenin difiizif Ozelligini
gostermektedir. Benzer terim yeniden diizenlenmis denklemin sag tarafinda da
goriilmektedir. Ancak bu terim tamamen niimerik hatalardan kaynaklanmaktadir. Bu
nedenle, sayisal ¢oziime sanki viskozite varmig gibi 6zellik katan bu terime “yapay
viskozite” veya “niimerik viskozite” denir. FOU yaklasimin en biiyiik dezavantaji
olan difuizif 6zellik, bu sebepten kaynaklanmaktadir [2, 9, 11, 94]. Ozellikle diisiik
Peclet sayili akislarda bu hata ¢ok biiyiiktiir.

Sayisal hatalardan kaynaklanan bagka bir sorun ise nlimerik dispersiyondur. Bu tiir
hatalar ¢6ziimde dalgalanmalara (wiggles) sebep olmaktadir. Genel olarak yeniden
diizenlenmis denklemin sag tarafindaki tiirevlerin mertebesi tek ise niimerik
difiizyon, c¢ift ise niimerik dispersiyon hatalar1 goriilmektedir. Kesme hatalarindan

kaynaklanan hatalar Sekil 2.4’te sematik olarak gosterilmistir.

r 3 A A

_q/UW
— j—

X, X, X,

a)Analitik ¢6zlim b)Niimerik difiizyon hatas1 c¢)Niimerik dispersiyon hatasi

Sekil 2.4: Kesme hatalarindan kaynaklanan hatalar [95]

Yeniden diizenlenmis denklemde tamamen niimerik orijinli olan yapay viskozitenin
olmast ¢6ziimiin dogrulugunu azaltirken, Gte yandan ¢Oziimiin kararli olmasini
saglar. FOU yaklagiminin her zaman monotonik sonu¢ vermesi kesme hatalarindan
kaynaklanan yapay viskozite igermesidir. HAD’da o6zellikle keskin gradyenlerin
(6rnegin sok) oldugu yerlerde ¢6ziim hi¢ elde edilmeyebilir. Bu nedenle en azindan

bir ¢oziim elde etmek igin bazen yapay viskozite bilingli olarak eklenir. Bu da
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beraberinde yeni bir soruyu getirir: Ne kadar dogru oldugu 6nemli olmaksizin elde

edilen bir ¢6ziim, hi¢ ¢6ziim olmamasindan daha m1 1yidir?

Ara yiiz degerlerinin hesaplanmasinda kullanilan yaklagimlar genel olarak asagidaki

gibi yazilabilir:
1 1
$e = pp + 1(1 + ) (pp — Pp) + Z(l — ) (Pp — dw) (2.65)
1 1
bw = dw + Z(l + ) (dp — dw) + Z(l — ) (dw — dww) (2.66)

Burada k, -1 ila 1 araliginda degisen gergel bir sayidir (-1< k <1). k= -1 i¢in SOU,
k=0 i¢in Fromm, k=0.5 i¢in CDS ve k=1 i¢in QUICK yaklasimlari elde edilir.

Bu ifadeler Denklem (2.61)’de yerine konulur ve ¢g, dw ve dww degerleri dp
noktasina gore Taylor serisine acilir, Ax* ve daha biliyiik hata terimleri ile zaman
boyutunun ayriklastirilmasindan kaynaklanan hata terimleri ihmal edilirse asagidaki

diferansiyel denklem elde edilir.

ap dp 1 ,0% 1 ,0%
E+Ua—ﬁ(3k’— Dudx W—g(l(‘— Dudx £ (2.67)

Denklem (2.67) ¢oziimii aranilan orijinal Denklem (2.60)’dan farklidir. Kesme
hatalarina bakilarak k-scheme i¢in yeniden diizenlenmis bu denklemin en az ikinci
mertebeden, k=1/3 olmasi halinde ise ii¢iincii mertebeden kesme hatasi igerdigi
gortlebilir. Konveksiyon terimlerinin ayriklastirilmasinda kullanilan yaklagimlarin

hata mertebesi, yaklasimlarin bir¢ok 6zelliklerinin bir arada karsilastirildigi Bolim

2.3.5’te verilen Tablo 2.3’te bir arada gosterilmistir.
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2.3.2. Tutarhhik (consistency) ozelligi

Ayriklastirilmis denklem ile tam ¢6ziim arasindaki farka “kesme hatasi (truncation
error)” denir. Ag noktalar1 arasindaki mesafeler azaldik¢a, ayriklastirilmis denklem
analitik ¢6ziime yaklasir. Bir yaklasimin tutarli olabilmesi i¢in, AX—0 ve/veya At—0
oldugunda kesme hatasi sifir olmalidir. Hata mertebesi genellikle ag noktalar
arasindaki mesafe Ax’nin ve/veya zaman adimi At’nin hata mertebesi ile orantilidir.
Eger en 6nemli terim (AX)" ve (At)" ile orantili olarak degisiyorsa, bu ydnteme n.
mertebeden yaklasim denir ve bir yontemin tutarli olabilmesi i¢in n>0 olmalidir.
Ideal olarak, tiim terimler ayn1 hata mertebesi ile ayriklastirilmalidir, ancak bazi
akiglarda daha 6nemli olan terimler (6rnegin, yiiksek Re sayili akiglarda konveksiyon
terimleri veya diisilk Re sayili akislarda difiizyon terimleri) digerlerinden daha
yiiksek hata mertebesi ile ayriklastirilabilir [91]. Tutarlilik 6zelligine sahip olmayan
bir yaklasimda, agm siklastirilmasi ile ¢Oziimiin iyilestirilmesi  kesin

olmayacagindan, yaklagimlarin bu 6zellige sahip olmasi ¢ok 6nemlidir.

2.3.3. Kararhlik (stability) ozelligi

Sayisal ¢oziim sirasinda eger hatalar artmiyorsa bu sayisal yaklasim kararhdir.
Zamana bagli problemlerde kararlilik, analitik ¢6ziim sinirlandirilmis (bounded) ise
sayisal ¢oziimiin de sinirlandiriimis (bounded) olmasini saglar. Iteratif ¢oziimlerde
ise ¢oziimiin yakinsamasini saglar [91]. Boliim 4’te anlatilan TVD yodntemlerinin
esast yaklagimlarin monotonik ve kararli olmasma dayandigindan yiiksek

¢oztiniirliklii yaklasimlarin gelistirilmesinde bu 6zellik ¢ok 6nemlidir [1].

Kararlilik 06zelliginin incelenmesi sinir sartlarinin - dikkate alindigi veya non-
lineerliklerin bulundugu durumlarda c¢ok zor olabilir. Bu nedenle, yontemlerin kararli
olup olmadig1 genellikle sinir sartlart dikkate alinmaksizin sabit katsayili lineer
problemler goz Oniine alinarak incelenir [91]. Matris denklemleri ile ¢oziilen iteratif
tekniklerin yakinsamasi genellikle hizlandirilmak istenir. Fakat bu, bazi durumlarda
ancak matris katsayilar1 kosegensel agirlikli (diagonally dominant) ise yapilabilir.

Kosegensel agirlikli  (diagonally dominant) olmayan yaklasgimlarin ¢6ziimde
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dalgalanmalara (osilasyonlara) sebep olmasindan dolayi, bazen ayriklastirma
yonteminin bu 06zellige sahip olmasi oncelikli hedef olur. Patankar [11] pozitif
katsayilarin bu 6zelligi garantiledigini belirtmistir. FOU yonteminin en biiyiik
avantajlarindan birisi bu 6zellige sahip olmasidir. Ayrica, hata mertebesi yiiksek olan
yaklasimlarin FOU tabanli yazilip, ek terimlerin kaynak terim i¢ine atilma nedeni bu
Ozelligi yakalamaktir [1]. Tutarlilik, kararlilik ve yakinsama arasindaki kavramsal

iliskinin sembolik gosterimi Sekil 2.5’te gosterilmistir [93].

YONETICI > Ayriklastrma ——>]  CEBIRSEL

KISMi
DIFERANSIYEL DENKLEM

DENKLEM ——  Tutarhlhikel——— SISTEMI

Kararlilik

TAM (ANALITIK) - Yakinsama C:] YAKLASIK
CcOzZUM Ax, At— 0 COZUM

Sekil 2.5: Tutarlilik, kararlilik ve yakinsama arasindaki kavramsal iliski [93]

2.3.4. Tasimmsalhik (transportiveness) ve konvektif kararhlik (convective
stability) ozellikleri

Bir akisin tagimmimsallik 6zelligini (transportiveness) gostermek icin Sekil 2.6°da
gosterildigi gibi P noktasinda sabit bir ¢ kaynagi oldugu kabul edilsin ve iki ug
durum ele alinsin:

e Piir difiizyon (Pe = 0)

e Piir konveksiyon (Pe — )

Piir difiizyonun (Pe=0) yani akiskanin durgun oldugu durumda ¢ her yone esit
yayilarak daire seklinde bir dagilim meydana getirecektir. Pe sayisi arttik¢a, ¢’nin

dagilimi dairesellikten eliptik bir sekle dontisecek, P noktasinin E noktasina gore

[P

etkisi daha fazla olacaktir. Pe—oo oldugunda ise E noktasinin “e” iizerinde hicbir
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etkisi olmayacak, P noktasindan yayilan ¢, aninda “e” noktasina tasimacaktir. Bu

durumda difiizyon olmadig1 i¢in ¢pe=p olacaktir.

Konveksiyon teriminin ayriklagtirilmasinda tasinimsallik (transportiveness) 6zelligi,
dolayisiyla Pe sayisi ve akisin yonii mutlaka dikkate alinmalidir. CDS yaklagiminin
giiclii konvektif akislarda basarisiz olmasinin fiziksel sebebi akis yoniinii dikkate

almamasi, dolayisiyla tasinimsallik 6zelligine sahip olmamasidir.

A
Akas yonii Pe
—_—
&
w

Sekil 2.6: Farkl1 Peclet sayilarinda bir kaynak terim etrafinda ¢’nin dagilimi [43].

Tao ve Sparrow [96], tasinamsallik 6zelligine sahip bir yaklasimda akista olusacak
herhangi bir etkinin, sadece akis yonli boyunca taginacagmni belirtir. Ayrica, bu
ozellige sahip bir yaklasimda konvektif kararsizligin goriilmeyecegini ve
taginamsallik 6zelliginin konvektif kararsizlik icin yeter sart oldugunu, gerek sart

olmadigini belirtir.

Leonard [9, 22] konvektif kararliligi, kontrol hiicresine giren konveksiyon akisinin
(Cip) kontrol hiicresi merkezine goére degisimi olarak tanimlar. Bu durumda iig¢

olasilik mevcuttur:

D I <0  Kararli duyarlilik (2.68)
C00h 0 e duvarti
Y = Er 0  Notr duyarlih (2.69)
¥, = —— >0  Kararli olmayan duyarlilik (2.70)
dp '
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Konvektif kararliligi saglamak igin, bir sayisal geri besleme mekanizmasina sahip
olmak 6nemlidir. Ornegin P noktasina disaridan herhangi bir etki, konvektif akiy1 da
etkileyecek ve o¢p sayisal yaklasim ile uyumlu olacak bir degere yakinsayacaktir.
Fiziksel agidan bakilirsa, konveksiyon akis oOzelliklerinin upwind (akisiistii)
tarafindan downwind (akisalt1) tarafina dogru tasinmasi ile ilgilidir ve konveksiyon
terimlerinin  ayriklastirilmasinda  kullanilan sayisal yaklagimlar bu 6zelligi
yansitmalidir. Bu nedenle, sayisal yaklasimin upwind (akisiisti) egilimli olmasi
gerekmektedir. Ayrica, sayisal agidan bakildiginda upwind (akisiistii) egilimli
olmayan herhangi bir ayriklastirmada, matris katsayilar1 Sayisal olarak kararh

olmadig i¢in konvektif kararlilik sorunu goriilecektir [24].

Difiizyon terimleri ikinci  mertebeden merkezi farklar yaklasimi ile
ayriklastirildiginda, difiizif kararlilik her zaman negatiftir. Kontrol hacmine giren

difiizif akinin hiicre merkezine gore degisimi her zaman negatif (fiziksel olarak her

zaman I' > 0) oldugundan, =, terimi kararlilig1 saglar.

_9CE 2T
= 0 =2z <0 (2.71)

Zp

Bu bazen konvektif kararlilik eksikligini dengelemek igin yeterli olsa da, yerel Peclet
sayisi yiiksek olan giiclii konvektif akislarda yetersiz olabilir [9]. Ikinci mertebeden
olan diger yaklasimlar geri besleme hassasiyeti olarak ya nétrdiir ya da pozitiftir. Her
iki durum da istenmez. Difiizyon terimlerinin ayriklastirilmasinda bir¢ok yaklasim
kullanilmasima ragmen ikinci mertebeden merkezi farklar yaklagiminin tercih
edilmesinin sebebi budur [22]. Konveksiyon teriminin merkezi farklar yaklagimi ile

ayriklastirilmasi halinde konvektif duyarlilik:

s = aCIF _ _uw — U, N _la_u
€= by 20x 2 9x (2.72)

olur. Goriildiigti gibi konvektif duyarlilik yerel hiz gradyenlerine baghidir. Hizlarin

sabit olmasi halinde ise;
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c= —aqbp = (2.73)

Bu durumda geri besleme duyarliligi nétrdiir. Tek mertebeden tiirevler merkezi
farklar yaklagimi ile ayriklastirildiginda geri besleme duyarliligi her zaman nétrdiir.
Konveksiyon-difiizyon denkleminde hem konveksiyon hem de diflizyon terimleri
merkezi farklar yaklasimi ile ayriklastirildiginda negatif geri besleme duyarliligi
sadece diflizyon terimine baglidir. Bu da konveksiyonun etkili oldugu durumlarda
¢oziimde dalgalanmalarin (osilasyonlarin) olmasina sebep olabilir. Konveksiyon
etkisinin difiizyona olan oranini gosteren Peclet sayisi, 1 boyutlu bir akista ikiden
kiigiik oldugunda difilizyondan kaynaklanan negatif geri besleme duyarliligi
olusabilecek dalgalanmalar1 (wiggles) bastirmak i¢in yeteri kadar etkiliyken, daha
yiiksek Peclet sayilarinda yani giiclii konvektif akisin oldugu durumlarda yeterli

olamamakta ve ¢oziimde ciddi dalgalanmalar (wiggles) goriilebilmektedir [22].

Sekil 2.7°de sabit u hiz1 ve farkli ¢pp degerleri ig¢in ¢y Ve ¢ degerleri merkezi farklar
yontemi ile bulunmustur. ¢y ve ¢ degerlerini birlestiren hatlarin birbirine paralel
(ayn1 egime sahip) olmast bu yaklasimin konvektif duyarsizligini agikca

gostermektedir. Yani ¢e-dy’'nin degeri dp’nin degisiminden bagimsizdir.

=

—> Uw —> Ue
e—————— AXC —_>| X'
Sekil 2.7: Merkezi farklar yonteminin konvektif duyarsizlig: [9]
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Konveksiyon terimlerinin birinci mertebeden upwind yaklasimi ile ¢6ziilmesi halinde
ulagilan kararli konvektif duyarlilik sematiksel olarak Sekil 2.8’de goriilmektedir.
Ancak Kkararlilik, dogruluktan &diin verilerek niimerik difiizyon sayesinde
saglanmistir. Diger yaklasimlarin konvektif duyarliliga sahip olup olmadiklar1 Tablo

2.3’te verilmistir.

bp
-~
-
”
»”
. $e
- -
” -
’f ,J’
-
P -
’/”4 ‘-—_--
I’r’ —“——
bw POtk
z
=" -=--
-
-~
il
-~
oy
—>Uw > U,
>
— /—\XC | X

Sekil 2.8: Birinci mertebeden upwind yonteminin kararh konvektif duyarlilig: [9]

2.3.5. Simirhilik (boundedness) ozelligi

Sayisal ¢oziimlerle elde edilen bazi parametrelerin fiziksel olarak bir anlami
olabilmesi icin degerleri belli sinirlar icerisinde olmalidir. Ornegin yogunluk,
tiirbiilans kinetik enerjisi vb. biiytikliikler her zaman pozitif olmalidir. Konsantrasyon
gibi degerler i1se %0 ila %100 arasinda olmalidir. Kaynak terimin olmadigi 1s1 iletim
denkleminde oldugu gibi, maksimum ve minimum sicakliklar sinirlarda oldugundan
aradaki degerler sinir sartlarindan daha biiylik veya daha kii¢iik olmamalidir [83].
Ancak sadece birinci mertebeden yaklagimlar smirlilik (boundedness) ozelligini
saglar. Iki veya daha yiiksek hata mertebesine sahip olan yaklasimlar smirlilik
(bounded) ozelligine sahip olmadiklarindan ¢oziimde fiziksel olmayan sonuglar
goriilebilir. Bu sorunlar genellikle agin c¢ok seyrek oldugu yerlerde goriliir.
Dolayisiyla, ¢oziimde dalgalanmalarin oldugu yerler, hatalarin biiyiik oldugu

dolayisiyla agin inceltilmesi gerektigi konusunda bir isaret verir. Ayrica siirlilik
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(boundedness) 6zelligi olmayan yaklagimlarda ¢oziimde kararsizlik ve iraksama gibi

sorunlar goriilebilir [91].

Gaskell ve Lau [24], interpolatif (interpolative) ve hesaplanmis (computed) olmak
tizere iki farkli smrlilik 6zelligini tanimlar. Buna gore, hesaplanmis smirlilik
ozelligine sahip herhangi bir yaklagim ile elde edilen sonuglarda, ¢6ziimde overshoot
(siniriistil) veya undershoot (siniralt1) goriilmez. Interpolatif smirlilik &zelligi ise,
herhangi bir yaklasim ile ara yiliz degeri hesaplanirken, bu degerin komsu diigiim
noktalarindan daha biiyiikk veya kiiglik olmamasi demektir. Yani, komsu digiim
noktalart haricindeki diger diigiim noktalar1 kullanilamaz. Bu 6zelligi sadece FOU ve
CDS yaklagimlar1 saglamaktadir. Bir yaklasimin hesaplanmis smirli sonuglar
verebilmesi i¢in, interpolatif sinirlilik 6zelligi gerek sartlardan birisidir, yeter sart
degildir. Bu durum giiglii konvektif akislarda CDS yaklasimi ile elde edilen

sonuclarda goriilebilir.

Eger matris katsayilar1 kdsegensel agirlikli (diagonally dominant) ise sayisal ¢oziim
sinirlandirilmis (bounded) olmak zorundadir. Bu kosul saglaniyorsa, istenilen bir
noktadaki degiskenin degeri sadece komsu noktalarin agirlikli bir ortalamasi olur.
Ayrica, bu durumda yaklasim sayisal olarak da kararlidir [24]. Kosegensel agirlik
(diagonally dominant) 6zelligi bir ayriklagtirma yaklagimmin degerlendirilmesinde
onemli olmasina ragmen, tek basina problemin fizigi hakkinda c¢ok fazla bilgi
vermez. Ornegin, hiicresel Pe sayist kritik bir degeri astigi zaman, matris artik
kosegensel agirlikli (diagonally dominant) olmadigr i¢in ¢6ziimde dalgalanmalarin
(osilasyonlarin) olabilecegi belirtilir. Ancak, hiicresel Pe sayisi dalgalanmalarin asil
sebebi degildir ve sadece konveksiyon terimlerinin ayriklastirilmasinda kullanilan
yaklasimdan kaynaklan dalgalanmalarin artmasinda veya azalmasinda etkisi goriiliir
[24]. Ornegin bazi1 ¢alismada CDS yaklasimu ile yapilan ¢oziimlerde yerel Pe sayisi
kritik Peclet sayisindan (bir boyutlu akista Pey=2) ¢ok daha biiyiikk (Pe=180)

olmasina ragmen dalgalanmalarin (osilasyonlarin) goriilmedigi belirtilmistir [7, 26] .

Smirlilik (bounded) o6zelligine sahip olmasi icin gerekli baska bir oOzellik ise
ayriklastirtlmis denklemdeki tiim katsayilarin pozitif olmasidir. Fiziksel olarak bu,

herhangi bir ag noktasinda bulunan bir degiskendeki artis komsu noktalardaki
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degiskenin artisina sebep olmalidir seklinde agiklanabilir [83]. Yiiksek ¢oziiniirliiklii

yaklagimlarin sinirlilik 6zellikli (boundedness) olmasi i¢in bazi kriterler 6nerilmistir.

Bu kriterler Boliim 4’te anlatilmistir.

Bu bolimde anlatilan konveksiyon terimlerinin ayriklastirilmasinda kullanilan

yaklasimlarin kesme hatasi, konvektif kararlilik, smirlilik 6zelligi ve bir boyutlu

akista kararli oldugu kritik Peclet sayis1 gibi 6zellikleri Tablo 2.3’te verilmistir.

Tablo 2.3: Sik kullanilan yaklasimlarin bazi 6zellikleri [24].

Sinirlilik (boundedness)
Kesme hatasi Konvektif ozelligi Peysitic
kararlilik Hesaplanmig Interpolatif
(computed)
FOU udx o ~ — Kararh Var Var %
2 AX
2
CDS uix ; 0 notr Yok Var 2
2 3
sou U . L Yok Yok o
8 f 2AX
2 3
Fromm _ubx _ Y yararh Yok Yok 4
g 4AX
3 3
QUICK — UAXT ~ Y kararh Yok Yok 8/3
16 * [ 8AX

2.4. Basing Diizeltme Algoritmalar:

Denklem (2.1)’de verilen genel transport denklemi iki boyutlu zamandan bagimsiz

bir akis icin asagidaki sekilde yazilabilir:

u momentum denklemi;

d d o]
% (puu) + 3y (puv) = a(

v momentum denklemi;

6u>+ 0 (
Hox dy “ay
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6( )+6( )_6( av)+6( av) 6P+S
0x puy dy pve ~ ax \Hox dy ”ay dy v (2.75)

Siuireklilik denklemi;

0 d
F (pu) + ay (pv) =0 (2.76)

Yukaridaki denklemlerin ¢ozlimiinde iki temel problemle karsilasilir;

e Momentum denklemlerindeki konvektif terimler lineer degildir.

e Yukaridaki denklemlerde hiz bilesenleri her iki momentum denkleminde ve
stireklilik denkleminde goziikiirken, basing sadece momentum denkleminde vardir

ve basing i¢in ayrica bir hareket denklemi veya bagka bir denklem yoktur.

Bu sebeplerden dolayi, momentum denklemlerinin ¢éziimiindeki en biiyiik sorun
basing terimlerindedir. Genellikle akis hesaplarinda ¢oziimiin bir pargast olarak
basinglarin da hesaplanmasi gerekir. Eger akis sikistirabilir ise siireklilik denklemi
yogunluk i¢in ve yukaridaki denklemlere ek olarak enerji denklemi de sicaklik i¢in
transport denklemi olarak yazilabilir. Bu durumda basing; sicaklik ve yogunluk
iliskisinden bulunabilir. Ancak akis sikistirllamaz ise yogunluk sabit olmakta ve
basingla herhangi bir iliskisi olmamaktadir. Bu durum ise denklemlerin ¢oziimiinii

zorlastirir.

Momentum denklemlerinin ¢6ziimiinde, olusturulan agda oncelikle hizlarin nerede
bulunacagina karar verilmesi gerekir. Hizlarin basing, sicaklik gibi diger
degiskenlerle ayn1 noktada bulunmasi mantikli gbziikmesine ragmen, bu durumda
tiniform olmayan basing, ayriklagtirilmis momentum denkleminde {iniformmus gibi
goziikmesine sebep olabilir. Bu sorun, Sekil 2.9’da goriilen iki boyutlu basit bir

ornek ile daha acik bir sekilde gdsterilmistir.
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Sekil 2.9: Checker-board basing alani

Sekil 2.9°da gosterilen agda, basing degerlerinin herhangi bir sekilde elde edildigi
kabul edilsin. Buna goére u momentum denkleminde basing terimi lineer

enterpolasyon ile ayriklastirildiginda,

(Pg +Pp) (Pp+Py)
2 2

op _F—h _ _Pe— Py 2.77)
0x ox Ax 2Ax

ve benzer sekilde v momentum denklemi i¢in

P _Py—Ps
dy  2Ay (2.78)

ifadeleri elde edilir. P noktasindaki basing, yukaridaki her iki denklemde de
gozilkmez. Bu durumda, basing gradyenlerinin sifir oldugu goriliir. Sonug olarak
fiziksel bir anlami olmamasina ragmen ayriklastirilmis momentum denkleminde
basing terimleri tiniform olarak goziikebilir. Basinglar arasindaki baglanti sorunu
siireklilik denkleminin ayriklastirilmasinda da goriiliir. Zamandan bagimsiz bir

boyutlu, sabit yogunluklu bir akis i¢in siireklilik denklemi asagidaki gibidir.
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du — 0
T (2.79)

Bu ifadenin Sekil 2.1’de gosterilen kontrol hacmi {izerinde integrasyonu sonucu

up +ugp Uy +up
> T T =ug—uy =0 (2.80)

ifadeleri elde edilir. Goriildiigii gibi siireklilik denkleminde yer alan hizlar kontrol
hacminin ara yiizlerinde degil, digim noktalarindaki hizlardir. Bu durumda
stireklilik denklemi saglanmasina ragmen, fiziksel olarak miimkiin olmayan sonuglar
elde edilebilir [83]. Asagidaki 6ncelikle bu sorunu ¢6zmek igin gelistirilen ag sistemi

anlatilmistir.
2.4.1. Kaydirilmis degiskenli ag sistemi (Staggered grid)

flk defa Harlow ve Welch (1965) tarafindan kullanilan bu ydéntem, HAD’da ¢ok
yaygin olarak kullanilir [83]. Sekil 2.10°da iki boyutlu kaydirilmis degiskenli bir ag
sisteminde degiskenlerin yerlestirildigi hiicreler ayrintili bir sekilde gosterilmistir.
Sekilde goriildiigli gibi basinglar (e) seklinde gosterilen kontrol hacminin merkezine,
hizlar ise kontrol hacminin ara yiizlerine yerlestirilmis ve oklarla gosterilmistir.
Yatay oklar (—) u hizlari, diisey oklar ( T ) ise v hizlarmi gostermektedir. Skaler
hiicrelerde u hizlari, hiicre ara yiizlerinin dogusuna (e) ve batisina (w), v hizi ise
kuzeyine (n) ve gilineyine (s) yerlestirilmistir. Tiim islemler skaler hiicrede yapildig
i¢in, bu hiicrelere “Basing Kontrol Hiicreleri” de denir. u ve v hiicreleri ise skaler

hiicreden ve birbirlerinden farklidir [83].

Kaydirilmis degiskenli ag sisteminde, basinglar u kontrol hiicrelerinin ara yiizlerinde

bulunmaktadir. Basing gradyeni asagidaki gibi ifade edilebilir.

P _Pp—Py
ox  Axy (2.81)
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Burada Ax,, u-kontrol hiicresinin genisligini gostermektedir. Benzer sekilde basing

gradyeni v-kontrol hiicresi i¢in,

oP _ Pp—Ps
dy Ayy

(2.82)

yazilabilir. Burada 8yy ise v-kontrol hiicresinin genisligini gostermektedir.
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Sekil 2.10: Kaydirilmis degiskenli ag sisteminde kontrol hiicrelerinin yerlesimi

Yukarida anlatilan checker-board probleminde Denklem (2.81) ve Denklem (2.82)
kullanildiginda, fiziksel anlami1 olmayan sonuglarin engellendigi ve sifir olmayan
basing terimlerinin elde edildigi goriilebilir. Bu ag yapisinin bir diger avantaji, skaler
kontrol hacmi simirlarinda ihtiyag duyulan kiitlesel akilarin enterpolasyona gerek
duyulmadan, dogrudan o noktalarda bulunan hizlardan hesaplanmasini mimkiin
kilmasidir. Asagida kaydirilmis degiskenli ag sisteminde momentum denkleminin

ayriklastirilmasi anlatilmagstir.

Sekil 2.10’a gore ayriklastirilmis momentum denklemi asagidaki gibi yazilabilir:
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Py =Py s
aju;; = Z App Unp — TAVL + SAV, (2.83)
u

veya

QUi = Z G Uny + (Pro1y = Pry)Aiy + by (2.84)

Yukaridaki denklemde AV,; u hiicresinin hacmini, b;jj=SAV,; momentum kaynak
terimini ve Aj;; U kontrol hacminin dogu (e) veya bati (w) hiicresinin alanini
gostermektedir. XappUn, ifadesi komsu terimleri [(i-1,J), (i+1,J), (i,J+1),(i,J-1)]
icermektedir. Bunlarin konumlar1 Sekil 2.11°de ayrintili bir sekilde gosterilmistir. aj
ve an, terimlerinin katsayilari FOU, SOU vb. bir yaklasim ile hesaplanilabilir.
Katsayilar u kontrol hacmi yiizeylerinde kiitlesel debi (F) ve diflizyon (D) ifadelerini
icerir. Asagida u kontrol hacminin e, w, n ve s ylizeyleri icin F ve D degerleri

verilmistir.

i l Ui j 1) l i

+ 1 H 1

J+1 | N |
L Y, I-l-,j:rIT- """""" o _}\71}{ """ yTTTTTT |

Uj.1 _Ji Ui_Ji U.i+1,Ji
J— . 9 — & . *—

W: W VP e : E

T —E_""“V_I-_ITjI_ __________ s {i&j ______ [

E Ui 11 i

e ! s 7 e

+

+—

I+1

J-I—T
I-2

[
—_—

i-1 -1 i I
Sekil 2.11: Kaydirilmis degiskenli ag sisteminde u kontrol hacmi {izerinde hizlarin gosterimi
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Fw = (,DU)W = 2
1 /p1y+pi-1y Pr-1) + P1-2)
=3 15w+ (PP )
Fipr; +F,
Fo= (pu), = ——5—*
1 pry1y +p1y Pyt Pi-1)
= (s + ()
F]" + Fl—l,'
E= (pv)s = %
1 pr;+prj-1 Pr-1; + Pr-1)-1
=3 1) o + (v
Frjvi+F_1j41
1 (prj+1+p1y Pr-1j+1 + Pr-1y
=5 [(T) Vpj+1 T ( > )vl—l,j+1]
I_
D, = 1-1)
Xi — Xi—1
¥
D, = —
Xit1 — X

R e e e e S
° 40 — y-1)
Dy H g + g + 1
41— Y))

Dy,

(2.85q)

(2.85b)

(2.85¢)

(2.85d)

(2.85¢)

(2.85f)

(2.850)

(2.85h)

Bu esitliklerde goriildiigi gibi, skaler degiskenler veya hizlar hesaplanilirken u

kontrol hiicresi iizerindeki degerler kullanilir. Hesaplanmak istenen deger, en

yakininda degerleri bilinen iki veya dort diigiim noktas: kullanilarak hesaplanir.
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Yukaridaki ifadeler hesaplanirken bir dnceki iterasyonda elde edilen u ve v hizlari,

birinci iterasyonda ise baslangi¢ degerleri kullanilir.

Benzer ifadeler v momentum denklemi igin de yazilabilir:

avij = Z @ U + (Prj-1 = Piy)Ar; + by (2.86)

Denklem (2.86)’daki Xanpvnp ifadesi komsu terimleri icermekte olup Sekil 2.12°de
ayrintili bir sekilde gosterilmistir. a;; ve anp katsayilar: kiitlesel akis debisini (F) ve
diftizyon (D) katsayisini igerir. Bu degerler, u momentum denklemine benzer bir
sekilde elde edilir.

J+1 I l

i
! N :
L [ | I (I N
! Vij+1 H
: i
: 1
ui; U1 !
L{—P n‘ i+1,J,
I Wi :
: :
i :
: :
W e
L R R i F R [ .
J IVI-I,J’ i P {Vl,j : E IVLJ'
i i
1 :
Ui n1i Uis1 111
J-1—e .

TR N IS LA ) N
! i S {VLj.] E

—

I-1 1 I i+l I+1

Sekil 2.12: Kaydirilmis degiskenli ag sisteminde v-kontrol hacmi {izerinde hizlarin gosterimi
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Ij T Pt 1-1)-1 T Pj-1
B E[ 2 if ¥ 2 L]—1]
Fiy1j +Fipq-
E’:‘ = (pu)e = i+1] 2 i+1,/-1
L (Pr+1) +p1y P11+ Priry1 (2.87D)
= E[ - 2 Uiyry t > ui+1,j—1]
FI,—l + F],
F= (ov), =L
2.87
Lj=t * Plj=2 1) 1 PL-1
1 .p +p pr;+p (2.87c)
_E[ - 5 vt T V4]
Frj1+F;
_ 1Pyt Py Prj+1+ Piy (2.87d)
_E[ 2 vij + - 2 Vpj+1]
D = [_qj-1 + 10y + I
: 4(x; = x1-1) (2.87¢)
— Mj—1+ Ty ya 0y + Ty
’ 4(xp41 — 1) (2.87f)
-1
Ty ya (2.879)
D oy
" Y Y (2.87h)

Her iterasyonda F degerleri bir Onceki iterasyonda hesaplanan u ve v hizlan
kullanilarak hesaplanir. Verilen bir basing alani i¢in Denklem (2.84) ve Denklem
(2.86)’daki ayriklastiritlan momentum denklemleri, her bir u ve v kontrol hacmi igin

yazilabilir. Bu sekilde her bir kontrol hacmi i¢in hizlar ¢oziiliir. Elde edilen hizlar

49



stireklilik denklemini sagliyorsa, basing degerleri dogrudur. Eger basinglar
bilinmiyorsa, basing degerlerini hesaplamak i¢in ayrica bir yonteme ihtiya¢ duyulur.
Bu ag sisteminin dezavantaji1 ise fiziksel yapidan daha c¢ok algoritmik yapiya sahip
olmasidir. Farkli kontrol hacimlerinin kullanilmas1 degiskenlerin zahmetli bir sekilde
indislendirilmesini gerektirmektedir. Ozellikle smirlara yakin bélgelerde eksik
diiglim noktalarindan ve farkli kontrol hacim siirlarindan dolayi karisik algoritmalar
kullanmak gerekir. Bu durum bilgisayar programinin gelistirilmesinde hataya miisait

bir durum olusturmaktadir.
2.4.2. SIMPLE algoritmasi

SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations) algoritmasi,
Patankar ve Spalding [11] tarafindan gelistirilmistir. Bu bdoliimde, SIMPLE
algoritmas1 zamandan bagimsiz (kararli) iki boyutlu bir akis icin kartezyen
koordinatlar kullanilarak anlatilmistir. SIMPLE algoritmasinda ¢6ziime tahmini bir
basing degeri, p* ile baglanir. Ayriklastirilmis momentum denklemi dncelikle tahmini

degerler ile ¢oziiliir.
Qi Uy = Z G Uy, + (P_1y = Piy)Aiy + by (2.88)

Ay vpj = Z by + (Ply—1 = Pfy)A1; + by (2.89)

Yukaridaki denklemlerde iist indis * isareti (p’, u’, V) ilk tahmini degerleri
gostermektedir. Gergek basing degeri, p ile tahmini basing degert, p* arasindaki fark

p ile gosterilmektedir.

p=p +p (2.90)

Benzer sekilde gercek hiz degerleri u ve v ile tahmini hiz degerleri u” ve v’

arasindaki fark sirasiyla u ve v ile gosterilebilir.
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usu+u (2.91)
VIV +V (2.92)

Denklem (2.84)’ten Denklem (2.88) ve Denklem (2.86)’dan Denklem (2.89)

cikartilirsa sirastyla agagidaki momentum denklemleri elde edilir:
aiy (uiy — ujy) = Z Gy (npy — ) + [(Pr—1y — Piay) — (Pry = Piy)1Ay (2.93)

ar (v — vij) = Z Ay (W = V) + [(Pry—1 = Piy—1) — (Pry - Piy)1A;; (2.94)

Yukarida elde edilen Denklem (2.84) — Denklem (2.92), Denklem (2.93) ve Denklem
(2.94) kullanilarak diizenlenebilir:

Apy Uiy = Z Anp Unp + (P11 — Prp) Ay (2.95)

ap; v; = z Anp Vyp + (Prj—1 = Pry)A (2.96)

Bu denklemlerdeki bazi terimlerin ithmal edilmesi veya kiiciik degisiklikler yapilmasi
sonucu farkli algoritmalar ortaya ¢ikar. SIMPLE yonteminde Denklem (2.95)’te
SanUn, , Denklem (2.96)°da ise YanVap terimleri ihmal edilir. Bu kabul yapilarak

denklemler tekrar diizenlenebilir:
wy =diy(P1y = Pry) (2.97)

vy =dp; (P = Pry) (2.98)

A A
Yukaridaki denklemlerde d,;=—= ve d, ,=—2"dir. Denklem (2.97) ve

Lj
a, a

Lj

Denklem (2.98), Denklem (2.91) ve Denklem (2.92)’da yerine yazilirsa:
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wy = uiy +diy (P_gy — Ppy) (2.99)
v = vij +d (P = Py) (2.100)
Benzer ifadeler ujs1j Ve Vj 341 i¢inde yazilabilir.

Upsry = U1y + dipry Py — Priy) (2.101)

Vi1 = Vi1 + dijaa(Pry = Prygr) (2.102)

i+1,)

A j+
ve d,,,,= —>=" dir. Bu béliime kadar

i+1,J 1Lj+1

Yukaridaki denklemlerde d,, ;=

hep momentum denklemi incelendi. Ancak aynm1 zamanda hizlarin siireklilik
denklemini de saglamas1 gerekir. Sekil 2.13’de goriilen skaler hiicre icin siireklilik

denklemi ayriklastirilirsa Denklem (2.103) elde edilir.

[(PuA)i+1,] - (PuA)i,/] + [(va)I,j+1 - (PUA)I,j] =0 (2.103)

[pi+1,]Ai+1,] (u?+1,1 +dit1y (PI’,] - P1’+1,1))
—pijAaig (u;‘] +d;y(Pr_yy — PI]))]
+ [pi,j+1AI,j+1 (vl*,j-i-l +dpj (PI,,] - P;,]+1))
— p1jAL (Vz*,j +d;j(Pryy =P 1’.1))] =0

(2.104)

. N J+1
S e e ---
—— — ;
w w P € F
R I ------------ j
. S | J-1
1-1 i I i+1 I+1

Sekil 2.13: Siireklilik denkleminin ayriklastirildig: skaler kontrol hacmi
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Denklem (2.104) diizenlenerek asagidaki gibi yazilabilir:

a1 Py = Qrp1y Py + a1y Piogy + @ Pryps + a1 Pry_q + by (2.105a)
iy =1y t -1y + a1 +a (2.105b)
ary1y = (pdA)iv1y (2.105c)
a;—1y = (pdA)y; (2.105d)
arj+1 = (pdA)j41 (2.105¢)
ary-1 = (pdA)y; (2.105f)
by = (puw'A)iy — (pu'A)iy1y + (pv*A)j — (pv*A) 41 (2.1050)

Denklem (2.105)’te verilen ayriklastirilmis siireklilik denklemi, basing diizeltme
denklemi olarak kullanilir. Denklemdeki kaynak terim b’, tahmini hiz degerlerinden
(u*, v*) kaynaklanan siireklilik denklemindeki hata payidir. Thmal edilen terimler
(Zanbunb’ ve Zanbvnb’ ) sonuglar1 etkilemez. Ciinkii basing ve hiz diizeltmeleri ¢6ziim

yakinsadiginda sifir (p’ = p, u = uve v’ = v ) olacaktir.

SIMPLE yonteminde yakinsamayi saglayabilmek i¢in, iterasyon boyunca hiz ve

basing diizeltmelerinde alt relaksasyon (under-relaxation) faktorii, a kullanilir.

P =p" + o’ (2.106)
W = oy U+ (1 - agu ™ (2.107)
V= o v+ (1-a)v ™ (2.108)
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Yukaridaki denklemlerde o, ay Ve oy alt relaksasyon katsayilaridir ve degerleri 0 ila

" ve v"! ise bir onceki iterasyondan bulunan hiz degerleridir.

1 arasindadir. u
Ayriklagtirilmis momentum denklemleri alt relaksasyon katsayist kullanilarak

asagidaki sekillerde yazilabilir.

a‘v] av] -1

—uyy = ) awptny + (Proy = Pry)Ay + by + | (1) —=| ) 2.109
oy App Upp + (P P, )A +b;+|(1—a,) u(] ) ( )
au au

ap; aj; -1

—Ly; = Z Gnp Vnp + (Prj—1 — Pry)Ap; +byj + [(1 —ay) —j] Vz(;l . (2.110)
au aU

SIMPLE algoritmasinin akis Sekil 2.14’te gosterilmistir. Alt relaksasyon katsayisi
(o) akisa bagli olarak segilmelidir. Cok biiyiik segilmesi halinde osilasyonlara veya
¢Oziimiin 1raksamasina, kiigiik sec¢ilmesi halinde ise yakinsamanin c¢ok yavas

olmasina sebep olabilir [83].
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BASLA

Baslangi¢ degerleri p*,u*,v*,q)*

A 4

v

Ayriklagtrilmiy  Momentum denklemlerini ¢éz

aiju; = Z Ay Unp + (Pliy — Pl YAy + by

ai Vi = Z A Vpp + (Pl — PLp)A + by

u v

A 4

Basing duizeltme denklemini ¢6z

arpPry=ar 1y 1y Yy Py Yy 1Py« gy aPryp + by

p

Basimnglar1 ve hizlan diizelt

Yeni degerler
P=p.-u=u

vi=v , ¢*=¢

PI,] = P;:j +PI:,]

uiy = uiy +diy (P — Piy)

Vij = vf,j +dy i (Pryo1 — Pry)

s
p.u.v.,d

v

Ayvriklagtirilmig diger hareket denklemlerini ¢oz

arppry = a1 yPr-1; Yy brery a1y Y apppary

Yakinsama?

F 3

Hawir \

Evet

ow )

Sekil 2.14: SIMPLE algoritmasinin akis semasi [83].
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2.4.3. SIMPLER algoritmasi

SIMPLER (SIMPLE Revised) algoritmasi Patankar tarafindan gelistirilmistir [11].
Genellikle basing diizeltme denklemi hizlarin diizeltilmesinde kullanildiginda
yeterince iyi bir sonug elde edilirken, basinglarin diizeltilmesinde ¢ok etkili olmaz.
Bu yiizden basinglar bulunurken herhangi bir diizeltme kullanmaya gerek yokken,
hizlar SIMPLE yonteminde oldugu gibi hiz diizeltme denklemleri (Denklem (2.97) -
(2.100)) kullanilarak bulunur. SIMPLER algoritmasinda siireklilik denklemi
(Denklem (2.101)) SIMPLE algoritmasindaki gibi basing diizeltme denklemi olarak
degil, basing i¢in ayriklastirilmig bir denklem elde etmek i¢in kullanilir.

Ayriklastirilmis momentum denklemleri (Denklem (2.88)— (2.89)) asagidaki sekilde

diizenlenebilir.

X npUny + by Ay

Uy = o + o (Pr-1y — Pry) (2.111)
X Anp Vnp + by 1j

vy = @, + o (Pry-1—Pry) (2.112)

SIMPLER algoritmasinda sahte hizlar asagidaki sekilde tanimlanmistir:

~ Z QAnp Unp + bi,j
ui’] = ai] (2113)

Z Anp Unp + bI,j

v = @, (2.114)

Bu tanimlamalara gore Denklem (2.111) ve Denklem (2.112) asagidaki sekilde

yazilabilir:

Wiy =Wy +diy(Pray = Pry) (2.115)
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vij = V1 +dpj(Prj1 = Pry) (2.116)

Bu denklemler ayriklastirilmig siireklilik denkleminde (Denklem (2.101)) yerine

yazilip diizenlenirse asagidaki genel formda yazilabilir:

a;;Pry = app1yPryyy + a1 Py + g aPryg v a1 Pryoq + by (2.117)
Yukaridaki denklemde kullanilan katsayilar, kaynak terim (b, ;) terimi hari¢ SIMPLE

algoritmasindaki katsayilar ile aynidir. SIMPLER algoritmasinda kaynak terim
hesaplanirken asagida gosterildigi gibi sahte hizlar kullanilir [83].

by = (plid); — (piA) i1, + (pDA) 1 — (pDA) 1 j11 (2.118)
2.4.4. SIMPLEC algoritmasi

SIMPLEC (SIMPLE - Consistent) algoritmasi Van Doormal ve Raithby [97]

tarafindan  gelistirilmistir. SIMPLE algoritmasindan farki, basing diizeltme

denklemlerinde ihmal edilen terimlerin farkli olmasidir. > a u, terimi Denklem

(2.95)’te eklenip ¢ikarilir ve diizenlenirse hiz diizeltme formiilii su sekilde yazilabilir.

(a;; — Z ) Uy = Z U Uy = i) + (Pi_1y = Piy)Aiy (2.119)
Esitligin sag tarafindaki terim ihmal edilirse;

Uy = dij(Pro1y = Pry) (2.120)

Al,]

d, = T (2.121)

Benzer islemler v diisey hiz i¢in yapilarak asagidaki denklemler elde edilir.
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v =i (Pry-1 = Ppy) (2.122)

A

d . =—22
Y G = Y an (2.123)

Gorildigi gibi SIMPLEC algoritmasinin SIMPLE algoritmasindan tek farki, d

terimlerinin farkli sekilde hesaplanmasidir [83].
2.4.5. PISO algoritmasi

PISO ( Pressure Implicit with Splitting of Operators) algoritmasi aslinda zamana
bagli olmayan sikistirilamaz akiglarin iteratif olmayan hesaplamalar i¢in gelistirilen,
daha sonra zamana bagli olan akislarin iteratif ¢ozlimlerine basariyla uygulanmig
basing hiz alanimi hesaplayan bir algoritmadir [83]. PISO algoritmasi, SIMPLE
algoritmasindaki bir tahmini deger ve bir diizeltme adimina ek olarak bir diizeltme
adim daha igerir. PISO algoritmasinda momentum denklemleri tahmini u~ ve v~
hizlar1 yardimiyla ¢oziiliirken SIMPLE algoritmasinda oldugu gibi p* degerlerinden
yararlanilir. Basing alani p* dogru olmadikea, u ve v hizlar siireklilik denklemlerini
saglamayacaktir. SIMPLE algoritmasinda dogrultma adiminda elden edilen hiz
alantyla ayriklastirilmis siireklilik denklemini sagladigi yukarida anlatilmisti. PISO
algoritmasinda hiz diizeltme denklemleri de, SIMPLE algoritmasindaki Denklem
(2.96) ve Denklem (2.97) ile aynidir. Sadece bir diizeltme adimi1 daha vardir. PISO

algoritmasinda biraz farkli notasyonlar kullanilir.

P =p +p (2.124)
uT=u U (2.125)
VISV HY (2.126)

Bu formiiller diizeltilmis u_ vev' hizlarini tanimlamakta kullanilir.
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uij =ujy + diy(Pray = Pry) (2.127)
vij =vij + diy(Py_1 = Pry) (2.128)
Denklem (2.127) ve Denklem (2.128), SIMPLE algoritmasindaki gibi Denklem
(2.103)’te yerine konularak basing diizeltme denklemi (Denklem (2.105)) elde edilir.
PISO algoritmasinda bu denkleme ilk basing diizeltme denklemi denir ve ilk basing

diizeltme alanimin (p) ¢oziimiinde kullanilir. Basinglar elde edildikten sonra

Denklem (2.127) ve Denklem (2.128) denklemlerinden u™ ve v hizlari elde edilir.

PISO algoritmasini SIMPLE algoritmasindan ayiran nokta, ikinci bir diizeltme
adiminin olmasidir. u~ ve v hizlar icin ayriklastirilmis momentum denklemleri

yeni notasyonlar ile asagidaki gibi yazilabilir.
a; Uiy = Z Wty + (Pi2ay — Pij)Ayy + by (2.129)

a,;vr; = Z @y vy + (Prj—1 = Pij)Ar; + by (2.130)

iki defa diizeltilmis hiz alamyla (u~ ve v ) momentum denklemleri bir daha

¢Oziiliir.
a; uiy = Z Qi+ (Pi21y = Pij")Aiy + by (2.131)
a,_]-v,*;* = Z Anp Ur*l;; + (P;:;*_1 - P;:;*)AI,] + bl,j (2132)

Denklem (2.129)’un Denklem (2.131)’den, Denklem (2.130)’un ise Denklem
(2.132)’den ¢ikarilmasiyla sirasiyla asagidaki denklemler elde edilir:

2. Gy (Unp — Unp)

aij

k%

+diy(P_1y — Pry) (2.133)
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X anp (Vpp — Vpp)

v,*j =vt + "
L,j

1j +d (P —Py) (2.134)

Yukaridaki denklemlerde p  ikinci basing diizeltmesidir. Bu durumda

P =p +p (2.135)
yazilabilir. v vev  hizlarmm ayriklastirilmis siireklilik denkleminde (Denklem

(2.103)) yerine yazilarak ikinci basing diizeltme denklemi elde edilir. Bu denklem

diizenlenerek asagidaki gibi yazilabilir.

a Py = ap1yPrygy t a1 Py + a1 Pyt agaPryq + by (2.136)

Yukaridaki denklemdeki katsayilar SIMPLE algoritmasindaki ile tamamen ayni olup,

tek fark kaynak teriminin (b; ;) hesaplanmasindadir.

" pA *% * pA *k *
b],] = (7)] Z QAnp (unb - unb) - (7) T Z Anp (unb - unb)
i i+1,

+ <_> z Anp (vnb - vnb) - <_) Z Anp (vnb - vnb)
a’y; a’rj+1

Denklem (2.137)’de u” ve v hizlarmin siireklilik denklemini saglamasindan dolay1

(2.137)

kaynak terim [(pu A)i; - (pu Adisry + (pV A)ij -(pV A)yju1 ] sifirdir. ikinci basing

dizeltmesi

*

P =p +p =p +p+p (2.138)

denklemiyle ifade edilir ve sonunda ikinci defa diizeltilmis hizlar Denklem (2.133)

ve Denklem (2.134)’ten elde edilir.

PISO algoritmasi basing diizeltme denklemini iki defa ¢ozer. Bu yiizden ikinci basing
diizeltme denklemindeki kaynak terimi depolamak igin bilgisayarda daha fazla gegici

hafizaya ihtiyag¢ vardir [83].
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BASLA

Baglangig degerleri p*,u*,v*,q)*

A 4

A
SIMPLE algoritmasiin ilk 3 adummim uygula

s Ayriklagtinlmis momentum denklemlerini ¢6z
¢ Basing diizeltme denklemini ¢6z

e Basmg ve hizlan diizelt

EE .
p:u 7V:p

4
Ikinci basing diizeltme denklemini ¢z

arfPry =i ypim1y Y ape Py Y a1 Pyt agp Py + iy

Basinci ve hizlar diizelt

P.;i_?*=Pii]+PIJ+PIJ

2ty (Unh — Uy ) o o
Yeni degerler a, +diy Py —Pry)

p*:p’u*:u ET3 *

V*:V q)*:q) sk . ' Z Qi (Unb B Unb)
] Ul,j _vl,j +dI,j(PI,]*1 _PI,])-I_ a.]

L,

u:}* = u;j + di,](Pl’fi,] _P[,]) +

+d;; (PII,,]fi - PI,,,])

Y

p=p .u=u ,v=v" olarak ata

'pauavaq)

¥

Ayriklagtirilmig diger hareket denklemlerini ¢6z

ar by =@ 1yPr1y Yy Proyy tag 1 bryo1 Fag by by

¢
¥
< Yakinsama? )
Hayir PN

Evet
[ DUR W

Sekil 2.15: PISO algoritmasi akis semasi [83].
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3. IKINCi MERTEBEDEN KLASIK AYRIKLASTIRMA
YAKLASIMLARIN KARSILASTIRILMASI

Bu boéliimde konveksiyon terimlerinin ayriklastirilmasinda kullanilan, Tablo 3.1°de

verilen bazi ikinci mertebeden klasik ayriklastirma yaklasimlari karsilagtirilmistir. Bu

amagla yaklasimlar, hareketin nedeninin viskoz kuvvetler oldugu bir kenar1 hareketli

dikdortgen oyuktaki akis, kaynak terimlerinin oldugu dikdortgen bir oyuktaki dogal

konveksiyon ve konveksiyon terimlerinin oldugu geriye bakan bir basamak

arkasindaki akig gibi gercek miihendislik problemlerine uygulanmistir.

Tablo 3.1: Bu boliimde karsilastirilan ikinci mertebeden yaklasimlar

Shhy

Shyy ve dig. [7] tarafindan yapilan ¢alismada Yaklagim-A, Yaklasim B ve
Yaklasim-C olmak tizere ii¢ farkli sekilde yorumlanan ikinci mertebeden
upwind (Second Order Upwind, SOU) yaklasimlarindan test problemi

(benchmark) sonuglarina en yakin sonucu verdigi sdylenen Yaklagim-C

SOuU

Bu c¢alismada farkli bir yorum getirilen ikinci mertebeden upwind

yaklasimi

Fromm

Bu caligmada onerilen SOU yaklagimi ile merkezi farklar yaklagiminin

(CDS) aritmetik ortalamasi olan yaklagim

Karma

Bu ¢alismada 6nerilen SOU yaklasimi ile Fromm yaklagimlarinin karigimi

olan yaklagim

PP1

Konveksiyon terimlerini ayriklastirmada SOU yaklagimi segilen ticari bir

program

PP2

Konveksiyon terimlerini ayriklastirmada SOU yaklagimi segilen ticari

bagka bir program

3.1. Bir Kenar1 Hareketli Bir Oyuktaki Akis Problemi

Bir kenar1 hareketli bir oyuktaki akis problemi, literatiirde yeni gelistirilen kodlarin

veya yaklagimlarin hem test edilmesi hem de teyidinin (validation) yapilmasi igin en

stk kullanilan test (benchmark) problemlerinden birisidir. Bu problemde igerisinde




akiskan bulunan dikdoértgen boslugun {ist kapagi yiizeye paralel olacak sekilde
hareketli iken diger ii¢c yiizey sabittir. Iki boyutlu olarak ele alinan problemin
geometrisi Sekil 3.1’de verilmistir. Problem, hem geometrisi hem de sinir sartlar
basit olmasina ragmen olduk¢a karmasiktir. Bu problemin test problemi (benchmark)
olarak kullanilmasinin sebebi bu konuyla ilgili birgok verinin olmasi, laminer olan
¢Oziimiin zamandan bagimsiz olmasi ve smir kosullarinin basit olmasidir. Bu
problemdeki en biiyiik dezavantaj ise list koselerdeki siireksizlik noktalaridir. Sekil
3.1’den goriilebilecegi gibi LxL boyutlarindaki boslugun st kapagi U hiz1 ile
hareket etmektedir. Karakteristik uzunluk olarak oyuk uzunlugu alinan Reynolds

sayist asagidaki sekilde tanimlanmustir:

UL

Re =— (3.1)

Sekil 3.1: Hareketli kapakli oyuk probleminin geometrisi

Bu problemle ilgili literatiirde farkli Reynolds sayilari igin bir¢ok calisma
bulunmaktadir [98-101]. Reynolds sayisinin 1000°den kiigik olan degerlerinde
akislarin sonuglar1 birbirine ¢ok yakin iken, daha biiylik Reynolds sayilarinda
caligmalar arasinda farkliliklar goziikmektedir. Koseff ve dig. [100] yaptiklar bir
calismada, Reynolds sayisinin 1000 ile 10000 arasinda olmast durumunda akisin ii¢
boyutlu bir etki gosterdigini iddia etmislerdir. Akisin zamana bagh olarak degistigi
kritik Reynolds sayist bazi ¢alismalarda 7500 - 8000 civarinda oldugu belirtmiglerdir.

Bu degerin 30000 oldugu iddia eden g¢aligmalar bile vardir [101]. Bu nedenle bu
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calismada en biiyiik Reynolds sayis1 1000 alinarak ¢ozlimler yapilmis ve elde edilen

sonuglar Ghia ve dig. [98] sonuglari ile karsilastirilmigtir.

Akis iki boyutlu olarak ele alinmis, akisin zamandan bagimsiz ve sikistirilamaz
oldugu kabul edilmistir. Viskozite, 6zgiil 1s1, 1s11 yaymim katsayisi, 1s1 iletim
katsayist gibi fiziksel 6zellikler sabit olarak alinmistir. Hiz ve basing denklemlerinin
¢oziimlemesinde SIMPLEC algoritmasi kullanilmistir. Hareketli olan iist kapagin
hiz1 1 m/s sabit olarak alinmis, akiskan viskozitesi ise Reynolds sayisina bagli olarak

degistirilmistir. Tiim cidarlarda hizlar sifir olarak alinmistir.

Tablo 3.1°de verilen her bir yaklagim i¢in Re=100, Re=400 ve Re=1000 olmak iizere
tic farklt Reynolds sayis1 ve 11x11, 21x21, 41x41 ve 81x81 olmak lizere 4 farkli ag
yogunlugu i¢in toplam 12 ¢oziim yapilmistir. Elde edilen sonuglar, boslugun diisey
eksenindeki u hiz1 ve yatay eksenindeki v hizi i¢in Sekil 4.2-4.4’de test problemi
(benchmark) sonuglart ile karsilastiritlmistir. Hizlar st kapak hizi (U), mesafe ise

kapak uzunlugu (L) ile boyutsuzlastirilmistir.

Re=100 ve 11x11 ag noktast yogunlugu icin sonuglarin verildigi Sekil 3.2
incelendiginde test problemi (benchmark) sonuglarina en yakin sonucu bu ¢alismada
onerilen SOU yaklasiminin verdigi goriilmektedir. Shyy, Fromm ve Karma
yaklasimlar1 da SOU’ya yakin bir sonu¢ vermektedir. Ticari programlar cidara yakin
bolgeleri iyi ¢ozememekte, dolayisiyla en biiyiik hata iceren yaklagimlar olmaktadir.
Hata degeri v hiz1 i¢in yapilan ¢6ziimde daha belirgindir. v hizinda PP1 ve PP2
neredeyse ayn1 sonuglar1 verirken, v hizina gore daha biiylik olan u hizinda en biiyiik

sapma PP1’°de goriilmektedir.

21x21 ag noktast yogunlugunun kullanilmasi ile biitiin yaklagimlarin u hizi igin
neredeyse ayni sonucu verdigi ve sonuglarin test problemi (benchmark) sonuglarina
olduk¢a yakin oldugu goriilmektedir. v hizinda ise ticari programlar ile elde edilen
sonuglarin diger yaklasimlardan farkli bir davranis gostererek test problemi
(benchmark) sonuglarindan uzak bir sonu¢ verdigi gorilmektedir. Ticari

programlardan PP1 kiiclik Olclide overshoot (siniriistii) ve undershoot (siniralti)
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yaparak test problemi (benchmark) sonuglarindan uzaklasmakta, PP2 ise difiizif bir

davranig gostererek en biiyiik sapma gosteren yaklasim olmaktadir.

41x41 ag noktasi yogunlugu gibi daha sik bir ag kullanilarak yapilan ¢oziimlerde
biitiin yaklagimlarin u hiz1 igin neredeyse test problemi (benchmark)sonuglari ile ayni
sonucu verdigi goriilmektedir. v hizinda ise, ticari programlar ile elde edilen
¢Ozlimlerdeki hatanin azaldigi ancak hala bir sapma oldugu goriilmektedir. Ticari
programlardaki bu farklililk ancak 81x81 ag noktasi yogunlugu kullanilarak
giderilebilmektedir. Sekil 3.2’den goriilebilecegi gibi, ticari programlarda ancak
81x81 ag noktas1 yogunlugu kullanilarak test problemi (benchmark) sonuglar1 elde

edilebilirken, diger yaklagimlarda 21x21 ag noktas1 yogunlugu yeterli olmaktadir.
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x/L

y/L

y/L

0 0.2 0.4 06 0.8 1
1 2 0.2
Re=100 Ag:11x11
0.8 I Ghia e
SOU —e—
Fromm ------
Karma -
Shyy — v - 0
PP1 —&—
06 ~ PP2 [
2
>
04
-0.2
02 |
0 -0.4
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
u/uU
x/L
0 0.2 04 06 0.8 1
1 = 0.2
Re=100 Ag:21x21
08 Ghia
SOU —e—
Fromm ---x---
Karma -
Shyy —-—- 0
PP1 —&-—
06 _ PP2 e A -
2
>
04 | —
=4 -0.2
02 4
0 L -0.4
04 -0.2 0 0.2 0.4 06 0.8 1

u/uU

Sekil 3.2: Oyugun diisey eksendeki (x=0.5) u hiz1 ve yatay eksendeki (y=0.5) v hizt
degisimleri i¢in sonuglarin karsilastiriimasi. Re=100
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Sekil 3.2 (Devam): Oyugun diisey eksendeki (x=0.5) u hiz1 ve yatay eksendeki (y=0.5) v hiz1
degisimleri i¢in sonuglarin karsilastiriimasi. Re=100
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Re=400 ic¢in farkli ag yapilar1 kullanilarak elde edilen sonuglar Sekil 3.3’te
verilmistir. 11x11 ag noktast1 yogunlugu kullanilarak elde edilen sonuglar
incelendiginde, Re saymin artmasiyla biitlin yaklasimlardaki hatalarin arttig
goriilmektedir. En biiyiik hatalar hizlarin oyuk merkezine gore daha yiiksek oldugu
cidarlarda olmaktadir. Bu bolgelerde test problemi (benchmark) sonuglarina en yakin
sonucu bu ¢alismada 6nerilen SOU yaklasimi vermektedir. Shyy, Fromm ve Karma
yaklasimlar1 birbirlerine ¢ok yakin bir davranis gostermektedir. En biiyiik hata
degerleri Re=100 icin elde edilen sonuglarda oldugu gibi ticari programlarda
olmaktadir. PP1 ve PP2 arasindaki fark ¢ok az olmakla beraber, en biiyiik hata
PP2’de goriilmektedir.

21x21 ag noktas1 yogunlugu kullanilarak elde edilen u hiz1 sonuglari incelendiginde,
Shyy ila SOU yaklasimlarinin, Fromm ila Karma yaklasimlarinin ve PP1 ila PP2
yaklagimlarinin neredeyse ayni sonu¢ verdigi goriilmektedir. Yaklasimlarin hata
degerleri bu siralamaya gore artmaktadir. v hizi i¢in elde edilen sonuglar
incelendiginde ise SOU, Shyy, Fromm ve Karma yaklasimlari birbirine ¢ok yakin bir
davranis  gostermektedir. Ticari  programlar arasindaki  farkhiliklar ise

belirginlesmekte ve en biiyiik hata PP2 yaklasiminda gériilmektedir.

41x41 ag noktas1 yogunlugu kullanilarak elde edilen sonuglarda biitiin yaklagimlarin
birbirine ¢ok yakin bir sonu¢ verdigi ve test problemi (benchmark) sonuglarini
yakaladig1 goriilmektedir. Bu nedenle, Re=400 i¢in bu ag yapisinin yeterli olacag:
sOylenebilir. Ag yapisinin daha da inceltilmesi (81x81) ile yaklagimlar arasindaki

farklilik tamamen kaybolmaktadir.
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Sekil 3.3: Oyugun diisey eksendeki (x=0.5) u hiz1 ve yatay eksendeki (y=0.5) v hiz1
degisimleri i¢in sonuglarin karsilastiriimasi. Re=400
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Sekil 3.3 (Devam): Oyugun diisey eksendeki (x=0.5) u hiz1 ve yatay eksendeki (y=0.5) v hiz1
degisimleri i¢in sonuglarin karsilastiriimasi. Re=400
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Farkli ag noktasi yogunluklarinda, Re=1000 icin yapilan ¢oziimler Sekil 3.4’te
verilmistir. 11x11 ag noktast1 yogunlugu kullanilarak elde edilen sonuglar
incelendiginde, Re sayisinin artmasiyla hizlarin biiyiidiigii ve yaklasim hatalarinin
arttig1 goriilmektedir. En biiyiik hatalar cidara yakin bolgelerde olmaktadir. Ozellikle
v hizindaki hatalar daha biiylik olmaktadir. Bu bdlgelerde yaklasimlar arasindaki
farklilik iyice belirginlesmekte ve bu ¢alismada tavsiye edilen SOU yaklagimi diger
yaklasimlara nazaran test problemi (benchmark) sonuglarmma ¢ok daha yakin bir
sonu¢ vermektedir. Bu yaklasimi sirasiyla Fromm, Karma, Shyy, PP1 ve PP2

yaklasimlar1 takip etmektedir.

21x21 ag noktas1 yogunlugu kullanilarak elde edilen sonuclar incelendiginde Fromm,
Karma ve Shyy yaklagimlari ile elde edilen sonuglarin SOU yaklagimina yaklastigi,
ancak SOU yaklagiminin 6zellikle cidara yakin bolgelerde daha dogru sonug verdigi
goriilmektedir. Ticari programlar ile elde edilen sonuglardaki hatalarin da azaldig:
ancak diger yaklasimlardan hala ciddi ol¢iide farklilik gosterdigi goriilmektedir. En
biiyiik hata yine PP2’de goriilmektedir.

41x41 ag noktas1 yogunlugu kullanildiginda, Re=400 i¢in elde edilen sonuclar da
oldugu gibi bu Re sayisinda da Shyy ila SOU yaklagimlarinin, Fromm ila Karma
yaklasimlarinin ve PP1 ila PP2 yaklasimlarinin neredeyse ayni sonug¢ verdigi
goriilmektedir. Alt cidara yakin u hizinin en iyi Fromm ve Karma yaklasimlar ile
yakalandig1 kisim haricinde, tiim bolgelerde test problemi (benchmark) sonuglarina
en yakin sonucu SOU ve Shyy yaklasimlar1 vermektedir. Ticari programlar ile elde
edilen sonuglar 6zellikle v hizlarinin cidara yakin bélgelerinde diger yaklagimlardan

farkhilik gostermekte ve en ¢ok hata igeren yaklagimlar olmaktadir.

Sekil 3.4’ten goriilebilecegi gibi, 81x81 ag noktast yogunlugu kullanildiginda biitiin

yaklasimlar test problemi (benchmark) sonuglarini yakalamaktadir.
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Sekil 3.4: Oyugun diisey eksendeki (x=0.5) u hiz1 ve yatay eksendeki (y=0.5) v hiz1

degisimleri i¢in sonuglarin karsilastiriimasi. Re=1000
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Sekil 3.4 (Devam): Oyugun diisey eksendeki (x=0.5) u hiz1 ve yatay eksendeki (y=0.5) v hiz1
degisimleri i¢in sonuglarin karsilastiriimasi. Re=1000
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3.2. Kapal Bir Oyukta Dogal Konveksiyon Problemi

Kapal1 hacimlerdeki dogal konveksiyon; ¢ift camli pencereler, giines kolektorleri,
elektronik ekipmanlarin sogutulmasi, bina yalitimi gibi bir¢ok miihendislik alaninda
onemli olmasmin yaninda gelistirilen kodlarin performanslarinin degerlendirilmesi
acisindan da giizel bir test (benchmark) problemidir. Literatiirde oldukga sik
kullanilan [102-106] bu problemin fiziksel modeli Sekil 3.5’te verilmistir.

(e — 3
Adyabatik

-2

TH T

Adyabatik

YT_> \‘ _v

X L

.
-

Sekil 3.5: Dogal taginim igin fiziksel model

Iki boyutlu olarak ele alman problemde kenar uzunlugu L olan kare seklindeki bir
oyuk i¢inde, Prandtl sayis1 0.71 olan bir akiskan bulunmaktadir. Problemde yogunluk
disindaki tiim fiziksel ozellikler sabit kabul edilmis, yogunluk ise Boussinessq
yaklasimi elde edilmistir. Soguk duvar sicakligi (Tc), referans sicaklik olarak

alinmustir.
Havanin temas ettigi tiim yiizeylerde hizlar sifir olarak alinmistir. Is1 transferinin

sicak (TH) ve soguk (Tc) yiizey sicakliklarina sahip diisey yiizeylerden oldugu kabul

edilmis, alt ve iist ylizeylerde ise adyabatik sinir sartt uygulanmstir:
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aT
@|y=o, y=L =10 (3.2)

Dogal tasinimda akis karakteristigini gosteren olan Rayleigh sayis1 asagidaki sekilde

tanimlanmaistir:
_ gBATL®
Ra= ” (3.3)

Newton Soguma Kanunu’ndan yola ¢ikilarak yerel tasinim katsayist h ve Nusselt

sayis1 asagidaki gibi tanimlanmustir:

oA
T, -T.) (34)

hL
Nu = T (3.5)

Tablo 3.1°de belirtilen yaklagimlar kullanilarak Rayleigh sayismm 10%, 10° ve 10°
degeri ve 11x11, 21x21, 41x41 ve 81x81 ag noktas1 yogunlugu i¢in ¢oziimler tekrar
edilerek yapilmistir. Ticari kodlar ile yapilan ¢6ziimlerde momentum ve enerji
denklemleri ikinci mertebeden upwind yaklasimi ile ayriklagtirilmigtir. Diger

yaklasimlarda ise enerji denklemi Fromm yaklagimi ile ayriklagtirilmigtir.

Sonuglarin dogrulugunu kontrol etmek i¢in bu ¢alismada elde edilen sonuglar, test
problemi (benchmark) sonuglari de Vahl Davis [103] sonuglari ile karsilagtirilmistir.
Hizlar, Denklem (3.6)’te verilen difiizyon hiz1 ile boyutsuzlastirilarak test problemi

(benchmark) sonuglari ile karsilagtirilmistir.

v _ M
dif f — PT'pL (36)

Elde edilen sonuglarin test problemi (benchmark) sonuglar ile karsilastirilabilmesi

icin asagida belirtilen biiyiikliikler ilgili tablolarda verilmistir:
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Umnaks : Oyugun diisey eksendeki (x=0.5) maksimum u hizi (yeri ile beraber)
Vias - Oyugun yatay eksendeki (y=0.5) maksimum v hizi (yeri ile beraber)
NUmaks . Oyugun sol duvarindaki (x=0) maksimum Nu sayisi (yeri ile beraber)
NUmin  : Oyugun sol duvarindaki (x=0) minimum Nu sayisi (yeri ile beraber)

NU, : Oyugun sol diisey duvarindaki (x=0) ortalama Nu say1s1

Nu, asagidaki sekilde hesaplanmistir:

Nuo = Q/Qc (37)

Burada, Q oyuk boyunca olan toplam 1s1 transferi iken, Q. 1s1 gegisinin tamamen

iletim ile olmasi durumunda gegen 1s1 miktarin1 gostermektedir.

Farkli Rayleigh sayilar1 ve farkli ag noktasi yogunlugu kullanilarak elde edilen
sonuclar boglugun diisey eksendeki u hiz1 ve yatay eksendeki v hizi degisimleri igin
karsilastirilmgtir. Tlgili sekiller ve tablolar incelendiginde genel olarak yaklagimlarin
iki gruba ayrildigi goriilmektedir. SOU, Shyy, Fromm ve Karma yaklasimlar1 bir
grup, PP1 ve PP2 bagka bir grup olusturmaktadir. Birinci gruptaki yaklagimlar
arasindaki fark Ra=10* ve Ra=10° i¢in seyrek aglarda yapilan ¢oziimlerde bile ¢ok
azdir. Ra=10° igin yapilan ¢oziimlerde yaklagimlar arasindaki fark seyrek aglarda

goriilebilir.

Ra=10* i¢in boslugun yatay ve diisey eksenlerindeki hiz degisiminin verildigi Sekil
3.6 ve ilgili biyiikliiklerin verildigi Tablo 3.2 incelendiginde, 11x11 ag noktasi
yogunlugu kullanilmas1 halinde dahi biitiin yaklasimlarin birbirlerine ¢ok yakin bir
davranig gostererek test problemi (benchmark) sonuglarina oldukga yakin sonuglar
verdigi goriilmektedir. Ortalama Nusselt sayilar1 incelendiginde ise 11x11 ag noktas1
yogunlugu kullanilmasi durumunda test problemi (benchmark) sonuglarina en yakin
sonucu PP2, en uzak sonucu ise PP1’nin verdigi goriilmektedir. 21x21 ag noktasi
yogunlugu kullanilmas1 halinde yine en biiylik hatanin PP1°de oldugu ancak bu hata
miktarinin sadece %3 oldugu ve diger yaklagimlarin hatalarinin %1 civarinda oldugu

goriilmektedir. Biitlin yaklasimlardaki hiz profillerinin 21x21 ag noktas1 yogunlugu
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kullanilmasi durumunda ag yapisindan bagimsiz sonuglar verdigi ve Nu, degerindeki

hatanin %1’in altinda oldugu goriilmektedir.

Tablo 3.2: Ra=10" i¢in sonuglarin kargilastiriimast
Ag: 11x11
Umaks Vmaks Numaks Numin

Nu,
Ymaks Xmaks Ymaks Ymin

Test Problemi | 16.178 | 19.617 | 3.528 | 0.586
Davis [103] 0823 | 0.119 | 0.143 1

16.299 | 18.0442| 3.868 0.59
SOuU 2.3471
0.85 0.15 0.15 0.95

16.301 | 18.4281| 3.911 | 0.5998
Fromm 2.3533
0.85 0.15 0.15 0.95

o 16235 | 183189 | 3891 | 05999 | _ -
arma 085 | 015 | 015 | 095 |°

o 16.356 | 18.079 | 3883 | 05909 |
yy 085 | 015 | 015 | 095 |

16.588 | 18.0464| 4.122 | 0.5434
PP1 2.4575
085 | 015 | 015 | 095

16.162 | 17.837 | 4.118 | 0.2686

2.238

2.2238
PP2 0.85 0.15 0.15 0.95
Ag: 21x21
Umaks Vmaks Numaks Numin N
Uo
Ymaks Xmaks Ymaks Ymin
Test Problemi | 16.178 | 19.617 | 3.528 | 0.586 2 238

Davis [103] 0823 | 0119 | 0.143 1

16.1696 | 19.2877 | 3.622 | 0.6027
SOuU 2.2621
0.825 | 0.125 0.125 | 0.975

Fromm 16.1572| 19.401 | 3.6368 | 0.6018 2 255
0.825 | 0.125 0.125 | 0.975 '

Karm 16.1537|19.3863 | 3.633 | 0.6021 2 2660
arma 0.825 | 0.125 0.125 | 0.975 '

o 16,2076 19.3431| 3,624 | 06034 |
yy 0825 | 0125 | 0125 | 0975 | =

16.3884|19.6332 | 3.7295 | 0.5757
PP1 2.3075
0.825 | 0.125 | 0.125 | 0.975

16.2375| 19.6009 | 3.7238 | 0.287
PP2 2.2
0825 | 0125 | 0.125 | 0.975
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Tablo 3.2 (Devam): Ra=10" i¢in sonuglarin karsilastirilmasi

Ag: 41x41
Umaks Vmaks Numaks I\lumin N
Uo
ymaks Xmaks Ymaks ymin
Test Problemi | 16.178 | 19.617 | 3.528 0.586
. 2.238
Davis [103] 0.823 | 0.119 | 0.143 1
16.0992 | 19.4848 | 3.5649 | 0.5938
SOuU 2.2531
0.8125 | 0.1125 | 0.1375 | 0.9875
Fromm 16.1 19.513 | 3.5681 | 0.5933 2 255
0.8125 | 0.1125 | 0.1375 | 0.9875 '
K 16.0987 | 19.5113| 3.5673 | 0.5931 2 2548
arma 0.8125 | 0.1125 | 0.1375 | 0.9875 |
16.1116 | 19.5033 | 3.5654 | 0.5935
Shyy 2.2539
0.8125 | 0.1125 | 0.1375 | 0.9875
16.1409 | 19.5332 | 3.585 | 0.5828
PP1 2.2607
0.8125 | 0.1125 | 0.1375 | 0.9875
Pp? 16.1446 | 19.6903 | 3.5843 | 0.2913 22104
0.8125 | 0.1125 | 0.1375 | 0.9875 '
Ag: 81x81
Umaks Vmaks Numaks I\lumin N
Uo
Ymaks Xmaks Ymaks Ymin
Test Problemi | 16.178 | 19.617 | 3.528 0.586
. 2.238
Davis [103] 0.823 | 0.119 | 0.143 1
14.7109 | 18.2336 | 3.5594 | 0.5578
SOuU 2.181
0.8313 | 0.1187 | 0.1313 | 0.9937
14.7754 | 18.3257 | 3.5623 | 0.5593
Fromm 2.1857
0.8313 | 0.1187 | 0.1313 | 0.9937
Karm 14.7247 | 18.2569 | 3.5592 | 0.5583 21821
arma 0.8313 | 0.1187 | 0.1313 | 0.9937 | =
sh 14.7193 | 18.2468 | 3.5597 | 0.5578 21817
vy 0.8313 | 0.1187 | 0.1313 | 0.9937 | =
16.1968 | 19.6574 | 3.5453 | 0.5843
PP1 2.2489
0.8188 | 0.1187 | 0.1438 | 0.9937
16.1701 | 19.6607 | 3.5447 | 0.2922
PP2 2.224
0.8188 | 0.1187 | 0.1437 | 0.9937
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Sekil 3.6: Oyugun diisey eksendeki (x=0.5) u hiz1 ve yatay eksendeki (y=0.5) v hiz1
degisimleri i¢in sonuglarin karsilastirilmasi. Ra=10*
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Sekil 3.6 (Devam): Oyugun diisey eksendeki (x=0.5) u hiz1 ve yatay eksendeki (y=0.5) v hizi
degisimleri i¢in sonuglarin karsilastirilmasi. Ra=10"
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Ra=10° i¢in elde edilen sonuglar Tablo 3.3’te ve Sekil 3.7°de verilmistir. Tablo 3.3
incelendiginde Rayleigh sayisinin artmasiyla biitiin yaklasimlardaki hatanin arttig
gorilmektedir. 11x11 ag noktast yogunlugu kullanilarak elde edilen hizlar
incelendiginde SOU, Fromm, Karma ve Shyy yaklagimlarinin neredeyse ayni
sonuglar verdigi ve sonuglarin test problemi (benchmark) sonuglarindan bir miktar
sapma gosterdigi goriilmektedir. Ortalama Nusselt sayilar1 incelendiginde ise
PP2’nin diger yaklasimlardan farkli davranarak test problemi (benchmark)
sonuclarina en yakin sonucu verdigi goriilmektedir. PP2’deki hata yaklasik %6 iken,

diger yaklasimlardaki hata %17 ila %19 arasinda degismektedir.

21x21 ag noktast yogunlugu kullanilmasi durumunda hiz profillerinin birbirine ¢ok
yaklastig1 ancak u hizi igin PP2’nin, v hiz1 i¢in ise Fromm yaklagiminin test problemi
(benchmark) sonuglarina en yakin sonug veren yaklasimlar oldugu goriilmektedir. Bu
ag yapisindaki Nu, degerleri incelendiginde test problemi (benchmark)
sonuglarindan en c¢ok sapma gosteren PP1’de hatanin %8.5, diger biitiin

yaklasimlarda ise hatanin %3 civarinda oldugu gériilmektedir.

41x41 ag noktas1 yogunlugu kullanilmasi ile Sekil 3.7°den goriilebilecegi gibi hiz
profilleri arasindaki fark kaybolmakta ve test problemi (benchmark) sonuglar ile
oldukga 1yi bir uyum gostermektedir. Farkli yaklagimlar ile elde edilen Nu, degerleri
test problemi (benchmark) sonuglari ile karsilagtirildiginda PP1’nin %2.5, diger
yaklasimlarin  ise %]1’in altinda hata igerdigi goOriilmektedir. Ag noktasi
yogunlugunun daha da siklastirilmasi (81x81) ile biitiin yaklasimlardaki hatalar

%1’1n altinda olmaktadir.

81



Tablo 3.3: Ra=10" i¢in sonuglarin karsilastiriimasi

Ag: 11x11

U maks Vmaks N Umaks N Umin

Nu,
ymaks Xmaks Ymaks ymin

Test Problemi| 34.73 | 68.59 7.717 0.729

. 4.509
Davis [103] 0.855 | 0.066 | 0.081 1

39.4162 | 69.658 | 9.041 | 0.7209
SOu 5.3437
0.85 0.05 0.05 0.95

Eromm 40.4516 | 71.0432 | 9.057 | 0.6898 5 3056
0.85 0.05 0.05 0.95 '

< 405012702893 | ©0.296 | 0.6815| -
arma 085 | 005 | 005 | 095 |~

39.5124 [ 70.2471 | 9.1026 | 0.7307
Shyy 5.3754
085 | 005 | 005 | 0095

38.0561 | 71.6131 | 8.4952 | 0.8745
PP1 5.2714
0.85 0.05 0.05 0.95

34.5546 | 71.4515| 8.3203 | 0.4032

PP2 0.85 0.05 0.15 0.95 4.1978
Ag: 21x21
Umaks Vmaks Numaks I\lumin N
Uo
Ymaks Xmaks Ymaks Ymin
Test Problemi | 34.73 | 6859 | 7.717 | 0.729 4509

Davis [103] 0.855 | 0.066 | 0.081 1

35.9418 | 65.1611 | 8.5045 | 0.7163
SOuU 4.6516
0.875 | 0.075 | 0.075 | 0.975

35.9278 | 66.3289 | 8.6313 | 0.7432
Fromm 46715
0.875 0.075 0.075 0.975

o 36,0981 66.1792 | 85971 | 0.7437 | , -
arma 0875 | 0075 | 0075 | 0975 |

o 360134 | 65,5609 85382 | 07104 ]
yy 0.875 | 0.075 | 0075 | 0975 |

37.4491166.0514 | 9.0792 | 0.6661
PP1 4.8966
0.875 | 0.075 0.075 | 0.975

PP? 34.5361 | 65.9988 | 9.0699 | 0.3307 4.6529
0.875 | 0.075 | 0.075 | 0.975 '
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Tablo 3.3 (Devam): Ra=10° i¢in sonuglarin karsilastirilmasi

Ag: 41x41
Umaks Vmaks Numaks Numin N
Uo
Ymaks Xmaks Ymaks Ymin
Test Problemi| 34.73 | 6859 | 7.717 | 0.729
. 4509
Davis [103] | 0.855 | 0.066 | 0.081 1
35.0085 | 67.6933 | 7.9301 | 0.7447
sou 45372
0.8625 | 0.0625 | 0.0625 | 0.9875
. 348825 | 68.0122 | 7.9723 | 0.7448 |
romm 0.8625 | 0.0625 | 0.0625 | 0.9875 |
< 349243 | 67.9911 7.9629 | 0.7454 | _ -
arma 0.8625 | 0.0625 | 0.0625 | 0.9875 |
35.0562 | 67.8989 | 7.9358 | 0.7466
Shyy 45394
0.8625 | 0.0625 | 0.0625 | 0.9875
34.5266 | 68.8946 | 8.1748 | 0.7148
PP1 4.6207
0.8625 | 0.0625 | 0.0625 | 0.9875
opp 345124 |66.9391| B.1755 | 0.3564 |
0.8625 | 0.0625 | 0.0625 | 0.9875 |
Ag: 81x81
Umaks Vmaks Numaks Numin N
Uo
ymaks Xmaks ymaks Ymin
Test Problemi| 34.73 | 6859 | 7.717 | 0.729
. 4509
Davis [103] 0.855 | 0.066 | 0.081 1
34.4739 | 68.2913 | 7.7883 | 0.7387
sou 45322
0.8562 | 0.0688 | 0.0813 | 0.9937
345101 | 68.3748 | 7.7986 | 0.7394
Fromm 45355
0.8562 | 0.0688 | 0.0813 | 0.9937
o 34478 [68.3048| 7.7952 | 074 | ,
arma 0.8562 | 0.0688 | 0.0813 | 0.9937 |
o 344976 | 683830 | 779 | 07404
yy 0.8562 | 0.0688 | 0.0813 | 0.9937 |
345672 | 68.5061 | 7.8448 | 0.7249
PP1 4.5465
0.8563 | 0.0688 | 0.0812 | 0.9937
- 34564 |68.5315] 7.844 | 03622 |
0.8562 | 0.0688 | 0.0812 | 0.9937 |
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Sekil 3.7: Oyugun diisey eksendeki (x=0.5) u hiz1 ve yatay eksendeki (y=0.5) v hiz1
degisimleri i¢in sonuglarin karsilastiriimasi. Ra=10°
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Sekil 3.7 (Devam): Oyugun diisey eksendeki (x=0.5) u hiz1 ve yatay eksendeki (y=0.5) v hiz1
degisimleri i¢in sonuglarin karsilastirilmasi. Ra=10°
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Ra=10° i¢in farkli yaklasimlar kullamlarak elde edilen sonuclar Tablo 3.4 ve Sekil
3.8’de verilmistir. 11x11 ag noktas: yogunlugu kullanilarak elde edilen sonuglar
incelendiginde PP2’nin u hiz1 i¢in test problemi (benchmark) sonuglarina en yakin,
ancak v hizi i¢in PP1°den sonra en uzak sonug veren yaklasim oldugu goriilmektedir.
Ortalama Nusselt degerleri icin ise PP2’nin yaklasik %18 hata ile en biiyiik hata
iceren yaklagim oldugu, bu yaklasimi yaklasik %10 hata ile PP1 yaklasiminin
izledigi, diger biitiin yaklasimlardaki hatalarin ise %?5-6 civarinda oldugu
goriilmektedir. Bu durumda, test problemi (benchmark) sonuglarina en yakin sonucu

SOU yaklasimi vermektedir.

Sekil 3.8’den de goriilebilecegi gibi 21x21 ag noktast yogunlugu kullanilmas ile
yaklagimlarin, hizlar i¢in birbirine ¢ok yakin sonu¢ verdigi goriilmektedir. Nu,
incelendiginde ise PP2’nin %8’lik hata ile test problemi (benchmark) sonuglarina en
yakin sonug¢ veren yaklasim oldugu, bu yaklasimi yaklasim %16 hata ile Karma ve
Fromm yaklagimlarinin takip ettigi, SOU, Shyy ve PP1’in ise yaklasik %17.5 hata

icerdigi goriilmektedir.

Daha sik bir ag (41x41) kullanilmasiyla farkli yaklasimlar ile elde edilen hiz
degerleri arasindaki fark iyice azalmaktadir. Ancak ayni durum ortalama Nusselt
sayilarinda  goriilmemektedir. Test problemi (benchmark) sonuglar1 ile
karsilagtirildiginda PP2°de yaklasik 9%30°lik bir hata goriilmektedir. PP1°deki hata
yaklasik %7 iken, diger yaklasimlardaki hata %2 civarinda olup en az hata SOU

yaklasimda goriilmektedir.

Sekil 3.8’den de goriilebilecegi gibi 81x81 ag noktast yogunlugu kullanilmas ile
yaklagimlarin neredeyse ayni hiz profilleri trettigi goriilmektedir. PP1’nin Nug
degerleri i¢cin %2’lik bir hata icerdigi, diger yaklasimlardaki hatanin %0.5 civarinda

oldugu goriilmektedir.
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Tablo 3.4: Ra=10° i¢in sonuglarin karsilastiriimasi
Ag: 11x11
Umaks Vmaks Numaks Numin N
Uo
Ymaks Xmaks Ymaks Ymin
Test Problemi| 64.63 219.36 | 17.925 | 0.989
. 8.817
Davis [103] 0.85 0.0379 | 0.0378 1
99.5573 [191.8229| 13.6986 | 1.9546
SOuU 9.2789
0.95 0.05 0.05 0.95
F 77.7719 [199.9967 | 13.9341 | 1.8427 0.3152
romm 085 | 005 | 005 | 095 |
K 76.7146 [199.2341| 14.2832 | 1.7368 9.2856
arma 085 | 005 | 005 | 095 |
117.9171]194.9303 | 13.5714 | 2.0649
Shyy 9.3356
0.95 0.05 0.05 0.95
80.6058 | 183.304 | 10.9098 | 3.0011
PP1 7.9442
0.95 0.05 0.05 0.95
PP2 69.5697 | 184.011 | 10.6379 | 1.3874 7 9357
0.85 0.05 0.15 0.95 '
Ag: 21x21
Umaks Vmaks Numaks Numin N
Uo
Ymaks Xmaks Ymaks Ymin
Test Problemi| 64.63 219.36 | 17.925 | 0.989
. 8.817
Davis [103] 0.85 0.0379 | 0.0378 1
71.1154 [223.5698 | 20.6857 | 0.7672
SOuU 10.3612
0.825 0.025 0.025 0.975
71.8397 | 224.894 | 20.5193 | 0.7727
Fromm 10.2221
0.825 0.025 0.025 0.975
Karm 71.5681 [224.6104| 21.1655 | 0.7694 10.199
arma 0875 | 0025 | 0025 | 0.975 |
sh 71.0961 |224.4735| 20.7742 | 0.777 10,3843
Yy 0825 | 0025 | 0025 | 0975 |
70.5518 [234.6359| 18.6792 | 0.8978
PP1 10.352
0.875 0.025 0.025 0.975
PP2 70.3581 [234.5919| 18.4965 | 0.428 9.8564
0.825 0.025 0.075 0.975 '
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Tablo 3.4 (Devam): Ra=10° i¢in sonuglarin karsilastirilmasi

Ag: 41x41
Umaks Vmaks Numaks I\lumin N
Uo
ymaks Xmaks Ymaks ymin
Test Problemi | 64.63 | 219.36 | 17.925 | 0.989
. 8.817
Davis [103] 0.85 | 0.0379 | 0.0378 1
SoU 67.6986 [ 215.0251| 19.6652 | 0.9485 9.0028
0.8375 | 0.0375 | 0.0125 | 0.9875
Eromm 66.8373 [218.6147| 19.902 | 0.9947 9.0465
0.8625 | 0.0375 0.375 | 0.9875
Karma 66.8602 [ 218.5205| 19.9177 | 0.9971 9.0385
0.8625 | 0.0375 | 0.0125 | 0.9875
Shyy 67.7611 | 217.053 | 19.7253 | 0.9526 9.0185
0.8375 | 0.0375 | 0.0125 | 0.9875
PP1 68.7112 | 223.7009 | 20.6545 | 0.9082 9.4377
0.8625 | 0.0375 | 0.0375 | 0.9875
Pp? 68.3391 [ 223.6116 | 13.7482 | 0.3004 6.114
0.8375 | 0.0375 | 0.0375 | 0.9875
Ag: 81x81
Umaks Vmaks Numaks I\lumin N
Uo
Ymaks Xmaks Ymaks Ymin
Test Problemi | 64.63 | 219.36 | 17.925 | 0.989
. 8.817
Davis [103] 0.85 | 0.0379 | 0.0378 1
sou 65.5137 (214.7014 | 18.1327 | 0.9945 8.8435
0.8438 | 0.0437 | 0.0313 | 0.9937
Eromm 65.1521 [ 215.5568 | 18.2329 | 0.9977 8.8644
0.8562 | 0.0437 0.313 | 0.9937
Karma 65.1354 | 215.5406 | 18.2052 | 0.9971 8.8632
0.8562 | 0.0437 0.313 | 0.9937
Shyy 65.4826 | 215.4946 | 18.1432 | 0.9962 8.8482
0.8438 | 0.0437 0.313 | 0.9937
PP1 66.029 [218.5935| 18.726 | 0.9622 8.9835
0.8563 | 0.0313 | 0.0313 | 0.9937
PP2 65.7278 | 218.6325| 18.7146 | 0.4795 8.8625
0.8438 | 0.0313 | 0.0313 | 0.9937
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Sekil 3.8: Oyugun diisey eksendeki (x=0.5) u hiz1 ve yatay eksendeki (y=0.5) v hiz1
degisimleri i¢in sonuglarin karsilastirilmasi. Ra=10°
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Sekil 3.8 (Devam): Oyugun diisey eksendeki (x=0.5) u hiz1 ve yatay eksendeki (y=0.5) v hiz1
degisimleri i¢in sonuglarin karsilastiriimasi. Ra=10
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3.3. Geriye Bakan Bir Basamak Arkasindaki Akis Problemi

Geriye bakan bir basamak arkasindaki akis problemi, yeni gelistirilen kodlarin veya
yaklasimlarin testleri i¢in kullanilan standart problemlerden birisidir. Sekil 3.9°da
geometrisi verilen problem, pratikte borular veya kanallardaki ani geometrik

degisimler sonucu goriilebilir.

1 du _
1 ax =
L
T_ ov _
L2 ox B

‘,l©4

Sekil 3.9: Geriye bakan bir basamak arkasindaki akis probleminin geometrisi

Bu problem i¢in Reynolds sayis1 asagidaki sekilde tanimlanmustir:

Re = — (3.8)

Bu denklemde U ortalama hiz degeri, L kanal yiiksekligi, v ise kinematik
viskozitedir. Bu konuda Armaly ve dig. [107] Reynolds sayisimin 70 ile 8000
arasinda, iki boyutlu laminer, gecis ve tiirbiilansh akis bolgelerini incelemislerdir.
Caligmalarinda Reynolds sayisinin 400’ten biiyiik olmast durumunda, ii¢ boyutlu ve
zamana bagh etkilerin olustugunu tespit etmislerdir. Laminar akigla ilgili sayisal
caligmalarinda, giris sart1 olarak deneylerden elde ettikleri parabolige yakin bir hiz
dagilimi kullanmiglardir. Tablo 3.1°de verilen yaklagimlar kullanilarak yapilan
¢oziilen bu problemde de hiz giris sart1 olarak deneysel sonuglardan yararlanarak

elde edilen parabolik bir hiz profili kullanilmistir:
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U=16(y-0.5)(1-y) (3.9)

Sekil 3.9’de gosterildigi gibi parabolik hiz profili L/2 yiiksekliginden itibaren
baslamaktadir. Akisin ¢ikis bolgesinde ise herhangi bir hiz degeri bilinmemektedir.
Bu nedenle ¢ikista tiirev sinur sart1 kullanilmistir. Diger tiim kat1 yiizeylerde ise hizlar

stfir olarak alinmustir.

Coziimler 100, 400 ve 600 olmak iizere li¢ farklt Reynolds sayis1 ve 201x11, 401x21
ve 801x41 olmak iizere iic farkli ag noktast yogunlugu igin tekrar edilerek
yapilmistir. Sonuglarin Armaly ve dig. [107] ile karsilastirilmasi igin Reynolds
sayisina bagli olarak degisen tutunma uzunluklari karsilagtiritlmis ve sonuglar Tablo

3.5’te verilmistir.
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Tablo 3.5: Farkli Reynolds sayisi ve ag yapisi i¢in boyutsuzlastirilmis tutunma
uzunluklarinin (X;/L) karsilastirilmasi

Re=100
Ag: 201x11 | Ag: 401x21 | Ag: 801x41
SOuU 2.850 3.135 3.196
Fromm 2.819 3.083 3.170
Karma 2.142 2.593 2.910
Shyy 2.827 3.124 3.190
PP1 2.598 2.997 3.133
PP2 2.662 3.059 3.156
Test Problemi 3.9
Armaly ve dig. [107] '
Re=400
Ag: 201x11 | Ag: 401x21 | Ag: 801x41
SOuU 5.645 7.733 8.488
Fromm 6.439 8.092 8.503
Karma 5.124 7.044 7.971
Shyy 4.900 7.543 8.385
PP1 5.305 7.732 8.349
PP2 5.614 7.730 8.368
Test Problemi 8.7
Armaly ve dig. [107] '
Re=600
Ag: 201x11 | Ag: 401x21 | Ag: 801x41
SOuU 6.685 9.343 10.493
Fromm 6.683 9.778 10.496
Karma 6.683 9.605 10.688
Shyy 5.243 9.005 10.319
PP1 4.994 9.251 10.303
PP2 5.378 8.936 10.354
Test Problemi 114
Armaly ve dig. [107]

Tabloda Re=100 ig¢in sonuglar incelendiginde 201x11 ag noktast yogunlugu
kullanilmast durumunda biitiin yaklasimlarin birbirine yakin bir sonu¢ verdigi, test
problemi (benchmark) sonuglarma en yakin sonucu SOU yaklasiminin, en uzak
sonucu ise Karma yaklagiminin verdigi goriilmektedir. 401x21 ag noktasi
yogunlugunun kullanilmasi1 ile biitiin yaklasimlar test problemi (benchmark)
sonuglarina ¢ok yakin bir sonu¢ vermektedir. Bu ag yogunlugu, Re=100 i¢in agdan
bagimsiz sonug¢ iiretmek igin yeterli olmaktadir. Agin daha da siklastirilmasi ile

yaklasimlar arasindaki fark iyice azalmaktadir.
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Farkli Reynolds sayilart i¢in akim g¢izgilerinin verildigi Sekil 3.10°dan da
gorilebilecegi gibi, Reynolds sayisinin artmasiyla tutunma uzunlugu da artmaktadir.
Tablo 3.5’te Re=400 i¢in elde edilen sonuglar incelendiginde Reynolds sayisinin
artmastyla biitiin yaklagimlardaki hatalarin arttig1 goriillmektedir. 201x11 ag noktasi
yogunlugu kullanildigi durumda test problemi (benchmark) sonuglarina en yakin
sonucu yaklasik %26 hata ile Fromm, en uzak sonucu ise yaklasik %44 hata ile Shyy
yaklasimi vermektedir. Daha sik bir ag yapisinin kullanilmasi halinde biitiin
yaklasimlardaki hatalar azalmakta, bu ag yogunlugunda da Fromm yaklagimi en az
hata iceren yaklagim olmaktadir. Agin siklastirilmasi ile yaklasimlardaki hata
neredeyse ayni mertebede olmakta, ancak SOU yaklagiminda undershoot (siniraltr)

olmaktadir. Bu ag yogunlugunda en biiyiik hata %8 hata ile Karma yaklasimindadir.

Zamana bagli ve ii¢ boyutlu etkilerin goriildiigii Re=600 i¢in sonuglar incelendiginde
seyrek agda yapilan ¢oziimlerde SOU, Fromm ve Karma yaklagimlarinin bir, Shyy,
PP1 ve PP2 yaklasimlarinin baska bir grup olusturduklari, ilk gruptaki yaklasimlarin
test problemi (benchmark) sonuglarina daha yakin sonu¢ verdigi goriilmektedir.
401x21 ag noktasi yogunlugunun kullanilmasi ile yaklasimlar arasindaki fark
azalmaktadir. Bu durumda test problemi (benchmark) sonuglarina en yakin sonucu
yaklasik %14 hata ile Fromm yaklagimi, en uzak sonucu ise yaklasik %22 hata ile
PP2 vermektedir. Ince ag (801x41) kullanilmas1 halinde yaklasimlarm test problemi
(benchmark) sonucuna yaklastigi, bu durumda en az hata igeren yaklasim olan
Karma yaklasimimin %6 hata igerdigi goriilmektedir. Yaklasimlarin bu Reynolds
sayisinda verdigi sonuglar incelenirken, daha dnce belirtildigi gibi Re=400’den sonra
akista ilic boyutlu etkilerin goriilebilecegi dolayisiyla bu sonuglarinin ¢ok giivenilir

olamayacag1 gbz Oniine alinmalidir.
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4. SINIRLANDIRILMIS YUKSEK COZUNURLUKLU YAKLASIMLAR

Hesaplamali Akiskanlar Dinamigi’nde (HAD) ve Sayisal Is1 Transferi’nde
(Numerical Heat Transfer, NHT) konveksiyonun basarili bir sekilde modellenmesi
en zor konulardan birisidir. Kararlilik (stability), sinirlilik (boundedness) ve dogruluk
(accuracy) konveksiyon teriminin ayriklastirilmasinda kullanilan yaklagimlarin en
onemli Ozellikleridir. Diferansiyel denklemlerdeki konveksiyon terimlerinin sayisal
analoglarinin belirlenmesi, bu 6zellikler agisindan ¢ok 6nemlidir. Bu konuyla ilgili
birgok arastirmaci ideal bir yontem bulmak igin yillardir ¢aligmaktadir. Ancak bu
ozelliklerin hepsini ayn1 anda saglayan bir yaklasim heniiz gelistirilememistir.
Yaklasimlarin diizenlenmesindeki en biiyilik zorluk hem kararlilik hem sinirlilik hem

de dogruluk 6zelliklerinin ayni anda saglanamamasidir [26].

Sayisal yaklasimdaki kesme hatasi terimi (truncation error term) ikinci mertebeden
tirevler iceriyorsa (FOU’de oldugu gibi), sonuclar niimerik difiizyon yliiziinden
dogruluktan uzak olmaktadir. ikinci mertebeden olan CDS yaklasimi kullanildiginda
ise nlimerik dispersiyon terimi (tek mertebeden tiirevler) yiiziinden akis alaninin
biyiik bir kisminda ¢oziimde fiziksel olmayan dalgalanmalar (osilasyonlar)
goriilmektedir. Daha yiliksek mertebeden merkezi farklar yaklasiminda osilasyonlarin
boyutu bilinenin aksine daha da artmaktadir. Ikinci mertebeden upwind (SOU) veya
lineer upwind (LUD) olarak olarak bilinen yaklasim, CDS’a gore daha iyi sonug
vermesine ve kararli olmasina ragmen, iki boyutlu akisin sayisal aga dik olmadig
durumlarda overshootlara (siniriistii) veya undershootlara (simniraltl) sebep
olabilmektedir. Ucgiincii mertebeden olan QUICK yaklagimi niimerik difiizyon
icermemesi ve konvektif stabilite 6zelligine sahip olmasi ve bunun sonucunda
yukarida bahsi gegen yontemlere gére daha iyi sonug vermesi sebebiyle HAD’da ¢ok
kullanim alani bulmustur. Ancak, yiiksek konvektif akislarda QUICK yaklagimi
overshootlara (siniriistii), undershootlara (siniralt1)) ve yliksek gradyenin her iki

tarafinda osilasyonlara sebep olabilmektedir [23, 26].
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Yukarida anlatildig1 gibi sadece tek bir fonksiyon ile ifade edilen klasik ayriklagtirma
yaklasimlarindan higbirisi keskin gradyenlerin oldugu noktalarda ¢Ozliimiin
monotonik olmasini saglayarak hassas bir sonu¢ verememektedir. Bu nedenle,
osilasyonlar1 engellemek i¢in bir¢ok metot gelistirilmistir. Bu metotlar iki gruba
ayrilabilir. Bu metotlardan biri harmanlama (blending) stratejisini uygulayip ya FOU
yaklasimina overshoot (siniriistii) veya undershoot (siniralt1)) olmadan keskin
gradyenleri ¢ozmesi i¢in anti-difiizif terim eklemek veya tam tersine,
sinirlandirilmamis (unbounded) olan yliksek mertebeden bir yaklasima osilasyonlari
sondiirmesi i¢in difiizyon eklemektir. Yerel gradyene bagl olarak CDS yaklagimina
nimerik difiizyon eklenen CONDIF [108] (COntrolled Numerical Diffusion with
Internal Feedback) yaklasimi buna 6rnek olarak verilebilir. Genellikle yerel ¢6ziim
davranigina bagli olan harmanlama derecesinin belirlenmesi, bu tarz metotlarin
basarili bir sekilde uygulanmasi i¢in ¢ok Onemlidir. Bu yontemler genellikle
dogruluk (accuracy) ve smirlilik (boundedness) o6zellikleri arasinda arzu edilen
optimum harmanlama derecesini saglayamazlar. Bu metotlar FOU gore ¢ok daha
dogru sonu¢ vermelerine ragmen hald niimerik difiizyon {iiretmekte, dolayisiyla
keskin gradyenleri ¢6zmekte yetersiz kalmaktadir. Harmanlama Kkriterinin yerel
¢oziim davranisindan ziyade, Yyerel Peclet sayisina bagli oldugu Spalding’in Hibrid
yaklasimi ve Patankar’in Power Law yaklagimi aki-harmanlama yaklagimlar1 olarak

siniflandirilabilir [49].

Fiziksel olmayan osilasyonlari engellemek i¢in bagka bir metot ise kompozit aki-
sinirlama yaklagimidir. Kompozit yiiksek c¢oziiniirliiklii yaklasimlarda, hiicre ara
yiiziindeki niimerik aki, aki-sinirlama yaklagimi kullanilarak sinirlt (bounded)
olmaya zorlanir. Toplam Degisimin Azalmasi (Total Variational Diminishing, TVD)
aki-sinirlayicilart kompozit yaklasimlara iyi bir Ornektir. Yiiksek c¢oziintirlikli
kompozit yaklagimlarin tasarimi ve incelenmesi i¢in literatiirde iki yOntem
mevcuttur; Normalize Edilmis Degisken (Normalized Variable, NV) yontemi ve
Aki-Smirlayict (Flux limiter, FL) yontemi. Yaklasimlarin degerlendirilmesinde ise
smirlilik (boundedness) kriteri olarak; Konveksiyon-Sinirlilik Kriteri (Convection
Boundedness Criteria, CBC) ve Toplam Degisimin Azalmasi (TVD) kriterleri

kullanilmaktadir.
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Bu boliimde oncelikle yiiksek ¢ozlniirliikli monotonik yaklagimlarin (high
resolution monotonic schemes) sinirlilik (boundedness) 6zelligine sahip olabilmesi
icin Onerilen sartlar anlatilmis, daha sonra literatiirde bu yaklasimlarin
degerlendirilmesinde kullanilan formiilasyonlar ve diyagramlar verilmis ve bunlar

arasindaki iliskiden bahsedilmistir.
4.1. Normalize Edilmis Degisken Formiilasyonu

Normalize Edilmis Degisken Formiilasyonu (Normalized Variable Formulation,
NVF), yiiksek mertebeden kompozit yaklasimlar arasindaki iligskiyi basitlestirmek
icin Leonard [22] tarafindan 6nerilmistir. NV formunda yazilan yaklasimlarin daha
rahat karsilastirabilmesi icin ise Normalize Edilmis Degisken Diyagrami
(Normalized Variable Diagram, NVD) yine Leonard [23] tarafindan Onerilmis ve
daha sonra Gaskell ve Lau [24] tarafindan gelistirilmistir.

Sekil 4.1a’da gosterilen kontrol hacminde ¢y, dc, Pp Ve ¢+ akis yoniine bagl olarak
strastyla akis tstli (U, upwind), merkez (C, central), akis alt1 (D, downwind) ve ara
yiiz (f, interface) degerlerini gostermektedir. ¢y, ara yiiz degerini bulmak i¢in akis

iistli temelli yiiksek mertebeden bir yaklasim;

(I)f = f((bU' q)C' ¢D) (41)

seklinde yazilabilir. ¢ degiskeni

¢ -y

¢ = pry—— (4.2)

seklinde boyutsuzlastirilirsa Denklem (4.1) asagidaki boyutsuz formda yazilabilir:

(ﬁf = f(q;U' (ﬁC' (ﬁD) (43)

$p =1 ve ¢y =0 olacags i¢in ¢y = f(pc) seklinde basitlesir (Sekil 4.1b).

Konveksiyon terimlerini ayriklagtirmada kullanilan klasik yaklagimlar ve bu
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yaklasimlarin normalize edilmis formu Tablo 4.1°de, grafiksel gosterimi ise

normalize edilmis degisken diyagraminda Sekil 4.2°de verilmistir.

/

(b)

Sekil 4.1: Normalize etme islemi a) Orijinal degiskenler b) Normalize edilmis degiskenler

Tablo 4.1: Konveksiyon teriminin ayriklastirilmasinda kullanilan bazi yaklagimlarin
normalize edilmis formiilasyonlari

Yaklasim | Sonlu fark gosterimi NVF
FOU ¢r = bc by = dc
1 ~ 1 .
CDS ¢ = E(d)c + ép) o = E((bc +1)
1 ~ 3.
Sou ¢f = E (Bdc — du) ¢f = E‘pC
1 - ~ 1
FROMM | ¢, = ¢ +Z(¢D_¢U) dr = Pc t3

1 ~
QUICK | ¢ = §(3¢D +6¢c —Py) | b =—bc t3

Bir boyutlu stabilite analizine dayanilarak, kritik Peclet sayisi ile yaklasimlarin
karekteristik ¢izgileri arasindaki iliski NVD diyagraminda goriilebilir. Karekteristik
cizginin diisey ekseni kestigi noktanin veya NV formundaki downwind degerinin
tersi, 0 yaklasimin kritik Peclet sayisina karsilik gelmektedir [26]. Tablo 4.2°de
yaklagimlarin Kritik Peclet sayisi ile downwind noktasinin katsayisi arasindaki iligki

gosterilmistir.
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(iii

1.0
0.75--—---———- i (i) FOU
v (i) CDS
i ! (iii) SOU
i (iv) Fromm
(v | (v) QUICK
CdVdEn

0.5 1.0 ~
/ ¢c

Sekil 4.2: Konveksiyon terimlerinin ayriklastirilmasinda kullanilan bazi yaklasimlarin
NVD’de gosterimi

Leonard [27] tiniform bir grid igin (0.5,0.75) noktasindan gegen bir yaklagimin en az
ikinci mertebeden oldugunu gdstermistir. Bu yiiksek ¢oziintirliiklii bir yaklagimin
nasil olmasi konusunda bir ipucu verir. Tablo 4.3’de goriildigii gibi birgok yiiksek

¢Oziiniirliiklii yaklasim bu esasa dayanir.

Tablo 4.2: Kritik Peclet sayisi ile ¢ ’nin katsayisi arasindaki iligki [26]

Yaklasim | ¢p nin katsayis1 | Kesisme noktasi | Kritik Pe sayisi
FOU 0 0 0
CDS — Z 2
Sou 0 0 o0
FROMM % % 4

3 3 8
QUICK 3 3 3

100



4.2. Konveksiyon Sinirlama Kriteri

Normalize edilmis degisken analizine dayanarak, Gaskel ve Lau [24], zamandan

bagimsiz akislar i¢in yiiksek c¢oOziinlirliklii aki-sinirlayict yaklasimlarin smirlilik

(boundedness) o6zelligine sahip olup olmadiklarinin degerlendirilmesinde kolaylik

saglayan Konveksiyon Sinirlama Kriteri’ni (Convective Boundedness Criterion,

CBC) onermistir. Bu Kritere gore, sinirlilik 6zelligine sahip bir yaklasim asagidaki

sartlar1 saglamalidir:

$c<0 ise

dc =1 ise

<I'3f = f(dsc) = pc (4.43)
bc < by <1 (4.4b)
br = f(dc) = ¢ (4.4c)

Yukarida tanimlanan kriterler Sekil 4.3a’da tarali alan ve bu alanin disinda (0,0) ila

(1,1) noktasindan gegen dogru ile gosterilmistir. Eger bir yaklasimin karakteristik

egrisi bu bolge icerisinde kaliyorsa, bu yaklasim smirlilik (boundedness) 6zelligini

tasir.

(a)

(b)

Sekil 4.3: a) Gaskell ve Lau [24] tarafindan 6nerilen CBC bolgesi b) Yu ve dig. [26]

tarafindan genisletilmis CBC bolgesi (ECBC)
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Uzun bir siire, bu kriterler bir yaklasimin konvektif smirlilik (convective-
boundedness) ozelligine sahip olabilmesi i¢in hem yeter hem gerek kosul olarak
goriilmiistiir. Ancak Yu ve dig. [26], Gaskell ve Lau [24] tarafindan Onerilen
CBC’nin yeter sart oldugunu, gerek sart olmadigini ve asagidaki sartlar1 saglayan bir

yaklasimin da siirli (bounded) oldugunu gostermislerdir.

$c <0 iIse P < p < % (4.53)
- . I he +1

0<¢c<1 ISt $. < < ('bcz (4.5b)

- . he+1 -

pc=1 ise d’cz <¢; < ¢ (4.5¢)

Genisletilmis Konvektif Sinirlama Kriteri (Extended Convective Boundedness
Criteria, ECBC) olarak tanimlanan bu kriter Sekil 4.3b’de tarali alan ile
gosterilmistir. Buna gore, ¢ < 0 veya ¢ > 0 olan bdlgede yaklasim kosegensel
(diagonal) olmak zorunda degildir. Ayrica Yu ve dig. [26] bu bolgede kalan iki yeni
yaklagim Onermis, bu yaklasgimlarin hem hassas hem de sinirlama (bounded)
ozelligine sahip olduklarim1 gostermis ve yaklasimlarin hassasiyetinin ¢ogunlukla

$€[0,1] arasindaki bolgeye bagl oldugunu iddia etmislerdir.

Hou ve dig. [27], Gaskell ve Lau’nun tavsiye ettigi CBC (G/L-CBC) bdlgesinin,
yaklasimin hassasiyetini dikkate almadigi, sadece konvektif sinirliligi saglamak
lizere tasarlandigini ve asagidaki sartlar1 saglayan (Denklem (4.6)) bir yaklasimin
hem yiiksek hassasiyet hem de siirlilik 6zelligine sahip olacagini iddia etmislerdir.
Ayrica, G/L-CBC sartin1 saglayan biitiin yaklagimlarin fiziksel olarak mantikli bir

sonu¢ vermeyeceklerini iddia etmislerdir.

o)

()
IA
o

o =~ _ 4 _9c
IS¢ ¢, < o S? (4.6a)
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1 . 3.

- 1se _
0<dc <3 Sbc = by =— (4.6b)
1 - 2 . o+l . 3.
E <¢c< § 1Se 2 < i < E(Ibc (4.60)
2 . 3. pe+1
2<Pc<1l I8 —p.< ¢ < (4.6d)
3 2 2
- . be+1
bc =1 se Pl dr <1 (4.6¢)

Bu kriterler Sekil 4.4’te tarali bolge ile gosterilmistir. Bugiine kadar 6nerilen yiiksek
¢oztinlirliiklii kompozit yaklasgimlarinin hepsi (SHARP hari¢) Sekil 4.4’te gosterilen

taral1 alan igerisinde kalmaktadir.

(T)f [ ] (T)f = $c
$r=0.5(¢+ 1)
. _@B.LY Bo=1
0.50.75) |
0.5 I
i b = 1.5
1 dc

-,-e-)
Il
e
ul
<)

o

Sekil 4.4: Hou ve dig. tarafindan tavsiye edilen CBC bdlgesi [27]

Daha sonra yapilan ¢alismalarda Wei ve dig. [59], diagonal (i¢) bolge ile dis bolge
arasindaki bir iliski oldugunu gostermislerdir. Denklem (4.7)’de verilen ve

Genellestirilmis Konvektif Smurlilik Kriteri (General Convective Boundedness
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Criteria, GCBC) olarak adlandirilan bu kriterleri saglayan bir yaklasimin sinirlilik

(boundedness) ozelligine sahip olacagini belirtmislerdir.

$e <0 ise  ¢f € [Pc, Bdc] (4.73)
0<dc<1 ise s €[pe (1—B)Pe + Bl (4.7b)
$e=>1 ise ¢ € [(1—PB)pc + B, dc] (4.7¢)

Burada f, 0.5 ila 1 arasinda degisen bir parametredir. Sekil 4.5’deki tarali bolge ile
gosterilen GCBC bolgesinin en énemli 6zelligi siirlarmin hareket edebilmesidir. I¢
bolgenin iist siniri ¢3f = 1 hatt1 ile kesikli ¢izgi arasinda, sol distaki bdlgenin iist
smir1 diyagonal ile kesikli ¢izgi arasinda ve sag distaki bolgenin alt sinir1 diagonal ile
kesikli ¢izgi arasinda hareket edebilir. Buna gore, dis bolgenin genislemesi ic
bolgede bir daralmaya sebep olur. Ya da i¢ bolgedeki daralma, dis bolgenin
genislemesi ile dengelenebilir. GCBC, p=0.5 oldugunda G/L CBC ile, p=1.0
oldugunda ise ECBC ile aynmi olmaktadir. Bu nedenle G/L CBC ve ECBC,

GCBC’nin iki limit durumudur denilebilir.

F 3

by

Sekil 4.5: Wei ve dig. tarafindan 6nerilen GCBC bolgesi [28].
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4.3. Toplam Degisimin Azalmas1 Yontemi

Toplam Degisimin Azalmas1 Yontemi (Total Variation Diminishing, TVD) ilk defa
Harten [29] tarafindan zamana bagli gaz dinamigi i¢in kararli, osilasyon yapmayan
monotonik yiiksek mertebeden yaklagimlarin gelistirilmesi amaciyla gelistirilmistir.
Buna gore, monotonik bir yaklagim ile elde edilen ¢éztiimde:

e Yerel piklerin (extrama) olmamasi

e Mevcut yerel minimumun azalan, yerel maksimumun ise artan olmamasi gerekir.

Kisaca ¢oziimde overshoot (siniriistii) veya undershoot (siniralti) olmamasi gerekir
denilebilir. Bu 6zelligin ayriklagtirilmis ¢6ziimdeki uygulamasina Toplam Degisimin
Azalmasi (TVD) denir. Toplam degisim, ayriklastirilmis ¢oziimiin (¢) genel bir

ozelligidir ve belirli bir zaman adiminda asagidaki gibi tanimlanir.

TV($) =X7=1l¢ir1 — ¢4l (4.8)

Burada n hiicre sayisini  gostermektedir. Ornegin Sekil 4.6’da gdsterilen
ayriklastirilmis noktalardan olusan bir sistem ele alinirsa, TVD kosulu Denklem

(4.9)(4.10) ile ifade edilir.

bz s

07

Sekil 4.6: Ayriklastirilmis noktalardan olusan bir sistem

TV (0" = o2 = d1l + |3 — 2l + s — 3] + |5 — P4l (4.9)

TV (6 = 13 — dul + |5 — 3] (4.10)
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Eger ¢oziimiin toplam degisimi zamanla artmiyorsa bu yaklasim monotonik olma
sartin1 saglar ve TVD o6zelliklidir denir. TVD 6zelligi en genel haliyle Denklem
(4.11) ile ifade edilebilir:

TV (o1 <TV (o) (4.11)

Burada n zaman adimimi veya iterasyonu goOstermektedir. Bu ozellik, ¢6ziimiin
sinirlandirilmis (bounded) olmasini saglamasi yaninda ¢oziimiin yakinsamasinda da

onemli katki saglar.

Yiiksek c¢Oziintirlikli monotonik yaklagimlarinin dizayninda kullanilan TVD ile

CBC arasindaki iliski, Lin ve Lin [30] tarafindan NV formunda verilmistir.

Pc<Oveyao =1 ise = (4.12a)
0< <1 ise ¢ =P (4.12b)
¢r < 2 ise ¢y <1 (4.12¢)

Sekil 4.7°de NVD diyagraminda tarali bolge ile gosterilen TVD kriterinin CBC

yontemine gore daha sinirlayict oldugu agikga goriilmektedir.

TVD genellikle sikistirilabilir akiglarda keskin gradyenlerin oldugu yerlerde veya
soklarin oldugu siireksizliklerde kullanilir ve ¢6ziimde gercek olmayan osilasyonlari
engeller. CBC kriteri ise genellikle sikistirllamaz akislarda kullanilir. TVD
kriterlerini saglayan bir yaklasim her zaman CBC sartlarin1 da saglar, fakat tam tersi

bir durum dogru degildir.
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)

/

(T)f“ (T)f =2 /

1.0

=Y
o

0(0,0) 1.0

Sekil 4.7: TVD kriterinin NVD’de gosterimi [30]

4.4. Yiiksek Coziiniirliiklii Yaklasimlar

Giiniimiize kadar yiiksek ¢oziiniirliiklii birgok yaklasim (High Resolution Schemes,
HRS) gelistirilmistir. Bu ¢alismada incelenen yiiksek ¢oziiniirliiklii yaklagimlarin
NVF formu Tablo 4.3’te verilmistir. Tablonun sag tarafinda ise her yaklagimin
NVD’deki gosterimi verilmistir. Yiiksek ¢oziintirlikklii yaklasimlarin bazilar1 lineer
yaklasimlarin smirlandirilmis halleridir. Ornegin, OSHER [34] sinirlandiriimis SOU,
MUSCL [40] sinirlandirilmis Fromm, SMART [24] smirlandirilmig QUICK olarak
tanimlanabilir. Baz1 yiliksek ¢oziintirliikli yaklagimlar literatiirde farkli isimler altinda
bircok defa yayimlanmistir. Ornegin SMARTER [36], NOTABLE [37], CHARM
[38] ve ISNAS [39] yaklagimlar1 arasinda hicbir fark yoktur. NVD ile FLD
arasindaki iligki incelendiginde, bazi yaklagimlarin ayni olduklart halde farkli
diyagramlarda degerlendirilmesinden dolayr farkli adlandirildigi goriilmektedir.
Ornegin, NVD ile gosterilen SOUCUP [31], BSOU [32] ve HLPA [33] yaklasimlart
FLD ile gosterilen MINMOD [29], OSHER [34] ve CLAM [35] yaklagimlari ile
tamamen aynidir. Tablo 4.3 incelendiginde, bazi yaklasimlar arasinda ¢ok ufak
farkliliklar oldugu goriilebilir. Ornegin, SMART ile WACEB ve COPLA ile
CUBISTA arasindaki tek fark orijinden ¢ikan dogrunun egimidir. Dikkat ¢ceken diger
bir nokta CLAM, EULER, SMARTER, H-QUICK ve OSPRE yaklagimlarinin diger
yaklagimlardan farkli olarak NVD i¢ bolgesinde lineer olmayan bir karakteristik
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egriye sahip olmalaridir. SHARP ve SECBC yaklasimlari diger yaklasimlardan farkli
olarak NVD dis bolgede FOU karakteristik dogrusunu takip etmemektedir.

Tablo 4.3: Yiiksek ¢oziiniirliikli yaklagimlar ve bu yaklagimlarin NVD’de gosterimi

Fonksiyonel iliski: $f = f(dc) NVD Gosterimi
A
OSHER [34], BSOU [32] *
0< ¢, < 2 ise &, = 55
= ¢C =3 ¢f - 2 qu
2 . . ~
3SPc<1 s ¢ =
Diger durumlarda (ﬁf = d¢
1.0 ~*
9
~ A
MUSCL [35], MLU [47] J
A N
1 . 3 . ~ ~ 1
ZS('bCSZ Ise ¢f=¢C+Z 0.5
3 . . ~
S<po<1 ise  ¢r=1 . ! >
4 025 075 1.0 $'
Diger durumlarda ¢3f = ¢¢ ¢
~ A
MINMOD [29], SOUCUP [31] *
1.0
1 . 3
<p- <= ise P,==¢ ) E !
1 _ 1. 1 i
§<¢C<1 ISe f=E¢C+E i
Diger durumlarda Af = ¢ 0.5 10 :’;b
c
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Tablo 4.3 (Devam): Yiiksek ¢oziiniirliiklii yaklasimlar ve bu yaklasimlarin NVD’de

gosterimi
~ A
SMART [24] o
~ 1 . - -
0<¢c < Z Ise ¢ =3¢¢ 1.0 .
1<A<5 ise A—3A+3
6—¢c—6 ¢f—4¢c 3 0.577:
5 . | E
c <¢,<1 Ise ¢r =1 | :
o 1/6 5/6 1.0 ~>
Diger durumlarda dr = d¢ bc
WACEB [57] .
- 3 . ~ ~
0<¢c<75 € br = 2¢¢ 1.0 ;
3<A<5 ise A—3A+3 0.6(---- :
10=% =% Pr=g3%ctg |
> <p.<1 ise ¢Pr=1
L 0.3 5/6 1.0 3
Diger durumlarda dr = ¢c c
COPLA [52] A
-1 ¢
0<¢c<, ise ¢y =225¢ f
1.0
1 3 . 3 R A e ——
S<p<= st ==, +— 15116 .
3 . o 4 1. 3 9/16--- 5
1< ¢c < F = Z¢C +7 5 |
Diger durumlarda br = ¢ ! .
0.25 0.75 1.0 ~
L
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Tablo 4.3 (Devam): Yiiksek ¢oziiniirliiklii yaklasimlar ve bu yaklasimlarin NVD’de

gosterimi
CUBISTA [58] ~ A
~ 3 . - 7 . o
— ise =—
0<¢c < 5 o 4¢C »
3<<i3 23 e g 3(5 +3 15116, :
-< csS— = — I - :
8 4 P 8 21/32(----- : i
3 . 1. 3 |
Z<¢C<1 1S€ f:Z¢C+Z : i
Diger durumlarda = Pc 5375 0j75 o ——>
dc
SUPERBEE [42] ~ A
~ 1 . ~ N ¢f
0<¢C<§ ise  ¢r =2¢c
1 - 1 . 1. 1 1.0 ;
§S¢CSE IS€ ¢f—§¢c +§ 0,27;? ____________ : 1
1 < ¢, < 2 ise ¢ 55 | :
> dc 3 b = > dc |
2 . o L -
—<¢p<1 e ¢f= 1130523 1.0 ~
3 oc
Diger durumlarda cf)f = ¢
SUPER-C [46] A
0<”<1 ise ”—1A+1 %
< ¢c < > br = > bc >
! <o, < 2 ise ¢, = 34
> ¢ < 3 o = > bc¢ i
2 . -~ P
3 <¢pc<1 ise ¢ =1 Lo
Diger durumlarda qlA)f = qSC L >
0523 1.0 $
(o
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Tablo 4.3 (Devam): Yiiksek ¢oziiniirliiklii yaklasimlar ve bu yaklasimlarin NVD’de

gosterimi
VONOS [56] ~ 4
. 3 5 =108 ¢f
0<d,<— ise =
¢C 74 ¢f ¢C
3 5. <t e 3.233 +3
73 =% =3 Pr=3%*3g
1 < b, < 2 ise & 55
2 ¢C 3 ¢f - 2 d)C
2 . ~
—<pe<1 e =1 1.0 &;"
~ R C
Diger durumlarda ¢ = ¢¢
STOIC [49] A
.1 5 *
0£¢c<§ ise  ¢r =3d¢
1 <, < L ise ¢ ls .1 " !
E—d)c_f ¢f—§¢0+§ 0.75 |- - i
1<A<5 ise @ 3A+3 I
5 - L
o<1 ise P = 02 0. ~
c 2 05 0.751.0 5
R C
Diger durumlarda ¢y = ¢
HOAB [59] ~ A
.12 - %
0sfo<z s d =354
L1 _ T 1.0 :
cS¢c=5 1€ ¢ =cdcts 0.75|---—-— |
712} Lo
Los <3 e 6,24 + ! -
3 _ ~ : L
“< ¢C <1 ise ¢f =1 16 0.5 0.75 1.0 ~>
4 ¢c
Diger durumlarda (ﬁf = ¢
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Tablo 4.3 (Devam): Yiiksek ¢oziiniirliiklii yaklasimlar ve bu yaklasimlarin NVD’de

gosterimi
KOREN [65] ~ A
- 2 . ~ 2 ¢f
0<¢c<z lse ¢ =2¢
2<A<4 ise 5 = 2y " |
s _ R 47l --- E
sSfe<1 e gr=1 | |
Diger durumlarda ¢A>f = (55 : :
- : >
max[0, min(2r, 2r/3+1/3, 2)] 2 08 10 $c
UMIST [50] ~ A
- 1 . ~ x ¢f
0S¢C<€ ise ¢ =2¢¢
1<A<1 ise 5 =26, 4 " '
g—d)c—i ¢f‘Z¢C+§ 0.75)--—----, !
o6 < > ise ¢, = 3 G+ | E
§<¢C—g ¢f_Z¢C+§ 23 |-~ # E i
5 o I
g<%c<1 1€ ¢r =1 176 05 56 1.0 a;"'
Diger durumlarda fo = ¢ )
CLAM=HARMONIC [35,60] ~ A
HLPA [33] b
0< e <lise ¢r=dc(2—¢c) 1.0
Diger durumlarda ¢3f = ¢¢
1.0 ~*
9
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Tablo 4.3 (Devam): Yiiksek ¢oziiniirliiklii yaklasimlar ve bu yaklasimlarin NVD’de

gosterimi
SMARTER [36], NOTABLE [37], ~ A
CHARM [38], ISNAS [39] ¢f
1.0
- . ~3 5.2 5.
0<¢c<1lise ¢, —Egbc +§<;bc
Degilse (].'A)f = QBC
>
1.0 N
0
OSPRE [53] ~
o
+3 722 7=+
~ - +7
0< o<1 ise ¢CA24¢C; 7 Pc 1.0
bc —dc+1
Degilse $f = $C
>
1.0 ~
bc
H-QUICK [53] ~
7
- - 3¢
0<pe<lise ¢ = Pe_ 1.0
1+ 2¢¢
Diger durumlarda qlA)f = qSC
>
1.0 N
¥

113




Tablo 4.3 (Devam): Yiiksek ¢oziiniirliiklii yaklasimlar ve bu yaklasimlarin NVD’de

gosterimi
EULER [44] A
9
- 5(1—d-) — .2 1.0
0<de<tise Pell—Pc) —d '
(1-2¢¢)
- _ ~ 3
$c=05 ise ¢ = Z
Diger durumlarda  ¢r = ¢ 15 —>
9
SECBC [26] A
7
(iic S O ise $f = OS(ZSC 1.0
- 1 ] ~ -
0< ¢c < 3 ise  ¢r =3¢¢ 06l
¢c =02 ise B =~ + 1 i
= b =5%ct3
' >
0.2 1.0 ~
9
SHARP [23]
0<¢c<0.35 — — ., $1|.
veya ise $c(1-¢c) - dc N
0.65 < o<1 (1-2¢c)
3 1.0
—1<¢pc<0 Ise ¢f:§¢c
1<de<15 lise ¢ = 1.0 . .
i 1.0 1.5 $
[+

~ 3. 3
Diger durumlarda ¢, = Z‘lbc + 3

-0.375
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4.5. Zamana Bagh Problemlerde Yiiksek Coziiniirliiklii Yaklasimlarin NVD’de

Gosterimi

Yiiksek c¢Ozlniirliiklii yaklasimlarin zamandan bagimsiz olan problemler igin
NVD’deki gosterimi yukarida (Tablo 4.3) gosterilmistir. Zamana bagli olan
¢cozlimlerde ise (f)f ara yiiz degeri, ¢ 'nin yan1 sira CFL sayismin da fonksiyonu

olacaktir:

¢s = f(¢c, CFL) (4.13)

Bu nedenle yaklagimlarin karakteristik egrilerinin NVD’deki degisimi, CFL sayisina
bagli olarak degismektedir. Leonard [46], herhangi bir yaklasimin belirtik (explicit)
olarak ¢oziildiigli bir problemde, boyutsuzlastirilmis ara yiiz degerinin ((ﬁf) genel

olarak asagidaki gibi yazilabilecegini gostermistir:

dA’f = CFL$¢ + (1 — CFL)Pscueme (4.14)

Burada SCHEME alt indisi, herhangi bir yaklasimi gdstermektedir. Ornegin CDS

yaklasiminin kullanilmasi halinde, ara yiiz degeri asagidaki sekilde yazilabilir:
¢; = CFL$, + (1 — CFL)(0.5¢ + 0.5) (4.15)

Diger yaklasimlar da benzer sekilde yazilabilir. Konveksiyon terimlerinin
ayriklastirilmasinda kullanilan bazi yaklagimlarin 0, 0.25, 0.50, 0.75 ve 1.0 olmak
tizere bes farkli CFL i¢cin NVD’deki degisimleri Sekil 4.8’de gosterilmistir. Sekilden
de goriilebilecegi gibi CFL=1 oldugunda biitiin yaklasimlarin karakteristik egrileri
FOU ile ayn1 olmaktadir. CFL=0 oldugunda ise yaklasimlarin karakteristik egrileri

zamandan bagimsiz problemlerdeki NVD ile ayni olmaktadir.
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Sekil 4.8: CDS, SOU, Fromm ve QUICK yaklasimlarinin karakteristik egrilerinin CFL
sayisina bagl olarak degisiminin NVD gosterimi

Yiiksek ¢oziiniirliiklii yaklagimlar da zamana bagli problemlerde belirtik yontem ile
¢ozlilmesi durumunda, Denklem (4.14)’¢ benzer sekilde yazilabilir. Yiiksek
¢Oziiniirlikli  yaklagimlardan MINMOD, MUSCL, CUBISTA, KOREN,
SUPERBEE, SUPER-C, HOAB ve CLAM yaklagimlarinin CFL sayisina bagl

olarak karakteristik egrilerinin degisimleri Sekil 4.9’da gosterilmistir.
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3, 3,
MINMOD MUSCL
1.0 10
CFL=0.0 -CFL=0.0
- - -CFL=0.25 CFL=0.25
—-—-CFL=0.50 —-—-CFL=0.50
---=-CFL=0.75 ---=-CFL=0.75
——CFL=1.0 ——CFL=1.0
1.0 ~ 10 ~
b b,
- ~
X 3,
CUBISTA KOREN
1.0 10
- - -CFL=0.25
- — -CFL=0.25
—-—-CFL=0.50
—-—-CFL=0.50
-----CFL=0.75 -
——CFL=1.0 -----CFL=0.75
' ——CFL=1.0
1.0 ~ 10 ~
b b,
-~
P
SUPERBEE
1.0
e CEL=00 | e, CFL=0.0
- - -CFL=0.25
- - -CFL=0.25
—-—-CFL=0.50
—-—-CFL=0.50
---—-CFL=0.75
-----CFL=0.75 Tgner
——CFL=1.0 .
1.0 ~ 1.0 ~
b b,
<> ~
b, 3,
HOAB CLAM
1.0
CFL=°.0 ............ CFL=0.0
T oCRL=028 - — -CFL=0.25
T CFL=050 —-—-CFL=0.50
---=-CFL=0.75 o oFL=07s
——CFL=1.0 . CFi-10
1.0 " 1.0 ~
b i

Sekil 4.9: Baz1 yiiksek ¢oziiniirliiklii yaklasimlarin karakteristik egrilerinin CFL sayisina
bagli olarak degisiminin NVD goésterimi
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Sekil 4.9°dan da goriilebilecegi gibi ¢ < O veya ¢.> 1 olmasi halinde biitin
yaklasimlarin karakteristik egrileri FOU ile ayni olmaktadir. Ayn1 durum CFL=I
olmasi durumunda da goriilmektedir. Ayrica, CFL sayisinin artmasi ile yaklagimlarin
NVD i¢ bolgesinde (0 < ¢ < 1) monotonik oldugu bolgenin daraldig
goriilmektedir. SUPER-C haricindeki biitiin yaklasimlarda ¢, degerinin tiim CFL
sayilarinda sabit oldugu, ¢; degerinin ise CFL sayisina bagh olarak degistigi
gorilmektedir. Diger yaklasimlardan farkli olarak SUPER-C yaklasiminda orijinden
cikan dogrunun CDS karakteristik dogrusu ile kesistigi nokta asagida gosterildigi
gibi CFL sayisina bagl olarak degismektedir.

¢r = % (4.16)

Bu durum SUPER-C yaklagimini diger yaklagimlardan ayiran en biyiik 6zelliktir.

4.6. Aki-Sinirlayici Diyagrami

Aki-sinirlayict Diyagrami (Flux-Limiter Diagram, FLD) gelistirilmis olan birgok
TVD yaklagimlarini ayn1 diyagramda gostermek {izere Sweby [25] tarafindan
gelistirilmistir. Bu calismada Roe [65] tarafindan tavsiye edilen aki-sinirlayici
formiilasyonu kullanilmistir. Lineer olmayan smirlandirilmis akili yaklagimlar

asagida sekilde genellestirilebilir:

Ax, (6(1))

¢r =bc+— )5, (4.17)

Burada ¥ bir “aki-sinirlayici” fonksiyonu, r ise ¢6ziimiin iki yerel gradyeninin orani

olup:

(g_@u (4.18)
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seklinde tanmimlanmistir. Uniform ag kullanilmasi halinde bu ifade basitlesir.

_ P —¢¢
= (419

Bu durumda Denklem (4.17) asagidaki sekilde yazilabilir:

1
¢ = bc +5 ) (bc — dv) (4.20)
W(r)’nin belirli degerleri Boliim 2.1°de verilen lineer yaklasimlar1 tanmimlar. Ornegin;

Y(r) =0 — Birinci mertebeden upwind yaklasimi (FOU)
P(r) =1 — Ikinci mertebeden upwind yaklasimi (SOU)
Y(r) =r — Merkezi farklar yaklasimi (CDS)

Aki smirlayict W’nin r ile degisimini ifade eden FLD, Sekil 4.10°da gosterilmistir.
Diyagramda, ¢6ziimde bir pik (extremum) oldugunu gosteren r < 0 bdlgesi ve
¢ozlimiin monotonik oldugunu gosteren r > 0 bolgesi olmak iizere iki ana bolge
vardir. Siirlayicr fonksiyon (W), lokal gradyen (r) degerine bagl olarak yaklasimlar
arasinda gecis yaparak ¢o0ziimiin monotonik olmasinmi saglar. FLD’de r =1 oldugu
nokta ( W(1)=1 ) ¢6ziimde Yyerel lineer bir degisim oldugunu gosterir. Ara yiizey
degeri lineer olarak degisen ikinci mertebeden bir yaklasimda aki siirlayici 1’e esit
olmalidir. Dolayisiyla, FLD’de (1,1) noktasindan gecen bir yaklasimin ikinci

mertebeden oldugu sdylenebilir.

Ornegin FOU, CDS ve SOU yaklagimlarmin bir kombinasyonu olan MINMOD
yaklasiminin FLD’daki gdsterimi Sekil 4.10°da gosterilmistir.

-0<r<0 icin  W(r)=0 (FOU)
0<r<1 icin  W(r)=r (CDS)
1<r<+w igin Y¥(r)=1 (SOU)

MINMOD
Y(r) = max (0, min(r,1))
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Y=

/ ¥=r (CDS)

1 -—— -
=1 (SOU)

¥=0 (FOU)
;

NFEF----—-=-=-=-- - = - - - -

Sekil 4.10: Sweby TVD kriterine gore ikinci mertebeden olan bolge

Sweby TVD Bolgesi: Harten [29] tarafindan tanimlanan TVD ifadesi, belirtik
(explicit) yontem ile ayriklastirma yapilmasi durumunda Sweby [25] tarafindan FLD

diyagraminda asagidaki ifade ile tanimlanmistir:
r=0 i¢in 0<¥(r)<min(2r,2) (4.21)

r<0 icin WY(r)=0 (4.22)

Yukaridaki ikinci ifade (Denklem (4.22)) TVD igin gerekli sart degildir, pik
(extrama) olan yerlerde Sweby tarafindan emniyet amaciyla konulmustur. Bu
kriterlere gore Sekil 4.10°da tarali alan ile gosterilen bolge hem ikinci mertebedendir
hem de TVD sartin1 saglar. Roe [42] zaman adimi smirlamasmi ihmal ederek,
uzaysal terimlerin ayriklagtirlmasinda TVD olma sartimi  W(r)<max(0,2r) alani
olarak belirlemistir. Ayrica belirtik (explicit) ¢oziimlerde yerel CFL sayisina baglh

olarak daha az sinirlayici olan sartlarin kullanilabilecegini belirtmistir [65].

120



4.7. NVD ile FLD Arasindaki Iliski

NVD ile FLD birbirine ¢ok yakin yontemlerdir. FLD genellikle sikistirilabilir
akiglarin (compressible aerodynamics) zamana bagli ¢oziimlerini, NVD ise
genellikle basing diizeltmeli Navier-Stokes ¢oziimlerini  gelistirmek igin

kullantilmistir [1].

Normalize edilmis hiicre merkezi (¢ ¢) degerine dayali NVD ile gradyen oranina

(r) dayali FLD arasindaki iligski asagidaki sekildedir.
¢ c=1(r+1) (4.23)
r=(1-¢’c) ¢'c (4.24)

Denklem (4.23) ile (4.24) incelendiginde iki diyagram arasinda hiperbolik bir
iligkinin oldugu ve tekil noktalar (q>*c =0 ve r = -1 igin) i¢erdigi goriilebilir. Benzer
sekilde lineer olmayan aki sinirlayici yaklasimlart normalize edilebilir. Bu durumda

Denklem (4.20) asagidaki formu alir.

1
¥ = ¢ +5 MO (4.25)

Burada gradyen orani r = r (¢ ¢) Denklem (4.24)’te gosterildigi gibi ¢ ¢’nin bir
fonksiyonudur. Bu ifadeler yardimi ile NVD ve FLD arasinda doniisiim yapilarak
TVD ile CBC arasindaki iligki kurulabilir. Yiiksek ¢oziintirliikklii yaklasimlarin FL
formundaki gosterimi Tablo 4.4°te verilmistir. Ayrica, yaklagimlardan bazilar1 Sekil
4.11°de FLD’de gosterilmistir.
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Tablo 4.4: Yiiksek ¢oztniirliikli yaklagimlarin Aki-sinirlayici (FL) formunda gosterimi

Yaklasim | Aki-smirlayici formu
MINMOD max[0, min(r,1)]
OSHER max[0, min(2r,1)]
CLAM (r+|r)/(r+1)
HOAB max[0,min{2r, max(0.5r+0.5, r), 5}]
SMART max[0,min(2r, 0.75r+0.25, 4)]
STOIC max[0,min{2r, max(0.75r+0.25, r), 4}]
WACEB max[0,min(2r, 0.75r+0.25, 2)]
MUSCL max[0,min(2r, 0.5r+0.5, 2)]
COPLA max[0,min(1.5r, 0.75r+0.25, 2.5)]
CUBISTA max[0,min(1.5r, 0.75r+0.25, 1.5)]
SUPERBEE | max[0, min(2r,1), min(r,2)]
VONOS max[0,min{2r, max(0.75r+0.25, 1),18}]
SMARTER | (r +|r)(3r+1)/2(r+1)2
SHARP min[max{0,2r(r1/2-1)/(r-1)}, max{0.75r+0.25,-1.25}]
KOREN max[0, min(2r, 2r/3+1/3, 2)]
UMIST max[0,min(2r,0.25+0.75r,0.75+0.25r,2)]
H-QUICK A(r+|r])/2(r+3)
2.0 - o= T —
e
/ .
y; R
1.5 - " ............ et
5_.'-" 104 e
e CUBISTA
0.5 - —-—-MINMOD
---=-MUSCL
- - -SUPERBEE
0.0
A4 0o 4 2 3

Sekil 4.11: Bazi yiiksek ¢oziniirliiklii yaklagimlarin FLD goésterimi
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5. SINIRLANDIRILMIS YUKSEK COZUNURLUKLU YAKLASIMLARIN
KARSILASTIRILMASI

Yiiksek coziintrliklii yaklagimlarin NVD’deki karakteristik egrileri Sekil 5.1°de
gosterildigi gibi, diizlemi i¢ ve dis bolge olmak tizere iki boliime ayirmaktadir.
Hemen hemen biitiin yaklagimlarin karakteristik c¢izgileri dis bolgede FOU
dogrusundan olustugundan dis bolgede aynidir. Yaklagimlar arasindaki farklilik,
yaklagimlarin i¢ bolgedeki karakteristik egrilerinin farkliligindan kaynaklanmaktadir.
Biitiin yaklasimlarin i¢ bolgedeki karakteristik egrileri ise Sekil 5.1°de gosterildigi
gibi bir alt ve bir de st limitten olusan bir bolge (koyu ¢izgi ile sinirlanmis bolge)
icerisinde kalmaktadir. Bu bolgenin st limiti (OABCD) en kompresif yaklasima
(SUPER-C), alt limiti (OD) en difiizif yaklagima (FOU) karsilik gelmektedir. Yiiksek
¢ozlinirliklii yaklagimlar icerisinde ise alt limit MINMOD yaklasimidir (OBCD).

Dss bolge

(@)
o
13|
H
) v

Sekil 5.1: NVD’de i¢ ve dis bolge.

Bu boliimde yiiksek ¢oziniirliiklii yaklasimlar, bunlarin farkliliklarii belirlemek
amaciyla birkag test problemlerine uygulanarak karsilastirilmigtir. Bu amagla,
oncelikle literatiirde ¢okca kullanilan farkli profillerdeki skalerlerin sabit bir hiz
alaninda konveksiyon ile taginmasi problemi incelenmistir. Daha sonra, ayn1 skaler

profillerin degisken bir hiz alaninda konveksiyon ile taginmasi problemi ele



almmustir. Ugiincii problemde viskoz olmayan Burgers denklemi ¢oziilmiistiir. Son
olarak yaklagimlarin ¢ok boyutlu problemlerdeki davranisini incelemek amaciyla
skaler bir bliytikliiglin ii¢ boyutlu bir akis alan1 igerisinde konveksiyon ve difiizyon
ile taginmasi1 problemi ¢oziilmiistiir. Yaklasimlarin dogrulugu tanimlanan bir toplam
hata ifadesine gore yapilmis ve ilgili tablolarda verilmistir. Ayrica baz1 yaklagimlarin

davranisi sekillerde gosterilmistir.

5.1. Dikdortgen, Yari-elips, Siniis-kare ve Ucgen Seklinde Skaler Profillerin

Sabit Bir Hiz Alaninda Konveksiyon ile Tasinmasi

Bir boyutlu, zamana bagli, sabit bir u hiziyla tasinan skaler bir ¢ biiyiikligi igin

tasinim denklemi

d¢ 09

_r L
ot T “ox (5.1)
seklinde yazilabilir. Burada u tasmmim hizi olup sabit bir degerdedir. Difiizyon
olmadigi i¢in baslangi¢ aninda verilen bir ¢ skaler profilinin teorik olarak zamanla

degismemesi ve ilk seklini korumasi gerekir.

Bu bolimde baglangic skaler profilleri Tablo 5.1°de gosterildigi gibi dikdortgen,
yari-elips, siniis-kare ve {iggen seklinde olan dort farkli skaler profilin tasinmasi
incelenmistir. Bu skaler profillerden her birisi yaklagimlarin farkli 6zelliklerini test
etmek icin kullanilir. Dikdortgen skaler profil; yaklasimlarin minimum niimerik
diflizyonla ve osilasyon yapmadan keskin gradyenleri ¢ézme o6zelligi igin iyi bir
testtir. Siniis-kare; bir yerel maksimumun oldugu ve gradyenin siirekli olarak
degistigi goreceli olarak daha yumusak bir profile sahiptir. Yari-elips; degisken
egimlere sahip keskin bir maksimumun olmadigi, maksimum noktasinda karsilikli
gradyen siireksizliklerin oldugu bir skaler profildir. Bundan dolay1 yaklagimlarin
“kirpma/diklestirme”  (clipping/steepening) Ozelliklerinin  test edilmesi igin
kullanilmaktadir. Uggen skaler profil ise bir maksimumun oldugu ve bu noktanin her

iki tarafinda diger yaklagimlardan farkli olarak sabit bir gradyene sahip bir profildir.
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Tablo 5.1: Dikdortgen, yari-elips, siniis-kare ve tiggen seklinde skaler profiller

Dikdéortgen Skaler Profil
0< x < 20Ax ise =1
Diger durumlarda =0

Yan-Elips Skaler Profil

_ 2
|x —x.| < 10Ax ise ¢ = 1_M
(10Ax)?

Diger durumlarda =0

Siniis-kare Skaler Profil

0< X < 20A ise ¢ = sin?(e)

Sh AR ~ 7 20ax
Diger durumlarda =0

Ucgen Skaler Profil
. X

<x< =
0 < x < 10Ax ise =1
10Ax < x < 20Ax  ise _208x —x

10Ax

Diger durumlarda =0

Problemde kullanilan boyutsuz zaman (T) ve boyutsuz mesafe (L) asagidaki sekilde

boyutsuzlagtirilmistir:

t
T= 5.2
Ax/V (5.2)
L= x—x,—Vt
= Ax (5.3
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Burada t zamani, V hizi, x mesafeyi, x, skaler profilin baslangi¢c anindaki yerini ve

Ax hiicreler arasindaki mesafeyi gostermektedir.

Yaklasimlarin dogrulugu, Denklem (5.4)’te tanimlanan toplam hata ifadesine gore

yapilmistir:

N
&= z |¢2nalitik - ¢Zﬁmerik (54)
n

Yaklagimlar farkli skaler profiller igin farkli davraniglar gosterebilirler. Bu nedenle
oncelikle biitiin skaler profillerde genislik 20Ax olarak alinarak dort skaler profil
ayni anda ¢Ozilmiis ve yaklasimlarin dort skaler profildeki genel davranisi
incelenmistir. Farkli zaman ve farkli CFL sayilari i¢in yapilan ¢oztiimlerdeki toplam
hatalar Tablo 5.2°de verilmistir. CFL=1 alinarak yapilan ¢6ziimde FOU
kullanilacagindan skaler degiskenin bir ag noktasindan diger ag noktasina hatasiz
olarak tasindigi ve hatanin biitlin yaklasgimlarda sifir oldugu goriilmiistiir.
Yaklasimlarin ¢6ziimde undershoot (siniralti) ve/veya overshoot (siniriistii)
yapmadan ¢oziip ¢ozemeyecegini test etmek i¢in CFL=0.98, 0.5, 0.25, 0.1 ve 0.05
olmak tiizere bes farkli CFL sayist alinarak boyutsuz zamanin T=50, 100 ve 250

olmasi durumu igin ¢dztimler yapilmigtir.

Farkli CFL sayilari i¢in yapilan ¢6ziimler sonucunda COPLA, EULER, HOAB, H-
QUICK, OSPRE, SECBC, SHARP, SMART, SMARTER, STOIC ve VONOS
yaklagimlarinin en az bir skaler profilde undershoot (siniralt1) ve/veya overshoot
(sinriistii) yaptign goriilmiistiir. Ornegin COPLA yaklasimi CFL<0.5 iken hicbir
skaler profilde undershoot (siniralt1) ve/veya overshoot (smiriistii) yapmamakta,
SHARP yaklagimi ise biitin CFL degerlerinde en az bir skaler profilde undershoot
(sintralt1) ve/veya overshoot (siniriistii) yapmaktadir. Bu yaklagimlarin hangi skaler
profilde bdyle bir davranig gosterdigi, yaklasimlarin her bir profil i¢in ayr1 ayr
incelendigi boliimlerde goriilebilir. Bu yaklasimlardan HOAB, VONOS, STOIC,
SMART ve COPLA yaklasimlan kiicik CFL sayilarinda hata siralamasinda ilk
siralarda yer almaktadir. Ancak, bu yaklagimlar tim CFL sayilarinda undershoot
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(siniralt1) ve/veya overshoot (siniriistii) yapmayan yaklasimlar arasinda olmadigindan
degerlendirmede ¢ok fazla {izerinde durulmamig, tim CFL sayilari i¢in monotonik
sonuglar veren yaklasimlar degerlendirilmistir. Tablo 5.2 incelendiginde kiigiik CFL
sayllarinda siralamada ilk siralarda yer alan SUPER-C, SUPERBEE, HOAB,
VONOS, STOIC gibi yaklagimlarin hepsinin karakteristik egrilerinin NVD ig
bolgesinde iist limite yakin olan yaklagimlar oldugu goze ¢arpmakta ve yaklasimlarin
genel davranist ile karakteristik ¢izgileri arasindaki iliskiyi gostermekte yardimci

olmaktadir.

Tablo 5.2 incelendiginde biitiin zamanlarda ve CFL sayilarinda en az hatali olan
yaklasimin SUPER-C, en c¢ok hata igeren yaklasgimin ise MINMOD oldugu
goriilmektedir. Ancak yaklagimlarin farkli skaler profillerdeki davranisi genel
durumdan farkhlik gosterebilir. Ornegin dikdortgen skaler profili en az hatayla ¢dzen
bir yaklasim, yari-elips probleminde oldukg¢a ciddi hatalar igerebilir. Bu nedenle
skaler profiller ayr1 ayri ele alinarak ¢oziimler yapilmis, detaylari ilgili tablolarda
verilmistir. Ayrica, yaklagimlarin genel olarak en az hata iceren SUPER-C, bu
yaklagimi takip eden SUPERBEE, en cok hata igeren MINMOD, literatiirde sik
kullanilan MUSCL ve zamana bagli problemler i¢in gelistirilmis olan CUBISTA

yaklasimlar ilgili sekillerde analitik ¢6ziimle karsilagtirilmustir.
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Tablo 5.2: Dikdortgen, yari-elips, siniis-kare ve {iggen seklinde skaler profillerin sabit bir hiz

alaninda konveksiyonla tasinmasi problemi igin yaklagimlarin toplam hatalari
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5.1.1. Dikdortgen seklinde skaler bir profilin sabit bir iz alaninda konveksiyon

ile tasinmasi

Dikdortgen skaler profilin farkli zaman ve farkli CFL sayilari igin yapilan ¢oziimleri
Tablo 5.3-Tablo 5.5’te verilmistir. Tablolardan goriilecegi tizere COPLA, H-QUICK,
OSPRE, SECBC, SMART, SMARTER, STOIC, HOAB, EULER, SHARP ve
VONOS yaklagimlart CFL=0.98 olmasi durumunda undershoot (siniralti) ve/veya
overshoot (siniriistii) yapmaktadir. Bu yaklasimlardan ilk yedisi i¢in CFL<0.5,
HOAB yaklagimi i¢in CFL<0.25, EULER ve VONOS yaklagimlari1 i¢in CFL<0.1
olmasi halinde bu sorun ortadan kalkmaktadir. SHARP yaklasimi ise biitiin CFL
sayilarinda simirli olmayan sonuglar vermektedir. Biiyiilk CFL sayilarinda monotonik
olmayan HOAB ve VONOS yaklasgimlar kiiciik CFL sayilarinda oldukga iyi
sonuclar vermektedir. Biitiin zaman ve CFL sayilar1 i¢in en az hata igeren yaklagim
SUPER-C olmakta, bu yaklasimi SUPERBEE takip etmektedir. Hata degeri en
yiiksek olan yaklagim ise MINMOD dur.

Tablo 5.3 - Tablo 5.5 incelendiginde, kiigiik CFL sayilarinda hata siralamasinda ilk
siralarda yer alan SUPER-C, SUPERBEE, HOAB, VONOS gibi yaklasimlarin
karakteristik egrilerinin NVD i¢ bolgesinde iist limite yakin olan yaklasimlar oldugu

goriilmektedir.

Biitiin zamanlar i¢cin SUPER-C, SUPERBEE, MUSCL, CUBISTA ve MINMOD
yaklasimlari, farkli CFL sayilar1 igin Sekil 5.2 - Sekil 5.4’te analitik ¢oziimle
karsilastirilmistir. Sekil 5.2°den goriildigii gibi CFL=0.98"de yaklasimlar arasindaki
fark c¢ok azdir. Genel olarak CFL saymnin azalmasi ile hata miktar1 biitiin
yaklasimlarda artarken, SUPER-C yaklasiminda azalmaktadir. Bu nedenle 6zellikle
kiicik CFL sayilarinda SUPER-C ile diger yaklasimlar arasindaki fark acikca
goziikmektedir. Bu yaklagimi takip eden SUPERBEE ile SUPER-C arasindaki fark
sadece keskin gradyenin oldugu yerlerde goze carpmaktadir. CFL sayisinin
azalmasiyla MINMOD ile elde edilen ¢6ziimde dikdortgen skaler profilin
kenarlarindaki yayilma artmaktadir. MUSCL ve CUBISTA yaklasimlarinin
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hatalarinin SUPERBEE ile MINMOD arasinda oldugu ve bu iki yaklasimin benzer

davraniglar gosterdigi goriilmektedir.

T=100 anindaki sonuglar Tablo 5.4 ve Sekil 5.3’te, T=250 anindaki sonuglar ise
Tablo 55 ve Sekil 5.4’te verilmistir. Ilgili tablolar ve sekiller incelendiginde
yaklasimlarin hata siralamasindaki yerinin ve yaklagimlarin CFL sayisina baglh
olarak degisimlerinin T=50 anindaki duruma benzer oldugu goriilmektedir. Tablo 5.4
ve Tablo 5.5’ten goriilebilecegi gibi artan zamanla biitiin yaklasimlarda hata miktari
artmaktadir. Ancak hata miktarindaki artis yaklasimdan yaklagima farklilik
gostermektedir. Yaklasim hatalarinin zamanla degisimini gostermek amaciyla
CFL=0.25 i¢cin MINMOD ve SUPER-C ¢oziimleri Sekil 5.5’te verilmistir. Sekil
5.5’ten SUPER-C yaklagimi ile elde edilen profillerin biitiin zamanlar i¢in neredeyse
ayni oldugu, yani hatanin zamanla pek artmadigi, MINMOD yaklagiminda ise
profilin artan zamanla ciddi oOl¢iide yayildigr goriilmektedir. T=100 aninda
MINMOD yaklasimi ile elde edilen profildeki maksimum degerin 1’in altinda
oldugu ve artan zamanla bu yayilmanin devam ettigi goriilmektedir. SUPERBEE,
MUSCL ve CUBISTA yaklagimlarinda da artan zamanla hata miktar1 artmakta ancak
maksimum deger 1’in altina diismemektedir. T=50 ile T=250 anindaki hatalar
CFL=0.25 i¢in karsilastirildiginda hata artisinin MINMOD yaklagiminda yaklasik
%76, MUSCL vyaklasiminda %52, SUPERBEE yaklasiminda %7, SUPER-C

yaklasiminda ise sadece %2 civarinda oldugu goriilmektedir.
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Tablo 5.3: Dikdortgen seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile

=50)

taginmasi problemi i¢in yaklagimlarin hatalart (T
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Tablo 5.4: Dikdortgen seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile
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taginmasi problemi i¢in yaklasimlarin hatalar1 (T
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Tablo 5.5: Dikdortgen seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile
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Sekil 5.2: Dikdortgen seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile

taginmasi (T=50)
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Sekil 5.2 (Devam): Dikdortgen seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon

ile taginmasi (T=50)
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Sekil 5.2(Devam): Dikdortgen seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon
ile tasinmasi (T=50)
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Sekil 5.3: Dikdortgen seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile
taginmasi (T=100)
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Sekil 5.3(Devam): Dikdortgen seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon
ile taginmasi (T=100)

138



1.0 4
A x ®e ¥, Analitik
%4 'ﬁ = SUPER-C
0.8 - A SUPERBEE
é' ®y% * MUSCL
I. ° * CUBISTA
0.6 - " % e MINMOD
[ ]
= S .
0.4 ° X
®
on o
.# )K.
0.2 . .
o ¥ L
PY Fay
° % FANEE I )
0.0 !!.. il;* A . K ..!
T v T T | | T ' T v T v 1

T T T
-25  -20

Sekil 5.3(Devam): Dikdortgen seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon
ile taginmasi (T=100)
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Sekil 5.4: Dikdortgen seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile

taginmasi (T=250)
140



1.0
Analitik
s SUPER-C
0.8 - A& SUPERBEE
* MUSCL
* CUBISTA
0.6 - e MINMOD
_e.
0.4 -
L1 |
L ]
0.2 X .
¥ o
. LK
0.0 M8 smamu X ogn | M&&&m
v T L T ' T v T ¥ T ' T ¥ T v T ' T J 1
-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25
L
T=250 CFL=0.1
1-0 = e el e el el P el )
3
% A Analitik
* = SUPER-C
0.8 ’.* & SUPERBEE
o « MUSCL
* ¥ CUBISTA
0.6 i e MINMOD
= " -
0.4 : %
4 - °
.* Aﬁ
*Q °
® LES
° °
0.2 ° ¥ X o
°. ¥ A i .o
.. i FAN ¥ ..
0.0 1a220s - | =i kanattan.
' 1 J I ' 1 J I J I v I ' | v I ' | J 1
-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25

Sekil 5.4(Devam): Dikdortgen seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon
ile tasinmasi (T=250)
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Sekil 5.4(Devam): Dikdortgen seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon
ile tasinmasi (T=250)
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Sekil 5.5: Dikdortgen seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile
tasinmasi probleminde MINMOD ve SUPER-C yaklagimlari elde edilen profillerin zamanla
degisimi (CFL=0.25)
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5.1.2. Yan-elips seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon

ile tasinmasi

Yari-elips seklinde skaler profilin, farkli zaman ve farkli CFL sayilar1 igin yapilan
¢oziimlerinin Denklem (5.4) kullanilarak elde edilen toplam hata degerleri Tablo 5.6-
Tablo 5.8’de verilmistir. Boliim 5.1°de belirtilen sebepten dolay1 secilen yaklagimlar
ise Sekil 5.6-Sekil 5.8’de verilmistir. Tablolardan goriilecegi tizere bu problemde
undershoot (siniraltl) veya overshoot (siniriistii) yapan yaklagimlar ile dikdortgen
skaler profilin tasinmasi probleminde undershoot (siniralti)) veya overshoot
(swiriistii) yapan yaklasimlar aynidir. Ayrica, yaklasimlarin CFL sayisina bagh
olarak monotonik davranigi da benzerdir. Sadece dikdortgen skaler profilde biitiin
CFL sayilarinda undershoot (smiralt1) veya overshoot (siniriisti)) yapan SHARP
yaklagimi bu problemde CFL=0.05 i¢in monotonik sonuglar vermektedir. CFL=0.05
icin SHARP yaklagimi ile elde edilen sonuglarin biitiin zamanlarda en iyi durumda
dahi 10. sirada oldugu goriilmektedir. Tablo 5.6 - Tablo 5.8 incelendiginde kii¢iik
CFL sayilarinda karakteristik egrileri SUPER-C yaklagimina yakin olan HOAB,
VONOS, COPLA, SMART, STOIC yaklasimlarinin en iyi 8 yaklasim arasinda

oldugu goriilmektedir.

T=50 i¢in sonuglarin verildigi Tablo 5.6 incelendiginde, CFL=0.98 igin siralamada
ilk ti¢c sirada UMIST, MUSCL ve CLAM yaklagimlarinin yer aldigi gériilmektedir.
Ancak Sekil 5.6”den de goriilebilecegi gibi biitiin yaklagimlar profili oldukg¢a basarili
bir sekilde yakalamakta, yaklasimlar arasindaki fark ¢ok kiiciik olmaktadir. Ornegin
siralamada ilk sirada yer alan UMIST ile son sirada yer alan MINMOD
yaklagimlariin hatalar1 arasindaki fark %10°dan daha kiiciiktiir. CFL=0.98 i¢in
analitik ¢ozlime en yakin sonucu veren UMIST ve CLAM yaklasimlariin kii¢lilen
CFL sayilar ile siralamada hizla gerileyerek, CFL=0.05 i¢in hata payi en yiiksek
olan yaklagimlar oldugu goriilmektedir. Dikdortgen skaler profilde biitin CFL
sayilar1 i¢in ilk sirada yer alan SUPER-C yaklagimi, bu problemde 6zellikle T=50
aninda ve yiiksek CFL sayilarinda farkli davranarak siralamada gerilere diigsmektedir.
Kiiciik CFL sayilarinin segilmesi ile SUPER-C yaklagimi Sekil 5.6’dan da

goriilebilecegi gibi ¢oziimde basamak olusturmasina ragmen siralamada ilk siralara
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dogru tirmanmakta ve CFL=0.25 oldugunda analitik ¢6zlime en yakin sonucu veren
yaklasim olmaktadir. SUPER-C yaklagiminin basamak seklindeki davranisi 6zellikle
kiiciik CFL sayilarinda daha da belirginlesmesine ragmen, yiliksek gradyenlerin
oldugu yerleri diger yaklasimlara gére ¢ok daha iyl ¢6zme yetenegi bu yaklasimi 6n
plana ¢ikarmaktadir. Dikdortgen skaler profilde siralamada SUPER-C yaklagimini
takip eden SUPERBEE yaklasimi bu problemde ayni1 davranigi gésterememekte ve
gerilerde kalmaktadir. CFL=0.5’te siralamada ilk sirada yer alan MUSCL
yaklasiminin da kiigiik CFL sayilarinda siralamada geriledigi goriilmektedir. Biitiin
CFL sayilarinda MUSCL ve CUBISTA yaklasimlarinin yari-elips skaler profili
oldukea iyi ¢ozdigii, ancak yiiksek gradyenlerin oldugu noktalardaki yayilmanin
artmas ile hata degerinin artarak siralamada geriledigi gériilmektedir. Bu problemde
KOREN yaklasiminin biitlin CFL sayilarinda tutarli davranarak siralamada ilk

siralarda yer aldig1 goriilmektedir.

Yari-elips skaler profilin farkli CFL sayilar1 i¢in elde edilen T=100 anindaki
sonuclar1 Tablo 5.7 ve Sekil 5.7°de, T=250 anindaki sonuglar1 ise Tablo 5.8 ve Sekil
5.8’de verilmistir. Ilgili tablolar incelendiginde T=100 aninda CFL=0.98 ve CFL=0.5
icin ve T=250 aninda CFL=0.98 i¢in MUSCL yaklasiminin, diger biitiin durumlarda
ise SUPER-C yaklasiminin siralamada ilk siralarda yer aldigi goériilmektedir. Sekil
5.7 ve Sekil 5.8’den goriilebilecegi gibi SUPER-C yaklasimi 6zellikle kii¢iik CFL
sayilarinda skaler profilin sag tarafinda bir basamak olusturmakta, sol tarafini ise
dikdortgen skaler bir profil ¢oziiyormus gibi diklestirmektedir. Diklestirme 6zelligi
SUPERBEE vyaklagiminda da goriilmektedir. MUSCL ve CUBISTA yaklasimlari,
difiizif bir davranig gosterdikleri skaler profil ayaginin her iki tarafi haricinde profili
oldukca iyi ¢ozmekte, profilde herhangi bir diklestirme yapmamaktadir. MINMOD
yaklasiminin artan zamanla skaler profili yayarak hata miktarinda ciddi bir artig
oldugu goriilmektedir. KOREN yaklasiminin neredeyse biitiin CFL sayilarinda tutarh

bir davranig gostererek siralamada ilk siralarda yer aldig1 goze ¢arpmaktadir.

MINMOD ve SUPER-C vyaklagimlarinin, CFL=0.25 i¢in farkli zamanlardaki
¢oziimleri Sekil 5.9’da verilmistir. Sekilden de goriilebilecegi gibi SUPER-C
yaklagiminda biitiin zamanlar icin skaler profil neredeyse aynidir. MINMOD

yaklasiminda ise artan zamanla profilin ciddi 6l¢iide yayildigi goriilmektedir. T=50
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ile T=250 anindaki hatalar CFL=0.25 igin karsilastirildiginda hata artisinin
MINMOD, UMIST ve OSHER vyaklagimlarinda %110’un {iizerinde, CLAM,
CUBISTA, WACEB, KOREN ve MUSCL yaklagimlarinda %50’nin iizerinde
oldugu goriilmektedir. SUPERBEE ve SUPER-C yaklasimlarindaki hata ise sirasiyla
%8 ve %?2’dir. Gorildigli gibi SUPER-C ve SUPERBEE yaklagimlarindaki hata
artist diger yaklasimlara gore ¢ok kiiciiktlir. Bu iki yaklasim ile elde edilen ¢oziimde
profil ¢oziim basladiktan sonra bir sekil almakta ve bu seklini hemen hemen
korumaktadir. Bu nedenle artan zamanla SUPER-C ve SUPERBEE yaklasimlari ile
diger yaklagimlar arasindaki fark daha da artmaktadir. Dolayisiyla zamandan
bagimsiz ¢dziimlerde (t—o0) SUPER-C ve SUPERBEE yaklagimlarinin en az hata

iceren yaklagim olacaklari sdylenebilir.
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Tablo 5.6: Yari-elips seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile

=50)

taginmasi problemi i¢in yaklagimlarin hatalar1 (T
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Tablo 5.7: Yari-elips seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon

=100)

ile taginmasi problemi i¢in yaklasimlarin hatalart (T
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Tablo 5.8: Yari-elips seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon
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Sekil 5.6: Yari-elips seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile

taginmasi (T=50)

149



T=50 CFL=0.25

1.0 4
Analitik

= SUPER-C
0.8 & SUPERBEE

* MUSCL

* CUBISTA
0.6 - e MINMOD

.e.
0.4
0.2 1
0.0
I I I 1 d I I 1 1
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
L
T=50 CFL=0.1
1.0
- Analitik

= SUPER-C
0.8 - A SUPERBEE

* MUSCL

¥ CUBISTA
0.6 - e MINMOD

.e.
0.4 -
0.2 -
0.0 -
1 I 1 I I I I 1
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
L

Sekil 5.6(Devam): Yari-elips seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon
ile taginmasi (T=50)
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Sekil 5.6(Devam): Yari-elips seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon
ile taginmasi (T=50)
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Sekil 5.7: Yari-elips seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile
taginmasi (T=100)
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Sekil 5.7 (Devam): Yari-elips seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon
ile taginmasi (T=100)
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Sekil 5.7 (Devam): Yari-elips seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon

ile taginmasi (T=100)
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T=250 CFL=0.98
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Sekil 5.8: Yari-elips seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile
taginmasi (T=250)
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Sekil 5.8 (Devam): Yari-elips seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon

ile taginmasi (T=250)
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Sekil 5.8 (Devam): Yari-elips seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon

1.0
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0.6
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ile tasinmasi (T=250)
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Analitik
MINMOD T=50
MINMOD T=100
MINMOD T=250
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SUPER-C T=100
SUPER-C T=250

wA

* b m 3 > O

Sekil 5.9: Yari-elips seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile
tasinmasi probleminde MINMOD ve SUPER-C yaklagimlari elde edilen profillerin zamanla

degisimi (CFL=0.25)
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5.1.3. Siniis-kare seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon

ile tasitnmasi

Siniis-kare seklinde bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile tasinmasi
probleminin, farkli zaman ve farkli CFL sayilari igin yapilan ¢éziimlerinin Denklem
(5.4) kullanilarak elde edilen toplam hata degerleri, Tablo 5.9 - Tablo 5.11°de
verilmistir. Yaklasimlardan bazilar segilerek, bu yaklasimlar ile elde edilen profiller
Sekil 5.10 - Sekil 5.12’de analitik ¢6ziimle karsilastinlmistir.  Tablolardan
goriilebilecegi gibi dikdortgen ve yari-elips profillerinde undershoot (siniralti) veya
overshoot (siniriistii) yapan yaklasimlarin bu problemde de undershoot (siniralti)
veya overshoot (siniriistii) yaptigr goriilmektedir. Bu yaklagimlardan OSPRE ve
SMARTER vyaklagimlarinin T=50 olmast durumunda undershoot (siniralti) veya
overshoot (siniriistii) yapmadigi, ancak artan zamanla ¢6ziimde monotonik olmayan
sonuclar verdigi goriilmektedir. VONOS ve HOAB yaklasimlarinin kiiciik CFL
sayillarinda SUPER-C yaklasimindan bile daha az hata icerdigi goriilmektedir.
Ancak, daha once belirtildigi gibi bu yaklagimlar yiiksek CFL sayilarinda monotonik

olmayan sonuglar verdiginden degerlendirmeye alinmamaktadir.

Tablo 5.9 - Tablo 5.11 incelendiginde, dikdortgen ve yari-elips skaler profillerinde
neredeyse biitiin zaman ve CFL sayilar1 i¢in analitik ¢éziimden en uzak sonug veren
OSHER yaklagiminin bu profilde T=50 ve T=100 i¢in analitik ¢6ziime en yakin
sonug veren yaklasim oldugu, T=250 i¢in ise MUSCL yaklagimini miiteakiben ikinci
sirada oldugu goriilmektedir. Fakat CFL<0.5 olmasi durumunda, bu yaklagimin daha
onceki skaler profillerde oldugu gibi MINMOD yaklasimi ile beraber siralamada son

siralarda yeri aldig1 goriilmektedir.

SUPER-C ve SUPERBEE yaklagimlarinin CFL<0.5 i¢in siralamada yine ilk siralarda
yer aldigr goriilmektedir. CFL=0.5 ve CFL=0.25 olmasi durumunda MUSCL,
CFL<0.1 olmasi durumunda ise KOREN yaklasimi, SUPER-C ve SUPERBEE
yaklagimlarini izlemektedir. Dikdortgen ve yari-elips skaler profillerinin aksine bu
profilde kiiglilen CFL sayist ile SUPER-C yaklagiminin hata degerinin arttig

goriilmektedir. Kiiciik CFL sayilarinda, siniis-kare skaler profilinin tepe noktasina
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yakin yerlerde SUPER-C yaklagimimin diklestirme 6zelligi hata artisinin sebebidir.
Skaler profil ayaklarinin oldugu yerlerde SUPER-C yaklasiminin profili daralttig
goriilmektedir. Yari-elips skaler profilinde oldugu gibi SUPER-C yaklasimi
kompresif bir davranig gostererek sanki dikdortgen skaler bir profil ¢6ziiyormus gibi
bir davranig gostermektedir. Bu durum Sekil 5.10 - Sekil 5.12°de agikga goriilebilir.
SUPERBEE yaklagimi da skaler profilin ayaginda bir daralmaya, profil tepesinde ise
diklestirmeye sebep olmaktadir. SUPER-C yaklagimi neredeyse biitiin durumlarda
maksimum degeri yakalarken, SUPERBEE yaklasiminda tepe noktasinda bir ¢okme
olmaktadir. MUSCL ve CUBISTA yaklasimlarindaki bu ¢okme ¢ok daha belirgindir.

Siniis-kare skaler profilin farkli CFL sayilari i¢in elde edilen T=100 anindaki
sonuclar1 Tablo 5.10 ve Sekil 5.11°de, T=250 anindaki sonuglar1 ise Tablo 5.11 ve
Sekil 5.12°de verilmistir. Ilgili tablolar incelendiginde dikdértgen ve yari-elips skaler
profillerinden farkli olarak bu profilde CFL=0.98 olmasi halinde dahi artan zamanla
biitiin yaklagimlarin hatalarinda ciddi bir artma goriilmektedir. Siniis-kare skaler
profilin seklini korumasi daha once tartisilan skaler profillere gore daha zor

olmaktadir.

Sekil 5.10 - Sekil 5.12 incelendiginde SUPERBEE yaklasimi ile elde edilen
¢ozlimlerde artan zamanla bu yaklasimin diklestirme 06zelligi iyice On plana
cikmaktadir. MUSCL yaklagiminin ise profil ayak ve tepesinde hafif bir difiizif
ozellik gosterdigi goriilmektedir. Bu yaklasim T=50 aninda profil ayaklarin1 olduk¢a
iyl bir sekilde yakalarken, artan zaman ile belirgin bir sekilde yayilmaktadir.
MINMOD ve SUPER-C yaklagimlarinin CFL=0.25 i¢in elde edilen profillerinin
zamanla degisimi ayrica Sekil 5.13’te verilmistir. Sekilden de goriilecegi iizere
SUPER-C vyaklagimi ile elde edilen sonuglarda artan zamanla profilin tepe
bolgesinde ¢ok kiiciik bir ¢okme olurken, MINMOD yaklagiminda bu durum c¢ok
belirgindir. MINMOD ile elde edilen ¢oziimde profilin maksimum degerinin T=50
aninda 0.8 civarinda, T=250 aninda ise 0.6’nin altinda oldugu goriilmektedir. T=50
ile T=250 anindaki hatalar CFL=0.25 i¢in karsilastirildiginda hata artisinin SUPER-
C yaklasiminda %22, SUPERBEE yaklasgiminda %123, diger yaklasimlarda ise

%200’1in tizerinde oldugu goriilmektedir.
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Tablo 5.9: Siniis-kare seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile

=50)

taginmasi problemi i¢in yaklagimlarin hatalart (T
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Tablo 5.10: Siniis-kare seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile

=100)

taginmasi problemi i¢in yaklasimlarin hatalar1 (T
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Tablo 5.11: Siniis-kare seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile
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taginmasi problemi i¢in yaklasimlarin hatalar1 (T
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T=50 CFL=0.98
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Sekil 5.10: Siniis-kare seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile
tasinmasi (T=50)
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Sekil 5.10 (Devam): Siniis-kare seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda

konveksiyon ile tasinmasi (T=50)
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Sekil 5.10 (Devam): Siniis-kare seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda
konveksiyon ile taginmasi (T=50)
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Sekil 5.11: Siniis-kare seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile
tasinmasi (T=100)
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Sekil 5.11 (Devam): Siniis-kare seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda
konveksiyon ile tasinmasi (T=100)
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T=100 CFL=0.1
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Sekil 5.11 (Devam): Siniis-kare seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda

konveksiyon ile tasinmasi (T=100)

166



T=250 CFL=0.98
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Sekil 5.12: Siniis-kare seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile
tasinmasi (T=250)
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Sekil 5.12 (Devam): Siniis-kare seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda

konveksiyon ile tasinmasi (T=250)
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Sekil 5.12 (Devam): Siniis-kare seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda
konveksiyon ile tasinmasi (T=250)
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Sekil 5.13: Siniis-kare seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile
tasinmasi probleminde MINMOD ve SUPER-C yaklagimlari elde edilen profillerin zamanla
degisimi (CFL=0.25)
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5.1.4. Ucgen seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile

tasinmasi

Uggen seklinde skaler bir profilin farkli zaman ve farkli CFL sayilar1 i¢in yapilan
¢oztimleri Tablo 5.12 - Tablo 5.14°te, segilen bazi yaklasimlarin analitik sonuglarla
karsilagtirilmasi ise Sekil 5.14 - Sekil 5.16°da verilmistir. Tablolardan goriilecegi gibi
bu problemde undershoot (siniralt1) veya overshoot (siniriistii) yapan yaklasimlar ile
diger profillerin tasinmasi probleminde undershoot (simiralt1)) veya overshoot
(siniriistii) yapan yaklasimlar aynidir. Ancak bu yaklasimlardan COPLA, OSPRE ve
SMARTER yaklasimlart T=50 aninda monotonik sonuglar vermislerdir. COPLA
yaklagimi CFL=0.98 icin analitik ¢dziime en yakin sonucu veren yaklasim olmakta,
fakat kiicik CFL sayilarinda siralamada gerilere diismektedir. Biiyiik CFL
sayilarinda undershoot (siniralt1) veya overshoot (siniriistii) yapan yaklasimlardan
HOAB, VONOS, SMART, STOIC gibi yaklasimlar1 daha o6nce ¢oziilen skaler
profillerde oldugu gibi bu problemde de kiigiikk CFL sayilarinda monotonik sonug
vermekte ve siralamada iist siralarda yer almaktadir. Ornegin VONOS yaklagimi en
biiyiik boyutsuz zamanda (T=250), CFL<0.1 i¢in analitik ¢6ziime en yakin sonucu

veren yaklasim olmaktadir.

T=50 i¢in sonuglarin verildigi Tablo 5.12 incelendiginde, SUPER-C’nin CFL=0.98
icin siralamada COPLA ve KOREN yaklagimlarini takip ettigi, diger CFL
sayillarinda ise analitik ¢oziime en yakin sonucu veren yaklasim oldugu
goriilmektedir. T=50 i¢in sonuglarin verildigi Sekil 5.14 incelendiginde, CFL=0.98
icin Dbile higbir yaklasimin profilin tepe noktasin1 yakalayamadigi, biitiin
yaklagimlardaki ¢6ziimlerin skalerin maksimum degeri olan 1’in altinda oldugu
goriilmektedir. Sekil 5.14’te verilen yaklasimlardan SUPER-C, SUPERBEE ve
MUSCL yaklasimlari profil ayaklarini oldukga iyi bir sekilde ¢6zmektedir. Profilin
tepe noktasint en iyi SUPER-C yaklasimi ¢dzmektedir. SUPERBEE yaklagimi
profilin tepe noktasim1 SUPER-C yaklagimina gore daha fazla diklestirmektedir.
MUSCL yaklasimi CFL>0.5 olmasi durumunda SUPER-C yaklasimindan sonra
analitik ¢6zlime en yakin sonucu veren yaklasim olmakta, kiiciik CFL sayilarinda ise
SUPERBEE, KOREN gibi yaklasimlarin gerisine diismektedir. Biitiin CFL

sayllarinda KOREN yaklasimi olduk¢a tutarli bir davranis gostererek en az hata
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iceren ilk ii¢ yaklasim igerisinde olmaktadir. Daha Onceki profillerin ¢oziimiinde
oldugu gibi iiggen skaler profilin tasinmasi probleminde de MINMOD yaklagimi
asir1 difiizif bir davramis gostererek tiggen skaler profilin seklini bozmaktadir.
CUBISTA yaklasimi da difiizif bir ozellik gostermekte, fakat bu, MINMOD
yaklagimindaki gibi ¢ok yiiksek mertebede olmamaktadir. Kiigiilen CFL sayisi ile
profildeki deformasyon her iki yaklasimda da artmaktadr.

Ucgen skaler profilin farkli CFL sayilari i¢in elde edilen T=100 anindaki sonuglar
Tablo 5.13 ve Sekil 5.15’te, T=250 anindaki sonuglar1 ise Tablo 5.14 ve Sekil
5.16’da verilmistir. Bahsi gecen tablolar incelendiginde, CFL=0.98 olmasi
durumunda T=250 olmas1 aninda dahi biitiin yaklasimlar ile elde edilen ¢dziimlerin
hata degerinin ¢ok fazla artmadig1 goriilmektedir. CFL=0.98 olmas1 durumunda en
az hata i¢eren yaklasim MUSCL yaklasimidir. Kiigiik CFL sayilarinda T=50 aninda
oldugu gibi SUPER-C yaklagimi siralamada ilk sirada olmaktadir. T=250 ve
CFL<0.1 i¢in VONOS yaklasimi1 SUPER-C yaklasimina gore daha az hata icermekte
ancak daha oOnce belirtildigi gibi bu yaklasim biiyiik CFL sayilarinda undershoot
(siniralt1) veya overshoot (siniriistii) yapmaktadir. Artan zaman ile SUPER-C ve
SUPERBEE yaklagimlar1 kompresif bir davranis gostererek tiggen skaler profili
ayaklarin oldugu bolgede daraltmakta, tepe bolgesini ise diklestirmektedir. Biitiin
yaklasimlarda artan zamanla tepe bolgesinde bir ¢dkme goriilmektedir. Ornegin
MUSCL yaklagimi ile T=100 aninda elde edilen ¢oziimlerde skaler profilin tepe
noktasi, CFL=0.98 haricindeki biitiin CFL sayilarinda 0.85’in altindadir. Kiigiik CFL
sayilarinda tepe noktasindaki bu diisme daha da artmaktadir. Bu durum MINMOD ve
SUPER-C yaklagimlarinin CFL=0.25 i¢in farkli zamanlardaki ¢6ziimlerinin verildigi
Sekil 5.17°de agikca goriilmektedir. Sekilden de goriildiigii gibi artan zamanla
SUPER-C yaklasimu ile elde edilen skaler profilin tepe noktasinda ¢ok az bir diisme,
profil ayaklarinda ise bir daralma goriilmektedir. Maksimum deger biitiin zamanlarda
0.9 civarindadir. MINMOD ile elde edilen profiller incelendiginde artan zamanla
maksimum degerin 0.8’den 0.6’nin altina diistiigii goriilmektedir. MINMOD ile elde

edilen profil seklinin iggen Skaler profilden olduk¢a uzak oldugu goriilmektedir.

T=50 ile T=250 anindaki hatalar CFL=0.25 i¢in karsilastirildiginda hata artiginin

MUSCL, SUPER-C, SUPERBEE ve KOREN yaklagimlarinda %65, WACEB,
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CUBISTA ve CLAM yaklasimlarinda %85, UMIST ve OSHER yaklagimlarinda
%170, MINMOD yaklasiminda ise %220 civarinda oldugu goriilmektedir.
Yaklasimlarin hata degerlerindeki artis incelendiginde, SUPER-C yaklagimindaki
hata artisinin diger skaler profillere nazaran ¢ok daha yiiksek oldugu, MUSCL
yaklasimindaki hata artisinin ise diger skaler profillere nazaran ¢ok daha diisiik
oldugu goriilmektedir. Ancak toplam hata miktarlari diger skaler profillerdeki hatalar
ile karsilastirildiginda bu skaler profildeki hatalarin ¢ok kiigiik mertebelerde oldugu

gorilmektedir.
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Tablo 5.12: Uggen seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaminda konveksiyon ile

=50)

taginmasi problemi i¢in yaklagimlarin hatalart (T
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Tablo 5.13: Uggen seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaminda konveksiyon ile

=100)

taginmasi problemi i¢in yaklagimlarin hatalar (T
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Tablo 5.14: Uggen seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile
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Sekil 5.14: Uggen seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile tasinmasi

(T=50)
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Sekil 5.14 (Devam): Uggen seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile
tasinmasi (T=50)
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Sekil 5.14 (Devam): Uggen seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile
tasinmasi (T=50)
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Sekil 5.15: Uggen seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile tasinmasi
(T=100)
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Sekil 5.15 (Devam): Uggen seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile

tasinmasi (T=100)
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Sekil 5.15 (Devam): Uggen seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile

tasinmasi (T=100)
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Sekil 5.16: Uggen seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile tasinmasi

(T=250)
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Sekil 5.16 (Devam): Uggen seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile
tasinmasi (T=250)
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Sekil 5.16 (Devam): Uggen seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile
tasinmasi (T=250)

1.0 CFL=0.25

Analitik
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Sekil 5.17: Uggen seklinde skaler bir profilin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile tasinmasi
probleminde MINMOD ve SUPER-C yaklasimlar1 elde edilen profillerin zamanla degisimi
(CFL=0.25)
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5.2. Dikdértgen, Yari-elips, Siniis-kare ve Ucgen Seklinde Skaler Profillerin
Degisken Bir Hiz Alaninda Konveksiyon ile Tasinmasi

Literatiirde yiiksek c¢oziintirliikkli yaklasimlarin  degerlendirilmesinde genellikle
skaler profilin uzayda ve zamanla bozulmadigi sabit hiz alanindaki problemler
kullanilmaktadir. Bu bolimde ise dikdortgen, yari-elips, siniis-kare ve {iiggen
seklindeki skaler profillerin uzayda degisen bir hiz alaninda konveksiyon ile
tasinmast incelenmistir. Onceki boélimde incelenmis olan sabit hiz alanindaki
konveksiyon probleminde undershoot (siniralti) veya overshoot (smiriistii) yapan
yaklagimlar ¢ikarilarak, biitlin zaman ve CFL sayilarinda monotonik sonu¢ veren
CLAM, CUBISTA, KOREN, MINMOD, MUSCL, OSHER, SUPERBEE, SUPER-
C, UMIST ve WACEB yaklasimlari ile ¢oziimler yapilmistir.

Bu boliimde ¢6ziilen problemin kismi diferansiyel denklemi, Denklem (5.1) ile
aynidir. Fakat burada hiz sabit olmayip uzayda degismektedir. Uzayda degisen hiz
profili Denklem (5.5)’deki gibi se¢ilmis ve Sekil 5.18’de gosterilmistir.

u) =177 (5.5)

1.0 1
0.8 —
0.6 —
0.4-

0.2 -

0!0 T 'l T T I T I
-10 -5 0 5 10

Sekil 5.18: Denklem (5.5)’te verilen hiz profili

Bu durumda 1 boyutlu olarak incelenen problemin diferansiyel denklemi:
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¢ 1 0p
ot 1+ x2dx

(5.6)

seklinde olur. Problemin yiiksek ¢oziiniirliiklii yaklasimlar ile elde edilen sonuglarina

geemeden Once asagida problemin analitik ¢6ziimii verilmistir.

5.2.1. Problemin analitik ¢oziimii

Asagidaki gibi 1 boyutlu, bir kismi diferansiyel denklem ele alinsin:

d 0
—¢ + u(x) % =0 (5.7)

Bu denklemde u(x), ¢oziim bolgesinde uzayla degismektedir. Bu denklem tiniform

olmayan ancak durgun bir ortamdaki bir dalganin tek yonde ilerlemesini ifade eder.

Denklem (5.7)’de gosterilen kismi diferansiyel denkleminin ¢(t,x) ¢6ziimii

tx)=p(x-uXx)t)=p (&) (5.8)

formundadir. Burada p(§), karakteristik degiskenin (&=x-u(x)t) keyfi bir

fonksiyonudur. Buna gére ¢6ziim, egimin karakteristik egrileri boyunca sabittir[109].

d
g u(x) (5.9)

dt
Bu denklemin analitik ¢6ziimii yukarida bahsedildigi gibi karakteristik yontem ile

bulunabilir. Bu durumda birinci mertebeden adi diferansiyel denklemini saglayan

karakteristik egri asagidaki gibi verilir:

dx_ 1
dt 1+ x2

(5.10)

Bu ifadenin degiskenlere ayirma yontemiyle integrali alindiginda
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1
f(x2+1)dx=§x3+x=t+k (5.11)
bulunur. Burada k integral sabitidir. Coziimiin karakteristik egrilerinden bazilari

Sekil 5.19°da verilmistir. Denklem (5.11)’de karakteristik degisken & = §x3 +x—t

“dir. Dolayisiyla denklemin genel ¢6zliimii asagidaki formdadir:

1
¢ =pGEx +x—1) (5.12)

x

NN

Sekil 5.19: Denklem (5.11)’de verilen esitlik i¢in baz1 karakteristik egriler

Hizin sabit olmasi (u=sabit) halinde karakteristik egriler dogru seklinde olur ve
onceki boliimde ¢oziildiigii gibi, profil ¢oziim bolgesi icerisinde sabit bir hizla sekli
degismeden ilerler. Hizin uzayda degistigi bu problemde ise ¢oziim karakteristik
egriler boyunca sabit olmakta ve profil iiniform olmayan ortamda ilerlerken ¢6ziim
bolgesi boyunca degismektedir. Profillerin ¢oziim bolgesi igerisinde ilerlerken
zamanla olan degisimleri Sekil 5.20°de gosterilmistir. Tiim profillerin genisligi 2

birim ve baslangi¢ anindaki merkez noktasi x = -5 olarak alinmstir.
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R Dikdortgen
- -- Elips
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—— Ucgen
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10 0.0 ——
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10 -10 -5 0
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Sekil 5.20: Dikdortgen, yari-elips, siniis-kare ve liggen seklindeki profillerin degisken bir hiz
alaninda konveksiyon ile taginmasi probleminin farkli zamanlardaki analitik ¢oziimleri
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Sekil 5.18’de verilen hiz profili incelendiginde hizin x=0’da maksimum degerde
oldugu ve diisey eksenin her iki tarafinda simetrik olarak azaldigi goriilmektedir.
Dolayisiyla, skaler profillerin tasindig1 hiz alan1 degisken oldugundan skaler profilin
her bir noktasindaki tasinma hiz1 mekana bagh olarak degismektedir. Sekil 5.20°den
de goriilebilecegi gibi biitiin skaler profillerde hiz alanina bagl olarak skaler profil
genisliginde bir genisleme/daralma olmaktadir. Ayrica yari-elips, siniis-kare ve
ticgen skaler profillerde profil genisliginin yan1 sira profil seklinde de degisimler
olmaktadir. Dikdortgen skaler profilin seklinde ise herhangi bir bozulma olmamakta,
sadece genisligi degismektedir. Bu durum dikdortgen skaler profildeki noktalarin,
hizin ya 1 ya da 0 oldugu hiz alaninda olmasindan kaynaklanmaktadir. Ote yandan
yari-elips, siniis-kare ve tiggen skaler profillerde hiz, skaler profil boyunca noktadan
noktaya farklilik gostermektedir. Yani skaler profilin taginma hizi yerel olarak
degigsmektedir. Dolayisiyla, bu skaler profillerin sadece genisligi degil, sekilleri de
degismektedir. Skaler profil seklindeki bu degisiklik Sekil 5.20°den goriilebilir.

t=25 aninda skaler profilde tasinma hizinin noktadan noktaya degismesi sebebiyle,
skaler profil sekillerindeki simetri bozulmakta ve hizin daha yiiksek oldugu
profillerin sag tarafinda bir genisleme olmaktadir. Diisey eksene yaklasan skaler
profiller, hizin daha yiiksek oldugu bdlgeden gegmektedir. t=50 aninda skaler
profillerin genisligi baslangigtaki genisliginin yaklasik 4 kati olmaktadir. Bu anda
skaler profil sekillerinde ciddi bozulmalar goriilmektedir. Artan zamanla skaler
profiller tekrar azalan hiz bolgesine girmekte, skaler profilin sag tarafi daha yavas
tagmarak t=75 aninda goriildigi gibi daralmaktadir. Skaler profil sekilleri ise
bozulmaya devam etmektedir. t=100 aninda skaler profillerin genisligi neredeyse
baslangic anindaki ile aynidir. Bu anda skaler profiller hizlarin ¢ok diisiik oldugu
bolgeye tasinmistir. t=250 ve t=500 anlarinda goriildiigii gibi, olduk¢a uzun zaman
ge¢mesine ragmen Skaler profiller ¢ok az ilerlemektedir. Artan zamanla profiller
iyice daralmakta, t=500 aninda profil genisligi baslangic anindaki genisliginin

neredeyse dortte biri kadar olmaktadir.
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5.2.2. Yiiksek c¢oziiniirliiklii yaklasimlar kullanilarak elde edilen ¢oziimler

Dikdortgen, yari-elips, siniis-kare ve tiggen skaler profiller t=25, 50, 75, 100, 250 ve
500 olmak tizere 6 farkli zaman ve 1.0, 0.75, 0.5, 0.25 ve 0.1 olmak tizere 5 farkli
CFL sayist i¢in yukarida bahsedilen yaklasimlar ile ¢oziilmiistiir. Yaklasimlarin
hatalar1 Denklem (5.4)’te verilen denklem ile hesaplanarak ilgili tablolarda analitik

¢Ozlime en yakin sonug¢ verenden en uzak sonug veren yaklasima gore siralanmustir.

Hizlarin profil boyunca degismesinden dolayi, CFL sayis1 hesaplarinda maksimum
hiz referans olarak alinmigtir. Maksimum hizin 1 oldugu hatirlanarak, CFL sayisinin
aslinda zaman adiminin (At) ve hiicre genisliginin (Ax) bir fonksiyonu olduguna
dikkat edilmelidir. Biitiin skaler profillerde yaklagim hatalarinin CFL sayisina bagli
olarak degisimi ilgili tablolarda verilmistir. Hatalarin CFL sayisina bagli olarak pek
degismedigi, cogu yaklasimda bu degisimin %1’in altinda oldugu goriilmiistiir. Bu
nedenle sekillerde sadece CFL=1.0 i¢in sonuclar karsilastirilmistir. Sekillerde
analitik ¢oziimle ile SUPER-C, SUPERBEE, MUSCL, CUBISTA ve MINMOD
yaklasimlari ile elde edilen ¢éziimler karsilagtirilmistir. Ayri ayr1 ele alinan skaler

profillerde yaklasimlarin hatalar1 ve davraniglar1 asagida detayli olarak verilmistir.

5.2.2.1. Dikdortgen seklinde skaler bir profilin degisken bir hiz alaminda

konveksiyon ile tasinmasi

Dikdortgen seklinde skaler bir profilin degisken hiz alaninda konveksiyon ile
taginmast problemi daha once belirtilen zaman ve CFL sayilar i¢in ¢ozlilmiis,
yaklagimlarin hatalar1 Tablo 5.15’te verilmistir. Her bir zamanda CFL=1.0 i¢in
analitik sonug¢ Sekil 5.21°de verilmistir. Dikdortgen skaler profilin t=25 anindaki
analitik ¢oziimii ila SUPER-C, SUPERBEE, MUSCL, CUBISTA ve MINMOD
yaklagimlar1 ile elde edilen c¢oziimi Sekil 5.21°de verilmistir. Sekil 5.21
incelendiginde t=25 aninda dikdortgen skaler profilin genisleyerek hizin yiiksek
oldugu orijine yakin bir noktaya tasindigi goriilmektedir. Hicbir yaklasimin skaler
profilin sag ayagini iyi ¢ozemedigi, skaler profilin daha yavas tasinan sol ayaginin
ise 1yl c¢ozildigli ve yaklagimlar arasindaki farkin ¢ok belirgin olmadig

goriilmektedir. Dikdortgen skaler profilde en ¢cok yayllma MINMOD, en az yayilma
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ise sirastyla SUPER-C ve SUPERBEE yaklasimlarinda goriilmektedir. Diger

yaklasimlarin hatalar1 birbirine ¢ok yakin olmaktadir.

Hiz alanmin simetrik oldugu orijinden gecen dikdortgen skaler profil, Sekil 5.21
t=50 aninda goriildiigii gibi baslangic anindaki genisliginin 4 katina ulasmustir.
Diisey eksene gore simetrik olan skaler profilde biitiin yaklasimlarin t=25 anina gore
analitik ¢oziimili ¢ok daha iyi yakaladig1 goriilmektedir. Yaklasimlar arasindaki fark
yiiksek gradyenin her iki tarafinda goriilmekte, hizin daha yiiksek oldugu skaler
profil sol ayagindaki hatalar biraz daha biiylik olmaktadir.

Skaler profilin azalmaya devam eden hiz alanindan gegerek, tekrar asimetrik bir form
aldigr t=75 anindaki sekli, Sekil 5.21°de goriilmektedir. t=75 aninda elde edilen
skaler profil, t=25 anindaki skaler profilin neredeyse simetrigidir. Ancak her iki
durumdaki skaler profil genislikleri birbirlerinden farklidir. t=75 aninda yaklagimlar
bu defa skaler profilin daha yavas tasinan sag tarafini iyi ¢ozmekte, skaler profilin
sol tarafini ise ciddi sekilde yaymaktadir. Hata siralamasinda ilk iki sirada yine
SUPER-C ve SUPERBEE yaklasimlar1 olmakta, t=25te bu iki yaklagimi takip eden
MUSCL yaklasimi, artan zamanla siralamada geriye diismekte ve hata pay1 en ¢ok

hata igeren yaklagim diger zamanlardan farkli olarak OSHER olmaktadir.

t=75 anindaki skaler profilin tasindig1 bolgedeki hiz profili, baslangi¢ anindaki profil
ile hemen hemen aymidir. Bu noktadan sonra skaler profil artik ¢ok yavas
tasinmaktadir. Sekil 5.21°de goriildiigi gibi t=100’de daralan skaler profilin genisligi
baglangi¢ anindaki genislik ile neredeyse aynidir. t=0 ile t=100 anlarindaki skaler
profilin sekli karsilastirildiginda skaler profil sol ayaginin yaklasik 10 birim tagindigi
goriilmektedir. Bu noktadan itibaren 1.5 kat daha fazla zaman (t=250) ge¢mesine
ragmen skaler profilin tasindigi noktada ¢ok az bir degisiklik olmakta ve skaler profil
genisliginde daralma goriilmektedir. Bu durum t=500 ani1 i¢in daha agik bir sekilde
gortilebilir. Tablo 5.15 incelendiginde zamanin artmasiyla toplam hata miktarlarinin
azaldig1 goriilmektedir. Artan zamanla skaler profil genisliginde bir daralma olmakta,
dolayis1 ile bu bolgede kalan nokta sayisinda azalma olmaktadir. Ornegin =500
aninda dikdortgen skaler profil iginde sadece 4 ag noktasi kalmaktadir. Artan

zamanla hatalardaki azalmanin sebebi budur. Toplam hata miktarinda bir azalma
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olmasina ragmen t=250 aninda MINMOD ve CUBISTA yaklasimlar1 skaler profilin
maksimum noktasin1 artik yakalayamamaktadir. t=500 aninda bu yaklagimlara
MUSCL ve SUPERBEE vyaklasimlar1 da eklenmektedir. Bu anda MINMOD
yaklasimu ile elde edilen skaler profildeki maksimum deger 0.6’ya kadar inmektedir.
Biitin zaman adimlarinda skaler profilin tepe noktasini yakalayan tek yaklasim
SUPER-C olmaktadir.

Biitiin zamanlardaki toplam hata miktarlar1 dikkate alinarak yapilan incelemede
yaklagimlarin dikdortgen skaler profili ¢ozmedeki davranislarinin zamanla pek
degismedigi goriilmektedir. Ornegin biitiin zamanlarda SUPER-C ve SUPERBEE
yaklagimlari siralamada ilk iki sirada olmaktadir. Bu yaklasimlari, siralamada yeri 3
ila 5 arasinda degisen MUSCL, KOREN ve WACEB yaklasimlar takip etmektedir.
Bu yaklagimlarin hata degerleri birbirine ¢ok yakindir. Bu yaklagimlar1 da zamana
bagli olarak siralamadaki yeri 6 ila 8 arasinda degisen CUBISTA, CLAM ve UMIST
yaklagimlar1 izlemektedir. Tiim zamanlarda analitik ¢6ziimden en uzak sonucu veren

iki yaklasim ise OSHER ve MINMOD dur.
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Tablo 5.15: Dikdortgen seklinde skaler bir profilin degisken bir hiz alaninda konveksiyon ile

taginmasi1 problemi i¢in yaklagimlarin hatalari
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Tablo 5.15 (Devam): Dikdortgen seklinde skaler bir profilin degisken bir hiz alaninda

konveksiyon ile taginmasi problemi i¢in yaklagimlarin hatalar

1LOTS| aomwNIn | 01| 9vel's QONNIN | 0T 9ELT'S| aonwNI| O 02ST°S| gomNpa |01 91E°S | QOINNIN [
70T81 HAHSO| 6| 8L08F MAHSO| 6| T98LF HAHSO| 6] 619LF HAHSO| 6| PvErL'¥ MAHSO 6
c0cey ISINN| 8] 961¢F ISINN | 8| €10EY LSinn| 8| LO8TY LISIANN | 8| <89Tv LSIANN 8
L8YOY IWVID| L| 66€0Y IWVID| L[| ¥re0v INVID| L| T900°F% WVID| L| 0¥66'C WVTD L
09¢L¢| wisignd| 9| EICLe|  wisignd| 9| 8CILE] wisignd| 9| SCOLt| wisignd| 9| £L969t| wvisignd| 9 7
01€9'¢ TOSnN| S| 8TT9€ TOSNN| S| $809°¢ 10snn | S| vles'e T10SNAN| S| 6085°€ 1SNl S m
0LYY € NTAON | ¥ 9IvF'E NTION| V| €Tere NTMOS| V| 80TH'E NTAOM | V| LPIFE NTAON| F| =
elere gdovm | €| 8LIV'E gadaovm| €| 8IIvE gdaovm | €| okt gdovm | €| 800¥°¢ 490V M £
ICSLC| gagyddns| €| 8ISLT| gdgyadns| <| <ovl|gagyddns| <| 91PLC|gagydadns| €| ¥PrLiT| gagy¥adns| <
vreee Aadns| | 88¢EC adns| 1| 6¢eeT nAadns| | 80¢€T nAadns| | vorec MAdNS l
I'0="14D ST0="T4D §0="14D SL0="T4D 0°'T="14D
81C0' 1T MAHSO | 01 [6679°0C MAHSO | 01]T£85°0C YMAHSO | 01| l6¥L'0T MAHSO |01 | ¥681°0C MAHSO 1
606C°0C( QOWNIN| ©|91L661 AONNIN| ©6[8FT661 | gOWNIN| 6]6ZE0°0C| gOWWNIN| 6| CCE86l AOINNIIN 6
[8ST61 ISINN | 8[68L8°8I ISIANN| 8|6L18°81 LSINN| 8| 10v6°8I1 LSINN | 8| 1L698I 1SinNn| 8
S8l INVID| L|88V€81 WvI1D| L|768T81 WVID| L|Triv'8l IWVTD| L| SOLT'8I WVID| L
VIvL L] TS| 9| SErELI 1osnn| 9(906TL1 T0SNN| 9| SIEr Ll Tosn| 9| 1981°LI TOSNN| 9 o
9I1CTLL | wisidnD| S |L68891 visiand| S[8ss891] wvisiano| S[€08691| wisiano| S| 1691 wisiano| s| A,
90¢€L91 NTIOM | ¥ |T6LE9] NAHOS | ¥ |Pr6£E9l NAHOM | | €597 91 NAJOS | 7| 6€9T91 NTION |
[6€€91 aqovm | €(60€091 aaovm | €] 170091 aaovm | €|161191 aaovm | €| rES6’SI gaaIvMm £
018Vl | gqagyadns| C|LL8EVL| gagyadns| C|0SLEVL| gagyddns| <|SOLSYL|gagyadns| <| 86vEvl| gagyadns| <
68¢5Cl NAdns| eS0TI adns| 1£990°Cl nAadns| 1SsceTl yadns| U] £L160°Tl NAdNS I
1'0="T14D ST0="T4D §0="14D SL0="T4D 0'T="T14D

193



Tablo 5.15 (Devam): Dikdortgen seklinde skaler bir profilin degisken bir hiz alaninda

konveksiyon ile taginmasi problemi i¢in yaklagimlarin hatalar
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Sekil 5.21: Dikdortgen seklinde skaler bir profilin degisken bir hiz alaninda konveksiyon ile
tasinmasi probleminde profil seklinin zamanla degisimi
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Sekil 5.21(Devam): Dikdortgen seklinde skaler bir profilin degisken bir hiz alaninda
konveksiyon ile tasinmasi probleminde profil seklinin zamanla degisimi
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Sekil 5.21 (Devam): Dikdortgen seklinde skaler bir profilin degisken bir hiz alaninda
konveksiyon ile tasinmasi probleminde profil seklinin zamanla degisimi
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5.2.2.2. Yari-elips seklinde skaler bir profilin degisken bir hiz alaninda

konveksiyon ile tasinmasi

Yari-elips seklinde skaler bir profilin degisken bir hiz alaninda konveksiyon ile
tasinmasi probleminin farkli zaman ve farkli CFL sayilari i¢in yapilan ¢oziimlerinin
hatalar1 Tablo 5.16°da verilmistir. Farkli zamanlardaki hatalar incelendiginde
siralamanin dikdortgen skaler profilden farkli olarak siirekli degistigi goriilmektedir.
Her bir zamanda CFL=1.0 igin yaklasimlarin sonuglar1 Sekil 5.22’de analitik
¢oziimle karsilastirilmistir.  Yaklasimlarin  davramisimi  daha acik gorebilmek

amactyla, gerek goriilen yerler biiyiitiilerek sekil {izerinde gosterilmistir.

Sekil 5.22 incelendiginde, hizin sag tarafa gore daha diisiik oldugu, dolayistyla daha
az taginan skaler profilin sol tarafinda yaklagimlarin analitik ¢6ziime yakin bir sonug
verdigi goriilmektedir. Bu kisimda yaklagimlar arasindaki fark c¢ok azdir.
Biiyiitiilerek verilen skaler profilin iist kisminda, SUPER-C yaklagiminin skaler
profilin tepesini diklestirdigi ve skaler profilin sag tarafinda bir basamak olusturdugu
goriilmektedir. Benzer davranis SUPERBEE yaklasiminda da goriilmekte fakat
SUPER-C gibi ¢ok belirgin olmamaktadir. Skaler profilin tepe bolgesini CUBISTA
ve MUSCL yaklasimlar1 olduk¢a iyi ¢6zmektedir. Ancak higbir yaklasim skaler
profilin sag tarafin1 iyi ¢6zememektedir. Bu skaler profilde de biitiin yaklasimlar
dikdortgen profilin taginmasinda oldugu gibi skaler profilin sag tarafini 6nemli
Ol¢iide yaymaktadir. CUBISTA ve MINMOD yaklagimlarindaki yayilma oldukca
yiiksektir. t=25 aninda en az hata igeren yaklasim MUSCL yaklasimi olmaktadir. Bu
yaklasimi SUPERBEE ve dikdortgen skaler profilde alt siralarda yer alan CLAM
yaklasimi takip etmektedir. SUPER-C ise siralamada gerilere diismektedir.
Genellikle en ¢ok hata iceren MINMOD ve OSHER yaklasimlarindan MINMOD
yaklasimi yine son sirada olmakta, OSHER yaklasimi ise bu problemde siralamada 5.
sirada olmaktadir. Skaler profilin {ist kismimi olduk¢a iyi yakalayan CUBISTA
yaklagimi1 skaler profilin sag tarafindaki yayilma o&zelliginden dolayit MINMOD
yaklagimindan sonra en ¢ok hata iceren yaklasim olmaktadir. KOREN yaklagimi

istikrarli bir davranig gostererek en az hata iceren yaklagimlar arasinda olmaktadir.
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Sekil 5.22°de goriildiigii gibi t=50 aninda yaklasimlar skaler profilin sol ve sag
ayaklarinda analitik ¢6zlime yakin bir sonu¢ vermektedir. Bu kisimda yaklagimlar
arasindaki fark ¢ok belirgin olmamakla beraber, keskin gradyenleri ¢ozmekte basarili
olan SUPER-C’nin bu bolgeleri daha iyi ¢6zdiigii goriilmektedir. Biiyiitiilerek verilen
skaler profilin tepe bolgesi incelendiginde SUPER-C, SUPERBEE ve MUSCL
yaklasimlariin bu bolgeyi oldukga diklestirdigi goriilmektedir. SUPER-C yaklagimi
ile elde edilen skaler profilin iist ve sag tarafinda kiiglik bir basamak goriilmektedir.
Ote yandan sekil olarak analitik skaler profile benzer bir profil {ireten CUBISTA ve
MINMOD yaklasimlarinda tepe noktasinin ¢oktiigli goriilmektedir. t=50 anindaki
hatalar incelendiginde yaklagimlarin siralamadaki yerinin ¢ok  degistigi
goriilmektedir. Ornegin t=25 aninda en az hata igeren ikinci yaklasim olan
SUPERBEE, t=50 aninda en ¢ok hata iceren ikinci yaklasim olmaktadir. Dikdortgen
skaler profil probleminde tiim zamanlarda en az hata igeren SUPER-C yaklasimi,
bir¢ok problemde son siralarda olan MINMOD yaklagimindan daha biiyiik hata
icermekte ve siralamada son siralarda yer almaktadir. Bu zaman adiminda en az hata
iceren yaklasim KOREN’dir. Bu yaklasimi t=25’de siralamada sonlarda olan
WACEB ve CUBISTA yaklasimlar1 izlemektedir.

t=75 aninda yaklagimlarin skaler profilin sag tarafini iyi ¢6zdiigii, ancak ayni basariy1
egimi daha diisiik olan sol tarafinda gosteremedigi goriilmektedir. Sekil 5.22°de
goriildiigli gibi yaklagimlarin bu andaki davranisi t=25’deki duruma benzerdir.
SUPER-C ve SUPERBEE yaklagimlarinin skaler profilin sol tarafinda basamak
olusturdugu gorilmektedir. Ayrica, SUPER-C’nin skaler profilin tepe kismini
diklestirdigi ve skaler profilin sag tarafinda da kiigiik bir basamak olusturdugu
goriilmektedir. Bu nedenle SUPER-C yaklasimi siralamada oldukga gerilerdedir.
CUBISTA yaklagimi skaler profilin tepe noktasini oldukga iyi yakalamaktadir. Bu
yaklasim, hata pay1 en az olan WACEB ve KOREN yaklagimlarini takip etmektedir.
OSHER ve MINMOD yaklagimlart siralamada son siralarda yer almakta, bu
yaklagimlart SUPERBEE izlemektedir.

Sekil 5.22°de gortldugi gibi t=100 aninda skaler profil, baslangic anindaki
genisligine ve sekline donmeye baslamaktadir. Biitiin yaklagimlardaki hatalar ciddi

oranda azalmaktadir. SUPER-C ve SUPERBEE yaklagimlar1 gradyenin yiiksek
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oldugu skaler profilin ayaklarini, MUSCL ve CUBISTA yaklasimlar1 skaler profilin
tepe noktasini daha iyi ¢ozmekte, MINMOD yaklasimi ise skaler profilin her yerinde
difiizif davranmaktadir. Artan zamanla yaklasimlar bu Ozelligini korumaktadir.
Daralan skaler profilde MUSCL, WACEB ve CUBISTA yaklagimlarinin skaler
profil ayaklarindaki difiizif hatalari, SUPER-C ve SUPERBEE yaklagimlarinin skaler
profil tepesindeki kompresif hatalarindan daha biiyiik olmakta ve siralamada bu
yaklasimlarin gerisine diismektedir. t=500 aninda dahi SUPER-C yaklasimi analitik
¢Oziime olduk¢a yakin bir sonu¢ vermektedir. Siralamadaki ilk iki sirada yine
SUPER-C ve SUPERBEE yer almaktadir. Diger yaklagimlar ile elde edilen
¢oziimlerde skaler profilin tepe noktasinda ciddi Ol¢iide ¢6kme oldugu
goriilmektedir. Ornegin MINMOD yaklagiminda skaler profilin maksimum degerinin

0.5’in altinda oldugu goriilmektedir.
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Tablo 5.16: Yari-elips seklinde skaler bir profilin degisken bir hiz alaninda konveksiyon ile

taginmasi1 problemi i¢in yaklagimlarin hatalari
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Tablo 5.16 (Devam): Yari-elips seklinde skaler bir profilin degisken bir hiz alaninda

konveksiyon ile taginmasi problemi i¢in yaklagimlarin hatalar
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Tablo 5.16 (Devam): Yari-elips seklinde skaler bir profilin degisken bir hiz alaninda

konveksiyon ile taginmasi problemi i¢in yaklagimlarin hatalar
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Sekil 5.22: Yari-elips seklinde skaler bir profilin degisken bir hiz alaninda konveksiyon ile

taginmasi probleminde profil seklinin zamanla degisimi
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Sekil 5.22 (Devam): Yari-elips seklinde skaler bir profilin degisken bir hiz alaninda
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5.2.2.3. Siniis-kare seklinde skaler bir profilin degisken bir hiz alaninda

konveksiyon ile tasinmasi

Siniis-kare seklinde skaler bir profilin, farkli zaman ve farkli CFL sayilar i¢in
yapilan ¢Oziimlerinin hatalar1 Tablo 5.17°de verilmistir. Tim zamanlar igin
yaklagimlarin sonuglart Sekil 5.23’te analitik ¢oziimle karsilagtirilmistir. Sekil
5.23’ten goriilebilecegi gibi yaklagimlar, skaler profilin ayaklari ve tepesi haricindeki
bolgede birbirine yakin bir davranis gostermektedir. SUPER-C ve SUPERBEE
yaklagimlar1 skaler profil sol ve sag ayaklarinda bir daralma, skaler profil tepesinde
ise bir diklestirme meydana getirmektedir. Bu yaklagimlar OSHER ve MINMOD
yaklasimlarindan sonra hata miktar1 en yiliksek olan yaklagimlardir. MUSCL ve
CUBISTA yaklagimlar1 skaler profilin ayaklarini oldukga iyi ¢6zmekte, skaler profil
tepesinde ise hafif bir c¢okme meydana getirmektedir. MUSCL yaklagimi

KOREN’den sonra analitik ¢dziime en yakin sonug¢ veren yaklagim olmaktadir.

Sekil 5.23’te t=50 anindaki siniis-kare skaler profil ile Sekil 5.22’de ayn1 andaki yari-
elips skaler profil karsilastirildiginda, analitik ¢oziimlerin ve yaklagimlar ile elde
edilen skaler profillerin ¢ok benzer oldugu goriilmektedir. En biiyiik farklilik
SUPER-C yaklasiminin yari-elips skaler profilinin sol ve iist taraflarinda olusturdugu

basamag siniis-kare skaler profilinde olusturmamasidir.

Sekil 5.23’ten goriilebilecegi gibi (bilyitiilerek verilen bolge), t=75 aninda skaler
profilin sol tarafin1 sekilde gosterilen yaklagimlar igerisinde en iyi CUBISTA
yaklasimi yakalamaktadir. SUPER-C ve SUPERBEE yaklasimlar1 skaler profilin sol
ayagini ciddi Ol¢iide sikistirmakta, skaler profil tepesini ise kirpmaktadir. t=100
anina kadar biitlin zamanlarda en az hata iceren yaklasim KOREN olmaktadir. t=100
aninda bu yaklagimi SUPERBEE izlemekte, SUPER-C ise bu yaklasimlari takip eden
WACEB ve MUSCL yaklagimlarindan sonra gelmektedir. Ancak bu yaklasimlar
arasindaki hatanin ¢ok kiiciik degerlerde oldugu gézden kacgirilmamalidir. Zamanin
artmastyla daha o©nceki problemlerde oldugu gibi SUPER-C ve SUPERBEE
yaklasimlar1 siralamada ilk siraya yerlesmektedir. MINMOD ve OSHER biitiin

zamanlarda en ¢ok hata iceren yaklasimlar olmaktadir. =500 anindaki skaler profil,
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ayni zamandaki yari-elips ile karsilastirildiginda, biitin yaklasimlarin siniis-kare
skaler profilinde tepe bolgesini daha fazla ¢okerttigi goriilmektedir. Ornegin yari-
elips skaler profilinde SUPER-C ile elde edilen skaler profilin tepe noktasi 0.97
degerinde iken, siniis-kare skaler profilinde bu deger 0.67°dir. MINMOD
yaklagiminda ise yari-elips skaler profilinde 0.6 olan bu deger, siniis-kare skaler
profilinde 0.3’¢ kadar inmektedir.
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Tablo 5.17: Siniis-kare seklinde skaler bir profilin degisken bir hiz alaninda konveksiyon ile

taginmasi1 problemi i¢in yaklagimlarin hatalari
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Tablo 5.17 (Devam): Siniis-kare seklinde skaler bir profilin degisken bir hiz alaninda

konveksiyon ile taginmasi problemi igin yaklagimlarin hatalari
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Tablo 5.17 (Devam): Siniis-kare seklinde skaler bir profilin degisken bir hiz alaninda

konveksiyon ile taginmasi problemi i¢in yaklagimlarin hatalar
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5.2.2.4. Ucgen seklinde skaler bir profilin degisken bir hiz alaminda konveksiyon

ile tasitnmasi

Uggen seklinde skaler bir profilin farkli zaman ve farkli CFL sayilar1 i¢in yapilan
¢oziimlerinin hatalar1 Tablo 5.18’de verilmistir. Her bir zaman igin segilen
yaklasimlarin sonuglart Sekil 5.24’te karsilastirilmistir. t=25 aninda skaler profilin
sol ayagindaki ¢Oziimlerin birbirine yakin oldugu, en ¢ok hatanin skalerin profil sag
ayaginda ve tepesinde oldugu goriilmektedir. Skaler profilin sag ayaginda SUPER-C
ve SUPERBEE yaklagimlarinin kompresif, diger yaklasimlarin ise difiizif bir
davranig gosterdigi goriilmektedir. Skaler profilin bu bdolgesini en iyi yakalayan
yaklasim MUSCL yaklasimidir. t=25 aninda dahi higbir yaklasim skaler profilin tepe
noktasin1  yakalayamamaktadir. SUPER-C profilin tepe noktasim1 kirparak
diizlestirmesine ragmen en az hata igeren yaklagim olmaktadir. Bu yaklagimi
SUPERBEE ve MUSCL izlemektedir. En ¢ok hata i¢eren yaklasim MINMOD
olmakta, bu yaklasimi UMIST ve CUBISTA yaklasimlar: takip etmektedir.

Sekil 5.24’ten goriilecegi gibi t=50 aninda biitiin yaklasimlar skaler profilin tepe
noktasini keserek diizlestirmektedir. En az diizlestirme SUPER-C yaklasiminda
olmakta, bu yaklasim ile elde edilen skaler profilin maksimum degeri 0.96
olmaktadir. SUPERBEE yaklagimindaki diizlestirme c¢ok daha belirgindir.
SUPERBEE yaklagimi1 hata siralamasinda ancak 5. sirada olmaktadir. En ¢ok
yayilma ve en ¢ok hata beklenildigi gibi MINMOD yaklasiminda olmaktadir.

t=75 aninda yayilmanin ¢ok oldugu skaler profil sol tarafinda ve yiiksek gradyenlerin
oldugu tepe kisminda yaklasimlar arasindaki fark, Sekil 5.24’te biiyiitiilerek verilen
kisimda goriilebilir. Sekilden de goriilecegi gibi SUPER-C skaler profilin sol ayagini
biraz sikistirmakla beraber analitik ¢oziime en benzer sonucu veren yaklagim
olmaktadir. Higbir yaklagim skaler profilin tepe bolgesindeki maksimum degeri
yakalayamamaktadir. Yaklagimlarin bu bolgedeki davraniglart ve maksimum degeri

t=25’deki ile hemen hemen aynidir.

t=100 aninda tekrar daralarak baslangic anindaki formuna benzemeye baslayan

skaler profilde, yaklasimlar arasindaki farkin azaldigi goriilmektedir. Sekil 5.24’ten
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goriilebilecegi gibi SUPER-C yaklagimi skaler profilin tepe noktasinda hafif bir
diizlestirme haricinde analitik ¢oziimii (profili) oldukga iyi yakalamaktadir. Ayrica
sekilden skaler profilin ayak ve tepe bolgesi haricinde yaklagimlarin birbirine yakin
sonuglar verdigi, MINMOD yaklasimimin ise asir1 difiizif ozelligi ile bu
yaklasimlardan ayrildigi goriilmektedir. t=250 ve t=500 anlarindaki skaler profiller
incelendiginde artan zamanla, yaklasimlar ile elde edilen skaler profillerde
maksimum degerlerin diismeye basladigi goriilmektedir. Bu anlarda yaklasimlarin
siralamadaki yeri neredeyse ayni kalmaktadir. Biitlin zamanlardaki hatalar
incelendiginde dikdortgen skaler profilde oldugu gibi SUPER-C ile SUPERBEE
yaklagimlarinin tiim zamanlarda en az hata i¢eren iki yaklagim oldugu goriilmektedir.
Hata degerleri arasinda ¢ok kiigiik farklar olan KOREN, MUSCL ve WACEB bir
grup, CUBISTA, CLAM ve UMIST ise bagka bir grup olusturarak bu yaklagimlar
izlemektedir. En ¢ok hata igeren yaklagimlar ise MINMOD ve OSHER olmaktadir.

Yaklasimlarin biitiin skaler profillerdeki hatalar1 incelendiginde yaklagimlarin yari-
elips ve siniis-kare skaler profillerindeki siralamasinin zamanla degistigi, dikdortgen
ve tggen skaler profillerde ise siralamadaki yerlerinin neredeyse degismedigi
goriilmektedir. Biitiin skaler profillerin hatalarinin siralandigi Tablo 5.15 - Tablo
5.18 incelendiginde, yaklagimlarin t=250 ve t=500 anindaki siralamasinin biitiin
profillerde ayn1 oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla, t—>o oldugunda biitiin skaler

profillerdeki siralamalarin ayni olacagi sdylenebilir.
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Tablo 5.18: Ucgen seklinde skaler bir profilin degisken bir hiz alaninda konveksiyon ile

taginmasi1 problemi i¢in yaklagimlarin hatalari
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Tablo 5.18 (Devam): Uggen seklinde skaler bir profilin degisken bir hiz alaninda

konveksiyon ile taginmasi problemi i¢in yaklagimlarin hatalar
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Tablo 5.18 (Devam): Uggen seklinde skaler bir profilin degisken bir hiz alaninda

konveksiyon ile taginmasi problemi i¢in yaklagimlarin hatalar
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Sekil 5.24: Uggen seklinde skaler bir profilin degisken bir hiz alaninda konveksiyon ile
taginmasi probleminde profil seklinin zamanla degisimi
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Sekil 5.24 (Devam): Uggen seklinde skaler bir profilin degisken bir hiz alaninda
konveksiyon ile taginmasi probleminde profil seklinin zamanla degisimi
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5.3. Viskoz Olmayan Burgers Denklemi

Bu boliimde 1 boyutlu viskoz olmayan Burgers denklemi ¢6ziilmiistiir. Viskoz

terimlerin ihmal edildigi bu denklem 1 boyutlu bir akis i¢in asagidaki gibi yazilabilir:

ou N Ju 0
Denklemden de goriilebilecegi gibi, daha onceki problemlerde ¢ gibi skaler bir
degisken tasimirken, bu problemde tasinan hizdir. Lineer olmayan bu denklem
akiskanlar mekaniginde sok dalgalari gibi siireksizliklerin olabilecegi akislarda,

kimyasal reaksiyonlarda, trafikte vb. bir¢cok yerde kullanilmaktadir.

Bu problemde ¢6ziim bolgesi -2<x<0 olan testere disi seklinde bir dalganin zamanla

degisimi incelenmistir. Problemin analitik ¢oziimii asagidaki gibidir [110]:

x+2
t—2

t< —xiseu=

X (5.14)
Degil iseu = 7

Yukaridaki denklemde t=0.1 alinarak baslangi¢c anindaki hiz profili elde edilmis ve
bu profilin t=0.4, t=0.9 ve t=1.4 anlarindaki degisimi incelenmistir. Baslangi¢ an1 ve
farkli zamanlardaki hiz profili Sekil 5.25’te gosterilmistir. Sekilden de goriilebilecegi
gibi hizin minimum degeri -1’dir. Bu hiz profili iki dogru pargasindan olusmaktadir.
Mutlak maksimum hiz 1 olup, CFL sayist hesaplanirken bu deger referans olarak
alimmistir. Dolayisiyla bu béliimde verilen tiim CFL sayilart maksimum CFL
sayilaridir. -2<x<0 ile sinirlanan ¢6ziim bolgesi igerisinde sagdan sola dogru

ilerleyen hiz profilinin farkli zamanlardaki formu, Sekil 5.25’te goriilmektedir.

CLAM, CUBISTA, KOREN, MINMOD, MUSCL, OSHER, SUPERBEE, SUPER-
C, UMIST ve WACEB yaklasimlar kullanilarak, t=0.4, t=0.9 ve t=1.4 anlarindaki
¢oziimler elde edilmistir. Her bir zamanda 1.0, 0.75, 0.5, 0.25 ve 0.1 olmak tizere bes

farkli CFL sayisi i¢in ¢ozlimler tekrarlanmig, Denklem (5.4)’te tanimlanan hata
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tanimina gore hatalar hesaplanmis ve sonuglar Tablo 5.19’da verilmistir. Ayrica
CUBISTA, MINMOND, MUSCL, SUPERBEE ve SUPER-C yaklagimlar1 ile elde
edilen ¢oziimler farkli zaman ve farkli CFL sayilar1 igin, analitik ¢oziimle beraber

ilgili sekillerde verilmistir.

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0
X

Sekil 5.25: Genisleyen bir sok dalgasinin farkli zamanlardaki goriiniimii

Sekil 5.26’da yaklagimlarin t=0.4 anindaki ¢oziimleri farkli CFL sayilart igin
verilmistir. Sekil 5.26’dan goriilebilecegi gibi, yaklagimlar dalganin sol tarafini
oldukca iyi ¢6zmektedir. Bu kisimlarda yaklasimlar arasinda fark neredeyse yoktur.
Dalganin sag tarafinda ise c¢ok az sayida nokta olmasi sebebiyle biitiin CFL
sayilarinda analitik ¢6ziimden sapmalar goriilmektedir. Analitik ¢6ziimden en c¢ok
sapma ise hiz profilinin tepe kisminda goriilmektedir. CFL=1.0 i¢in yapilan
¢Ozlimlerde dalganin sag tarafinda ¢6ziimde bir dalgalanma olusmaktadir. Bu durum
Sekil 5.26°da acik¢a goriilmektedir. Dolayisiyla, biitiin yaklagimlarda en biiyiik hata
CFL~=1.0 olan ¢6ziimlerde olmaktadir. CFL=1.0 i¢in ¢6ziimlerde en az hata SUPER-
C, en ¢ok hata OSHER yaklasiminda olmaktadir.

CFL=0.75 alinarak yapilan ¢ézlimlerde dalganin sag tarafinda goriilen dalgalanmanin
kayboldugu ve biitiin yaklagimlarin hata degerlerinde yaklasik %40 oraninda bir
azalmanin oldugu goriilmektedir. Bununla beraber, dalganin sol tarafindaki

¢Ozlimlerin hata degerlerindeki artis goze ¢arpmaktadir. Sekil iizerinde biiyiitiilerek

224



gosterilen kistmdan goriilebilecegi gibi dalganin tepe bdlgesindeki hiz profilini en iyi

SUPER-C yaklagimi ¢6zmektedir.

Sekil 5.26’da CFL=0.75 ve CFL=0.5 icin verilen c¢oziimler incelendiginde,
CFL=0.75’te dalganin sol tarafinda artan hatalarin CFL=0.5 i¢in yapilan ¢éziimlerde
tekrar azaldigi goriilmektedir. Ote yandan, hiz profilinin tepe bolgesindeki
maksimum hatalarin CFL=0.5’te arttig1 goriilmektedir. Toplam hata miktar1 ise

CFL=0.5 i¢in yapilan ¢oziimlerde daha kiictiktiir.

Genel olarak kiigiilen CFL sayilari ile toplam hatada azalma goriilmektedir. Ancak
Tablo 5.19°dan da goriilebilecegi gibi 0.25’ten daha kiigiik secilen CFL sayilarinda
CUBISTA, MINMOD, SUPERBEE, SUPER-C ve WACEB yaklagimlar ile yapilan
¢Oziimlerde hata degerlerinde bir artis goriilmektedir. Bu yaklasimlardaki en kiigiik
hata degeri CFL=0.25, diger yaklasimlarda ise CFL=0.1 i¢in yapilan ¢oziimlerde
goriilmektedir. MINMOD yaklasimi kullanilarak CFL=0.25 ve CFL=0.1 i¢in yapilan
¢oziimler incelendiginde, hiz profilinin tepe bolgesindeki maksimum degerinin diger
yaklasimlarin aksine CFL=0.1 i¢in daha kiiciik oldugu, dolayisiyla toplam hata
miktarinin bu CFL sayisinda daha biiytlik oldugu goriilmektedir.

t=0.4 aninda yaklasimlarin siralamadaki yeri incelendiginde biitiin CFL sayilarinda
SUPER-C’nin en az hata iceren ve siralamada yeri degismeyen tek yaklasim oldugu
goriilmektedir. Bu yaklasimi takip eden SUPERBEE yaklasimi CFL=0.1 i¢in yapilan
¢oziimlerde MUSCL ve KOREN yaklagimlarinin gerisine diismektedir. CFL>0.25
icin siralamadaki yeri 4. ila 5. arasinda degisen MUSCL yaklagimi, CFL=0.1 icin
SUPER-C yaklagimindan sonra analitik ¢oziime en yakin sonucu veren yaklasim
olmaktadir. CFL=1.0’de OSHER ve MINMOD yaklagimlarindan sonra en ¢ok hata
iceren yaklagim olan KOREN ise kiigiilen CFL sayis1 ile siralamadaki yeri degiserek
ist siralara ¢ikmakta ve CFL=0.1 i¢in yapilan ¢oziimlerde SUPER-C ve MUSCL
yaklagimlarindan sonra 4. sirada olmaktadir. CFL=0.1 i¢in siralamada 5. sirada olan
WACEB yaklagimi diger biitlin CFL sayilarinda siralamada SUPER-C ve
SUPERBEE yaklasimlarindan sonra gelmektedir. CUBISTA yaklagimi biiyiik CFL
sayilarinda iist siralarda yer alirken, CFL=0.1 i¢in yapilan ¢6ziimlerde MINMOD

yaklagimindan sonra en c¢ok hata iceren yaklasim olmaktadir. CLAM ve UMIST
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yaklasimlar1 biitiin CFL sayilarinda birbirine yakin hata icermekte ve siralamada son

siralarda olmaktadir.

t=0.9 aninda farkli CFL sayilar1 i¢in yapilan ¢ozlimler Sekil 5.27°de verilmistir. Sekil
5.27 incelendiginde, t=0.4 aninda CFL=1.0 i¢in yapilan ¢dziimlerde hiz profilinin sag
tarafinda goriilen dalgalanmanin bu zamanda da olustugu goriilmektedir. t=0.9
aninda toplam hata miktarlar1 t=0.4 anindaki hatalar ile karsilastirildiginda, biitiin
yaklasimlar ile elde edilen maksimum hiz degerlerinde bir azalma oldugu,
dolayistyla biitiin yaklagimlarin hata miktarlarinda bir artma oldugu goriilmektedir.
Tablo 5.19’da t=0.9 aninda yaklagimlarin farkli CFL sayilarindaki toplam hatalar
incelendiginde, CUBISTA ve MINMOD yaklasimlariin CFL=0.25 i¢in, diger
yaklagimlarin ise CFL=0.1 icin yapilan c¢oziimlerde minimum hata icerdigi
goriilmektedir. Sekil 5.27°de gorildiigic gibi MINMOD haricindeki biitiin
yaklagimlar kiicilen CFL sayilar1 ile hiz profilinin tepe noktasini daha iyi
yakalamaktadir. t=0.9 aninda yaklasimlarin farkli CFL sayilarinda hata
siralamasindaki yeri incelendiginde, biitiin CFL sayilarinda ilk iki sirada sirasiyla
SUPER-C ve SUPERBEE yaklagimlarinin yer aldigi goriilmektedir. Siralamada son
iki siradaki yaklasim CFL sayisina bagl olarak birbiriyle yer degistiren MINMOD
ile OSHER yaklagimlaridir.

t=1.4 aninda yapilan ¢oziimler Sekil 5.28’de verilmistir. Sekil 5.28 incelendiginde
biitiin yaklagimlarin CFL=1.0 i¢in yapilan ¢6ziimlerinde hiz profilinin sag tarafinda
goriilen dalgalanmanin bu anda biraz séniimlendigi goriillmektedir. CFL=0.75 i¢in bu
dalgalanma tamamen kaybolmakta, hiz profilinin sag ve sol taraflarinda analitik
¢oziimden sapmalar goriilmektedir. CFL=0.5 alinarak yapilan ¢oziimlerde hiz
profilinin sol tarafindaki hatalar azalmaktadir. CFL sayisinin azalmasi ile hiz
profilinin sol tarafindaki hatalarin yani sira sag tarafindaki hatalarda da azalmalar
goriilmektedir. Biitiin CFL sayilarinda maksimum hatanin goriildigi hiz profilinin
tepe bolgesinde analitik ¢ézlime en yakin sonucu biitiin CFL sayilarinda en az hata
iceren yaklasim olan SUPER-C vermektedir. Tepe bolgesinde SUPER-C ile diger
yaklasimlar arasindaki fark kiiclik CFL sayilarinda daha belirgin olmaktadir. Bu
yaklasimi yine biitlin CFL sayilarinda SUPERBEE takip etmektedir. En ¢ok hata
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iceren yaklagimlar ise MINMOD ve OSHER’dir. Yaklagimlarin siralamadaki yeri

t=0.9 anindaki ile neredeyse aynidir.

Yaklagimlarin aymi CFL sayilar1 kullanilarak farkli zamanlardaki hatalar
incelendiginde artan zamanla hatalardaki artisin biiyilk CFL sayilarinda daha yiiksek
oldugu goriilmektedir. Ornegin t=0.4 ve t=1.4 anindaki hatalar karsilastirildiginda
CFL=1.0 i¢in hata miktarindaki en biiyiik artisin %148 ile OSHER yaklagiminda, en
diisiik artisn %75 ile KOREN yaklasiminda oldugu goriilmektedir. Ote yandan,
yaklagimlarin CFL=0.75, 0.5 ve 0.25 alinarak yapilan ¢oziimlerdeki hata artisi
karsilastirildiginda, yaklasimlarin hata miktarlarindaki artigi arasinda ¢ok ciddi bir
fark goriilmemektedir. CFL=0.1 alinarak yapilan c¢oziimlerde ise OSHER
yaklagimindaki hata artis1 %56, SUPER-C yaklasimindaki hata artis1 %9 civarinda
olmaktadir. SUPER-C’den sonra en az hata artis1 %25 ile SUPERBEE yaklagiminda
olmaktadir. Dolayisiyla, kiiciik CFL sayilar1 segilerek SUPER-C yaklagimi ile

yapilan ¢éziimlerdeki hata artisinin ¢ok az oldugu sdylenebilir.
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Tablo 5.19: Viskoz olmayan bir boyutlu Burgers denklemi problemi igin yaklagimlarin

hatalar1
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Sekil 5.26: Viskoz olmayan bir boyutlu Burgers denklemi problemi igin t=0.4 aninda farkli
yaklagimlar ile elde edilen ¢6ziimii
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Sekil 5.26 (Devami): Viskoz olmayan bir boyutlu Burgers denklemi problemi i¢in t=0.4
aninda farkli yaklagimlar ile elde edilen ¢oziimii
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aninda farkli yaklagimlar ile elde edilen ¢6ziimii
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Sekil 5.27: Viskoz olmayan bir boyutlu Burgers denklemi problemi i¢in t=0.9 aninda farkl
yaklagimlar ile elde edilen ¢6ziimii
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Sekil 5.27 (Devami): Viskoz olmayan bir boyutlu Burgers denklemi problemi i¢in t=0.9

aninda farkli yaklasimlar ile elde edilen ¢6ziimii
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Sekil 5.27 (Devami): Viskoz olmayan bir boyutlu Burgers denklemi problemi igin t=0.9
aninda farkli yaklagimlar ile elde edilen ¢oziimii
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Sekil 5.28: Viskoz olmayan bir boyutlu Burgers denklemi problemi i¢in t=1.4 aninda farkli
yaklagimlar ile elde edilen ¢6ziimii
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aninda farkli yaklagimlar ile elde edilen ¢oziimii
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5.4. Skaler Bir Biiyiikliigiin U¢ Boyutlu Akis Alam Icerisinde Konveksiyon-

Difiizyon ile Tasinmasi

Bu boliimde, uzayda baslangi¢ aninda kiip seklinde yer kaplayan ¢ gibi bir skalerin
sabit bir hiz alani igerisinde konveksiyon ile taginmasi ve bu esnada difiizyon ile
yayillmasi problemi 3 boyutlu ve zamana bagli olarak ¢ozlilmiistiir. Daha 6nce
¢Oziilen problemlerden farkli olarak bu problemde difiizyon da dikkate alinmus,

ayrica problem tii¢ boyutlu olarak ele alinmistir.

Sekil 5.29’da goriildiigii gibi baslangigta (t = 0 aninda) boyutlar1 Ly, Ly ve L,, merkez
koordinatlar1 xo, Yo V€ Z,, degeri ¢, olan skaler bir alan, bir akis alani igerisinde

bulunmaktadir. Diger tiim noktalarda ise skalerin degeri sifirdir.

Akis Yoni
‘ W=15m/s

Y

|
|
|
|
|
|
r

AZ=0.1

AY=0.1

— —
AX=0.1

Sekil 5.29: Ug boyutlu zamandan bagimsiz problemin geometrisi

Akisin yz-ekseni ile yaptigin aginin 06=90°, 45° ve 22.5° olmak iizere ii¢ farkli akis
acist ve hiicresel Peclet sayisinin Pe,=10, 100 ve 1000 olmasi durumu i¢in ¢dziimler
yapilmigtir. Problemin analitik ve yiiksek ¢oziiniirliiklii yaklagimlar kullanilarak elde

edilen sayisal ¢ozliimii asagida verilmistir.
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5.4.1. Problemin analitik ¢coziimii

Bu problemin analitik ¢dziimii, tek boyutlu olarak Crank tarafindan verilmistir. Ug

boyutlu ¢6ziim ise Arampatzis ve dig. [111] tarafindan gelistirilmistir.

¢=@erf/__ /—+X I % » Loy
8 \ J_ 21%) }
PN
)\

Burada X =x X, —ut, Y =y -y, — vt ve Z = z -z, — wt olup skalerin merkezinden

x jerf

olan mesafedir.

Skaler biiytliklik, mesafe ve zamanin boyutsuzlastirilmasi ve boyutsuzlastirma

isleminde kullanilan biiyiikliikler asagida sirasiyla gosterilmistir.

o =—
5, (5.16)
[—1, —Vt
= (5.17)
Vt
T= Ax (5.18)

Burada I, = /xZ +y2+z2 , l=+x2+y2+2z2 ve V =+vuZ+v?+w?dr
Biitiin durumlarda boyutsuz zaman T=6 olarak alinmistir. Kiip seklindeki skaler
biiytikliigiin boyutlar1 Ly=3Ax, Ly=3Ay ve L,=3Az’dir. Diger parametreler ¢=1, p=1
ve V=1.5 olarak alinmistir. Diflizyon katsayisi, I" ise hiicresel Peclet sayisina bagh

olarak asagidaki sekilde hesaplanmistir:
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VAx
PeA = p

(5.19)

5.4.2. Yiiksek ¢oziiniirliiklii yaklasimlar kullanilarak elde edilen ¢éziimler

Problem akisin yz-ckseni ile yaptigi aginin 6=90°, 45° ve 22.5° olmas1 ve hiicresel
Peclet sayisinin Pe,=10, 100 ve 1000 olmasi durumu i¢in yiiksek ¢oziintirliiklii
yaklasimlar ile ¢oziilmiistiir. Boliim 5.1-5.3°te ¢6ziilen tiim problemlerde monotonik
sonu¢ veren CLAM, CUBISTA, KOREN, MINMOD, MUSCL, OSHER,
SUPERBEE, SUPER-C, UMIST ve WACEB yaklagimlar ile ¢oziimler yapilmistir.
Belirtik (explicit) yontemle ¢oziilen yaklasimlarda en biiyiilk zaman adimi asagidaki

bagint1 ile belirlenmistir:

1
At <
—u v w  2r 2r 2r (5.20)
& T Ay Taz Azt Ay? + 272

En kiiclik zaman adimi; akis agisina bagl olarak degisen akis hizi ve difiizyon
katsayisina bagli olarak degismektedir. Biitiin akis acis1 ve Peclet sayilarinda
At=0.025 ve At=0.01 olmak tizere iki farkli zaman adimi i¢in ¢oziimler yapilmis,
yaklagimlarin hatalar1 Denklem (5.4)’e gore hesaplanarak Tablo 5.20-Tablo 5.22°de
karsilastirilmistir. Ayrica, tiim durumlarda skalerin merkezinden gecen akis ¢izgisi

boyunca boyutsuzlastirilmis skalerin degeri Sekil 5.30-Sekil 5.38’de gosterilmistir.

Akisin sayisal aga paralel olmasi (6=90°) durumunda farkli Peclet sayilar1 ve zaman
adimlari i¢in yaklagimlarin hatalar1 Tablo 5.20°de verilmistir. Tablo 5.20°de verilen
yaklagimlarin hatalar1 incelendiginde, yaklasimlarin bir ka¢ gruba ayrilabilecegi
goriilmektedir. Tiim Peclet sayilar1 ve zaman adimlarinda SUPER-C ve SUPERBEE
en az hata igeren yaklagimlar olmakta, bu yaklagimlari KOREN, MUSCL ve
WACEB izlemektedir. Bu yaklagimlar arasindaki fark ¢cok azdir. Bir baska grup olan
CUBISTA, CLAM ve UMIST yaklasimlarindaki hata sirasiyla artmaya devam
etmektedir. En ¢ok hata igeren yaklagimlar sirasiyla MINMOD ve OSHER

olmaktadir. Bu siralamanin neredeyse biitiin durumlarda ayni oldugu goriilmektedir.
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Tablo 5.20: Yaklasimlarin farkli Peclet sayilart ve farkli zaman adimlari ile elde edilen

coziimlerinin analitik ¢oziimle karsilastirilmasi. 6=90°

Pe,=10

At=0.025 At=0.01
1 [SUPERC  [3.8014 1 [SUPERC  [3.2522
2 |SUPERBEE |4.8472 2 |SUPERBEE |4.6468
3 |KOREN 5.6394 3 |MUSCL 6.1016
4 |MUSCL 5.6628 4 |KOREN 6.1523
5 |WACEB  |5.6984 5 |WACEB  |6.3089
6 |CLAM 6.3845 6 |CUBISTA [7.2551
7 |CUBISTA  [6.3929 7 |CLAM 7.2617
8 |UMIST 6.5190 8 |UMIST 7.5041
9 |OSHER 7.2172 9 |OSHER 7.9596
10|MINMOD | 8.1630 10|MINMOD  [9.5319

Pe,=100

At=0.025 At=0.01
1 [SUPERC 87255 | |1 [SUPERC 8.6280
2 |SUPERBEE | 11.1495 | |2 |SUPERBEE |12.5559
3 |MUSCL 12.7339 | |3 [MUSCL 143571
4 |KOREN 129348 | |4 |KOREN 14.4830
5 |WACEB 131023 | |5 |WACEB 14.7132
6 |CLAM 140507 | |6 |CLAM 15.9298
7 |CUBISTA | 14.1355| |7 |CUBISTA |16.0212
8 |UMIST 142054 | [8 [UMIST 16.1506
9 |OSHER 146315 | |9 |OSHER 16.7716
10|MINMOD | 165497 | |10|MINMOD | 18.8741

Pe,=1000

At=0.025 At=0.01
1 [SUPERC 8.4137 | |1 [SUPERC 8.3071
2 |SUPERBEE | 10.5904 | |2 |SUPERBEE |12.1389
3 |MUSCL 122427 | [3 [MUSCL 13.9555
4 |KOREN 124735 | |4 |KOREN 14.0924
5 |WACEB 126754 | |5 |WACEB 14.3341
6 |CLAM 13.6000 | |6 |CLAM 15.5736
7 |CUBISTA | 136786 | |7 |CUBISTA |15.6779
8 |UMIST 137552 | |8 |UMIST 15.7910
9 |OSHER 141726 | |9 |OSHER 16.4328
10|MINMOD | 16.1724 | |10|MINMOD | 18.6025
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Tablo 5.20 incelendiginde en az hatanin Pe,=10 i¢in yapilan ¢dziimlerde oldugu
goriilmektedir. Sekil 5.30’dan da goriilebilecegi gibi difiizyon nedeniyle analitik
¢oziimdeki maksimum ¢ degeri 1’den 0.57’ye kadar inmistir. Zaman adiminin
kiiciilmesi ile SUPER-C ve SUPERBEE yaklasimlarindaki hata miktarinda bir
azalma, diger tim yaklagimlarda ise bir artma goriilmektedir. Dolayisiyla, kiigiik
zaman adimi (At=0.01) kullanilmasi halinde SUPER-C ve SUPERBEE
yaklagimlarinda skaler profilin tepe bolgesinde analitik ¢dziime dogru bir yiikselme,

diger yaklasimlarda ise bir ¢gokme goriilmektedir.

Tablo 5.20°de Pe,=10 ve Pe,=100 igin yaklasimlarin hatalar1 incelendiginde,
hiicresel Peclet sayisinin artmasiyla biitiin yaklagimlardaki hatalarin ciddi oranda
arttigr goriilmektedir. Ancak Pe,=1000 i¢in yaklasimlarin hatalarindaki artis ¢cok az
olmaktadir. Bunun nedeni, belirli bir hiicresel Peclet degerinden sonra difiizyon
etkisinin fark edilmeyecek kadar az olmasidir. Bu durum Pe =100 i¢in sonuglarin
verildigi Sekil 5.31 ila Pe,=1000 i¢in sonuglarin verildigi Sekil 5.32’den agikga
goriilmektedir. Bahsi gecen sekiller incelendiginde yaklasimlarin maksimum hata
degerinde de bir artma oldugu goriilmektedir. Ornegin At=0.01 alinarak Pe,=10 igin
yapilan ¢oziimlerde SUPER-C ve MINMOD yaklasimlarindaki en biiylik hata
sirastyla 0.035 ve 0.16 iken, ayn1 zaman adimi ve Pe,=100 i¢in yapilan ¢oziimlerde
SUPER-C yaklagimindaki maksimum hata 0.12, MINMOD yaklagiminda ise 0.36

olmaktadir.
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Sekil 5.30: Yaklagimlarin farkli zaman adimlari ile elde edilen ¢6ziimlerinin analitik
¢oziimle karsilastiriimas1. 6=90°, Pe,=10
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Sekil 5.31: Yaklasimlarin farkli zaman adimlari ile elde edilen ¢6ziimlerinin analitik
¢oziimle karsilastiriimasi. 6=90°, Pe,=100
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Sekil 5.32: Yaklasimlarin farkli zaman adimlari ile elde edilen ¢6ziimlerinin analitik
¢oziimle karsilastirilmasi. 6=90°, Pe,=1000
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Akis acismim 0=45° olmas1 durumunda yaklasimlarm farkli hiicresel Peclet sayilar
icin hata degerleri Tablo 5.21°de verilmistir. Tablo 5.21 incelendiginde yaklasimlarin
hatalarinin akisin sayisal aga paralel oldugu duruma gore arttifi ve siralamadaki

PR

yerlerinin degistigi goriilmektedir.

Pe=10 igin yapilan c¢oziimlerde siralamada ilk beste yer alan yaklagimlarin
siralamadaki yeri degismekte, diger yaklasimlarin siralamadaki yerinin akigin sayisal
aga dik oldugu durum ile aym oldugu goriilmektedir. At=0.025 olmasi halinde
analitik ¢oztime en yakin sonucu WACEB yaklasimi vermekte, bu yaklagimi
KOREN, SUPERBEE, MUSCL ila 6=90° olmas1 halinde en az hata iceren SUPER-C
takip etmektedir. At=0.01 secilmesi halinde ise SUPER-C yaklasimi siralamada ilk

sirada yer almaktadir.

Pe,=100 olmasi halinde analitik ¢dzlime en yakin sonu¢ veren yaklasimin SUPER-C
oldugu goriilmektedir. Sekil 5.34 incelendiginde SUPER-C yaklagiminin skaler
profilin tepe noktasini oldukea iyi yakaladigi1 ancak profilin sol tarafinda undershoot
(siiralt1) yaptigr goriilmektedir. At=0.01 alinmasi halinde SUPER-C ve SUPERBEE
haricindeki tiim yaklasimlarda hatalarin arttig1 goriilmektedir. Ote yandan, SUPER-C
yaklasimi ile elde edilen ¢6ziimde hala overshoot (siniriistii) goriilmektedir. Bu
durumda monotonik sonu¢ veren yaklasimlardan analitik ¢6ziime en yakin sonucu
veren yaklasim SUPERBEE olmaktadir. Bu yaklagimi hata degerlerinde ¢ok az fark
bulunan KOREN, MUSCL ve WACEB yaklagimlari takip etmektedir. Sekil 5.34’ten
da goriilebilecegi gibi biitiin yaklagimlar skaler profilin tepe noktasi haricinde
birbirine yakin sonu¢ vermektedir. Bu boélgede diflizif bir davranis gosteren

MINMOD yaklasimi en ¢ok hata iceren yaklagimdir.

Pe,=1000 ig¢in sonuglarin verildigi Sekil 5.35 incelendiginde, SUPER-C
yaklagiminin yine undershoot (siniralt1) yaptigi gériilmektedir. Undershoot (siniralti)
mertebesi artan hiicresel Peclet sayis1 ve zaman adimu ile iyice belirginlesmektedir.
Pe,=100 i¢in yapilan ¢oziimden farkli olarak, kii¢iilen zaman adiminda SUPERBEE
ile elde edilen ¢o6ziimdeki hatanin diger yaklasimlarda oldugu gibi arttig
goriilmektedir. Pex=1000 i¢in yapilan ¢ozlimlerdeki yaklasimlarin davranist ve

siralamadaki yeri Pe,=100 i¢in yapilan ¢oziimler ile neredeyse aynidir.
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Tablo 5.21: Yaklasimlarin farkli Peclet sayilart ve farkli zaman adimlari ile elde edilen

¢oziimlerinin analitik ¢oziimle karsilastirilmasi. 6=45°

Pe =10
At=0.025 At=0.01
1 |WACEB 9.8885 1 |SUPERC 4.7692
2 |KOREN 9.9259 2 |SUPERBEE |6.2952
3 |SUPERBEE |9.9908 3 |KOREN 7.2267
4 |MUSCL 10.0004| |4 |MUSCL 7.2928
5 [SUPERC 10.2181| |5 |WACEB 7.3457
6 [CUBISTA [10.3299| |6 [CUBISTA |8.5698
7 |CLAM 10.3543| |7 |CLAM 8.6284
8 [UMIST 10.3712| |8 |UMIST 8.9184
9 [OSHER 11.2791| |9 |OSHER 9.7282
10 | MINMOD 11.5213| |10|MINMOD 11.4058
PeA =100
At=0.025 At=0.01
1 |SUPERC* |14.3033| |1 [SUPERC* |10.6949
2 |SUPERBEE [16.7759| |2 |[SUPERBEE |16.4415
3 |MUSCL 17.535 3 |KOREN 18.2625
4 |KOREN 17.6327| |4 |MUSCL 18.2686
5 |WACEB 17.7311| |5 |WACEB 18.4069
6 [UMIST 18.6066| |6 |CUBISTA [19.9662
7 |CLAM 18.6838| |7 |CLAM 19.989
8 [CUBISTA [18.8688| |8 |UMIST 20.2171
9 [OSHER 19.7216| |9 |OSHER 21.4283
10| MINMOD  |21.2582( |10 |MINMOD |23.0584
Pe,=1000
At=0.025 At=0.01
1 |SUPERC* [19.1344| |1 [SUPERC* |17.7562
2 |SUPERBEE [22.3046| |2 [SUPERBEE |23.7897
3 |MUSCL 23.6114( |3 |KOREN 25.6439
4 |KOREN 23.7604| |4 |MUSCL 25.6505
5 |WACEB 23.9184| |5 |WACEB 25.7957
6 [UMIST 25.2225| |6 |CUBISTA |27.4161
7 |CLAM 25.2254| |7 |CLAM 27.4351
8 [CUBISTA [25.3544| |8 |UMIST 27.6607
9 [OSHER 26.6008( |9 |OSHER 28.9353
10| MINMOD  |28.3402| |[10{MINMOD |30.601

* Undershoot (siniraltr) yapan yaklasimlar
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Sekil 5.33: Yaklasimlarin farkli zaman adimlari ile elde edilen ¢6ziimlerinin analitik
¢oziimle karsilastirilmasi. 6=45°, Pe,=10
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Sekil 5.34: Yaklagsimlarin farkli zaman adimlari ile elde edilen ¢6ziimlerinin analitik
¢oziimle karsilastirilmasi. 0=45°, Pe,=100
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Sekil 5.35: Yaklasimlarin farkli zaman adimlari ile elde edilen ¢6ziimlerinin analitik
¢oziimle karsilastirilmasi. 6=45°, Pe,=1000
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Akis agisinm 0=22.5° olmasi1 durumunda yaklagimlarin farkli hiicresel Peclet sayilar
icin hata degerleri Tablo 5.22°de verilmistir. Farkli akis agilarindaki hatalarin
verildigi Tablo 5.20-Tablo 5.22 incelendiginde, 6=22.5° olmas1 halinde yaklasimlarin
hatalarinin 0=45%deki duruma gore daha az, akisin sayisal aga paralel oldugu
(0=90°) duruma gore ise daha cok oldugu goriilmektedir. Yani tiim yaklasimlarda
maksimum hata 0=45°, minimum hata ise 0=90° olmas: halinde meydana

gelmektedir.

Tablo 5.22 incelendiginde Pe,=10 i¢in yapilan ¢éziimlerde her iki zaman adiminda
da SUPER-C’nin en az hata i¢eren yaklagim oldugu goriilmektedir. Zaman adiminin
kiiclik secilmesiyle MINMOD haricindeki biitiin yaklasimlarin hata degerlerinde
azalma olmaktadir. En ciddi azalma SUPER-C ve SUPERBEE yaklasimlarinda
goriilmektedir. Bu durum Sekil 5.36°da goriilebilir.

Pea=100 olmasi halinde analitik ¢6zlime en yakin sonug¢ veren yaklasimin SUPER-C
oldugu goriilmektedir. Ancak Sekil 5.37°de goriilmemesine ragmen bu yaklasim
¢Oziimde undershoot (siniralti) yapmaktadir. Coziimde undershoot (siniralti) veya
overshoot (smiriistii) yapmadan analitik ¢oziime en yakin sonucu SUPERBEE
yaklasimi vermekte, bu yaklasimi MUSCL ve KOREN yaklagimlar takip
etmektedir. Daha onceki durumlarda oldugu gibi en ¢ok hata difiizif bir davranis
gosteren MINMOD yaklagiminda goriilmektedir. Pe,=1000 i¢in yapilan ¢oziimlerde

yaklasimlarin davranislar1 Pe,a=100deki durum ile benzerdir.
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Tablo 5.22: Yaklasimlarin farkli Peclet sayilart ve farkli zaman adimlari ile elde edilen
coziimlerinin analitik ¢6ziimle karsilastiriimasi. 6=22.5°

Pe =10
At=0.025 At=0.01
1 |SUPERC 7.5696 1 |SUPERC 3.9459
2 |SUPERBEE |8.1896 2 |SUPERBEE |[5.6298
3 |KOREN 8.3179 3 |KOREN 6.8558
4 |WACEB 8.3182 4 |MUSCL 6.8987
5 |[MUSCL 8.3726 5 [WACEB 6.976
6 |CUBISTA [8.8854 6 |CUBISTA [8.1075
7 |CLAM 8.9079 7 |CLAM 8.1868
8 |UMIST 8.9601 8 [UMIST 8.4415
9 |OSHER 9.8472 9 [OSHER 9.1857
10| MINMOD 10.4146 10|MINMOD |10.824
Pe =100
At=0.025 At=0.01
1 |SUPERC* |[11.6142 1 |SUPERC* |8.4263
2 |SUPERBEE |13.0946 2 |SUPERBEE |[12.3908
3 [MUSCL 13.9517 3 |KOREN 14.2123
4 |KOREN 14.0594 4 |MUSCL 14.2242
5 |WACEB 14.2094 5 [WACEB 14.3837
6 |CLAM 15.1317 6 |CUBISTA [15.9020
7 |UMIST 15.1521 7 |CLAM 15.9927
8 |CUBISTA [15.2774 8 [UMIST 16.2815
9 |OSHER 16.1393 9 [OSHER 17.4374
10| MINMOD 17.7781 10| MINMOD  |19.3674
Pe,=1000
At=0.025 At=0.01
1 |SUPERC* |15.0891 1 |SUPERC* |[13.1985
2 |SUPERBEE |16.6260 2 |SUPERBEE |[17.3617
3 |MUSCL 17.8774 3 |MUSCL 19.1966
4 |KOREN 18.1066 4 |KOREN 19.2814
5 |WACEB 18.3208 5 |WACEB 19.4900
6 |CLAM 19.3098 6 |CLAM 20.9054
7 |UMIST 19.3721 7 |CUBISTA [20.9060
8 |CUBISTA [19.4506 8 [UMIST 21.1362
9 |OSHER 19.8774 9 [OSHER 21.8565
10| MINMOD  |22.0284 10| MINMOD | 23.9476

* Undershoot (siniraltr) yapan yaklasimlar
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Sekil 5.36: Yaklagimlarin farkli zaman adimlart ile elde edilen ¢oziimlerinin analitik
¢oziimle karsilastirilmasi. 0=22.5°, Pe,=10
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Sekil 5.37:Yaklagimlarin farkli zaman adimlari ile elde edilen ¢6ziimlerinin analitik ¢dziimle

karsilastirilmasi. 6=22.5°, Pe,=100
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Sekil 5.38:Yaklagimlarin farkli zaman adimlari ile elde edilen ¢6ziimlerinin analitik ¢dziimle

karsilastirilmasi. 6=22.5°, Pe,=1000
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Konveksiyon terimlerinin ayriklastirilmasinda kullanilan yaklagimlarin incelendigi
bu ¢alisma esas olarak iki kissmdan olusmaktadir. ik kistmda (Béliim 2 ve B&liim 3)
ikinci mertebeden klasik ayriklastirma yaklagimlari, ikinci kisimda (Bolim 4 ve
Boliim 5) ise smirlandirilmis yiiksek ¢oziiniirlikli yaklasimlar incelenmistir. Bu
boliimde oncelikle cesitli problemler ¢oziilerek elde edilen sonuglar sunulmus, daha

sonra bu sonuglar 1s181nda yapilan oneriler verilmistir.
6.1. Sonuclar

[k kisminda ikinci mertebeden klasik ayriklastirma yaklasimlarmin karsilastirildig
bu calismada 3 yeni yaklasim Onerilmistir. Bu yaklagimlar farkli bir yorum
getirilerek tekrar incelenen ikinci mertebeden upwind (SOU) yaklagimi, Fromm
yaklasimi ve bu iki yaklagimin karigimi olan Karma yaklasimidir. Bu ti¢ yaklagim,
literatiirde Onerilen ikinci mertebeden upwind yaklasimi ve iki adet ticari
programdaki (PP1 ve PP2) ikinci mertebeden upwind yaklasimlari ile
karsilastirilmistir. Bahsi gecen alti yaklagimi karsilastirmak amaciyla ti¢ farklh
problem ¢6ziilmiistiir: a) Hareketin nedeninin viskoz kuvvetler oldugu bir kenari
hareketli dikdortgen oyuktaki akis problemi b) Hareketin nedeninin kaynak terimler
oldugu dikdortgen bir oyuktaki dogal konveksiyon problemi c¢) Hareketin nedeninin

konveksiyon terimler oldugu geriye bakan bir basamak arkasindaki akis problemi.

Bir kenar1 hareketli dikdortgen oyuktaki akis probleminde 100, 400 ve 1000 olmak
tizere li¢ farkli Reynolds sayis1 ve 11x11, 21x21, 41x41 ve 81x81 olmak {izere dort
farkli ag sikhigr igin ¢oziimler yapilmistir. Dikdortgen bir oyuktaki dogal
konveksiyon probleminde 10%, 10° ve 10° olmak iizere ii¢ farkli Rayleigh sayisi ve
11x11, 21x21, 41x41 ve 81x81 olmak iizere dort farkli ag sikligi ig¢in ¢oziimler
yapilmustir. Geriye bakan bir basamak arkasindaki akis probleminde ise 100, 400 ve
600 olmak tizere ii¢ farklt Reynolds sayisi ve 201x11, 401x21 ve 801x41 olmak



tizere ti¢ farkli ag siklig1 i¢in ¢ozlimler yapilmistir. Coziimler sonucunda elde edilen

bulgular asagida kisaca 6zetlenmistir:

e Viskoz kuvvetlerin etkili oldugu (kiigiik Reynolds veya kiigiik Rayleigh
sayllarinda) akislarda biitiin yaklasimlar neredeyse ayni sonucu vermektedir.
Ancak seyrek aglarda yaklasimlar arasinda farklilik goriilmekte ve test problemi
(benchmark) sonuglarina en yakin sonucu bu c¢alismada farkli bir yorum getirilen
SOU yaklasimi vermektedir.

¢ Bu calismada tavsiye edilen SOU yaklasimi ile Shyy tarafindan onerilen SOU
yaklagimi arasinda sik aglarda bir fark olmamakta, seyrek aglarda bu c¢alismada
onerilen SOU yaklasimi daha 1yi sonug¢ vermektedir.

e Agdan bagimsiz sonuclar elde etmek igin ticari programlar SOU, Fromm, Karma
ve Shyy yaklasimlarina gore daha sik bir aga gereksinim duymaktadir.

e Ozellikle cidara yakin bdlgelerde ticari programlardaki hata biiyiiktiir.

¢ Viskoz kuvvetlerin etkisinin azalmasi (Reynolds veya Ragleigh sayilarinin artmasi)
ile yaklasimlar arasindaki fark ozellikle seyrek aglarda belirginlesmektedir. Bu
durumda da test problemi (benchmark) sonuglarina en yakin sonucu bu ¢alismada

onerilen SOU yaklasimi1 vermektedir.

Calismanin ikinci kisminda incelenen siirlandirilmis yiiksek ¢oziindirliiklii
yaklagimlar belirtik (explicit) yontem kullanilarak dort farkli test problemine

uygulanarak karsilagtirilmistir.

Birinci problemde CLAM, COPLA, CUBISTA, EULER- HOAB- H-QUICK,
KOREN, MINMOD, MUSCL, OSHER, OSPRE, SECBC, SHARP, SMART,
SMARTER, STOIC, SUPERBEE, SUPER-C, UMIST, VONOS ve WACEB olmak
toplam 21 yiiksek ¢oziiniirliiklii yaklagim incelenmistir. Bu yaklasimlar dikdortgen,
yari-elips, siniis-kare ve tiggen seklindeki skaler profillerin bir boyutlu sabit bir hiz
alaninda konveksiyon ile taginmasi problemine uygulanmigtir. Bu problemde
yaklasimlarin skaler profilleri undershoot (siniralti) veya overshoot (simiriistii)
yapmadan ¢oziip ¢ozemeyecegini test etmek i¢cin CFL=0.98, 0.5, 0.25, 0.1 ve 0.05

olmak iizere bes farkli CFL sayis1 alinarak boyutsuz zamanin 50, 100 ve 250 olmasi
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durumu i¢in ¢oziimler yapilmistir. Bundan sonraki problemlerde, bu problemde
undershoot (siniralt1) veya overshoot (siniriistii) yapan COPLA, EULER, HOAB, H-
QUICK, OSPRE, SECBC, SHARP, SMART, SMARTER, STOIC ve VONOS
yaklasimlar1 ¢ikarilmig, tiim CFL sayilarinda monotonik sonu¢ veren CLAM,
CUBISTA, KOREN, MINMOD, MUSCL, OSHER, SUPERBEE, SUPER-C,
UMIST ve WACEB yaklagimlar ile ¢dziimler yapilmustir. ikinci problemde de
dikdortgen, yari-elips, siniis-kare ve liggen seklinde ¢ gibi bir skalerin konveksiyon
ile tasinmas1 incelenmistir. Ancak bu problemde sabit hiz alam1 yerine degisken bir
hiz alani kullanilmistir. Dolayisiyla, skaler profillerin her bir noktasindaki tasinma
hizi mekana bagli olarak degismektedir. Hiz alanina bagli olarak skaler profil
genisliginde bir genisleme/daralma, ayrica dikdortgen haricindeki skaler profillerin
seklinde degisimler olmakta ve profildeki simetri kaybolmaktadir. Hizlarin skaler
profil boyunca degismesinden dolayi, CFL sayist hesaplarinda maksimum hiz
referans olarak alinmistir. Maksimum CFL sayisinin 1.0, 0.75, 0.5, 0.25 ve 0.1 olmak
tizere bes farkli degeri ve 25, 50, 75, 100, 250 ve 500 olmak iizere 6 farkli zaman i¢in
¢oziimler yapilmustir. Ugilincii problemde, viskoz olmayan Burgers denklemi
¢ozlilmistiir. Bu problemde testere disi seklindeki bir dalganin t=0.1 anindaki degeri
baslangi¢ sart1 olarak alinip, maksimum CFL sayisinin 1.0, 0.75, 0.5, 0.25 ve 0.1
olmak tizere bes farkli degeri ve 0.4, 0.9 ve 1.4 olmak iizere 3 farkli zaman icin
¢dziimler yapilmustir. 1k {i¢ problem sonucunda elde edilen bulgular asagida kisaca

Ozetlenmistir:

e Karakteristik egrileri birbirlerine yakin olan yaklagimlar genel olarak benzer
davraniglar gostermektedir.

e OSPRE ve SMARTER yaklasimlar1 dikdortgen ve yari-elips skaler profillerde,
COPLA yaklasimi dikdortgen, yari-elips ve siniis-kare skaler profillerde, EULER,
HOAB, H-QUICK, SECBC, SHARP, SMART, STOIC ve VONOS yaklasimlari
ise biitiin skaler profillerde undershoot (siniralti) veya overshoot (siniriistii)
yapmaktadir. CFL sayisinin kiigiilmesi ile bu yaklagimlar monotonik sonug
verebilmektedir. Yaklagimlarin monotonik sonug verdigi CFL sayisi yaklasimdan
yaklasima ve profilden profile degismektedir. Ornegin dikdértgen skaler profilin
sabit bir hiz alan1 igerisinde konveksiyon ile tasinmasi probleminde EULER ve

VONOS yaklagimlari i¢in CFL<0.1, HOAB yaklagimi i¢in CFL<0.25, COPLA, H-
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QUICK, OSPRE, SECBC, SMART, SMARTER ve STOIC yaklasimlarinda ise
CFL<0.5 olmasi halinde bu sorun ortadan kalkmaktadir. SHARP yaklasimi ise
biitin CFL sayilarinda monotonik olmayan sonuglar vermektedir. Bu
yaklagimlardan HOAB, VONOS, STOIC, SMART ve COPLA yaklagimlar: kiigtik
CFL sayilarinda ¢o6ziimde undershoot (siniralti) veya overshoot (siniriistii)
yapmamakta ve en az hata igeren yaklasimlar arasinda olmaktadir. Ancak bu
yaklagimlar tim CFL sayilarinda monotonik sonu¢ veren yaklagimlar arasinda
olmadigindan degerlendirmede iizerinde durulmamistir. CLAM, CUBISTA,
KOREN, MINMOD, MUSCL, OSHER, SUPERBEE, SUPER-C, UMIST ve
WACEB yaklagimlari ise biitiin CFL sayilarinda monotonik sonuglar vermistir.
Kompresif yaklagimlar olarak adlandirilan, karakteristik egrileri NVD {ist limitine
yakin olan SUPER-C, SUPERBEE, HOAB gibi yaklagimlar keskin gradyenlerin
oldugu bolgeleri oldukga iyi ¢dozmekte ancak gradyenin kiiglik oldugu skaler
profillerde (6rnegin yari-elips, siniis-kare skaler profiller) diklestirme/kirpma
problemine sebep olmaktadir. Bu skaler profilleri sanki keskin bir gradyen
degisimi varmis gibi ¢6zmekte ve 6zellikle kiigiik CFL sayilarinda skaler profilde
basamakli bir yap1 olusturmaktadir.

Difiizif yaklagimlar olarak adlandirilan, karakteristik egrileri NVD alt limitine
yakin olan MINMOD, CLAM gibi yaklagimlar asir1 yapay difiizyon icermekte,
dolayisiyla keskin gradyenleri yakalamakta basarili olamamaktadir.

Yaklagimlarin siralamadaki yeri skaler profile, CFL sayisina ve zamana bagh
olarak degismektedir.

Genel olarak CFL saymnin azalmasi ile hata miktar1 bircok yaklasimda artarken,
kompresif yaklagimlarda azalmaktadir. Bu nedenle kiigiik CFL sayilarinda
kompresif yaklasimlar ile diflizif yaklagimlar arasindaki fark biiylimektedir. Hata
miktarinda en ¢ok azalma SUPER-C yaklagiminda goriilmektedir. Kiiciik CFL
sayllarinda en az hata iceren yaklagimlar arasinda yer alan SUPER-C,
SUPERBEE, HOAB, VONOS, STOIC gibi yaklagimlarin hepsinin karakteristik
egrilerinin NVD i¢ bolgesinde iist limite yakin olan yaklagimlardir. CFL sayisinin
azalmasiyla en ¢ok yayilma, karakteristik egrisi NVD alt limitine en yakin olan

MINMOD yaklagiminda goriilmektedir.
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e CFL sayisimin 1’e yakin oldugu durumlarda biitiin yaklasimlarin NVD i¢
bolgesinde karakteristik egrileri birbirine yakin oldugundan yaklasim hatalar
arasindaki fark kiiciiktiir. Ornegin CFL=0.98 almarak ¢oziilen yari-elips skaler
profilinin sabit bir hiz alaninda konveksiyon ile tasinmasi probleminde siralamada
ilk sirada yer alan UMIST ile son sirada yer alan MINMOD yaklasimlari
arasindaki hata T=50 aninda %10’dan daha kii¢iiktiir.

e Kii¢iik zamanlar (T=50) i¢in yapilan ¢oziimlerde 6zellikle CFL sayisinin 1’e yakin
secilmesi halinde siralamada ilk sirada yer alan yaklasim profilden profile
degismektedir. Ancak yukarida belirtildigi gibi ¢6ziimlerde yaklagimlar arasindaki
fark oldukga kiigiiktiir.

e Genel olarak kompresif yaklagimlar skaler profillerde ¢6ziim basladiktan hemen
sonra bir sekil almaktadir. Artan zamanla sekildeki bozulma ¢ok az olmaktadir.
Diflizif yaklasimlar ise Ozellikle degisken egime sahip problemlerde kiiciik
zamanlarda iyi sonu¢ vermekte fakat artan zamanla difiizif davranis gostermeye
devam ederek analitik ¢oziimden uzaklagmaktadir. Bu nedenle zamanin kiiglik
oldugu durumlarda kompresif yaklagimlar siralamada geride kalabilmektedir.
Ancak artan zamanla kompresif yaklagimlardaki hata artisi, difiizif yaklagimlara
gore cok daha azdir. Ornegin birinci problemde T=50 ile T=250 anindaki hatalar
dikdortgen skaler profil igin Kkarsilastirildiginda hata artistnin - MINMOD
yaklasiminda yaklastk %76, MUSCL yaklasiminda %52, SUPERBEE
yaklasiminda %7, SUPER-C yaklagiminda sadece %2 civarinda oldugu
gortilmektedir. Yari-elips probleminde ise hata artist MINMOD, UMIST ve
OSHER yaklasimlarinda 9%110’un iizerinde, CLAM, CUBISTA, WACEB,
KOREN ve MUSCL yaklasimlarinda %50’nin {izerinde iken SUPERBEE ve
SUPER-C yaklasimlarindaki hata sirasiyla %8 ve %?2’dir.

e Yeterince biiyiik zamanlarda yaklagimlar dort gruba ayrilabilir. Neredeyse biitiin
skaler profil ve CFL sayilarinda hata siralamasinda birinci ve ikinci sirada olan
SUPER-C ve SUPERBEE yaklagimlari bir grup, siralamadaki yeri 3 ila 5 arasinda
degisen MUSCL, KOREN ve WACEB yaklasimlar1 bir grup, 6 ila 8 arasinda
degisen CUBISTA, CLAM ve UMIST yaklasimlar bir grup ve hata siralamasinda
en geride olan OSHER ve MINMOD yaklasimlari bir grup olusturmaktadir.
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Dordiincii problemde yaklasimlarin akigin sayisal aga paralel olmadigi, ¢ok boyutlu
problemlerdeki davranisini incelemek amaciyla baslangi¢ aninda kiip seklinde yer
kaplayan skaler bir biiylikliiglin lic boyutlu bir akis alani igerisinde konveksiyon ile
tasinmasi ve bu esnada difiizyon ile yayilmasi problemi ¢oziilmiistiir. Akisin sayisal
ag ile yaptig1 acinin 0=90° 45° ve 22.5° olmak iizere ii¢ farkli degeri ve hiicresel
Peclet sayisinin 10, 100 ve 1000 olmasi durumu i¢in ¢éziimler yapilmistir. Ayrica
akis hizina ve difiizyon katsayisina baglh olarak degisen farkli zaman adimlar1 i¢in
¢oziimler tekrarlanmistir. Céziimler sonucunda elde edilen sonuglar asagida kisaca

Ozetlenmistir:

e Yaklasimlarin bu problemdeki davranisi genel olarak ilk iic problemdeki ile
aynidir. Ancak, bir boyutlu problemlerde hemen hemen biitiin skaler profillerde
analitik ¢ozlime en yakin sonucu veren SUPER-C yaklagimi bu problemde akisin
sayisal aga paralel olmadigi (0=45° ve 0=22.5°) giiclii konvektif akislarda
(Pex=100, Pe,=1000) monotonik olmayan sonuglar vermektedir. Hiicresel Peclet
sayisinin 10 oldugu durumlarda ise ¢6ziimde undershoot (siniraltr) olmamaktadir.
Artan Peclet sayis1 ile undershootlarin (siniraltt) biiyiikligii artmaktadir.

e Tiim yaklasimlarda en ¢ok hata, akis ile sayisal ag arasindaki aginin 0=45°
oldugu durumda olmaktadir.

e Peclet sayisinin artmasiyla yaklagimlardaki hatalar artmaktadir. Ancak belli bir
degerden sonraki Peclet sayilari i¢in yapilan ¢éziimlerde hatalardaki artis ¢ok az

olmaktadir.
6.2. Oneriler
Yukarida sunulan sonuglar 1s18inda varilan oneriler agagida sunulmustur.
[k kisimda yapilan ¢alismalar sonucunda:
o Sirkiilasyonlu akislarda seyrek bir agin kullanilmasi halinde bu ¢alismada 6nerilen

ikinci mertebeden upwind yaklagimi kullaniimalidir.

Ikinci kistmda yapilan ¢alismalar sonucunda:
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e Belirtik (explicit) yontem kullanilarak ¢6ziilen zamana bagli olan problemlerde
COPLA, EULER, HOAB, H-QUICK, OSPRE, SECBC, SHARP, SMART,
SMARTER, STOIC ve VONOS yaklagimlart ¢oziimde undershoot (siniralt) veya
overshoot (siniriistii) yapabileceginden kullanilmamalidir.

e Akisin sayisal aga paralel olmadigr durumlarda SUPER-C yaklasimi monotonik
olmayan bir davranis gosterdiginden bu yaklasim kullanilmamalidir.

e Kompresif yaklasimlarin 6zellikle diisiik gradyenli skaler profillerde kirpma ve
basamakli yap1 olusturduguna, difiizif yaklagimlarin ise asir1 diflizyon igerdigine
dikkat edilmelidir.

e Zamandan bagimsiz ¢oziimlerde karakteristik egrisi NVD iist limitine yakin olan
SUPERBEE, KOREN gibi yaklagimlar kullanilmalidir. Asir1 difiizif bir davranis
gosteren MINMOD ve OSHER gibi yaklagimlar tercih edilmemelidir.

e Kiiciik CFL sayilarinda kompresif yaklasimlar kullanilmalidir.
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