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OZET

MERKEZLEYEN YAKIN HALKALAR UZERINDE MATRIS YAKIN
HALKALARI

TAS, Mustafa
Yiiksek Lisans Tezi , Matematik Anabilim Dali
Tez Damismani: Yrd. Dog. Dr. Necat GORENTAS
Eyliil 2009, 57 sayfa

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci bolim ve ikinci boliimlerde
calisma ile ilgili literatiir ve bu c¢alismada kullanilacak temel bilgiler verilmistir.
Ugiincii boliimde; genellestirilen matris yakin halkalarinda, matris yakin halkalarinin
idealleri arasindaki benzerlik iliskileri verilmistir. Halkalardan farkli olarak temel
yakin halkadan matris yakin halkasina ideal genisletmenin ayni sonuglar1 vermedigi
sOylenebilir. Bu calismada, temel yakin halka, merkezleyen yakin halkalarin 6zel bir
ornegi olmasi durumunda ideal benzerliginin bire bir aymi oldugu gosterilmistir.
Doérdiincii boliimde; merkezleyen yakin halkalar ile matris yakin halkalar arasidaki

esitlik kosullar1 ve devirli p-gruplarinin otomorfizmleri tizerinde ¢alisilmistir.

Anahtar kelimeler: Halka, ideal, Matris yakin halkasi, Merkezleyen yakin
halka, Modiil, Izomorf halkalar.
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ABSTRACT

MATRIX NEAR-RINGS OVER CENTRALIZER NEAR-RINGS

TAS, Mustafa
Msc, Mathematics Science
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Necat GORENTAS
September 2009, 57 pages

This thesis consists of four parts. In the first and second parts, writings in
purpose or verse and constitutive information are being given. In the third part
comparisons between generalized matrix near ring and ideals of matrix near rings and
could be seen. It is stated that the results of ideal expeditions of matrix near rings and
central near rings are different according to rings. It will be expressed that ideal
similarity is the same when basic near ring is a special example of centralizer near
rings. In the fourth part, the equivalent conditions between matrix near-rings and

automorfizms of cyclic p-groups will be studied.

Key words: Centralizer near-rings, Ideal, Matrix Near-Rings, Modulus, Ring.
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ON SOZ

Merkezleyen yakin halkalar1 ve genellestirilen matris yakin halkalar ilging ve
incelemeye deger cebir konularidir. Bu ¢calismada merkezleyen temel yakin halkalarin
idealleri ile matris yakin halkalarin idealleri bire bir olmadig ifade edilmistir. Ayrica
burada merkezleyen yakin halkalarinin ideallerinin yararli bir betimlemesi
yapilmaktadir. Calisma boyunca merkezleyen yakin halkalar iizerine matris yakin
halkalar1 ile ilgili yapilan c¢alismalara yonelik goriilmeye deger bazi sonuglar
verilmistir.

Bu calismay1 bana veren ve calismalarim siiresince karsilastigim giicliiklerde
yardimlarin1 esirgemeyen hocam, Sayin Yrd. Dog. Dr. Necat GORENTAS’a tesekkiir
eder saygilarimi sunarim. Ayrica, yaptigim tiim calismalarda maddi ve manevi
destegini esirgemeyen ve tesvik eden degerli agabeyim Zeki TAS’a tesekkiir eder,
1992 de kaybettim ve okumam i¢in her tiirlii fedakarligr yapan sevgili annemi rahmetle

antyorum.

Mustafa TAS
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler

G : Grup

G" : m defa G nin direkt toplami1

R : Halka

I : Ideal

C : Cisim

M,(R) : R yakin halkasi iizerinde taniml1 nxn matris yakin halkas1

M (G) . (S,G) cifti ile belirlenen merkezleyen yakin halkasi

M, (R,G) Genellestirilmis nxn matris yakin halkasi

M,(M,(G),6) M , (G) nin G iistiindeki nxn mertebeden genellestirilmis matris
yakin halkasi

M, (G™) Merkezleyen matris yakin halkasi

Ji G" — G"'e tammli fonksiyon

1 1. satir, j. siitunun terimin r ile carpimi

f; Matris yakin halkasinda matris birimi

X



1. GIRIS ve KAYNAK BILDIRISLERI

Bu calismada merkezleyen yakin halkalar ve matris yakin halkalar ile ilgili
kavramlar {izerinde durulmustur. Merkezleyen yakin halkalarin bir grup iizerindeki
etkilerine bakilarak n. mertebeden genellestirilmis matris yakin halkalarinin idealleri
arasindaki benzerlikler ve iligkiler irdelenmistir.

G sonlu bir grup ve A, G nin otomorfizmlerinin bir grubu olmak iizere m.
mertebeden matris yakin halkasi; m=>2 i¢cin merkezleyen yakin halkanin alt yakin

halkast oldugu Smith ve Van Wyk’da (2005) gosterilmistir. Sonlu bir G grubu ve

Aut(G) nin bir alt grubu i¢in M A(G), A ve G ile tanimlanan merkezleyen yakin

halkay1 gostersin. M , (G) ve genellestirilmis matris yakin halka Mat, (M 4 (G);G)

ile ilgili gerekli ozelikler Smith ve van Wyk (2000) makalesinde verilmistir. Ayrica
Mat, (M ,(G);G)=M ,(G") esitligi durumu Smith ve van Wyk (2005) makalesinde

incelenmistir.

Bu konuda yapilan calisgmalardan Meldrum ve Van der Walt (1986) ile Smith
(1996) tarafindan genellestirilen matris yakin halkalar incelenmis, temel yakin
halkalarin idealleri ile matris yakin halkalarin idealleri arasindaki benzerlikleri
incelenmistir. Genellikle temel yakin halkanin bir ideali matris yakin halkasinin bir¢cok
idealine uygundur. Meldrum ve Meyer’de (1996), merkezleyen temel yakin halka
idealleri ile matris yakin halkalarin idealleri arasindaki benzerligin bire bir olmadigi
gosterilmistir. Van der Walt (1987) matris yakin halkalar ile yakin halka ve idealleri
incelenmistir. Smith ve Van Wyk’da (1996; 2000; 2005), merkezleyen yakin halka,
genellestirilmis matris yakin halkalar ile ilgili 6zellikler ve idealler incelenmistir.
Ayrica merkezleyen yakin halkalar ve matris yakin halkalar1 arasindaki iliski
arastirilmistir. Pilz’de (1983), yakin halka Meldrum’da (1985), gruplar ve yakin
halkalar iizerinde cesitli uygulamalar incelenmistir. Van der Walt (1987), matris yakin
halkalarinin asallik durumlarina bakmistir. Smith’de (1995), merkezleyen yakin
halkalar ile ¢esitli halkalar iizerindeki izomorfizmler incelemistir. Bagley (1996), yakin
halkalar ve idealler iizerindeki ¢calismalar yapilmistir. Smith (1996), merkezleyen yakin
halkalar1 ile matris yakin halka izomorfizmlerini incelenmistir. Van der Walt (1987),

matris yakin halkalarin radikalleri tizerindeki calismay: ele almistir. Ayrica Dummit ve
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Foote’dan (1999) yaralanilarak Oswald ve ark.’da (2001) bir merkezleyen yakin

halkanin ne zaman bir matris yakin halkasina izomorf oldugu arastirilmistir.



2. ON BIiLGILER

Bu boliimde sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler
verilecektir. Ayrica aksi belirtilmedik¢e bu boliimiin hazirlanmasindan Pilz (1983),

Meldrum ve Van der Walt (1986) ile Smith (1996) temel kaynak olarak alinmistir.

Tamm 2.1. (Grup)

G # ¢ bir kiime ve * , G {iizerinde bir ikili islem olsun. (G,*) cebirsel yapisi,
asagidaki aksiyomlari sagliyorsa bir grup denir.

Gl: Va,be G i¢in a*be G ,

G2: Va,b,ce G igin

a*(bxc)=(axb)*c ,
G3: Vae G icin
axe=e*a=a

olacak bicimde dee G vardir.

G4: Vae G icin

1 -1
=a *a=e

axa
olacak sekilde 3a~' € G vardir.
Yukaridaki 6zelliklere ek olarak Va,be G i¢in a*b=b#a ise (G,*) grubuna

bir abelyan (degismeli) grup denir.

Tanim 2.2.

(i) (G,*) bir grup ve H < G olsun. (H ,*) cifti bir grup teskil ediyorsa H ’ye
G ’nin bir alt grubu denir ve H < G ile gosterilir.

(ii) G kiimesi {a} seklinde tek elemanli bir kiime ise G ile iiretilen alt grup
<a> = {ak ke Z } olacaktir. Bu alt gruba « ile iiretilen devirli (cyclic) alt grup denir.
Ornegin, (Z,+) , 1 ile iiretilmis sonsuz devirli gruptur. (Zn ) , 1 ile iiretilmis n inci
mertebeden devirli gruptur. G = {1,—1,i,—i} olmak iizere 4 iincii mertebeden bir devirli
gruptur. <1> =G ve <— i> =G dir.



Tamm 2.3. (Halka)

R#@ bir kime ve R’de tanimli (+) ve (®) ile gosterilen iki islem
tanimlanmis olsun.
(i) (R,+) bir degismeli grup

(i) (R,®) isleminin birlesme 6zelligi var

(iii) Va,b,ce R igin
ae(b+c)=(aeb)+(aec)
ve
(a+b)ec=(aec)+(bec)
ise (R,+,0) sistemine bir halka denir. Eger
(iv) VYa,be R igin
aesb=bea
ise bu halkaya komutatif (degismeli) halka denir. Eger
(v) Yae R i¢in
a®e=e%a=a

olacak sekilde Je e R varsa bu halkaya birimli halka denir.

Tanim 2.4.

(R,+,0) ve (H ,@,o) birer halka olsun. Bir f:R — H fonksiyonu Va,be R
icin

@) fla+b)=f(a)® ()

@) f(a®b)=fla)o f(b)
sartlarini sagliyorsa f fonksiyonuna bir halka homomorfizmasi denir. Eger f 1-1 ise
f ’ye bir monomorfizma, eger f {izerine ise f ’ye bir epimorfizma, eger f 1-1 ve
izerine ise f ’ye bir izomorfizma denir. Burada R=H alimirsa f fonksiyonuna
halka endomorfizmi denir ve EndR ile gosterili. R=H oldugunda f bir

izomorfizma ise f ’ye halka otomorfizmi denir.



Tanim 2.5

(a) (Ideal) N bir halka olsun. N ’nin bos olmayan bir I alt kiimesi asagidaki
sartlar1 sagliyorsa I ya N ’nin bir ideali denir.

(i) Vx,yel igin x—yel

(i) Vxe I ve Vre N i¢in rxe [

(iii) Vxe I ve Vre N i¢in xre [

Eger (i), (ii) sartlar1 saglamiyorsa [’ya bir sol ideal, (i), (iii) sartlart
saglamiyorsa [ ’ya bir sag ideal, hem sag hem de sol ideal olabiliyorsa [ ’ya ideal
denir. Ideal tanmimindan bir alt halka oldugu anlasilir. Fakat her alt halka bir ideal
olmayabilir.

(b) (Sifirlayica ideal) H bir degismeli halka ve K c H olsun.

K, = {ae H :Vxe Kicin ax =0} kiimesi H 1 bir idealidir. K, a R nin sifirlayici
(annihilator) ideal denir ve K, =A,, (K ) seklinde yazilir. xe H ise {x} in sifirlayici

ideali denir A, (x) ile gosterilir.

Ornek 2.1.

R birimli ve degismeli bir halka olsun. Yukartidaki (a) ya gore R iizerinde,
a b
MZ(R):{{ }:a,b,c,de R}
c d

2x2 matrisler kiimesi, matrisler arasinda tanimlanan toplama ve carpma islemlerine

gore bir halka olusturur. M, (R) nin

a 0
I = {{ ]a,be R}
c 0
alt kiimesinin bir alt halka ve bir sol ideal oldugu goriilebilir. Fakat bir sag ideal

[ x
degildir. Gercekten bir B = y}e M, (R) i¢in
z t

a0
a }{x y}:{ax ay}é .
lc 0]z 1t cx ¢y




Tamm 2.6 (Yakin halka)

Bir N # ¢ kiimesi + ve e ikili islemlerine gore asagidaki sartlar1 sagliyorsa
N =(N,+,2)’ye bir yakin halka denir.
(i) (N ,+) abelyan olmas1 gerekmeyen bir grup
(ii) (N ,0) bir yar1 grup
(iii) Eger r,,r,,r; € N igin
re(r,+r)=rer+rer
biciminde soldan dagilma ozelligi varsa N ’ye bir sol yakin halka denir. Sayet
1,1,,1; € N igin
(r+r)er,=rer,+rer

biciminde sagdan dagilma 6zelligi varsa N ’ye bir sag yakin halka denir.

Ornek 2.2

(G,+) bir grup ve “0” bu grubun etkisiz elemanim gostersin. Bu durumda,

fonksiyonlarda toplama (+) ve bileske (o) islemleri altinda asagidakiler birer yakin-
halkadir.

(i) M (G)={f:G —G|f bir fonksiyon}
(i) My(G)={f:G—G|f(0)=0}
(iii) M(G)={f : G — G| sabit}

,0=0

. 0 0 O
(iv) M{(G)={f,:G—>G|ye G ve MC(G)=fy(5):{7 520

) R[x]: {f f(x)= a,+a,x+..+a,x",ne N, xbirdegisken, a, € R}

Ornek 2.3

Her grup icin bir yakin-halka elde edilebilir. Gergekten, eger (N.+) grubu
tizerinde ikinci islem, Vx,ye N i¢in, xy =0 ile tamimlanirsa, (N,+,.) bir yakin-

halkadir.



Ornek 2.4.
M., (R)={f e R - RI fintegralli } kiimesi yukaridaki islemler altinda bir

yakin halka degildir; 6rnegin f(x)=¢* , g(x)=x? icin (go f)x)=e* € M. (R)
fakat (f o g)(x)= e’ & M. (R)dir. Her halka bir yakin halkadur.

nt

Ornek 2.5.

Herhangi bir (G,+) grubunda Va,be G i¢in a*b=a olarak tammlandiginda
bir (G,+*) sag yakin halka, a*b=>b olarak tammlandiginda bir (G,+*) sol yakin
halka elde edilir. Yani her grup bir yakin halka yapilabilir.

Ozellikler 2.1

N bir sag yakin halka ise asagidaki ozellikler vardir.
a) Vxe N icin 0x=0 dir.
b) Vx,ye N igin, (-X)y = -xy dir.

Ispat: a) Vxe N icin, sagdan dagilma 6zelliginden,
0x = (0+0)x = 0x+0x
ve dolayistyla Ox =0 bulunur.

b) Vx,ye N igin, yine sagdan dagilma 6zelligi kullanilarak,

(-x)y = (0-x)y =0y-xy =0-xy =-xy

elde edilir.
Not 2.1.

Bir N yakin- halkasinda, her zaman , Vx,ye N ic¢in, 0x=0 ve x(-y)= -xy
saglanmayabilir. Mesela, Ornek 2.2 (i)’ de tamimlanan M (G) yakin- halkasinda,
f.ge M(G) igin, fo0=0 olmast f’nin orijinden gec¢mesiyle ve

fo(—g)=—(fog) olmasiise f ’nin tek fonksiyon olmasi ile miimkiindiir.



Tanim 2.7.

Degismeli birimli bir R halkasinin bir P ideali verilsin. P# R ve a,be R

icin abe P iken ae€ P veya be P ise P’ye R ’nin asal ideali denir.

Tanim 2.8.

R degismeli birimli bir halka ve re R olsun. Eger r" =0 olacak sekilde bir

ne Z" varsa s’ye nilpotent eleman denir.
Tanmm 2.9 (Cisim)

(i) Birimli ve degismeli bir halkanin sifirdan farkli her eleman aritmetik birim
ise yani ters elemana sahipse bu halkaya cisim denir ve C ile gosterilir.
(ii) R bir halka ve x€ R olsun. x in R de carpmaya gore tersi varsa x e R de

aritmetik birim denir.

Tamm 2.10 (Modiil)

R birimli ve degismeli bir halka olsun. R iizerinde bir (G,+) abelyan grubu

icin bir f:RXG — G dis islemi asagidaki sartlar1 saghiyorsa R ye G iizerinde bir

(r.g)—>rgeG
modiil denir ve R —modiil ile gosterilir. Her r,r,,r, € R ve g,g,,8, € G i¢in

@) r(g, +g,)=rg +rg,

i) (r+7n,)g=rg+ng

(i) (nr,)g =1 (rg)

(iv) l,g=¢

Eger R halkasi1 degismeli degilse halkanin elemanina gore sagdaysa sag modiil
soldaysa sol modiil denir. M bir sa§ R modiil, M < M bir alt grup olsun. Eger
Vxe M’, ae R igin xae M’ ise M’ ye M nin bir alt modiilii denir. Eger M bir
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sag R modiil ise Sif, (M)={re R:Mr=0}c R , R nin bir sag ideali olup bu ideale

M nin sag sifirlayan1 (annihilator) denir.

Tanim 2.11.

M bir sol R-modiil olsun. Eger sif, (M)=0 ise M ye faithful (sadik) sol
R — modiil denir.

Tanim 2.12.

G bir grup ve X # ¢ bir kiime olsun. Eger bir ?X)X (—))EX fonksiyonu var ve
g.x)—glxeX

Vg,.8,€G , xe X icin (glgz)ngl(gzx) ve 1,x=x ise G grubu X kiimesine
etkir denir.

Ornek 2.6.

G birgrupve X =G olsun. GXG — G G nin G iizerine bir grup etkisidir.

(g,)c)—>gx:gxg'l
Gergekten g,h,xe G igin

(gh)x = (gh)x(gh)™ = ghxh™'g™" = glhxh™ g = g(x)

olur.
Tanim 2.13.

(G,.)) , (G,,*) iki grup olsun. Eger her G, %G, — G, fonksiyonu g, g, € G,

(g.x)—gG,
ve g,,8, € G, igin
@ (g,87)e. = 2,(g72,)
(i) g,(g,%87)=(g,8.)*(g,8%)
(i) 1,8, =85, V8, € G,
sartlarim1 saglarsa G, grubu G, grubuna etkir denir.
Bir G grubu bir X kiimesine etkisin. Vxe X i¢in x = {gx 18 € G}C X alt

kiimesine x in bu etki altindaki yoriingesi (denklik sinift) denir.
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Tanim 2.14. (Sifir simetrik yakin halka)

N bir yakin halka olsun. Yae N icin Oa=a0=0 ise N ’ye sifir (zero)
simetrik yakin halka denir. Eger Vae N i¢in ai =ia =a olacak sekilde bir ie N

elemani varsa N ye birimli yakin halka denir.

Ornek 2.7.

T={f:R—->R:f(0)=0} sifir simetrik yakin halkadir. Buna gore
0: R—=>R icin

x—0

(0f) (x)=0(f(x))=0=0f=0
(£0) (x)=r(0(x)=f0)=0= f0=0

yazilabilir.

Tamm 2.15 (Alt yakin halka)

R bir yakin halka § ’de onun bir alt grubu iken SS < S oluyorsa S ’ye R ’nin

bir alt yakin halkasi denir ve § < R ile gosterilir.

Ornek 2.8.

(G,+) bir grup olsun. Ornek 2.2 (i) geregince M (G) bir yakin halka iken yine
Ornek 2.2(ii) geregince M, (G), M(G)’nin bir alt yakin halkasidr.

Tamm 2.16 (Basit yakin halka)

Bir yakin halka, kendisinden ve sifirdan farkli has ideallere sahip degilse basit

yakin halkadir denir.

Tamm 2.17 (Yakin halkada ideal)

N bir yakin halka ve I, (N,+)’nin normal alt grubu olsun. Eger I asagidaki

kosullar1 sagliyorsa N ’nin bir idealidir denir.
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(i) I.Nc (Viel, Vne Nigin ine I)
(ii) Her n,n' e N ve her 1€ I icin n(n/+l)—nn/e 1

Yalnizca (1) kosulunu saglayan 7 ’ya bir sag ideal, (i1) kosulunu saglayan I ’ya

da bir sol ideal denir ve I < N ile gosterilir.

Tanim 2.18

i) (N.®*) ve (M,+-) iki yakin halka olsun. ¥x,v €N icin

f(x®@y)=7f(x)+f(y) ve f(x*y)=f(x).f(y) olacak sekilde bir f:N— M
doniisiimiinii bir yakin halka homomorfizmi denir.

ii) N bir yakin halka ve G bir N-grup olsun. Eger G’ nin bir A normal alt grubu
Vxe G , Vye A ve Vne N igin n(x—y)—nxe A ise A’ya G nin bir ideali denir.

iii) (G,+) bir grup ve N bir yakin halka olsun. #: NxG —G  verilsin. Eger

(n.g)—ng
Vx,ye N ve VgeG i¢in (x—y)g=xg—yg ve (xy)g=x(yg) sartlan
saglaniyorsa, (G, ) ikilisine bir N-grup, yani N iizerinde yakin modiil denir ve kisaca
N€ ile gosterilir. Eger N , birimi 1 olan birimli bir yakin halka ise Vge G icin

1g = g sartim1 saglayan G N-grubuna bir iiniter grup denir.

Ornek 2.9.

N bir yakin halka olsun. #: NxN — N altnda (N,+) bir N -gruptur. Bu grup

(x,y)—xy

kisaca NV ile gosterilir.
Tamm 2.19. (Matris yakin halkasi)
Herhangi bir halka iizerindeki matrislerle ¢cok benzerlik gostermesine ragmen

elemanlar1 matris ya da halkanin endomorfizmleri olmayip sadece endomorfizm yakin

halkalarinin elemanlar1 olan bu tip yakin halkalara bir matris yakin halkas1 denir.
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Tanim 2.20.

G bir grup ve A, Aut(G) icin bir alt grup olsun. Herhangi bir ve G igin
{ae A:av=v} kiimesine v nin stabilizeri denir ve stab(v) ile gosterilir. stab(v) , A
nin bir alt grubudur. Sonlu bir G grubu ve A, Aut(G) nin bir alt grubu olsun.
M,(G)={f:G—>GIf(0)=0 ve Vae A,ve G, f(av)=af(v)} kiimesi fonksiyon
toplama ve bileske islemi altinda yakin halkadir. Bu halkaya (A,G) cifti tarafindan
belirlenen merkezleyen yakin halka denir. Ozel olarak A =1{l} icin M A(G) yakin

halkasi, M, (G) ile gosterilir.

Tanim 2.21.

G sonlu bir grup ; A , G nin otomorfizmlerinin bir alt grubu olsun. Eger
l#aec A, 0#2veG icin a(v)#v ise A grubuna fixed point free (sabit noktasiz)

denir.

Tanim 2.22.

(R,+,®), 1 birimine sahip herhangi bir sag yakin halka olursa R" ile n tane
(R,+) min direkt toplami gosterilir. Bu ashinda dogrudan ¢arpimdir, zira (R,+) abelyan
olmasa da toplamsal yazilabilir. R" nin elemanlar1 genellikle i.yerde 1 ve diger
yelerde O iken ¢; ile gosterilmektedir. Diger yandan ¢; (1):8‘,. ve 7, (8].)=1 olmak
tizere 1; j. koordinat fonksiyonunu ve 7 ise izdiigiim fonksiyonunu gosterir. Yakin
halkalara yonelik verilen nXn matrisleri R" den R" ye fonksiyonlardir. Buna goére
halka icin (i, j)’de r ve diger yerlerde O olan matrislere karsilik gelen fi ‘R" > R"
fonksiyonlart s6z konusudur. Bilindigi iizere (R,+)’nin kendisine olan tiim
doniigiimlerinin  varhigr ; M(R) yakin halkasina R yakin halkasimin standart

gémiiliimii, her r€ R ve her se R i¢in f"(s)=rs biciminde tamimh bir f":R — R
fonksiyonu ile sagladiginda ancak miimkiindiir. Ayrica 1<i,j<n ve tim re R’ler

i¢in f; =1, f'7; ile f;:R" — R" yazlabilir. Bazen f; yerine [r4, j] kullanlur,
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M (R) ile gosterilen R’deki nxn matrislerinin  yakin  halkasi

{f,.j’ :re R,1<i,j<n } kiimesince gerilen M(R”)’nin alt yakin halkasidir denir.

Buna gore M, (R)’nin elemanlar1 R iizerindeki nxn matrisleri olarak ifade edilebilir.
Matrisleri genellikle biiyiik harflerle gosterilen matris yakin halkalarinda matris

birimleri E; = fU1 , 1<, j < nmatrisleridir.  birim matrisi / = E, +E,, +...+ E,

diye tanimlanir. Bir A matrisinin i. satir1 7;A:R" — R fonksiyonu olup A(i) ile
gosterilir. Buradan da A= ZliA(i) yazilabilir. Sag yakin halka durumunda genel
i=1

matrislerin siitiin kavrami kullanilish olmasa da sol yakin halkalar i¢in bunun tersi soz
konusudur.

Matrislerin birbiriyle ¢arpimi yan yana alinarak gosterilir. Bir A matrisinin sol
taraftan bir r € R ile skaler carpimi rA = ZZ[ f"A(i) seklindedir. Eger r sifir simetrik
i=1

degilse rE;’nin f,; ile aym olmadigi goriilir. Sagdan skaler ile carpma ise

A = A( fiit ottt fn;) olarak tamimlanir. Burada Ej;r = f; alinir.

L

Tanim 2.23.

R sifir simetrik ve birimli bir yakin halka ve n>1 bir tamsay1 olsun. Eger

K = {eU [1<1,j< n}c R kiimesi asagidaki sartlar1 saglarsa bu kiimeye nxn matris

birimleri kiimesi denir.

i) Ye, =1

. 0, k#j
(ii) e,e,, = 5jkeie ; §jk :{

1, k=j
(iii) Ve, R de dagilimli elemandir.

Tanim 2.24.

Yukaridaki tamm geregince E| 1, +E,,r, +...E, 1, bi¢cimindeki bir matrise
kosegen matris denir. Eger r, =r, =...=r, olursa yani /, bi¢ciminde olursa bir skaler

matris denir.
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Bir A matrisinin devrigi A" ile gosterilir. Buna gére R" nin elemanlarim

stitun vektorleri olarak diisiinmek daha uygun olur.
Tanmm 2.25.

N bir sag yakin halka olsun. Eger
N,={de N:Vr,r’e N icind(r+r")=dr+dr'’}
olacak sekilde N = N, esitligi yazilabiliyorsa N ’ye dagilimh (disributive) yakin halka

denir.

Tanim 2.26.

(R,+) bir toplamsal grup olsun. x,be R ve ae End(R) igin @:R— R

x—ax+b
tipinden her R doniisiimiine affine (afin) doniisiimii denir. G ’den G ’ye sabit
fonksiyonlar ve G ’'nin endomorfizmleri tarafindan olusturulan afin doniisiimlerinin

genellestirilmelerine bir afin yakin halka denir ve M (R) ile gosterilir.

Tanim 2.27.

R bir yakin halka; 7 , R ’nin bir ideali olsun. Eger a€ I yada be I ’dan biri
gerektirecek bicimde abe I kosulu saglamiyorsa /’ya R yakin halkasinin bir asal

ideali denir.
Lemma 2.1 (Betsch Lemma)

A , G grubunun otomorfizmlerinin bir grubu ve x,ye G olsun. f(x)=y
olacak bicimde bir fe M A(G) fonksiyonunun var olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

stab(x)  stab(y) olmasidr.



3. MERKEZLEYEN YAKIN HALKALAR UZERINE MATRIS YAKIN
HALKALARI

Bu boliimde; sonlu bir G grubu ve Aut(G) nin A alt grubu icin M, (G) A ve G
tarafindan belirlenen merkezleyen yakin halka olsun. G grubu bir M, (G) modiiliidiir.
M, (G)’nin G stiindeki etkisi kullanilarak bir nxn mertebeden genellestirilmis
Mat, (M ,(G);G) matris yakin halkas: elde edilir. Burada M, (G) nin idealleri ile
Mat, (M, (G);G) nin idealleri arasindaki benzerlik incelenecektir. Ayrica burada
Smith ve Van Wyk (2000) ¢alismasindan hareketle goriilmiistiir ki, eger M, (G) ‘nin
her 1ideali bir sifirlayict (annihilator) ideal ise, o zaman M, (G) ile

Mat, (M N (G);G) ‘nin idealleri arasinda bire bir bir ilgi var demektir. Bu boliim i¢in

aksi belirtilmedik¢e Smith ve Van Wyk (2000) temel kaynak olarak alinmastir.

3.1. M, (G) Merkezleyen Yakin Halka

G sonlu bir grup ve A, Aut(G) nin bir alt grubu olsun. A nin G iizerindeki etkisi
G yi A nin yoriingelerine boler. a€ G nin A yoriingesi 6(a)= {a(a)|ae A} “dir ve
a, ﬁ(a) nin yoriinge gosterimi olarak ifade edilir. V a € G ’nin karsiligi olarak A nin
bir alt grubu olan @ nin stabilizeri stab(a)= {ae A‘a (a)=a} olarak yazilir. Eger x

ve y, G’nin ayni A yoriingesinde ise, o zaman stab(x) ve stab(y), A'nin ortak alt

gruplari oldugunu dogrulamak kolaydir. Eger A degismeli ise veya A’nin her stabilizer
alt grubu A’nin normal bir alt grubu ise, aym1 A-yoriingesindeki herhangi iki eleman
ayni stabilizer alt gruba sahip olur.

G’nin tiim sifir olmayan A-yoriingelerinin kiimesinde dogal bir denklik bagintisi

vardir. Eger 6(a) ve 6(b) yoriingeleri veriliyor ise, stab(x)=stab(y) olacak sekilde

xe @(a) ve ye 0(b) iken 8(a) ve (b) ikilisi denk olarak ifade edilebilir.
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[H(a)] ile @(a) mn denklik simfi gosterilecektir. G’nin birim elemanini igeren

A-yoriingesi kendi sinifinda gosterilecektir. G ve A ile belirlenen merkezleyen yakin

halka ise,
M, (G)={f:G—>G|f(0)=0, fa=af ve Vae A}
olur. Bu merkezleyen halka, fonksiyon toplama ya da bileske islemi altinda bir (sag)

yakin halkadir. M, (G) elemanlarini olusturmak kolaydir. G’nin her sifir olmayan A-
yoriingesinden bir eleman segelim ve a,b,... diyelim. stab(a)c stab(f(a)),
stab(b) < stab( f (b)) sartiyla f her yoriinge iizerinde keyfi tanimlanabilir. O zaman
her ae A igin f(aa)=af(a) ve her e A igin f(ab)=af(b) vb. icin
tanimlayarak f G nin biitiiniine genisletilebilir. G {izerinde bu yolla olusturulan bir
fonksiyonun M, (G) ye ait oldugunu ve M, (G) nin her elemanimin bu sekilde elde
edilebildigi ispatlanabilir. Ardindan ihtiyag duyulan sey M, (G) nin ideallerin iki
tarafll tammlanmasidir.  7°mn = M, (G)’nin bir ideali oldugunu ve [6(a)],
[0(19)] ,...nmn G’nin  A-yoriingelerinin  denklik smiflart  oldugunu varsayalim.

M,(G)a= {r(a)‘re M, (G)} kiimesi, G nin bir M, (G) invaryant alt grubu olup Ha

ile gosterilir. la= {i(a)‘i € I} Ha’nin bir alt grubu olup La ile gosterilir. G’nin benzer

alt grup ciftleri, G’nin A-yoriingelerinin baska denklik siniflarinin her birini

saglamaktadir.

Onerme 3.1.1.

I, M, (G) nin bir ideali ve [H(a)] , G’nin A-yoriingelerinin bir denklik sinifi

olsun. O zaman La, Ha’nin M , (G) alt modiiludiir.
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Ispat: ilk olarak La’min, Ha’min bir normal alt grubu oldugu gosterilecektir.

x€ Ha ve ye la verilsin. O zaman r(a)=x ve i(a)=y olacak sekilde re M, (G) ve

i€ I vardir. —r+i+re [ oldugundan
—x+y+x=-r(a)+i(a)+r(a)=(-r+i+r)(a)elLa
elde edilebilir.
fe MA(G),xz r(a)e Ha ve y=i(a)e La olsun. O zaman f(r+i)—fr I'ya ait
oldugundan dolay1 f(x+y)-f(x)=f(r(a)+i(a))-f(r(a))=(f(r+i)-fr)(a) La’nin bir elemani olur.
M, (G) ‘nin I ideali ile ortak olarak; G’nin M, (G) alt gruplarinin (Ha,La),

(Hb,Lb), ... ciftleri elde edilebilir. Bunlar A-yoriingelerinin [H(a)], [Q(b)],...

denklik simiflarina uygun bicimdedir. Ayrica La, Ha’min alt modiilii, Lb Hb’nin alt
modiiliidiir, vb. Ha, Hb, vb. gruplar I idealinden bagimsizdir. Keyfi olarak La, Lb, ...alt

modiilleri  Onerilip I={r eM, (G)‘r(Ha) c La,r(Hb)C Lb,... } biciminde
M, (G) ‘nin I ideali olusturulabilir. (Ha,La), (Hb,Lb),... ¢iftleri arasindaki benzerlik ile
M, (G) ‘nin birlesmeli I idealleri bire bir degildir. Ornegin, eger G bir a iiretegli
devirli M, (G) modiilu ise, o0 zaman G=Ha olur. Ha’nin bir alt modiulii La={0 } olur
ve (Ha, {O 1) cifti diger ciftlere bakilmaksizin M , (G) ‘nin I={O } idealini belirler.

Buna gore asagidaki sonuglar verilebilir:

Onerme 3.1.2.

M, (G) G’nin birlesmeli Ha, Hb,... alt gruplar ile birlikte bir merkezleyen yakin

halka olsun. Eger I ve J, Ia=Ja, Ib=Jb, ... olacak sekilde M, (G) ’nin idealleri ise, o

zaman I=J olur.

Ispat: stab(x) cstab(y) ile birlikte x,ye G igin uy, M, (G) de x’i y’ye ve 9(x) 1
6(y)’ye gotiiren bir fonksiyon ve &(x)’in 0 (sifir) olsun. [Q(a)], [6([9)], ... G nin

A-yoriingelerinin denklik smiflarin1  gostersin. [H(a)] icinde biitiin 1i’ler icin
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stab(ai) = stab(a) olacak bi¢imde a = q,,a,,...yoriinge gosterimleri segilebilir. Diger
siiflar i¢in benzer sekilde devam edilebilir.

I'min La=Ia, Lb=Ib, vb ile birlikte M , (G) “nin bir ideali olsun. Eger xe€ La ise o
zaman i(a)=x olacak bicimde i€/ vardir. I bir ideal oldugundan iu_ =u

aa xXa

fonksiyonlarini icerir. Her j i¢in I, u_u, =u a yi igerir. Benzer bir sonu¢ diger

xa aa/- Xt
denklik siniflarinda saglanir.

Simdi J, Ja=La, Jb=Lb vb. olacak sekilde M, (G) nin bir ideali olsun ve f , J
icinde verilsin. O zaman f tim q,,q,,... b,b,,... vb. yoOriinge gosterimlerinin tam
kiimesi lizerindeki degerleri tarafindan belirlenir. x, = f(q,), x,=f(a,),...
vo=f(b), y,=f(b,),...vb. olsun. O zaman her x, , La’ya ve her y, , Lb ye ait olur,

vb. f=u_, +u_, +--+u,, +u,, +--- elde edilir. Toplanilanlarin her biri I ‘a aittir,
x4, 2 by yaby

bu yiizden f I’ya aittir. Bu da J < I y1 gosterir. Simetri ile J < I olur. Bu yiizden

J =1 dir.

Sonug 3.1.1.

M, (G), G nin birlesmeli Ha, Hb,... alt gruplarn ile birlikte bir merkezleyen

yakin halka olsun. I, I(Ha) =La, I(Hb)=Lb,...ile birlikte M, (G) ’nin bir ideali
olsun, o zaman,
I={re M,(G)|r(Ha < La;r(Hb) < Lb.... }

olur.

Ispat: Ja=La, Jb=Lb .... olacak bicimde

J={re M, (G)|r(Ha c La;r(Hb) < Lb.... }

M , (G) nin bir idealidir. Onerme 3.1.2 vasitasiyla; la=La, Ib=Lb,..., oldugundan I=J

elde edilir.
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3.2. Matris Yakin Halkalari

R birimli sifir simetrik yakin halka ve G bir birebir sol R-modiilii, n pozitif bir
tamsayr ve G" , G nin n defa direkt toplami yani G"=G @G ®... @G olsun. G
tizerinde tiim sifir1 koruyan fonksiyonlarin yakin halkast M (G) ile gosterilecektir.
Burada M, (G”) yakin halkasindaki baz1 ©zel fonksiyonlar ifade edilecektir.
1<i,j<n ve re R igin fl.j’ G"—>G", ﬁ;'(vl,...,vn):(O,...,rvj,O,...,O) ile tamimlanir.
v, o i’nci konumundadir. Smith’de (1996) oldugu gibi { fii’ ‘1 <i,j<nmre R}

tarafindan iiretilen M (G") nin alt yakin halkas1 G tarafindan belirlenen R iizerine

nxn matris yakin halkasi olur. f;/ 6zel matrisleri temel (elementer) matrisler olarak

ifade edilir. Bu matris yakin halkas1

Mat, (R;G):<f; re R;ISi,an>:{z/1ﬁfl;.

sonlu

re R;lSi,an}

ile gosterilecek ve hatadan kaginmak i¢in bundan boyle n > 2 olarak kabul edilecektir.
Eger G=,R ise o zaman Meldrum ve Van der Walt (1986) geregince Mat, (R;, R)
matris yakin halkast olur ve bu yakin halka basitge Mat, (R) ile gosterilecektir.

R idealleri ile Mat, (R) idealleri arasindaki benzerlik {izerine yogunlasilacaktir.

Meldrum ve Van der Walt (1986) 6ncii ¢alismasinda
r'=id(f;

1<i,j<nre 1>,
I"={Ae Mat, (R)|A(v)e I"'Ve R" }
iken Mat, (R) nin /"ve I" idealleri ile R’nin I idealleri birlestirilmistir. Burada R

yakin halkasiin bir S alt grubu igin ; id <S > S tarafindan iiretilen R idealini gosterir.

Meldrum ve Meyer (1996) igin halka durumundakinden farkli olarak I* ile I
ideallerinin genelde farkli oldugu gosterilmistir. 1™ < I" oldugu agiktir. Ayrica, birgok

ara ideal yani I* < J cI" olacak sekilde Mar, (R) nin J idealleri var olabilir. Bu

I"=1" ve I"=I eslemeleri R idealleri ile Mat, (R) nin idealleri arasinda birebir bir
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iliski olusturdugu halka durumundakine zit bir durum olur. Bu ¢alismanin Oncelikli

amact Mat, (R;G) nin ideallerinin halka durumundayken R nin ideallerine birebir bir

eslemeye sahip olacak bicimde G faithful modiilleri ile R yakin halkalarinin mevcut

olabildigini gdstermektir.

Bu durumda R , bir merkezleyen M, (G) yakin halkas1 olarak ozellesecektir.
Dikkat edilirse G, faithful M, (G) modiiliidiir. Eger G devirli (monojen) bir M, (G)
modiil ise o zaman Mat, (M, (G);G), Mat,(M,(G)) e izomorftur. Smith’de (1996)
bu ylizden Mat, (M A (G);G) nin idealleri Mat, (M A (G)) nin ideallerine benzerdir. G
modiilii iizerindeki etkileri yardimiyla Mar, (M B (G);G) nin ideallerini ‘bilmek’ i¢in,
Mat, (M ,(G);G) ile Mat, (M, (G)) nin izomorfizmlerine bakilabilir.

Simdi, G nin bir devirli M, (G) -modiil oldugunu kabul edelim ae G bir a
tiretec yani M , (G)a =G olsun. ¢(r) = r(a) ile p: M, (G) — G yi tanimlayalim. ¢
nin bir Orten M, (G) -modiill homomorfizmi oldugunu dogrulamak kolaydir.
r=(n,..r,) iken Y(r,...r,) =(rl (a),...r, (a)) yi ya da kisaca Y(r)=r(a) n1

tanimlayarak ¢ homomorfizmi Y: M, (G)’Z — G " ye genisletilebilir. Acikcasi,

M, (G)" nin normal bir KerY :{(rl,...,r )

n

r(a)=..=r (a)=0} alt grubu ile birlikte

Y doniisiimii bir grup homomorfizmidir.

Lemma 3.2.1.

KerY, M, (G)"in bir Mat, (M, (G)) alt modiiliidiir.

Ispat: A, Mar, (MA (G)) de bir matris ve r€ KerY olsun. Ar nin KerY de

oldugunu gostermek gerekmektedir. Bu da A nin degeri olan w(A) {izerinde tiimevarim
ile yapilabilir. Hatirlanacag iizere bir A matrisinin degeri Meldrum ve Van der Walt

(1996) geregince A y1 liretmek iizere gereken en diisiik elementer matris sayisi
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oldugudur. Eger w(A)=1 ise A , f elementer matrisidir. Bu durumda Are KerY

oldugu agiktir. Sonucun k dan daha diisiik degere sahip biitiin matrisler i¢in dogru olsun
ve A bir k degerli matris olsun. O zaman w(B)<k ve w(C)<k iken ya A=B+C ya da

A=BC olur. Her iki durumda da tiimevarim hipotezi Are KerY yi gerektirir.

Eger Ae Mat, (MA (G)), se M,(G)" ve reKerY ise, o zaman A(s+r)-A(s),

KerY ye aittir. Yine w(A) daki timevarim kullanilir. Eger A= fl]’ ise 0 zaman
Kerg’nin bir eleman:1 olan A(s+r)-A(s) nin i girdisi t(sj+rj)—t(s;) olur. A(s+r)-A(s) nin
diger tiim girdileri 0’dir. Boylece A’nin degeri 1 oldugunda A(s+r)-A(s) , Ker Y ye ait
olur. Bu sonucun k’dan daha diisiik degere sahip biitiin matrisler i¢in dogru oldugunu
ve A’nin k degerine sahip oldugunu farz edelim. w(B) <k ve w(C)~<k durumunda
A=B+C ise, o zaman
A(s+1)-A(s)=(B+C)(s+1)-(B+C)r=B(s+r)+C(s+r)-Cs-Bs

olup bu durum, C(s+r)-Cse KerY, B(s+r)-B(s)e KerY ile KerY normal bir alt grup
oldugundan KerY ’de s6z konusudur. w(B) <k ve w(C)< k durumunda A=BC ise,

baz1 ' € KerY lericin C(s+r)—Cse KerY oldugu ve KerY ’nin normal bir alt grup

oldugu gercegi kullanilarak A(s+r)-As= BC(s+r)-BCs=B(Cs+ 1’ )-B(Cs)e KerY oldugu

elde edilir.

Teorem 3.2.1.

G devirli bir M,(G)-modilli olsun. Bu durumda biitin n’ler igin
Mat, (M, (G);G) , Mat, (M ,(G))’ye izomorftur (Smith, 1996).

Ispat: r=(r,...r,)e M,(G)",ve G ic¢in r(v)=(r(v),...r,(v)) G"’in bir
eleman1 olsun. a€ G, G’nin bir iireteci olsun. Bu durumda M, (G)a =G dir. Baz1
re M ,(G) ler i¢in G nin her eleman: r(a) formunda oldugundan bazi1 re M, (G)" ler
icin G" in her elemani r(a) formuna sahiptir. ®: Mat, (M ,(G)) — Mat, (M, (G);G)

asagidaki gibi tanimlansin:
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A€ Mat, (M A(G)) icin, A (r(a))=s(a)< A(r)=s olacak bicimde ®(A)=A
verilsin. Ik olarak @ nin iyi tamimli oldugu gosterilir. Eger r(a)=t(a) ise (r-t)(a)=0 dir.
Bu durumda r-te KerY dir ve r=t+k olacak sekilde ke KerY mevcuttur. KerY
Mat, (M, (G)) nin bir alt modili oldugundan KerY deki bazi k' ler igin

Ar=A(t+k)=At+k’ elde edilir. Bu da A r(a)=(At+k")(a)= A t(a) olmay1 gerektirir.

Daha sonra @ nin bir yakin halka homomorfizmas: oldugu gosterilir. A ve B,

Mat, (M s (G)) de matrisler olsun. Bu durumda sadece (A+B)r=s< ( A+ B)r(a)=s(a)

ve (A+B)r=Ar+Br=s oldugundan Zr(a)+§r(a)=s(a) goriiliir, boylece (Z+E)r(a)=s(a)
dir. Bu A+ B = A+ B oldugu anlanina gelir.

Benzer bir sekilde, ABr=s< Er(a)=s(a) dir. s=ABr=A(Br) oldugu icin
Z(Er(a)) = s(a) elde edilir. Bu da AB = AB oldugu anlamina gelir.

® iizerinedir, ¢linkii Mat, (M 4 (G)) igin bir f;" tretecinin P(f;’) goriintiisii,
Mat, (M, (G);G) igin f;" nin iireteci olur.

Simdi ®’nin bire bir oldugu gosterilsin. Bunu yapmak igin, Kerd® ={0}
oldugunu gostermek yeterlidir. & ’nin ¢ekirdegi Mat, (M B (G)) ‘nin bir idealidir.
Meldrum ve Van der Walt’da (1996) gosterildigi iizere I, Mat, (M A (G)) ‘nin sifirdan
farkli bir ideali ise o zaman bazi sifirdan farklh re M ,(G) ler igin I, f,| formunun

stfirdan farkli bir matrisini icermelidir. Bu durumda eger Ker® sifirdan farkl ise, o

zaman boOyle bir f| matrisini icerir. Bu da G" iizerinden sifir fonksiyonu olan
®(f,;)=0 oldugu anlamina gelir. Ancak yukaridaki gibi ¢( .fl;): fi1 ve fi1 =0 olur. Bu

biitin se M A(G) ler icin r(s(a))=0 olmay1 gerektirir ve bu durumda a , G yi

tirettiginden r=0 olur.

Onerme 3.2.1.

Eger Aw=v ile Ae Mat, (M ,(G) ise o zaman her bir xe G i¢in Zw(x) =v(x)

olur.
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Ispat: w(A) iizerinde timevarimi kullamilsin. w(A)=1 ise o zaman bazi
1<i,j2n ve re M,(G) ler igin A= f; dir. xe G ise a, G nin bir iireteci oldugu
durumda bazi se M ,(G) ler icin x=s(a) dir. j. elemamyla ge M ,(G) girdili
we M ,(G)" ise, v nin i. girdisi rg ve diger tim girdiler 0 oldugu durumlarda f;/ (w)=v
olur. @ nin tammuyla, f/=®(f;) ve f;(w(x))=f; (W(s(a))=v(s(a))=v(x) dir ve
sonu¢ wA=1 oldugu zaman dogrudur.

Simdi bu sonucun, degeri k’dan kiigiik olan Mat, (M ,(G) ’deki biitiin matrisler i¢in
dogru oldugu varsayilsin. A, k degerli Mat, (M ,(G) ’deki bir matris olsun. Bu durumda

iki ihtimal vardir.

1. B ve Cnin k’dan daha kiigiik degerli Mat (M ,(G)’de matrisler olmasi

durumunda A=B+C dir. Bu durumda elde ettigimiz sonug¢ hipotezi hem B’ye hem de

C’ye uygulanir. Boylece
A(wW(x)) = B(w(x)) + C(w(x)) = (BW)(x) + (Cw)(x) = (B + C)w(x) = Aw(x)
olur.

2. B ve Cnin k’dan daha kiiciik degerli Mat (M ,(G)’de matrisler olmasi
durumunda A=BC dir. Yine,
A(w(x)) = BC(w(x) = BC(w(x))) = (B(CW))(x) = (BC(w(x))) = Aw(x)
elde etmek i¢in B ve C iizerinde sonug hipotezi kullanilir.
Simdi ae G iireteciyle G , devirli bir M, (G) modiil oldugu zaman ®: A — A
diye Mat (M ,(G) ve Mat (M ,(G);G) arasinda bir izomorfizm kurulabildigine

bakalim. Bu izomorfizm vasitasiyla Mat, (M ,(G)’nin J ideali Mat, (M ,(G);G) nin
bir ®(J) = J idealine benzerdir. Hatirlanacag iizere; M , (G) ’nin bir I ideali,

I' ={AlAve I"Vve M ,(G)"}
ve

I* =id ({f;

re]}>

olacak bi¢cimde dogal olarak Mat (M ,(G) nin iki idealine benzerdir.
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Bir sonraki amag¢, Mat (M ,(G);G) nin bir birine karsilik gelen ;*Ve I
ideallerinin daha acik bir a¢iklamasini elde etmektir.

I*= {Z| her bir ve M, (G)" ve baz1 we I" ler i¢in Av(@)=w(a)},

I =id({®(f;)

rel }> oldugu bilinmektedir. 7" nin bu tanimi onemlidir ama

I m tanimi gelistirilmeye ihtiyac vardir.

Onerme 3.2.2.
I ={A|A(H") € I'V[6(c)] } olur.

Ispat: he H"'yi secelim. He, c iiretegli devirli bir M ,(G) modiilii oldugundan,
v(c)=h olacak sekilde ve M ,(G)" vardir. Z, f ’da olsun. Bu durumda A , f ’a ait
olur ve Ave ["’dir. Boylece Ah = Av(c)e L' dir. Tam tersine, A her [6(c)] smifi
icin Z(H; ) € L’ olacak sekilde verilsin. ve M ,(G)" igin, Av=w olsun. Onerme 3.2.1
den, her bir xe G i¢in Zv(x) = w(x) dir. Ozellikle, x Hc’nin icindeyse v(x)e H ! dir.

Bu da Zv(x) =w(x) in L' nin i¢inde oldugu anlamina gelir. Bu durumda w(x)’in her

bileseni Lc’ye aittir. Yukaridakiler her bir [6(c)] smif1 i¢in ve her xe G i¢in dogru

oldugundan w, I"’ye aittir. Buda Ae I" ve ayn1 sekildeZe I oldugu anlamina gelir.

3.3. M, (G)’nin ve Mat, (M ,(G);G) *nin idealleri

G devirli bir M ,(G) modiilii oldugu varsayimi goz ardi edilsin. Ayn1 zamanda
Mat, (M ,(G);G) ’deki tiim matrisler i¢in bu varsayimi bir tarafa birakalim. I,
M ,(G) ’nin bir ideali olsun. I ideali ile birlesimli I(Ha)=La, I(Hb)=Lb, ... yi [8(a)],
[6(D)],...biciminde A denklik siniflar: ile birlestirilmesi durumunda G’nin M ,(G) alt

gruplarimin (Ha,La), (Hb, Lb),... ciftleri elde edilebilir. Devirli durumlar ile hareket
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ederek 1 , Mat (M,(G);G) nin iki idealine yani I+:id<{flj’ re I}> ve

I[*= {A € Mat,(M ,(G), GXA(H ! )g L’ZV[H(C)]} ye karsilik gelir.

["’in Mat,(M ,(G);G) ’nin bir ideali oldugunu kontrol etmek gerekir. Ae I,
B,Ce Mat, (M ,(G);G) ve he H olsun. (B(A+C)-BC)h nin, L’ ’ye ait olsun. Bunun
icin w(B) lizerinde tiimevarimi kullanilsin. w(B)=1 ise B bir fl; elementer matrisidir
ve Ah (Lc¢’nin bir elemani)’nin j. girdisi olan x;ve Ch (Hc’nin bir elemant )'nin j.
girdisi olan £, ile v’nin i. girdisi r(x; +h,)—r(h;) oldugu durumlarda (B(A+C)-
BC)h=B(Ah+Ch)-BCh=v dir. v nin diger biitiin girdileri O dir. Lc , Hc nin M ,(G) alt
modiilii oldugundan ve L!’dir. Sonucun k’dan kiiciik degerli biitiin matrisler i¢in

dogru olsun ve B, w(B)=k I1 bir matris olsun. Bu durumda D ve E, w(D)<k ve w(E)<k
olacak sekilde matrisler oldugunda ya B=D+E ya da B=DE’dir. Her iki durumda da

sonucta ¢ikan hipotezimizi kullanarak (B(A+C)-BC)he L'’yi gormek oldukga

kolaydir. Bir ideal i¢in diger aksiyomlarin kontrol edilmesi kolaydir. I* < I" oldugu

bellidir.

Onerme 3.3.1.

M ,(G) nin idealleri kiimesinden Mat, (M ,(G);G) nin idealleri kiimesine kadar

olan I — 1" ve I — I doniisiimleri hem birebir hem de (order preserving) sira

korumalidir.

ispat: I#] olacak sekilde I ve J, M ,(G) nin idealleri olsun. Eger 1] ise
I'cJ" ve I' cJ° oldugu agiktir. Boyle doniisiimler sira korumahdir. re J\[
olarak kabul edilir. O zaman f;; € J* ve bu yiizden f;e J* olur. r, I ya ait olmadig
icin r(x)¢ La olacak sekilde (Ha,La) cifti ve xeHa vardir. Bunun anlami
f1(x,0,...,0)=(r(x),0,...,0) , L’ icinde degildir. Bu yiizden f;| I “’a ait degildir ve bu

nedenle f’de I"’ya ait degildir. Bu I" # J ve I" # J" y1 gosterir.



26

Onerme 3.3.2.

J, Mat,(M ,(G);G) ’nin bir ideali olsun. O zaman I' ¢ J < olacak sekilde

M ,(G) ’nin bir I ideali vardr, iistelik bu I ideal tektir.

Ispat: I={re M,(G)

fiieJ} olsun. 'mn M ,(G)’nin bir ideali oldugunu
dogrulamak kolaydir. A¢ik¢a I™ < J dir.

Ae J fakat Ag¢ I olarak farz edelim. O zaman A(H) , L' nin bir alt kiimesi
olmayacak sekilde I ile birlesmeli G’nin M ,(G) alt gruplarimin bir (Ha,La) cifti var
demektir. Bu yiizden Ave L olacak sekilde v=(v,,...,v,)e H, vardir. Baz1 w, & L,
lar ile ile Av=w=(w,,...,w, ) verilsin. Ha, a iiretecli devirli oldugundan, her v, icin
v, =r;(a) olacak sekilde r,e M ,(G) mevcuttur. B= fJA(fJ1 +..+ fnﬁ") matrisi J’ye
aittir ve

B(0,...,0,a,0,...,0)=(0,...,0,w, ,0,...,0)
olur. Ispatlar gercekte genellestirilmis matris yakin halkalar1 icin aym olan Meldrum
ve Van der Walt (1996) deki Sonug¢ 3.8 ve Lemma 3.7’yi kullanarak, r(a)=w,’li bazi
re M ,(G) ler i¢cin B = f; elde edilir. Bu yiizden r , I nin i¢inde degildir. Bununla
birlikte f.!Bf, = £, , J ye aittir ve bu yiizden re I olur. Bu geliski J = I" oldugunu
gosterir.

K" cJ c K* olacak bicimde K’'nin M ,(G) nin bir ideali oldugunu farz
edelim. Eger se Kise, o zaman f;;€ j olur. Bu da sel ve K c’y1 gerektirir.
re I \K oldugu varsayilir. r, K’nin i¢inde olmadig i¢in K ile birlesmeli M ,(G) alt
gruplarinin bir (H_ L,) ¢ifti, #(H_) , L, nin bir alt kiimesi olmayacak bi¢imde vardir.
fii(H))’li f e J eleman, L ’nin bir alt kiimesi olmayacak bi¢cimde elde edilir.

Bunun anlam1 f;{’nin K iginde olmadigi ve J’nin K ’nin bir alt kiime olmadigidir.

Bu yiizden K=I ve I tek olur.
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Her bir [ﬁ(c)] denklik simfi i¢cin L. = H_ veya L = {0} olacak bigimde I'y1
M ,(G)’nin bir ideali olsun. Bu her 8(c) yoriingesi i¢in 1(6(c)) = {0} oldugunu veya
I'nin u, idempotent fonksiyonunu, birimi 6(c) iizerinde ve sifin G\@(c) iizerinde
olacak sekilde icerdigini belirtir. Ayn1 sekilde her &(c) yoriingesi i¢in ya I, 8(c)’yi
sifirlar; ya da I, @(c) iizerinde keyfi olarak etki yapar, boyle bir ideal bir sifirlayici
(annihilator) ideal olarak ifade edilir.

I , M,(G)’nin bir sifirlayict ideali olsun. K={ve G|i(v) =0,Vie I} |
tarafindan yok edilmis G deki elemanlarin kiimesi olsun. I bir ideal oldugu i¢in K,
M , (G)-invaryant olur. K kiimesi de A-invaryant olur.

Asil amag, e@er I bir sifirflayic1 ideal ise o zaman " =1 oldugunu

gostermektir.

r',reM 4(G) icin K iizerinde r ile uyumlu olan M ,(G) de bir fonksiyon ve

G\K iizerinde bir sifir ve r* , G\K iizerinde r ile uyumlu olan M ,(G) de bir fonksiyon

ve K iizerinde bir sifir iken r=r" +r' ayngim elde edilebilir. Her 1<i, j<n ,

+ I + . oy
fi=f]+f icinve f[ I iken r=r"+r'=r"+r" elde edilir.

Herhangi Ae Mat, (M ,(G);G) matrisi f, tretecleri icinde bir ifadedir. Her

ij
fi > fi T+ fij’/ yazilsmn ve her f, “’nin I*’ya ait oldugu varsayilsm. /* idealinin
modiilil i¢in; A—A' , I' dave r' , GK da sifir iken A’ ; le matrislerinde bir

gosterim olacak sekilde bir A’ matrisi elde edilir.

Simdi A, I” icinde olsun. Yukaridan itibaren A=A’ + A" olacak sekilde bir

A’ e I'" < I" matrisi vardir ve r(G\K):{O} iken A’, f;; formunun elementer matrisleri

tarafindan iretilir. A, I 'mmn icinde oldugu icin A’, I" nin iginde olur. A’ niin
iireteclerinin yapis1 geregi tim ve (G\K)" ler icin A’ (v)=0 elde edilir. A’, I ’ya ait
oldugu icin tiim ve K" ler i¢in A’ (v)=0 dir. Bir sonraki 6nermede A’=0 iliskisinin

kurulmasi gerekmektedir. Bu Ae I ile buradan /" =1" olmay gerektirir.
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Sonug 3.3.1.

Eger M ,(G)’nin her ideali bir sifirlayic1 ideal ise 0 zaman I— I'=1" ile verilen
M ,(G) idealleri ile Mat, (M ,(G);G) idealleri arasinda bire bir bir iligki vardir.

Simdi tiim idealleri sifirlayici ideal olan merkezleyen yakin halkalar
gosterilecektir. G bir sonlu grup ve A, Aut(G)’'nin bir alt grubu olsun. S, A’nin
stabilizer alt gruplarinin kiimesini yani §,={stab(a) |a€ G }’yi gostersin. Herhangi
pozitif k tamsayist igin A, G* iizerinde ¢ift yonlii etkilenir. S, , G* iistiinde etki yapan
A’nin stabilizer alt gruplarinin bir kiimesi yani S, ={stab(a) ‘ae G* } olsun. Acik¢a

S, cS,cS,c....olur

Onerme 3.3.3.

G bir sonlu grup ve A, Aut(G)’nin bir alt grubu olsun.

(i) Eger S, kiime kesisimi altinda kapali ise, o zaman M ,(G?) nin her ideali bir
sifirlayici ideal olur.

(ii) S,’in kiime kesisimi altinda kapali olmadigini varsayalim. O zaman S, kiime
kesisimi altinda kapali olacak sekilde bir pozitif k tamsayis1 vardir. Ustelik

M ,(G**") 'nin her ideali bir sifirlayici idealdir.

Ispat: (i) (a,b)e G* secilsin. Yalmzca H ., nin M A(Gz)—alt modiillerinin
H ., ve {(0,0)} oldugu goriilebilir. S kiime kesigimi altinda kapali oldugu igin
stab(c)=stab(a) N stab(b)=stab(a,b) olacak sekilde ce G vardir. Bu yiizden
stab(c,0)=stab(a,b) ve H ,, =H ., dir.

L’nin, H

(c.0) 10 bir sifir olmayan M ,(G?) alt modiilii oldugunu varsayalim. O

zaman L, x#0 iken, (0,x) formunun bir elemanini icerir. Her re M A(Gz) icin

r((c,0)+(0,x))-r(c,0)e L’dir. Dikkat edilirse (c,x) ve (c,0), G*’nin farkh A

yoriingelerinde yer almaktadirlar. Bu yiizden (c,0) yoriingesinde birimli ve baska yerde
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sifir olan M A(Gz) icinde bir e fonksiyonu vardir. e(c,x)-e(c,0)=-(c,0)e L elde edilir.
Bu yiizden (c,0)e L ve L=H,=H,,, olur. Bunun anlami H,, 'nin M ,(G*)-basit

oldugu ve M ,(G?) nin her idealinin bir sifirlayici ideal oldugudur.
(i) A sonlu oldugu i¢in A’nin sadece sonlu ¢oklukta alt grubu vardir.

S, c S, c..., oldugu icin, S, =S, ,, olacak sekilde k mevcuttur. Simdi tim m >k lar
icin S, =S, olduguna bakilacaktir. a=(qa,,....q,,q,,,,4.,)€ G*> olsun. O zaman
(a,..ra,,a,,,) ve (0,...,0,M a,,,), G*""’in iginde iken

stab(a)=stab(aq,,...,a,,,) N stab(0,...,0,q,,,)
olur. S, =S,,, oldugundan stab(b)=stab(q,,...,a,,, )olacak sekilde be G* vardir. Bu
yiizden stab(b,q,,, )=stab(a) ile (b,a,,)e G"' ifade edilebilir. Bu gosterir ki,
stab(a)e S,,, dir ve boylece S,,, =S, dir. Devaminda her m=>k igin §, =S,

sonucuna varilir. Eger a,be G* ise, 0 zaman (a,b)e G* ve

stab(a,b)=stab(a) N stab(b)e §,, =S, olur. Bu ylizden S, kesisim altinda kapalidir.
Benzer yollarla, M ,(G***) nin tiim ideallerinin sifirlayic1 idealler oldugu gériiliir. I,

M ,(G) nin bir sifirlayict ideali degilse, o zaman I* nm I ya denk olmasinin

gerekmedigini gormek i¢in bir ornek verilebilir:
Ornek 3.3.1.

G={0,a,2a,3a} 4. mertebeden (toplamsal) devirli grup ve o(x)=-x iken
A=Aut(G)=(1,0) olsun. G’nin A-yoriingeleri {a,3a}, {2a} ve {0} dir. L, E{2a,0}’1n
G=H,nn bir M A(G) alt modiilii oldugu dogrulanabilir. Boylece M A(G) yakin
halkasi, I = {r eM AG‘r(G) clL,r(L)= {0}} biciminde sifirlayici olmayan bir I

idealine sahip olur.
Goriiliir ki Mat, (M | (G).G) icinde I* , I"’m bir has alt kiimesidir.

Devaminda L, = L oldugu goriilebilir.
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Lemma 3.3.1.

Eger re MA(G) ise o zaman her xe G ve h,k € L igin,
r(x+nh)—r(x)=r(x+h+k)-r(x+k)

olur.

ispat: Eger h=0 veya k=0 ise, sonug basitce dogru olur. L ={24,0} oldugu icin,
h=k=2a durumuyla karsi1 karsiya kalinir. Bu durumda r(x+ h)— r(x), L icinde

oldugundan

r(x+h+k)-r(x+k)=r(x+h+h)=r(x+h)

(x)=r(x+h)
(r x+h)- (x))
(x+h)=r(x)

r

r

olur.

Lemma 3.3.2.

Her re MA(G), xe G" ve hyke L" icin 1<, j <n iken

fi )= £ (x)=f] (x+h+ k)= £ (x+k)

olur.
Ispat: Lemma 3.3.1. ile elde edilmesi aciktir.

Lemma 3.3.3.

Her Ae Matn(MA(G);G) , xe G" ve h,ke L" icin
Alx+h)—Ax)= Alx+h+k)- Alx+k)
elde edilir.
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Ispat: A’nin degeri iizerinden tiimevarim kullanilabilir. Eger w(A)zl ise

Lemma 3.3.2. kullanilir. Degerleri k’dan kii¢iik olan matrisler i¢in sonug¢larin dogru
oldugunu ve A’nin, degeri k olan bir matris olsun. B ve C’nin k’dan kiiciik degerlere

sahip iken, eger A=B+C ise A nin istenilen 6zellige sahip oldugu aciktir. B ve C’nin

k’dan kiiciik degerlere sahip iken A=BC olsun. L', G"’nin bir Mat, (M A(G);G) alt

modiilii oldugundan, herhangi bir D matrisi ile baz1 h'e L' ler igin

D(x+h)=D(x)+h" elde edilir. Bu yiizden B ve C iistiinde tiimevarim hipotezini

kullanarak
A(x+h+k)—A(x+k)=BC(x+h+k)-BC(x+k)

=B(C(x+k)+h')-B(C(x+k))
=B(C( +k-+H) B(C(x)+k")
=B( ) C(x))
=BC (x+h) C(x)

elde edilir.

Lemma 3.3.4.

Her re I,tim xe G" ve he L' lerigin f; (x+h) fi (x) dir.

ispat: r, I'nin icinde oldugundan, her y icin r(y)e L ={24,0} olur. Eger xe G, L
icinde degilse o zaman her he L icin x ve x+h’nin ikisi de {a,3a} yoriingesindedir.
Bunun anlami r(x+#4)=r(x) oldugudur. Eger xe [ ise o zaman her he L icin
r(x+h)=r(x)=0 olur. Boylece her re I, xe G ve he L icin r(x+h)=r(x) elde

edilir.
Lemma 3.3.5.

A, I icinde bir matris olsun. O zaman tim xe G" ve he L' igin,

Alx+h)=Alx). (3.1)



4. MERKEZLEYEN YAKIN HALKALAR, MATRIS YAKIN HALKALARI ve
DEVIRLI P-GRUPLARI

Eger her m>2 i¢in G sonlu bir grup ve A , G nin otomorfizmlerinin bir grubu

olursa M, (M ,(G);G) matris yakin halkasinin M, (G™) merkezleyen yakin halkasinin
alt yakin halkasi oldugu belirtilecek, M, (M ,(G);G) : M ,(G™) in bir has alt yakin
halkas1 olmasi halinde ve eger A ile G abelyan olursa M, (M, (G);G)=M ,(G")

esitliginin saglanmasini gerektiren kosullar ayrica verilecektir. G bir devirli p-grubunun
otomorfizmlerinin her A grubu icin ya G nin tiim sifirdan farkli yoriingelerinin tek
tipten oldugu ya da p tek iken G nin yoriingelerinin hic¢ birinin tek tipten olmadigi
veyahut iiciincii bir olasilikla p=2 iken yani 6zellikle G nin yoriingelerinden birinin tek
tipten oldugu gosterilecektir. Bu boliim icin aksi belirtilmedik¢e Smith ve Van Wyk

(2005) temel kaynak olarak alinmistir.

G sonlu bir grup olup toplamsal fakat abelyan olmasi gerekmez. A , G nin

otomorfizmlerinin bir alt grubu yani G nin AutG otomorfizmleri grubunun bir alt grubu
olsun. (A,G) cifti ile belirlenen M, (G) ={ f :G%G|f(a'v)=0(f(v), Vae A, ve G ,
f(0)=0} merkezleyen yakin halkas1 elde edilir. M ,(G) , fonksiyon toplama ve
bileske islemi altinda bir yakin halka olusturur. m>2 ic¢in G™ ifadesi G @G @...
@ G bi¢ciminde, G nin m tane direkt toplamin1 gostersin. G™ nin elemanlarim (v,,...,v, )
olarak yazarak G otomorfizmlerinin bir A grubu G" otomorfizmlerinin bir A grubuna
kadar genisletilebilir:

Eger e A ve (v,,...,v, )e G" olursa o zaman E((vl,...,vm):(a(vl),...(a(vm))
olur. Bununla birlikte G nin otomorfizmlerinin A grubuna karsilik gelen G”
otomorfizmlerinin A grubundan ayirt edilemez. Bu yiizden G nin otomorfizmlerinin A
grubunu vermekle G" otomorfizmlerinin genisletilmis A grubu yazilir ve bdylece

M , (G™) merkezleyen yakin halkasi elde edilebilir.
M ,(G™) yakin halkasi elementer matrisler olarak adlandirilan 6zel elemanlar

igerir. Her re M ,(G) ve 1<i, j<m igin elementer f; matrisi, rv; i. inci yeri ifade

1
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etmek lizere fij":(vl,...,vm)%(0,0,0,...,rvj ,0,...,0) olarak tanmimlanan fij':G’" - G"
fonksiyonudur. Her elementer f; matrisi, M ,(G") nin bir elemani oldugu kolayca
goriilebilir. M, (G) izerine mxXm mertebeden matris yakin
halkast;,{ f; |r e M, (G),1<i,j<m} elementer matrislerinin kiimesi tarafindan
tiretilen M, (G™) nin alt yakin halkasi olarak ifade edilebilir. Bu matris yakin halkasi
M, (M ,(G);G) ile gosterilecektir. Bunun sonucunda M, (M ,(G);G)c M ,(G") elde
edilir. Birinci olarak M, (M ,(G);G)=M ,(G™) esitligi olacak bigimde (A,G) ciftleri
lizerinde bulunan genel problemler ve ikinci olarak M, (M ,(G);G)EM ,(G") oz

kapsami olacak sekilde (A,G) ciftleri iizerinde bulunan genel problemler saglanir ve bu
problemler Smith ve Van Wyk’da (1996) baslamis, Oswald ve ark.’da (2001) devam
ettirilmigtir. Buna gore asagidakiler bilinebilir:

(i) Eger bir homomorfik goriintii olarak M ,(G) sifirdan farkli halkaya sahip ise
Oswald ve ark.’da (2001) m, (M ,(G);G)EM ,(G™) dir.

(i) Eger G sifirdan farkli bir has M ,(G) alt modiiliine sahip bir M ,(G)
invaryant alt grubuna sahip ise Oswald ve ark.’da (2001) M, (M ,(G);G)EM ,(G™)
dir.

(iii) Eger A , G lizerinde fixed point free ve M ,(G) halka degil ise Smith ve
Van Wyk (1996) i¢in Teorem 3.2.1 ye gore M, (M ,(G);G)=M ,(G™) dir.

(iv) A, G ve M , (G) lizerinde asagidaki durumlar diisiiniilebilir:

I. M ,(G) yukaridaki (i) ile karsilastirmali bicimde homomorfik goriintii olarak

sifirdan farkli bir halkaya sahip degildir.

II. G yukanidaki (ii) ile karsilastirmali bigimde sifirdan farkli bir has M, (G) alt

modiiliine sahip olan bir M ,(G) alt grubuna sahip degildir.

III. A ve G abelyandir.
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IV. Tim v,we G igin stab,(v) [ stab,(w)=stab,(x) ile xe G vardir. ve G
icin staba(v) , A nin bir alt grubu olan { e A| av=v} v'nin stabilizeridir. Eger

karisiklik olmaz ise stab,(v) nin yerine stab(v) yazilabilir.

V. Farz edelim ki v,,v,,...,v,,w , stab(v,) (... stab(v,)=stab(w) ile G i¢in
de vardir. O zaman stab(r,v, +...+rv )=stab(w) olacak sekilde en az bir r, tersine
sahip r,...,r, € M ,(G) fonksiyonlar1 vardir.

Eger A, G ve M ,(G), I-V durumlarimi saglarsa o zaman Oswald ve ark.’dan
(2001) ve M, (M ,(G);G)=M ,(G™) olur.

Bu boliimiin amaci; M, (M ,(G);G)=M ,(G™) igin bir G devirli p-grubunun A

otomorfizmlerinin gruplarini karakterize etmektir.

4.1. Temel Sonuclar

Aut(G) nin bir A alt grubunun bir G grubu iizerindeki etkisi G’yi farkli A
yoriingelerine ayirir. A yoriingeleri yerine yoriingeler yazilabilir. ve G icin 8(v) , v’yi
igceren bir yoriinge yani €(v)={ Otv|0(e A} olsun.

Her zaman 6(0) ={0} sifir yoriingesi elde edilebilir. Fakat dikkat edilmesi
gereken sifirdan farkli G yoriingelerinedir. ve 6, ve we 6, ikilisi stab(v)=stab(w)
olacak sekilde var ise sifirdan farkli iki 6 ve 6, bicimindeki G yoriingesi denktir diye

ifade edilir. Her ne zaman G de sifirdan farkli w, stab(w)= stab(v) olacak sekilde
bulunursa o zaman we 8(v) den hareketle sifirdan farkli bir 8(v) yoriingesi tek tipten
bir yoriinge olarak ifade edilebilir. Bunun anlami bir yoriinge tek tiptir ancak ve ancak
diger bir yoriingeye denk degilse. a€ G igin |a| a’nin mertebesini gostersin ve
U(a)={be G | |b|=|a| } olsun. Dikkat edilirse, eger A , Aut(G) nin bir alt grubu ise o
zaman @(a) c U(a) dir. Cilinkii bir otomorfizm bir elemanin mertebesini degismez

kilar. Dahas1 eger G sonlu devirli ve 6(a) tek tipten bir yoriinge ise o zaman

B(a)=U(a) dir.
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Lemma 4.1.1.

G sonlu devirli bir grup; a,be G ve A , Aut(G) nin bir alt grubu olsun.
(i) Eger |b| =|a| ise 0 zaman, stab(a)=stab(b) dir.

(ii) Eger @(a) tek tip bir yoriinge ise, o zaman 8(a)=U (a) dir.

Ispat: Sadece (i) nin ispat1 verilebilir, ciinkii (ii) direkt olarak (i)’den ve tek tip
yoriingenin tanimindan ¢ikar.

(i) Eger a,be G ve |b|:|a| ise 0 zaman be (a), G’nin tek devirli alt grubu a
tarafindan iretilir. Sonu¢ olarak tim x=(a) lar icin a(x)=x den ae stab(a) ise
ozellikle a(b)=b oldugu goriiliir. Bu sebeple stab(a) cstab(b) dir. Benzer sekilde
stab(b) c stab(a) dur.

Her hangi S kiimesi i¢in, S nin kardinalitesi |S | sembolii ile gosterilir. Eger k ve

[ pozitif tam sayilar ise o zaman k ve [’nin en biiyiik kardinalite derecesi, (k,/) ile
gosterilir.
Eger G bir devirli p-grubu ve A=Aut(G) ise o zaman Onerme 4.1.1 de G’nin her

sifirdan farkli yoriingesinin tek tipten oldugu gosterilecektir.

Lemma 4.1.2.

G sonlu devirli bir grup ve |a| =|b| ile birlikte a,be G verilsin. O zaman o(a) =b

olacak sekilde o€ Aut(G) vardir.

Ispat: |G| =n ve k>| ile |a| = |b| =k oldugu varsayisin. (Eger k=I ise o zaman

ispat edecek bir sey yoktur). k , n’yi boldigii ve G,

G| = n’yi bolen her mertebeden bir
tek alt gruba sahip oldugu icin G , k mertebeli bir tek alt gruba sahiptir yani <a> = <b>
dir. be (a) oldugu icin b=la ve (k[)=1 olacak sekilde ! vardir. p ,p,,... p, , n’yi

bolen fakat /’yi bolmeyen asal sayilar olsun. k’y1 bolen boyle asal sayilarin var oldugu

goriilebilir. r=p, p,... p.k+1 olsun.
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(r,n)=l olduguna gosterilsin. p’nin n’yi bdlen bir asal sayr oldugunu kabul
edelim. Eger p , I’yi bolmezse, o zaman p, p,, p,,... p,k y1 bolemez. Bu yiizden p r’ye
bolinmez. Eger p , I’ye boliinmez ise, o zaman 1<i<s bi¢imindeki i’ler ig¢in
p = p,’dir. Dolayisiylap, p,, p,,... p,k ’ya boliiniir ve bundan dolay1 p, r’ye boliinmez.
Bu (r,n)=1 demektir.

(r,n)=l oldugundan ve G i¢in o, (v) =rv tarafindan tammmlanan o :G — G
fonksiyonu G’nin bir otomorfizmidir.

Ustelik |a| =k oldugu icin o, (a)=ra=(p, p, ... p,k+1)a=la=b elde edilir.

Onerme 4.1.1.

G’nin devirli p-grubu ve A=Aut(G) verilsin, o zaman G’nin her sifirdan farkli

yoriingesi tek tiptendir.

Ispat: Lemma 4.1.2’ye gore belirli mertebeden tiim G elemanlar1 bir yoriingeyi

-1

olusturur. Dahas1t G , p', (i=1,2...,n) mertebeden p'~' elemanlarma sahip oldugundan

tiim sifirdan farkli yoriingeler farkli kardinalitelere sahiptir. Grup etkileri teorisine gore

|Stab(a)| _ AL 4.1)
o)
elde edilir.

Bu nedenle, sifir degeri olmayan farkli yoriingelerde elemanlarin stabilizerleri,
farkli kardinal sayilarina sahiptir ve boylece tiim bu stabilizerler farkli olur. Sonug
olarak, G’nin sifir degeri olmayan her yoriingesi tek tiplidir.

Dikkat edilirse Onerme 4.1.1 genelde sonlu devirli gruplar icin saglamaz.
Ornegin, eger ve Z i¢in 0,(v) =5v oldugu yerde G = Z, ve A=Aut (G)={id, 0, } ise 0
zaman 6(1) ={1,5} ve 6(2) ={2.4} ve boylece Stab(1)={id}=Stab(2) oldugu icin €(1)
tek tipten degildir. Bu 6rnek ayrica Lemma 4.1.1 (ii) de 8(1) =U (1) oldugu i¢in tersinin
dogru olmadigini1 gostermektedir.

Birinci kistmdaki (i)’ye bakilirsa, bir M ,(G) merkezleyen yakin halkasinin

homomorfik bir goriintiisii olarak sifir degeri olmayan bir halkaya sahip olup
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olmadigina karar verilebilecegini diisiindiirmektedir. Smith (1995) ve Bagley (1996)

gostermektedir ki eger sifir degeri olmayan bir R halkast M, (G) 'nin homomorfik bir
gorlintiisii ise o zaman R cisimlerin bir direkt toplamidir. Bu sebeple M ,(G)

homomorfik goriintiisii olarak sifirdan farkli bir halkaya sahip olmasi i¢in gerek ve yeter

sart M ,(G) nin bir homomorfik goriintiisii olarak bir cisme sahip olmasidir.

Onerme 4.1.2.

G sonlu bir grup ve A’da Aut (G)’nin bir alt grubu olsun. Eger M ,(G) bir

homomorfik goriintii olarak sifir degeri olmayan halka ise, o zaman G tek tipten bir

yoriingedir.

Ispat: 0(v,),....,0(v,) , G nin sifirdan farklh yoriingeleri olsun. Her 8(v,) ile

birlikte e, : G — G nin

x , egerxed(v,)
€ (x) = )
0 , diger durumda

olarak tanimlandig1 durumda birlesimli idempotent e, € M , (G) fonksiyonu elde edilir.
M ,(G) ’nin bir homomorfik goriintiisii olarak, sifirdan farkli bir halka oldugunu kabul
edelim. O zaman, yukarida belirtildigi gibi M ,(G) bir homomorfik goriintiisii olarak
bir F cismine sahiptir. ¥ : M ,(G) — F nin 6rten bir homomorfizm oldugu farz edelim.
I=e+...4¢, ve w(l)=1 oldugundan w(e)=1 ve 1<i<n iken bazi i’ler i¢in
Ww(e,)# 0 dir. Boylece y/(el)e F idempotent oldugu i¢in ¥(e;) =1 olur. Eger j #1 ise
o zaman 0 = e e; ve boylece

wle,)=1yle,)=wlewle,)=vle e;)=y(0)=0 (4.2)

olur.

O(v,)’in tek tip bir yoriinge oldugu goriiliir. stab(w)=stab(v,) olacak sekilde
G’de w#0 olsun. Bazi j#1 i¢in we 8(v;) oldugunu kabul edelim. O zaman Betsch

Lemmas1 Meldrum (1985) ve Pliz (1983) ile 6’(v1) in sifir1 olan s ve @(w) 'nin sifir
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olan r ile beraber r(w)=v, ve s(v,) =w olacak sekilde r ve s fonksiyonlarini igerir. Bu

1s=¢, ve sr=e, olmayi gerektirir. Fakat daha sonra (4.2) ile birlikte,

IL=y(e)=y(rs) =y Ny (s) =y ()y(r)=y(sr)=y(e;)=0 dir. Bu celiski;
j=1 ve boylece we 6(v,) oldugunu gosterir ve buradan €(v,) in tek tip yoriinge oldugu

sonucu ¢ikar.

Simdi G’nin A , Aut(G)’nin bazi1 alt gruplan icin tek tip yoriingeye sahip
oldugunu farz edelim. Bu M ,(G) nin homomorfik bir goriintiisii olarak sifirdan farkli

bir halkaya sahip olusunu incelemeyi gerektirir. G’nin devirli oldugu zaman Smith ve

Van Wyk (2005) geregince bunun cevabinin “evet’” oldugu goriilecektir.

Sifir olmayan we G icin Stab(w) 2 Stab(v) her ne zaman olursa Stab(w)=Stab(v)
oldugu taktirde, G nin bir sifir olmayan @(v)e G yoriingesine “minimal yoriinge”
denilir. Boylece €(v) bir minimal yoriinge olmasi i¢in gerek ve yeter sart stab(v)’ nin

A’nin bir 8(v) stabilizer alt grubu olarak maksimal olmasidir.

¢ Euler’in fi fonksiyonunu gostersin. Hatirlanacagi lizere eger p bir asal say1 ise

ve [ >1 ise 0 zaman ¢(pl )= p' = p'” olur. Ayrica eger p,, p,,..., p, farkl asallar olursa

l

o zaman @(p, p2...p" )=@(p! )P(p2)..4(pL) olur. Sonug olarak, eger p, < p, <...< p,

ise 0 zaman [, > 1 veya s >1 yani p, < p{ p2...p" iken

#(p) < d(p ps...p") (4.3)

olur.

Lemma 4.1.3.

G trivial olmayan sonlu devirli bir grup ve A=Aut(G) olsun. O zaman G ayni1

zamanda minimal olan tek tip yOriingedir.
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Ispat: s>1 iken p, < pl p>..p" ve s>1 iken p, < p, <...< p, nin ile |G| nin

asal ayrisimu verilsin .Eger k>1 i¢in k , G| nin bir boleni ise o zaman k mertebeli G’nin

elemanlarinin sayis1 @ (k) dir. Ustelik eger G’de |y| =k olacak sekilde y varsa o zaman
Lemma 4.1.2 ile |l9(y)|=|U(y)| ve dolayisiyla |0(y)|=¢(k) , boylece eger G deki v ,
|v| = p, olacak sekilde ise o zaman |w| # p, ile birlikte G de herhangi sifirdan farkli w
icin p, < |w| elde edilir ve dolayisiyla (4.3)’den |0(v)|=¢( p1)< ¢QW|) = |49(w)| sonucuna

ulasilir. Bu nedenle (4.1) gerektirir ki, @(v) tek tip bir yoriingedir ve ayrica 8(v)

minimal bir yoriingedir.
Teorem 4.1.1.

G sonlu devirli bir grup ve A , Aut(G)’nin alt grubu olsun. O zaman, M, (G) nin

bir homomorfik goriintii olarak sifirdan farkli bir halkaya sahip olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul G nin tek tip bir yoriingeye sahip olmasidir.

Birinci kisimdaki (i) den, sifirdan farkli bir has M, (G) alt modiiliine sahip iken
G’nin bir M ,(G) invaryant alt grubuna sahip olup olmadiginin nasil belirlenecegi

diistiniilebilir.
Onerme 4.1.3.

G asal mertebeli bir devirli grubu olsun ve A, Aut(G) nin bir alt grubu olsun. O
zaman M, (M ,(G);G)=M ,(G™) olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul AZAut(G)

olmasidir.

Ispat: p asal ile |G| = p olsun. G devirli oldugu i¢in G’nin otomorfizmlerinin

her A grubu, G iizerinde sabit nokta olmadan etki eder. Eger A SAut(G) ise 0 zaman

M ,(G) bir halka degildir ve bdylece birinci kisimda verilen (ii1) den



40

M, (M A(G);G) =M, (Gm) olur. Eger A=Aut(G) ise o zaman M ,(G) bir halkadir ve
aslinda GF(p) cismi olur, bdylece M,k (M ,(G);G) bir halka oldugu igin
M, (M ,(G:.G)=M,(G") dir ama M ,(G™) bir halka degildir. Bundan boyle G, n>2

iken p asalli p" mertebeli devirli olarak kabul edilebilir. Hatirlanacagi tizere G’nin her

otomorfizmi
ve G i¢in (r,p)=1 iken o, (v) =rv 4.4)
formuna sahiptir.

Asagida verilen Aut(G) icin daha fazla bilgi Dummit ve Foote’de (1999)

verilmektedir.

Lemma 4.1.4.

G, n =2 iken p asalli p" mertebeli bir devirli grup olsun. O zaman
(i) Aut(G), p # 2 iken p"'(n-1) mertebeli devirli olur.

(ii) Aut(G), 2 mertebeli devirli bir grubun direkt bir carpimidir ve p=2 iken 2"

mertebeli devirli gruptur.

4.2. p Tek Sayi Iken Bir Devirli G p-Grubu

Bu kistmda n =2 ve p tek say1 iken G devirli bir p-grubu olarak verilip Teorem
4.1.1 den baslayarak Teorem 4.2.1 ve ilk kisimda verilen I sarti saglanacak bicimde
Aut(G)’nin A alt gruplari i¢in ilk kisimda verilen II sart1 saglanacak bi¢imde Aut (G)’nin
A alt gruplan karakterize edilecektir. ilk olarak Aut (G)’nin alt gruplarinin i¢ yapisini
calismak i¢in li¢ lemma kullanilacaktir. 4-1 de hatirlanacagy iizere, a € G i¢in a gibi aym

mertebeli G’nin elemanlarinin kiimesi U (a) ile gosterilir.
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Lemma 4.2.1.

G:=(x), n =2 iken bir p tek sayis1 asal ve p" mertebeli devirli bir grup olsun. O

Zzaman

i) G=UX)UU(px)U..UU(p"'x)U{0}, ayrik birlesmeli;

i) [U(p'x|= p" = p" T (p=1),i=0,1,...0-1;

(iii) B, p""' mertebeli devirli ve C p —1 mertebeli devirli iken Aut(G)=BxC ve
B={0, € Aut(G) |r =1(modp)}=stab( p""'x);

(iv) Eger o, € Aut(G) ise sabit noktasiz olmasi icin gerek ve yeter o.¢B

olmasidir.

(v) Stab(v) G de her sifirdan farkli v i¢cin B’nin bir alt grubu olur.

(vi) Aut(G) nin stabilizer alt gruplari, stab(x)={id}, stab(px),...,stab( p""'x),
stab( p"x )=stab(0)=Aut(G) dir ve bunlar alt gruplarin dogrudan artan bir zinciri
formundadir.

(vid) |stab(p’ (x)|=p',i=0,1,....n-1 dir.

ispat: (i) G nin her elemaninin mertebesi p’nin bir kuvvetidir.
(ii) 0<i<n-1 olsun. ‘pix‘ =p"" oldugu i¢in Lemma 4.1.3 deki gibi ¢
Euler’in phi fonksiyonunu olmak iizere ‘U (p' x)‘ =@(p" " )=p""-p""" yazlir.
(iii) Ik kism1 Lemma 4.1.4(i) dir. Daha sonra kolayca goriiliir ki,

{o. € Aut(G) |r =1(modp)}, Aut(G) nin bir alt grubudur ve
{0, e AuG)|r =1(modp)}=( G, .1, 0, 150 )

olur.
Boylece bu alt grup, p"" mertebeli Aut(G) nin tek alt grubudur ve bu sebeple
B={o. eAut(G)|rEI(m0dp)} dir. Son olarak, eger o, € Aut(G) ise; o zaman (iii)

saglanacak bicimde
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o, € stab( p"'x)
e plx=p"'x
e (r-1)p"'x=0
< p, r—1’1boler
< r=1(mod p)
olur.

(iv) o, € Aut(G) olsun ve bazi sifirdan farkli ve G ler i¢in o, (v) =v verilsin. O
zaman rv =y ve bdylece (r—1)v=0 gerektirir ki; p, r—1’i boler yani r =1(mod p)

dir. Bu yiizden, (iii) geregince, o, € B olur.

Tersine, eger o, €B ise, (iii) geregince, o, estab( p""'x) ve boylece o, sabit
noktasiz degildir.

(v) Bu (iv)’den direkt olarak goriiliir.

(vi, vii) Lemma 4.2.1 (ii) ve Onerme 4.1.1 den goriiliir ki, i=0,1,...n-1 icin
O(p'x)=U(p'x) dir ve buradan (ii) gerektirir ki,

[Au(e)] _ p(p-1)
stab(pix)‘ ‘stab(pix)‘

PP =D=U(p)| =[0(p'a| = |

Sonug olarak ‘stab(pixl = p' yazilir.

olur.

Lemma 4.2.2.

G, n=>2 iken p asal tek sayisiile p" mertebeli devirli bir grup olsun. A, Lemma
4.2.1 deki gibi B ve C 1i Aut(G)=BXxC ’nin bir alt grubu verilsin. Eger G’nin tek tip bir
A- yoriingesine sahip ise, o zaman B’nin bir B’ alt grubu, A=B’ xC olacak sekilde

vardir.
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ispat: G=(x) olsun ve 0<i<n—1 iken G’nin &(p'x) biciminde tek tip bir A-
yoriingesi mevcut oldugunu varsayalim. (4.1) ile, Lemma 4.1.1 (i1) ve Lemma 4.2.1 (i1)

geregince, p-1,

A| y1 bolmeyi gerektirecek sekilde
p M (p- 1)‘stabA (pix)‘ =‘U(pix)‘ ‘stabA (pix)‘ =‘6’(pix)‘ ‘stabA (pix)‘ =|A|

olur. Bu yiizden Lemma 4.2.1 (iii) den goriiliir ki, C € A dir ve bdylece B’nin baz1 B’

alt gruplart icin A=B’ x C dir.
Lemma 4.2.3.

G:=(x), n=2 iken p asal tek sayis1 ile p" mertebeli devirli bir grup olsun.
Aut(G)= B’XC’, Lemma 4.2.1°de oldugu gibi B, C ile ve B, C nin alt gruplar1 B'veC'
ile Aut(G)= AXB nin bir alt grubu verilsin. 0<k <n-—1 iken ‘B" = p*, olsun. Bu
durumda,

(i) A nin stabilizer alt gruplari, stab, (pix) = stab g, (pix), i=0,1,.....k;

(i) i =k, .....n-1 icin stab, (p'x)=B";

(iii) k<n-1 iken, 49( pkx), 0( pk”x), ...... ,0( p”‘lx), A-yoriingelerinin higbiri tek tip

degildir.

Ispat: Ilk olarak bilindigi gibi Lemma 4.2.1 (v-vii) geregince ve i=0,1,...,n-1 icin,
stab , (pix) =stab ., (pix)ﬂ A = stab, (pix) NB’ (4.5)

(i) B, p"' mertebeli devirli oldugu icin B’ nin p* mertebeli B nin tek devirli alt
grubu oldugu ve boylece 0<i<k icin, stab Aut(G)(pix) nin p' mertebeli B’ niin tek alt
grubu oldugu Lemma 4.2.1 (v-vii) den goriiliir. Bu sebeple Pilz (1983) geregince
stabA(pix)= stab ) (pix) dir.

(i) (1) nin ispatindaki argiimanlar gosteriyor ki i=k,......... ,n-1  iken
B’ cstab,,,q, (p'x) ve boylece Pilz’den (1983) gériliir ki stab, (p'x)= B’ dir.

(iii) Eger k<n-1 ise, o zaman (ii) geregince B’ gibi ayni stabilizerli sifirdan farkli en

az 2 yoriinge mevcuttur.
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Teorem 4.2.1.

G, n>2 iken p asal tek sayist ile p" mertebeli devirli bir grup ve A,

Aut(G)’nin bir alt grubu olsun. O zaman G nin tek tip bir A yoriingesi olmasi icin gerek

ve yeter kosul A=Aut(G) olmasidir.

Ispat: Eger A=Aut(G) ise o zaman Onerme 4.1.1 geregince, G nin her A
yoriingesi tek tip olur.
Tersine G nin tek tip bir A yoriingesi oldugunu varsayalim. Lemma 4.1.1

geregince Aut(G)=BxC ve B ile C, Lemma 4.1.2 deki gibi iken A= B’xC olacak sekilde

B nin bir B” alt grubu vardir. B" ¢ B olsun. O zaman k <n—1 iken |B| = p" ve boylece
|A| =p" (p - 1) olur.

G= <x> olsun. Lemma 4.2.1 (iii) geregince, H(pkx), B(pk“x,), ...... , H(p"‘lx) A-
yoriingelerinin hicbiri tek tip degildir ve boylece G’nin tek tip bir A-yoriingesine sahip
oldugu varsayildigindan dolayi, 0<i<k biciminde bazi i’ler i¢in G(pix) in tek tip oldugu

goriilir. Bu yiizden Lemma 4.1.1 (ii), Lemma 4.2.1 (ii, iii) ve Lemma 4.2.3 (i)

geregince; k=n-1 olmay1 gerektirecek bigcimde

A AL P ey,
SmbA(Pix)_stabAm(G)(p"x)_ X =p (p 1),

p"‘i‘l(p B 1) _ ‘U(Pix)‘ = ‘a(pixl =

yazilir. Bu geligki gostermektedir ki, B’=B olur ve bundan hareketle A=BxC=Aut(G)
sonucu cikar.
Onerme 4.1.1 ve Teorem 4.2.1, p tek iken bir devirli p-grubunun tek tipten

yoriingelere sahip oldugu {izerine asagida olas1 iki ihtimali ortaya cikarir.
Sonug 4.2.1.

p tek iken bir G devirli p-grubu ve Aut(G) nin A bir alt grubu verilsin.
(i) Eger A=Aut(G) ise, o zaman G nin sifirdan farkli A yoriingesi tek tiptir.
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(ii) Eger AZAut(G) ise, o zaman G, hicbir tek tip A yoriingesi yoktur.

Ispat: (i) Onerme 4.1.1°e bakilabilir.

(ii) Eger n>2 iken |G| =p" ise, o zaman Teorem 4.2.1 den sonug ¢ikar.
Eger |G| =p ve AZAut(G) ise, 0 zaman Mu(Ma(G);G)=M4(G™) olur ve bdylece birinci

kistmdaki (i) gerektirir ki; Ma(G) homomorfik bir goriintii olarak sifirdan farkli bir
halkaya sahip olmaz. Bu yiizden, Teorem 4.1.1 geregince G tek tip bir A- yoriingesine
sahip degildir.

Simdi birinci kisimdaki II. sart1 iizerinde durulacaktir.

4.3. Temel Teorem

Uzerinde diisiiniilen asil problem, G bir devirli p-grubu icin G’nin A

otomorfizmlerinin grubunun m =2 iken
M,M,(G):;G)=M,(G")
ozelligine sahip olup olmadigidir. Halihazirda goriiliir ki,
M,M,(G):;G) =M, (G")
esitligi her zaman saglar. Esitligi icin diger yol olarak; A, G ve M ,(G)nin ilk kisimda

verilen I-V kosullarini sagladigini gostermek yeterlidir.
Lemma 4.3.1.

G bir devirli p-grubu ve A , Aut(G) nin bir alt grubu olsun. O zaman ilk kisimda

verilen III-V kosullar1 saglanir.

Ispat: G devirli oldugundan III kosulu, Aut(G) nin tim A alt gruplan icin
saglanir. Dahasi, G bir devirli p-grup oldugundan, A nin stabilizer alt gruplari bir zincir

formundadir yani eger v,w € G ise stab(v)Cstab(w) veya stab(w) < stab(v) olur ve

boylece IV kosulu da saglanir.
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Sonug olarak eger v,,...,v,,w , stab(v,)(] ... stab(v, )=stab( w) iken G’de olur
ise 0 zaman A’nin stabilizer alt gruplarinin bir zincir olusturdugu gercegi gerektirir ki,
bazi i, 1<i<n i¢in stab(v,)()...[stab(v, )=stab(v,) olur. M ,(G) de r;:=id ve j#i
iken r, =0 biciminde fonksiyonlar diisiiniilsiin. O zaman
stab(rv, +...+r,v, )=stab(v, )=stam(w ) olur ve boylece V kosulu saglanir.

Simdi bu calismanin ana sonucu ifade edilebilir:

Teorem 4.3.1.

G:=(x) p" mertebeli bir devirli p-grubu ve A, G otomorfizmlerinin bir grubu ve
m 2?2 verilsin.

(i) Eger n=1 ise; o zaman M (M ,(G);G)=M ,(G™) olmasi icin gerek ve yeter
kosul AS Aut(G) olmasidir.

(ii) Eger n> 2 ve p tek ise o zaman M, (M ,(G);G)=M ,(G™) olmasi i¢in gerek ve

A

yeter kosul p"~' in, |A|’y1 bolememesidir.

(iii) Eger n> 2ve p=2 ise o zaman asagidakiler denk olur:
(@ M,M,(G),G)=M,(G");
(b) stab(2" 7 x )=A;
(©) Ac{ o, € Aui(G)|r =1(mod4) }.

Ispat: (i) Bu ispat Smith ve Van Wyk (2005) de agiktir.

(ii) p"" in |A| y1 bolemedigi varsayilsin. O zaman Lemma 4.1.4 (i) geregince,

AZAut(G) ve boylece Teorem 4.2.1 geregince, G tek tip bir A yoriingesine sahip
olmaz. Bu ylizden, homomorfik bir goriintii olarak M ,(G) sifirdan farkli bir halkasina
sahip degildir ve boylece ilk kistmdaki I sarti saglanir. Daha sonra, G ilk kisimdaki II
sart1 saglanmay1 gerektirecek bigimde sifirdan farkl bir has M, (G) alt modiiliine sahip

olan bir M,(G) alt grubuna sahip olmaz. Ilk kisimdaki IV sarti geregince,

M, (M,(G);G)=M ,(G™) sonucu cikar.
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b

Tersine, eger p", |A

y1 bolerse o zaman ilk kisimdaki (i) geregince,
M, (M, (G);G) EM,(G") oldugu goriiliir.
(iii) (a) © (b); stab(2"*x)=A oldugu varsayilsin. O zaman G tek tip bir A-

yoriingesine sahip olmaz. Bundan dolayi, oncelikle ilk paragrafinda oldugu gibi, ilk

kistmdaki I sartinin saglandig ve ikinci olarak G’nin sifirdan farkli bir has M ,(G) alt
modiiliine sahip olan bir M ,(G) alt grubuna sahip olmadig: goriiliir ve bdylece ilk
kisimdaki II sarti saglanir. (ii) nin ispatinda oldugu gibi M (M ,(G);G)=M ,(G™)
sonucu ¢ikar.

Daha sonra eger stab(2" > x )SA ise o zaman G tek tip bir A ydriingesine sahiptir.
Bundan dolay1 M, (M ,(G);G)=M ,(G™) yazilr.

b) < (c): stab(2"?x)=A  olmas1 icin gerek ve yeter sartin

Ac{o eAut(A) |r = I(mod 4) } oldugu direkt olarak goriiliir.
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