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ÖZET 

 

 

MERKEZLEYEN YAKIN HALKALAR ÜZERİNDE MATRİS YAKIN 

HALKALARI 

 

TAŞ, Mustafa 

Yüksek Lisans Tezi , Matematik Anabilim Dalı 

Tez Danışmanı: Yrd. Doç. Dr. Necat GÖRENTAŞ 

Eylül 2009, 57 sayfa 

 

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm ve ikinci bölümlerde 

çalışma ile ilgili literatür ve bu çalışmada kullanılacak temel bilgiler verilmiştir. 

Üçüncü bölümde; genelleştirilen matris yakın halkalarında, matris yakın halkalarının 

idealleri arasındaki benzerlik ilişkileri verilmiştir. Halkalardan farklı olarak temel 

yakın halkadan matris yakın halkasına ideal genişletmenin aynı sonuçları vermediği 

söylenebilir. Bu çalışmada, temel yakın halka, merkezleyen yakın halkaların özel bir 

örneği olması durumunda ideal benzerliğinin bire bir aynı olduğu gösterilmiştir. 

Dördüncü bölümde; merkezleyen yakın halkalar ile matris yakın halkaları arasıdaki 

eşitlik koşulları ve devirli p-gruplarının otomorfizmleri üzerinde çalışılmıştır.  

 

Anahtar kelimeler: Halka, İdeal, Matris yakın halkası, Merkezleyen yakın 

halka, Modül, İzomorf halkalar.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 ii

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 iii

ABSTRACT 

 

 

MATRIX NEAR-RINGS OVER CENTRALIZER NEAR-RINGS 

 

TAŞ, Mustafa 

Msc, Mathematics Science 

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Necat GÖRENTAŞ 

September 2009, 57 pages 

 

This thesis consists of four parts. In the first and second parts, writings in 

purpose or verse and constitutive information are being given. In the third part 

comparisons between generalized matrix near ring and ideals of matrix near rings and 

could be seen. It is stated that the results of ideal expeditions of matrix near rings and 

central near rings are different according to rings. It will be expressed that ideal 

similarity is the same when basic near ring is a special example of centralizer near 

rings. In the fourth part, the equivalent conditions between matrix near-rings and 

automorfizms of cyclic p-groups will be studied. 

 

Key words: Centralizer near-rings, Ideal, Matrix Near-Rings, Modulus, Ring. 
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ÖN SÖZ 

 

 

Merkezleyen yakın halkaları ve genelleştirilen matris yakın halkaları ilginç ve 

incelemeye değer cebir konularıdır. Bu çalışmada merkezleyen temel yakın halkaların 

idealleri ile matris yakın halkaların idealleri bire bir olmadığı ifade edilmiştir. Ayrıca 

burada merkezleyen yakın halkalarının ideallerinin yararlı bir betimlemesi 

yapılmaktadır. Çalışma boyunca merkezleyen yakın halkalar üzerine matris yakın 

halkaları ile ilgili yapılan çalışmalara yönelik görülmeye değer bazı sonuçlar 

verilmiştir.  

 Bu çalışmayı bana veren ve çalışmalarım süresince karşılaştığım güçlüklerde 

yardımlarını esirgemeyen hocam, Sayın Yrd. Doç. Dr. Necat GÖRENTAŞ’a teşekkür 

eder saygılarımı sunarım. Ayrıca, yaptığım tüm çalışmalarda maddi ve manevi 

desteğini esirgemeyen ve teşvik eden değerli ağabeyim Zeki TAŞ’a teşekkür eder, 

1992 de kaybettim ve okumam için her türlü fedakârlığı yapan sevgili annemi rahmetle 

anıyorum.  

 
 

Mustafa TAŞ 
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SİMGELER ve KISALTMALAR DİZİNİ 

 

 

Simgeler 

G  : Grup  

mG  : m  defa G nin direkt toplamı  

R  : Halka 

I  : İdeal 

C  : Cisim 

( )nM R  : R yakın halkası üzerinde tanımlı nxn matris yakın halkası 

( )sM G  : (S,G) çifti ile belirlenen merkezleyen yakın halkası 

( , )nM R G   Genelleştirilmiş nxn matris yakın halkası 

( ( ); )m AM M G G   ( )AM G ’nin G üstündeki n× n mertebeden genelleştirilmiş matris 

yakın halkası 

( )m
AM G   Merkezleyen matris yakın halkası 

ijf   'm mG G e→  tanımlı fonksiyon 

r
ijf   i. satır, j. sütunun terimin r ile çarpımı 

1
ijf   Matris yakın halkasında matris birimi 

   

   

   
 
 
 
 
 
 
 
 



1. GİRİŞ ve KAYNAK BİLDİRİŞLERİ  
 
 

Bu çalışmada merkezleyen yakın halkalar ve matris yakın halkaları ile ilgili 

kavramlar üzerinde durulmuştur. Merkezleyen yakın halkaların bir grup üzerindeki 

etkilerine bakılarak n. mertebeden genelleştirilmiş matris yakın halkalarının idealleri 

arasındaki benzerlikler ve ilişkiler irdelenmiştir. 

G sonlu bir grup ve A, G nin otomorfizmlerinin bir grubu olmak üzere m. 

mertebeden matris yakın halkası; m ≥ 2 için merkezleyen yakın halkanın alt yakın 

halkası olduğu Smith ve Van Wyk’da (2005) gösterilmiştir. Sonlu bir G grubu ve 

Aut(G) nin bir alt grubu için ( )AM G , A ve G ile tanımlanan merkezleyen yakın 

halkayı göstersin. ( )AM G  ve genelleştirilmiş matris yakın halka ( )( );m AMat M G G  

ile ilgili gerekli özelikler Smith ve van Wyk (2000) makalesinde verilmiştir. Ayrıca 

( )( );m AMat M G G = ( )m
AM G  eşitliği durumu Smith ve van Wyk (2005) makalesinde 

incelenmiştir.  

Bu konuda yapılan çalışmalardan Meldrum ve Van der Walt (1986) ile Smith 

(1996) tarafından genelleştirilen matris yakın halkalar incelenmiş, temel yakın 

halkaların idealleri ile matris yakın halkaların idealleri arasındaki benzerlikleri 

incelenmiştir. Genellikle temel yakın halkanın bir ideali matris yakın halkasının birçok 

idealine uygundur. Meldrum ve Meyer’de (1996), merkezleyen temel yakın halka 

idealleri ile matris yakın halkaların idealleri arasındaki benzerliğin bire bir olmadığı 

gösterilmiştir. Van der Walt (1987) matris yakın halkaları ile yakın halka ve idealleri 

incelenmiştir. Smith ve Van Wyk’da (1996; 2000; 2005), merkezleyen yakın halka, 

genelleştirilmiş matris yakın halkaları ile ilgili özellikler ve idealler incelenmiştir. 

Ayrıca merkezleyen yakın halkalar ve matris yakın halkaları arasındaki ilişki 

araştırılmıştır. Pilz’de (1983), yakın halka Meldrum’da (1985), gruplar ve yakın 

halkalar üzerinde çeşitli uygulamalar incelenmiştir. Van der Walt (1987), matris yakın 

halkalarının asallık durumlarına bakmıştır. Smith’de (1995), merkezleyen yakın 

halkalar ile çeşitli halkalar üzerindeki izomorfizmler incelemiştir. Bagley (1996), yakın 

halkalar ve idealler üzerindeki çalışmalar yapılmıştır. Smith (1996), merkezleyen yakın 

halkaları ile matris yakın halka izomorfizmlerini incelenmiştir. Van der Walt (1987), 

matris yakın halkaların radikalleri üzerindeki çalışmayı ele almıştır. Ayrıca Dummit ve 
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Foote’dan (1999) yaralanılarak Oswald ve ark.’da (2001) bir merkezleyen yakın 

halkanın ne zaman bir matris yakın halkasına izomorf olduğu araştırılmıştır.  

 



2. ÖN BİLGİLER  

 

 

Bu bölümde sonraki bölümlerde kullanılacak olan temel tanım ve teoremler 

verilecektir. Ayrıca aksi belirtilmedikçe bu bölümün hazırlanmasından Pilz (1983), 

Meldrum ve Van der Walt (1986) ile Smith (1996) temel kaynak olarak alınmıştır. 

 
 
Tanım 2.1. (Grup) 

 
 φ≠G  bir küme ve ∗  , G  üzerinde bir ikili işlem olsun. ( )∗,G  cebirsel yapısı, 

aşağıdaki aksiyomları sağlıyorsa bir grup denir.  

 1G : Gba ∈∀ ,  için Gba ∈∗  ,  

 2G : Gcba ∈∀ ,,  için  

( ) ( ) cbacba ∗∗=∗∗  ,  

 3G : Ga ∈∀  için  

aaeea =∗=∗  

olacak biçimde Ge ∈∃  vardır.  

 4G : Ga ∈∀  için  

eaaaa =∗=∗
−− 11  

olacak şekilde Ga ∈∃
−1  vardır.  

Yukarıdaki özelliklere ek olarak Gba ∈∀ ,  için abba ∗=∗  ise ( )∗,G  grubuna 

bir abelyan (değişmeli) grup denir.  

 

Tanım 2.2.  
 
 (i) ( )∗,G  bir grup ve GH ⊆  olsun. ( )∗,H  çifti bir grup teşkil ediyorsa H ’ye 

G ’nin bir alt grubu denir ve GH ≤  ile gösterilir.  

 (ii) G  kümesi { }a  şeklinde tek elemanlı bir küme ise G  ile üretilen alt grup 

{ }Zkaa k
∈= :  olacaktır. Bu alt gruba a  ile üretilen devirli (cyclic) alt grup denir.  

Örneğin, ( )+,Z  , 1 ile üretilmiş sonsuz devirli gruptur. ( )+,nZ  , 1  ile üretilmiş n inci 

mertebeden devirli gruptur. { }iiG −−= ,,1,1  olmak üzere 4 üncü mertebeden bir devirli 

gruptur. Gi =  ve Gi =−  dir.  
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Tanım 2.3. (Halka) 

 
 Ø≠R  bir küme ve R ’de tanımlı ( + ) ve (• ) ile gösterilen iki işlem 

tanımlanmış olsun.  

 (i) ( )+,R  bir değişmeli grup 

 (ii) ( )•,R  işleminin birleşme özelliği var 

  

 (iii) Rcba ∈∀ ,,  için  

( ) ( ) ( )cabacba •+•=+•  

ve  

( ) ( ) ( )cbcacba •+•=•+  

ise ( )•+,,R  sistemine bir halka denir. Eğer  

 (iv) Rba ∈∀ ,  için  

abba •=•  

ise bu halkaya komutatif (değişmeli) halka denir. Eğer  

 (v) Ra ∈∀  için  

aaeea =•=•  

olacak şekilde Re ∈∃  varsa bu halkaya birimli halka denir.  

 
Tanım 2.4.  
 
 ( )•+,,R  ve ( )�,,⊕H  birer halka olsun. Bir HRf →:  fonksiyonu Rba ∈∀ ,  

için  

 (i) ( ) ( ) ( )bfafbaf ⊕=+  

 (ii) ( ) ( ) ( )bfafbaf �=•  

şartlarını sağlıyorsa f  fonksiyonuna bir halka homomorfizması denir. Eğer f  1-1 ise 

f ’ye bir monomorfizma, eğer f  üzerine ise f ’ye bir epimorfizma, eğer f  1-1 ve 

üzerine ise f ’ye bir izomorfizma denir. Burada HR =  alınırsa f  fonksiyonuna 

halka endomorfizmi denir ve EndR  ile gösterilir. HR =  olduğunda f  bir 

izomorfizma ise f ’ye halka otomorfizmi denir.  
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Tanım 2.5  
 
 (a) (İdeal) N  bir halka olsun. N ’nin boş olmayan bir I  alt kümesi aşağıdaki 

şartları sağlıyorsa I ’ya N ’nin bir ideali denir.  

 (i) Iyx ∈∀ ,  için Iyx ∈−  

 (ii) Ix ∈∀  ve Nr ∈∀  için Irx ∈  

 (iii) Ix ∈∀  ve Nr ∈∀  için Ixr ∈  

Eğer (i), (ii) şartları sağlanıyorsa I ’ya bir sol ideal, (i), (iii) şartları 

sağlanıyorsa I ’ya bir sağ ideal, hem sağ hem de sol ideal olabiliyorsa I ’ya ideal 

denir. İdeal tanımından bir alt halka olduğu anlaşılır. Fakat her alt halka bir ideal 

olmayabilir.  

(b) (Sıfırlayıcı İdeal) H  bir değişmeli halka ve HK ⊆  olsun. 

{ }0 :0 =∈∀∈= axKxHaK için  kümesi H  ın bir idealidir. 0K  a R  nin sıfırlayıcı 

(annihilator) ideal denir ve ( )KAK nn=0  şeklinde yazılır. Hx ∈  ise { }x  in sıfırlayıcı 

ideali denir ( )xAnn  ile gösterilir.  

 

Örnek 2.1.  

 

R birimli ve değişmeli bir halka olsun. Yukartıdaki (a) ya göre R üzerinde, 

( ) { : , , , }
a b

R a b c d R
c d

 
= ∈ 
 

2
M  

2 2×  matrisler kümesi, matrisler arasında tanımlanan toplama ve çarpma işlemlerine 

göre bir halka oluşturur. ( )R
2

M  nin 

0
{ : , }

0

a
I a b R

c

 
= ∈ 
 

 

alt kümesinin bir alt halka ve bir sol ideal olduğu görülebilir. Fakat bir sağ ideal 

değildir. Gerçekten bir ( )
x y

B R
z t

 
= ∈ 
 

2
M  için  

0
.

0

a x y ax ay
I

c z t cx cy

     
= ∉     

     
. 
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Tanım 2.6 (Yakın halka) 

 
 Bir φ≠N  kümesi +  ve •  ikili işlemlerine göre aşağıdaki şartları sağlıyorsa 

( )•+= ,,NN ’ye bir yakın halka denir.  

 (i) ( )+,N  abelyan olması gerekmeyen bir grup 

 (ii) ( )•,N  bir yarı grup 

 (iii) Eğer Nrrr ∈321 ,,  için  

( ) 3121321 rrrrrrr •+•=+•  

biçiminde soldan dağılma özelliği varsa N ’ye bir sol yakın halka denir. Şayet 

Nrrr ∈321 ,,  için  

( ) 3231321 rrrrrrr •+•=•+  

biçiminde sağdan dağılma özelliği varsa N ’ye bir sağ yakın halka denir.  

 

Örnek 2.2  

 

 ( )+,G  bir grup ve “0” bu grubun etkisiz elemanını göstersin. Bu durumda, 

fonksiyonlarda  toplama ( + ) ve bileşke ( � ) işlemleri altında aşağıdakiler birer yakın- 

halkadır.  

 (i) ( ) { :M G f G G f= →  bir fonksiyon} 

          (ii) 0 ( ) { : ( ) }G f G G f o o= → =M  

         (iii) ( ) { :c G f G G f= →M sabit} 

         (iv) 0 ( ) { :c G f G G Gγ γ= → ∈M  ve 0 0 , 0
( ) ( )

, 0c G fγ

δ
δ

γ δ

=
= = 

≠
M  

  (v)    [ ] ( ){ }RaxNnxaxaaxffxR i
n

n ∈∈+++==    , ,...: 10 değişken,bir  

 

Örnek 2.3 

 

Her grup için bir yakın-halka elde edilebilir. Gerçekten, eğer (N.+) grubu 

üzerinde ikinci işlem, ,x y N∀ ∈  için, xy =0 ile tanımlanırsa, (N,+,.) bir yakın-

halkadır.  
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Örnek 2.4.  
 
 ( ) { } integralli ffM |int RRR →∈=  kümesi yukarıdaki işlemler altında bir 

yakın halka değildir; örneğin ( ) xexf =  , ( ) 2xxg =  için ( )( ) ( )Rint
2 Mexfg x

∈=�  

fakat ( )( ) ( )Rint

2

Mexgf x
∉=� ’dir. Her halka bir yakın halkadır.  

 
Örnek 2.5.  

 

Herhangi bir ( )+,G  grubunda Gba ∈∀ ,  için aba =∗  olarak tanımlandığında 

bir ( )∗+,,G  sağ yakın halka, bba =∗  olarak tanımlandığında bir ( )∗+,,G  sol yakın 

halka elde edilir. Yani her grup bir yakın halka yapılabilir.   

 

Özellikler 2.1 

 

N bir sağ yakın halka ise aşağıdaki özellikler vardır.  

a) x N∀ ∈  için 0x=0 dır. 

b) ,x y N∀ ∈  için, (-x)y = -xy dir. 

 

İspat:  a) x N∀ ∈ için, sağdan dağılma özelliğinden, 

                 0x = (0+0)x = 0x+0x 

ve dolayısıyla  0x =0 bulunur. 

                       b) ,x y N∀ ∈  için, yine sağdan dağılma özelliği kullanılarak, 

                (-x)y = (0-x)y =0y-xy =0-xy =-xy  

elde edilir. 

 

Not 2.1.  

 

Bir N yakın- halkasında, her zaman , ,x y N∀ ∈  için, 0x=0 ve x(-y)= -xy 

sağlanmayabilir. Mesela, Örnek 2.2 (i)’ de tanımlanan ( )M G  yakın- halkasında, 

( ),f g M G∈  için, 0 0f =�  olması  f ’nin orijinden geçmesiyle ve 

( ) ( )f g f g− = −� �  olması ise f ’nin tek fonksiyon olması ile mümkündür. 
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Tanım 2.7.  

 

 Değişmeli birimli bir R  halkasının bir P  ideali verilsin. RP ≠  ve Rba ∈,  

için Pab ∈  iken Pa ∈  veya Pb ∈  ise P ’ye R ’nin asal ideali denir.  

 

Tanım 2.8.  

 

R  değişmeli birimli bir halka ve r R∈  olsun. Eğer 0nr =  olacak şekilde bir 

+
∈Zn  varsa s ’ye nilpotent eleman denir.  

 

Tanım 2.9 (Cisim) 

 

 (i) Birimli ve değişmeli bir halkanın sıfırdan farklı her elemanı aritmetik birim 

ise yani ters elemana sahipse bu halkaya cisim denir ve C  ile gösterilir.  

(ii) R bir halka ve x R∈  olsun. x  in R de çarpmaya göre tersi varsa x  e R de 

aritmetik birim denir.  

 
Tanım 2.10 (Modül) 

 

 R  birimli ve değişmeli bir halka olsun. R  üzerinde bir ( ),G +  abelyan grubu 

için bir 
( )       ,

:
r g rg G

f R G G
→ ∈

× →  dış işlemi aşağıdaki şartları sağlıyorsa R ye G üzerinde bir 

modül denir ve −R modül ile gösterilir. Her Rrrr ∈21 ,,  ve Gggg ∈21 ,,  için  

 (i) ( ) 2121 rgrgggr +=+  

 (ii) ( ) grgrgrr 2121 +=+  

 (iii) ( ) ( )grrgrr 2121 =  

 (iv) ggR =1  

Eğer R  halkası değişmeli değilse halkanın elemanına göre sağdaysa sağ modül 

soldaysa sol modül denir. M  bir sağ R  modül, MM ⊆′  bir alt grup olsun. Eğer 

Mx ′∈∀ , Ra ∈  için Mxa ′∈  ise M ′  ye M  nin bir alt modülü denir. Eğer M  bir 
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sağ R  modül ise ( ) { }: 0RSıf M r R Mr R= ∈ = ⊂  , R  nin bir sağ ideali olup bu ideale 

M  nin sağ sıfırlayanı (annihilator) denir.  

 

Tanım 2.11.  
 

 M  bir sol −R modül olsun. Eğer ( ) 0=MRsıf  ise M ’ye faithful (sadık) sol 

−R modül denir.  

 
Tanım 2.12.  
 
 G  bir grup ve φ≠X  bir küme olsun. Eğer bir  

( ) ( ) Xxgxg
XXG

∈→
→×

,
 fonksiyonu var ve 

Ggg ∈∀ 21 ,  , Xx ∈  için ( ) ( )xggxgg 2121 =  ve xxG =1  ise G  grubu X  kümesine 

etkir denir.  
 
Örnek 2.6.  
 
 G  bir grup ve GX =  olsun.  

( ) 1    ,g x gx gxg
G G G

−
→ =

× →  G  nin G  üzerine bir grup etkisidir. 

Gerçekten Gxhg ∈,,  için  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )hxgghxhggghxhghxghxgh ====
−−−−− 11111  

olur.  

 

Tanım 2.13.  

 

 ( )⋅,1G  , ( )∗,2G  iki grup olsun. Eğer her  
( ) 2

1 2 2
          ,g x gx G

G G G
→ ∈

× →  fonksiyonu 111 , Ggg ∈′  

ve 222 , Ggg ∈′  için  

 (i) ( ) ( )211211 gggggg ′=′  

 (ii) ( ) ( ) ( )2121221 ggggggg ′∗=′∗  

 (iii) 221 ggG
′=′  , 22 Gg ∈′∀  

şartlarını sağlarsa 1G  grubu 2G  grubuna etkir denir.  

 Bir G  grubu bir X  kümesine etkisin. Xx ∈∀  için { } XGggxx ⊂∈= :  alt 

kümesine x  in bu etki altındaki yörüngesi (denklik sınıfı) denir.  
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Tanım 2.14. (Sıfır simetrik yakın halka) 

 

 N  bir yakın halka olsun. Na ∈∀  için 000 == aa  ise N ’ye sıfır (zero) 

simetrik yakın halka denir. Eğer Na ∈∀  için aiaai ==  olacak şekilde bir Ni ∈  

elemanı varsa N  ye birimli yakın halka denir.  

 

Örnek 2.7.  

 

 ( ){ }00:: =→= ffT RR  sıfır simetrik yakın halkadır. Buna göre 

         0         
0 :

x→
→R R  için  

 ( )f0  ( ) ( )( ) 0000 =⇒== fxfx  

 ( )0f   ( ) ( )( ) ( ) 00000 =⇒=== ffxfx  

yazılabilir.  

 

Tanım 2.15 (Alt yakın halka) 

 

 R  bir yakın halka S ’de onun bir alt grubu iken SSS ⊆  oluyorsa S ’ye R ’nin 

bir alt yakın halkası denir ve RS ≤  ile gösterilir.  

 
Örnek 2.8.  
 
 ( )+,G  bir grup olsun. Örnek 2.2 (i) gereğince ( )GM  bir yakın halka iken yine 

Örnek 2.2(ii) gereğince ( )GM 0 , ( )GM ’nin bir alt yakın halkasıdır.  

 
Tanım 2.16 (Basit yakın halka) 
 
 Bir yakın halka, kendisinden ve sıfırdan farklı has ideallere sahip değilse basit 

yakın halkadır denir.  

 

Tanım 2.17 (Yakın halkada ideal) 
 
 N  bir yakın halka ve I , ( )+,N ’nın normal alt grubu olsun. Eğer I  aşağıdaki 

koşulları sağlıyorsa N ’nin bir idealidir denir.  
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 (i) INI ⊆ .  ( ) ,   i I n Niçin in I∀ ∈ ∀ ∈ ∈  

 (ii) Her /,n n N∈  ve her Iı ∈  için ( )/ /n n ı nn I+ − ∈  

Yalnızca (i) koşulunu sağlayan I ’ya bir sağ ideal, (ii) koşulunu sağlayan I ’ya 

da bir sol ideal denir ve I N�  ile gösterilir.  

 
Tanım 2.18  

 

i) ( ), ,*N ⊕  ve ( ), ,M + ⋅  iki yakın halka olsun.  için 

( ) ( ) ( )f x y f x f y⊕ = +  ve ( ) ( ) ( )* .f x y f x f y=  olacak şekilde bir :f N  

dönüşümünü bir yakın halka homomorfizmi denir.  

 ii) N bir yakın halka ve G bir N-grup olsun. Eğer G’ nin bir A normal alt grubu 

x G∀ ∈  , y A∀ ∈  ve n N∀ ∈  için ( )n x y nx A− − ∈  ise A’ya G’nin bir ideali denir.  

 iii) ( ),G +  bir grup ve N bir yakın halka olsun. 
( )               ,

:
n g ng

N G Gµ
→

× →  verilsin. Eğer 

,x y N∀ ∈  ve g G∀ ∈  için ( )x y g xg yg− = −  ve ( ) ( )xy g x yg=  şartları 

sağlanıyorsa, ( ),G µ  ikilisine bir N-grup, yani N üzerinde yakın modül denir ve kısaca 

GN  ile gösterilir. Eğer N  , birimi 1 olan birimli bir yakın halka ise g G∀ ∈  için 

1g g=  şartını sağlayan G N-grubuna bir üniter grup denir. 

 
Örnek 2.9.  

 

 N bir yakın halka olsun. 
( )               ,

:
x y xy

N N Nµ
→

× →  altında ( ),N +  bir N -gruptur. Bu grup 

kısaca NN  ile gösterilir.  
 
Tanım 2.19. (Matris yakın halkası) 
 

 Herhangi bir halka üzerindeki matrislerle çok benzerlik göstermesine rağmen 

elemanları matris ya da halkanın endomorfizmleri olmayıp sadece endomorfizm yakın 

halkalarının elemanları olan bu tip yakın halkalara bir matris yakın halkası denir.  
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Tanım 2.20.  

 

 G  bir grup ve A , ( )GAut  için bir alt grup olsun. Herhangi bir Gv ∈  için 

{ }vvA =∈ αα :  kümesine v  nin stabilizeri denir ve ( )vstab  ile gösterilir. ( )vstab  , A  

nın bir alt grubudur. Sonlu bir G  grubu ve A , ( )GAut  nin bir alt grubu olsun. 

( ) ( ) ( ) ( ){ }: |f 0 0  ve ,  ,   nM G f G G A v G f v f vα α α= → = ∀ ∈ ∈ =  kümesi fonksiyon 

toplama ve bileşke işlemi altında yakın halkadır. Bu halkaya ( )GA,  çifti tarafından 

belirlenen merkezleyen yakın halka denir. Özel olarak { }1=A  için ( )GM A  yakın 

halkası, ( )GM 0  ile gösterilir.  

 

Tanım 2.21.  

 

 G  sonlu bir grup ; A  , G  nin otomorfizmlerinin bir alt grubu olsun. Eğer 

A∈≠ α1  , Gv ∈≠0  için ( ) vv ≠α  ise A  grubuna fixed point free (sabit noktasız) 

denir.  

 

Tanım 2.22.  

 

( )•+,,R , 1 birimine sahip herhangi bir sağ yakın halka olursa nR  ile n  tane 

( )+,R ’nın direkt toplamı gösterilir. Bu aslında doğrudan çarpımdır, zira ( )+,R  abelyan 

olmasa da toplamsal yazılabilir. nR  nin elemanları genellikle .i yerde 1 ve diğer 
yelerde 0 iken iε  ile gösterilmektedir. Diğer yandan ( ) jjı ε=1  ve ( ) 1=jj επ  olmak 

üzere jı  .j  koordinat fonksiyonunu ve jπ  ise izdüşüm fonksiyonunu gösterir. Yakın 

halkalara yönelik verilen nn ×  matrisleri nR  den nR  ye fonksiyonlardır. Buna göre 

halka için ( )ji, ’de r  ve diğer yerlerde 0 olan matrislere karşılık gelen nnr
ij RRf →:  

fonksiyonları söz konusudur. Bilindiği üzere ( )+,R ’nın kendisine olan tüm 

dönüşümlerinin varlığı ; ( )RM  yakın halkasına R  yakın halkasının standart 

gömülümü, her Rr ∈  ve her Rs ∈  için ( ) rssf r
=  biçiminde tanımlı bir RRf r

→:  

fonksiyonu ile sağladığında ancak mümkündür. Ayrıca nji ≤≤ ,1  ve tüm Rr ∈ ’ler 

için j
r

j
r

ij fıf π=  ile nnr
ij RRf →:  yazılabilir. Bazen r

ijf  yerine [ ]jir  , ;  kullanılır.  
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 ( )RnM  ile gösterilen R ’deki nn ×  matrislerinin yakın halkası 

{ } ,1 , : njiRrf r
ij ≤≤∈  kümesince gerilen ( )nRM ’nin alt yakın halkasıdır denir. 

Buna göre ( )RnM ’nin elemanları R  üzerindeki nn ×  matrisleri olarak ifade edilebilir.  

 Matrisleri genellikle büyük harflerle gösterilen matris yakın halkalarında matris 

birimleri 1
ijij fE =  , nji ≤≤ ,1 matrisleridir. I  birim matrisi nnEEEI +++= ...2211  

diye tanımlanır. Bir A  matrisinin .i  satırı RRA n
i →:π  fonksiyonu olup ( )iA  ile 

gösterilir. Buradan da ( )∑
=

=
n

i
i iAıA

1

 yazılabilir. Sağ yakın halka durumunda genel 

matrislerin sütün kavramı kullanılışlı olmasa da sol yakın halkalar için bunun tersi söz 

konusudur.  

 Matrislerin birbiriyle çarpımı yan yana alınarak gösterilir. Bir A  matrisinin sol 

taraftan bir Rr ∈  ile skaler çarpımı ( )∑
=

=
n

i

r
i iAfırA

1

 şeklindedir. Eğer r  sıfır simetrik 

değilse ijrE ’nin r
ijf  ile aynı olmadığı görülür. Sağdan skaler ile çarpma ise 

( )r
nn

rr
r fffAA +++= ...2211  olarak tanımlanır. Burada r

ijij frE =  alınır.  

 

Tanım 2.23.  

 

 R  sıfır simetrik ve birimli bir yakın halka ve 1n >  bir tamsayı olsun. Eğer 

{ } ReK ij ⊂≤≤= nji,1|  kümesi aşağıdaki şartları sağlarsa bu kümeye nxn  matris 

birimleri kümesi denir.  

(i) ∑
=

=
n

i
ije

1

1  

(ii) iejkkeij eee δ=  ; 




=

≠
=

jk

jk
jk ,1

,0
δ   

(iii) ije∀  R de dağılımlı elemandır. 

 

Tanım 2.24.  

 

 Yukarıdaki tanım gereğince nnn rErErE ...222111 ++  biçimindeki bir matrise 

köşegen matris denir. Eğer nrrr === ...21  olursa yani rI  biçiminde olursa bir skaler 

matris denir.  
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 Bir A  matrisinin devriği TA  ile gösterilir. Buna göre nR  nin elemanlarını 

sütun vektörleri olarak düşünmek daha uygun olur.  

 

Tanım 2.25.  

 

 N  bir sağ yakın halka olsun. Eğer  

( ){ }rddrrrdNrrNdN d
′+=′+∈′∀∈= için   ,:  

olacak şekilde dN N=  eşitliği yazılabiliyorsa N ’ye dağılımlı (disributive) yakın halka 

denir.  

 

Tanım 2.26.  

 

 ( ),R +  bir toplamsal grup olsun. Rbx ∈,  ve ( )REnd∈α  için 
             

:
x x b

R R
α

α
→ +
→  

tipinden her R  dönüşümüne affine (afin) dönüşümü denir. G ’den G ’ye sabit 

fonksiyonlar ve G ’nin endomorfizmleri tarafından oluşturulan afin dönüşümlerinin 

genelleştirilmelerine bir afin yakın halka denir ve ( )RaffM  ile gösterilir.  

 
Tanım 2.27.  
 

 R  bir yakın halka; I  , R ’nin bir ideali olsun. Eğer Ia ∈  yada Ib ∈ ’dan biri 

gerektirecek biçimde Iab ∈  koşulu sağlanıyorsa I ’ya R  yakın halkasının bir asal 

ideali denir.  

 
Lemma 2.1 (Betsch Lemma)  

 

 A  , G  grubunun otomorfizmlerinin bir grubu ve Gyx ∈,  olsun. ( ) yxf =  

olacak biçimde bir ( )GMf A∈  fonksiyonunun var olması için gerek ve yeter koşul 

( ) ( )ystabxstab ⊆  olmasıdır.  



3. MERKEZLEYEN YAKIN HALKALAR ÜZERİNE MATRİS YAKIN  

    HALKALARI 

 

 

 Bu bölümde; sonlu bir G grubu ve Aut(G)’nin A alt grubu için ( )AM G  A ve G 

tarafından belirlenen merkezleyen yakın halka olsun. G grubu bir ( )AM G  modülüdür. 

( )AM G ’nin G üstündeki etkisi kullanılarak bir n× n mertebeden genelleştirilmiş 

( )( );n AMat M G G  matris yakın halkası elde edilir. Burada ( )AM G ’nin idealleri ile 

( )( );n AMat M G G ’nin idealleri arasındaki benzerlik incelenecektir. Ayrıca burada 

Smith ve Van Wyk (2000) çalışmasından hareketle görülmüştür ki, eğer ( )AM G ’nin 

her ideali bir sıfırlayıcı (annihilator) ideal ise, o zaman ( )AM G  ile 

( )( );n AMat M G G ’nin idealleri arasında bire bir bir ilgi var demektir. Bu bölüm için 

aksi belirtilmedikçe Smith ve Van Wyk (2000) temel kaynak olarak alınmıştır. 

 

 

3.1. ( )AM G  Merkezleyen Yakın Halka  

 

G sonlu bir grup ve A, ( )Aut G ’nin bir alt grubu olsun. A nın G üzerindeki etkisi 

G yi A nın yörüngelerine böler. a G∈  nin A yörüngesi ( ) ( ){ }a a Aθ α α= ∈ ’dır ve 

α , ( )aθ  nın yörünge gösterimi olarak ifade edilir. ∀ a G∈ ’nin karşılığı olarak A nın 

bir alt grubu olan a  nın stabilizeri
 

( ) ( ) }{stab a A a aα α= ∈ =  olarak yazılır. Eğer x 

ve y, G’nin aynı A yörüngesinde ise, o zaman ( )stab x  ve ( )stab y , A’nın ortak alt 

grupları olduğunu doğrulamak kolaydır. Eğer A değişmeli ise veya A’nın her stabilizer 

alt grubu A’nın normal bir alt grubu ise, aynı A-yörüngesindeki herhangi iki eleman 

aynı stabilizer alt gruba sahip olur. 

G’nin tüm sıfır olmayan A-yörüngelerinin kümesinde doğal bir denklik bağıntısı 

vardır. Eğer ( )aθ  ve ( )bθ  yörüngeleri veriliyor ise, ( )stab x = ( )stab y  olacak şekilde 

( )x aθ∈  ve ( )y bθ∈  iken ( )aθ  ve ( )bθ  ikilisi denk olarak ifade edilebilir.  
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( )aθ    ile ( )aθ ’nın denklik sınıfı gösterilecektir. G’nin birim elemanını içeren 

A-yörüngesi kendi sınıfında gösterilecektir. G ve A ile belirlenen merkezleyen yakın 

halka ise,  

( )AM G = ( ){ : 0 0,f G G f→ = f fα α=  ve }Aα∀ ∈  

olur. Bu merkezleyen halka, fonksiyon toplama ya da bileşke işlemi altında bir (sağ) 

yakın halkadır. ( )AM G  elemanlarını oluşturmak kolaydır. G’nin her sıfır olmayan A-

yörüngesinden bir eleman seçelim ve , , ...a b  diyelim. ( ) ( )( )stab a stab f a⊆ , 

( ) ( )( )stab b stab f b⊆  şartıyla f  her yörünge üzerinde keyfi tanımlanabilir. O zaman 

her Aα ∈  için ( ) ( )f a f aα α=  ve her Aα ∈  için ( ) ( )f b f bα α=  vb. için 

tanımlayarak f  G nin bütününe genişletilebilir. G üzerinde bu yolla oluşturulan bir 

fonksiyonun ( )AM G  ye ait olduğunu ve ( )AM G  nin her elemanının bu şekilde elde 

edilebildiği ispatlanabilir. Ardından ihtiyaç duyulan şey ( )AM G  nin ideallerin iki 

taraflı tanımlanmasıdır. I ’nın ( )AM G ’nin bir ideali olduğunu ve ( )aθ   , 

( )bθ   ,…’nın G’nin A-yörüngelerinin denklik sınıfları olduğunu varsayalım. 

( )AM G a ≡ ( ){ ( )}Ar a r M G∈  kümesi, G nin bir ( )AM G  invaryant alt grubu olup Ha 

ile gösterilir. Ia ( ) }{i a i I≡ ∈  Ha’nın bir alt grubu olup La ile gösterilir. G’nin benzer 

alt grup çiftleri, G’nin A-yörüngelerinin başka denklik sınıflarının her birini 

sağlamaktadır.  

 

Önerme 3.1.1.  

 

I, ( )AM G ’nin bir ideali ve ( )aθ   , G’nin A-yörüngelerinin bir denklik sınıfı 

olsun. O zaman La, Ha’nın ( )AM G  alt modülüdür.  
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İspat: İlk olarak La’nın, Ha’nın bir normal alt grubu olduğu gösterilecektir. 

x Ha∈  ve y Ia∈  verilsin. O zaman r(a)=x ve i(a)=y olacak şekilde ( )Ar M G∈  ve 

i I∈  vardır. –r+i+r I∈  olduğundan  

–x+y+x=-r ∈++=++ r)(a)i(-rr(a)i(a)(a) La 

elde edilebilir.  

( ) ( ) HaarxGMf A ∈=∈  ,  ve y=i(a)∈La olsun. O zaman ( )f r i+ - fr  I’ya ait 

olduğundan dolayı f(x+y)-f(x)=f(r(a)+i(a))-f(r(a))=(f(r+i)-fr)(a) La’nın bir elemanı olur.  

( )AM G ’nin I ideali ile ortak olarak; G’nin ( )AM G  alt gruplarının (Ha,La), 

(Hb,Lb), … çiftleri elde edilebilir. Bunlar A-yörüngelerinin ( )aθ   , ( )bθ   ,… 

denklik sınıflarına uygun biçimdedir. Ayrıca La, Ha’nın alt modülü, Lb Hb’nin alt 

modülüdür, vb. Ha, Hb, vb. gruplar I idealinden bağımsızdır. Keyfi olarak La, Lb, …alt 

modülleri önerilip I= ( ){ ( )Ar M G r Ha La∈ ⊆ , ( )r Hb Lb⊆ ,… }  biçiminde 

( )AM G ’nin I ideali oluşturulabilir. (Ha,La), (Hb,Lb),… çiftleri arasındaki benzerlik ile 

( )AM G ’nin birleşmeli I idealleri bire bir değildir. Örneğin, eğer G bir a  üreteçli 

devirli ( )AM G  modülü ise, o zaman G=Ha olur. Ha’nın bir alt modülü La= }{0  olur 

ve (Ha, }{0 ) çifti diğer çiftlere bakılmaksızın ( )AM G ’nin I= }{0  idealini belirler. 

Buna göre aşağıdaki sonuçlar verilebilir:  

 

Önerme 3.1.2.  

 

( )AM G  G’nin birleşmeli Ha, Hb,… alt grupları ile birlikte bir merkezleyen yakın 

halka olsun. Eğer I ve J, Ia=Ja, Ib=Jb, … olacak şekilde ( )AM G ’nin idealleri ise, o 

zaman I=J olur.  

 

İspat: stab(x) ⊆ stab(y) ile birlikte x,y∈G için uyx, ( )AM G  de x’i y’ye ve ( )xθ ’i 

( )yθ ’ye götüren bir fonksiyon ve ( )xθ ’in 0 (sıfır) olsun. ( )aθ   , ( )bθ   , … G nin 

A-yörüngelerinin denklik sınıflarını göstersin. ( )aθ    içinde bütün i’ler için 
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( ) ( )istab a stab a=  olacak biçimde 1 2, ,...a a a= yörünge gösterimleri seçilebilir. Diğer 

sınıflar için benzer şekilde devam edilebilir.  

I’nın La=Ia, Lb=Ib, vb ile birlikte ( )AM G ’nin bir ideali olsun. Eğer x La∈  ise o 

zaman i(a)=x olacak biçimde i I∈  vardır. I bir ideal olduğundan xaaa uiu =  

fonksiyonlarını içerir. Her j için I, 
jj xaaaxa uuu =  yi içerir. Benzer bir sonuç diğer 

denklik sınıflarında sağlanır.  

Şimdi J, Ja=La, Jb=Lb vb. olacak şekilde ( )AM G  nin bir ideali olsun ve f , J 

içinde verilsin. O zaman f tüm 1 2, ,...a a  1 2, ,...b b  vb. yörünge gösterimlerinin tam 

kümesi üzerindeki değerleri tarafından belirlenir. ( )1 1x f a= , ( )2 2x f a= ,… 

( )1 1y f b= , ( )2 2y f b= ,…vb. olsun. O zaman her ix  , La’ya ve her iy  , Lb ye ait olur, 

vb. �� +++++=
22112211 bybyaxax uuuuf  elde edilir. Toplanılanların her biri I ‘a aittir, 

bu yüzden f I’ya aittir. Bu da J I⊆  yı gösterir. Simetri ile J I⊆  olur. Bu yüzden 

J I=  dır.  

 

Sonuç 3.1.1.  

 

( )AM G , G nin birleşmeli Ha, Hb,… alt grupları ile birlikte bir merkezleyen 

yakın halka olsun. I, ( )I Ha La≡ , ( )I Hb Lb≡ ,…ile birlikte ( )AM G ’nin bir ideali 

olsun, o zaman,  

I= ( ) ( ){ }( ; ,...Ar M G r Ha La r Hb Lb∈ ⊆ ⊆  

olur.  

 

İspat: Ja=La, Jb=Lb …. olacak biçimde  

J= ( ) ( ){ }( ; ,...Ar M G r Ha La r Hb Lb∈ ⊆ ⊆   

( )AM G ’nin bir idealidir. Önerme 3.1.2 vasıtasıyla; Ia=La, Ib=Lb,…, olduğundan I=J 

elde edilir.  
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3.2. Matris Yakın Halkaları  

 

R birimli sıfır simetrik yakın halka ve G bir birebir sol R-modülü, n pozitif bir 

tamsayı ve nG  , G nin n defa direkt toplamı yani nG =G ⊕ G ⊕ … ⊕ G olsun. G 

üzerinde tüm sıfırı koruyan fonksiyonların yakın halkası ( )0M G  ile gösterilecektir. 

Burada ( )0
nM G  yakın halkasındaki bazı özel fonksiyonlar ifade edilecektir. 

1 ,i j n≤ ≤  ve r R∈  için nnr
ij GGf →:  , ( ) ( )0,...,0,,...,0,...,1 jn

r
ij rvvvf =  ile tanımlanır. 

jrv  , i’nci konumundadır. Smith’de (1996) olduğu gibi { }1 , ,r
ijf i j n r R≤ ≤ ∈  

tarafından üretilen ( )0
nM G  nin alt yakın halkası G tarafından belirlenen R üzerine 

n n×  matris yakın halkası olur. r
ijf  özel matrisleri temel (elementer) matrisler olarak 

ifade edilir. Bu matris yakın halkası  

( );nMat R G =
sonlu

;1 , ;1 ,r r
ij ij ijf r R i j n f r R i j nλ

 
∈ ≤ ≤ = ∈ ≤ ≤ 

 
∑   

ile gösterilecek ve hatadan kaçınmak için bundan böyle 2n ≥  olarak kabul edilecektir. 

Eğer G= R R  ise o zaman Meldrum ve Van der Walt (1986) gereğince nMat ( );RR R  

matris yakın halkası olur ve bu yakın halka basitçe ( )nMat R  ile gösterilecektir.  

R idealleri ile ( )nMat R  idealleri arasındaki benzerlik üzerine yoğunlaşılacaktır. 

Meldrum ve Van der Walt (1986) öncü çalışmasında  

I + = 1 , ,r
ijid f i j n r I≤ ≤ ∈ , 

( ) ( ) }{ n n
nI A Mat R A v I R∗

= ∈ ∈ ∀ ∈  

iken ( )nMat R  nin I + ve I ∗  idealleri ile R’nin I idealleri birleştirilmiştir. Burada R 

yakın halkasının bir S alt grubu için ; id S  S tarafından üretilen R idealini gösterir. 

Meldrum ve Meyer (1996) için halka durumundakinden farklı olarak I +  ile I ∗  

ideallerinin genelde farklı olduğu gösterilmiştir. I I+ ∗
⊆  olduğu açıktır. Ayrıca, birçok 

ara ideal yani I J I+ ∗
⊂ ⊂  olacak şekilde ( )nMat R  nin J idealleri var olabilir. Bu 

I ∗ = I +  ve I + =I eşlemeleri R idealleri ile ( )nMat R  nin idealleri arasında birebir bir 
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ilişki oluşturduğu halka durumundakine zıt bir durum olur. Bu çalışmanın öncelikli 

amacı ( );nMat R G  nin ideallerinin halka durumundayken R nin ideallerine birebir bir 

eşlemeye sahip olacak biçimde G faithful modülleri ile R yakın halkalarının mevcut 

olabildiğini göstermektir.  

Bu durumda R , bir merkezleyen ( )AM G  yakın halkası olarak özelleşecektir. 

Dikkat edilirse G, faithful ( )AM G  modülüdür. Eğer G devirli (monojen) bir ( )AM G  

modül ise o zaman ( )( );n AMat M G G , ( )( )n AMat M G  e izomorftur. Smith’de (1996) 

bu yüzden ( )( );n AMat M G G  nin idealleri ( )( )n AMat M G  nin ideallerine benzerdir. G 

modülü üzerindeki etkileri yardımıyla ( )( );n AMat M G G  nin ideallerini ‘bilmek’ için, 

( )( );n AMat M G G  ile ( )( )n AMat M G  nin izomorfizmlerine bakılabilir.  

Şimdi, G nin bir devirli ( )AM G -modül olduğunu kabul edelim a G∈  bir a  

üretec  yani ( )AM G a G=  olsun. ( ) ( )r r aϕ =  ile ( ): AM G Gϕ →  yi tanımlayalım. ϕ  

nin bir örten ( )AM G -modül homomorfizmi olduğunu doğrulamak kolaydır. 

( )1 ,..., nr r r=  iken ( ) ( ) ( )( )1 1,..., ,...,n nr r r a r aϒ =  yi ya da kısaca ( ) ( )r r aϒ =  yı 

tanımlayarak ϕ  homomorfizmi ( ):
n

AM G Gϒ →
n  ye genişletilebilir. Açıkçası, 

( )
n

AM G  nin normal bir ( ){ ( ) ( ) }1 1,..., ... 0n nKer r r r a r aϒ = = = =  alt grubu ile birlikte 

ϒ  dönüşümü bir grup homomorfizmidir.  

 

Lemma 3.2.1.  

 

Kerϒ , ( )
n

AM G in bir ( )( )n AMat M G  alt modülüdür.  

 

İspat: A, ( )( )n AMat M G  de bir matris ve r Ker∈ ϒ  olsun. Ar  nin Kerϒ  de 

olduğunu göstermek gerekmektedir. Bu da A nın değeri olan w(A) üzerinde tümevarım 

ile yapılabilir. Hatırlanacağı üzere bir A matrisinin değeri Meldrum ve Van der Walt 

(1996) gereğince A yı üretmek üzere gereken en düşük elementer matris sayısı 
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olduğudur. Eğer w(A)=1 ise A , s
ijf  elementer matrisidir. Bu durumda Ar Ker∈ ϒ  

olduğu açıktır. Sonucun k dan daha düşük değere sahip bütün matrisler için doğru olsun 

ve A bir k değerli matris olsun. O zaman w(B)<k ve w(C)<k iken ya A=B+C ya da 

A=BC olur. Her iki durumda da tümevarım hipotezi Ar Ker∈ ϒ  yi gerektirir. 

Eğer ( )( ) ,n AA Mat M G∈  ( )
n

As M G∈  ve r∈Ker ϒ  ise, o zaman A(s+r)-A(s), 

Ker ϒ  ye aittir. Yine w(A) daki tümevarım kullanılır. Eğer t
ijfA =  ise o zaman 

Kerϕ ’nin bir elemanı olan A(s+r)-A(s) nin i girdisi t(sj+rj)–t(sj) olur. A(s+r)-A(s)’nin 

diğer tüm girdileri 0’dır. Böylece A’nın değeri 1 olduğunda A(s+r)-A(s) , Ker ϒ  ye ait 

olur. Bu sonucun k’dan daha düşük değere sahip bütün matrisler için doğru olduğunu 

ve A’nın k değerine sahip olduğunu farz edelim. w(B) k ve w(C) k durumunda 

A=B+C ise, o zaman  

A(s+r)-A(s)=(B+C)(s+r)-(B+C)r=B(s+r)+C(s+r)-Cs-Bs 

olup bu durum, C(s+r)-Cs Ker∈ ϒ , B(s+r)-B(s) Ker∈ ϒ  ile Kerϒ  normal bir alt grup 

olduğundan Kerϒ ’de söz konusudur. ( )w B k<  ve ( )w C k<  durumunda A=BC ise, 

bazı /r Ker∈ ϒ  ler için ( )C s r Cs Ker+ − ∈ ϒ  olduğu ve Kerϒ ’nin normal bir alt grup 

olduğu gerçeği kullanılarak A(s+r)-As= BC(s+r)-BCs=B(Cs+ /r )-B(Cs) Ker∈ ϒ  olduğu 

elde edilir.  

 

Teorem 3.2.1.  

 

G devirli bir ( )AM G -modülü olsun. Bu durumda bütün n’ler için 

( )( );n AMat M G G  , ( )( )n AMat M G ’ye izomorftur (Smith, 1996).  

 

İspat: r= ( ) ( )1 ,..., ,
n

n Ar r M G v G∈ ∈  için ( ) ( ) ( )( )1 ,..., nr v r v r v=  nG ’in bir 

elemanı olsun. a G∈ , G’nin bir üreteci olsun. Bu durumda ( )AM G a G=  dir. Bazı 

( )Ar M G∈  ler için G nin her elemanı r(a) formunda olduğundan bazı ( )n
Ar M G∈  ler 

için nG  in her elemanı r(a) formuna sahiptir. Φ : ( )( )n AMat M G → ( )( );n AMat M G G  

aşağıdaki gibi tanımlansın:  
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( )( )n AA Mat M G∈  için, A (r(a))=s(a) ⇔ A(r)=s olacak biçimde ( )AΦ = A  

verilsin. İlk olarak Φ  nin iyi tanımlı olduğu gösterilir. Eğer r(a)=t(a) ise (r-t)(a)=0 dir. 

Bu durumda r-t Ker∈ ϒ  dir ve r=t+k olacak şekilde k Ker∈ ϒ  mevcuttur. Kerϒ , 

( )( )n AMat M G  nin bir alt modülü olduğundan Kerϒ  deki bazı /k  ler için 

Ar=A(t+k)=At+ /k  elde edilir. Bu da A r(a)=(At+ k ′ )(a)= A t(a) olmayı gerektirir.  

Daha sonra Φ  nin bir yakın halka homomorfizması olduğu gösterilir. A ve B, 

( )( )n AMat M G  de matrisler olsun. Bu durumda sadece (A+B)r=s ⇔ ( A B+ )r(a)=s(a) 

ve (A+B)r=Ar+Br=s olduğundan A r(a)+ B r(a)=s(a) görülür, böylece ( A B+ )r(a)=s(a) 

dır. Bu A B A B+ = +  olduğu anlamına gelir.  

Benzer bir şekilde, ABr=s ⇔ AB r(a)=s(a) dır. s=ABr=A(Br) olduğu için 

( ( )) ( )A Br a s a=  elde edilir. Bu da AB AB=  olduğu anlamına gelir.  

Φ  üzerinedir, çünkü ( )( )n AMat M G  için bir x
ijf  üretecinin ( )x

ijfΦ  görüntüsü, 

( )( );n AMat M G G  için x
ijf ’nin üreteci olur.  

Şimdi Φ ’nin bire bir olduğu gösterilsin. Bunu yapmak için, { }0KerΦ =  

olduğunu göstermek yeterlidir. Φ ’nin çekirdeği ( )( )n AMat M G ’nin bir idealidir. 

Meldrum ve Van der Walt’da (1996) gösterildiği üzere I , ( )( )n AMat M G ’nin sıfırdan 

farklı bir ideali ise o zaman bazı sıfırdan farklı ( )Ar M G∈  ler için I , 11
rf  formunun 

sıfırdan farklı bir matrisini içermelidir. Bu durumda eğer KerΦ  sıfırdan farklı ise, o 

zaman böyle bir 11
rf  matrisini içerir. Bu da nG  üzerinden sıfır fonksiyonu olan 

( )r
ijfΦ =0 olduğu anlamına gelir. Ancak yukarıdaki gibi ( ) rr ff 1111 =φ  ve 011 =

rf  olur. Bu 

bütün ( )As M G∈  ler için r(s(a))=0 olmayı gerektirir ve bu durumda a , G yi 

ürettiğinden r=0 olur.  

 

Önerme 3.2.1.  

 

Eğer Aw=v ile ( ( )n AA Mat M G∈  ise o zaman her bir x G∈  için ( ) ( )Aw x v x=  

olur.  
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İspat: w(A) üzerinde tümevarımı kullanılsın. w(A)=1 ise o zaman bazı 

1 ,i j n≤ ≥  ve ( )Ar M G∈  ler için A= r
ijf  dir. x G∈  ise a, G nin bir üreteci olduğu 

durumda bazı ( )As M G∈  ler için x=s(a) dır. j. elemanıyla ( )Ag M G∈  girdili 

( )n
Aw M G∈  ise, v nin i. girdisi rg ve diğer tüm girdiler 0 olduğu durumlarda r

ijf (w)=v 

olur. Φ  nin tanımıyla, r
ijf = ( )r

ijfΦ  ve ( ( ))r
ijf w x = ( ( ( ))r

ijf w s a =v(s(a))=v(x) dir ve 

sonuç wA=1 olduğu zaman doğrudur.  

Şimdi bu sonucun, değeri k’dan küçük olan ( ( )n AMat M G ’deki bütün matrisler için 

doğru olduğu varsayılsın. A, k değerli ( ( )n AMat M G ’deki bir matris olsun. Bu durumda 

iki ihtimal vardır.  

1. B ve C’nin k’dan daha küçük değerli ( ( )n AMat M G ’de matrisler olması 

durumunda A=B+C dir. Bu durumda elde ettiğimiz sonuç hipotezi hem B’ye hem de 

C’ye uygulanır. Böylece  

( ( )) ( ( )) ( ( )) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )A w x B w x C w x Bw x Cw x B C w x Aw x= + = + = + =  

olur.  

2. B ve C’nin k’dan daha küçük değerli ( ( )n AMat M G ’de matrisler olması 

durumunda A=BC dir. Yine,  

( ( )) ( ( )) ( ( ( ))) ( ( ))( ) ( ( ( ))) ( )A w x BC w x B C w x B Cw x BC w x Aw x= = = = =  

elde etmek için B ve C üzerinde sonuç hipotezi kullanılır. 

Şimdi a G∈  üreteciyle G , devirli
 
bir 

 ( )AM G  modül olduğu zaman : A AΦ →  

diye ( ( )n AMat M G  ve ( ( ); )n AMat M G G  arasında bir izomorfizm kurulabildiğine 

bakalım. Bu izomorfizm vasıtasıyla ( ( )n AMat M G ’nin J ideali ( ( ); )n AMat M G G ’nin 

bir ( )J JΦ =  idealine benzerdir. Hatırlanacağı üzere; ( )AM G ’nin bir I ideali,  

( )* { }
nn

AI A Av I v M G= ∈ ∀ ∈  

ve  

{ }r
ijI id f r I+

= ∈  

olacak biçimde doğal olarak ( ( )n AMat M G  nin iki idealine benzerdir.  
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Bir sonraki amaç, ( ( ); )n AMat M G G ’nin bir birine karşılık gelen 
*

I ve I
+

 

ideallerinin daha açık bir açıklamasını elde etmektir.  

* {I A= her bir ( )n
Av M G∈  ve bazı nw I∈  ler için ( ) ( )Av a w a= } ,  

{ ( ) }r
ijI id f r I

+

= Φ ∈  olduğu bilinmektedir. I
+

 nın bu tanımı önemlidir ama 

*
I  ın tanımı geliştirilmeye ihtiyaç vardır. 

 

Önerme 3.2.2.  

 

I
+

={ ( ) [ ( )]n n
c cA A H L cθ⊆ ∀ } olur.  

 

İspat: 'n
ch H yi∈  seçelim. Hc, c üreteçli devirli bir ( )AM G  modülü olduğundan, 

v(c)=h olacak şekilde ( )n
Av M G∈  vardır. A , 

*
I ’da olsun. Bu durumda A , 

*
I ’a ait 

olur ve nAv I∈ ’dir. Böylece ( ) n
cAh Av c L= ∈  dir. Tam tersine, A  her [ ( )cθ ] sınıfı 

için ( )n n
ij cA H L⊆  olacak şekilde verilsin. ( )n

Av M G∈  için, Av=w olsun. Önerme 3.2.1 

den, her bir x G∈  için ( ) ( )Av x w x=  dir. Özellikle, x Hc’nin içindeyse ( ) n
cv x H∈  dir. 

Bu da ( ) ( )Av x w x=  in n
cL  nin içinde olduğu anlamına gelir. Bu durumda w(x)’in her 

bileşeni Lc’ye aittir. Yukarıdakiler her bir [ ( )]cθ  sınıfı için ve her x G∈  için doğru 

olduğundan w, nI ’ye aittir. Bu da *A I∈  ve aynı şekilde
*

A I∈  olduğu anlamına gelir.  

 

 

3.3. ( )AM G ’nin ve ( ( ); )n AMat M G G ’nin İdealleri  

 

G devirli bir ( )AM G  modülü olduğu varsayımı göz ardı edilsin. Aynı zamanda 

( ( ); )n AMat M G G ’deki tüm matrisler için bu varsayımı bir tarafa bırakalım. I, 

( )AM G ’nin bir ideali olsun. I ideali ile birleşimli I(Ha)=La, I(Hb)=Lb, … yi [ ( )]aθ , 

[ ( )]bθ ,…biçiminde A denklik sınıfları ile birleştirilmesi durumunda G’nin ( )AM G  alt 

gruplarının (Ha,La), (Hb, Lb),… çiftleri elde edilebilir. Devirli durumlar ile hareket 
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ederek I , ( ( ); )n AMat M G G ’nin iki idealine yani { }r
ijI id f r I+

= ∈  ve 

( )( ) ( ) ( )[ ]{ }cLHAGGMMatAI n
c

n
cAn θ∀⊆∈= ;*  ye karşılık gelir.  

*I ’ın ( ( ); )n AMat M G G ’nin bir ideali olduğunu kontrol etmek gerekir. *A I∈ , 

,B C ∈ ( ( ); )n AMat M G G  ve n
ch H∈  olsun. (B(A+C)-BC)h nin, n

cL ’ye ait olsun. Bunun 

için w(B) üzerinde tümevarımı kullanılsın. w(B)=1 ise B bir r
ijf  elementer matrisidir 

ve Ah  (Lc’nin bir elemanı)’nın j. girdisi olan jx ve Ch (Hc’nin bir elemanı )’nın j. 

girdisi olan jh  ile v’nin i. girdisi ( ) ( )j j jr x h r h+ −  olduğu durumlarda (B(A+C)-

BC)h=B(Ah+Ch)-BCh=v dir. v nin diğer bütün girdileri 0 dır. Lc , Hc nin ( )AM G  alt 

modülü olduğundan n
cv L∈ ’dir. Sonucun k’dan küçük değerli bütün matrisler için 

doğru olsun ve B, w(B)=k lı bir matris olsun. Bu durumda D ve E, w(D)<k ve w(E)<k 

olacak şekilde matrisler olduğunda ya B=D+E ya da B=DE’dir. Her iki durumda da 

sonuçta çıkan hipotezimizi kullanarak (B(A+C)-BC)h∈
n
cL ’yi görmek oldukça 

kolaydır. Bir ideal için diğer aksiyomların kontrol edilmesi kolaydır. I +
⊆

*I  olduğu 

bellidir.  

 

Önerme 3.3.1.  

 

( )AM G  nin idealleri kümesinden ( ( ); )n AMat M G G  nin idealleri kümesine kadar 

olan I I +
→  ve *I I→  dönüşümleri hem birebir hem de (order preserving) sıra 

korumalıdır.  

 

İspat: I ≠ J olacak şekilde I ve J, ( )AM G ’nin idealleri olsun. Eğer I ⊆ J ise 

+I J +
⊆  ve * *I J⊆  olduğu açıktır. Böyle dönüşümler sıra korumalıdır. \r J I∈  

olarak kabul edilir. O zaman 11
rf J +

∈  ve bu yüzden *
11
rf J∈  olur. r , I ya ait olmadığı 

için r(x)∉La olacak şekilde (Ha,La) çifti ve x∈Ha vardır. Bunun anlamı 

11
rf (x,0,…,0)=(r(x),0,…,0) , n

aL  içinde değildir. Bu yüzden 11
rf  *I ’a ait değildir ve bu 

nedenle 11
rf ’de I + ’ya ait değildir. Bu * *I J≠ ve +I J +

≠ yı gösterir.  
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Önerme 3.3.2.  

 

J, ( ( ); )n AMat M G G ’nin bir ideali olsun. O zaman + *I J I⊆ ⊆  olacak şekilde 

( )AM G ’nin bir I ideali vardır, üstelik bu I ideal tektir.  

 

İspat: I={r∈ ( )AM G 11
rf J∈ } olsun. I’nın ( )AM G ’nin bir ideali olduğunu 

doğrulamak kolaydır. Açıkça I J+
⊆  dir.  

A J∈  fakat *A I∉  olarak farz edelim. O zaman A( n
aH ) , n

aL ’nin bir alt kümesi 

olmayacak şekilde I ile birleşmeli G’nin ( )AM G  alt gruplarının bir (Ha,La) çifti var 

demektir. Bu yüzden n
aAv L∉  olacak şekilde v=( 1 ,..., nv v ) n

aH∈  vardır. Bazı i aw L∉  

lar ile ile Av=w=( 1 ,..., mw w ) verilsin. Ha, a üreteçli devirli olduğundan, her jv  için 

( )j jv r a=  olacak şekilde jr ∈ ( )AM G  mevcuttur. B ≡ ( )rn
ni

r
ii ffAf ++ ...1

1
1

1  matrisi J’ye 

aittir ve  

B(0,…,0,a,0,…,0)=(0,…,0, iw ,0,…,0) 

olur. İspatları gerçekte genelleştirilmiş matris yakın halkaları için aynı olan Meldrum 

ve Van der Walt (1996) deki Sonuç 3.8 ve Lemma 3.7’yi kullanarak, r(a)= iw ’li bazı 

r ∈ ( )AM G  ler için r
iiB f=  elde edilir. Bu yüzden r , I nın içinde değildir. Bununla 

birlikte 1 1
1 1 11

r
i if Bf f=  , J ye aittir ve bu yüzden r I∈  olur. Bu çelişki *J I⊆  olduğunu 

gösterir.  

*KJK ⊆⊆
+  olacak biçimde K’nın )(GM A  nin bir ideali olduğunu farz 

edelim. Eğer Ks ∈ ise, o zaman jf s
∈11  olur. Bu da Is ∈  ve IK ⊆ ’yı gerektirir. 

r I∈  \K olduğu varsayılır. r, K’nın içinde olmadığı için K ile birleşmeli )(GM A  alt 

gruplarının bir )( , cc LH  çifti, )( cHr  , cL ’nin bir alt kümesi olmayacak biçimde vardır. 

)(11
n
c

r Hf ’li 11
rf J∈  elemanı, cL ’nin bir alt kümesi olmayacak biçimde elde edilir. 

Bunun anlamı rf11 ’nin *K  içinde olmadığı ve J’nin *K ’nin bir alt küme olmadığıdır. 

Bu yüzden K=I ve I tek olur.  



 27 

Her bir [ ])(cθ  denklik sınıfı için cc HL =  veya { }0=cL  olacak biçimde I’yı 

)(GM A ’nin bir ideali olsun. Bu her )(cθ  yörüngesi için { }0))(( =cI θ  olduğunu veya 

I’nın cu  idempotent fonksiyonunu, birimi )(cθ  üzerinde ve sıfırı G \ )(cθ  üzerinde 

olacak şekilde içerdiğini belirtir. Aynı şekilde her )(cθ  yörüngesi için ya I, )(cθ ’yi 

sıfırlar; ya da I, )(cθ  üzerinde keyfi olarak etki yapar, böyle bir ideal bir sıfırlayıcı 

(annihilator) ideal olarak ifade edilir.  

I , )(GM A ’nin bir sıfırlayıcı ideali olsun. { }( ) 0,K v G i v i I= ∈ = ∀ ∈ , I 

tarafından yok edilmiş G deki elemanların kümesi olsun. I bir ideal olduğu için K, 

)(GM A -invaryant olur. K kümesi de A-invaryant olur.  

Asıl amaç, eğer I bir sıfırlayıcı ideal ise o zaman *II =
+  olduğunu 

göstermektir.  

/r  , )(GMr A∈  için K üzerinde r ile uyumlu olan )(GM A  de bir fonksiyon ve 

G\K üzerinde bir sıfır ve +r  , G\K üzerinde r ile uyumlu olan )(GM A  de bir fonksiyon 

ve K üzerinde bir sıfır iken /rrr +=
+  ayrışım elde edilebilir. Her 1 i≤ , j n≤  , 

+

=
r

ij
r

ij ff +
/r

ijf  için ve +
⊆

+

If r
ij  iken /rrr +=

+ = +
+ rr /

 elde edilir.  

Herhangi ));(( GGMMatA An∈  matrisi r
ijf  üreteçleri içinde bir ifadedir. Her 

r
ijf  , 

/r
ij

r
ij ff +

+

 yazılsın ve her 
+r

ijf ’nın +I ’ya ait olduğu varsayılsın. +I  idealinin 

modülü için; /AA −  , +I  da ve /r  , G\K da sıfır iken /A  ; 
/r

ijf  matrislerinde bir 

gösterim olacak şekilde bir /A  matrisi elde edilir.  

Şimdi A, *I  içinde olsun. Yukarıdan itibaren +
+= AAA /  olacak şekilde bir 

*/ IIA ⊆∈
+  matrisi vardır ve r(G\K)={ }0  iken /A , r

ijf  formunun elementer matrisleri 

tarafından üretilir. A, *I ’nın içinde olduğu için /A , *I  nın içinde olur. /A  nün 

üreteçlerinin yapısı gereği tüm ∈v (G\K) n  ler için /A (v)=0 elde edilir. /A , *I ’ya ait 

olduğu için tüm nKv ∈  ler için /A (v)=0 dır. Bir sonraki önermede /A =0 ilişkisinin 

kurulması gerekmektedir. Bu +
∈ IA  ile buradan +I = *I  olmayı gerektirir.  
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Sonuç 3.3.1.  

 

Eğer )(GM A ’nin her ideali bir sıfırlayıcı ideal ise o zaman I → *I = +I  ile verilen 

)(GM A  idealleri ile nMat ( )(GM A ;G) idealleri arasında bire bir bir ilişki vardır.  

Şimdi tüm idealleri sıfırlayıcı ideal olan merkezleyen yakın halkaları 

gösterilecektir. G bir sonlu grup ve A, Aut(G)’nin bir alt grubu olsun. 1S  A’nın 

stabilizer alt gruplarının kümesini yani 1S ={stab(a) Ga ∈ }’yi göstersin. Herhangi 

pozitif k tamsayısı için A, kG  üzerinde çift yönlü etkilenir. kS , kG  üstünde etki yapan 

A’nın stabilizer alt gruplarının bir kümesi yani kS ={stab(a) kGa ∈ } olsun. Açıkça 

⊆⊆⊆ 321 SSS …. olur.  

 

Önerme 3.3.3.  

 

G bir sonlu grup ve A, Aut(G)’nin bir alt grubu olsun.  

(i) Eğer 1S  küme kesişimi altında kapalı ise, o zaman )( 2GM A  nin her ideali bir 

sıfırlayıcı ideal olur.  

(ii) 1S ’in küme kesişimi altında kapalı olmadığını varsayalım. O zaman kS  küme 

kesişimi altında kapalı olacak şekilde bir pozitif k tamsayısı vardır. Üstelik 

)( 1+k
A GM ’nin her ideali bir sıfırlayıcı idealdir.  

 

İspat: (i) (a,b) 2G∈  seçilsin. Yalnızca ),( baH ’nin )( 2GM A -alt modüllerinin 

),( baH  ve {(0,0)} olduğu görülebilir. S küme kesişimi altında kapalı olduğu için 

stab(c)=stab(a) ∩ stab(b)=stab(a,b) olacak şekilde Gc ∈  vardır. Bu yüzden 

stab(c,0)=stab(a,b) ve ),( baH = )0,(cH ’dır.  

L’nin, )0,(cH ’ın bir sıfır olmayan )( 2GM A  alt modülü olduğunu varsayalım. O 

zaman L, 0≠x  iken, (0,x) formunun bir elemanını içerir. Her ∈r )( 2GM A  için 

r((c,0)+(0,x))-r(c,0)∈L’dir. Dikkat edilirse (c,x) ve (c,0), 2G ’nin farklı A 

yörüngelerinde yer almaktadırlar. Bu yüzden (c,0) yörüngesinde birimli ve başka yerde 
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sıfır olan )( 2GM A  içinde bir e  fonksiyonu vardır. e(c,x)-e(c,0)=-(c,0)∈L elde edilir. 

Bu yüzden (c,0) L∈  ve L= ( ,0)cH = ( , )a bH  olur. Bunun anlamı ( , )a bH ’nin )( 2GM A -basit 

olduğu ve )( 2GM A ’nin her idealinin bir sıfırlayıcı ideal olduğudur.  

(ii) A sonlu olduğu için A’nın sadece sonlu çoklukta alt grubu vardır. 

1 2 ...,S S⊆ ⊆  olduğu için, 1k kS S
+

=  olacak şekilde k mevcuttur. Şimdi tüm m k≥  lar 

için m kS S=  olduğuna bakılacaktır. 2
1 1 2( ,..., , , ) k

k k ka a a a a G +

+ +
= ∈  olsun. O zaman 

1 1( ,..., , )k ka a a
+

 ve (0,…,0, ∩ 2ka
+

), 1kG + ’in içinde iken  

stab(a)=stab( 1 1,..., ka a
+

) ∩ stab(0,…,0, 2ka
+

) 

olur. 1k kS S
+

=  olduğundan stab(b)=stab( 1 1,..., ka a
+

)olacak şekilde kGb∈  vardır. Bu 

yüzden stab(b, 2ka
+

)=stab(a) ile (b, 2ka
+

) 1kG +
∈  ifade edilebilir. Bu gösterir ki, 

stab(a) 1kS
+

∈ ’dir ve böylece 2 1k kS S
+ +

=  dir. Devamında her m k≥  için m kS S=  

sonucuna varılır. Eğer , ka b G∈  ise, o zaman 2( , ) ka b G∈ ve 

stab(a,b)=stab(a) ∩ stab(b)∈ 2k kS S=  olur. Bu yüzden kS  kesişim altında kapalıdır. 

Benzer yollarla, 2( )k
AM G + ’nin tüm ideallerinin sıfırlayıcı idealler olduğu görülür. I, 

( )AM G ’nin bir sıfırlayıcı ideali değilse, o zaman I +  nın *I  ya denk olmasının 

gerekmediğini görmek için bir örnek verilebilir:  

 

Örnek 3.3.1.  

 

G={0,a,2a,3a} 4. mertebeden (toplamsal) devirli grup ve ( )x xσ = −  iken 

A=Aut(G)=(i,σ ) olsun. G’nin A-yörüngeleri {a,3a}, {2a} ve {0}’dır. { }0,2aLa ≡ ’ın 

aHG = ’nın bir ( )GM A  alt modülü olduğu doğrulanabilir. Böylece ( )GM A  yakın 

halkası, ( ) ( ) { }{ }, 0A a aI r M G r G L r L= ∈ ⊆ =  biçiminde sıfırlayıcı olmayan bir I 

idealine sahip olur.  

Görülür ki ( )( )GGMMat An ;  içinde +I  , *I ’ın bir has alt kümesidir.  

Devamında LLa =  olduğu görülebilir.  
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Lemma 3.3.1.  

 

Eğer ( )GMr A∈  ise o zaman her Gx ∈  ve Lkh ∈,  için,  

( ) ( ) ( ) ( )kxrkhxrxrhxr +−++=−+  

olur.  

 

İspat: Eğer h=0 veya k=0 ise, sonuç basitçe doğru olur. { }0,2aL =  olduğu için, 

h=k=2a durumuyla karşı karşıya kalınır. Bu durumda ( ) ( )xrhxr −+ , L içinde 

olduğundan  

( ) ( ) ( ) ( )hxrhhxrkxrkhxr +−++=+−++  

       

( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )

r x r x h

r x h r x

r x h r x

= − +

= − + −

= + −

 

olur.  

 

Lemma 3.3.2.  

 

Her ( )GMr A∈ , nGx ∈  ve nLkh ∈,  için nji ≤≤ ,1  iken  

( ) ( ) ( ) ( )kxfkhxfxfhxf r
ij

r
ij

r
ij

r
ij +−++=−+  

olur.  

 

İspat: Lemma 3.3.1. ile elde edilmesi açıktır.  

 

Lemma 3.3.3.  

 

Her ( )( )GGMMatA An ;∈  , nGx ∈  ve nLkh ∈,  için  

( ) ( ) ( ) ( )kxAkhxAxAhxA +−++=−+  

elde edilir.  
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İspat: A’nın değeri üzerinden tümevarım kullanılabilir. Eğer ( ) 1=Aw  ise 

Lemma 3.3.2. kullanılır. Değerleri k’dan küçük olan matrisler için sonuçların doğru 

olduğunu ve A’nın, değeri k olan bir matris olsun. B ve C’nin k’dan küçük değerlere 

sahip iken, eğer A=B+C ise A nın istenilen özelliğe sahip olduğu açıktır. B ve C’nin 

k’dan küçük değerlere sahip iken A=BC olsun. nL , nG ’nin bir ( )( )GGMMat An ;  alt 

modülü olduğundan, herhangi bir D matrisi ile bazı nı Lh ∈  ler için 

( ) ( ) hxDhxD ′+=+  elde edilir. Bu yüzden B ve C üstünde tümevarım hipotezini 

kullanarak  

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )                                     ı

A x h k A x k BC x h k BC x k

B C x k h B C x k

+ + − + = + + − +

= + + − +  

         

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( ) ( )

ı ı ı

ı

B C x k h B C x k

B C x h B C x

BC x h BC x

= + + − +

= + −

= + −

 

elde edilir. 

 

Lemma 3.3.4.  

 

Her Ir ∈ , tüm nGx ∈  ve nLh ∈  ler için ( ) ( )xfhxf r
ij

r
ij =+  dir.  

 

İspat: r, I’nın içinde olduğundan, her y için ( ) { }0,2aLyr =∈  olur. Eğer Gx ∈ , L 

içinde değilse o zaman her Lh ∈  için x ve x+h’nin ikisi de { }aa 3,  yörüngesindedir. 

Bunun anlamı ( ) ( )xrhxr =+  olduğudur. Eğer Ix ∈  ise o zaman her Lh ∈  için 

( ) ( ) 0==+ xrhxr  olur. Böylece her Ir ∈ , Gx ∈  ve Lh ∈  için ( ) ( )xrhxr =+  elde 

edilir.  

 

Lemma 3.3.5.  

 

A, +I  içinde bir matris olsun. O zaman tüm nGx ∈  ve nLh ∈  için,  

( ) ( )xAhxA =+ .                                                                                                 (3.1) 



4. MERKEZLEYEN YAKIN HALKALAR, MATRİS YAKIN HALKALARI ve 

DEVİRLİ P-GRUPLARI 

 

 

 Eğer her 2m ≥  için G sonlu bir grup ve A , G nin otomorfizmlerinin bir grubu 

olursa mM ( AM (G);G) matris yakın halkasının AM ( mG ) merkezleyen yakın halkasının 

alt yakın halkası olduğu belirtilecek, mM ( AM (G);G) : AM ( mG ) in bir has alt yakın 

halkası olması halinde ve eğer A ile G abelyan olursa mM ( AM (G);G)= AM ( mG ) 

eşitliğinin sağlanmasını gerektiren koşullar ayrıca verilecektir. G bir devirli p-grubunun 

otomorfizmlerinin her A grubu için ya G nin tüm sıfırdan farklı yörüngelerinin tek 

tipten olduğu ya da p tek iken G nin yörüngelerinin hiç birinin tek tipten olmadığı 

veyahut üçüncü bir olasılıkla p=2 iken yani özellikle G nin yörüngelerinden birinin tek 

tipten olduğu gösterilecektir. Bu bölüm için aksi belirtilmedikçe Smith ve Van Wyk 

(2005) temel kaynak olarak alınmıştır. 

G sonlu bir grup olup toplamsal fakat abelyan olması gerekmez. A , G nin 

otomorfizmlerinin bir alt grubu yani G nin AutG otomorfizmleri grubunun bir alt grubu 

olsun. (A,G) çifti ile belirlenen ( )AM G ={ f :G →G ( )f vα = ( )f vα , ∀ Aα ∈ , Gv ∈  , 

(0) 0f = } merkezleyen yakın halkası elde edilir. ( )AM G  ,  fonksiyon toplama ve 

bileşke işlemi altında bir yakın halka oluşturur. 2m ≥  için mG  ifadesi G ⊕ G ⊕ … 

⊕ G biçiminde, G nin m tane direkt toplamını göstersin. mG  nin elemanlarını ( 1 ,..., mv v ) 

olarak yazarak G otomorfizmlerinin bir A grubu mG  otomorfizmlerinin bir A  grubuna 

kadar genişletilebilir:  

Eğer Aα ∈  ve ( 1 ,..., mv v )∈
mG  olursa o zaman α ( 1 ,..., mv v ):=(α ( 1v ),…( ( )mvα ) 

olur. Bununla birlikte G nin otomorfizmlerinin A grubuna karşılık gelen mG  

otomorfizmlerinin A  grubundan ayırt edilemez. Bu yüzden G nin otomorfizmlerinin A 

grubunu vermekle mG  otomorfizmlerinin genişletilmiş A grubu yazılır ve böylece 

AM ( mG ) merkezleyen yakın halkası elde edilebilir.  

AM ( mG ) yakın halkası elementer matrisler olarak adlandırılan özel elemanlar 

içerir. Her r ∈ ( )AM G  ve 1 ,i j m≤ ≤  için elementer r
ijf  matrisi, jrv  i. inci yeri ifade 
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etmek üzere r
ijf :( 1 ,..., mv v ) →(0,0,0,…, jrv ,0,…,0) olarak tanımlanan r

ijf : mG → mG  

fonksiyonudur. Her elementer r
ijf  matrisi, AM ( mG ) nin bir elemanı olduğu kolayca 

görülebilir. ( )AM G  üzerine m m×  mertebeden matris yakın 

halkası;,{ r
ijf r ∈ ( )AM G ,1 ,i j m≤ ≤ } elementer matrislerinin kümesi tarafından 

üretilen AM ( mG ) nin alt yakın halkası olarak ifade edilebilir. Bu matris yakın halkası 

mM ( AM (G);G) ile gösterilecektir. Bunun sonucunda mM ( AM (G);G) ⊆ AM ( mG ) elde 

edilir. Birinci olarak 
mM ( AM (G);G)= AM ( mG ) eşitliği olacak biçimde (A,G) çiftleri 

üzerinde bulunan genel problemler ve ikinci olarak 
mM ( AM (G);G) AM ( mG ) öz 

kapsamı olacak şekilde (A,G) çiftleri üzerinde bulunan genel problemler sağlanır ve bu 

problemler Smith ve Van Wyk’da (1996) başlamış, Oswald ve ark.’da (2001) devam 

ettirilmiştir. Buna göre aşağıdakiler bilinebilir:  

(i) Eğer bir homomorfik görüntü olarak ( )AM G  sıfırdan farklı halkaya sahip ise 

Oswald ve ark.’da (2001) 
mM ( AM (G);G) AM ( mG ) dir.  

(ii) Eğer G sıfırdan farklı bir has ( )AM G  alt modülüne sahip bir ( )AM G  

invaryant alt grubuna sahip ise Oswald ve ark.’da (2001) mM ( AM (G);G) AM ( mG ) 

dir.  

(iii) Eğer A , G üzerinde fixed point free ve ( )AM G  halka değil ise Smith ve 

Van Wyk (1996) için Teorem 3.2.1 ye göre mM ( AM (G);G)= AM ( mG ) dir.  

(iv) A, G ve ( )AM G  üzerinde aşağıdaki durumlar düşünülebilir:  

I. ( )AM G  yukarıdaki (i) ile karşılaştırmalı biçimde homomorfik görüntü olarak 

sıfırdan farklı bir halkaya sahip değildir.  

II. G yukarıdaki (ii) ile karşılaştırmalı biçimde sıfırdan farklı bir has ( )AM G  alt 

modülüne sahip olan bir ( )AM G  alt grubuna sahip değildir. 

III. A ve G abelyandır.  
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IV. Tüm ,v w G∈  için ( )Astab v ∩ ( )Astab w = ( )Astab x  ile x G∈  vardır. v G∈  

için stabA(v) , A nın bir alt grubu olan { Aα ∈ v vα = } v’nin stabilizeridir. Eğer 

karışıklık olmaz ise ( )Astab v ’nin yerine stab(v) yazılabilir.  

V. Farz edelim ki wvvv n ,,...,, 21  , 1( )stab v ∩…∩ ( )nstab v = ( )stab w  ile G için 

de vardır. O zaman 1 1( ... )n nstab r v r v+ + = ( )stab w  olacak şekilde en az bir ir  tersine 

sahip nrr ,...,1 ∈ ( )AM G  fonksiyonları vardır.  

Eğer A, G ve ( )AM G , I-V durumlarını sağlarsa o zaman Oswald ve ark.’dan 

(2001) ve 
mM ( AM (G);G)= AM ( mG ) olur.  

Bu bölümün amacı; mM ( AM (G);G)= AM ( mG ) için bir G devirli p-grubunun A 

otomorfizmlerinin gruplarını karakterize etmektir.  

 

 

4.1. Temel Sonuçlar 

 

Aut(G) nin bir A alt grubunun bir G grubu üzerindeki etkisi G’yi farklı A 

yörüngelerine ayırır. A yörüngeleri yerine yörüngeler yazılabilir. v G∈  için ( )vθ  , v ’yi 

içeren bir yörünge yani ( )vθ ={ v Aα α ∈ } olsun.  

Her zaman (0) {0}θ =  sıfır yörüngesi elde edilebilir. Fakat dikkat edilmesi 

gereken sıfırdan farklı G yörüngelerinedir. 1v θ∈  ve 2w θ∈  ikilisi stab(v)=stab(w) 

olacak şekilde var ise sıfırdan farklı iki 1θ  ve 2θ  biçimindeki G yörüngesi denktir diye 

ifade edilir. Her ne zaman G de sıfırdan farklı w , stab( w )= stab(v) olacak şekilde 

bulunursa o zaman ( )w vθ∈  den hareketle sıfırdan farklı bir ( )vθ  yörüngesi tek tipten 

bir yörünge olarak ifade edilebilir. Bunun anlamı bir yörünge tek tiptir ancak ve ancak 

diğer bir yörüngeye denk değilse. a G∈  için a  a’nın mertebesini göstersin ve 

(U a )={b G∈ b = a } olsun. Dikkat edilirse, eğer A , Aut(G) nin bir alt grubu ise o 

zaman ( )aθ ⊆ ( )U a  dir. Çünkü bir otomorfizm bir elemanın mertebesini değişmez 

kılar. Dahası eğer G sonlu devirli ve ( )aθ  tek tipten bir yörünge ise o zaman 

( )aθ = ( )U a  dır.  
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Lemma 4.1.1.  

 

G sonlu devirli bir grup; a,b∈G ve A , Aut(G) nin bir alt grubu olsun.  

(i) Eğer b = a  ise o zaman, stab(a)=stab(b) dir.  

(ii) Eğer ( )aθ  tek tip bir yörünge ise, o zaman ( )aθ = ( )U a  dır.  

 

İspat: Sadece (i) nin ispatı verilebilir, çünkü (ii) direkt olarak (i)’den ve tek tip 

yörüngenin tanımından çıkar.  

(i) Eğer a,b∈G ve b = a  ise o zaman b∈ a〈 〉 , G’nin tek devirli alt grubu a  

tarafından üretilir. Sonuç olarak tüm x= a〈 〉  lar için ( )xα =x den a ∈stab( a ) ise 

özellikle ( )bα =b olduğu görülür. Bu sebeple stab(a) ⊆ stab(b) dir. Benzer şekilde 

stab(b) ⊆ stab(a) dır.  

Her hangi S kümesi için, S nin kardinalitesi S  sembolü ile gösterilir. Eğer k ve 

l  pozitif tam sayılar ise o zaman k ve l ’nin en büyük kardinalite derecesi, (k, l ) ile 

gösterilir.  

Eğer G bir devirli p-grubu ve A=Aut(G) ise o zaman Önerme 4.1.1 de G’nin her 

sıfırdan farklı yörüngesinin tek tipten olduğu gösterilecektir.  

 

Lemma 4.1.2.  

 

G sonlu devirli bir grup ve a = b  ile birlikte a,b∈G verilsin. O zaman ( )a bσ =  

olacak şekilde ( )Aut Gσ ∈  vardır.  

 

İspat: G n=  ve k>l ile a b k= =  olduğu varsayılsın. (Eğer k=l ise o zaman 

ispat edecek bir şey yoktur). k , n’yi böldüğü ve G , G n= ’yi bölen her mertebeden bir 

tek alt gruba sahip olduğu için G , k mertebeli bir tek alt gruba sahiptir yani ba =  

dir. ab ∈ 〈 〉  olduğu için b= al  ve (k,l)=1 olacak şekilde l vardır. 1p , 2p ,… sp  , n’yi 

bölen fakat l’yi bölmeyen asal sayılar olsun. k’yı bölen böyle asal sayıların var olduğu 

görülebilir. r = 1p 2p … lkps +  olsun. 
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(r,n)=l olduğuna gösterilsin. p’nin n’yi bölen bir asal sayı olduğunu kabul 

edelim. Eğer p , l’yi bölmezse, o zaman p, 1p , 2p ,… kps  yı bölemez. Bu yüzden p r’ye 

bölünmez. Eğer p , l’ye bölünmez ise, o zaman 1 i s≤ <  biçimindeki i’ler için 

ip p= ’dir. Dolayısıyla p, 1p , 2p ,… kps ’ya bölünür ve bundan dolayı p, r’ye bölünmez. 

Bu (r,n)=1 demektir.  

(r,n)=l olduğundan v G∈  için ( )r v rvσ =  tarafından tanımlanan :r G Gσ →  

fonksiyonu G’nin bir otomorfizmidir.  

Üstelik a k=  olduğu için ( )r a raσ = = ( 1p 2p … lkps + )a=la=b elde edilir.  

 

Önerme 4.1.1.  

 

G’nin devirli p-grubu ve A=Aut(G) verilsin, o zaman G’nin her sıfırdan farklı 

yörüngesi tek tiptendir.  

 

İspat: Lemma 4.1.2’ye göre belirli mertebeden tüm G elemanları bir yörüngeyi 

oluşturur. Dahası G , ip , (i=1,2…,n) mertebeden 1ip −  elemanlarına sahip olduğundan 

tüm sıfırdan farklı yörüngeler farklı kardinalitelere sahiptir. Grup etkileri teorisine göre  

( )
( )

A
Stab a

aθ
=                                                                                               (4.1) 

elde edilir.  

Bu nedenle, sıfır değeri olmayan farklı yörüngelerde elemanların stabilizerleri, 

farklı kardinal sayılarına sahiptir ve böylece tüm bu stabilizerler farklı olur. Sonuç 

olarak, G’nin sıfır değeri olmayan her yörüngesi tek tiplidir.  

Dikkat edilirse Önerme 4.1.1 genelde sonlu devirli gruplar için sağlamaz. 

Örneğin, eğer 6v Z∈  için 5 ( ) 5vσ = v olduğu yerde 6G Z=  ve A=Aut (G)={id, 5σ } ise o 

zaman (1) {1,5}θ = ve (2) {2.4}θ =  ve böylece Stab(1)={id}=Stab(2) olduğu için (1)θ  

tek tipten değildir. Bu örnek ayrıca Lemma 4.1.1 (ii) de (1) (1)Uθ =  olduğu için tersinin 

doğru olmadığını göstermektedir.  

Birinci kısımdaki (i)’ye bakılırsa, bir ( )AM G  merkezleyen yakın halkasının 

homomorfik bir görüntüsü olarak sıfır değeri olmayan bir halkaya sahip olup 
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olmadığına karar verilebileceğini düşündürmektedir. Smith (1995) ve Bagley (1996) 

göstermektedir ki eğer sıfır değeri olmayan bir R halkası ( )AM G ’nin homomorfik bir 

görüntüsü ise o zaman R cisimlerin bir direkt toplamıdır. Bu sebeple ( )AM G  

homomorfik görüntüsü olarak sıfırdan farklı bir halkaya sahip olması için gerek ve yeter 

şart ( )AM G  nin bir homomorfik görüntüsü olarak bir cisme sahip olmasıdır.  

 

Önerme 4.1.2.  

 

G sonlu bir grup ve A’da Aut (G)’nin bir alt grubu olsun. Eğer ( )AM G  bir 

homomorfik görüntü olarak sıfır değeri olmayan halka ise, o zaman G tek tipten bir 

yörüngedir.  

 

İspat: 1( ),..., ( )tv vθ θ , G nin sıfırdan farklı yörüngeleri olsun. Her ( )ivθ  ile 

birlikte GGei →:  nin 

( )
( ), eğer 

0 , diger durumda
i

i

x x v
e x

θ ∈
= 


 

olarak tanımlandığı durumda birleşimli idempotent ( )i Ae M G∈  fonksiyonu elde edilir.  

( )AM G ’nin bir homomorfik görüntüsü olarak, sıfırdan farklı bir halka olduğunu kabul 

edelim. O zaman, yukarıda belirtildiği gibi ( )AM G  bir homomorfik görüntüsü olarak 

bir F cismine sahiptir. : ( )  AM G Fψ → nin örten bir homomorfizm olduğu farz edelim. 

1= 1e +…+ te  ve (1) 1ψ =  olduğundan 1( ) 1eψ =  ve 1 i n≤ ≤  iken bazı i’ler için 

( ) 0ieψ ≠  dır. Böylece ( ) Fe ∈1ψ  idempotent olduğu için ( ) 1ieψ =  olur. Eğer 1j ≠  ise 

o zaman 10 je e=  ve böylece  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 00.1 11 ===== ψψψψψψ jjjj eeeeee                                             (4.2) 

olur.  

1( )vθ ’in tek tip bir yörünge olduğu görülür. stab(w)=stab 1( )v  olacak şekilde 

G’de w ≠ 0 olsun. Bazı j 1≠  için ( )jw vθ∈  olduğunu kabul edelim. O zaman Betsch 

Lemması Meldrum (1985) ve Pliz (1983) ile ( )1vθ  in sıfırı olan s  ve ( )wθ ’nin sıfırı 
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olan r ile beraber r(w)= 1v  ve ( )is v w=  olacak şekilde r ve s fonksiyonlarını içerir. Bu 

rs= 1e  ve sr= je  olmayı gerektirir. Fakat daha sonra (4.2) ile birlikte,  

11 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0je rs r s s r sr eψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ= = = = = = =  dır. Bu çelişki; 

j=1 ve böylece w∈ 1( )vθ  olduğunu gösterir ve buradan 1( )vθ  in tek tip yörünge olduğu 

sonucu çıkar.  

Şimdi G’nin A , Aut(G)’nin bazı alt grupları için tek tip yörüngeye sahip 

olduğunu farz edelim. Bu ( )AM G  nin homomorfik bir görüntüsü olarak sıfırdan farklı 

bir halkaya sahip oluşunu incelemeyi gerektirir. G’nin devirli olduğu zaman Smith ve 

Van Wyk (2005) gereğince bunun cevabının ‘’evet’’ olduğu görülecektir.  

Sıfır olmayan w∈G için Stab(w) ⊇ Stab(v) her ne zaman olursa Stab(w)=Stab(v) 

olduğu taktirde, G nin bir sıfır olmayan ( )vθ ∈G yörüngesine “minimal yörünge” 

denilir. Böylece ( )vθ  bir minimal yörünge olması için gerek ve yeter şart stab(v)’ nin 

A’nın bir ( )vθ  stabilizer alt grubu olarak maksimal olmasıdır.  

φ  Euler’in fi fonksiyonunu göstersin. Hatırlanacağı üzere eğer p bir asal sayı ise 

ve 1l ≥  ise o zaman ( ) 1−
−=

lll pppφ  olur. Ayrıca eğer sppp ,...,, 21  farklı asallar olursa 

o zaman 1 2

1 2( ... )sll l
sp p pφ = 1 2

1 2( ) ( )... ( )sll l
sp p pφ φ φ  olur. Sonuç olarak, eğer 1 2 ... sp p p< < <  

ise o zaman 1 1l >  veya 1s >  yani 1 2

1 1 2 ... sll l
sp p p p<  iken  

1 2

1 1 2( ) ( ... )sll l
sp p p pφ φ<                                                                                       (4.3) 

olur.  

 

Lemma 4.1.3.  

 

G trivial olmayan sonlu devirli bir grup ve A=Aut(G) olsun. O zaman G aynı 

zamanda minimal olan tek tip yörüngedir.  
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İspat: 1s ≥  iken 1 2

1 1 2 ... sll l
sp p p p<  ve s>1  iken 1 2 ... sp p p< < <  nin ile G  nin 

asal ayrışımı verilsin .Eğer k>1 için k , G  nin bir böleni ise o zaman k mertebeli G’nin 

elemanlarının sayısı φ (k) dır. Üstelik eğer G’de y =k olacak şekilde y varsa o zaman 

Lemma 4.1.2 ile ( )yθ = ( )U y  ve dolayısıyla ( )yθ = ( )kφ  , böylece eğer G deki v , 

1v p=  olacak şekilde ise o zaman 1w p≠  ile birlikte G de herhangi sıfırdan farklı w 

için 1p w<  elde edilir ve dolayısıyla (4.3)’den ( )vθ = ( ) ( ) ( )wwp θφφ =<1  sonucuna 

ulaşılır. Bu nedenle (4.1) gerektirir ki, ( )vθ  tek tip bir yörüngedir ve ayrıca ( )vθ  

minimal bir yörüngedir.  

 

Teorem 4.1.1.  

 

G sonlu devirli bir grup ve A , Aut(G)’nin alt grubu olsun. O zaman, ( )AM G  nin 

bir homomorfik görüntü olarak sıfırdan farklı bir halkaya sahip olması için gerek ve 

yeter koşul G nin tek tip bir yörüngeye sahip olmasıdır.  

Birinci kısımdaki (ii) den, sıfırdan farklı bir has ( )AM G  alt modülüne sahip iken 

G’nin bir ( )AM G  invaryant alt grubuna sahip olup olmadığının nasıl belirleneceği 

düşünülebilir.  

 

Önerme 4.1.3.  

 

G asal mertebeli bir devirli grubu olsun ve A, Aut(G) nin bir alt grubu olsun. O 

zaman ( ( ); ) ( )m
m A AM M G G M G=  olması için gerek ve yeter koşul A Aut(G) 

olmasıdır.  

 

İspat: p asal ile G p=  olsun. G devirli olduğu için G’nin otomorfizmlerinin 

her A grubu, G üzerinde sabit nokta olmadan etki eder. Eğer A Aut(G) ise o zaman 

( )AM G  bir halka değildir ve böylece birinci kısımda verilen (iii) den  
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( ) ( )m
AAm GMGGMM =);(  olur. Eğer A=Aut(G) ise o zaman ( )AM G  bir halkadır ve 

aslında GF(p) cismi olur, böylece ( ( ); )m AM M G G  bir halka olduğu için 

( )( )GGMM Am ; ( )m
A GM  dir ama ( )m

AM G  bir halka değildir. Bundan böyle G, 2n ≥  

iken p asallı np  mertebeli devirli olarak kabul edilebilir. Hatırlanacağı üzere G’nin her 

otomorfizmi  

v G∈  için (r,p)=1 iken ( )r v rvσ =                                                                     (4.4) 

formuna sahiptir. 

Aşağıda verilen Aut(G) için daha fazla bilgi Dummit ve Foote’de (1999) 

verilmektedir.  

 

Lemma 4.1.4.  

 

G, 2n ≥  iken p asallı np  mertebeli bir devirli grup olsun. O zaman  

(i) Aut(G), 2p ≠  iken 1np − (n-1) mertebeli devirli olur.  

(ii) Aut(G), 2 mertebeli devirli bir grubun direkt bir çarpımıdır ve p=2 iken 22n−  

mertebeli devirli gruptur.  

 

 

4.2. p Tek Sayı İken Bir Devirli G p-Grubu  

 

Bu kısımda 2n ≥  ve p tek sayı iken G devirli bir p-grubu olarak verilip Teorem 

4.1.1 den başlayarak Teorem 4.2.1 ve ilk kısımda verilen I şartı sağlanacak biçimde 

Aut(G)’nin A alt grupları için ilk kısımda verilen II şartı sağlanacak biçimde Aut (G)’nin 

A alt grupları karakterize edilecektir. İlk olarak Aut (G)’nin alt gruplarının iç yapısını 

çalışmak için üç lemma kullanılacaktır. 4-1 de hatırlanacağı üzere, Ga ∈ için a  gibi aynı 

mertebeli G’nin elemanlarının kümesi ( )U a  ile gösterilir.  
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Lemma 4.2.1.  

 

G:= x〈 〉 , 2n ≥  iken bir p tek sayısı asal ve np  mertebeli devirli bir grup olsun. O 

zaman  

(i) 1( ) ( ) ... ( ) {0}nG U x U px U p x−
= ∪ ∪ ∪ ∪ , ayrık birleşmeli; 

(ii) ( )iU p x = 1 ( 1)n i n ip p p− − −
− − , i=0,1,…,n-1;  

(iii) B, 1np −  mertebeli devirli ve C 1p −  mertebeli devirli iken Aut(G)= B C×  ve 

B = { rσ ∈Aut(G) 1r ≡ (modp)}=stab( 1np x− );  

(iv) Eğer ( )GAutr ∈σ  ise sabit noktasız olması için gerek ve yeter Br ∉σ  

olmasıdır.  

(v) Stab(v) G de her sıfırdan farklı v için B’nin bir alt grubu olur.  

(vi) Aut(G) nin stabilizer alt grupları, stab(x)={id}, stab(px),…,stab( 1np x− ), 

stab( np x )=stab(0)=Aut(G) dir ve bunlar alt grupların doğrudan artan bir zinciri 

formundadır.  

(vii) ( ( )istab p x = ip , i=0,1,…,n-1 dir. 

 

İspat: (i) G nin her elemanının mertebesi p’nin bir kuvvetidir.  

(ii) 0 1i n≤ ≤ −  olsun. ip x = n ip −  olduğu için Lemma 4.1.3 deki gibi φ  

Euler’in phi  fonksiyonunu olmak üzere ( )iU p x = ( )n ipφ − = n ip − - 1n ip − −  yazılır. 

(iii) İlk kısmı Lemma 4.1.4(i) dir. Daha sonra kolayca görülür ki,  

{ rσ ∈Aut(G) 1r ≡ (modp)}, Aut(G) nin bir alt grubudur ve 

{ rσ ∈Aut(G) 1r ≡ (modp)}={ 10. 1 1. 1 ( 1). 1
, ,..., np p p p

σ σ σ −+ + − +
} 

olur.  

Böylece bu alt grup, 1−np  mertebeli Aut(G)’nin tek alt grubudur ve bu sebeple 

B={ rσ ∈Aut(G) 1r ≡ (modp)} dır. Son olarak, eğer rσ ∈Aut(G) ise; o zaman (iii) 

sağlanacak biçimde  
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 rσ ∈stab( 1np x− ) 

 ⇔
1 1n nrp x p x− −

=  

 ⇔
1( 1)) 0nr p x−

− =  

 ⇔ p , 1r − ’i böler  

 ⇔ 1(mod )r p≡  

olur.  

(iv) rσ ∈Aut(G) olsun ve bazı sıfırdan farklı v ∈G ler için ( )r v vσ =  verilsin. O 

zaman rv v=  ve böylece ( 1) 0r v− =  gerektirir ki; p , 1r − ’i böler yani ( )pr mod1≡  

dir. Bu yüzden, (iii) gereğince, rσ ∈B olur.  

Tersine, eğer rσ ∈B ise, (iii) gereğince, rσ ∈stab( 1np x− ) ve böylece rσ  sabit 

noktasız değildir.  

(v) Bu (iv)’den direkt olarak görülür. 

(vi, vii) Lemma 4.2.1 (ii) ve Önerme 4.1.1 den görülür ki, i=0,1,…n-1 için 

( ) ( )i ip x U p xθ =  dir ve buradan (ii) gerektirir ki,  

1 ( 1)n ip p− −
− =

1( ) ( 1)
( ) (

( ) ( )

n
i i

i i

Aut g p p
U p x p x

stab p x stab p x
θ

−
−

= = =

 

olur. 

Sonuç olarak ( ) ii pxpstab =  yazılır.  

 

Lemma 4.2.2.  

 

G, 2n ≥  iken p  asal tek sayısı ile np  mertebeli devirli bir grup olsun. A, Lemma 

4.2.1 deki gibi B ve C li Aut(G)= B C× ’nin bir alt grubu verilsin. Eğer G’nin tek tip bir 

A- yörüngesine sahip ise, o zaman B’nin bir /B  alt grubu, A= /B C×  olacak şekilde 

vardır.  
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İspat: G= x〈 〉  olsun ve 10 −≤≤ ni  iken G’nin ( )xpiθ  biçiminde tek tip bir A-

yörüngesi mevcut olduğunu varsayalım. (4.1) ile, Lemma 4.1.1 (ii) ve Lemma 4.2.1 (ii) 

gereğince, p-1, A  yı bölmeyi gerektirecek şekilde  

1 ( 1) ( )n i i
Ap p stab p x− −

− = ( )iU p x ( )i
Astab p x = ( )ip xθ ( )i

Astab p x = A  

olur. Bu yüzden Lemma 4.2.1 (iii) den görülür ki, C A⊆  dır ve böylece B’nin bazı /B  

alt grupları için A= /B C×  dir.  

 

Lemma 4.2.3.  

 

G:= x〈 〉 , 2n ≥  iken p  asal tek sayısı ile np  mertebeli devirli bir grup olsun. 

Aut(G)= CB ′×′ , Lemma 4.2.1’de olduğu gibi B, C ile ve B, C nin alt grupları 'B ve 'C  

ile Aut(G)= BA×  nin bir alt grubu verilsin. 0 1k n≤ ≤ −  iken / ,kB p=  olsun. Bu 

durumda,  

(i) A nın stabilizer alt grupları, ( ) ( ) k;0,1,.....,i  ,xpstabxpstab i
)G(Aut

i
A ==  

(ii) i k, .....,n-1=  için ( )i
Astab p x B′=  ;  

(iii) k<n-1 iken, ( ) ( ) ( )1 1,  ,......,k k np x p x p xθ θ θ+ − , A-yörüngelerinin hiçbiri tek tip 

değildir.  

 

İspat: İlk olarak bilindiği gibi Lemma 4.2.1 (v-vii) gereğince ve i=0,1,…,n-1 için,  

( ) ( ) == Axpstabxpstab i
)G(Aut

i
A ∩ ( )   i

Astab p x B′∩                           (4.5) 

(i) B, pn-1 mertebeli devirli olduğu için B′  nin pk mertebeli B nin tek devirli alt 

grubu olduğu ve böylece 0≤i≤k için, ( )xpstab i
)G(Aut  nin pi mertebeli B′  nün tek alt 

grubu olduğu Lemma 4.2.1 (v-vii) den görülür. Bu sebeple Pilz (1983) gereğince 

( )xp i
Astab = ( )xpstab i

)G(Aut  dir.  

(ii) (i) nin ispatındaki argümanlar gösteriyor ki i=k,………,n-1 iken 

/B ⊆ ( )xpstab i
)G(Aut  ve böylece Pilz’den (1983) görülür ki ( ) Bxpstab i

A ′=  dir.  

(iii) Eğer k<n-1 ise, o zaman (ii) gereğince B′  gibi aynı stabilizerli sıfırdan farklı en 

az 2 yörünge mevcuttur.  
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Teorem 4.2.1.  

 

G, 2n ≥  iken p  asal tek sayısı ile np  mertebeli devirli bir grup ve A, 

Aut(G)’nin bir alt grubu olsun. O zaman G nin tek tip bir A yörüngesi olması için gerek 

ve yeter koşul A=Aut(G) olmasıdır.  

 

İspat: Eğer A=Aut(G) ise o zaman Önerme 4.1.1 gereğince, G nin her A 

yörüngesi tek tip olur.  

Tersine G nin tek tip bir A yörüngesi olduğunu varsayalım. Lemma 4.1.1 

gereğince Aut(G)=BxC ve B ile C, Lemma 4.1.2 deki gibi iken A= B′xC olacak şekilde 

B nin bir B′  alt grubu vardır. B′ ≠⊆ B olsun. O zaman 1−< nk  iken kpB =  ve böylece 

( )1ppA k
−=  olur.  

xG =  olsun. Lemma 4.2.1 (iii) gereğince, ( ) ( ) ( )xpxpxp nkk 11 ,......,, , −+ θθθ  A-

yörüngelerinin hiçbiri tek tip değildir ve böylece G’nin tek tip bir A-yörüngesine sahip 

olduğu varsayıldığından dolayı, 0≤i<k biçiminde bazı i’ler için ( )xp i
θ  in tek tip olduğu 

görülür. Bu yüzden Lemma 4.1.1 (ii), Lemma 4.2.1 (ii, iii) ve Lemma 4.2.3 (i) 

gereğince; k=n-1 olmayı gerektirecek biçimde  

 

( ) ( )
( ) ( )( )

( )
( ),1

1
)(11

−=
−

=====−
−−− pp

p

pp

xpstab

A

xpstab

A
xpxpUpp ik

i

k

i
GAut

i
A

iiin
θ

  

 

yazılır. Bu çelişki göstermektedir ki, B′=B olur ve bundan hareketle A=BxC=Aut(G) 

sonucu çıkar.  

Önerme 4.1.1 ve Teorem 4.2.1, p tek iken bir devirli p-grubunun tek tipten 

yörüngelere sahip olduğu üzerine aşağıda olası iki ihtimali ortaya çıkarır.  

 

Sonuç 4.2.1.  

 

p tek iken bir G devirli p-grubu ve Aut(G) nin A bir alt grubu verilsin.  

(i) Eğer A=Aut(G) ise, o zaman G nin sıfırdan farklı A yörüngesi tek tiptir.  
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(ii) Eğer A Aut(G) ise, o zaman G, hiçbir tek tip A yörüngesi yoktur.  

 

İspat: (i) Önerme 4.1.1’e bakılabilir.  

(ii) Eğer n≥2 iken npG =  ise, o zaman Teorem 4.2.1 den sonuç çıkar. 

Eğer pG =  ve A Aut(G) ise, o zaman Mm(MA(G);G)=MA(Gm) olur ve böylece birinci 

kısımdaki (i) gerektirir ki; MA(G) homomorfik bir görüntü olarak sıfırdan farklı bir 

halkaya sahip olmaz. Bu yüzden, Teorem 4.1.1 gereğince G tek tip bir A- yörüngesine 

sahip değildir.  

Şimdi birinci kısımdaki II. şartı üzerinde durulacaktır.  

 

 

4.3. Temel Teorem  

 

Üzerinde düşünülen asıl problem, G bir devirli p-grubu için G’nin A 

otomorfizmlerinin grubunun 2≥m  iken  

( ( ); )m AM M G G = ( )m
AM G  

özelliğine sahip olup olmadığıdır. Halihazırda görülür ki,  

( ( ); )m AM M G G ⊆ ( )m
AM G  

eşitliği her zaman sağlar. Eşitliği için diğer yol olarak; A, G ve ( )AM G nin ilk kısımda 

verilen I-V koşullarını sağladığını göstermek yeterlidir.  

 

Lemma 4.3.1.  

 

G bir devirli p-grubu ve A , Aut(G) nin bir alt grubu olsun. O zaman ilk kısımda 

verilen III-V koşulları sağlanır.  

 

İspat: G devirli olduğundan III koşulu, Aut(G) nin tüm A alt grupları için 

sağlanır. Dahası, G bir devirli p-grup olduğundan, A nın stabilizer alt grupları bir zincir 

formundadır yani eğer ,v w ∈G ise stab(v) ⊆ stab(w) veya stab(w) ⊆  stab(v) olur ve 

böylece IV koşulu da sağlanır.  



 46 

Sonuç olarak eğer 1 ,..., ,nv v w  , stab( 1v )∩…∩ stab( nv )=stab( w ) iken G’de olur 

ise o zaman A’nın stabilizer alt gruplarının bir zincir oluşturduğu gerçeği gerektirir ki, 

bazı i , 1 i n≤ ≤  için stab( 1v )∩…∩ stab( nv )=stab( iv ) olur. ( )AM G  de ir := id  ve j i≠  

iken : 0jr =  biçiminde fonksiyonlar düşünülsün. O zaman 

stab( 1 1 ... n nr v r v+ + )=stab( iv )=stam( w ) olur ve böylece V koşulu sağlanır.  

Şimdi bu çalışmanın ana sonucu ifade edilebilir:  

 

Teorem 4.3.1.  

 

G:= x〈 〉  np  mertebeli bir devirli p-grubu ve A, G otomorfizmlerinin bir grubu ve 

2m ≥  verilsin.  

(i) Eğer n=1 ise; o zaman ( ( ); )m AM M G G = ( )m
AM G  olması için gerek ve yeter 

koşul A  Aut(G) olmasıdır.  

(ii) Eğer n ≥�2 ve p tek ise o zaman ( ( ); )m AM M G G = ( )m
AM G  olması için gerek ve 

yeter koşul 1np −  in, A ’yı bölememesidir.  

(iii) Eğer n ≥�2ve p=2 ise o zaman aşağıdakiler denk olur: 

(a) ( ( ); )m AM M G G = ( )m
AM G ; 

(b) stab( 22n x− )=A; 

(c) A ⊆ { rσ ∈Aut(G) 1(mod 4)r ≡ }.  

 

İspat: (i) Bu ispat Smith ve Van Wyk (2005) de açıktır.  

    (ii) 1np −  in A  yı bölemediği varsayılsın. O zaman Lemma 4.1.4 (i) gereğince, 

A Aut(G) ve böylece Teorem 4.2.1 gereğince, G tek tip bir A yörüngesine sahip 

olmaz. Bu yüzden, homomorfik bir görüntü olarak ( )AM G  sıfırdan farklı bir halkasına 

sahip değildir ve böylece ilk kısımdaki I şartı sağlanır. Daha sonra, G ilk kısımdaki II 

şartı sağlanmayı gerektirecek biçimde sıfırdan farklı bir has ( )AM G  alt modülüne sahip 

olan bir ( )AM G  alt grubuna sahip olmaz. İlk kısımdaki IV şartı gereğince, 

( ( ); )m AM M G G = ( )m
AM G  sonucu çıkar.  
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Tersine, eğer 1np − , A ’yı bölerse o zaman ilk kısımdaki (i) gereğince, 

( ( ); )m AM M G G  ( )m
AM G  olduğu görülür.  

(iii) ( ) ( )a b⇔ ; stab( 22n x− )=A olduğu varsayılsın. O zaman G tek tip bir A-

yörüngesine sahip olmaz. Bundan dolayı, öncelikle ilk paragrafında olduğu gibi, ilk 

kısımdaki I şartının sağlandığı ve ikinci olarak G’nin sıfırdan farklı bir has ( )AM G  alt 

modülüne sahip olan bir ( )AM G  alt grubuna sahip olmadığı görülür ve böylece ilk 

kısımdaki II şartı sağlanır. (ii) nin ispatında olduğu gibi ( ( ); )m AM M G G = ( )m
AM G  

sonucu çıkar.  

Daha sonra eğer stab( 22n x− ) A ise o zaman G tek tip bir A yörüngesine sahiptir. 

Bundan dolayı ( ( ); )m AM M G G = ( )m
AM G  yazılır.  

( ) ( )b c⇔ : stab( 22n x− )=A olması için gerek ve yeter şartın 

A ⊆ { rσ ∈Aut(A) 1(mod 4)r ≡ } olduğu direkt olarak görülür.  
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