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OZET

DENGE NOKTASININ AS IMPTOT iK KARARLILI Gl UZERINE

AYHAN, Timur
Yuksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Dangmani: Prof. Dr. Cemil TUNC
Ocak 2010, 65 sayfa

Bu capma, dort bolimden ofmaktadir. Birinci boluim RIS ve KAYNAK
BILDIRISLERI ile ilgili bilgileri icermektedir.

Calmanin ikinci bélimunde ise diferansiyel denklemler tez konusu ile
yakin ilgisi oldigu varsayilan bazi temel bilgiler ve ayrica konuld@i olarak 6rnekler
verilmektedir.

Uclincti bolimde ise belli tirden otonaimayan diferansiyel denklem
sistemleri icin bazi yeni kararlilik kriterleri veayif asimptotik kararllik kriterleri
oldugu iddia edilen ¢agmalar incelenmektedir.

Son bolimde ise yiksek basamaktan Hiotkaayan diferansiyel denklemler
icin ¢cozumlerin bazi davraglari ve Liapunov fonksiyonunun aiturulmasi ile ilgili

calismalar ele alinmaktadir.

Anahtar kelimeler: Kararllik, Asimptotik kararlihk, Liapunov fonksonu,

Lineer olmayan diferansiyel denklemler.



ABSTRACT

ON THE ASYMPTOTIC STABILITY OF EQULIBRIUM POINT

AYHAN, Timur
Msc, Mathematics Science
Supervisor: Prof. Dr. Cemil TUNC
January 2010, 65 pages

This work consists of four chapters. The first deapncludes information
related to introduction and references.

In the second chapter of the thesis, it is givenesbasic information concerning
to ordinary differential equations and subject ld thesis. It is also introduced some
examples to illustrate the results investigated.

In the third chapter of the thesis, it is investiggasome new stability criteria for
solutions of some certain non-autonomous diffea¢mgquations and, it is also studied
some weaker asymptotic stability criteria which @eemed in the literature.

In the last chapter, it is studied some qualitatbvehaviors of nonlinear
differential equations of higher order and we dsscsome works in the literature on the
construction of Liapunov functions for certain noehr differential equations of higher

order.

Key words: Stability, Asymptotic stability, Liapunov functie, Nonlinear

differential equations.
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SIMGELER ve KISALTMALAR D iziNi

Simgeler

Vv . Liapunov fonksiyonu

R . Reel sayilar

) . Hahn fonksiyonu

c? . Birinci mertebeden surekli ve turevlenebilir fonksnlarin
bir sinifi

D : R" deki acik balantil bir cimle

£ . Epsilon

o . Delta

Q . R" de orijini icinde bulunduran acik glantili bir bélge



1.GIRIS VE KAYNAK B ILDIRISLERI

Adi Diferansiyel Denklemler Matematik Asibm Dalinin yani sira bir¢ok
Uygulamali Bilim Dallarindaki uygulamalarda yaygbir bicimde ortaya cikan ve
kullanilan denklem turleridir. Bu tezdesagidaki literatlr bildirslerinde s6z konusu
olan diferansiyel denklemler igin ¢dzumlerin nikskel davrarglarina ait bazi temel
bilgilerin yani sira, literatirde bu denklemlernigyapilan birtakim caimalara yer

verilmektedir.Soyle ki bu calgmalarin bazilariggidaki gibi 6zetlenebilir:
Jiand2005),

dx_

= [t (1.1)

diferansiyel denklemini géz 6ntne aldi ve bu demitre sifir ¢ozimuinin asimptotik
kararliligini inceledi. Fakat daha sonra Gao ve Zh&n@o8) yine (1.1) diferansiyel
denklem sistemini yeniden ele aldi ve bu yazaiikangl(2005) tarafindan elde edilen
sonucun genelde gou olmadgini drnek vererek gosterdi. Ayrica Gao ve Zhang
(2008), Jiang(2005) in elde ettgi sonucu daha az kisitlayiartlar altinda ispatladi.

Antosiewicz(1954),

X + p(xx)x + h(x) = e(t) (1.2)

denklemini ele aldi ve bu denklem igin

V(x,y) =y? + 2H(x) (1.3)

Liapunov fonksiyonu yardimiyla ¢ézumlerin sinigihi inceledi.



Ayrica, Antosiewicz(1954),
(1.2) denkleminin 6zel bir durumu olan
x" 4+ (f(x) + g(x)x")x" + h(x) = e(t) (1.4)

denklemini g6z 6niine alip bu denklem icin

W(x,y) =+y? + 2H*(x) (1.5)

Liapunov fonksiyonu kullanarak ¢ozamlerin sinighhi ispatladi.

Sinha(1980),

n
X = £k ) + PIOX + ) eghy(O%, 1= 1,1 (16)
=1

diferansiyel denklem sistemi i¢in bir Liapunov famonu irsa ederek bu diferansiyel

denklem sisteminin ¢ozumlerinin asimptotik karglri inceledi.
Lu ve Liao(2000),

dordinci basamaktan

+A—+B-—+C—+D(-5+—+x

dt* dt3 dt? dt dtz = dt 1.7)

d*x d3x d?x dx (dzx dx >m “ o

diferansiyel denklem sistemine denk olan

dx; dx, dxs

— =Xy, = X3,/ =
dt 2t 37 dt

X4



dx,
dt

== _AX4 - BX3 - CXZ - D(X3 + XZ + Xl)m
= —g(X1,X2,X3,X4) (1.8)

diferansiyel denklem sistemi igin integral metdddianarak

D

V == m+ 1 . (Xl + Xz + X3)m+1 + U(X4, X3, Xz) (1.9)

Liapunov fonksiyonu olgturdu ve bu fonksiyonu yardimiylél.7) denkleminin sifir
¢6zUmUunin kararlgni gosterdi.

Ayrica tez konusuyla ilgili olarak baemel bilgiler icin Braun(1992), Rouch
ve ark.(1977), Yoshizawa(1966,1975), Massera(1956), Barbasin ve Krasovskii
(1952,1954), Bellman(1943), Hale(1980), Persidski{1946), Siljak (1972), Walker

(1965) ve Ignatyev (1997,1999,2002,2004,2005,2006), gibi kaynaklara da
bagvurulabilir.



2. ON BILGILER

Bu bolimde tez konusu ile yakin ilgiddugu varsayilan bazi temel bilgiler

verilecektir. Ayrica konu ile ilgili olarak drnekiererilecektir.

f:1x Q- RY,
(tx) - f(t,x)

seklinde tanimlanan ve surekli olan f fonksiyonuriz gontine alalim. Burada€ R
veyat = —o icin [ = Jt,o[ olup, ayricaQ ise R" de orijini icinde bulunduran acik
baglantili bir bélgedir(Rouche ve ark.,1977).

Varsayalim ki hare T icin f(t,0) = 0 dir. Bu durumda orijin

x' = f(t,x) (2.1)

diferansiyel denklem sistemi icin bir denge yadiéikknokta olur. Ayrica(ty, xy) € I X

Q olup x(t; ty, xo) gosterimi(ty, x,) noktasindan gecen ¢d6zimu temsil etmektedir. f
fonksiyonunun ¢oézimlerin vagini ve teklgini garanti edecekekilde yeterince diizgin
bir fonksiyon oldgu kabul edilmektedir.Tanimdan dolay(ty;tg,Xo) =X dir.

X(.; tg,Xo) ¢OzUMUNUN tanimh oldiw maksimum aralij*(ty,x,) Yya da J* veya
[to, W], (w # 0), ile gosterilmektedir]* c [ty, o[ dir.B, = {x € R":||x|| < p} olarak

tanimlanmaktadifRouche ve ark., 1977).

Tanim 2.1.

Ber (Ve > 0), (Vo € 1), (38 > 0), (Vxq € Bs), (Vt €]7) icin [Ix(t; to, X0l <
¢ oluyorsa(2.1) diferansiyel denklemini sifir ¢6zUmu kararlidirngte Yani € > 0 ve
to € I verilsin. Bir§ > 0 sayisi vardir dyle Kix, € Bs vet € J* icin ||x(t; to, x|l < €

oluyorsa(2.1) denkleminink = 0 ¢6zUmu kararlidir den{iRouche ve ark.,1977).



Tanim 2.2.

Eger (3e > 0), 3ty € 1), (V8 > 0), (3%, € Bs), At € ) icin ||x(t; tg, x) || = €
oluyorsa (2.1) diferansiyel denkleminirk =0 ¢6zUmui kararsizdir denir. Yarmi>
0,t, € I ve her bird > 0 icin bir x, € Bs ve t € J* vardir oyle kil|x(t; to, x0)|| = ¢

oluyorsa(2.1) denkleminink = 0 ¢6zUmu kararsizdir deniRouche ve ark., 1977).

Tanim 2.3.

Eger (Ve > 0), (Vt, € 1),(38 > 0), (Vx, € Bg), (Vt € J) icin [|x(t; to, x) || <
¢ oluyorsa(2.1) diferansiyel denkleminin sifir c6zimu dizgin khdar denir. Yani
e > 0 verilmek Uzeret, € I verilsin. Bir§ = §(¢) sayisi var 0yle ki hery € [ vet > t,
icin ||xo]l < 6 oldugunda ||x(t; tg, X0)|| < € oluyorsa(2.1) denklemininx = 0 ¢6zUm

dizgun kararhdir denifRouche ve ark.,1977).

Ornek 2.4.

X
1+t
denklemini g6z 6niine alalm. Bu denklemgjndan gecen ¢oziumi olarak

x' =

1+t
X = 1—+tX0:(|XO| <1)

elde edilir. Boylece denkleminx =0 ¢6zumu duzgun kararhidir. Fakat dizgin

asimptotik kararh dgldir. Eger t >ty + T icin |x(t; ty, Xo)| < € olmasini istiyorsak

T,(1+ty) e — 1) den daha buyuk olma(T. Yoshizawa, 1975).

Uyari 2.5.

Yukaridaki tanimlar dikkate aligchda. ]t = [to, o[ nin olmadg varsayildi.

Ayrica bu ¢ozumlef) bélgesinin sinirina yakjamaz. Belirtelim ki kararsizlk



durumunda ¢c6zimlefl bdlgesinin sinirina yakda (Rouche ve ark.,1977).
Tanim 2.6.

Ber (Vt, € 1), (3n > 0), (ve > 0),(Vxo € B,)), (36> 0,t, + o €]*)
(Vt =ty + 0, t€]T)icin ||x(t; tg, X0)|| < € oluyorsa(2.1) denkleminink = 0
¢6zimune atractive denir. Yani hgre I icin birn = n(t,) sayisi var, hege > 0 ve her
%0l < 7 icin biro = o(ty, &, %,) > 0 sayisi var dyle ki her>t, + oiginty + o € J*
ve ||x(t; ty, Xo) || < & oluyorsa(2.1) denkleminink = 0 ¢bziimiine ¢ekidiatractive)
denir(Rouche ve ark., 1977).

Tanim 2.7.

Ber (Vt, € 1), (3n > 0), (Ve > 0), (30 > 0),(vx, €B,) to + o €]* ve
(Vt =ty + o,t € JT)icin ||x(t; ty, X)|| < € oluyorsa(2.1) denkleminink = 0
¢Ozumine gcekici (atractive) denir. Yani her bit, € I igin birn = n(t,) sayisi var
ve her bire > 0 icin bir o = o(t,, €) > 0 sayisi vardir dyle ki her> t, + o icin
Ix0]l < 1 oldusundat, + o € J* icin [|x(t; to, Xo) || < € olur (Rouche ve ark., 1977).

Tanim 2.8.

Ber (3n > 0), (Ve > 0), (30 > 0),(Vx, € B,), (Vto €, tg + o €] ve
(Vt =ty + o,t € J)icin ||x(t; ty, X)|| < € oluyorsa(2.1) denkleminink = 0
¢Ozumune duzgin cekiGatractive) denir. Yani hen > 0 ve her bire > 0 igin bir
o = o(g) > 0 sayisi vardir. Oyle ki hag, € I ve hert > t, + oicin ||x,]| <7
oldugundat, + o € J* icin ||x(t; ty, Xo)|| < € olur(Rouche ve ark., 1977).

Uyari 2.9.

E cekicilik (atractive) tamimini dikkate algagmizdaB,, icinde balayan butiin

¢ozlmlert — oo icin orijine yaklgir. Es atractive durumunda ¢6zimleg € B, gore



diizglin olarak sifira gider. Oysaki duzgiin cekic{liractive) durumunda ¢oztumler

Xo € By, vet, € I ya gore dlizgun olarak sifira gid®ouche ve ark., 1977).

Ornek 2.10.

x' =f(t,x) (x,t€R)

denklemi icin orijinin cekicilgi (attractivi) es cekiciligi gerektirir
(Rouche ve ark.,1977).

Ornek 2.11.

x' = f(t,x)

denklemi icin orjinin ¢ cekiciligi (attractivi), kararllgr gerektirir. t, aninda orijinin

cekiciligi (attractivi) cimlesi aagidaki gibidir (Rouche ve ark., 1977).

A(to) = {XO S QX(t, to, Xo) - O,t - OO} dll’

Eger A(t,) t, a ba&li degilse ¢ekicilik (attractivi) bdlgesi diizgindir denir. Dahagee

her t, icin Q = R™ = A(t,) ise orijinin cekicilgi (attractivi) global cekiciliktir.

(Rouche ve ark.,1977).

Eger herhangi bim >0 ,t, € ve x, € B;, i¢in t — oo ikenx, ve ty'a gore dizgln
olarak x(t;ty,xo) = 0 oluyorsa o zaman buna orijin dizgin cekgcilidenir

(Rouche ve ark.,1977).

Tanim 2.12.
Ber (2.1) diferansiyel denkleminix = 0 ¢6zimi kararl ve c¢ekici is€.1)

diferansiyel denkleminig = 0 ¢6zUmu asimptotik kararhidir
(Rouche ve ark.,1977).



Tanim 2.13.

Eger (2.1) diferansiyel denkleminink =0 ¢6zumu kararli ve se ¢ekici
(attractiv) ise (2.1) diferansiyel denkleminirx = 0 ¢6zimu ¢ asimptotik kararlidir
(Rouche ve ark.,1977).

Tanim 2.14.

Eger (2.1) diferansiyel denkleminirx = 0 ¢6zUmuU dizgin kararli ve diizgin
cekici (2.1) diferansiyel denkleminink = 0 ¢6zimi dizgin asimptotik kararhdir

(Rouche ve ark.,1977).
Tanim 2.15.

Ber (2.1) diferansiyel denkleminir = 0 ¢c6zUmu kararl ve global gekici ise
(2.1) diferansiyel denkleminin x =0 ¢6zU0mU global asimptotik kararlidir
(Rouche ve ark.,1977).

Tanim 2.16.

Ber (2.1) diferansiyel denkleminix = 0 ¢6zUmu diizgiun kararh ve diizgln
global cekici(attractiv) ise(2.1) diferansiyel denkleminig = 0 daki ¢6zimu diizgin
global asimptotik kararlidifRouche ve ark.,1977).

Ornek 2.17.

x'=—-x [x€R)

denklemi igcinx = 0 ¢6zUmu global asimptotik kararlidiRouche ve ark., 1977).



Ornek 2.18.

X € Rvet> 0igin

X'=—; —1<xt<1
, X 2
X =—-—= 1<xt
t t2
, X
X =—4+—= xt< —1
t 2

ile tanimli diferansiyel denklemlerini g6z énunealah. Bu denklemlerik = 0 ¢6zUmu
es asimptotik kararlidir. Fakat dizgin ve global g#imtik kararli dgildir.
(Rouche ve ark.,1977).

Tanim 2.19.

BirA > 0 var vee > 0 olmak tzere bit = §(¢) > 0 sayisi vardir dyle k§2.1)
denkleminin herhangi bir(t) = x(t; tg,xo) ¢6zUmi icint > t, ve [|x(ty)]l < § iken
t >t icin ||x(ty)|| < eexp[—A(t — t;] oluyorsa(2.1) denkleminin sifir ¢6zimu Ustel
anlamda asimptotik kararhdir denir.
Yukarida verilen kararlilik tanimlari arasindakighdilar gagidaki teorem ile ifade

edilmektedir.

Teorem 2.20.

(i) Ustel asimptotik kararlilik— diizgiin asimptotik kararlilik— diizgiin
kararlilik — kararhlik,

(ii) Ustel asimptotik kararlilik- dizgln asimptotik kararliliks es asimptotik
kararliik—asimptotik kararliik— kararhlik (J. L. Massera, 1956).



Teorem 2.21.

(2.1) dekif(t,x) fonksiyonu t den amsiz veya t ye goére periyodik olsun. Bu
takdirde orijinin kararlilgl, dizgin kararli ve asimptotik kararli ise orijguizguin
asimptotik kararlidi€Rouche ve ark., 1977).

Tanim 2.22.

a(0) = 0 olmak tzerar : R - R* tanimli sirekli ve artan bir fonksiyon olsun.
Bu tdr bir fonksiyona Hahn anlamindasinifinda bir fonksiyon adi verilir ve € R

olarak yazili(Rouche ve ark.,1977).

Ornek 2.23.

f: R* > R
f(x) = x?
ve
f: R* > R
f(x) = x
fonksiyonlariR* —» R* silrekli ve artan oldtu icin Hahn anlaminda R sinifinda bir

fonksiyondur .

Teorem 2.24.

VeC! olmak Uzere ger birv:Ix Q —» R fonksiyonu var dyle kiae€

R(a bir Hahn fonksiyonudur) ve her bir (t,x) € I X Q i¢in

(D) V(tx) = a(llx[}); V(t,0) =0
g Vvix) <o



ise (2.1) denklemininx = 0 ¢6zumu kararlidir. Burad@' , 1 x Q de tanimli ve birinci
mertebeden  surekli  tlrevlenebilir  fonksiyonlarin r bi sinifint temsil
etmektediRouche ve ark.,1977).

Ispat to €1 ve £ >0 olsun. V fonksiyonu surekli v&/(t,0) = 0 oldugu icin bir

8 = 8(ty, €) > 0 vardir oyle ki her x, € Bg i¢in V(ty,x0) < a(e) dir. x(t; ty, Xo) IN

yerinex(t) yazalim. Ve(ii) sartini kullanalim. Hexk, € Bs ve hert € J* icin
a(|lxl) < V(tx() < V(tg, x0) < a(e)
a € R oldugu icin (||x]|) < ¢ elde edilir.
Simdim > 0,n > 0 iki tamsayilar olmak Uzere

fiIx QxR* > R"
g IxQxR™—->R™

seklinde tanimli surekli iki fonksiyonu g6z éntunealain.

f(t,0,0) =0
g(t,00)=0

oldugunu varsayalim. Ayrica f ve g fonksiyonlarinir Q x R™ boélgesinde

x' = f(t,xy)
y' =gt xy) (2.2)

diferansiyel denklem sisteminin ¢Ozumlerinin varim ve teklgini garanti edecek

sekilde yeterince diuzgtin olduklari kabul edilmekté&iouche ve ark., 1977).



Tanim 2.25.

Eger (Ve > 0), (Vty € I),(38 > 0), (Vz, € Bg), (Vt € JT) icin ||x(t; to, zo) |l <
¢ oluyorsa (2.2) diferansiyel denkleminire =0 ¢6zUmi x e go6re kararhdir. Yani
e > 0vety €1 olmak Uzere bils > 0 sayisi var Oyle ki hez, € Bs ve t € J* icin
[Ix(t; to, x0) |l < € oluyorsa (2.2) diferansiyel denkleminirz =0 ¢6zimi x e gore
kararlidir denir{Rouche ve ark.,1977).

A _ g 2.3
= F(w 23)

diferansiyel denklem sistemini goz oOnine alalimrdsia x bileseni n -boyutlu bir
vektor ve F(t,x) fonksiyonununl x D tzerinde(t,x) e go6re surekli bir fonksiyon
oldugu varsayilmaktadirD, R" deki acik bglantili bir cimle,l = [0, ) ve C (2.3)
diferansiyel denklem sisteminin D bolgesinde katamtumlerin bir ¢6zimu olsumg(t)

C nin bir elemani olsun.
x =y +X,(t)

yazalim. Her iki tarafin t ye gore tirevi aligohda x' =y’ + x;(t) olmasi nedeni ile

(2.3) diferansiyel denklem sistemi

d
d_}tl =F(ty +x0(1) — F(t,x0(D)) (2.4)

G(ty) =F(ty +x0(1) — F(t,x0(D))

olsun.G(t,0) = 0 oldugu aciktir. Ayrica kolaylikla gorulebilir k{2.4) sisteminin sifir
¢6zUmu (2.3) sistemininx,(t) ¢cozimine karlik gelir. Bu nedenlex,(t) ¢ozimi
kararliligi yerine (2.4) sisteminin y(t) =0 ¢6zUmunin kararlgni incelemek

yeterlidir. Genellgi bozmaksizirF(t,0) = 0 ve D nin||x|| < H (H > 0), olacaksekilde



bir boélge oldgu vasayilabilir. Bu nedenle uygulamada her hangi ¢g@zimin

karaliligini incelemek yerine sifir ¢ozUmunun karglmi inceleme yoluna gidilir.

yardimiyla sifir cgzimune indirgenebi(if. yoshizawa, 1975).
Tanim 2.26.
Hert, € I vee > 0 icin bir 6§ = 8(tg, €) > 0 sayisi vardir dyle ki her> t, icin

[IX]] < 6(tg,€) iken ||x(t;xq,t0)|l < & oluyorsa (2.3) denkleminirk =0 ¢6zimi
kararlidir denir(T. Yoshizawa, 1975).

Ornek 2.27.
x' = f(x)
x(0)=1

baslangic dger problemini gbz 6niine alalim. Burada

_ —-x (x=0)
f(x)—{ x (x<0)

olup denklemi ¢ozersek

dX_
dt

—X

elde edilir. Bu da ¢6zimuin kararli ofglinu gosterir. Fakat ¢c6zim dizgun kararli
degildir (T.yoshizawa, 1975).

Tanim 2.28

EBer Tanim 2.26 dald, t, dan b&msiz yani yalnid = §(¢) > 0



ise bu taktirde (2.3) denkleminin x =0 c¢6zUmine dizgin kararlidir denir
(T. Yoshizawa, 1975).

Tanim 2.29.

(2.3) denkleminx = 0 ¢6zUmu kararli ve bis,(ty) > 0 sayisi var dyle ki
%ol < 8p(ty) iken t— oo igin x(t;ty, x0) = 0 oluyorsa (2.3) denkleminx =0
¢6zUmu asimptotik kararlidir der{T. Yoshizawa, 1975).

Ornek 2.30.

A1) o
g(t,0) ’

=0 (2.5)

kutupsal koordinatlarda verilen ikinci mertebedemklem sistemini g6z online alalim.

Buradag’(t, 6), g(t,0) nint ye gore tlrevidir.

sin* 0 N 1 1
sin*0 + (1 —tsin?0)?2  1+4sin*0 14 t?

g(t,0) =

(2.5) denkleminin ¢ézimii = t, dar = r,,0 = 0, sglar. Bu takdirde

g(t, 60)

S0 g=9
g(to, 09) 0

I‘=I‘0

olur. Ezer 6, = km olursa ¢6zum olarak

1+t3

Ty o7km

I‘=I‘0

elde edilir. Eger 6, # kn olursa ¢6ziim olarak

1
T =—
sin? 0,




(. 1 { 1 N 1 . 1 }
"= 0%t 6 U+ (t—02 " 1+12 1+¢2
{L (2.6)

9=90

elde edilir. Buradan agik¢a— oo icin r = 0 oldugu gorulebilir. Boylecer = 0
¢6zUmUuniun asimptotik kararl olgu goruldr. Eer 6, kn ye ¢ok yakin alinir ve, = 0
alinirsa (2.6) denkleminin ¢ozumit =t i¢in r > r, degerini alir. Bundan dolayi

denklemin ¢6zUmi equ-asimptotik kararlgdiéir (T. Yoshizawa, 1975).
Tanim 2.31.

Her e > 0 vety €1 icin bir §,(ty) > 0 ve bir T(ty,€) > 0 sayisi var dyle ki
[Ixoll < 8o(ty) iken her t >ty + T(ty, ) icin ||x(t; Xq,to)|l < € oluyorsa (2.3)
denkleminx = 0 ¢c6zUmu yari-gasimptotik kararlidir deniT. Yoshizawa, 1975).
Tanim 2.32.

Ber (2.3) denklemink = 0 ¢c6zUmu kararli ve yarigeasimptotik kararli ise bu
takdirde(2.3) denkleminink = 0 ¢6zimu ¢ asimptotik kararhdir
(T. Yoshizawa, 1975).

Tanim 2.33.

Ber Tanim 2.31 dekis, ve T, t, dan b&msiz ise bu takdirdg2.3)
denkleminin x=0 ¢O6zimi yari dizgin asimptotik kararlidir  denir
(T. Yoshizawa, 1975).

Tanim 2.34.

(2.3) denkleminx = 0 ¢bzuimi diizgun kararli ve yari diizgiin asimptotilaka



ise bu takdird€2.3) denkleminx = 0 ¢c6zimu diizgin asimptotik kararlidir
(T. Yoshizawa, 1975).

Tanim 2.35.

Verilen biik > 0 ve e > 0 igin bir §(¢) > 0 sayisi var dyle Kj|x,|| < §(¢) iken

hert > t, icin;

lIx(t; X0, to) Il < € exp[—A(t — to)]

oluyorsa(2.3) denkleminx = 0 ¢6zUmu Uste{exponental) asimptotik kararlidir denir
(T.Yoshizawa, 1975).

Bu tanimlaringdeser olmadgl drnekler Gzerinde gosterilebilir.

Ornek 2.36.
x' = —[13 + 12sinlog(t + 1) + 12t(t + 1)1 + coslog(t + 1)]x
x(0) = x,

baslangic dger problemini goz dniine alalim. Buskengi¢c dger probleminin ¢ézimi

olarak

d
f?X = f —[13 4+ 12sinlog(t + 1) + 12t(t + 1) ! cos log(t + 1)]dt

d
f?X = f —[13 4+ 12sinlog(t + 1) + 12t(t + 1) ! cos log(t + 1)]dt

d(12 sinlog(t + 1) t
1nx=—l13fdt+f( Smf( )9 4

x = x(0) exp{—[13 + 12 sinlog(t + 1)]t}



denklemi elde edilir. Bu denklemden|x| < |x(0)|e~t yazilabilir. Bu ise (2.3)
diferansiyel denkleminink = 0 ¢6zUmunin g asimptotik kararli oldgunu gosterir
(J.L.Massera, 1956).

Ancak

t, = exp[(4n+1)§]—1ve tn =exp[(4n+3)§] -1

olarak alindginda

Xn

== exp(—t} + 25t,) = exp {[(25 —e™) exp(4n + 1) g] B 24}

n

olarak elde edilirn — oo igin ;‘—“ — oo olur. CUnki25 > e™ dir. Buna bgl olarakx = 0

¢6zUmUnin dizguan kararl olmgdigoralir. Yanix = 0 ¢6zUmUnin g asimptotik

kararli olmasi ¢6zUmun dizgln kararli olmasini kjgraeez.
Ornek 2.37.

x' = (6tsint — 2t)x
x(0) = xg

baslangi¢c dger problemini gbz 6niine alalim. Bu problemin ¢oziotarak

dx
f?z f(6tsint)dt—2jtdt

t=uisedt=du

sint = dvisev = —cost, doniguimu yapilirsa

f6tsintdt=u.v—fv.du

f6tsintdt= —tcost+fcostdt



f6tsintdt = 6sint— 6tcost

¢6zUmu elde edilir. Bu ¢6zim denklemde yerine yesal
x = x(0) exp(6sint — 6t cost — t?)
denklemi elde edilir.

EgerT > 6,t >ty + T vet, > 0ise

X
— = exp(6tsint — 6tcost — t? — 6sint, + 6ty costy + t3)
Xo

<exp[ (12+ (t+ty)(6 —t+ty)]
<exp[(12+T(6—-T))] <e

olur. Boylece s6z konusu denklemir= 0 ¢c6zUmu yari asimptotik kararl olur.
Ancak, = nm alinirsa

Xon+1

= exp(12nm + 4n?m? + 6(2n + 1) — (2n + 1)%1?)

X2n

= exp[(4n + 1)T(6 — m)]

olarak elde edilirn — co Oldugu zaman=2: — oo olur. Bu ise s6z konusu denklemin
2n

x =0 ¢6zUmulndn duzgin kararli olmgdi gosterir. Yanix = 0 ¢bzimunun yari
asimptotik kararli olmasi ¢6ziUmin dizgun kararli magini  gerektirmez
(J.L.Massera, 1956).



Ornek 2.38.

X =—X

x(0) = x,

baslangic dger problemini gbz 6nine alalim. Bu problenti, x, ) a gére ¢cézimi

olarak
X _
dt
fX dX ft
—=—dt
X0 X3 to
1|x t
—_— — _tl
2x2| Xo to

1
X = Xo[1 + 2x3(t —ty)] 2

bagintisi elde edilir. Boylece denklemin= 0 ¢6zimuinin dizgin asimptotik kararli
oldugu kolay birsekilde gorulir. Fakat bu ¢6zim exponential asimiptadrarl degildir

(J. L. Massera, 1956).

Simdi yukarida veriler(2.1) diferansiyel denklem sisteminin 6zel bir durumunola

dx =A(t 2.7

— = ADx @27)
diferansiyel denklem sistemini g6z 6ntine alalinurdglaA(t), | Gzerinde tanimin X n
mertebeden stirekli bir matris fonksiyonuds(t) (2.7) denkleminin sifirdan farkl bir
¢6zUmu olsun. O zama(2.7) denklem sisteminirit,, x,) noktasindan gecen ¢ézimi

x(t; X, to) = X(t). X™1(ty)x, biciminde olur(T. Yoshizawa, 1966).



Teorem 2.39.

(2.7) denklem sisteminirx = 0 ¢6zimi asimptotik kararli ise bu takdirde bu

¢6zum ayni zamanda asimptotik kararlidifT. Yoshizawa, 1966).

Ispat. Asimptotik kararlilikt - oo iken x(t) nin tum elemanlarini sifira gitmesini
gerektirir. C6zUm asimptotik kararl olgundan asimptotik kararlgin tanimi dikkate

alindgindas > 0 ve§, > 0 olmak Uzere bifl,(ty, €) > 0 sayisi var dyleki

T = To(to, ©) ve [IX(0). X7 (to)l < é

yazilabilir. Buradae ve §, birer sabittir. Bundan dolayiger ||x,|| < &, iken her
t>ty+ T(ty + €) igin

[1x(t; to, xo) Il < IX(0). X7 (to) llIxoll < &

bu da(2.7) denklem sisteminix = 0 ¢c6zimu ¢ asimptotik kararli oldgunu gosterir
(T. Yoshizawa 1966).

Teorem 2.40.

(2.7) denklem sisteminim = 0 ¢ozumu diizgin kararli ise bu takdirde bu ¢6zim

ayni zamanda Ustel asimptotik kararlidirYoshizawa, 1966).

Ispat cX(t).X (t,) sabit birt, icin bir matris ¢oziimdir. Burada> 0 bir sabittir.
Duzgun kararhlik tanimindan yeterince kuclik bir igin ||cX(t). X 1(ty)|l < 1
yazilabilir. Bu ise birN > 1 sayisinin varfiini gerektirir. Oyle ki hett > t, > 0 icin
[IX(1).X~1(ty)|l < N dir. Clnkiix = 0 ¢b6zUmu yari diizgiin asimptotik kararhdir.
Bir T > 0 sayisi var Oyle ki het > t, + T icin || X(t). X 1(to)ll <% dir. Bu yluzden
t >ty + KT igin

IX(®)- X7 (to)ll < 27N



olup, buradan

IX(£).X1(to) |l < 2NeMt=to)

log2
T

elde edilir. Burad& > 0 veA = dir. Buda het >ty > 0 igin

[Ix(t; X0, to) | = IX(). X~ (to)Xoll < 2I\Ie_}\(t_t")||xo||

olmasini gerektirir. Bundan dolayi2.7) denklem sisteminink = 0 ¢6zimu Ustel

asimptotik kararlidiT. Yoshizawa, 1966).

Teorem 2.41.

Ber (2.3) denklemininx = 0 ¢6zUmu kararli ise bu takdirde bu ¢6zim ayni

zamanda dizgun kararhdIF. Yoshizawa, 1966).

Ispat. (2.3) denklemininx = 0 ¢ozimii kararhfiindan herhangi big > 0 icin bir

61 (w,€) > 0 sayisi var dyle ki|x,|| < 6;(w,€) iken hert = w icin ||x(t; xo, W)|| < €

olur. Cunkix =0 ¢6zUmUnun kararlgg x = 0 ¢ozimuinin tekgini gosterir. EBer

to € [0,w) Ve [|xo]l < & ise [|x(w; xq,to)|| < 8;0lacak sekilde bir §(6;) > 0 vardir.

Boylece gert, € [0,w) ve||Xq|| < & ise hert >t icin |[x(t; Xq, to) || < € olur. F(t,x)

in frekanslar x(t; Xy, t,) ¢O6zUmuntn hareketlerini takip eder odyle kw < t, <

k+Dw, (k=12 ...) x(t;Xq, to — kw) ¢cozUmuinun aynisidir. Bundan dolagee
to €1 ve ||xo]l < & ise hert > t, icin [|x(t; xq,t)|| < € olur. Burada agik¢cé sadece
e'a bahdir. Bu da(2.1) denklemininx = 0 ¢dziminin dizgun kararl olglunu

ispatlar(T. Yoshizawa, 1966).

Teorem 2.42.

Ber (2.3) denklemininx = 0 ¢6zUmi asimptotik kararli ise ayni zamanda

dizglin asimptotik kararhd(fT. Yoshizawa, 1966).



Ispat. Oncelikle x =0 c¢oziminin € asimptotik kararli oldgunu ispatlayalim.
Varsayalim ki bu dgru desil. Clnki x = 0 ¢6zumu asimptotik kararlidéy(ty) > 0
sayisi var Oyle Kil||xo|l < 8y(ty) olmasi t —» o iken [|x(t;xq,t0)|| = 0 olmasini
gerektirir. Hipotezimize gore bit, € I ve € > 0 i¢in {x}, {ty} dizileri var dyle ki
|xk]l < 80(tg) Olup k = o0 ve ||x(ty; Xk, to) || = € iken t = o olur. x,, {x,} dizileri
kimesinde bir nokta olsun. O zamr,|| < §,(t,) olur. Sinirh herhangi bir sire
icinde {x(t; xy, to)} dizisi dizgin sinirli vesé olarak sureklidir. Boylece herhangi bir
sure icindex(t; xq,ty) ¢bzimine yakinsayan bir alt dizi vardik(t; xy, to)} ile alt
diziyi tekrar gostereggz. CUnkl ||xq]| < 84 (ty) olup t — oo iken x(t; xq,ty) — 0 dir.
Bundan dolay! yeterince biyik (m > 0, olup bir tamsayidir) ve uygunn > 0 icin
[lx(mw; Xq, to) |l < n elde ederiz. CUnk{x(t; xi, to)}, x(t; Xo, to) a diizgin yakinsark
yeterince buylk olup ||x(mw;xy,ty)|l <nolur ve ayrica Tty >mw igin
|x(Ty; X1 to) |l = € olur. Boylecex(t; x(mw; xy, ty),0) olacaksekilde bir ¢ézim var
oyle ki ||x(tx — mw; x(mw; Xy, to), 0)|| = £ olur. Bu dax = 0 ¢ozimiiniin kararlg ile
celisir. Bundan dolayi(2.3) denklemininx =0 ¢6zimi ¢ asimptotik kararhdir
(T. Yoshizawa, 1966).

Teorem 2.43.

o >t >0 Uzerinde tanimh biV(t,x) Liapunov fonksiyonunun var olgunu

varsayalim. Buna goreagidaki sartlar sglanir.
V(0 =0
(i) a(]Ixl) < V(t,x), a(r) € CIP

(iii) V'(t,x) < 0,
oldugu takdirde(2.3) denkleminink = 0 ¢c6ztmu kararhdifT. yoshizawa, 1966).

Ispat Herhangi bire > 0, € < H ye uygunt € I ve x icina(g) < V(t,x) alaim. Oyle
ki ||x|l = € sabit birt, € I icin bir 8(t,, €) > 0 sayisi secebiliriz. Oyle Kix,|| < & iken
V(ty, Xo) < a(e) olur. CunkuV(t,0) =0 ve V(t,x) sureklidir.x(t; xq,ty) in (2.1)



denklemin bir ¢6zUmu oldw varsayalim dyle Killxy|| < & iken bazit; ler igin
|x(t; X0, to) || = € olur. (iii) Sartindan dolayV (t,,x(t;; X, to)) < V(t, Xo) Yazilabilir.
Bundan dolayl a(e) < V(ty,x(t;;Xq,t0)) < V(tg,Xo) < a(e) olur. Bu da bir
celiskidir. BOylece ger her||x,|| < 6(ty,€) ise hert > t, icin ||x(t; xo, to)|l < € olur.

Yani (2.3) denkleminink = 0 ¢6zUmu kararlidi€T. Yoshizawa, 1966).
Teorem2.44.

Ber Teorem 2.43 deki (iiparti yerine (ii)’ sarti yani a(||x||) < V(t,x) <
b(|lx]]) alinirsa  (2.1) denkleminin x =0 ¢6zUimi dizgin kararli olur.

(T. Yoshizawa, 1966).
Ornek 2.45.
X" +fx)x'+g(x) =0

Lienard denklemini g6z o6niine alalim. Burafia) ve g(x) x € R Uzerinde surekli
fonksiyonlardir.
Varsayalim ki

(i) x # 0 icin, g()F(x) > 0, burada
F(x) = f fwdu

(ii) x # 0 icin, xg(x) > 0
X

(iii) x = oo icin, G(x) = f g(u)du - o
0

x'=y—-F®X,
y' =—g(x) (2.8)

bir esdeger denklemini vé/(x,y) = G(x) +y2—2 Liapunov fonksiyonu g6z 6nune alalim.

V nin Teorem 2.44 deKiii)' sartini sgladig1 acik birsekilde gortllyor.



2 !
V'xy) =x'Gx) + %

=g()(y — FX)) + y(—g(x))
=-g®Fx) <0

olarak elde edilir. Boylece Teorem 2.44 e g§g8) denkleminink = 0,y = 0 ¢6zUmu
dizgln kararhidir deniT. Yoshizawa, 1975).

Teorem 2.46.

Teorem 2.43 deki aymsartlari ve b(5) < a(e) olsun diye bir(e) >0
seciyoruz. Ber ||xq|| < 8(¢) ve ty €1 ise hert >ty icin ||x(t; %o, to)|l < & oldugu
ispatlanabilir. Bu da(2.3) denklemininx = 0 ¢dzimuinin dizgun kararli olglunu
gosterir(T. Yoshizawa, 1966).

Teorem 2.47.

Teorem 2.44 deki ayni varsayimlar diirger V'(t,x) < —c(x) ise (2.3)
denklemininx = 0 ¢6zimi dizglin asimptotik kararhidir. Burada), [0, H] aralgi

tzerinde slrekli ve pozitif tanimhd(f. Yoshizawa, 1966).

Ispat: Teorem 2.44 e goré€2.3) denklemininx = 0 ¢ozimii diizgiin kararli olup
bundan dolay bit, > 0 sayisI var dyle kigert, € I ve [|x,]| < 8, ise hert >t icin
[|x(t; xo,to) || < H olur. Ayrica her > 0 icin bir §(¢) > 0 sayisi var dyle kiger t, € 1
ve |[xo]| < & ise hert > t, icin |[x(t; %, to)|| < & olur. ty € 1 ve ||x,|| < &, iken (2.3)
denkleminin herx(t; ty, xo) ¢6zUmu icinsu gosterilecek dyle kiy € I ve ||xoll < 8¢
iken her ticin||x(t; xq, to) Il < &(¢).

Varsayalim ki hek > t, icin 6(¢) < ||x(t; Xq, to) || < H dir. ClnkU biry > 0 sayisi var
oyle kié < ||x|| < H UzerindeV'(t,x) < —vy dir.



V(& x(t to,X0)) < V(to, x(to; X0, o)) — Y(t — to) (2.9)

denklemini yazabiliriz.

Bert>ty+TveT = M iseV(ty,x0) — Y(t—ty) < a(8) olur. Clnki

V(ty, Xo) < b(8,) dir. (2.9) denklemine goreV(t, x(t;xq,tp)) < a(8) dir ki buda
V(t, x(t; x0,t0)) = a(d) ile celisir. Boylece bazit; ler icin ty < t; <ty + T 0Oyle ki
[1x(t1; X0, to) |l < 8(e) olmalidir. Bundan dolayiger t >ty + T ise [|x(t; xo, to) ]| < €
olur. Burada acik bigekilde T'nin sadece a bali oldugu gorilebilir. Bu da(2.3)
denkleminin x = 0 ¢6zUmUnin yari dizgun asimptotik kararli @dou go6sterir.

Boylece ispat tamamlangoldu (T. Yoshizawa, 1966).



3. BELLi TURDEN OTONOM OLMAYAN D IFERANSIYEL DENKLEM
SISTEMLER1 iCIN BAZI YEN I KARARLILIK KR ITERLERI

Bu bélimde Jian@005) ve Gao ve Zhan§2008) tarafindan verilen ve zayif

asimptotik kararlilik kriterleri oldgu iddia edilen ¢agmalar incelenecektir.

Otonom olmayan

— = f(t,x) (3.1)

diferansiyel denklem sistemini gz 6nline alalimrdiax € By, By = { x € R™: [[x]| <
H, },f: [0,4+0) X By — R vef(t,0) = 0 (H, bir pozitif tamsay!)

seklinde tanimlanmaktadir. Ayricd fonksiyonu (3.1) denklemine ait Cauchy
probleminin ¢oézumlerinin vaghini ve teklgini garanti edeceksekilde dizgun bir
fonksiyondur. Hal€1980) ve Yoshizawd1975) calsmalarinda goruldgii gibi (3.1)
denkleminin sifir ¢ézumunun asimptotik karaghin klasik kriteri su sekilde

belirlenmektedir:

(i) V(t,x) pozitif tanimhdir.
(ii) d V(t,x) <0
il It , X

olur. Bu turev(3.1) diferansiyel sistemi boyuncaagidaki gibi hesaplanmaktadir:

dV(t )_6V+6V dx
M T Tax  dt
v oV

=—+4+—" f(t,x)



Uygulamalarda bazéh pozitif tanimh ve 3—‘! ise negatif yari tanimh olacak
sekilde birV(t,x) fonksiyonu olgturulmaktadir. Bu durumd‘% nin negatif tanimhig

garanti edilmemektedir. Boyle bir durumun ortaylengasi halinde yarﬁ% < 0 olmasi

durumunda Barbashin ve Krasovskli952) otonom ve periyodiklik durumlar icin bir
asimptotik kararhlik kriteri verdi. Bu sonuclar Reche(1977) calsmasinda bulunabilir.
Ignatyev (1997) calsmasinda Barbashin ve Krasovskii’'nin kriterlerini rigedik
sistemler icin geneligirdi. Daha sonradan ise bu asimptotik kararlilrketleri bircok
diferansiyel denklem sistemi icin Ignaty€¥997) ve Jiang(2005) calsmalarinda
yeniden gelitirildi. Bu ilging sonuglarin biri Jiang2005) calsmasindaki teorem 1 de

verilen zayif asimptotik kriterleridir. Bu kritenesagidaki teoremde belirlenmektedir:
Teorem 3.1.

Yukaridaki kabuller altindé3.1) diferansiyel denklem sistemini ele alalim.
Buna ilaveten[0, +o) x By bolgesi Uzerindef(t,x) nin C™*P~1 de bir fonksiyon
oldugunu varsayalim. Oyle kiC™*P de birV(t,x): [0, +0) X By — R fonksiyonu var

ve bu fonksiyon icin gagidaki sartlar sglanmaktadir:

@) a(|lxl) < V(t,x) < b(]Ixl]), (a,b € K, K bir Hahn fonksiyonlar sinifidir. )

LAV _av v
(ll)a—a (&H,XN)

olmak Uzere

dV<0
dt —

olur.

Iftxl |, (k=12..,m,)

o o88) (o83
(iii)d+1v— dtk dtk
J0x

= +
dtk+1 ot



olmak lizere

dm+1V

dtm+1

sinirlidir.

(iv) c € K olmak tizere

dm+pv
dtm+p

d?v
dt?

dV|

N di|
dt

4ot
dtm

Ut x) = — (| ) < —e(IxID)

olur. Bu takdirde(3.1) diferansiyel denklem sisteminir = 0 ¢6zUmi asimptotik
kararlidir(L. Jiang, 2005).

Lemma 3.2.

f: [0,00) — R bigiminde bir C™ fonksiyonu  verilsin. Ber
lim,_,, f(x) mevcut ise, bu takdirdk — o icin y, — o olmak kaydiyla heyy dizisi
vek = o igin x; — yx = 0 olmak Uzere bik, dizisi vardir dyle ki

lim,e fx)®P =0,1<r<m (3.2)
olur (L.Jiang, 2005).

Ispat. Bu sonucun dgru olmadgini varsayalim o halde > 0 ve § > 0 sayilari var

oyle ki keyfi birX > 0 sayisi i¢in bityy > X sayisi var oyle ki hex € [yy, yny + 6] i¢in
|f(r)(x)| > o dir.

1
X E [yN,yN + Z(‘S] icin



1
|f(r‘1)(x)| > =00
4
veya
3 .
XE [yN +ZS'YN + 8] icin
1
|f(r‘1)(x)| > =00
4
eger

3
X € |yn +ZS,yN +8] icin

fD(x) < —a vef@-D (yN +%6) <0

ise 0 zaman ikincigsizlik alinir. Bunun tzeringunu yazabiliriz:

Bir[y,y + 4:_1 8] < [yn,yn + 8] aralgi var oyle kix € [y,y + 4:_1 8] icin

r-1
(0

)| > _S e dir.

41+2++(r—1)
Buradan,

1 8o
|f<y + 41 8) - f(Y)| > W (33)

esitsizligi yazilabilir. X keyfi bir sayr vey > X dir. Buradan (3.3) esitsizliginin

lim f(x)

X—+o00



varhgiyla celstigini gorebiliriz. Bbéylece Lemma 3.2 nin ispati tamanms olur.

Gao ve Zhan@008) yukarida Jiang2005) tarafindan verilen Lemma 3.2 nin
m = 2 icin dagru olmadgini ssagidaki drnek yardimiyla gosterdi:

Ornek 3.3.

C* sinifindan olan

cos(x?)

f(x) = , X € (0,00)

X

fonksiyonunu g6z 6ntine alalim.
—1 < cos(x?) < 1 olup buradan
—1/x < cos(x?) /x < 1/x olur.

liml/x =lim—1/x=0 oldugundan

X200 X0
)11_)12) cos(x?) /x = 0 olur.

O halde
lim,_,, f(x) = l)zr_r)loO cos(x?) /x=0

olacal acikca gorulebilir. Bu fonksiyonun sirasiyla le 2. mertebeden tirevleri

alindginda

f'(x) = —2sin(x?) — Xlzcos(xz) (3.4)



f'(x) = —4x cos(x?) +§sin(x2) + X2—3cos(xz) (3.5)
oldugu gorular,

Genel terimy, = (nn) /2, n=1,2,.., olan y, =+nn dizisini g6z oniine

alalim. Bu dizi iginn — oo olmasiI durumundg,, — +oo olac&! agiktir. Ayrica
lim,_, f (y,) = —lim cos(nn) /nm = 0
n—-oo

oldugu agiktir. Ancak

2
(nn) 3/y

limp. £ () = lim (—4(nm)7 + } cos(nn)

yazilabilir. Bu limitinn — oo i¢in iraksak oldgu aciktir.x, —y, — 0 olmak tzere her
(xy,) dizisi bir (x,,) alt dizisi ihtiva eder 6yle kf'(x,, ) ve f’(xy, ) dizilerinden biri
sifira yakinsamaz bud&.2) ile celisir.

Simdi tersine kabul edelim ki
lim,_., f'(x,) =0, lim,_.,f (x,) = 0. (3.6)

n — oo igin x, = +oo oldugu agiktir.

Keyfi kucuklikte bif < € < % sayisi icin bilN > 0 tamsayisi vardir Oylki

vn > Niginx, > 1/, dir. (3.7)
€2

limy o, f’(Yn) =0

ifadesinde limit tanimindan 6tirt N yeterince blyéksayisini secebiliriz. Oyle ki her

n > Nigin |f'(x,)| < € olur.



1
f'(x) = —2sin(x?) — X—zcos(xz)

densunu gorebiliriz:

)<£

L cos(x2)
—COS( X
x2 n

1
[sin(x2)| < E(s +

olur. Boylece

" 2y 4 22y, 2 2
f""(x) = —4x cos(x )+;51n(x )+X—3cos(x ) den

If" (xo)| = |4x, cos(x2) +| —

2 2
— cos(xp)
Xn

2
X sin(xy;)

3
> 8(1 — sin?(x2) — 2g2 — >8(1—-e?)—1—-e>1

% |3

olur. Bu ifade(3.5), (3.7) ve (3.8) den elde edildi.

Lemma 3.4.

BerC™*1 (m > 1) sinifindan biff: [0, ) — R fonksiyonu,

(i) f™ fonksiyonu[0, o) aralgi tzerinde diizgun sureklidir.

(ii) lirP f(x) limiti vardir.
X—>+00

sartlarini sglarsa ozamak — oo igin t, — oo olan birty dizisi vardir dyle ki

(3.8)

(3.9)

lim {[f' ()] + [£"(t] + -+ ™ (6] + ™ (1)1} = 0 dir (L. Jiang, 2005).



3.1. Zayif Asimptotik Kararhlik Kriteri

Rouche(1977) ve lIgnatyev (2004) calsmalarinda gosterild@i gibi Hahn
fonksiyonlari$p(0) = 0 olmak Uzered: [0, +) —[0, +) seklinde tanimlanan suirekli

ve monoton artan fonksiyonlarin bir sinifidir. Jiang, 2005).

Teorem3.1.1.

(3.1) diferansiyel denklem sistemini gbz 6nune alalinird8lax € By, By =
{xeR"||x|| < H}f: [0,+) X By — R" tanimh vefe C™ (m>1),t =0 igin
f(t,0) = 0 Ozelliklerini sa&layan bir fonksiyondur. Kabul edelim ki bir
V(t,x): [0, +) x By — R,V € C™*1 fonksiyonu var Oyleki Bu fonksiyonsagidaki

sartlar sglamaktadir.

(i) ¢ bir Hahn fonksiyonu olmak tzek&t, 0) = 0 ve p(||x]]) < V(t, x)

C)dV<0b . dV_6V+m/Kt)

W g =P i T Tax X
dm+1V

(i) e

tlrevi [0, +o0) X By bolgesi tizerinde sinirhdir. Burada

d'v d'v
dr+1V B d (W) N d (W

dertt ot < f(t, x), (r=1,2,..,m,) dir.

(iv) v bir Hahn fonksiyonu olmak izere

dm+1v
dtm+1

d?v
dt?

v + -+
dt

U@@:—O |+

) < —w(lxl)



olur. Bu takdirde(3.1) diferansiyel denklem sisteminir = 0 ¢c6zimiu asimptotik
kararlidir(Gao ve Zhang, 2008).

Ispat Hale (1980) Teorem 10.3.1 ve Yoshizawd975) Teorem 2.6.2 gbz Oniine
alindginda (i) ve (ii) sartlari nedeniyle(3.1) deki diferansiyel denklem sisteminin
x = 0 ¢Ozimuinun kararh oldw gorular. Sifir cdzimundn kararhlik tanimi goézioe
alindgindat, > 0 veh € (0,H) olmak Uzere bib = 5(t,, h) > 0 sayisi vardir dyle ki
(3.1) denkleminink(t) = x(t, to, Xo) ¢0zUmU icin||x(ty)|l < & iken||x(t)|| < h olur.

[Ix(t)]l < & iken ltim x(t) =0

oldugunun gosterilmesi gerekir.

v(t) = V(t,x(D)

olsun. Teoremin(i) sartindan dolayiv(t) = 0 oldugu aciktir. Teorem 3.1 ir(ii)
sartindanv(t) nin monoton olarak artmayan bir fonksiyon giduséylenebilir. Bu

nedenleltim v(t) mevcuttur. Teorem 3.1 ifiii) sartindanv™*1(t) nin sinirh oldgu

bilinmektedir. Busart v (t) nin diizguin sureklifini gerektirir. Lemma 3.4 ( gbz 6nline
alindginda yukaridaki bilgilersigindak — oo icin t, — o olmak tzere bi(ty) dizisi

var oyle ki
lim {[v'(0] + [V (0| + -+ + V@] + v () [} = 0
olur. Bu nedenle

U(tx(t) = —{|v' @[ + |V | + -+ VPt | + V™ (b}
olmak lUzere

Lim Ut x(ty)) =0



olur. (iv) sartindan dolayi
Ll_r)rgo x(t) =0

oldugu yazilabilir.Simdi
ltim x(t) =0

oldugunu gosterelim. Kabul edelim Ki< c <h ve { - o igin 1, = o olmak Utzere

lIx(t) || = c dir. (¢ =1,2,...). Ote yandar}(im x(tx) = 0 olmasi nedeniyle bir "k" tam
sayisi var dyle ki "V" surekli v&(t,0) = 0 oldugundan hett > t; icin V(t, x(t)) <§
olur. Acikca yeterince biyike" ler icin T, >t olmasiV(t,, x(t; )) <§ olmasini

gerektirir. Bu ise

V(e x(r) = x> 0

ile celisir. B(‘jyleceltim x(t) = 0 oldugu ispatlanmy oldu.

Ornek 3.1.2.

dx _
- siny- h(t)x,

dy_

T = x (3.1.1)

diferansiyel denklem sistemini goz 6nune alalimresia
. T . T
h =2 +sin (E\/E) — sin (Et)

dir. Jiang’in bu problem i¢in iddiasi hire K Hahn fonksiyonu var dyle ki



d*v
dt*

d3v
dt3

d?v
dt?

|dV| N
dt

bununla berabex = 0t = (4k — 1)? (k= 1,2,...n,...) oldugunda olmasi halinde
h(t) = h'(t) = 0 oldugu agiktir. Bu nedenky # 0 igin

|dV| N —0
dt N

dir (Gao ve Zhang, 2008).

> < —c(x® +y?)

d*v
dt*

d3v
dt3

d?v N
dt?

Gercgekten Jian¢2005) V fonksiyonunu gagidaki gibi secti.

XZ
V= 7+(1—cosy)

dvV  dv dx+6V dy
dt  dx dt dy dt

= x(—siny — h(t)x) + xsiny

= —h(t)x? — xsiny + xsiny

v _ h(Hh)x? <0
dt_ X" =

olup t ye gore tirev alinirsa

d2v

e —2xx'h — h'x?

= —2x(—siny — hx)h — h'x?



= 2xhsiny + 2h%x? — h'x?

d2v

e —h'x? + hf; (t,x,y)

olarak elde edilir. Eer bu denklemin t ye gore tlrevi alinirsa

d3v , , , , , ”
e 2x hsiny + 2xh'siny + 2xhy cosy + 4hh'x? + 4xx'h? — h"x?

—2xx'h’

= 2(—siny — hx)hsiny + 2xh'siny + 2xh cos y (x) + 4hh'x?
+4xh?(—siny — hx) — h"x? — 2xh'(—siny — hx)

= (4h" — 6h?)xsiny — 2hsin?y + (2h cosy — 4h® + 6hh’ — h")x?

v _ 2hsin?y + xf,(t,%x,y)
TE sin“y + xt,(t, X,y
eger bu denklemin t ye gore turevi alinirsa

d*v y . C ,
F=4h xsiny + 4hx siny + 4hxy cosy — 12hh xsiny

—6h%x'siny — 6h?xy cosy — 2h'sin? y — 4hy siny cos?y + 4xx'hcosy

+2h'x% cosy — 2x?hy siny — 8xx'h® — 12x?h%h’ + 12xx'hh’" + 6(h)?x? + 6hh"x?

—2xxh" —h'x?

= 4h"xsiny + 4h’siny(—siny — hx) + 4h’' cosy (—siny — hx)x



—12hh'xsiny — 6h? siny (—siny — hx) — 6h?x (x) cosy — 2h'sin?y
—4hx ssiny cos?y + 4xh cos y (—siny — hx) + 2h'’x? cosy — 2x3hsiny
—8xh3(—siny — hx) — 12x?h?h’ + 12xhh’'(—siny — hx) + 6(h’)?x?
+6hh"x? — 2xh"(—siny — hx) — h"'x?

d*v " cin2 2 cin2
o —6h sin“y + 6h* sin“y + xf3(t,x,y)
olarak elde ediliL.Jiang, 2005).

Boylece Yukaridaki ifadeler Jiar@@005) tarafindan ispatlanan teoremlerin

hatali oldgunu gostermektedir.

Simdi

dx dy
P y—(1 — cos t)h(t)x3 Fraaie (1 — cost)h(b)y3 (3.1.2)

diferansiyel denklem sistemini g6z 6niine alalimrasia

(tanht + secht)

h(t) = 5

dir.

_ & +yY)

V(t,x,y) >



fonksiyonunu g6z o6nine alalivi(t,0,0) = 0 ve V(x,y) # (0,0) icin V(t,x,y) >0
oldugu aciktir. Simdi verilen Hahn fonksiyonunun inceleme altindalstem boyunca

turevini alalim.

2xx + 2yy’
2

V(txy) =
V'(t,xy) = x(y —(1 — cos ) h(t)x3) + y(—x — (1 — cos )h(t)y>)
V'(t,xy) = xy — x*h(t) (1 — cost) — xy—y*h(t)(1 — cost)

V'(t,x,y) = —h(t)(1 — cost)(x* + y*)

olup V'(t,x,y) <0 oldusu kolayca goriilebilir. Bu da denklemin sifir ¢ozimiii

kararl old@gunu gosterir.

d?v
dt?

= — [0 - cos RO &* +y*) + (A &* +3*)) (1 - cosv)]
= —[sinth(®G* +y*) + (N O* +y*) + (4x*% + 4y°y)h(®)) (1 - cos D]
= —sinth(t)(x* + y*) —h'() (x* + y*) (1 — cost)
—(4x*(y —(1 — cos Hh(Dx®) + 4y*(—x — (1 — cos Hh(D)y*))h(D)(1 — cos 1)
= —sinth(t)(x* + y*) —h'(t) (x* + y) (1 — cost) — 4x3y h(t)(1 — cost)
+4x°h%(t)(1 — cost)? + 4y3x h(t)(1 — cost) + 4y°h?(t) (1 — cos t)?

= —sinth(t)(x* + y*) — h'(t) (x* + y*) (1 — cos't)

—4xyh(1 — cost)(x? — y?) + 4h?(t) (1 — cost)?(x® + y®)



= —sinth(t)(x* + y*%)
—(1 = cost) (W(D(x* +y*) + 4xyh(x? — y?) — 4h%()(1 — cos )(x° +y*) )

= —h(®)sint (x* + y*) — (1 — cos ) L(t,x,y)

d3v
dt3

= —h'(t) sint (x* + y*) — h(t) cost (x* + y*)
—h(t)sint (4x3x" + 4y3y) — (1 — cost) L(t,x,y) — (1 — cost) L (t, x,y)
= —h'(t) sint (x* + y*) — h(t) cost (x* + y*) —
h(t)sint (4x3(y —(1 — cos Yh(Dx3) + 4y3(—x — (1 — cos Yh(Dy>)) —
sintL(t,x,y) — (1 — cost) L (t,%,y)
= —h'(t) sint (x* + y*) — h(t) cost (x* + y*) —
h(t)sint (4x3y — 4x°h(t)(1 — cost) — 4y3x — 4y®h(t)(1 — cost) ) —
sint£(t,x,y) — (1 — cost)L'(t, x,y)
= —h'(t) sint (x* + y*) — h(t) cost (x* + y*) — 4x3y h(t) sint +
4x°h?%(t) sint (1 — cost) + 4y3x h(t) sint +
4y®h?(t) sint (1 — cost) — sint L(t,x,y) — (1 — cos t) L (t,%,y)

= —h'(t) sint (x* + y*) — h(t) cost (x* + y*) — 4xy h(t) sint (x? — y?) +

4h%(t) sint (1 — cost)(x® + y®) —sint L(t,x,y) — (1 — cos ) L'(t, %, y)



= —h(t) cost (x* + y*) —sint L(t,x,y) — (1 — cost) L (t,x,y) —
sint (h’(t)(x4 +y%) + 4xyh(x? — y2) — 4h2(£) (1 — cos t) (x° + y6))

d3v
dt3

= —h(t) cost (x* + y*) — 2sintL(t,x,y) — (1 — cost) L (,%,y)
olarak elde edilir.
(t,x,y) € [0,+) X Byg,H < 1icin
L(t,%,y) = 4xyh(x? — y?) — 4h%(£)(1 — cos t) (x® + y®) + h'() (x* + y*) dir.
1£(t,x,y)| < |4xyh(x? —y?)| + [4h? () (1 — cos ) (x® + y©)| + |h' (D (x* + y*)|
<2(x%2+y?)x%—y?|+10(x* +yH)

< 12(x* +y*) elde edilir.

benzerekilde

d3

e < 800(x* +y*)

3
olarak elde edebiliriz. Buda‘;t—;’ un [0, 4+9) X By kiumesi Uzerinde sinirli ol@gunu

gOsterir. Boylece Teorem 3.1.1 in UgUrseiit da sglanir.

Yeterince kiguk bir sayisi alalim(e = 1073). Her t € [2kn — ¢, 2kn + €] icin
k=0,1,..

d3v

e |- h() cost (x* +y*) — 2sint L(t,x,y) — (1 — cos )L (£, %, y)|




> |h(t) cost (x* + yH)| — 2|sint L(t,x,y)| — [(1 — cos L (L, x,y)|

Uy

Z(X +yH) = (X +y?)?

Ote yandan here [2(k+ 1)n+¢,2(k+ 1)n — €] icin k= 0,1, ...

dv 1 —coseg
—| = (1 = cos Dh(D(x* + y+) > (—) x* +yh)
dt 4
buradan
dv 1—cosg
= () ety
olur.
t> 0igin
dV+d2V+ d3v d3v dv 1—cose 22 = 2 2
E| dt? de3| = [dte3 dt| < )(X v = (& +yM)*

olarak elde edilir. Burada

(1 —cose)&?

b® =

bir Hahn fonksiyonudur. Béylece Teorem 3.1.1 intd@rtinin tamami sgandi. Bu
takdirde denklemin sifir gozumu asimptotik kararl(@ao ve Zhang, 2008).



4. YUKSEK BASAMAKTAN L iNNER OLMAYAN D iFERENSIYEL
DENKLEMLER 1ICiN COZUMLER iN BAZI DAVRANI SLARI VE L IAPUNOV
FONKSIYONUNUN OLU STURULMASI

Bu bélimde sirasiyla Antosiewit954), Sinha(1980) ,Lu ve Liao(2000)

tarafindan verilen sonuglar sirasiyla verilecektir.

4.1. ikinci Basamaktan Lineer Olmayan Bir Diferansiyel Denklem icin Bazi

Sinirlihk Sonuclari

X"+ ¢(x,x)x" + h(x) = e(t) (4.1.1)
diferansiyel denklem sistemini g6z 6ntine alalimeaBlad (x, x") ve h(x) fonksiyonlari
bagli bulunduklari dgiskenlere gore yeterince duzgin fonksiyonlaraift) ise her
t=>0 icin surekli bir fonksiyondur. Bu fonksiyonlarinés konusu denklemin
cbzumlerinin varkini ve teklgini saglayacaksekilde verildikleri varsayilmaktadir. Bu

turden diferansiyel denklemler daha 6nceden biragaftirmaci tarafindan calidi.

Teorem 4.1.1.

Herx,x' igin ¢(x,x") = 0; herx # 0 igin H(x) = [ h(u)du > 0; |x| > o igin
H(x) - o ve f°°|e(t)|dt < oo olsun. Bu takdirde — o icin |x(t)| < C; ve |x'(t)| <
C, olur. (C; = Ci(xo,%p)), X0, Xy deserleri balangic dgerleridir (H. A. Antosiewicz,
1954).

Ispat. (4.1.1) denklemi gagidaki sistem gibi ifade edilebilir:
X'=y, ¥y =-0&xx)y-h® +e® (4.1.2)

V(x,y) =+y?+ 2H(x) (4.1.3)



Liapunov fonksiyonunu gdz 6niine alalim. Acik¢a fery) # (0,0) igin V(x,y) > 0
olur. Ayrica |x| - o icin H(x) - o olur. V(x,y) < € olmasi |x| < Cy, |yl <C,
olmasini gerektirir. Simdi t - o icin V(x,y) in (4.1.2) denklemine ait tim
yoringelerinde sinirh kalgini géstermemiz gerekirt4.1.2) denkleminin yoringesi

boyunca

dv(x,
Vo) D) ) + ye(® (4.14)

denklemini bulmak istiyoruz. Bu yizden hesy icin ¢(x,x') > 0 esitsizligini

kullanarak

dv(x,y)
dt

V(xy) < Iylle(] < (Iyl +2HE) le()| (4.1.5)

esitsizligini elde ederiz|y| + /2H(x) < v2V(x,y) olup, Couchy stsizliginden,

de: y) <V2le(®) (4.1.6)

esitsizligini elde ederiz. Ber bu sitsizligin [t,, t] boyunca integrali alinirsasagidaki
esitsizlik elde edilir:

V() — V(x, Vo) < V2 f le(s)|ds < V2 f le(s)|ds (4.1.7)
to 0

Burada(x,,y,) t = to = 0 da balayan belirli yériingede g6z 6ntine alinan noktafardi
Cunkl hipoteze gorét.1.7) nin integralit — oo icin yakinsaktir(4.1.7) ssitsizliginden
hert > t, = 0 icin V(x,y) < C sonucunu aliriz. Agikca Teorem 4.1.1in varsayiméar

gored(x,x") x' de lineer oldgunda hek, x' icin ¢(x,x’) = 0 sglanamaz. Bbylece

x + (f(x) + g(x)x)x + h(x) = e(t) (4.1.8)



denklemi(4.1.1) denkleminin 6zel bir durumu olarak gbz 6niine ahhdr.

o (y — b))

e v = ax)(h(t) — e(®) (4.1.9)

sistemi ile(4.1.8) in yerine uygun denklemi bulacaz. Burada

a(x) = exp <]Xg(u)du>,b(x) = fxa(u)f(u)du (4.1.10)

bu yer dgistirme (ilk olarak Antosiewicz (1954) de tanimlanan ), Lienard genelinde
iyi bilinen bir yer deistirmedir. Belli ki (4.1.9) un bir yoriingesi(4.1.8) in tek bir

¢6zimune uygundur.
Teorem 4.1.2.

Ber herx, b(x)h(x) = 0 icin a(x) < B (B = 1) ve herx # 0, |x| ile H* (x) =
o ve [“le(t)dt < co igin H*(x) = J, a?(wh(u)du > 0 ise 0 zamar(4.1.8) in her

¢oziimit - o icin |x(t)| < C; ve |x'(t)| < C, salar (H. A. Antosiewicz, 1954).

Teorem 4.1.2 nin ispati Teorem 4.1.Jspatina ¢ok benzer olup— oo igin

Ix(D)| < C; ve |x'(v)] < C, saglar.

W(x,y) =+/vy? + 2H*(x) (4.1.11)

fonksiyonunu g6z o6nline alalinW(x,y) in yukaridakiV(x,y) fonksiyonu ile ayni
Ozelliklere sahip oldgu acik bir sekilde goérinldyort —» oo icin (4.1.9) un her

yorungesinde sinirli kalir. Béylece

dwc(i’t" Y a(bh) + aye(® (4112)

W(xy) =



denklemini yazabiliriz.

W(x,y)
dt

d
W(xy) < < a@lylle®| < B (Iyl +V2H' @) le®|  (4113)

olup buradan 6ncekilere benzer olarak

dW(x,y)

S V2le(®)] (4.1.14)

esitsizligini elde ederiz. Ber bu sitsizligin [t,, t] boyunca integrali alinirsasagidaki
esitsizlik elde edilir:

W(x,y) — W(xo, Vo) < BV2 f le(s)|ds < BV2 f le(s)|ds (4.1.15)
to 0

bu sitsizlik ise hipotezimizden dolaylr het>t, >0 icin W(x,y) < C olmasini

gerektirir.
X"+ f(x)x" + h(x) = e(t) (4.1.16)

denklemi (4.1.1) ve (4.1.8) denklemlerinin 6zel bir durumudur. Teorem 4.1.1 ve

Teorem 4.1.2 @gidaki hipotezlere uyum ghar.

Rer herx igin yaf(x) > 0 ya dax # 0 igin h(x) [ f(u)du > 0 ve herx # 0,
H(x) = o ile x| ve [“]e(t)]dt < oo igin H(x) = fOX f(u)du > 0 olursa 0 zaman

(4.1.16) denkleminint — oo igin her ¢ozuimix(t)| < C; ve [x'(v)| < C, saglar.

Ber e(t) = 0 olursa yukaridaki sonuclar denklemlerin sirasix{a) = 0 ve

x (t) = 0 ¢bzUmlerinin Liapunov kararlgini gerektirir.



4.2. Buyiik Olgekli Sistemlerin Bir Sinifiigin Liapunov Fonksiyonlari

n
X; = fi(Xl, ...,Xn) + pi(t)xi + Z el]hl](t)X] , 1=1,...,n (4‘21)
=1

diferansiyel denklem sistemini g6z 6niine alalimrasia p;(t) veh;;(t) tim i =

1,..,nvej=1,..,nicin sinirl strekli fonksiyonlardir ve bu fonksiglar gagidaki

sartlar sglamaktadir:

(i) viicin p;(t) # 0
(ii) 2 f pi(s)ds = Ri() + Qi()
0

viicin [Q;(t)] < C;, C; ler sabitlerR;(t) < 0 veya R;(t) > 0 dir.
R;(t) < 0 veya R;(t) > 0 olmasi(4.2.1) sisteminin asimptotik kararl veya kararsiz

olmasina bghdir.

(iii) f;(x4, ..., x,) fonksiyonlari bilgenlerine gére birinci mertebeden stirekili

turevlenebilir fonksiyonlardir. Ayrica,
fl(o, X7 ...,Xn) = 0; fZ(Xll 0 ...,Xn) = O, . fn(XlJ X2, vy Xn—1» O) == 0 dII‘.

Yukaridaki(4.2.1) sistemi acik bicimdesagidaki gibi ifade edilebilir:

n

X;l = fl(Xli ey Xn) + pl(t)Xl + Z ell‘hll‘ (t)X]

=1

X; = f1 (X, o, Xn) + P1(Ox1 + €310y 1 (Ox; + €101, (Dx, + - + ephyn (Dxy



n

sz = fz(xl, ...,Xn) + |9) (t)XZ + Z ezl‘hzl‘ (t)X]

j=1

= f (X, o, Xp) + P2(D)X5 + €210 (D)X1 + e5h5, (D%, + -+ + ephyn (D%,

Xn = fn (X1, s Xn) + Pn(DXn + en1hng (DX + enahn, (Dxn+.. . +epphp (Dxy
4.3. Ozel Durumlaricin Asimptotik Kararlilik Sonuglari

Ui (%3, ) = Aj(Dx;? (4.3.1)
Liapunov fonksiyonunu g6z oniine alalidy(t) katsayilari birinci mertebeden sirekli
turevlenebilirdir. (4.3.1) ile verilen Liapunov fonksiyonunun bu sistem bogant

bagimsiz dgiskenine gore tlrevi alinirsa,

dA; (t)
dt

dXi

Vi (x;, £) = g

xZ 4+ A;(t). 2x

n
dA;(t) ,
= Txi + Ai(t). 2Xi fi(Xli ...,Xn) + pi(t)xi + ei]‘hi]‘(t)X]‘

=1

, dA;(t)
V. (x;,t) = < G{t + 2piAi(t)>.xi2 +2A;(0).%:f i (Xg, oo, X)) (4.3.2)
denklemi elde edilir.
dA;(t)
T 2PiOAM =Bi(V) (4.3.3)

burada;(t) ve B;(t) bilinmeyenlerdir. Daha sonradan belirlenecektir.



(4.3.3) diferansiyel denklemini ¢coz@gtimizde
t
Ai(t) = [Al(O) + J- Bi(T)eszpi(s)dsdrl e_szpi(s)ds
0

burada(ii) sartindan dolayi

t
Ai(t) = lAi(O) + f Bi(r)eRi(THQi(ﬂdrl e RiW-Qi® (4.3.4)
0
elde edilir.
Simdi
Bi(1) = bje"UOR|(7) (4.3.5)

esitli gini gbz 6nlne lalimb; > 0 dir. Bu ifadeyi(4.3.4) denkleminde yerine yazarsak

t
A(t) = [Ai(o) + j bie—Qi(T)R'i(T) eRi(T)+Qi(T)dTl e~RiH-Qi(®
0

t
= lAi(O) + f b;eRi®R’ (1) drl L RiO-Qi®
0

= [Ai(o) — bieRi(O) + bieRi(t)]_ e~ Ri(H-Qi(®)
olarak elde edilir. Buradan

A;(0) = b;eRi® (4.3.6)

olmak lizere

Ai(t) = bje"U® (4.3.7)



olarak elde edilir. Bu durumd@.3.1) ile verilen Liapunov fonksiyonu

n
V(Xj, o) Xp, 1) = Z b; e %Mx? (4.3.8)
i=1

halini alir. Bu fonksiyon ise pozitif tanimhidir.0gku
v(0,0,..,0,t) =0

by’ler pozitif sabitler olup|Q;(t)| < C; ve b;e~%® sinirlidir. (4.3.8) denkleminin

turevi alindginda:

V' (X oo X £) = =b;Q; (0)e”UOx2 — b, Q, (e~ @WxZ + ...

’ dx dx
+bpQy(De WWx2 4 2b e~ Oy, 1 4 2h e~ 0Oy, —2
dt dt
dx
+2bne‘Qn(t)xn.d—tn
ayrica,

2 [ s = Ri® + Q0
0

olup
Q;(®) = 2p;(Y) — R{(t) dir.
Bdylece

V'(Xj, oy Xp, £) = be"@OR] (D)x2 + be”ROR, (x5 + -+ +



b,e”@OR| ()x2 — 2b,e”UOx2p, — 2b,e @ Ox2p, — ... —
2b e W®Ox2p 4 2b e”UOx. (f; 4+ pixq) + 2be” @Ok, (£, 4+ pox,) + - +
2bye”®Ox (f, + prxn)

= b, e”U@OR, ()x? + be"LOR, (D)x2 + -+ + b,e”WOR] (t)x2
+2b,e”UWOx, f, + 2b,e” @O, f, + - 4+ 2b,e"WOx £, (4.3.9)
sonucu elde edilir.

(4.3.9) denklemi sonug olarakiii) sartindan dolay! @gidaki gibi kullanilir. Eer Vi
icin R;(t) < 0 ve|Q;(t)|] < C; olup orijinin bir komyulugunda

of; <0 of, <0
0%, T 0%,
ise acikca

V' (Xq, ey Xy ) < 0
dir.
Uyari 4.3.1.
BerViicin R;(t) > 0 ve|Q;(t)| < C; ve ayrica ger orijinin bir komsulugunda

o, .
o, 2 O 2 ise

V'(Xq, ooy Xy £) > 0 dr.



Buda orijinin kararsizfiini gosterir. Ber % orijinin bir komsulugunda pozitif ve

negatif dgerleri alabiliyorsa sistem kararl ya da karardaboir.
Bir 6dnceki sonuclarsgagidaki teoremle ifade edilmektedir:

Teorem 4.3.2.

Varsayalim ki yukarida verildm), (ii) ve (iii) sartlari sglanmaktadir. Eer Vi

icin R;(t) <0, [Q;(t)] < C; ve orjinin bir komulugunda

Ny g
0% 0Xp

oluyorsa bu takdirde

X; = f; (X4, o, Xp) + i) X (4.3.10)

sistemi asimptotik kararlid(fA. S. C. Sinha, 1980).
Simdi ise

x =f(x,y) + p1(Dx + r(t)y,

y =gxy) +sOx+p,(Dy (4.3.11)
sistemini gbz 6nline alalim. Bu sistef.2.1) sisteminin bir alt sistemidir. Kabul
edelim ki (i), (ii) ve (iii) sartlari sglanmaktadir ve ayrica sinirl fonksiyonlardir.
Bu sistem icin Liapunov fonksiyon olarak

V(x,y,t) = bye”@®x2 4+ p,e"My?2 (4.3.12)
y y

fonksiyonu g6z 6niine alinmaktadir. Burada



2]p&®®=Rﬂ0+QJO

2fpﬂ®®=RA0+%&)

dir.
Yll:karldaki Liapunov fonksiyonunun(4.2.1) sistemi boyunca t'ye goére tirevi
alindginda

V(xy,t) = =b;Q; (e U Wx* —b,Q, (e %Wy? + 2b;e”U®xx’
+2b,e~LOyy’

= byR; (De”@Ox% + bR, (De™ LW + 2b;e” 1 Ox(f(x,y) + p; (Dx + r(D)y)
+2bye” 2 Oy(g(x,y) + s(t)x + p2(D)y)

= b, R} (e~ U®x2 + bR, (e~ 2Oy2 + 2[r(b,e"U® + s(t)be”2W]xy
+2b,e” UOf(x, y)x + 2be” L Wg(x,y)y

V'(xy,t) = 2b;e”UOf(x, y)x + 2b,e"LWg(x, y)y — W,
burada

W, = —b; R} (0)e" 1 ®x2 — 2[r(t)b;e”U® + s(t)be 2 O]xy
~b,R (e 0y

W; bir quadratik form belirtir ve bu quadratik formsegidaki gibi dizenlenebilir.



—b; R (e~ u® —r(t)b;eU® 4 5(t)b,e~@®] x
W, = [x,y] 1™ 1 2 [y]

—r(t)be”U® + 5(t)be 2O —b,R, (t)e"Q®

Teorem 4.3.3

EBer gagidaki sartlar sglanir ve% < O,g—}g, < 0 oluyorsa o zaman her (t) icin

V' < 0 dir (A.S.C.Sinha, 1980).

(i) -be”UO|R, ' (®)] >0

(i) bybye"U®-QOR] ()R, (t) — K2(t) > 0
burada

K(t) = r(t)b;e”U® + s(t)b,e~2® dir,

Boylece teorem yardimiyl@/; in pozitif tanimh oldgunu soyleyebiliriz. YanW,; > 0

oldugu sonucunu elde edebiliriz.

d
&V(x, y,t) < 2be” UOf(x, y)x + 2b,e"2Wg(x, y)y

d
&V(X, Yy, t) < WZ

olup
W, = 2b,;e”@Of(x, y)x + 2b,e"@WOg(x,y)y dir.

Su gerceklef(0,y) = 0,g(x,0) = 0 ve turev igin genellgirilmis ortalama dger

teoreminden



e Y =0y 5 2b,e~® gky) — gk 0) y?

W, = 2b
2 1€ . y

= 2b, e~ UOf (0,%,y)x2 + 2b,e" L WOg, (x,0,y)y2,
0<0,<1,0<0,<1

fo(x,y) < 0 veg,(x,y) < 0 varsayimlarini kullanirsaW®/, < 0 oldugunu gorebiliriz.

Bu gercekle gagidaki sitsizligi elde ederiz:

d
— <

yaniV'(x,y,t) < 0 dir.

4.4. Dordiincii Basamaktan Lineer olmayan Denklem Sismlerinin Bir Sinifi igin

Cozumlerin Kararhli g

Sl P S P [ SCL P R (4.4.1)
dt* dt3 dt2 dt aez T ) T o
denklem sistemini g6z 6nine alalim. Burada A,B,CDveayilari reel sabit sayilar ve
m > 1 olup bir tek sayidir.(4.4.1) denklem sistemi s@gidaki denklem sistemine

denktir.

dxy dx, dxs

—— =X, —— =X3,—— =X
dt 2t 37 dt 4

dx,

E = _AX4_ - BX3 - CXZ - D(X3 + Xo + Xl)m

= _g(Xl, Xz, X3, X4) (4.4.2)



Lineer olmayan otonom sistemi icin dehmpunov fonksiyonunun integral

metodu yoluyla gagidaki adimlari kullanarak bir Liapunov fonksiyonluguracaiz.

1.Adim

oH d
0_X1 = hy (X1, X2, X3,X4) = fa_xlg(x1»X2;X3'X4)dX3

= f Dm(X3 + Xz + Xl)m_l dX3 = D(X3 + Xz + Xl)m

J0H 0
a_XZ = hz (Xl; X2, X3,X4) = ja_ng(xerZJ X3, X4—)dx3

= f[c + Dm(X3 + XZ + Xl)m_l] dX3 = CX3 + D(X3 + XZ + Xl)m

0H
E = g(Xq, Xy, X3,X4) = AX, + Bx3 + Cxy, + D(X5 + X5 + %)™
3
0H
6_)(4 = x4 +hy(xq,X2,X3,X4)

d
=X4 + fa—mg(xl,xz,xg, X4)dx3

= X4 + fAdX3

=Xy + AX3

buradaH, h;(i = 1,2,3,4) Jiang(2005) deki gibi tanimlanmaktadir.



2.Adim.

NV _M g D(x3 + Xy + X;)™+f

dx, 0% TRTR '

ov  oH m
6_x2:0_><2+f2: Cxz + D(x3 + X, + x1)™+f,

ov  oH m
a_nga—X3+f3:AX4+BX3+CXZ+D(X3+X2+X1) +f3
aV—aH+f = X4 + AXg + f

0x, 0%, 4T % 3T

buradaf; ler bilinmeyen fonksiyonlardir ve bu fonksiyonlar%zg bazintisiyla
j i

belirlenecektirV Jiang(2005) deki gibi tanimlanmaktadir.

3.Adim.

avp oV dX1+ av dx2+ av dx3+ avV  dx,
otl, odx, dt odx, dt o9x; dt 9x, dt

= [D(X3 + X2 + Xl)m‘l‘fl]Xz + [CX3 + D(X3 + X2 + Xl)m+f2]X3 +

[Ax, + Bx5 + Cx, + D(x3 + X, + x1)™+f5]x,

+[X4 + AX3 + f4] [_AX4 - BX3 - CXZ - D(X3 + XZ + Xl)m]

fl = O, fz = (B + C)Xz + AX3 + X4, f3 = AXZ + (A - 1)X3 - (A - 1)X4

f, =x, —(A—1)x53 olarak alinirsa



av

—| = —[CxZ+ (B—C— A2 + (A—1)xZ] (4.4.3)
atl,

denklemini elde ederiz.

4. Adim
X2 gV
f (Xl,o 0 O)dxl f _(Xl, Xz, 0,0)dXZ +
0o 0%

X3 gV

%3 —— (X1,X5,X3,0)dx3 + j 9%, —— (X1, Xz, X3, Xg)dXy
0

X1 X2
== f Dledxl + f [D(Xl + Xz)m + (B + C)Xz]dXz
0 0
X3
+f [BX3 + CXZ + D(X3 + Xz + Xl)m + AXZ + (A - 1)X3]dX3
0
X4
+f [x4 + AX3 + X, — (A — 1)x3] dx,
0

_ [mlilxgn“” X1y [— (x4 + %)™ +2(B + C)x2]|

1 1
I:E BX% + CX2X3 + 1 . (Xl + Xz + X3)m+1 + AX2X3 + E(A - 1)X32):| );)3

1
+ [EXZ + Ax3Xy + XpX4 — (A — 1)x3x4] %4

D
— . m+1
T m+1 X1 + m+1

1 D
c(x Fx)MH + E(B + C)x%] — [m =1 x‘ln“]



1 2 D m+1 1 2
+ EBX3 + Cx,x3 + =T (%1 + x5 + x3) + AxX,x3 + E(A — 1)x3

1
— [m—-l-l (xq + x,)™F] + Exﬁ + AX3X, + XpX4 — AX3Xy + X3X4

D 1 1 1
= m+1'(X1 + X, +x3)m+1+§xﬁ+§(A+B—1)x§+§(B+C)x§+x4x3

+ X4X, + (A + C)x3X,

D
V= m+ 1 (X1 + X5 +x3)™" + U(xy, X3, X2) (4.4.4)

burada
U(Xy,X3,X3) = %XZ + % (A+B—1)x%+ %(B + O)x2 + X4X3
+ X4X, + (A + CO)x3x, dir.

Teorem 4.4.1.

EBer (4.4.1) denklemi sagidaki sartlari sglarsa o zaman bu denklemin sifir
¢6zumu kararhdifA.S. C. Sinha, 1980).

A>=1 B>=A+C, C>0, D>0

Ispat. Oncelikle (4.4.4) denkleminde Liapunov fonksiyonpozitif tanimh oldgunu
gosterecgiz.

m—+1' (X1 + X, +X3)m+1 >0



yalnizca

1,,1 2, 1 2
U(xy4,X3,X5) = > X4 +§(A+ B — 1)x% +§(B + O)x5 +

X4X3 + X4X; + (A + C)x3X;
icin quadratic formun pozitif tanimh olgunu géstermeye ihtiyacimiz var.
1 2 1 2 1 2
U(x4,X3,Xp) = > X4 + E(A +B—1)x3 + E(B + O)x3 +

X4X3 + X4Xy + (A + C)x3X,

denkleminin quadratic formunun katsayilar determinaagidaki gibi gosterilir.

1AB11AC
5(‘*'—)5(‘*')

NI RN| RN -

1 1
E(A+C) E(B-I_C)

bu determinantin lgaca mindrlerinin

1 1

1 5 5 1

§>0,1 1 :Z(A+B—2)>O
E E(A-}-B—l)

1 1

2 2 2

11 1 1 ,

> E(A-I—B—l) E(A+C) =§[(A+B—2)(B+C—1)—(A+C—1)]>0
- 1A C L B+C

5 5( +0) 5( +0)



oldugu kolayca goriluyor. Gergekteh> 1,B>A+CveC>0danA+B—-2>A+
C—-1>2C>0veB+C—-1>2A+C+C—-1>A+C—-1>0 ssitsizliklerini elde

ederiz. Bundan dolay
(A+B-2)(B+C—-1)>(A+C—1)2

yazilir. Ayrica
1 2 1 2 1 2
U(x4,X3,X5) = 5 X4 + E(A +B—1)x5 + E(B + C)X5 + X4X3 +

X4X, + (A + CO)x3X,

denkleminin quadratik formu pozitif tanimlidir. Bége (4.4.4) deki Liapunov

fonksiyonunun da pozitif taniml olgu sdylenebilir.

Simdi ise (4.4.2) denklemi boyuncd/(x4, X5, X3,X,) fonksiyonunun t ye goére

turevinin negatif fonksiyon oldiunu gosterecgez.

A
atl,

=D(xq + X5 +x3)™(X5 + x5 +X1) + X4%X3 + (A+ B — 1)x3x5 +
(B + O)x,x3 + X4X3 + X4X3 + X3Xp + X4X3 + (A + C)(X3X, + X3X5)

=D(x; + X5 +X3)M (X4 + X3 +X2) +X3(X4 + X3 +X3) +

X5[(A+ B —1)x3 + x4 + (A + O)x,] + x5[(B+ CO)x, + x4, + (A + C)x3]

=D(xq + X5 + x3)™ (x4 + X3 +X,) +

[-Ax, — Bx3 — Cx; — D(X; + X5 + X3)™] (X4 + X3 + X3)

+x,[(A+B—1)x3 + x4 + (A+ Ox,] + x3[(B+ O)xy + x4 + (A + C)x5]



oV

| =03 + (B—C—A)x5 + (A~ Dxj]
2

teoreminsartlarindan,

ov
il = —[Cx3 + (B—C—A)x5 + (A— 1)x3]

2
fonksiyonunun negatif bir fonksiyon olgunu kolayca gorebiliriz. Sabit hareket
Uzerindeki Liapunov’'un kararlilik teoreminden dal&$.4.2) denkleminin sifir c6zimi

kararlidir. Boylecg4.4.1) denkleminin sifir cozimunun kararl oigluelde edilir.
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