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SiINGULER HOMOLOJi TEORI

Selim Cetin
Matematik, Yiiksek Lisans Tezi, 2010

Tez Danismant: YrdDog.Dr.Tufan Sait Kuzpinari

OZET

Bu tez 4 bolimden olusmaktadir. Birinci bdliimde tezde kullanilacak olan ve tezin kolay
anlasilmasimi saglayacak bazi matemateksel tanimlar lema ve denklem yer almaktadir. ikinci
boliimde yine tezde kullanilacak olan simpleksler , simpleksel kompleks , yonlii simpleksler ,
siir operatdrii , sinir gruplarimi , zincirlerin olusturdugu serbest abelyan gruplarmin devir

grubunu ve buradan da n-homoloji gruplarini tanimladik.

Ucgiincii boliimde ise homeomorfik iki uzaym gruplarinin izomorf olacag: kaidesiyle
homoloji teorinin bazi ortaya ¢ikan teorem ve lemmalarini verip 6rnekledik. Son boliimde bu

homolojik 6zellikleri ( homoloji gruplarinin 6zelligini ) cebirde uyguladik.

Genel olarak tezde euler’ in yiizeyler i¢in karakteristik denkleminden yararlanmak igin
verilen yiizeye homeomorfik olmasini istedigimiz simpleksleri insaa ettik. Dolayisiyla her bir
objenin kenar, kose ve yiizlerin sayisini hesaplayip objeleri abelyan grup yapisina atamayi

mumkiin kildik.

Anahtar Kelimeler : Simpleksler, Simpleksel Kompleksler, Yonli Simpleks, Zincir, Devir ve
Sinir Grup, Sinir Operatorii, Homoloji Grup, Uggenlestirme, Homolojik Cebir, Bagli Homoloji,
Bir Ciftin Tam Homolji Dizisi.



SINGULAR HOMOLOGY THEORY
Selim Cetin
Mathematics, M.S.Thesis, 2010

Thesis Supervisor:Assist.Prof. Tufan Sait Kuzpinari

SUMMARY

This thesis consists of 4 chapters. In the first chapter, mathematical definitions, lemma
and equations which will be used in the thesis and will ease the understanding take place. In the
second chapter, we made the definitions of simplexes,simplicial complexes, oriented simplexes,
boundary operator, chain groups,cycle group and boundary group, and hence homology groups

which will be used in the thesis again.

In the third chapter, with the formula of the fact that the groups of two spaces are
isomorphic, we gave and examplified the theories and lemma of homology theory. In the last
chapter, we aplicate these homological properties ( properties of homology goups) on the

algebra.

In general, in the thesis, to benefit from the Euler characteristic equation of surfaces, we
constructed the desired simplexes to make the surface of the house to homeomorphic. So, by
computing the numbers of edges, vertices, faces. We enabled the objects to link to abelian

groups.

Keywords: Simplexes,Simplicial Complexes, Oriented Simplexes, Boundary Operator, Chain
Groups,Cycle Group and Boundary Group, Homology Group, Triangulation, Homolgical
Algebra, Relative Homolgy, The Exact Homolgy Sequence of a Pair.
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1.GIRIS

Bu kisimda tezin iginde gecen bazi kavramlarin tanimlari verilip anlagilmay1 kolaylastirmak i¢in
tanimlar o6rneklerle desteklenecektir. Her ne kadar bu kavramlar ¢ogu kisi tarafindan bilinse de

biz hatirlatma amagli bu kavramlari kisa kisa verecegiz.

1.1.Tanim: 4 bir climle olmak ilizere g: 4 ——» A fonksiyonu birebir ve Orten ise g
fonksiyonuna A nin bir permiitasyonu denir. N elemanli bir kiime kendisi {izerine tiim birebir
fonksiyonlar bileske islemi altinda bir grup olusturur. Bu gruba permiitasyon grubu denir. N

elemanli bir kiimenin #/ tane permiitasyonu olacagi agiktir.

1.2.Tamm: A kiimesi sonlu ve g, A iizerinde tanimli bir permiitasyon olsun. a €4 i¢in g*(a) = a
olacak sekilde bir k€Z vardir. Bu durumda (a,g(a).g’(a), ... ,¢"'(a)) seklinde tanimlanan k-liya

bir k-devir denir.
Bunu bir 6rnekle agiklayacak olursak 4={1,2,3,4} olmak iizere

1234 1234 , . .
g = (2 3 i 1) g = ( 34 i 2) permiitasyonlarinin devirsel gosterimi

g’()=1, g/'()=2, g’(D)=gi(gi(1)=gi(2)=3, g’(D)=gi(g’(1)=gi(3)=4. g/'(1)=

gi(e’(1)= g, (4)=1 olup g,=(1,2,3,4) ve benzer olarak g,=(1,3)(2,4) diir.

1.3.Tamum: Uzunlugu iki olan devire transpozisyon denir.
Bir bagka degisle bir transpozisyon herhangi iki sayinin yerlerini degistirir, digerlerini sabit
birakir. Buna gore bir transpozisyon ; A={1,2,...,n} olmak iizere a,b €4 icin g(a)=b ve g(b)=a ;

a,b#c i¢cin g(c)=c sartin1 saglar.

1.4.0rnek: A={a,b,c.d,ef} ve g=(? 2 . g : ;) olsun. Bu permiitasyon g=(a,c)(b,d) seklinde

gosterilebilir. g(e)=e ve g(f)=f oldugundan goriintiileri yine kendisi olan elemanlar devirlerde

gosterilmezler.



1.5.Tanim: Eger herhangi bir permiitasyon tek sayida transpozisyonlarin c¢arpimi seklinde
yazilabiliyorsa tek permiitasyon ; ¢ift sayida transpozisyonlarin ¢arpimi seklinde yazilabiliyorsa

¢ift permiitasyon denir.

= (1,8)(3.6,4)(5,7) permiitasyonu f= (1,8)(3,6,4)(5,7)=(1,8)(3,4)(3,6)(5,7) buda dort tane

transpozisyonun ¢arpimi seklinde olup ¢ift permiitasyon iken

g=(1,4,5,6)(2,3,7) permiitasyonu , g=(1,4,5,6)(2,3,7)=(1,6)(1,5)(1,4)(2,7)(2,3) olup bes tane

transpozisyonun ¢arpimi seklinde yazilmig olup tek permiitasyondur.

1.6.Tammm: A={by, b;, ..., b, } =m; (m+I)tane by, b;, ..., b, noktalarindan olusmus kiime
olmak tlizere bob; , ... , byb, vektorleri dogrusal bagimsiz ise 4 kiimesine afin bagimsiz kiime
denir.

1.7.Tanmm: Simpleksin bulundugu hiperdiizlemde bulunmasi gerekmeyen n+1 tane P; noktasi
yardimiyla simpleksin bir x noktasini x = Y-, A;P; Dbiciminde ifade etmeye yarayan 4

sayilarina barisentrik koordinatlar denir. Burada ) ; A; =1 dir.

1.8.Heine-Borel Lemmasi: A kiimesi E" uzaymm siirli alt kiimesi ise bu kiimenin agik
kiimelerden olusan her sonsuz oOrtiisiinden A kiimesini orten sonlu sayida kiimeler (agik Ortii)

segilebilir. Baska bir anlatimla, E" uzayinin her kapali siirli alt kiimesi kopmaktir.

1.9Euler Kkarakteristigi: FEuler formiiliiniin kiireden farkli olan topolojik yiizeylere

genigletilmistir. Yiizey i¢in bu formiil;

“Koselerin sayis1 + Yiizlerin sayisi — Ayritlarin sayis1 = Sabit say1” dir.



2.TEMEL NOTASYONLAR

Oncelikle oklidyen 3-uzay R’ de n=0,1,2 ve 3 igin yonlii n-simpleks tanimini inceleyecegiz.
Yonlii 0-simpleks bir tek p noktasidir. Yonli /-simpleks p; ve p, noktalarini birlestiren p;p;
dogru pargasidir. Ve p; den p, ye hareket seklinde gériiliir. Bu baglamda pp, # psp; dir fakat

aralarindaki benzerligi p,p.# -psp; seklinde gosterecegiz. Yonlii 2-simpleks

P1 p2

sekildeki gibi bir p;p,p; licgensel bolgesi ile birlikte liggen etrafinda yonii belirli bir harekettir.
Bu harekette siralama 6nemlidir ve sira p;p,p; seklindedir. Bu siralama yukaridaki sekilde ok
ile gosterilmistir. Dikkat edilecegi iizere p;pps; papsp; ve pspip. siralamalariyla ayni olup

PiPsPa P3PaP1, Papips siralamalarinin tersidir.
Bu durum p,pyp;= papspr = pspip: = - pipsp2 = - pspap: = - papip; seklinde ifade edilir.

Dikkat edilecegi tizere pppi ;

(1 2 3)
i j k
permiitasyonunun tek veya ¢ift olmasi durumuna gore sirasiyla p;p,p; veya - p;p;p; yapisina

esittir.



Belirtmeliyiz ki n=0, 1,2 i¢in yonlii n-simpleks n boyutlu bir objedir.

Yonlii 3-simpleks kdselerinin sirast pippsps olan dort koseli tetrahedrondur(burada 3-

simpleks tetrahedronun sinirladigi bélgenin tamamidir).

Py

P2 vpé‘

P;

Yonlendirme 2-simplekste oldugu gibidir.

( 1 2 3 4 )
i j r s
Permiitasyonunun ¢ift veya tek olmasi durumuna gore

DiD2P3P4 = - PPP:Ds dir.

Benzer tanimlar n>3 igin yapilabilir fakat gorsellestiremedigimiz ig¢in #>3 icin tamimlar
vermeyecegiz. Simdiye kadar verdigimiz simplekslerin tamami yonlii yani koselerinin
yazimindaki siralanisa gore farkliliklar gosterir, koseler ayni olmasina ragmen siralamaya gore

yonlii simpleksler farkli olabilir. Bundan sonraki tiim simpleksler yonlii olacaktir.



Simdi n=1,2,3 igin bir n-simpleksin sinir tanimini verecegiz. Bir 0-simpleksin sinir1 bos

simpleks olup bu durum

“do(l)) :0 ”»
Seklinde gosterilecektir.

pip2 1-simpleksnin sinir1

“di(pip2)=prp1”

Seklinde, pip,p; 2-simpleksinin sinir

“Orpipp3)= paps- pipst pip2”

Ve benzer sekilde pip2psps 3-simpleksinin sinir1 ise

“OB(P1PD3P4)= PaP3P+ PiP3P+T PiPP4~ PiDP3”

Seklinde ifade edilir. Sinir tanimlarinda toplami olusturan her bir bilesene simpleksin yiizeyi
(face) denir. Mesela popsps , pipopsps simpleksinin bir ylizeyi olup p;psp, bir yiizey degildir. Ne

var ki ppps= - pipsP4, PiPapsp« simpleksinin bir yiizeyidir.

Simdi yukarida sekli verilen tetrahedronu diisiinelim. Bu tetrahedronun dis yiiziinde
(surface) , baz1 O-simpleksler (koseler) , 1-simpleksler (kenarlar) , bazi 2-simpleksler (i¢i dolu
iicgenler) vardir. genel bir ifadeyle bir uzaymn tam olarak simplekslere bdoliinebilmesi igin

asagidakilerin dogru olmasi gerekir.

a- Uzaydaki her bir nokta en az bir simpleks i¢inde olmali
b- Uzaydaki her bir nokta sonlu sayida simpleks i¢inde olabilir
c- Iki farkli simpleksin ya ortak noktalari yoktur, ya da ortak noktalari birbirinin yiizeyidir.



Ornegin

Uzaylan {glincii sart1 saglamamaktadir. Fakat

Uzayi Uigilincii sart1 saglamaktadir.

Verilen ii¢ sarta uygun bigimde simplekslere ayrilabilen bir uzaya simpleksel kompleks

denir.

Simdi buraya kadar sezgisel olarak anlatmaya c¢alistigimiz yonlii simpleksler ve yonlii

simplekslerin sinir1 ve simpleksel kompleks tanimlarini ve bunlarla ilgili baz1 rnekleri verelim.

2.1.1.Tanim: A CR* olsun. 0<t;,

l‘0+t]+...+ln:]

olmak tizere herhangi bir a€A noktasi, bazi ay, a;, ..., a, €4 igin

a=tyap+ tja; + ...+ t,a,



biciminde bir tek yazilabiliyorsa A alt kiimesine bir n-simpleks denir. Bu durumda A simpleksi

ap, 4, ..., a, tarafindan geriliyor denir ve
ty,t;, ..., t, sayllarma a= tyay + t;a; + ...+ t,a, noktasinin barisentrik koordinatlari denir. a, a,
, ..., a, noktalarina ise A nin koseleri (vertices) denir.

Kisaca simpleks tanimini su sekilde yapabiliriz.
2.1.2Tamm: aqy, a;, ..., a, ER' noktalar1 afin anlaminda lineer bagimsiz olsun.
conv {ay,ay, ..., a, } konveks catisina , koseleri ay, a;, ..., a, olan n-simpleks denir.

Her simpleks kapali ve sinirli olup Heine-Borel lemmasi geregince kompakttir.

AVANVAN

P, ps P2 P3 DPs Ps

pipap; bir simpleks olup ppps-{a} ve ppsps-{a} kimeleri konveks degildir, yani simpleks
degildir.

R’ de temel simpleksler olan 0, 7,2, 3-simpleksleri

p1
P pP— pi
.,
pz p 4

P, ps3 J %]



seklinde resmedebiliriz.

2.2.Simplekslerin yonlendirilmesi

Bu kisim [Boziiyiik] den alinmistir. Bir m-simpleks py , p; , ..., p» noktalan ile belirlenir.
Verilen simpleks tanimma goére bu noktalarin siralamasi 6nemli degildir. Fakat bazi 6zel

amaglar i¢in kdselerin sirasini dikkate almak gerekir.
Bu amaclar nelerdir?

Po, Pi, ..., pn nOktalari ile elde edilen m-simpleksi o™ ile gosterelim. ¢ nin bir permiitasyonu,
basitge koselerinin siralamasinin bir permiitasyonudur. Bundan dolay1 ¢” nin (m+1)! miimkiin
permiitasyonu vardir. iki permiitasyonun ikisi de ¢ift veya ikisi de tek ise bu iki permiitasyon
birbirine denktir denir, aksi halde yani biri tek digeri ¢ift permiitasyon ise bu iki permiitasyon

birbirinin zit isaretlisidir denir.

Bu ¢" nin permiitasyonlar1 kiimesi {izerinde bir denklik bagmtisi olusturur ve bu
kiimenin permiitasyonlarin tek veya ¢ift olmasi bagintisina gore iki denklik sinifi olusur. Bu
siniflara ¢” in yonlendirmeleri denir. Verilen bir m-simpleks bu yonlendirmelerden biri ile bir
yonlendirilmis m-simpleks olur. yani her bir m-simpleks yardimiyla iki tane yonlendirilmis m-

simpleks elde edilir.

2.2.1Tamm: A4 bir n simpleks ve ay, a;, ..., a, bu simpleksin koseleri olsun.

{ap, a;, ..., a,) nin bir alt kiimesi { a;, a;;, ..., ayt tarafindan gerilen simplekse, 4 nin &

boyutlu bir yiizii (face) denir.
Ormegin 4 nin kdseleri 4 nin 0 boyutlu yiizleridir.
1 boyutlu yiizlere verilen simpleksin kenari (edge) denir.

N boyutlu simpleksin (n-1) boyutlu yiiziine verilen simpleksin facet i denir.

Farkl1 bir anlatimla n-simpleksin yiizii; k<n olmak {izere bu simpleksin alt kiimesi olan

k boyutlu simpleksler olarak tanimlanabilir.



2.2.2.Tammm:A bir n-simpleks olsun boyutu n den kii¢lik olan tiim yiizlerin birlesimine 4 nin

sinir1 denir ve J(4) seklinde gosterilir.

Bir simpleksin sinirinin tiim facelerinin birlesiminden meydana geldigini gérmek kolaydir yani
bir baska degisle bir simpleksin i¢inde bulunan simpleksin boyutundan bir eksik boyutlu

yiizlerin bileskesi simpleksin sinirin1 verir.

2.2.3.Tanmim: Sonlu bir m i¢in K={ 6" c R" |m=1,2,...,p } ailesi R" deki baz1 m-simplekslerin

bir sonlu ailesi olsun. Eger her o;, 0, €K i¢in

Siml: o; /10;, 0; nin hem de o; nin bir yiizii,

Sim2: K deki bir simpleksin her yiizii yine K da bir simpleks ise K ya simpleksel kompleks

denir.
(a) (b) (©)
(d) (e)

(a), (b), (c) birer simpleksel kompleks olup (d) ve (e) siml sartin1 saglamadigindan simpleksel
kompleks degildir.
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2.3.Zincirler, Devirler ve Sinirlar

Bu kisimla beraber amagladigimiz hedefe dogru yaklasmaya baslayacagiz. Yani belli

sartlar1 saglayan bir topolojik uzaya karsilik bazi grup yapilar elde edilecek.

2.3.1.Tammm: K bir simpleksel kompleks olsun. K nin n-simplekslerinin kiimesi tarafindan

iiretilen serbest abel grubuna K nin # zincirlerinin olusturdugu grup denir ve C,(K) ile gosterilir.

Tanimdan anlasilacagi iizere C,(K) nin her bir elemani; ¢; , K nin bir n-simpleksi ve
k,€Z i=1,2,3,...,p olmak lizere > ko; seklinde bir sonlu toplam bi¢iminde ifade edilir. Burada

toplama giren her bilesene bir #-zincir denir.

2.3.2.0rnek: K pp,psp, tetrahedronunun dis yiizeyinden olusan simpleksel kompleks olsun. bu

durumda Cy(K) da ki bir eleman k,, k>, k;,k;EZ olmak ilizere

kipipaps + kapipaps + kspipsps + kppsp
formunda olup C;(K) da ki bir eleman k;, k, k3, k4, ksks €EZ olmak lizere
kipipz + kopips + kspips + kpapsps + kspaps + kepspa
formunda olup benzer sekilde Cy(K) da ki bir eleman k;, &, k3, ks EZ olmak lizere
kipr + kopy + ksps + kapy
formunda ifade edilir.
Simdi elde ettigimiz C,(K) grubuyla ilgili baz1 6zelliklerden bahsedelim.

K bir simpleksel kompleks ve K nin n-simpleksleri i=1,2,3,...,k igin o; olsun. m;z; €Z

olmak tlizere Y mo;, > zio: €C,(K) i¢in

Ymo; + Y zior =Y (mi+z;)o;
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Seklindedir. Tam sayilarda toplama isleminin kapalilik, birlesme ve degisme o6zelligi
oldugundan C,(K) iizerinde yukarida tanimlanan islemin de benzer 6zellikleri vardir. i=1,2,....k
icin =0 olmak iizere > to; , C,(K) nin birim eleman1 olup > m0; elemaninin tersi Y (-m;)o;

bigiminde tanimlanir.

Simdi bir K simpleksel kompleksi yardimiyla tanimlanan C,(K) gruplar arasindaki 6zel

bir homeomorfizmay1 tanimlayacagiz.

XveY, F(X) ve F(Y) serbest abel gruplarinin iirete¢ kiimeleri olsun.

FX—Y

fonksiyonu yardimiyla F(X) den F(Y) ye bir homeomorfizma tanimlanir ve bu tanimlama tek

tiirli yapilabilir. Bir I indis kiimesi i¢in x;EX ve m;EZ olsun. Y mx;EF(X) olup

SO mix;) = Ymf{x;) seklinde tanimlansin. Bu tanimlama ile birlikte f, F(X) ten F(Y) ye bir

homeomorfizmadir. Gergekten m;,z;EZ igin

Jomx; + Yzx) = f(2(mitzy)x)

=¥ (it z)ftx)

=Xmif(x) + 2zftx)

= fmx) + f(Xzixi)

dir. Simdi bu bilginin 15181 altinda asagidaki tanim verebiliriz.

2.3.3.Tamim: K bir simpleksel kompleks olsun. &, sinir doniisiimii C,(K) dan C,_;(K) ya bir grup
homeomorfizmasidir. Bu doniigiime sinir homeomorfizmasi (boundary homomorphism) denir,

ve Y mik;€C,(K) igin

ﬁn(Zm,-k,-) = Zm,é’n(k,)
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Seklinde tanimlanir.

Burada elbette &, smir doniisimii i¢in C_;(K) y1 tammmlamak gerekir. C_;(K) bundan

boyle tek elemanli {0} asikar grubu olarak alinacaktir.

2.3.4.0rnek: K simpleksel kompleksini

seklinde resmedelim.

&=2ab+3bc+4ca seklinde tanimlansin (¢€C,(K) dir).

A(E)= A(2ab+3bc+4ca)

= 20y(ab)+3 dr(bc)+4dx(ca)

= 2(b-a)+3(c-b)+4(a-c)

=2a+(-1)b+(-I)c

=2a-b-c

Olur.

Simdide sinir homeomorfizminin ¢ekirdegi(kernel) ve goriintii(image) kiimelerini

arastirip aralarindaki iliskiye deginecegiz.
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2.3.5.Tammm: J,:C,(K) —» C, ;(K) sinir homeomorfizmasinin ¢ekirdeginin elemanlarina n-

devir(n-cycle), ¢ek(d),) ye ise n-devirler grubu denir ve bu grup Z,(K) ile gosterilir.
2.3.6.0rnek: Son &rnekteki K kompleksini ele alalim.
A=ab+ca+bc €Ci(K) dir.
di(A)=2J,(ab+ca+bc)
= Ji(ab)+ Ji(ca)+ Ii(bc)

=(b-a)+(a-c)+(c-b)

Oldugundan A Egek(d;)=Z,(K) olup A bir 1-devirdir. Fakat
t=2ab+bctca olarak alirsak
ai(t) = di(2ab+bctca)
= 20,(ab)+0,(bc)+ i(ca)
= 2(b-a)+(c-b)+(a-c)
=b-a+0
olup t£Z,(K) dir.

2.3.7.Tamm: J,:C,(K) —» C,.;(K) smir homeomorfizmasi olmak tizere J,(C,(K)) ya (n-

1)-smuirlarin olusturdugu grup denir ve bu grup B,.;(K) ile gosterilir.

2.3.8.0rnek: Y simpleksel kompleksini
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seklinde resmedelim.

x=(abc+adc+abd+bcd) €C,(K) olsun.

Oh(x) = Oy(abctadc+abd+bced)

= ody(abc)+dh(adc)+ dy(abd)+ dy(bed)

= ab+bc+ca+ad+dc+ca+ab+bd+da+bc+cd+db

=2ab+2bc+2ca

=2(ab+bc+ca)

olup bu ifade 1-smirdir ve B(Y) nin elemanidir.

2.3.9.0rnek: S kompleksi; yonlendirmesi tetrahedronun disindan bakildiginda her iiggende saat

hareketi yoniinde olmasi sartiyla

P; P4

P;
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tetrahedronunun yiizeyi olsun. Simdi n=0, 1,2 igin Z,(S) ve B,(S) gruplarin1 hesaplayalim.
Oncelikle C;(S)=0 oldugundan B,(S)=235(C;(S))=0 dur.

C.;(S)=0 oldugundan

Zo(S)=ker(dp)=Cy(S) dir

Boylece Zy(S) pipaps ve py lretegleri lizerinde tanimlanan serbest abel gruptur. Bir grubun
homeomorfizma altindaki goriintiisii bu grubun ireteglerinin homeomorfizma altindaki

goriintiilerinin {irettigi gruptur.

Boylece Ci(S); pip2 ., pips » pip+, PaP3 , Pap+ ve pspy tarafindan iiretildiginden By(S) yani 0-
smirlar grubu p,-p;, ps-pi, p+Pi, P3-P2, P+P2, P+-P; tarafindan iretilir.

Ne var ki; By(S) ,bu iiretegler iizerinde serbest abelyan degildir. Ornegin , ps-p> = (p3-p1)-(p2-p1)
dir. kolayca goriilecegi lizere By(S) grubu p,-p; , p3-p; ve ps-p; Uzerinde serbest abel gruptur.
(dikkat edilecegi tizere , ps;p, , p+p2 , p+ps clemanlart By(S) nin iretegleri tarafindan

iiretilebilir.)

Simdi Z;(S) yi hesaplayalim. C;(S) deki bir ¢ elemani , pp; kenarlarinin integral

katlarinin normal toplami1 bi¢imindedir. Z;(S) nin {iretegleri

Z1=pipst psps t pep2

Zy= pipat paps + pipi

Z3= pip>t paps + papi

Z,=pipst psp> + pop; dir.

Benzer hesaplamalarla

Z,(S)= B.(S)

olup Z,(S) nin iiretegleri



16

pap3pst pspips + pipaps T papips olur.
2.4.Homoloji Gruplarinin Hesaplanmasi

2.4.1.Teorem: X bir simpleksel kompleks ve n=0,1,2,3 i¢in C,(X) , X in n-zincirleri olsun. her

c€Cy(X) icin 0I,.,0,(c) = 0 dir.

Ispat: Homeomorfizmalar iiretecler yardimiyla tammlandigindan iiretegler igin verilen ifadenin

dogru oldugunu gostermek yeterlidir.

910 (pipap3) = Fi(paps + pspi + pip2)

=(p3s—p) +(i—p3) + (p:—p1)

2.4.2.Sonuc: n=0,1,2,3 icin Z,(X)2 B,(X) tir.

b€ B,(X) olsun. d,+,(c) = b olacak bi¢cimde c € C,+;(X) vardir.
O,.10,(c) = 0 oldugundan d,(b) = 0 olup bEcekd,= Z,(X) tir.

2.4.3.Tammm: X bir simpleksel kompleks olsun. H,=Z,/B, bolim grubuna X in n boyutlu

homoloji grubu denir.

2.4.4.0rnek: S tetrahedron yiizeyini olusturan simpleksel kompleks olsun.

C;(S)=0 oldugundan Z;(S) ve B;(S) ile aynidir. Dolayisiyla H;(S)=0 olur.
C,(S) sonsuz devirli ( yani Z ye izomorf ) ve B»(S)=0 oldugundan H,(S) =Z dir.
Z,(S)= B,(S) oldugundan Z,(S)/B,(S) grubu asikar grup oldugundan H,(S)=0 dir.

Benzer hesaplamalarla Hy(S)=Z dir.
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2.4.5.0rnek: M={ p, } olsun. O-zincir Co(M)={ ip, | i€Z } dir. Kesinlikle By(M)={0} ve
Co(M)=Zy(M) =Z dir(dppy = 0 ve p, higbir seyin bir sinir1 olamaz.). Dolayisiyla

Ho(M)=Zy(M)/ Bo(M) ~Z dir.

2.4.6.0rnek: L={ p,, p, } iki 0-simpleksten meydana gelen bir simplisel kompleks olsun.0-
zincir Co(L)={ ipy + jp; | ij€Z } dir. Kesinlikle By(L)={0} ve Cy(L)=Zy(L)=ZDZ dir.

Dolayisiyla Hy(L)=Zy(L)/ By(L) =Z@Z dir.

2.4.7.0rnek: T={ p,, p;, pop: } olsun. Biz Co(T)={ ipy + jp; | ijE€Z} dir. C(T)={ kpsp, | kEZ}
sahibiz. pyp; T deki herhangi bir simpleksin sinir1 olmadigi icin kesinlikle B;(T)={0} ve

H(T)=Z(T)/ B)(T)= Z(T) dir.

Eger z=mpyp; EZ,(T) ise diz = m I)(pop1))=m{ p;1— py } = mpy - mp; =0 olur. Bu yiizden m yok
edilebilir ve Z;(T)=0 dolayistyla H;(T)=0 olur. Hy(T) ye gelince biz Zy(T)= Co(T)={ ipy + jp; |
i,jEZ } ve Bo(T)=goriintiid,={ dyipep,|i €Z} ={i(p,;— po)|i EZ}

F(ipy +jpy))=itj ile f- Zy(T) —» Z bir Orten homeomorfizm tanimlayalim. O zaman biz
cekf=f"(0) = By(T) buluruz.

Buradan Hy(T)=Zy(T)/ By(T) =Z veya Hy(T)=Zy(M)/ ¢ekirdekf=goriintiif~Z buluruz.

2.4.8.0rnek: K={po,pi,p2, pop1,Pip2, Papo } olsun.

Bu S' in iiggenlestirilmesidir. K nm iginde 2-simpleksler olmadigi igin biz B;(K)=0 ve

H]([():Z1([<)/ B]([(): Z](K) ya sahibiz. z= ip0p1 + jp]pg + k P2Po € Z](]() l,],kEZ olsun.
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Oiz=i(p;—po) + j(p2—p1) t k(po—p2) = (k-i)py + (i)p; + (J-k)p> = 0 olmasi gerekir. Bu sadece

i=j=k oldugunda saglanir. Bu yiizden biz

Z1(K)={i{ ppp; + pip> + ppo } | IEZ}

oldugunu buluruz bu Z;(K) min Z ye izeomorfik oldugunu ve H;(K)= Z;(K)=Z oldugunu
gosterir.

Hy(K) y1 hesaplayalim. Biz Zy(K)= Cy(K) ve

Bo(K) = {Ii[ lpop; + mpp> tnpp ] | Lmn€Z}

= {(m-Dpy + (I-m)p; + (m-n)p, | Lm,n€Z} ye sahibiz.

F(ipo + jp1 +kpy) =i +j + kile
[ ZyK) —» Z ye bir orten homeomorfizm tamimlayalim. Cekf = £(0) = By(K) ;
Zo(K)/Cekirdekf = goriintiif = Z veya Hy(K) = Zy(K)/By(K) ~=Z oldugunu dogrulayalim. K , S’

dairesinin bir ii¢genlestirmesi olur ve Hy(K) = Zy(K)/Bo(K)=Z ve H/(K) = Z;(K)=Z 5! in

homoloji gruplaridir.

2.49.0rnek:A={ py, p;, P2, PaP1, PiD2» P2Po» PopiP2} olsun.

Py

P] P2

0-simpleksler ve 1-simplekslerin yapist B;(4)=0 ve H;(A)=Z;(A)/ B;(A)= Z;(4) ya sahibiz

z= ip()pl +jp1p2 + kpgpo EZ](A) i,j,kEZOlSMl’l. ﬁ]Z:i(l)j—po) +j(p2—p]) + k(po—pg) = (k—i)po

+ (i-j)p; + (j-k)p> = 0 olmasi gerekir. Bu sadece i=j=k oldugunda saglanir. Bu yiizden biz
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Zi(A)={i{ pop1 + pip2 + papo } | IEZ}

oldugunu buluruz bu Z;(4) nin Z ye izeomorfik oldugunu ve H;(A)= Z;(A)=Z oldugunu

gosterir.
Hy(4) y1 hesaplayalim. Zy(4)= Cy(4) ve
By(A) = {I,[ lpgp; + mpp> +npspy ] | Lmn€Z}
= {(n-lpy + (I-m)p; + (m-n)p, | Lm,n€Z} ye sahibiz.
g(ipo + jp1 +kpy) =i +j +kile

g: Zy(A) —» Z ye bir orten homeomorfizm tanimlayalim. Cekirdekg = g'(0) = By(A4) ;
Zy(A)/Cekirdekg = goriintiig = Z veya Hy(A) = Zy(A)/By(4) ~Zoldugunu dogrulayalim. 4 , S’
dairesinin bir ii¢genlestirmesi olur ve Hy(4) = Zy(A)/By(A)=Z ve H/(A) = Z,(A)=Z 5! in
homoloji gruplaridir. Ayrica A da 3-simpleks olmadig1 icin B2(A4) = {0} dir. o zaman H,(4)
= Z,(A)/By(A)= Zx(A) dw. z= mpepip; € Z,(A) mEZ olsun. dz=m{(p;ps) - (paps) + (pop1)} =
0 oldugu i¢in m yok sayilmali . dolayisiyla Z;(4) = {0} ve Z,(A) Hy(4) = {0} dir.
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3.SINGULER HOMOLOJIi TEORI

Bu kisim [James W. Vick] ten alinmigtir. Bu kismin amaci keyfi bir topolojik uzayda singiiler
homoloji teoriyi sunmaktir. Homotopi degismezliginin bir ispati ve takip eden tanimlar (Teorem
3.1.14 de ) gerekli hesaplama sonucunda ¢ikan verilerle elde edilir. Homotopi degismezliginin
ispat1 onun karmasik boliimleriyle kesintiye ugramamasi igin Ek 1 e ertelendi. Mayer- Vietoris
dizisi bu teoremin acil bir sonucu olarak taninmistir ve o zaman kiirelerin homoloji gruplarini
hesaplamaya uygulandi. Bu sonuglar klasik teoremlerin sayisinin ispatina uygulandi: Bir diskin
kendi smirlar1 {izerine geri doniistiiriilemeyebilecegi, Brouwer ‘in sabit nokta teoremi, es
boyutlu kiirelerde vektor alanlarinin olmayisi, Jordan- Brouwer ayirma teoremi ve bolgelerin

degismezligi tizerinde Brouwer teoremi.

Eger x ve y R" in noktalar1 ise { (1-t)x+ty|:0<t<I} olacak sekilde x den y ye bolimiinii
tamimlayalim. Eger C de verilen x ve y i¢in yukaridaki x den y ye boliimii tamamiyla C de
kaliyorsa, CER" alt kiimesi konvekstir. Konveks kiimelerin keyfi bir kesi siminde konveks
oldugu belirtilmektedir. Eger A CR" ise A y1 i¢eren R" deki tiim konveks kiimelerin kesigimi A

nin konveks govdesi olur.

R" de bir s p-simpleksi x;xx, x, seklinde bir lineer bagimsiz kiime olusturan R" de
{xy,...x,} (p+1) lisinin bir koleksiyonunun konveks govdesi olur. Bunun X, noktasinin

gosteriminden bagimsiz oldugu belirtilmelidir.
3.1.1.0nerme: {x,, ...,x,} CR" olsun. O zaman asagidakiler esittir.

(a) x,x, x, xplineer bagimsizdirlar.
(b) eger Y sif; = dtxi ve Ys; =t ise 0 zaman i=0,...,p i¢in s; = ¢; dir.

ispat: (a) 2(b): eger Ysx; = Ytx; ve Ys; = Yt; ise 0 zaman 022223 (si-t;) x;

=YiTh (st) x[i2h (st)] X0-Sioh (5-t)(xi-x0)
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X1Xg, ..., Xp Xg lineer bagimsiz oldugundan son ifade i=1,...,p i¢in s; = t; oldugu anlamina gelir.
Son olarak bu }s; = Yt; oldugu icin sy = ty anlamina gelir.
(b) B(a): eger Z;:g (t) (xi-xg)=0 ise o zaman Zﬁzg t; X :(Zgzg t) xo ve (b ile birlikte

disiiniilerek ti, tp,...,t, tiimii sifir olmali. Bu lineer bagimsizligi ispatlar.
s R"de bir p-simpleksi olsun ve her bir i i¢in t; > 0 ve Y t=1 olmak lizere

toxot t;x;+ ... +1,x, formunun tiim noktalarinin kiimesini diistinelim. Bunun {xy, ...,x,! kiimesinin
konveks govdesi oldugu belirtilmeli ve dolayisiyla 6nerme 3.1.1 den biz asagidaki 6nermeye

sahibiz.

3.1.2. Onerme: Eger s p-simpleksi {xy, ...,x,} nin konveks govdesi ise o zaman s in her noktasi

tiim 1 ler i¢in #>0 ve Y t,=1 olmak lizere ) tx; formunda bir tek belirgin gosterime sahiptir.
X;noktalar1 s nin koseleri olsun. Bu 6nerme t; koordinatlarinin uygun se¢imiyle

(to. t,....t,) (p+1) lisi ile s nin noktalar: arasinda bir bagint1 kurabilmemize izin verir.

y s de bir nokta olsun. O zaman y s nin bir kosesidir. Ancak ve ancak y s de uzanan herhangi

bir boliimiin i¢ noktasi degildir.

Eger s nin koseleri kesin bir sira ile verilirse o zaman s bir sirali simplekstir. Bdylece s
Xg, X1 ,...,%, koseleri ile bir sirali simpleks olsun. Her bir i i¢in >0 ve )’ t;=1 ile (t. t;,...,t,) €
R°*" tiim noktalarin kiimesi olan o, yi tanimlayalim. Eger f:0,—s bir fonksiyon f(7,. t;,...,t,)= .
tx; ile verilirse o zaman f siireklidir. Buna ek olarak gosterimlerin tekliginden aslinda o,s
kompakt hausdorf uzaylaridir ki buda f bir homeomorfizim demektir. Bu yiizden her bir sirali1 p-
simpleksi 6, nin dogal bir homeomorfik gériintiisii olur. x,’=(1,0,...,0), x,’=(0,1,0,...,0), ...,
x,'=(0,0,...,1) tepe noktalar ile o, bir p-simpleks oldugu belirtilmelidir. ¢, dogal siralanis1 ile

standart p-simpleks olarak adlandirilir.
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X bir topolojik uzay olsun. X de bir singiiler p-simpleks ®:0, —X bir siirekli fonksiyon

olur.

‘!I o Bl
a"f \'\ S —‘-H-‘L /f
» '\\ ot
£ 2 = v
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\‘\.‘ - ' / B 5
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. k\_h B e
o e = o, — T
SEKIL 1.2

Singular 0-simpleks X in noktalar1 ile belirlenmis oldugu belirtilmelidir. Singular 1-simpleks X

in yolu ile. Ve digerleri de buna benzer sekildedir.

Eger @ singiiler 1p-simpleks ve i 0<i<p aralifinda bir tamsay1 Jy(®) X de bir singiiler
(p-1)-simpleks I P (1,..., t,.))= P (tyt;..., t;1,0,t; ...,t,.;), seklinde tanimlayalim. 0;(®) Pnin i ‘nci

goriintiisii olsun.

Ornegin X de singiiler bir 2-simpleks olsun. (Sekil 1.1) O zaman J,(®) sekil 1.2 de
bileske gosterimi ile verildi. Yani 0;(®) hesaplamak i¢in kose noktalarmin genel siralanisi

kullanilan ve ® vasitasiyla X igine giden i’ nci kdseye karsi o, igine 6,,.; 1 gomdiik.
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Eger /> X — Y ye bir siirekli fonksiyon ve @ X de fi ()=f, ® ile Y de f+(®@) bir singliler
p-simpleks tanimlar. Eger g: ¥ — W ya siirekli ve id : X — X e dzdeslik (birim) doniigiim

olsun. (gof) (@)=gu(fs( D)) ve (id) «( @)= @ dir.

G keyfi bir abel grubu eger 4 € G olacak sekilde bir alt kiimesi var. Oyle ki her bir g€G
g=Yvea X olacak sekilde bir tek gosterime sahiptir. Burada n, bir tamsay1 ve A da ¢ogu sonlu

x i¢in 0 a esit ama tiimii degil. A kiimesi G i¢in bir taban olur.

Verilen keyfi bir A kiimesinden biz asagidaki yontemlerle A tabani ile serbest bir abel
grup insa edebiliriz. F (4) A dan tamsayilar igine tiim f fonksiyonlarimin kiimesi olsun. Oyle ki
f(x) #0 yalniz Anin elemanlarinin sonlu sayis1 i¢in. (f+g)(x)=f(x)+g(x) ile F(4) da bir islem
tamimlayalim. O zaman F(4) bir abel grup olur. Herhangi bir ¢ € 4 i¢cin F(4) da bir f,
fonksiyonunu tanimlayalim. Eger x=a ise f,(x)=1, aksi durumlarda sifir. O zaman {f, |a€A4}

serbest bir abel grup olarak F(4) i¢in bir taban olur. f; ile belirlenmis a, yapiy1 tamamlar.

Ornegin G={(n;,n,,...)|n; bir tamsay1, nihayet sifir}, o zaman G koordinat y&niinde
toplama altinda bir abel gruptur. Ve buna ek olarak (7,0,...), (0,1,0,...),... tabani ile serbesttir.

Eger G=0 ise o halde G bos taban ile serbest bir abel grup oldugunu kolaylikla sdyleyebiliriz.

G A tabam ile bir serbest abel grup ve H bir abel grup ise o zaman her f° 4 —H

fonksiyonunu bir homeomorfizim genigletilmisi oldugu belirtilmelidir.

Eger X bir topolojik uzay S, (X) ile serbest abel grubun tabani olan X in tiim singiiler n
simplekslerinin kiimesini tanimlayalim. S, (X) in bir elemam X in singiiler n- zinciri olarak

adlandirilir ve n¢ bir tamsay1 @ nin sonlu elemanli tiimii sifira esit olabilmek sartiyla Z¢ nao.

@ formuna sahiptir.

J; i'nci donligim operatdrii singiiler n simplekslerin kiimesinden singiiler (n-1)

simplekslerin kiimesine bir fonksiyon oldugundan dolay1 J; Xy n @ ). ®) =Yy n @ . J @
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ile verilen g S, (X) — S,.; (X) bir homeomorfizim i¢in tekbir genislemesi vardir. = g)— o, +
Gy +..+(-1)" 3, =Y o(-1)" & ile verilen J- S, (X) — S,.; (X) homeomorfizimi ile simr

operatorii tanimlayalim.
3.1.3. Onerme: S, (X) — S,.;(X) — S..2(X) de doJbileskesi sifirdur.

Geometrik olarak bu ifade yalnizca herhangi bir n- zincirin sinir1 (n-1)- zincirin siirina
sahip olmadigini soyler. Bu temel 6zellik homoloji gruplarinin taniminda bize yol gdsterecek. C
€S, (X) elemani bir n- devir olur. eger J (C) =0 ise d €S, (X) eleman bir n sinirdir. Eger d=
d(e) bazi e € S, +1(X) icin. J bir homeomorfizim oldugundan dolay1 onun ¢ekirdegi tiim n-
devirlerin kiimesi Z, (X) ile ifade edilen S, (X) de J nmn goriintiisii tim n- smirlarin B, (X) alt

grubu olur.

Onerme 1.3. de B, (X) €Z, (X) in bir alt grup oldugu anlammna geldigi belirtilmelidir.
H,(X)=Z,(X)/B,(X) bolim grubu X in n’ inci singiiler homoloji grubu olur. Bu cebirsel yap1 igin
geometrik olarak yorumlanabilecegi agiktir. Biz topolojik uzaylarda devir g¢alismayi arzu
ediyoruz. Ama kullanilan singiiler devirler, antolojisinin tiimiinde etkin bir sekilde c¢alisilmis
olmas1 ¢ok muazzam olur. Dogal yontem, eger bir boyut yiikseginin bir zincirinin smirmin
uyusmayan bigimleri ise, iki devirin denk oldugu iliski altinda devirlerin denklik siniflar1 i¢in

dikkatimizi sinirlamak olur.

Bu cebirsel teknik homolojik cebir i¢inde standart bir yap1 olur. Bir G siniflanmis abel
grubu tamami {izerinde islem ile tamsayilar ile indekslenmis {G;! abel gruplarinin
koleksiyonudur. Eger G ve G’ siiflandirilmis abel gruplar ise f:G—G’ homeomorfizimi bazi r
sabit tamsayilari i¢in f;:G;—G i+, {f;} homeomorfizmlerinin bir koleksiyonu olur. » f'in derecesi
olarak adlandirilir. Stiflandirilmis bir abel grubunun bir HEG alt grubu bir {H,} stiflandirilmis
grubu olur burada H; G; nin bir alt grubudur. G/H bdlim grubu {G/H;} nin siniflandirilmig

grubudur.
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Abel gruplarinin bir dizisi olan bir zincir kompleksi ve her bir n igin ), ;,0,=0 bileskesi

olacak sekilde
On+1  On . On-a
“n -1

Homeomorfizimler olur. Benzer sekilde bir zincir kompleksi J:C—C homeomorfizimi ile
birlikte derecesi -1 olan C={C;} bir siiflandirilmig gruptur oyle ki doo=0 dir. Eger C ve C’ J
ve 0’ sinir operatdrleri ile zincir kompleksleri ise C den C’ ye bir zincir doniistimii ®:C—C’
sifirinct dereceden bir homeomorfizim olur dyle ki her bir n i¢in J’'o @,= @,.;07 dir. (P nin
derecesinin sifir olmasi1 sart degildir, bu 6zelligin tiim zincir doniisiimleri i¢in kolaylikla
sOylenebilecegi burada belirtildi.) Z(C) ve B.(C) ile ifade edilen d nin goriintiisii ve ¢ekirdegi
sirastyla C nin homolojileri H. (C)= Z. (C)/B«C) smiflandirilmig grubudur. Eger & bir zincir
doniisiimii ise @ (Z. (C)) S Z. (C’) ve @ (B. (C))< B« (C’) olur. bu ylizden @ & .: @ (H.

(C))— H. (C’) homoloji gruplar1 {izerinde bir homeomorfizim meydana getirir.

Bu anlamda S. (X)= { S; (X)} smiflandirilmis grubu 0 sinir operatorii altinda bir zincir
kompleksi olur. 6yle ki X in homoloji gruplar1 bu zincir kompleksinin homolojisi olur. Eger
f:X—Y bir siirekli fonksiyon ve @ X de bir singiiler n-simpleks ise Y de f: (@)=fo @ singular n-
simpleksi vardir. Her bir n i¢in fi : S, (X)—S, (Y) homeomorfizimi i¢in bu tek genigleme olur.
f# S« (X)den S, (Y) ye bir zincir doniisiimii oldugunu gdstermek i¢in asagidaki dikdortgen sema

kontrol edilmelidir.

S

SuX) —————— Si(¥)

Sy

Sn1(X) —————— S (Y)
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iic olarak singiiler ® n simpleksler {izerinde bunun dogru oldugunu kontrol etmek yeterli olur ve
ikinci olarakta dfy (@)= fud(P)oldugunu gostermek icin yeterli gdzlem yapilmalidir. Simdi

O’Zf;g(@([(),..., tp_1):f(¢(f()‘[1,..., t[_],o,t[,...,tp_])) ve
O’Zf;g(@([(),..., tp_1):f#(@(f()‘t]‘..., t,«_;,O,t,«,...,tp_l)
:f((p(to)t]v..., t,'_1,0,t,',...,tp_1)).

Bu yiizden fi : S (X)—S«¥) bir zincir donlisimi olur ve f. : H. (X)—H«Y) sifirinci
dereceden bir homeomorfizmini meydana getirir. Bu uygun bir funktorsal anlam i¢inde g: Y —W
bir siirekli fonksiyonu i¢in  ve id:X—X birim, (gof).=g.«of- ve id. birim(6zdeslik)

homeomorfizimidir.

[k 6rnek olarak X i tek nokta olarak alalim o zaman her bir p>0 i¢cin @,:g,—X singiiler

p- simpleksi tek olarak var olmali dyle ki p>0 i¢in &,®,=®,, dir. Oyleyse
<. —82(pt) =8,1(pt) =So(pt) —0

zincir kompleksini diisiinelim. Her bir S,(p?) @, ile iiretilmis sonsuz devirli bir gruptur. Siir
operatorii 0"45,,=Z?=0(—1)i dd?n:Z?:O(—l)i @, ile verildi. Bu yilizden n>0 i¢in  9®,,= P,
ve @,,,=0 dir. Uygulanan bu zincir kompleksinde »>0 i¢cin Z,(pt)= B,.(pt) oldugu agiktir. Ama
Zo(pt)= So(pt) sonsuz devirli olur. oysa By(pt)=0 dir. Béylece biz bir noktanin homoloji

gruplarinin

egern=20
egern >0

Hon{

verildigi sonucunu ¢ikartabiliriz.

X bir yol baglantili uzay olsun. x,y€X ve ¥:/0,1] —X ¥(0)=x ve ¥(1)=y olacak sekilde

bir stirekli fonksiyon var ise 7 i [0, 1] yerine kullanabiliriz.
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X in bir yol baglantili uzay oldugunu varsayalim. Ve S;(X) i So(X) — 0 ile verilen X in
singiiler zincir kompleksinin boliimiinii diisiinelim. Simdi Sy(X)= Zy(X) dyle ki X in noktalar ile
iiretilmis serbest abel gruplari olarak degerlendirelim. Yani Zy(X)=F(X). Dolayisiyla Z,(X) in bir
y elemani y=),cx Ny .X formuna sahiptir. Burada n, bir tamsay1 bazilar1 sifira esit olabilir ama

hepsi degil.

Diger bir taraftan S;(X) X deki tim yollarin kiimesi ile iiretilen serbest abel grup olarak
degerlendirilebilir. Eger o, in koseleri vy ve v; ve ¢ X de singiiler /-simpleks ise o zaman

oP= ¢(V1)- CP(V()) EZ()()O dir.

ayn, .x)=>Yn, ile a.Sy(X)—Z ye bir homeomorfizim tanimlayalim. Eger X bostan
farkli ise o zaman & bir epimorfizm olur. X de @ bazi singiiler /-simpleksler icin
a(0P)=a(P(v;)- D(vy)) =0 oldugundan dolayr By(X) in a nin ¢ekirdeginde igerildigi sonucu

cikarilabilir.

Tersine , Yn; =0 ile nyx;+nx,+...+npx EZy(X) oldugunu varsayalim. x €X herhangi bir
noktasini se¢elim ve her bir i i¢in J;(@,)=x ve Jy(P)=x; olacak sekilde @;:g;—X singiiler 1-
simpleks var olsun. S;(X) de alman }n;®; singiiler 1-zincirinde A n; @)= > nxi-(Y n)x= Y nx;
ozelligine sahibiz. Boylece a nin ¢ekirdegi By(X) de igerilir. Bu a nin ¢ekirdeginin By(X) e esit

oldugunu ispatlar. Ve biz agagidaki sonucu ¢ikarabiliriz.
3.1.4.0nerme: Eger X bostan farkli yol baglantili grup ise o zaman Hy(X)~Z dir.

A bir kiime ve her bir @€A4 i¢in G, bir abel grubu verilmis olsun. Y ¢4 G bir abel
grubunu asagidaki gibi tanimlayalim. Elemanlar f:4A —U,e4 Ga seklindeki tiim fonksiyonlar
olsun oyle ki f{a) G, her bir @ icin ve @€A baz1 elemanlar fakat sonlu sayida f(@)=0 dir,

buradaki islem (f+g)(@)=f(@)+g(a) ile tanimlandi. Verilen g(a)=f(a@)EGq y1 biz f=(g, : @€A)
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seklinde yazariz ve gq lant fin bilesenleri olarak adlandirinz. )’ G, grubu G larm direkt kuvvet

toplamlar1 veya direkt kuvvet ¢arpimlari olur ve [[,ec4 G« ile ifade edilir.

Eger G bir abel grup ve {G4laes G nin alt gruplarinin bir ailesi dyle ki g€G g,€G, ile
2= aeca 9« seklinde tek bir gosterime sahip ve burada & larmn tiimii i¢in ama ¢ogu sonlu g,~0
ise 0 zaman G Y. ,e4 Ga ya izomorfik oldugu belirtilmelidir. Simdi her bir @€4 igin bir C#

zincir kompleksine sahip oldugumuzu varsayalim.

da da da
o002, >

YacaCe  bir zincir kompleksi tanimlayalim, burada (}C%),=>C%, kabul edildi ve

Ao @EA)=(FC o a€A) ile verildi.

3.1.5. Lema: H,(YC9)=y., Hi(C#) dir.

Ispat:Y C# zincir kompleksinin tanimi ile biz Zy(Y.C2)=Y(Z «(C?) ve B> .C?)=Y(B «(C?) ya
sahibiz. Boylece Hy(>.C4)= Zi(3>.C?/ Bi(3.C%= > (Z (C%)/ > (B 1(C?)

RY(Z(C?/B (C2)= Y H(C?) dur.

X bir topolojik uzay ve x,y €EX i¢in x ~y kiime, eger X de x den y ye bir yol var ise ~ nin
bir denklik bagintisi oldugu agiktir, yani X deki tiim x,y,z noktalar1 i¢in
(1) x~x
(2) x~y ve y~z ise x~z anlamina gelir
(3) x~y ise y~x anlamina gelir.
Boyle bir bagint1 X in alt kiimelerinin bir koleksiyonu seklinde X i denklik siniflarina ayirir.
Burada x ve y aymi denklik smifindadir ancak ve ancak x~y dir. X de bu kesin baginti i¢in
denklik siniflar1 X in yol bilesenleri olarak adlandirilir. Eger x€X x i igeren X in yol bileseni x i

iceren X in maksimal yol baglantili alt kiimesi olur.
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3.1.6.0nerme: Eger X bir uzay, ve { X»- @€A } X in yol bilesenleri ise o zaman
H(X)= Loea Hi(X) dir.

ispat: (XpanPa)) Pa: @€A=Y4esXpan P aPo) ile verilen V:¥ qe s Si(Xa) —Si(X) dogal
bir homeomorfizim vardir. Yer alan gruplar serbest abel gruplar oldugu i¢in ¥ bir monomorfizm
olmali. ¥ nin ayn1 zamanda bir epimorfizm oldugu yorumunda bulunmak i¢in ilk olarak dikkat
edilmesi gereken eger @:g;—X bir singiiler k- simpleks ise o zaman @(g;) baz1 X, larda igerilir
¢linkli g; yol baglantilidir. Dolayisiyla herhangi bir boyle @ icin bagdastirilan Y(@,)=@ ile
@D,E51(Xs) bir tek olmali. Bu yiizden ¥ herhangi bir £ i¢in bir izomorfizmdir. Ayrica ¥ zincir
kompleksleri arasinda bir zincir dontistimiidiir 6yle ki Hy(X)~Hy( Y.qea S (X)) dir. Sonug olarak

lema 3,1.5 den Hy( Y gea S «Xa))= Hy(X) ile ispatin tamamlandigi anlamina gelir.

Bu 6nerme singiiler homoloji teorinin 6ziinde var olan toplama 6zelligini olugturur. Bir
uzayin homolojik 6zellikleri onun yol bilesenleri ile tam olarak kararli oldugu ve herhangi bir
yol bilesenin homolojik o6zellikleri diger herhangi bir yol bilesenin 6zelliklerinden bagimsiz

oldugu i¢in biz dikkatimizi yol baglantili uzaylarin ¢aligmasi ile sinirlayabiliriz.

Onerme 3.1.6 ve 3.1.4 den X in yol bilesenleri ile birebir eslesmesinde Hy(X) abel

grubunun bir tabani oldugu anlamina geldigine dikkat edilmelidir.

3.1.7.Teorem: Eger f>X—Y bir homeomorfizim ise o zaman f..H,(X) —H,(Y) her bir p i¢in

izomorfizmdir.

Aslinda bu terem, singiiler homoloji gruplarimin topoloji degismezligini, singiiler
homoloji teori kullaniminin biiyiik avantajlarindan biri oldugu kolayca goriilebilir.
3.1.8.Teorem: Eger X R" in konveks bir alt kiimesi ise 0 zaman p>0 i¢in H,(X)=0 dur.

Ispat: X#0 oldugunu varsayalim ve x€X p>0 icin @:0,—X bir p-simpleks olsun o zaman

asagidaki gibi 0. g,.;,—X bir singiiler (p+1)-simpleks tanimlayalim.
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O( ty,..., t,+;) simpleksi ty=1 durumunda x #<1I igin (I—t())cblf%, o tl’”_t;ﬂax dir. Yani biz @(
..., )= D 1y..., t,r1) ve @(1,0,...,0)=x o zaman alman dogru parcalari #) dan ) 1in karsidaki
resmine dogrusal olarak X de karsilik gelen dogru parcasini koyuyoruz.(Sekil 1.3). Bu yap1 X

konveks oldugu i¢in miimkiindiir.

Sekil 1.3

® nin tanimindan muhtemelen (1,0,...,0) hari¢ siireklidir. Siirekli olup olmadigini
kontrol  etmek i¢in  limg—#0(ty, ...,t,+))-x//=0  oldugunu  gostermeliyiz. Simdi

limg—110(to, ..., L )X 1= lim—1 (1-1) (P(t/(1-10), ..., ty+i/(1-10)))-(1-to)x )

<limu—i(1-tg) (N Dt/ (1-ty), ...ty /(1-te)) I+ lIx )

?(a,) kompakt oldugu i¢in (NPt/(1-ty), ..., tyei/(1-tg) [+ Mx)) smirhdir. Bu yiizden bitis

limiti sifirdir ¢linkii limyy—;(1-ty)=0, ve buradan 6 nin siirekli oldugu ortaya ¢ikar.

Iy(8)=® oldugu yapidan agiktir. £>0 i¢in herhangi bir singiiler k-simplekse bu prosediir
uygulanabilecegi i¢in 7:Sy(X) — Si+;(X) homeomorfizmine bir tek geniglemesi vardir dyle ki

JdyoT=birim dir. Daha genel olarak biz @ singiiler k-simpleksi i¢in

OT(D)(ty,...t)) =T(D)(ty, ... 11,015, ... te) =(1-tx)(DP(t)/(1-1), ....tp+1/(1-19))) Ttox

Diger bir taraftan T(F.,(D)( to,...ty) =(1-te)( O1 D(t/(1-to), ...ty 1/ (1-15)) +15x)
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=(1-ty). D(t/(1-ty), ...ty 1/(1-ty)) Ftex. Bu ylizden 1<i<k+1 icin FTo=T(J.; D) dir.
Simdi @ herhangi bir k-simpleks olsun.

T o= T P+Y 4L (=1) aT(P)

=T+ (1) AT D)-[TE (~1) Fui( D)+ Li_o(=1) TG P]=D-TI.

Bu yiizden her zaman k>1 i¢in Sy(X) lizerinde JT+7TJ birim homeomorfizimi oldugu 6zelligi ile

T: Si(X) — Sik+1(X) bir homeomorfizim yapisina sahibiz.

Simdi z Z,(X) in bir eleman1 olsun. yukarda sozii edilenden p>0 i¢in (JI'+T0J)z=z dir.
Simdi z bir devir oldugu i¢in T=0 dir. Bu ylizden z=J(Tz) ve z B,(X) de olur. bu tiim p>0 i¢in

H,(X)=0 oldugu anlamina gelir.

Teorem 3.1.8 in ispatinda kullanilan yap1 zincir kompleksleri arasindaki zincir
homotopisinin 6zel bir durumudur. C={C, d} ve C'={C’,J’} zincir kompleksleri ve T:C—C’
birinci dereceden derecelendirilmis gruplarin bir homeomorfizimi olsun( ama illede bir zincir
dondsiimii olmayabilir). O zaman J’'T+TJ:C—C’ sifirinc1 dereceden homeomorfik olarak

diisiinelim. Bu bir zincir doniistimii olacaktir ¢linkii &°(d°'T+T10)
=0T+ To=0'To= F'TA+Tdd=( I’T+ To)J dur.

Bu (J’'T+T09) zincir doniisiimii her bir p i¢in (J'T+70)..H,(C)— H,(C’) homolojisine
bir homeomorfizim meydana getirir. Simdi eger z€Z,(C) , B,(C) de ( J'T+ Td)(z)=J"T(z) olur.

Bu yiizden ( ’T+ To)« her bir p igin sifir homeomorfizim olur.

f ve g :C—C’ verilen zincir doniistimleri f ve g zincir homotopileri olur eger

J’T+ To=f-g ile derecesi bir olan 7-:C—C’ homeomorfizimi var ise.

3.1.9.0nerme: Eger fve g:C—C’ zincir homotopilerinin zincir doniigiimleri ise o zaman
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f+=g+ H,(C) den H.(C’) ne homeomorfizimler olur.

Ispat: Eger T:C—C’ f ve g arasinda zincir homotopisi ise o zaman 0=( &'T+T3).= (f-g). = f--
g oldugu icin dogrudan dogruya bu sonug ¢ikar. Bir 6zel durum olarak f; ve g4 S«(X) —S«(Y) f
ve g:X—Y doniistimleri oldugunu kabul edelim. Eger T fi ve g» arasinda bir zincir homotopisi

ise o zaman T asagidaki yol i¢inde geometrik olarak yorumlanabilir.

@ X de bir singiiler n-simpleks olsun. o zaman 7(®) fi(®) nin g« @) icine siirekli bir
sekil korumayan doniisiimii olarak degerlendirilebilir. Sekil 1.4 den T(®) T(JP) kenarlar1 ve
fi( D) ve go(®) uglar ile bir prizma gibi goriiniir. Bu ylizden 7 nin bir zincir homotopisi olmast

icin cebirsel kosul JT( D)= fy (D)- gu( P)-T(IP) ifadesidir.

Eger ¢=Ym;®; zinciri X de bir n dongii ise o zaman fi(c) ve gs(c) Y de n dongiiler
olurlar. T(c) boyle prizmalarin integral katlarinin koleksiyonu olur ve de=0 oldugu igin
kenarlarin cebirsel toplami sifir olmalidir. Bu yiizden 7(c) nin smurlar fu(c) - gu(c) seklindeki

prizmalarin uglarmin cebirsel toplami olur burada fi(c) ve g«(c) Y de homolog dongiilerdir.

2.(¢) J/

Sekil 1.4
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Verilen X ve Y uzaylarinda f,f;:X—Y iki doniisiim homotopik olurlar, eger X deki tiim x
ler i¢in F(x,0)=fy(x) ve F(x,1)=f1(x) ile F:XxI—Y ,I=[0,1] bir doniisiimii var ise. F doniisimil f;
ve f; arasinda homotopidir. Benzer sekilde ¢ ile siirekli olarak degisiklik gosteren X den Y ye
{fitow<; donligiimlerinin bir ailesi homotopi olur. Homotopi bagintisinin X den Y ye tiim
dontistimlerin kiimesi iizerinde bir denklik bagintisi oldugu agiktir. Doniistimlerin homotopi

smiflarmin kiimesi genellikle /X, Y/ ile ifade edilecektir.

3.1.10.Teorem:Eger f,,f;-X—Y homotopik doniisiimler ise o zaman H.«X) den H«(Y) ye

homeomorfizimler olarak fj.=f}. dir.

ispat: Ispatin amac1 oldukga basittir: Eger z X de bir devir ise 0 zaman f; ve f; altinda z nin
goriintiisii ¥ de devirler olacaktir. f; f; icine siirekli olacak sekilde sekil korumayan bir
dontlistimii olacagindan f; altinda z nin goriintiislinli f; altinda z nin goriintiisii i¢ine benzer
stirekli bir sekil korumayan doniisiimii kabul edecegiz. Bu iki goriintiiniin homolog devirler
oldugu anlamma gelir. Biz simdi yaygm cebir temelleri i¢ine bu geometrik diislinceleri

koymaya devam edecegiz.

Onerme3.1.9 goz Oniine almarak fyuf;x S«X)—S«Y) zincir déniisiimlerinin zincir
homotopileri oldugunu gostermek yeterli olacaktir. F:Xx/—Y f) ve f; arasinda bir homotopi
olsun. gy(x)=(x,0) ve g;(x)=(x,1) ile gy , g;:X—Xx[ gorintiilerini tanimlayalim. O zaman

asagidaki ¢izerek her bir iiggen degismelidir, yani fy=Fog, ve f;=Fog, dir.

X
gol Vo
F
XxI - Y
gl 1
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Simdi gys ve g4 nin S«(X) den S«(XxI) ya zincir doniigiimleri olarak zincir homotopileri

oldugunu varsayalim. Bu JT + Td=gys-g ;4 ile derecesi bir olan

T:S.(X)— S«XxI) bir homeomorfizim var oldugu anlamma geldi. Iki tarafada F; uygularsak
Fo(dT + TO)= Fuy(gpw-g1s) veya AFsT)+( FsT) O=fyuf14 yi verir. O zaman F3T fys ve f;+ arasinda
bir zincir homotopisi ve birinci dereceden S«(X) den S«7Y) ye bir homeomorfizim olur. Bu

yilizden gy« ve g;» nin zincir homotopileri oldugunu gdstermek yeterli olacaktir.

o, standart n-simpleksi i¢in birim doniigiim ile simgelenen elemanlar 7, ES,(o;,) ile ifade
edilir. Eger @: 0,—X X de her hangi bir n-simpleks ise o zaman @y.S,(o;,)—S,(X) meydana
getirilen homeomorfizim @,(7,) =@ sahip oldugu belirtilmelidir. X de singiiler her simpleksin
bu tarzda z, in goriintiisii olarak sergilenebilecegi agiktir. Ispatimizin yonteminden gerekli 7,

yapist ilk olarak verilecek ve yukaridaki yaklasim ile S,(X) in tiimii i¢in genisletilecek.

Biz zincir gruplarinin boyutlar {izerinde tiime varim yontemiyle gy« ve g;4 arasinda bir
T zincir homotopisini inga ettik. Tiimevarim yapmak icin ilk adim »>0 ve tiim X uzaylarn i¢in

i<n tamsayilar1 7Sy X) — S;+;(XxI) bir homeomorfizimi var dyle ki

dl' + Td=gys+g;+ oldugunu varsayalim. Daha ilerisi uzaylarin h:X—W verilen herhangi bir
donisiimiiniin var oldugunu var saydik ki bu olagandir. Tiim i< i¢in diyagramda degismelilige

sahip oldugunu varsayalim.
Tx
T:Si(X) - Si+1(Xx1)
Lh L(hxid)4
Tw
TS,(VV) — S[+1(WXI)

X in n zincirleri ilizerinde 7 tanmimlamak igin singiiler » simpleksler iizerinde T
tamimlamak yeterli olur. Bu ylizden @: g,—X singiiler n simpleks olsun ve @y(z7) =@
oldugunu hatirlayalim. Boylelikle 7,,:S,(,) —S,+i(o,xI) ile tanimlanan yapinin dogalligi
T( D)= T(Pu7,))=(Pxid)s( Ts(z,)) olmasint gerektirecek. Bu yiizden 7, tanimi igin S,(o;) de

T, tamimlamak yeterli olur.
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d g, iginde bir singiiler n-simpleks olsun ve S, ;(g,) de olan dd i¢in tiimevarim hipotezi
ile tammlanan c= gou(d)-g;4(d)- Ton(dd) , ile verilen S,(og,xI) deki zinciri diisiinelim. Onden

gelen tartismadan o, deki belli bir prizmanin siirlarina karsilik gelen c belirtilmelidir. O zaman
de= 0gou(d)-Ig1u(d)- IT 5u(Id)= Zon(Id)-14(FA)- [ow(Id)-g14(TA)- T, I(Fd)]=0. Bbylece ¢ ax]
konveks kiimesinde # boyutlu bir devir olur. Teorem4.8 den ¢ nin ayn1 zamanda bir sinir oldugu
sonucu ¢ikarilabilir. Bu yiizden db=c ile b€ S,+;(o,xI) olsun. Geometrik olarak b sinir1 ¢ olan
i¢i dolu prizmadir. O zaman T,,(d)=>b yi tammmlayalim ve JT(d)+Td(d)= gos(d)-g4(d) oldugunu

gozlemleyelim.

Simdi herhangi bir @: : g, —JX singiiler n simpleksini tanimlamak i¢in ilk olarak
T( D)= (@xid)y( Ts(7,)) tanimlayalim. Boylelikle {ireteg lizerinde tanimlanan

T::Sy(X) — S,+1(XxI) bir homeomorfizim i¢in bir tek genisleme vardir. Bu tiimevarimsal yapi
sifir zincirler iizerinde 7 i¢in uygun tanim1 gosterir. gy 1n bir nokta oldugunu hatirlatalim ve c=
2ou(70)-g14(7y) ile verilen Sy(opxl) deki ¢ zincirini diisiinelim. 7,y(7p)=b tanimlayalim ve gou(7y)-
gi(7p) smurt ile opxl da singiiler bir b I-simpleksini alalim. Bu aymi teknik ile 0-zincirler

tizerinde T tanimlar.

Sonug olarak X in n-zincirleri tizerinde T, i¢in verilen tanimda & T,+ T,0= gps-g14 ve
h:X—W doniisimleri ile ilgili olarak uygun dogal yap1 oldugu belirtilmelidir. Eger @ X de
singiiler bir n-simpleks ise gpu( @)= 2psP@u(7,)=(Pxid)y( gox (7,)) ve benzer sekilde g4 P)=

214®u(7,)=(Pxid)o( 214 (7)) oldugu belirtilmelidir. Simdi

T D)+TA D)= TTD o 7)+TIPD y(7,)= A(Pxid) T(7,)+ TP ,(7)

= (@xid) 4JI1(7,)+(Pxid) \TA7)= (Pxid) o gox (T)- s (7)) = Gou(P)- €14(P). Dogal olarak
benzer sonuglar ¢ikarilir. Boylece 7, gy« ve g4 arasinda bir zincir homotopisi verir ve biz fy.=f;«

oldugunun ispatini tamamlamig olduk.
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Bunun teorem4.8 deki yonteme genellestirildigi belirtilmelidir. Orada biz X konveks
oldugu icin birim doniisiimiin x noktasinin i¢ine X in tiim génderimlerinin homotopik oldugu
gercegini kullandik. Bu nedenle pozitif boyutlarda birim homeomorfizim ve trivial(asikar)

homeomorfizm ile ¢akisir ve X in pozitif boyutlu homolojisi trivial(asikar) dir.

f:X—Y ve g:Y—X topolojik uzaylarin doniisiimleri olsun. Eger fog ve gof bileskeleri
kendi birim doniigiimiine her biri homotopik olursa o zaman f ve g birbirinin homotopi tersleri
olurlar. f>X—Y bir homotopi 6zdeslik doniislimii eger f bir homotopi tersine sahipse bu

durumda X ve Y nin ayn1 homotopi tipine sahip oldugu soylenir.

3.1.11.0nerme: Eger /*X—Y ye bir homotopi 6zdesligi ise o zaman f.. H,(X) — H,(Y) her bir

n i¢in bir izomorfizmdir.

Ispat: Eger g f icin bir homotopi ters ise 0 zaman teorem3.1.10 ile fiog.=(fog).=birim ve

g.of=(gof) .=birim dyle ki g.=f." ve f. bir izomorfizmdir.

iiA—X X in A alt uzaymnin icerme gonderimi oldugunu varsayalim. g:X—4A4 bir
doniisiim O6yle ki 4 da birim olan goi X in A {istiine bir geri gonderimi olur. Eger iistelik iog
:X—X bileskesi birime homotopik ise o zaman g sekil korumayan geri gonderimi olur ve 4, X
in sekil korumayan bir geri gonderimidir. Bu durumda i nin bir homotopi 6zdesligi oldugu

belirtilmelidir.

3.1.12.Sonug: Eger i:A—X, X in A geri gonderiminin kapsamasi ise o zaman

i HAd) — H«X) bir direkt toplam iizerinde bir monomorfizmdir. Eger 4, X in sekil

korumayan geri doniisiimii ise o zaman i, bir izomorfizmdir.

ispat: ikinci ifade 6nerme 3.11 den dogrudan dogruya gosterilebilir. Ilkinin ispat1 i¢in g:X—A4
bir geri gonderim olsun o zaman H.A) {zerinde f.og.=(fog).=birim dir. Dolayisiyla i.

monomorfizmdir.
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G,= i. 1n gorintiisii G,=¢ekirdek g. ile H«(X) in alt gruplarin1 tammlayalim. &€G;NG;
olsun oyle ki a@= i.(f) bazi f€ H(A4) icin g{a@)=0.

0= g(a@)= g.i(f)=F Oyle ki i.(f)=a sifir olmali. Diger taraftan € H.(X) olsun. o zaman p=
ixg(Y)+(y-i.g«(p) G; icindeki bir eleman ve G, igindeki bir elemanin toplami olarak pyi ifade

ettik. Bu yiizden H.(X)= G; @G, ve ispat tamamlanmis oldu.

f . .
() DiE abel grubunun bir tigliisii ve kesin homeomorfizm olurlar eger
goriintii f~¢ekirdek g ise .

—»GIEGZEGﬁ...f"—‘%Gﬁ»...

Abel gruplarinin bir dizisi ve homeomorfizimler kesindir eger her bir {i¢lii kesin ise.

0—c5DS E—0

bir tam dizi kisa tam olarak adlandirilir. Bu 4:G; —G;| bir izomorfizmdir ancak ve ancak

h
0—G;—G>—0 tam oldugu anlayis1 i¢inde izomorfizm kavraminin bir genellestirmesi olur.
Yukarida kisa bir tam dizi icinde C’CD alt grup ile C 6zdeslestirildigi ve f in bir
monomorfizm oldugunu belirtelim. Hem de C’ ¢ekirdegi ile g bir epimorfizmdir. Bu yiizden

izomorfizme kadar dizi hentiz 0—C ’—l>DE>D/C "—() dir.

. . . f
Simdi C={C,} ,D={D,} ve E={E,} zincir kompleksleri oldugunu ve 0—C5DS E—0
nin f ve g sifirinct dereceden zincir doniisiimleri olmak tizere bir kisa tam dizi oldugunu

varsayalim. Dolayisiyla, her bir p i¢in homoloji gruplarmin bir eslenik {igliisi

fe * . .
Hy( C)%HP(D)in(E) vardir. Biz simdi kisa tam olan bu béliinmenin nasil oldugunu tam olarak

incelemek istiyoruz.



38

Bu yiizden biz satirlari kisa tam diziler olan ve her bir karesi degismeli olan sonsuz bir

diyagrama sahip oldugumuzu varsayalim.

} } }
0 —C, ! D, 7 E, —0
1 | .
0 —Cc— b, S L E, —0
1 | o ¥

z&Z,(E) olsun, yani z€E, ve dz=0 dir. g bir epimorfizm oldugu i¢in g(d)=z ile d€D, bir
elemani vardir. g nin bir zincir doniislimi oldugu gerceginden biz g(dd)=d(g(d))=c&=0 a
sahibiz. Tamlik f in gorintisii i¢inde ad oldugu boylece f(c)=dd ile c€C,.; oldugu anlamina
gelir. c€Z,.,(C) vede sifir olmali, f bir monomorfizm oldugu igin ve f{dc)=df(c)=(dd)=0

oldugunu belirtelim.

Z,(E) nin Z,_;(C) igine z—c gonderimi yap1 i¢indeki miimkiin segcenekler sayilar oldugu
i¢in devirlerden devirlere iyi tanimli bir fonksiyon degildir. Ama, biz simdi homoloji gruplar

tizerinde eslenik gonderiminin iyi tanimli bir homeomorfizim oldugunu gosterecegiz.

z,z’ € Z,(E) nin homolojik devirleri olsun. Boylece dle)=z-z’ ile e€E,+; eleman1 vardir.
g(d)=z ,g(d’)=z"ile d,d’ €D, ve f(c’)=0dd’ f{c)=ad ile c,c’€C,_; olsun. Biz ¢ ve ¢’ nlin homolog

dongiiler oldugunu gostermeliyiz.
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g(a)=e ile a€D,.; olacak sekilde bir elemanm1 vardir. Degisme Ozelligi ile
g(da)=0de(a)=de=z-z’ , bbylece biz (d-d’)-Jda nin g nin ¢ekirdeginde oldugunu dolayisiyla hem
de f in gorintisiinde oldugunu goézleyelim. F(b)=(d-d’)-da ile beC, olsun. Simdi biz
J(Fb)=df(b)=2((d-d’)-a)=dd-Id =f(c)-f(c’)=f(c-c’) ye sahibiz. fbirebir oldugu i¢in c-c'=0b ve
¢ ve ¢’ homolog devirler oldugu anlamina gelir. Boylece, homoloji gruplari {izerinde meydana

getirilen gonderim iyi tanimlanmis oldu ve agik bir sekilde homeomorfizim olmalidir.

. o o f
Bu homeomorfizim 4: H,(E) — H,.;(C) ile ifade edildi ve 0—)C—>DE> E—0

Kisa tam dizisi i¢in baglanti homeomorfizimi olarak adlandirilir.

. f 9 . C o .
3.1.13.Teorem: Eger 0—C—-D— E —0 zincir komplekslerinin bir kisa tam dizisi ve zincir
dontstimlerinin derecesi sifir ise 0 zaman

fi 9+ A [« 9«
H,,(D) Hn(E) Hn_j(C)—> Hn_](D) —_...

Uzun tam dizisi tamdir.

Baglanti homeomorfizminin uygun dogal yapisinin belirtilmesi dnemlidir, yani

0 —C ! D g E —0
la /3 1y 4
0 —c—1 D’ g E’ —0

Eger zincir kompleksinin bir diyagrami olan ve satirlar tam, dikdortgenler degismeli derecesi
sifir olan zincir doniisiimleri ise o zaman 6zdeslik diyagraminin her bir dikdortgeninde degisme

ozelligi gecerlidir.
g+ A [
...——H,(D) —— H,(E)—/— H, ,(C)—— H,.,(D)——...
2 Ly la. 2

! !

‘ A p
o H (D) — L H(E)—2s H((C) L Hy (D) — ..
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X bir topolojik uzay ve 4 CX bir alt uzay1 olsun. 4 nin i¢i (Int4) A da ihtiva edilen X in
tiim acik alt kiimelerinin birlesimi olur veya benzer sekilde X de agik olan 4 nin maksimal alt
kiimesidir. X in alt kiimelerinin 7/ koleksiyonu X in bir 6rtiimii olur eger X<U, ¢y U verilen bir
% koleksiyonunda /nt 7/ 7/ nun elemanlarinin i¢lerinin koleksiyonu olsun. Biz bu # lar iginde X

in bir ortiimii olan /nt Z ile ilgilenecegiz.

X in her hangi bir # értimii icin S¢(X) ile baz1 UEX de igerilen @&(5,)(¢p:0,—X)

singiiler n-simpleksleri ile liretilen S, (X) in alt grubunu ifade edecegiz. O zaman her bir i i¢in
goriintiid; @ Lgoriintii ¢

yani tam sinirh
: S (X) = Si-a(X)

boylece X in herhangi bir % 6rtiimii ile 6zdeslesen SU(X) bir zincir kompleksi var ve dogal
kapsamasi i: S (X) — S, (X) bir zincir doniisiimiidiir. Eger ¥’ V uzaymin bir értiimii ise /2X—Y
bir doniisiim &yle ki her bir UEZ igin f{U) ¥ nin en az bir V kiimesinde igeriliyorsa o zaman

fur SE(X) —SY () bir zincir doniisiimii var ve f;0i, = iyofy oldugunu dikkat edilmelidir.

Biz simdi uzaylarin homoloji gruplarinin iginde ¢alisilan asil hesaplamasal aletler olarak

teoremi sunmaya haziriz.

3.1.14.Teorem: Eger Z X’in alt kiimelerinin bir ailesi dyle ki /ntZ/ X in bir ortlimii ise o zaman

iH,(SY (X)) —H,(X) her bir n i¢in izomorfizmdir.

Ispat makalenin uzun siiren kesintisinden kaginmak icin ek’e birakildi. Bu ispatin, konu
dis1 veya ilgi ¢ekici olmadig1 anlamina geldigi varsayilmamalidir. Aslinda bu tez homotopi teori
ve homoloji teori arasindaki temel farkin ayirt edici 6zelligi olmaktadir. Sezgisel olarak bu

teoremin ispatinin yontemi agiktir. X de verilen bir ¢ zincirinden biz X den bir ¢’ zincirini inga
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etmeliyiz. Oyle ki ¢’ i’nin goriintiisiindedir ve dc=dc’ diir. Ayrica eger ¢ bir devir ise bir ¢’ niin
¢ ye homolog olmasini isteyecegiz. Bu sonuglanan zincir istenen ¢’ oluncaya kadar ¢ zincirinin
tekrar tekrar ““alt boliinmesi” ile yapilir. Alt boliinme teknigi homoloji teoride miimkiindiir.
Ciinkii bir n-simpleks daha kii¢iik » simplekslerin bir koleksiyonuna boliimlenmis olabilir. Ama
kiirenin alt boliimii daha kiigiik kiirelerin bir koleksiyonu sonucunda elde edilemez. Bdyle bir
yapinin yoklugu bir kiire olarak basit sekilde uzaylar icin homotopi gruplarini hesaplamasini

son derece zor yapar.

Int?” nun X i kapsamasinm gereli oldugu kosulunu gérmek icin X=S', x,&S’ ve
U={{x0}.S"-{xy}} olsun o zaman S¥(S’) de herhangi bir ¢ zinciri §’-{x,} da bir ¢, zinciri ve {x}

da ¢, zincirinin toplami olarak tek olarak yazilabilmeli. Ayrica ¢, nin goriintiisii

S’-{x,} m kompakt bir alt kiimesinde igerildigi i¢in ¢ bir devir olacaktir. Ancak ve ancak c; ve ¢,
her biri devirler olmalidir. Simdi hem ¢; hem de ¢, ayni zamanda sinirli olacagindan dolayisiyla

H; (S¥(S"))= 0 olur. Ama o H, (S')= Z oldugunu hemen gostermis olacak.

Teorem 3.14 {in ilk uygulamasi X in bir 7 ortiisiiniin pargalarinin homoloji bakimindan
bir X uzaymin homolojisini ¢alismak i¢in bir teknigin gelistirilmesi olacak. Asikar olmayan en
basit durumda 7% ortiimii /ntUU IntV=X olacak sekilde U ve V iki alt kiimesini igermektedir.
Kolaylik i¢in U deki tiim singiiler » simplekslerin kiimesi A’ , V deki tiim » simplekslerinin
kiimesi de 4" olsun. O zaman S, (U)=F(4’) , S.(V)=F(A”) diir. h(a; *, a;”)=a; +s; "ile verilen
h:F(A’)®F(A”)—F(A°’UA”) dogal bir homeomorfizim var oldugu belirtilmektedir. 2 mn bir
epimorfizm oldugunu goérmek zor degildir. Diger yandan g(b)=( b; , -b;) ile verilen g:
F(A'NA”) — F(A)@PF(A”) hog=0 ve g nin bir monomorfizm oldugu hemen g¢ikarilabilir.

Simdi h(2na;, Zimja;”’)=0 oldugunu varsayalim.

Yani Zn,-al- + Zm/aj”ZO dir.
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Bunlar serbest abel gruplart oldugu i¢in #; lerin her biri sifirdan farkli oldugu i¢in en az bir tane

Jji¢in a;’= a;” ve ayrica m; =-n; olur.

Sifirdan farkli tim m; katsayilar1 bu tarzda goriinmeli.Bu tiim a;’ lerin 4°’/]J4” de oldugu
anlamma gelir ve eger x=Zha; , ise o zaman Zima;”=-x dir. Dolayisiyla x€F(A’'NA”") ve
g(x)=(2na;, Zm;a;”) diir. Bu 2’1n ¢ekirdeginin g nin goriintiisii tarafindan igerildiginin ispati
olur ve zincir gruplar1 bakimindan yorumlanan bu gercekler her bir z i¢in bir kisa tam bir dizi

Verir.

0 — —S,(UNV)—2 S,(U) @ (V) —s SU(X) —— 0

(S«(U) @S«V)),=Su(U) @ S,(V) de oturan ve sinir operatorleri her bir bileseni {izerinde olagan

sinirlar olan S«(U) @ S«V) zincir kompleksini tanimlayalim.

Yukaridaki diziden zincir komplekslerinin kisa tam bir dizisi olur ve zincir doniigiimlerinin

dereceleri sifir olur.
Teorem3.1.13 den homoloji gruplarinin uzun tam bir dizisi eslenigi vardir.
S HUNM) = H(S.(U) @S.(V) —— Ho(SX(X) —— Hyoy (UNV) — .
zincir kompleksinin tanimindan H,(S«(U) @ S«V))= H,(U) @ H,(V), oldugu agiktir ve

teorem 3.1.14 ile biz H, (S¥ (X))~ H,(X) esitligine sahibiz.Uzun tam dizi igine dhil edilen bu

izomorfizmlerle biz asagidaki Mayer-Vietoris dizisini kuruyoruz.

S HUNY) =L HyU) @ Hy(V) —= Hyp(X) ——— Hyy_y (UNV) ——...

Eger bir kendi icerme gonderimlerini
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U
i/ vk
urivv Uur=x
jyv /1
V

Ile tanimlarsak o zaman g.(x)=(i«(x), - j«x)) ve h«y,z)=k«(y)+ l.(z) oldugunu belirtmeliyiz. A
baglant1 homeomorfizimi geometrik olarak asagidaki gibi yorumlanabilir. H,(X) de herhangi bir
w homoloji smifi ¢ U da bir zincir d de V' de bir zincir olmak {izere c+d deviri ile sunulabilir.

(bu teorem 3.1.14 den ¢ikartilabilir) o zaman A(w) U/}V de V de de deviri ile sunuldu.

Mayer- Vietoris dizisinin yapisinda eger X bir uzay IntU’ { IntV’=X"ile U’ ve V"’ alt
kiimeler ve 2 X—X" f{U)CU’ ve F(V) <V olacak sekilde bir doniisiim ise o zaman diyagramin

her bir dikdortgeni i¢inde degismeli oldugu dogal bir durumdur.
* h*
o H (UMW)~ H(U) @ H(V) — Ho(X) —— Hy_y (UNV) ——...

AY 4 4 AT
s H (U W)= Hy(UY) @ Hy(V) — Hy(X') —— Hyy (UIV) ——...

3.1.15.0rnek:X=S" olsun ve z ve z’ ile sirasiyla kuzey ve giiney kutuplar1 ifade edilsin. x,y
ekvator iizerindeki noktalar olsun. (Sekil 1.5) U=S"-{z"} ve V=S' -{z} olsun.O zaman Mayer —

Vietoris dizisinde bu drtiime esdeger olarak biz

H,(U) @H(V) LN Hy(S) 4, Hy (UNV) —2— Hy(U) @ Hy(V) ye sahibiz.
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Sekil 1.5

[k terim U ve V kisitlanabilir oldugundan sifirdir. Bu yiizden 4 bir monomorfizmdir ve
H,(S") g.n cekirdegi =A4 in goriintiisiine izomorfik olacaktir. Hy(U/7V)~Z@Z nin bir elemani a

ve b tam sayilar olmak iizere ax + by formunda yazilabilir.

Simdi g.«ax+by)=( iax+by),- j{ax+tby))dir. U ve V yol baglantili oldugu igin
i«{ax+by)=0 Ancak ve ancak a=-b ve j. icinde ayni sekildedir. Béylece g. 1in c¢ekirdegi ax-ay
formunun tiim elemanlarinin igerildigi Hy(U/1V) nin alt grubu olur. Bu x-y ile liretilen sonsuz
devirli bir alt grup olur. Bu yiizden biz H,(S")~Z oldugu sonucuna variriz. Bu grup i¢in bir w
iiretecini geometrik olarak vermek igin dfc)=x-y=-dd ve d V de ¢ de U da c+d iki zincirinin

toplami ile w yi sunmaliyiz
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d
Sekil 1.6

¢ ve d zincirleri sekil 1.6 da gosterildigi gibi secilmis oldugu i¢in #>/ herhangi bir tam sayis1
igin Mayer-Vietoris dizisinin boliimiinde iki ugtaki terimler sifira esit oldugundan dolayistyla

H,(S') = 0 dur.

Hy(U) @ Hy(V) — Hy(S) ——> Hy_y (UNV)

Bu S’ homolojisinin belirlenmesini saglar. Biz simdi her bir # igin S" in homolojisini

tiimevarim ile hesaplayarak ilerleyecegiz.

S" ={(x1,....xn+1) |xi ER inz =]} CR""! oldugunu hatirlayalim. (x,,...,x,,0) formunun
tiim noktalar1 olarak genel moda i¢inde R"CR""' diisiinelim. Bu §"'CS" kapsamasi altinda
“ekvator” olarak z=(0,...,0,1) ve z'=(0,...,0,-1) ile S" in kuzey ve giiney kutuplarmi ifade

edelim. O zaman S"-{z} sterografik izdiisimii R" ¢ homeomorfiktir.

S"-{z’} i¢inde benzer sekildedir. Bu yiizden S"-{z {2’} R"-{orijin} e homeomorfiktir.

S""in R"-{orijin} sekil korumayan geri déniisiimii oldugu agiktir.

Simdi U= S§"-{z} V= §"-{z’} oyle ki U/WV= S"-{zUz’} olsun, o zaman yukaridaki

alistirma ve yorumlar ile bu 6rtiim igin Mayer-Vietoris dizisi

h* *
Ho(RY) @ Hy(R') ——> Hyn (S) ——— Hyp_y (S™) —2 H,,.,(R") @ H,,.i(R")
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Olur. m>1 i¢in ugtaki terimler sifir yle ki A bir izomorfizmdir.m=1 ve n>1 i¢in g. ve A ikisi
de monomorfizm olmalidir, 6yle ki H;(S")=0 dir. Bu asagidaki ispatta tiimevarim adimini

olusturur.

3.1.16.Teorem: n=>0 her hangi bir tamsay1si i¢in H,(S") iki tiretecli bir serbest abel gruptur ve

biri sifir boyutlu biri n boyutludur.

3.1.17.Sonug: n#m igin S" ve S” ayn1 homotopi tipine sahip degildir.

Sadece bizim gelistirdigimiz aletleri kullanarak (Sekil 1.7 ) deki iki kulpu ile iki kiirenin

homolojisini hesaplanabilir.

Sekil.1.7

D" ={(x},...x,) ER"| Zx?<I} olmas1 i¢in R" de n disk tanimlayalim. S/ €D" onun simr1 oldugu

belirtilmelidir.
3.1.18.sonu¢: D" in S™' iizerine geri doniisiimii yoktur.

ispat: n=1 icin D’ baglantili ve S” olmadig1 i¢in bu agiktir. n>1 ve f:D"—S"" bir doniisiim Syle
ki foi=birim , burada i S’ in D" i¢ine kapsamasi oldugunu varsayalim. Bu meydana getirilen
homeomorfizmlerin degismeli oldugu ve homoloji gruplarinin asagidaki diyagrami anlamina

gelir.
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id

H, 1(S"™") H, ,(S"™")

Hn——l(Dn.-)

Ama bu sonsuz devirli bir grup boyunca sifir olmasi miimkiin olmayan birimin bir

carpanlamasini verir. Bu yiizden boyle bir f'geri doniistimii yoktur.

()

Sekil.1.8

3.1.19.Sonug¢:(Brouwer Sabit Nokta Teoremi) /:D" —D" verilen bir doniisiimde f{x)=x olacak
sekilde D" de bir x vardir.

ispat: f-D"—D" sabit noktalarin olmadigini varsayalim. g:D"—S"' e asagidaki gibi bir
fonksiyon tamimlayalim. x& D" i¢in f{x) de baglayan ve x den gegen iyi tamimlanmis bir 1s1n
vardir. bu 151 S" i kestigi yer olacak sekilde g(x) noktasmni tanimlayalim (sekil 1.8). O zaman
g:D"—S"" siireklidir ve S™' de tiim x ler i¢in g(x)=x dir. Ama bdyle bir g doniisiimiiniin varlig

sonug 3.17 ile gelisir. Bdylece f'sabit bir noktaya sahip olmalidir.
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Sonug 3.1.18 ; Sonug 3.1.17 ile ayn1 anlama gelir.

n=>1 ve f:8"—S" bir doniisiim oldugunu varsayalim. H,(S")=Z nin bir @ iretecini
secelim ve H,(S") lizerinde f ile meydana getirilen homeomorfizimin en az bir tane m tamsayisi

icin fu(a@)=m. a 6zelligine sahip oldugunu belirtelim. Bu tamsay1

f{-@)= -f(@)=-m.a=m.(-a) oldugu icin iiretecin seciminden bagimsiz olur. m tamsayisi f in
derecesi olur ve d(f) ile gosterilir. Bu sik L.E.J.Brouwer in ¢aligmasinin sonuglari olarak
Brouwer derecesi olarak s6z ediliyor. Bir doniisiimiin derecesi devirden, sifirdan farkl

kompleks sayilar igine bir doniigiim ile eslenik “winding sayis1” nin direkt genellestirilmesi olur.

bir doniisiimiin derecesinin asagidaki temel Ozellikleri bir 6nceki sonuglarin acil

sonugclari olur.

(a) d(birim)=1

(b) eger fve g: S"—S" doniistimler ise, d(fog)=d(f).d(g)
(c) d(sabit doniisiim)=0

(d) Eger fve g homotopik ise o zaman d(f)=d(g)

(e) Eger fbir homotopi denkligi ise o zaman d(f)==1 dir.

Azicik daha az agik ozellik (gelecek aligtirma) n>0 oldugunda her zaman S” tizerinde herhangi
bir integral derecesinin doniisiimlerinin var oldugudur. Tiim bu 6zellikler homoloji teorinin
sonuglaridir ve aslinda kolayca elde edilebilir. Daha ¢ok fazla karmasik 6zellik (d) 6zelliginin
karsit1 olan Hopf® un homotopi teoriktik sonuclaridir. Eger d(f)=d(g) ise o zaman f ve g
homotopik olur. Bu yiizden, derece S" den S” e doniisiimlerin, ¢alisilan homotopi siniflart i¢in

tam bir cebirsel sabit olur.
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Sekil1.9

3.1.20.0nerme: n>0 olsun ve f{x, Xz, ... Xp+ )= (<X, X2, .... X1 ,) ile £-S"—S" tanimlansin. O zaman

dip=1 dir.

Ispat: ilk olarak n=/ durumunu diisiinelim (sekil 1.9). 6ncelikli olarak z=(0,1) z'=(0,-1) ve
x=(-1,0) y=(1,0) olsun. U=S"-{z"} ve V= S§'-{z} ortimleri f{U) €U ve (V) SV 6zelligine sahiptir.

Boylece Mayer-Vietoris dizisinin dogal yapisindan diyagram

0——H, (') —— Hy (UN1V)
s s
0——Hy(5') —— Ho (UNV)
tam satirlara sahip ve dikdortgen degismeli burada f;+, f in geri gonderimi olur.

de=x-y=-4dd olmak iizere c+d deviri ile sunulan H,(S’) in @ iiretecini adlandiracagiz. Ve A(a@)
x-y ile sunulacak. Simdi Afi(@)= f3+a@(x)=f3+(x-y)=y-x=-A(@)= A(-a) dir. A bir monomorfizm

oldugu i¢in d(f)=1 dir.
Simdi sonucun n-/>1 boyutu i¢inde dogru oldugunu varsayalim, ve ilk olarak
S s diisiinelim. S de alman U ve V sirasiyla giiney ve kuzey kutuplarimin tiimleyenleri

oldugu igin i:S™' —U/V igermesi bir homotopi denkligidir. n>2 oldugu i¢in Mayer-Vietoris

dizisinin baglantt homeomorfizimi bir izomorfizmdir. Bu yiizden diyagramda her bir dikdortgen
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H,(S")—2——H,, ((UNV)——=—H, ,(S"™")
V- Ve 73
H(S' )~ —H, (UNV)e————H,, (S")

Degismeli ve yatay homeomorfizimler izomorfizmdir. Eger &, H,(S") in bir lireteci ise

f(@=2" fyd(@)= A'i. fii A(@)=- A”i.i.' A(@)=-a olur. bu tiimevarimsal adim1 verir ve

ispat tamamlanur.

zF
Sekil 1.10

n=0 igin f-S"—S" verilen bir doniisiim igin g:S""' —S""' eslenik olan bir doniisiim
vardir, ve fin askiya alinmis1 olarak adlandirihir. Ve Jfile ifade edilir. Sezgisel olarak amag S"*/
deki ekvatora (S") geri doniisiimiiniin f olmasi gerektigi ve ekvatora paralel S*' deki her bir
dilimin f ile istenilen  Sekilde tekabiill eden dilim i¢ine haritalanmasi
gerektigidir(sekikl1.10).6zel olarak $"*' € R"? CR""'xR 6yle ki S in noktalart x€ R"*' t€R' ve
llx||*+]t]°=1 olmak iizere (x,z) formunun oldugunu diisiinelim. O zaman

(x,t) egerx =0
)= (llxll. £ (”;C—”),t) egerx # 0
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Tanimlayalim. Zf siirekli oldugunu ve istenilen karakteristige sahip oldugunu goérmek zor

degildir. Onerme3. 1.19 un ispatinda kullanilan teknik asagidakinin ispati i¢in uygulanabilir.
3.1.21.0nerme: eger n>1 icin f-S"—S" bir doniisiim o zaman d(2})=d(f) dir.

Eger flxi,x5 ... Xpi1)= (-X1,X2, e0sXn+1) V€ G(X1,X2,..0;Xn+2)= (-X1,X2,...,Xn+2) 1S€ O zaman

g=2fve 3.1.19 dnerme 3.1.20 dnermenin 6zel bir durumu oldugu belirtilmelidir.

3.1.22.Sonug:Eger f:S" —S" f(x1,X2, ... Xn+1)= (X1, o.er=Xiy ..., Xn41) 1l€ verilirse o zaman d(f)=1 dir.

Ispat: 7:S"—S" i. koordinat ve /. koordinatin degistigi bir déniisiim olsun. O zaman / bir
homeomorfizimdir(h ' =h). Béylece d(h)=+1 dir. g(x1,X, .... X1 1)= (-X1,X2, ..., Xn+1) Oyle ki d(g)= -

1 olsun. o zaman d(f)=d(hogoh)=d(h)’d(g)=(+1)*(-1)=-1 olur.
3.1.23.Sonug¢: A(x;, ...,x,)= (-X,...,-X,,) ile tammlanan A4.:S8" —S" antipodal doniistim

d(4)=(-1)"" 6zelligine sahiptir.
Ispat:Sonug 3.1.21 den 4 , tiimiiniin derecesi -/ olan (n+1/) doniisiimlerin bileskesidir.

n>0 igin ve her hangi bir tamsayis1 i¢in derecesi m olan f-S" —S" doniistimii vardir.

3.1.24.0nerme: Eger f.g:S"—S" S deki tiim x ler icin f{x)#g(x) ile doniisiimler ise o zaman g

Aof e homotopiktir.

ispat: Grafiksel olarak fikir asagidaki gibidir: f{x)#g(x) oldugu icin Af{x) den g(x) ¢ R""" de
boliim orijin boyunca gegmez. Bu yiizden Af{x) ve g(x) arasinda S" de orijin disindan yansiyan
kiire alani iizerinde bir yoldur. Istenen homotopiyi iireten yollar bunlardir. Ozellikle biz agik¢a

homotopi veren

 (A-DAfO)+tg(x0)
)= harmreaml

[le F:S"xI—S" bir fonksiyon tanimlayacagiz.
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Sekil 1.11

3.1.25.Sonug: Eger £:5°"—S”" bir doniisiim ise o zaman f{x)=x ile S”" de bir x veya f{y)=-y ile
S”" de bir y vardir.

Ispat:Eger tiim x ler icin f{x)#x ise o zaman 6nerme 3.1.23 ile f 4 ya homotopiktir. Diger
yandan eger tiim x ler igin f{x)#-x=A(x) ise 0 zaman f AoA= birim ¢ homotopiktir.

Bu iki sart birlikte ele alindiginda d(4)=d(f)=d(birim) elde ederiz. Ama, d(4)=(-

1)*""!=_1 ve d(birim)=-1 , iki kosulda aym zamanda gerceklesmeyebilir.

3.1.26. Sonug: Tiim x ler igin f{x) ortogonal olmak sartiyla f:S”"—S”" siirekli bir doniisiim

yoktur.

Bu fikirlerin tanimlanmis olmamasina ragmen S" n boyutlu bir manifolddur. Yani S"

bulundugu bélgede R" ¢ homeomorfiktir. Aslinda §" S” deki her bir x noktasinda

T(S" x) bir tanjant uzayina sahiptir. " ile 6zdeslestirilen R"*' deki birim kiire ile 7(S"x) x de S"
e teget olan R"™" de n boyutlu bir hiper yiizey olur. (sekil 1.12)
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Sekil 1.12

Biz x vektoriine ortogonal n boyutlu alt uzaylarin oldugu orijine bu hiper yiizeyi tasiyacagiz.
Elbette S" lizerinde x farklilasarak, bu alt uzaylar ona gére degisecek. S" tizerinde bir vektor
alani, karsilik gelen lineer alt uzayda bir vektor S” de her bir x e siirekli bir fonksiyon atayacak.

Eger S” de her bir x igin @(x)=0ise 0 zaman @ vektor alani sifirdan farkli olur.

3.1.27.Sonug¢: S iizerinde sifirdan farkli vektér alani yoktur.

ispat:Eger S™ de sifir olmayan bir vektor alani var ise o zaman de sifir olmayan bir vektor

P ()

60Ol birim uzunluklu S iizerinde bir vektér alani olur. bu yiizden

alani1 var ise o zaman ¥(x)=

#:S™"—8>" her bir x i¢in x e ortogonal olan #(x) déniisiimii olur. Ama bu sonug 3.1.25 den

miimkiin degildir. Dolayisiyla bdyle bir vektor alani yoktur.

Sifirdan farkli vektor alanlar1 tek boyutlu kiireler iizerinde daima vardir. eger S" de her
bir x i¢in @;(x), ..., Dy(x) vektorleri lineer bagimsiz ise, " lizerinde @;, ..., @, vektor alanlarinin
koleksiyonu lineer bagimsiz olur. Matematikte ki meshur problem 7 in her bir degeri i¢in ™"/
iizerinde var olan lineer bagimsiz vektdr alanlarmin maksimum sayisinin belirlenmesidir.
Hurwitz ve Radonun ¢alismasi (Eckmann 1942 ye bakiniz) gii¢lii olumlu bir sonug verdi. Yani,

lineer bagimsiz vektor alanlarmin kesin sayist (kiirenin boyutlar1 ile degisen) var oldugu
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gosterildi. Problemin ¢6ziimii Adams tarafindan [1962] bu olumlu sonuglarin miimkiin olan en

iyi sonuglar oldugunun gosterilmesi ile tanimlandi.

Daha ileri uygulama ile devam etmeden 6nce biz bazi gerekli cebirsel fikirleri sunmak
icin konu dismna ¢ikacagiz. Yonlendirilmis bir A kiimesi < bir kismi siralama bagimtis1 olan bir
kiimedir 6yle ki 4 de verilen a ve b elemanlari i¢in a<c ve b<c olacak sekilde 4/ de bir ¢ elemani
var olmal1. Kiimelerin bir direkt sistemi {X,},es kiimelerin bir ailesidir, burada 4 bir yonlii kiime

ve her zaman a<b olmak iizere f;? :X,—X, asagidaki sartlar1 yerine getiren fonksiyonlardir.

(1).X, tizerinde her bir a €4 igin f=(birim) dir.

(ii)Eger a<h=c ise 0 zaman f,f=fFof} dir.

Bizi ilgilendiren 6zel durum X, larm abel gruplari oldugu ve f? lerin
homeomorfizimler oldugudur. Bu yiizden { X, f,2} abel gruplarimin ve homeomorfizmlerin

direkt sistemi olsun. Asagidaki gibi 2, X, nin bir R alt grubunu tanimlayalim.
R={¥7 1 Xg,| tiim i ler igin c=>a; a,c €4 var ve Ni-, fif (X,,)=0} o zaman { X,, 7} sisteminin
direkt limiti lim, X ,=),, X /R gruptur.

Eger x, X, dadir ve x, X, de ise o zaman onlarin direkt limitleri de esit olacaktir. Eger 4 de

bazi ¢ ler i¢in c=a ve ¢=b ve ff (X,)= f¥ (X,) ise.

3.1.28. Lema : X bir uzay olsun ve {X,} ile X in kismi siralama igermesi ile homeomorfizmlerde
{H.( X, )} formlarinin bir direkt sistemi gruplarin ailesi kapsama doniistimleri ile {iretilir o

zaman lim, H.( X, )=H«X) dir.

Ispat: her bir X, icin g, H.( X,)— H.X) homeomorfizimi kapsama déniisiimii ile iiretilmis

olsun. O zaman g=Y, g.+Y.q H« X,) — H«(X) i koyalim.
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Simdi R de oldugunu varsayalim. Yani X, €X bir kompakt alt kiimesi var dyle ki her
bir 7 igin < X, ve Hy Xp) de ( )=0 dir. O zaman diyagram degismeli
oldugundan g( )=0 oldugu ve R nin g nin ¢ekirdegi igerisinde icerildigi ¢ikarilabilir.
H.(X,)
/ &gb*
) H.X)
Boylece g g'- A XJ)/R= «(X,) — H«(X) bir homeomorfizim meydana getirir.

H,(X) de her hangi bir x homoloji smifi i¢in #; @; deviri ile x i sunalm. , kompakt
oldugu i¢in her bir j i¢in X de @ ;( ,) kompakttir. O zaman n; @; zinciri toplami1 sonlu oldugu
icin kompakt olan ;( ») kiimesi lizerinde “desteklenmis” olur. Bu yiizden i W= Xa

(bazi a lar igin)ve n; @; H,(X,) da x, en az bir homoloji sinifi sunulmalidir. Ayrica g «( x,)=x

oldugu agiktir. Dolayisiyla x g niin gdriintiisii i¢indedir ve g~ bir epimorfizmdir.

nin g( )=0ile £, H,(X,) icinde oldugunu varsayalim. her bir Xe,

iginde i @y deviri ile x de sunuldu. Bu devirin smirlar1 oldugunu varsaydigimiz igin

( mp p= i @yile X de « & bir (n+1) zincir vardir. Yine

Xy, =/ W wer) JUI ] i de X in bir alt kiimesini tanimlayalim ve X, nin kompakt
oldugunu belirtelim. m;  ( my K= i @y ile X, de bir (n+1) zincir oldugu igin
( i @) Su Xy icinde bir smir oldugunu ve H,( X;) de ( )=0 oldugu

anlamina gelir. Boylece R de dir. R=g nin ¢ekirdegi ve g bir izomorfizmdir.
3.1.29. Lema : Eger A.CS" bir alt kiime ile /* ya homeomorfiktir, 0<k<n ise o zaman

Hy(S'-A)=

dir.
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Ispat: k iizerinde tiimevarimla ilerlersek eger k=0 ise o zaman 4 bir noktadir ve S"-4 nin R" e
homeomorfik oldugu sonucu ¢ikar. k<m i¢in sonucun dogru oldugunu varsayalim. ve 4:4 —I"

bir homeomorfizim olsun. I” m kiipli I ={(x x5, ...,.x,) EI" |x;=0} ve

T={(x,X5 ... xn) E I" |x,<0} koyulacak sekilde iki yartya ayiralm. Béylece I'/7 I, I"' e
homeomorfik olur. 4 nmn ayrisimma karsilik geldigi icin A™=h"(I) ve A'=h'(T) ile ifade

edecegiz. S"-(A" /14°) kiimesi Mayer-Vietoris dizisinin tatmin edici kosullari

(S"-(4")) U( S"-(4’)) iki kiimenin birlesimi olarak yazilabilir. Bu yiizden
Hye (S'(A" [14)) — H(S"™-A4) — Hi(S™-A") @ Hy(S"-A) — Hy(S'-(4" 14)

bir tam dizisi vardir. Tiimevarim hipotezi ile j>0 i¢in ug¢ terimlerin ikisi de sifirdir. Bu alanlar

ikisi de bir izomorfizmdir

Hy(S"-A)— == — Hi(S"-4") @ H(S"-A).

Bu yiizden eger x& H(S"-A) ve x#0 ise o zaman ya if(x)#0 veya i, (x)#0 dir. i} (x)#0
oldugunu varsayalim. simdi 4” ayrilmasi ile iki parcamin kesisiminin ™’ e homeomorfik

oldugu prosediiriinii hatirlayalim. Bu tavir i¢inde S” in alt kiimelerinin bir dizisi

§"-ACS"-A" kapsamasi H;(S"-Ay) nin sifirdan farkli bir elemani igine alian x homolojisi iizerine

bir homeomorfizim meydana getirdigi ve ayrica /7,4, I ¢ homeomorfik oldugu

A=A;2 A,2 A;2... sahip olunan 6zelligi ingasini yapabilir.

Simdi (8"-/7; 4;) nin bir kompakt alt kiimesi en az bir (§"-4;) iginde igerilecek. Bu

ylizden lema 3.1.27 nin izomorfizm etkenleri boyunca direkt limit
lim;, H;(S"-A4y)
Oyle ki bu direkt limit H;(S"-/7; 4;) ye izomorfik de olmalidir. x ile sunulan bu direkt limitin

eleman yapist ile sifirdan farklidir. Ama tiimevarim hipoteziyle H;(S"-/); A;) grubu sifira esit

olur. Bu ¢eliski bdyle bir x elemaninin var olmadig1 ve H;(S"-4)=0 oldugu anlamina gelir.
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j=0 durumu i¢in Mayer-Vietoris dizisi alanlari bir monomorfizmden daha ziyade bir
izomorfizmdir. Eger Hy(S"-4) da (x-y)#0 ile S"-4 da x ve y noktalar1 ise o zaman st sav Hy(S"-

/1 4;) de (x-y) sifirdan farkli olmasi anlamina gelecegi i¢in aynisi tekrar edilir. Bu bir geligkidir.

3.1.30.Sonu¢ : Eger BC S" bir alt kiimesi S* ya homeomorfik ise (0<k<n-1I igin) o zaman H.(S"-

B) iki iireteci ile bir serbest abel gruptur, biri sifir boyut i¢inde biride n-k-1 boyut i¢indedir.

ispat: k iizerinde yeniden timevarim ile k=0 i¢in S* min iki nokta oldugunu ve §"-B S’ in
homotopi tipine sahip oldugunu belirtelim. H.(S"’) tamimi yeterli oldugu igin k=0 igin sonug
dogrudur. Sonucun -/ i¢in dogru oldugunu varsayalim ve B= B*(/ B" yazalim. Burada B" ve B’
S* iginde kapal1 yar1 kiimelere homeomorfiktirler ve B*/) B, S*' e homeomorfiktir. S"-(B" /18

)=(S"-B") U( S"-B’) 6rtiimiiniin Mayer-Vietoris dizisi
Hye(S™-B") @ Hyor(S'-B) — Hyor(S'~(B" 118)) — Hy(S'-B)— Hy(S"-B") @ Hy(S'-B)

Formuna sahiptir. >0 i¢in lema 3.1.28 den uclardaki terimlerin her ikisi de sifir olur. Sonug

izomorfizminde gerekli tiimevarim adimlari siralanarak ispat tamamlanir.
Bu sonug asagidaki meshur teoremin ispati i¢in uygulanacak.

3.1.31.Teorem(Jordan-Brouwer Ayirma Teoremi): S" iginde gémiilmiis bir (n-7) kiire S" i iki

boliime ayirir ve o her bir boliimiin simiridir.

ispat: Bc §" $"' in gomiilmiis kopyasi olsun. O zaman sonug 3.1.29 ile H.(S"-B) iki temel
elemani ile serbest abel olur. Boyutlarin ikisi de sifirdir. Bu yilizden S"-B iki yol bilesenine
sahiptir. B kapalidir boylece S"-B agiktir ve dolayisiyla bulundugu bolgede yol baglantilidir. Bu
yol bilesenlerinin bilesenleri oldugu anlamina gelir. C; ve C, S"-B nin bélimleri olsun C;UB
kapali oldugu icin C; in siir1 B de igerilir. (Burada biz C; in s ile @ C;= C; - C; in igi

kiimesini kastettik ) BEJ C; oldugunu gosterdigimiz zaman ispat tamamlanacak

x€B ve 8" de U x in komsulugu olsun. B S in gémiilmiis bir kopyasi oldugu i¢in x€K ile U/IB

nin bir X alt kiimesi var ve B-K , D"’ e homeomorfiktir (sekil 1.13).
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Sekil 1.13

Simdi lema 3.1.28 ile H.(S"-(B-K))=Z sifir boyutlu iireteci ile. Béylece S"-(B-K) bir yol

bilesenine sahiptir. p; € C; p,€ C, ve y p; ve p;, arasinda S"-(B-K) da bir yol olsun. C; ve C,

S"-B de farkl1 yol bilesenleri oldugu icin ¥ yolu K y1 kesmeli. Sonug olarak K C; ve C, nin

noktalarini igerir.

Biz x in keyfi bir komsulugunun hem C; hem de C, nin noktalarini igerdigini gosterdik.

Dolayisiyla x C; in sinirlar1 igersindedir ve ispat tamamlanir.
Bir bitirme uygulamasi domainlerin degismezligi {izerinde Brouwer teoremidir.

3.1.32.Teorem : U; ve U, , S" in alt kiimeleri ve h: U, — U, homeomorfizim oldugunu

varsayalim. O zaman eger U, acik ise U, de agiktir.

Not: Bunun agikar olmayan bir ger¢ek oldugu gozlemlenebilir. Tabi ki agik kapali ile yer

degistirdiginde veya homeomorfizimin S" in tiimii tizerinde tanimlanmis oldugu varsayildiginda

dogrulugu agiktir. Bu genel olarak uzaylarda dogru olmayabilir. Ornegin w1=(%, 1] ve w2=(0,§]

[0,1] in alt kiimeleri olsun. Eger h: w;,— w; h(x)=x - % ile verildiginde o zaman /4 bir
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homeomorfizimdir. w; acgiktir ama w, acik degildir. Kendi kendi iizerine [0,I] in bir

homeomorfizimi h 1n genislemesinin olmadig agiktir.
ispat : x;=h(x;) U, de herhangi bir nokta olsun. V; S$"! e homeomorfik dV; ve D" e
homeomorfik V; ile U; i¢inde x; in bir komsulugu olsun V,=h(V;) koyar ve JV,=h(dV;)

anlamina gelsin 6yle ki V> 8"’ ¢ homeomorfik S” in bir alt kiimesidir (sekil 1.14).

O zaman lema 3.1.28 ile S"- V7, baglantilidir. Teorem 3.1.30 ile S"- JV; iki bilesene
sahiptir. Boylece S"- dV, , S"- V, ve V, - JV, nin ayrik bilesimidir. Ikisi de baglantilidir.

Dolayisiyla onlar S"- JV; nin béliimleridir. Bu V5 - dV; nin agik, U, de baglantili ve

X,EV, - dV; oldugu anlamina gelir. Dolayisiyla U, agiktir.

Sekil 1.14
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4, HOMOLOJIK CEBIR

4.1.Zincir yapilari ve doniisiimler:

Cebirsel topolojinin konusu cebirde yeni bir dogrultuda ilerlemeler saglamistir. X simplisel

yapisini ele aldigimizda dogal olarak

6k_16k =0

Olacak sekilde gosterildigi gibi

C}z(X) _H_’ﬁ Cn—](AX) _n_;»d— —L C](X) _u (‘X) —dG—l‘

Bdylece bu ifadenin tamamen cebirsel pargasini 6zetleyebiliriz, ve her k>1 igin dy.,0d, = 0 olacak
—
sekilde g : A4, Ay.; homeomorfizmleri ve Ay abelyan gruplarinin dizisini diigiinebiliriz.

.10, = 0 da her zaman k>/ olmak zorunda olmadigindan her k€Z icin A4; gruplarinin “¢ift
sonsuz” dizilerini se¢gmek daha uygundur. Uygulamalarda genellikle k<0 ve k>n igin A,=0 dur.

Bu diziler ve bu dizilerin doniigiimleri lizerine ¢aligmalar homolojiksel cebirin bir konusudur.

4.1.1.Tammm:Bir zincir yapisi denilen <4,7> J.;0, = 0 ve &, :A, —» A;.; olacak sekilde

homeomorfizmlerin J = {J; |k€Z} koleksiyonu ile birlikte Ay abelyan gruplarinin

A:{...,AZ,A],A(),A_I,A_z, }
Bir ¢ift sonsuz dizidir.

Grup teorideki goOsterimimize benzer olarak kolaylik saglamasi igin  simdi bir Onceki

boliimiimiizdeki yapilarimizi ve tanimlarimizi tamamen cebirsel yapilar i¢in uygulayabiliriz.

4.1.2.Teorem: A bir zincir yapisi ise di altindaki goriintii &, ; in ¢ekirdeginin bir alt grubudur.

ispat: Ak ﬁk E— Ak_1 ﬂk-l —Atk_g y1 ele alalim.
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A bir zincir yapisi oldugundan dj._;d; = 0 dir. yani d,.; [d[A,]] = 0 dir. Bu da J, [A;] nin J; in

cekirdeginde oldugunu gosterir ki bu da istedigimiz ispattir.

4.1.3.Tamim: A bir zincir yapisi ise J;, nin ¢ekirdegi Z;(4) k-devirlerinin grubudur, ve goriintii

Bi(A) = Fi+1[Ak+1] k-smurlarinin grubudur.

H(4) = Zi(4) / By(A) boliim grubu A4 nin k. homoloji grubudur.

Son boliimde x ve Y simplisel yapilari i¢in Hy(X) den Hi(Y) ye bir homeomorfizm {ireten, X den
Y ye bir f siirekli doniisiimii belirttik. Homoloji gruplarmin doniisiimii sirada belirtilen yolla
olusturulur. X ve Y nin uygun iiggenlestirilmesi i¢in f doniigiimii, 6nemli bir 6zellik olan J ile

degisme yani J| f; = fi.;0, 6zelligine sahip Cy(X) den C(Y) ye f, homeomorfizmini olusturur.

Simdi tamamen cebirsel duruma donelim. Ve bunun homoloji gruplarinin doniisiimiinii nasil

rettigini gorelim.

4.1.4.Teorem (Temel 6nerme): 4 ve A’ , homeomorfizmlerin Jve &’ koleksiyonlari ile birlikte

zincir yapilar1 ve homeomorfizmlerin bir f koleksiyonu

ﬁ{ N Ak _»Ak-l

sekilde gosterilecegi gibi olsun;

Okt2 Ok+1 Ok Ok-1

Ajsg Ay Ak

042 s 041 , org , 0lk-1
k+1 k A k-1

Dabhasi her k igin her kare degismelidir, yani
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Je10: = O fr dir.

Bu durumda f; bir dogal homeomorfizm olan
S s H(A) ——H(A’)

yi olugturur.

Ispat: z € Z,(A4) olsun.
D'k (i (2) = fic1((z) = fis(0) = 0 dhr
Su(z+tBy(A)) = fu(z) + Bi(A') ........ (1) olacak sekilde

fu : H(A) —» H(4’) yi tanimlamaya c¢alisalim. Oncelikle f+ nin iyi tanimli oldugu yani

z+Bi(4) nin gbsteriminin bizim se¢imimizden bagimsiz oldugunu gostermeliyiz.

z; € (z+By(A4)) oldugunu varsayalim. bu durumda (z;-z) €Bi(A4) dir, béylece z;-z = J+;(c) olacak

sekilde c €4, ; vardir.

Fakat buradan

Ji (1) - Ju(@) = [ (272) = Jfic (Fri(€) = T'icvs(fi1(c) dir

ve bu son terim &’y1;[A ’y+;] = Bi(A’) ntin bir elemanidir. Boylece fi(z;) E(fi(z) + Bi(A4’)) dir.
Boylece Hi(A) = Zi(A) / Bi(4) da ki ayni1 cosetin iki temsilcisi

Hy(4’) = Z(4’) / Bi(4’) da ki sadece bir cosetin temsilcilerine doniistiiriildiiler. Bu da

o - Hy(A) ——»Hi(A’) nin (1) esitligiyle iyi tanimlanmis oldugunu gosterir.

Simdi cosetlerin temsilcileri igin f; yi alarak f« hesaplayacagiz ve cosetlerin temsilcilerine
orijinal grubun grup islemini uygulayarak bir b6liim grubunun grup islemini tanimlayacagiz. f;
nin Z;(A) tizerine etkisi Zy(A4) dan Zi(A’) ne bir homeomorfizm oldugunda, f« Hy(4) dan Hi(4’)

ne bir homeomorfizm oldugu elde edilir.

f, d ve J° doniisimlerinin koleksiyonu, Teorem 4.1.4 de verilen karelerin degismeli olmasi

Ozelligini sagliyorsa f d ile degismelidir.
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Bir tane daha tanimdan sonra, Teorem 4.1.4 iin goriiniiste asikar olan ama olduk¢a énemli olan

bir gdsterimini verecegiz.

4.1.5.Tanmim: her k i¢in 4’; 4 nin bir alt grubu ve her c€4’; icin J’(c)=3d(c) ise bir <A’,d">

zincir yapist <4, > nin zincir yapisinin bir alt yapisidir.
Yani J’ ve g, Ay nin A’y alt grubunun elemanlar lizerinde ayni etkiye sahiptir.

4.1.6.0rnek: A bir zincir yapist ve A’ , A nin bir alt yapisi olsun. her cEA’y i¢in ii(c)=c olacak
—>

sekilde i;:A4’; A, i¢ine doniisiimlerin bir koleksiyonu i olsun, i nin d ile degismeli oldugu

aciktir. Boylece

i - Hy(A’) —»  Hi(A) homeomorfizmlerini olusturduk. Dogal olarak i« nin H;(4’) den

Hi(A4) ya izomorfik bir doniisiim oldugu diisiiniilebilir. Ama illaki bdyle olmas1 gerekmez.
Ornegin S° 2-kiireyi E° 3-boyutun bir alt yapisi olarak ele alalim. Bu
I, : Co(S?) ——PCo(E’) veiv, - Hy(S?) —BI,(E’) yi olusturur.

Fakat H,(E’)=0 oldugunda H,(S’)=Z oldugunu gordiik. Bu yiizden i, nin izeomofik bir

doniisiim olmasi miimkiin degildir.
4.2.Bagh Homoloji

A’ , A zincir yapisinin bir alt yapisi olsun. Buradan ortaya ¢ikan topolojik durum bir X simplisel
yapisinin, bir Y simplisel alt yapisini ele almasidir. Bdylece dogal olarak , Ay nin bir A’y alt
grubunu ele aldigimizdaki cebirsel durumda oldugu gibi Cy(X) in bir alt grubu CyY) yi ele

alabiliriz. Buradan agikga

I JCu(Y)] = Cr.i(Y) elde ederiz.

Simdi cebirsel durumla ilgilenelim ve bunun her zaman topolojik duruma uygulanabilecegini

hatirlayalim.
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A’ , A zincir yapisinin bir alt yapisi olmak tizere 4,/4°; boliim gruplarinin 4/4° koleksiyonunu
olusturabiliriz. Iddiamz sudur ki A/A’ dogal bir yol ile bir zincir yapis1 olusturur ve ;3 = 0

olacak sekilde
ﬂ’k.'(Ak/A ,]() —V(Ak_]/A ’k_])

homeomorfizmlerinin bir d” koleksiyonunu gdstermeliyiz. Ugragimiz i¢in &’ nin tanim agiktir.

yani cEAy i¢in
Iv(ctAdy) = (c) + A’y

tanimlayalim. Ug seyi gostermeliyiz; 8’ nin iyi taniml1 oldugunu , bir homeomorfizm oldugunu

ve 0’0’ = 0 oldugunu.

[lk olarak @’ nin iyi tanimli oldugunu géstermek igin c; E(c+4 ) olsun , bu durumda
(c;-c) €A’y buradanda Ji(c;-c) EA . dir. ayrica
Ok(c)) E((c)+A k., dir.

Buda &’ nin iyi taniml1 oldugunu gosterir.

Tu(citAy) + (2t AW)= I'u(crter)+ A7)
=d(cite))+ A,
=(Ok(c))*ifc2))+ Ak
=W crtdy) +uc:+ A7)

esitligi &’ nin bir homeomorfizm oldugunu gosterir.

Son olarak;

ﬁ,k_l(ﬁ’k(C+A ,]()) = é”k_1( 0”]{(6) +A’k_])
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= Oi( Ffc))+ A2
=0+ 4%
Buradan da &’.;7’; = 0 oldugunu buluruz.

Buraya kadar bahsedilen ifadeler homolojiksel cebirciler i¢in; nasil ki size tamsayilarda toplama
ve ¢arpma rutin islemlerse onlar i¢inde tipik rutin hesaplamalardir. Boyutu arastirmada biraz

dikkatli olunmalidir, yani ¢ikarimlarin arastirmasinda dikkat edilmelidir.

Aslinda, homolojiksel cebirde uzman olan birisi genellikle bu tanimlarin ¢ogunu yazmaz ama
her zaman hangi gruplarla caligtigimi bilir. Biz biitiin tanimlar verecegiz bdylece hangi

gruplarin ele alindigini takip edebilirsiniz. Yukaridaki islemleri bir teoremle 6zetleyebiliriz.

Teorem4.2.1: A’, A zincir yapisinin bir alt yapisi olsun. her ¢ €4, i¢in

Fi(c+A’) = dfe) + A’

fle tanimli &’ homeomorfizmlerinin &’ koleksiyonu ile birlikte 4;/4’, boliim gruplarinin 4/4°

koleksiyonuda bir zincir yapisidir.
A/A’ bir zincir yapisi oldugundan H,(4/4°) homoloji gruplarmni olusturabiliriz.

4.2.2.Tanim: H;(4/4’) homoloji grubu 4’ modiil 4 nn k. bagli homoloji grubudur.

Y nin bir X simplisel yapisinin alt yapist oldugu topolojiksel durumumuzda, topolojistlerin
genel gosterimine uymaliyiz ve C(X) zincir yapismin C(Y) alt yapisinda olusturulan k. bagh
homoloji grubunu “HyXY)” ile gosterelim. Y nin biitiin zincirleri boylece {0} tek noktali

kiimesine esittir. Geometrik olarak bu ifade Y nin bir noktaya ¢okmesidir.
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4.2.3.0rnek:

ol P2

sekildeki liggenin kenarlarinda (i¢i harig¢) olusan simplisel yap1 ve Y de pp; kenarindan olusan

alt yap1 olsun H,(X) ~H,(S') ~Z oldugunu gormiistiik.

pop; U bir noktaya doniistiirmek

P DP2=Pps3

oldugundan {iggenin egimli yapisi bozulmus olur.
Sonugta yine de S' ile topolojik olarak aynidir. Boylece yine H,(X,Y) ~Z olmasini umabiliriz.

C(X) icin uretegler p;p, , pops, psp: dir. pops €C(Y) oldugundan C;(X)/ C;(Y) nin tireteglerinin

pip2 +Ci(Y) ve psp; +C(Y) oldugu goriliir. Z;(X,Y) yi bulmak i¢in p;,p,, p; €Cy(Y) oldugundan
d'1(n pip> + mpsp; + C(Y)) = y(n pip2)+0i(mpsp)+ Co(Y)

=n(p2—py)+tm(p;—p3)+ Co(Y)

= (m-n)p;+ Cy(Y)
hesaplariz. Boylece bir gember i¢in m=n olmalidir, buradan Z;(X;, ¥) nin bir iireteci

(pip2 + pspy)+ Ci(Y) dir.
B;(X,Y)=0 oldugunda H,(X,Y)=Z oldugunda goriiliir.

pit Co(Y), Zy(X)Y) iirettiginden ve
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2'1(ppit+ Ci(Y)) = (pi-po) + Co(Y) = p; + Cy(Y) oldugundan Hy(X,Y)=0 oldugunu goriiriiz.

Bu baglantili simplisel yapilar i¢in 0 boyutlu bagli homoloji gruplariin karakteristik 6zelligidir.

4.2.4.0rnek: E” nin bir alt yapisi(smnir) olarak S' i ele alalim. Ve H,(E”,S") i hesaplayalim. E*
nin bir dairesel disk oldugunu hatirlayalim. Boylece asagidaki gibi S' onun bir sinir1 olarak da

diisiiniilebilir.

/

E2

S' in bir noktaya ¢okmesini canlandirmak icin dairesel bir par¢a kumasin etrafini bir
iple gevreleyip ipi ¢ekebiliriz bdylece ¢cemberin egimli yiizli bir noktaya toplanir. Elde edilen
uzay kapali bir kese ya da S* dir. boylece H>(E°)=0 oldugunda E* baglantili uzay oldugundan

H,(E’,S")=Z olmasimi1 umabiliriz.

Hesaplamanin amaglar1 i¢in E? topolojik olarak yukaridaki i¢i dolu p,p, p; iiggensel

alanin1 ve S' i de tiggenin dairesel gergevesi olarak olarak kabul edebiliriz. Bu durumda
Co(EXS") , pipaps +Co(S") ile iiretilmistir. Ve
' pipapst Co(S) = ' pipap3s)+ Ci(S')

=(paps-pips + pip2) + Ci(S")

Fakat (pgpg -pPip3 +p]p2) EC](SI) dir , bGYICCC

@'+ pipaps+ C(S')) =0 elde ederiz. Buradan pp,ps+ Co(S') , Z,(E*,S') in bir elemanidur.

B,(E*,S")=0 oldugundan, bekledigimiz gibi H,(E’,S") ~Z elde ederiz.
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4.3.Bir Ciftin Tam homoloji Dizisi

Simdi bir ¢iftin tam homoloji smifin1 tanimlayip bir 6rnek verecegiz. Hesaplamalarin biitiin
ayrintilarin1 gdsterecegiz, ciinkii hesaplamalar acik ve dogrudandir. Onemli biitiin tanimlar:

verip konuyu bitirecegiz.
4.3.1.0nerme: A’ bir zincir yapisi olan A nin bir alt yapisi olsun. J de

Jk N Ak —TA/(/A ’k)

dogal homeomorfizmlerinin bir koleksiyonu olsun. bu durumda J;.;d, = J’J; dir, yani J ile

degismelidir.
4.3.2.Teorem: Yukaridaki J, doniisiimii bir dogal homeomorfizm olan
Ju - Hy(A) ——PH(A/A’°) yiiiretir.

ispat: 6nerme 3.11 ve teorem3.4 den kolayca elde edilir.

A’ bir zincir yapist olan a nin bir alt yapisi olsun. h€ H,(A/A’) olmak lizere z€ Z;(A/A’) i¢in h=
z + By(A/4°) diir ve herhangi bir ¢ €4, i¢cin z= ¢ + A’ olur.

(dikkat edilirse gosterimlerin uygun iki se¢imiyle birlikte h den ¢ ye ulastik.) Boylece ’y(z)=0
dir, bu da J(c) €A’ ; olmasim gerektirir. Bu da d,;d, = 0 olmasiyla birlikte di(c)€EZ; 1(4’)

oldugunu gosterir.

O« (h) = di(c)+By.;(A°) olacak sekilde Iy, - Hy(A/A’) —®H,.;(4’) yi tanimlayalim.d«, nin bu
tanim1 olduk¢a karmasik goziikmektedir. Bunu su sekilde diisiinelim Hy(4/4°) niin bir
elemaniyla baglayalim. Bdyle bir eleman bir bagh k-devir A’ modiil ile gosterilir. Bunun bir
bagh k-devir A’ modiil oldugunu séylemek sinirinin A’ ; de oldugunu séylemek demektir. Bu
elemanin simirt A’ de ve Ay de bir seyin sinirt oldugu i¢in bu sinir 4’ ; de bir (k-1)-devir
olmalidir. boylece h € Hi(4/A°) ile baglayarak Hj. ;(4°) de bir homoloji sinifin1 gosteren bir (k-1)-

devire ulasmis olduk.
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4.3.3.0nerme: simdi tanimladigimiz v, : Hy(A/A’) ——® H.(A’) doniisiimii iyi tanimlidir

ve H(A/A’) den H,.;(A’) ne bir homeomorfizmdir.

Iy 6rnek 3.6 deki doniisiim olsun. bu durumda asagidaki diyagrami olustura biliriz.

a* .* '*
1 H(AT) — s Hi(A) —E s H(A/AY)
a*k . lik—1 Jsk-1 . a*k—l
— Hi(A’) —— Hy((A) ——— Hi j(A/AY)) —— ... (1)

4.3.4.0nerme: (1) diyagramindaki gruplar verilen doniisiimlerle birlikte bir zincir yapist

olustururlar.

Bu Onermenin ispati i¢in sadece ardisik iki doniigiimiin dizisinin her zaman 0 oldugunu

gostermek her zaman yeterlidir.

Yukarida ki diyagram bir zincir yapisi olusturdugundan bu zincir yapisinin homoloji gruplarini
aragtirabilir miyiz? Bu sorudaki cevabin aslinda oldukg¢a kolay oldugunu biz biliyoruz. Bu zincir
yapisindaki biitiin homoloji gruplari 0 dir. bdyle bir zincir yapisinin ilgi g¢ekici olmadigini

diisiinebilirsiniz. Tam aksine bu tarz bir zincir yapisinin 6zel bir adi1 dahi vardir.

4.3.5.Tammm: Bir zincir yapisi olusturan Ay gruplarinin ve di homeomorfizmlerinin bir dizisine
, zincir yapisindaki biitiin homoloji gruplari 0 ise , yani her k i¢in dy altindaki goriintii d in

cekirdegine esit oluyorsa bir tam dizi denir.

Tam dizilerin topolojide biiyiik 6nemi vardir. bunlarin bazi temel 6zelliklerini verecegiz.

4.3.6.Teorem: (1) diyagramindaki zincir yapisinin gruplar1 ve doniisiimleri bir tam dizi

olustururlar.
4.3.7.Tammm: (1) diyagramindaki tam diziye (A,A’) ¢iftinin tam homoloji dizisi denir.

4.3.8.0rnek: teorem 4.3.6 nin topoloji uygulamasma bir 6rnek verelim. Ispatsiz olarak,

H,(,S")=Z ve Hy(,S")=Z dir fakat k#0,n oldugunda Hy(S")=0 olduguna deginmistik. Ayrica E"
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baglantili oldugunda k#£0 i¢in H(E") =0 oldugunuda ispatsiz olarak vermistik. E” igin ele alalim

S" i¢in sonuca varalim.

S", simplisel yap1 olan E™" in bir alt yapis olarak ele alabiliriz; 6rnegin E™' topolojik olarak

n+1

bir (n+1)-simpleks e denktir ve S" topolojik olarak sinirina denktir. (E"*,S") ¢iftinin tam

homoloji dizisini olusturalim. 1<k<n igin

lin Jen Osn
w —H) 1_1;1+1(En+1> +1 Hn+1(En+1,Sn —"'1)
0 0 ~7
a*n Jsk+1

I_In(Sn) i) Hn(En+1) L) n(En+1,Sn

-

a* '* '*
Hyo (E™8") —22 Hy(s") —2 myE™) 55 . (2)
LY_!

dir. E™" in baglantili olmasindan k>1 igin Hy(E""')=0 elde edilir. Bunu diyagram (2) den elde
ettik. E™" bir (n+1)-simpleks ve S™ sir1 olmak kaydiyla k<n i¢in Hy(E"™,S")=0 dir. bunu da

yine diyagram (2) den elde ettik.

Ornek 4.3.8 de oldugu gibi bir iiretilmis homoloji sinifi
PiPz . Pusz + Cori(S") temsilcisini icererek H,, (E",8") ~Z oldugu gosterilebilir.

I<k<n igin diyagram (2) nin son satirindaki tam diziden Hy(S")=0 oldugunu ve Hy(E""')=0 dan
(¢cekirdek ix, ) = Hy(S") oldugunu goriiriiz. Fakat Hy.,(E"",S")=0 oldugunda (gériintii Fusr) = 0
olur . Tamliktan dolay1 (¢ekirdek i« )= (goriintii O«.+,;) dir boylece

1<k<n igin H(S")=0 dur.

Asagidaki zincir kurallarinda H,(S") =Z olmasini dogurur. Yukaridaki diyagram (2) ile iliskili

olarak
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1. H,. ) (E"")=0 oldugundan (gériintii ju,.;) = 0 dir.

2. Tamliktan dolay1 (¢ekirdek Ov,+; )= (goriintii js,+;)=0 olur yani 0«4+ bir izomorfik
dontistimdiir.

3. Boylece (goriintii Ox,+,) =Z dir.

4. H,(E")=0 oldugundan (cekirdek i, ) = H,(S") dir.

5. Tamliktan dolayi (¢ekirdek ix, )= (gortintii O«,+;) ve boylece H,(S")=Z dir.

Boylece I<k<n ig¢in H,(S")=Z ve H,(S")=0 oldugunu gordik. S" baglantili oldugundan

Hy(S")=Z dir. bu sonuca

i*o

a*l
H(E"',S") Hy(S")

E[O(E’H—I) Jx0 Ho(En-H,Sn)

=0 ~7 =0

tam dizisinden de ulasilabilir.
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