EGE UNIVERSITESI FEN BiLIMLERIi ENSTIiTUSU

(DOKTORA TEZI)

TAYLOR SERILERINE DAYANAN YAKLASIK
YONTEMLER UZERINE BiR CALISMA

Eda YOLUKLU
Matematik Anabilim Dali

Bilim Dal1 Kodu: 403.06.01
Tezin Sunuldugu Tarih: 13.02.2009

Tez Damsman.l': )
Prof. Dr. Turgut OZIS

Bornova-IZMIR



II



III

Sayin Eda YOLUKLU tarafindan doktora tezi olarak sunulan * Taylor
Serilerine Dayanan Yaklasik Yontemler Uzerine Bir Calhisma” baghkli bu
calisma E.U. Lisansiistii Egitim ve Ogretim Yonetmeligi ile E.U. Fen Bilimleri
Enstitiisii  Egitim ve Ogretim Yonergesi’nin ilgili hiikiimleri uyarinca
tarafimizdan degerlendirilerek savunmaya deger bulunmus deger bulunmus ve
13.02.2009 tarihinde yapilan tez savunma sinavinda aday oybirligi/oycoklugu ile
basarili bulunmustur.

Jiiri Uyeleri: imza

Jiiri Baskam : Prof. Dr. Turgut OZIS = eeeereevenenens

Uye : Prof. Dr. Sennur SOMALI ~  .vveeeeenenennsenenenns

Uye : Doc. Dr. Emine MISIRLI =~ crrvnrnnnicnnnccsennccnns

Uye : Prof. Dr. Pmar DUNDAR =~ .cereceeneneneenenens

Uye : Doc.Dr. Halil ORUC = rvernnercssnnscssnnscses



1Y%



OZET

TAYLOR SERILERINE DAYANAN YAKLASIK YONTEMLER
UZERINE BiR CALISMA

YULUKLU, Eda
Doktora Tezi, Matematik Boliimii
Tez Yoneticisi : Prof. Dr. Turgut OZIS
Subat 2009, 67 sayfa

Genel olarak matematik, miihendislik, fizik ve diger uygulamali bilim
dallarinda, lineer olmayan problemlerin yaklasik/tam c¢oziimlerini elde etmek,
problemin analizini dogru yapabilmek icin oldukca yararhdir. Klasik olarak bu
tip problemlerin c¢oziimleri perturbasyon yontemleri ile yapiliyordu, ancak
nonlineerligin kuvvetli olmasi durumlarda bu yontemler yetersiz kalmaktadir.
Son yillarda, bu yiizden Taylor serisine dayanan ve yaklasik/tam ¢oziimleri veren,
Adomian ayrisim yontemi, Homotopi analiz yontemi, homotopi perturbasyon
yontemi, diferansiyel doniisiim yontemi ve varyasyonel iterasyon yontemi, v.s.
gibi analitik yontemler gelistirilmistir. Bu tezde, yukarida bahsedilen yontemlerin
baz1 lineer olmayan problemlere uygulanmasi yapilmis ve yontemlerin giiglii ve

zayif noktalar1 hem teorik hem de uygulamali olarak verilmistir.

Anahtar sozciikler: Adomian ayristirma yontemi, Homotopi analiz
yontemi, homotopi perturbasyon yontemi, diferansiyel doniisiim yontemi ve

varyasyonel iterasyon yontemi.
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ABSTRACT

A STUDY ON APPROXIMATION METHODS BASED ON TAYLOR
SERIES

YULUKLU, Eda
Ph. D in Mathematics Department
Supervisors : Prof. Dr. Turgut OZIS
February 2009, 67 pages

In general, to obtain approximate solutions of non-linear problems are
vital important to make the analysis of the problems correctly in mathematics,
engineering, physics and other applied sciences. The classical solutions of these
problems used to obtained by perturbation methods in general. But, perturbation
methods are not sufficient enough for the nonlinear problems with strong
nonlinearity. Recently, many new methods based on Taylor expansions are
introduced, i.e. Adomian decomposition method, Homotopy analysis method,
homotopy perturbation method, differential transformation method and
variational iteration method, etc. in the literature. In this thesis, above mentioned
methods are compared and their strong and weak sides are determined
theoretically as well as various applications.

Key words: Adomian decomposition method, Homotopy analysis
method, homotopy perturbation method, differential transformation method and

variational iteration method
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1.GIRiS

Bu tez calismasinda, Diferansiyel doniisiim metodu(Differantial Transform
Method, DTM) kullanilarak, 6zel bir diferansiyel denklem olan Sine-Gordon,
Klein-Gordon ve K(m,n) denklemlerinin niimerik ve analitik coziimiiniin
bulunmasi amaclanmistir. Genel olarak, cesitli miihendislik bilimleri, doga
bilimleri (fizik, kimya v.b), ekonomi problemleri ve matematik ana bilim dalinda
arastirilan problemlerin matematiksel modellemelerinde karsilasilan problemlerin
coziimlenebilmesi i¢in; diferansiyel denklemler ve problemin dogasina uygun
olarak verilen sartlar altindaki cesitli tiirlerinin ¢6ziilmesi problemi ile
karsilasilmaktadir.

Herhangi bir diferansiyel denklemin ¢6ziimiiniin yapilabilmesi i¢in bir¢ok
farkli yontem gelistirildigi bilinmektedir. Bununla birlikte problemin ¢6ziimiiniin
varlik ve tekligi ile ¢oziimlerinin davranislar icin verilen teoremler yardimiyla
kolaylikla bulunabilir. Son yillarda bu tiir problemlerin teorik c¢oziimlerinin
bulunmasina ilaveten, bu ¢oziimlerin teknolojide kullanilabilir olmasi ¢cok daha
biiyiik bir 6nem kazanmistir. Bu ise diferansiyel denklem problemlerinin
¢Oziimiiniin; asikar formunda bulunmasi problemini ortaya ¢cikarmistir. Yukarida
anlatildig1 gibi zincirleme bicimde birbirlerini etkileyen yeni gereksinimler,
problemlerin ¢oziilebilmesi i¢in niimerik ve yaklasik ¢oziim yoOntemlerinin
gelistirilmesinin gerekliligi kacinilmaz bi¢cimde ortaya ¢cikmustir.

Son yillarda ¢esitli bilim dallarinda arastirilan problemlerin matematiksel
modellemelerinde; problemlerin daha dogru kurulabilmeleri i¢in lineer(dogrusal)
problemlerden ziyade lineer olmayan problemler olarak kurulmasi gerekliligi
sonucuna vartlmistir. Bu ise; bu sekilde kurulan diferansiyel denklemlerin

¢Oziimlerinin analitik bicimde verilmesini daha da zorlastirmaktadir. Bu sorun



niimerik ve yaklasik c¢oziim yontemlerinin gelistirilmesini daha da Onemli
kilmaktadir.

Niimerik yontemler son zamanlarda teorinin pratikte uygulanabilirligi
bakimindan c¢ok Onemli rol oynamaktadir. Hizli bilgisayarlarin  varligi,
miihendislik dallarinda ortaya ¢ikan karmasik problemlerin niimerik yontemlerle
daha hizli ve daha iyi tamliga sahip olacak sekilde c¢oziilmesine imkan
vermektedir. Bugiine kadar birbirlerinden farkli bir¢ok niimerik metot
kurulmustur. Son dénemlerde daha cok; basit, kolay bir sekilde algoritmasi
olusturulabilen ve dolayisiyla da programlanabilen, cok daha hizli sonuglanan,
hem lineer hem de lineer olmayan problemlerin c¢oziimiinde kullanilabilen
metotlara ihtiya¢ duyulmaktadir. Son donemlerde bu tiir 6zellikleri tasiyan ve en
cok calisilan yontemlerden bazilari su sekilde siralanabilir: Adomian ayrigim
metodu(ADM), Homotopi Analiz Metodu(HAM), Varyasyonel Iterasyon
Metodu(VIM) ve Diferansiyel Doniisiim Metodu (Differential Transformation
Method: DTM).

Hazirlanan bu tez c¢alismasinda yukarida adi gecen metotlardan,
Diferansiyel Doniisiim metodu ile 6zel bir tip diferansiyel denklem olan Sine-
Gordon, Klein-Gordon ve K(m,n) denklemlerinin ¢6ziimii elde edilmis ve analitik
¢oziim ve diger yontemlerle karsilastirilmasi yapilmistir.

Hizla gelisen bilgisayar diinyasinin ve yeni donem teknolojilerinin daha
basit algoritmalarla daha hizli ve daha az bir hata miktari ile sonuca ulasan ¢oziim
yontemlerine ihtiya¢ duydugu g6z Oniine alinirsa yukarida bahsettigimiz
ozelliklerdeki yontemlerin hangilerinin digerlerine gore iyi yaklasim verdigini
incelemek yerinde olacaktir. Biz bu calismada, DTM’nin bilgisayar ortaminda
diger seri yontemlerine gore daha kolay ve hizli sonuca ulasabildigini
diisinmekteyiz, dolayisiyla bu yontem ve diger bahsettigimiz yontemler ayni

ornekler iizerinde incelenip sonug olusturulmaya ¢alisilacaktir.



2. DIFERANSIYEL DONUSUM METODU

[k olarak Zhou (1986) tarafindan ortaya siiriilen diferansiyel doniisiim
yonteminin en Onemli avantajlarindan birisi, verilen bir adi veya kismi
diferansiyel denklemi sade ve basit bir doniisiim yardimiyla cebirsel bir denkleme
doniistiiriiyor olmasidir. Bu doniisiimle elde edilen cebirsel denklem yalnizca
tiirev ifadelerini icerdiginden algoritmasinda hem daha hizli sonu¢ vermekte hem
de cok daha basit hesaplamalar gerektirmektedir. Bununla birlikte geriye sadece
cebirsel denklem ¢oziimii yapmak kalmaktadir. Yontemin en biiyiik
avantajlarindan bir digeri ise, lineer veya lineer olmayan problemlere rahatlikla
uygulanabilmesinde yatmaktadir. Bu yoOntemin cesitli uygulamalar1 asagida
tanitilmagstir.

Zhou (1986) calismasinda ilk olarak bu yoOntemi, elektrik devre
analizlerinde ortaya c¢ikan lineer ve lineer olmayan baslangi¢c deger problemlerini
¢o6zmek i¢in ortaya koymustur.

Chen, C.K., Ho, S.H.,; Application of differential transformation to
eigenvalue problems. Applied Mathematics and Computation; 79, 179-188,
1996. Bu calismada, diferansiyel doniisiim yontemi(DTM) 6zdeger problemlerine
uygulanmistir. Ozdegerlerin ve 6zfonksiyonlarin bulunmasinda kullanilan en ¢ok
bilinen yontemler olan Ritz ve Galerkin yontemlerinde, i >2 igin i. Ozdegerin
bulunmasi oldukg¢a gii¢c olup Chen ve Ho yaptiklar1 ¢alismada diferensiyel
doniisiim (DT) metodu ile 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlar: elde etmislerdir.

Jang, M.J., Chen, C.L.; Analysis of the response of a strongly nonlinear
damped using a differential taransform method. Applied Mathematics and
Computation; 88, 137-151, 1997. Bu calismada, gii¢lii lineer olmayan soniimlii
bir sistemin tepkisinin analizinde diferansiyel doniisiim yontemi kullanilmis olup

elde edilen sonuglarla, sistemin Runge-Kutta yontemi ile ¢oziilmesiyle elde



edilen sonuclar karsilastirilarak diferansiyel doniisiim yontemi ile elde edilen
sonuglarin daha hassas oldugu ifade edilmistir.

Yu, L.T., Chen, C-K.; The solution of the basius equation by the
differential transform method. Math. Comput. Modelling. 28, 101-111, 1998. Bu
calismada, Blasius diferansiyel denklemi olarak bilinen ve iiciincii mertebeden
lineer olmayan bir adi tiirevli diferansiyel denklem olan denklemin diferansiyel
doniisiim yontemiyle ¢oziimii yapilmistir.

Chen, C.L., Liu, Y.C.; Differential transformation technique for steady
nonlinear heat conduction problems, Applied Mathematics and Computation; 95,
155-164, 1998. Bu calismada, diferansiyel doniisiim yardimiyla lineer olmayan
151 kondiiksiyon problemlerinin ¢oziimii ile birlikte analitik ¢6ziimiin
spektrumunun elde edilebilmesi i¢in bir prosediir gelistirilmis olup ¢oziim Taylor
serileri yardimiyla ifade edilmistir.

Chen, C.K., Ho, S.H.; Transverse vibration of a rotating twisted
timonshenko beams under axial loading using differential transform. Intenational
Journal of Mechanical Science; 41(11), 1339-1356, 1999. Bu calismada, donerek
biikiilmiis Timoshenko kiriginin serbest vibrasyon problemini ¢d6zmek igin
diferansiyel doniisiim yontemi kullanilmis, ¢oziimler ise analitik formda ifade
edilmistir.

Chen, C.K., Ho, S.H.; Solving partial differential equations by two
dimensional differential transform method. Applied Mathematics and
Computations; 106, 171-179, 1999. Bu calismaya kadar yalmzca adi tiirevli
diferansiyel denklemler icin uygulanabilen diferansiyel doniisiim metodu, bu
calismayla birlikte ilk olarak kismi tiirevli diferansiyel denklemlere genisletilmis
olup bunun i¢in iki boyutlu diferansiyel doniisiim tanimlanmistir.

Jang, m.j., Chen, C.L.,Liu, Y.C.; On the solving initial value problems

using the differential transform method. Applied Mathematics and Computation;



115, 145-160, 2000. Bu calismada, ilk olarak lineer ve lineer olmayan baslangi¢
deger problemleri gridler yardimiyla diferansiyel doniisiim yontemi kullanilarak
¢cOziilmiistiir. Niimerik yontemlerde siklikla gridlerden faydalanilmasina ragmen
ilk olarak bu caligmada dikkate alinmis olmakla birlikte hem daha iyi sonuclar
elde edilmis hm de ¢oziimiin global hatas1 kontrol altina alinmistir.

Abdel-Halim Hassan, I.LH.; On solving eigenvalue problem by using a
differential transformation. Applied Mathematics and Computation; 127, 1-22,
2002. Bu calismada, diferansiyel doniim yontemi yardimiyla, Strum-Liouville
O0zdeger problemi icin Ozdeger ve normallestirilmis 6zdeger fonksiyonu elde
edilmistir. Bunun birlikte 6zdegerlerin yakinsakli incelenmis ve bilinen analitik
sonuclar ile elde edilen sonuglar karsilastirilmistir.

Abdel- Halim Hassan, I.H. “Different Applications for the differential
transformation in differential equations”, Applied Mathematics and Computation;
129, 183-221, 2002. Bu calismada ise yazar, bir boyutlu diferansiyel doniisiim
yontemini ikinci ve dordiincii mertebe diferansiyel denklemlerin 6zdeger ve
normallestirilmis 6z fonsiyonlarinin bulunmasinda kullanmistir. Bununla birlikte
iki boyutlu diferansiyel doniisiim yardimiyla sabit katsayr birinci ve ikinci
mertebe kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri elde edilmis elde
edilen sonuglar, aym problemlerin fark denklemleri yardimiyla elde edilen
sonuglar1 ve analitik sonuclar karsilastiriimistir.

Ayaz, F., “On the two dimensional differential transform method”,
Applied Mathematics and Computation; 143, 361-374, 2003. Bu c¢alismada, iki
boyutlu diferansiyel doniisiim i¢in bazi teoremler verilmis ve bunun birlikte lineer
ve lineer olmayan kismi tiirevli baslangi¢c deger problemleri ¢oziilmiistiir.

Ayaz, F., “Applications of differential transform methods to differential
algebric equations”, Applied Mathematics and Comput.; 152, 649-657, 2004. Bu

calismada, lineer cebirsel-diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii diferansiyel



doniisiim yontemi ile incelenerek konuyla ilgili 6rneklerden elde edilen sonuglar
analitik ¢coziimlerle karsilastirilmastir.

Arikoglu, A., Ozkol 1. “ Solution of boundary value problems for integro-
differential equations by using differential transform method” , Applied
Mathematics and Computation; 168(2), 1145-1158, 2005. Bu calismada integral
denklemleri i¢in diferansiyel doniisiim teorisi verilerek nadiren analitik ¢oziimleri
bulunabilen bu denklemler icin analitik ¢oziimleri bilinen bir takim lineer ve
lineer olmayan integro-diferansiyel denklemlerin c¢oziimleri arastirilmis, ayni
zamanda literatiirde degisik calismalarda wavelet-galerkin ve Adomian ayrigim
yontemleri ile ¢oziilen bu 6rnekler icin karsilastirma yapma olanagi saglanmastir.

Kurnaz A., Oturang, G. “The differential tranform approximation for the
system of ordinary differential equation” , International Jornal of Computer
Mathematics; 82(6), 709-719, 2005. Bu calismada; diferansiyel doniisiim yontemi
¢Oziimiin arandi@ araliktaki coziim fonksiyonu gridlere boliinerek sistemlere
uygulanmis boylece ¢6ziim fonksiyonu her bir alt aralik i¢in bulunarak ¢oziime
yaklagilmistir. Bununla birlikte hata kontrolii yapilarak hata icin sisteme girilen
tist sinira bagli olarak alinmasi gereken minimum grid sayisi tespit edilmistir.

Bildik, N., Konuralp, A., Bek, F.O., Kiiciikarslan, S., “Solution of
different type of partial differential equation by differential transform method and
Adomian’s decomposition method”, Applied Mathematics and Computation; in
pres 172(1), 551-567, 2006. Bu calismada, farkli tiirlerdeki kismi tiirevli
diferansiyel denklemlerin ¢oziimii hem diferansiyel doniisiim yontemi ile hem de
Adomian ayristm yontemi ile yapilmis olup elde edilen sonuclar
karsilastirilmistir.

Kurnaz A., Oturan¢ G., Kiris M.E. “n dimensional differential
transformation method for solving PDE’s”, International Journal of Computer

Mathematics; 82(3), 369-380, 2005. Bu calismada kismi tiirevli diferansiyel



denklemlerin ¢oziimii i¢in genellestirme yapilmis ve n boyutlu diferansiyel
doniisiim yontemi tanimlanmistir. Sonuclar bazi lineer ve lineer olmaya kismi
tiirevli diferansiyel denklemler ¢oziilerek test edilmistir.

Yang X., Liu Y., Bai S. “A numerical solution of second order partial
differential equation by differential transform”, Applied Mathematics and
Computation., 2005. Bu c¢alismada, ikinci mertebeden kismi tiirevli lineer
diferansiyel denklemlerin diferansiyel doniisiim yontemi yardimiyla ¢oziimlere
yer verilmistir.

Ozkan O., Keskin Y. “An application of the differential Method to the
boundary value problems of the system of integro differential equations”, Selcuk
Journal of Applied Mathematics, 6, 43-53, 2005. Bu calismada, integro-
diferansiyel denklem sistemlerinin c¢oziimleri belirli sir sartlart  igin
incelenmistir.

Jafari H., Daftardar-Geriji V. “Solving a system of nonlinear fractional
differential equations using Adomian decomposition” Journal of Computational
and Applied Mathematics, 196(2), 644-651, 2006. Bu calisma lineer olmayan
kesirli diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimleri icin Adomian ayrigim yontemi
kullanilmastir.

Momani S., Odibat Z. “Numarical comparison of methods for solving
linear differential equations of fractional order” Chao, Solitons& Fractals. 31(5),
1248-1255, 2007. Bu calismada lineer kesirli diferansiyel denklemlerin
coziimleri i¢in kesirli fark yontemi, Adomian ayrisim yontemi ve varyasyonel
iterasyon teknikleri kullanilarak farkli tip problemler icin ¢oziimler elde edilerek
elde edilen sonuglar ile analitik sonuclar karsilastirilmistir.

Simdi bu yontemin matematiksel yapisini detayli olarak verelim.



2.1. Diferansiyel Doniisiim Yonteminin Matematiksel Yapisi

Bu boliimde, Diferansiyel Doniisiim yonteminin (D7M) tanim1 ve genel
ozellikleri ifade edilecektir. Daha 6nce de belirtildigi gibi yontem diferansiyel
denklemlerin cebirsel denklemlere doniistiiriilerek ¢oziilmesini igcermektedir.
Yine Onceki boliimlerde ifade edildigi gibi, diferansiyel denklemleri cebirsel
denklemlere doniistiirerek cozen diferansiyel doniisiim yonteminden bagska
yontemler de mevcut olmakla birlikte ¢alismalar gostermistir ki diferansiyel
doniisiim bu yontemlere nazaran ¢ok daha iyi sonuglar iiretmektedir. Ilk olarak,
Zhou (1986) tarafindan ortaya konulan diferansiyel doniisim yOntemi,
diferansiyel denklemin icerdigi bagimsiz degisken sayisina gore sekillenmektedir.
Daha iyi anlagilabilmesi i¢in bu boliimde verilecek olan 6zellikler oncelikle n =1
ve n =2 igin sirasiyla bir ve iki boyutlu uzaylar i¢in bir boyutlu ve iki boyutlu
diferansiyel doniisiimlere ait o©zellikler ispatsiz olarak daha sonra da bu
teoremlerin n -boyutlu uzaydaki karsiliklar1 ispatl olarak verilecektir.

Burada yer verilen teoremlerin ispatlari, literatiirde ayrintili bir sekilde

verildigi i¢in ayrica ispatlar1 yapilmayacaktir.

2.1.1. Bir boyutlu diferansiyel doniisiim

Bir / =(a,b) c R iizerinde tammli u:7 — R analitik fonksiyonu dikkate
alindiginda, analitik fonksiyon tanimindan herhangi bir x, € I noktasi i¢in u(x)

fonksiyonu x,noktasi civarinda

u(x)=3C, (x-x,)" 2.1.1.)

k

biciminde kuvvet serisine agilabilir. Bu serinin x, noktas: civarinda diizgiin

yakinsak oldugu soylenebilir. Analitik bir fonksiyon sonsuz diferansiyellenebilir

olmasi ve Taylor serilerinin diferansiyellenebilmesi teoreminden C, katsayilari,



_ xo)
C = o (2.1.2)

olarak elde edilir. Bu C, degerleri (2.1.1) esitliginde yerine yazildiginda,
)

u(x)=3 k(!x")(x—xo)k (2.1.3)

k=0

bulunur. Bununla birlikte, K, negatif olmayan tamsayilarin bir kiimesi ve k€ K

olmak {iizere,

) (XO) (u(k) (x))

U (x,,k)= o = 0 (2.1.4)
biciminde secilir ve (2.1.4) esitligi (2.1.3)’de yerine yazilirsa,
N (x—x, )k
u(x):ZU(xo,k)T (2.1.5)
k .

elde edilir. Buradan elde edilen sonucla birlikte analitik fonksiyonlarin yalmz bir
sekilde seriye agilabilmesinden dolayi, herhangi bir analitik u(x) fonksiyonu
i¢in, x, noktasi civarinda u(x) <> {U (xo,k)}::() biciminde birebir bir eslemenin

oldugu soylenebilir.

Genel olarak, M (k), k’ya bagh bir reel say1 ve g(x)#0 olmak iizere

g(x), I dataniml herhangi bir fonksiyon olmak iizere,

,k=0,1,2,... (2.1.6)

X=Xy

U (xy,k) =M (k) (q(x)ae(x))"

biciminde kabul edilirse, u (x) analitik fonksiyonu;

(2.1.7)
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yazilabilir. Burada g (x)=1,M (k) =% olarak segilirse,

u(x)= DU (x0,k) (x=x, )" (2.1.8)

k

bulunur.

Tamm 2.1.1.1. /=(a,b)cR iizerinde tanimlt u:/ — R analitik fonksiyonu
dikkate alindiginda, {U(x,,k)} =~ kiimesine u(x) fonksiyonunun x=x,
noktasindaki spekfrumu denir. Yani; analitik bir u(x) fonksiyonunun seri
agilimda Kkarsilagilan ve (3.3)’deki gibi tammlanan {U ()co,k)}::0 katsayilarina

u(x) fonksiyonunun spektrumu olarak adlandirilmaktadir. Buradaki spektrum
tanim1 ile Fonksiyonel Analizdeki spektrum tanimi karistirllmamalidir. Ayrica

{U (x,.k )}::0 ailesinin her bir elemanina da spektra ad verilir.

Tamm 2.1.1.2. / =(a,b) c R iizerinde tanimli u: 1 — R analitik fonksiyonunun
{U ()co,k)}::0 spektrum ayrisimina Diferansiyel Déniisiim (DT) denir. Burada

u(x) orijinal fonksiyon, {U ()co,k)}::0 fonksiyonu ise déniismiis fonksiyon olarak
tanimlanir.
Tanmim 2.1.1.3. {U ()co,k)}::0 fonksiyonunun ters diferansiyel doniisiimii, (2.1.8)

ile verilen

u(x)= 32U (30.k) (x=2,)'

k=0

bi¢ciminde tanimlanir.
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Herhangi bir u(x) analitik fonksiyonu igin,

k

1 < U(xo’k) (x_xo)
q(x) & M (k) k!

olarak alinirsa diferansiyel doniisiim tanimi ve Taylor seriye agilimindan

(2.1.9)

Ry (x) =

sOylenebilir ki,
Y U (x,,k ‘
u(x)_ 1 z (x() ) (x x()) (2'1.10)
q(x)i= M (k) k!
dir.
Tek boyutlu ters diferansiyel doniisiim;
1| du (x)
=— 2.1.11
(k) k !{ dx* _ ( )
ve (2.1.8) analitik fonksiyonunda yerine yazarsak,
w1 v dhu(x)
u(x)—;a(x—xo) { el (2.1.12)

elde edilir.
Buradan da agik¢a goriilmektedir ki diferansiyel doniisiim tanimi Taylor

seriye acilimindan ¢ikarilmaktadir.
Teorem 2.1.1.1. ae R olmak iizere, bir /=(a,b)cR iizerinde tamml tek
degiskenli u ve y analitik fonksiyonlari dikkate alalim. Eger, y(x)=au(x)
biciminde ifade edilebiliyor ise bu durumda y fonksiyonunun diferansiyel
doniistimii,

Y (x,,k)=aU (x,,k) (2.1.13)
bi¢cimindedir(Chen and Ho,1996).
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Teorem 2.1.1.2. Bir /=(a,b)cR iizerinde tanimh tek degiskenli u,v ve y

analitik fonksiyonlar1 dikkate alindiginda, y(x)=u(x)*v(x) biciminde ifade
edilebiliyor ise bu durumda sirasiyla u,v, fonksiyonlarinin diferansiyel
doniistimleri U ve V ile gosterilmek iizere, y fonksiyonunun diferansiyel
doniisimii,

Y (x5, k) =U (x),k) £V (x,,k) (2.1.14)
bi¢cimindedir (Chen and Ho, 1996).

Teorem 2.1.1.3. Bir /=(a,b)cR iizerinde tamml tek degiskenli u ve y

d
analitik fonksiyonlar1 dikkate alahm. Eger, y(x)= L;,(x) biciminde ifade
X

edilebiliyor ise bu durumda y fonksiyonunun diferansiyel doniistimii,
Y (x,,k)=(k+1)U (x,,k +1) (2.1.15)
bi¢cimindedir(Chen and Ho, 1996).

Teorem 2.1.1.4. Bir I =(a,b)cR iizerinde tamml tek degiskenli u ve y

dm
analitik fonksiyonlar1 dikkate alalim. Eger, y(x)= dul(nx) biciminde ifade
x

edilebiliyor ise bu durumda y fonksiyonunun diferansiyel doniistimii,

Y (30,k) = [ [(k+ J)U (50,k +m) (2.1.16)

J
bicimindedir(Jang and Chen, 1997).

(2.1.14) ifadesinde n=1 ve m =2 alinirsa,

y(x) = d’u(x)

dx?
olarak bulunabilir.

¥ (3, k) = (k1) (k+2) U (x.k+2)
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Teorem 2.1.1.5. Bir /=(a,b)cR iizerinde tamml tek degiskenli u ve y

analitik fonksiyonlar1 dikkate alalim. Eger, y(x)=1 bi¢iminde ifade edilebiliyor

ise bu durumda y fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii,

1, k=0
Y(xo,k)zé'(k):{o 0 2.1.17)

bi¢cimindedir(Chen and Ho, 1996).

Teorem 2.1.1.6. Bir /=(a,b)cR iizerinde tamml tek degiskenli u ve y

analitik fonksiyonlar1 dikkate alalim. Eger, y(x)=u"(x) biciminde ifade

edilebiliyor ise bu durumda y fonksiyonunun diferansiyel doniistimii,
k
Y (x0,k) =D U™ (x5, 0)U (%5, k =) (2.1.18)
=0

bicimindedir(Chen and Ho, 1997).

Teorem 2.1.1.7. Bir I/ =(a,b)cR iizerinde tamml tek degiskenli u ve y

fonksiyonunu dikkate alalim. y(x)zju(s)ds biciminde tamimlanmissa bu

Xo
fonksiyonunun diferansiyel doniistimii,

Ul(x, k-1
Y(xo,k)z—(xok )

bicimindedir(Jang and Chen, 1996).

(2.1.19)

2.1.2. iki boyutlu diferansiyel déniisiim

Tamm 2.1.2.1. Iki bilesenli u(x,y) fonksiyonunun diferansiyel doniisiim

fonksiyonu U (k, %) olmak iizere u(x,y) nin iki boyutlu diferansiyel doniisiimii
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1 ak+h

olarak tanimlanir(Zhou,1986)

Tanim 2.1.2.2. U (k,h) doniisiim fonksiyonunun tersi; diferansiyel ters doniisiim

fonksiyonu,

(x.y) =iiU(k,h)xky” (2.1.21)

=0 h=0

=~

biciminde tanimlanir. (2.1.20) ve (2.1.21) esitlikleri dikkate alinarak asagidaki
esitligi elde edebiliriz(Zhou,1986).
(x.y) :ii o u(x,y)| xy' (2.1.22)
s k!h! axkay T o h
y=0
(2.1.20) ve (2.1.21) denklemleri kullanilarak temel matematiksel operasyonlar

yardimiyla iki boyutlu diferansiyel doniisiimii i¢in asagidaki teoremler ispat

edilebilir.
Teorem 2.1.2.1. Iki bilesenliw(x,y), u(x,y) ve v(x,y) fonksiyonlarim alalim.
Eger, w(x,y)=u(x,y)xv(x,y) ise sirastyla W (k,h), U(k,h) ve V(k,h)
verilen fonksiyonlarin diferansiyel doniisiim fonksiyonlar1 olmak iizere

W (k,h)=U (k,h)xV (k,h) (2.1.23)
esitligi saglanir(Zhou,1986).
Teorem 2.1.2.2. Iki bilesenliw(x,y) ve u(x,y) fonksiyonlarim alalim. ce R
olmak iizere w(x,y)=cu(x,y) ise swrastyla W(k,h) ve U (k,h) verilen

fonksiyonlarin diferansiyel doniisiimii olmak iizere

W (k,h)=cU (k,h) (2.1.24)
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esitligi saglanir(Zhou, 1986).
Teorem 2.1.2.3. a bir sabit olmak iizere, n=2 igin bir D c R’ iizerinde tamiml
iki degiskenli u# ve w analitik fonksiyonlar1 dikkate alalim. Eger,

w(x,y)=au(x,y) biciminde ifade edilebiliyor ise bu durumda w

fonksiyonunun diferansiyel doniistimii,

W ((x5.30): (k. b)) =al (x5, , ). (k. 1)) (2.1.25)

bicimindedir(Chen and Ho,1999).

Teorem 2.1.2.4. a bir sabit olmak iizere, bir D — R? iizerinde tamimli u ve w

analitik fonksiyonlar dikkate alalim. Eger, w(x,y)=au(x,y) bigiminde ifade

edilebiliyor ise bu durumda w fonksiyonunun diferansiyel doniistimii,
W (x,,k)=aU (x,.k) (2.1.26)

bi¢cimindedir(Chen-Ho, 1999)

Ispat. u, D c R? iizerinde taniml analitik fonksiyon oldugundan,

() =1 (5 2y0er,) = D0 (3 ) [ (5 -7)'

R i=0

yazilabilir. Bu ifadeler, W (x)=a.U (x) esitliginde yerine yazilirsa,

W(x) =a.U(x) =a.iU(x0,k)I£I(xi —xl.o)ki = Za(U(xO,k))H(xi —x?)ki

|k|=0 i=0 |k|=0 i=0
=W (x,,k)=aU (x,,k)
elde edilir. Bu teorem Kurnaz, Oturang ve Kiris (2005) tarafindan ispatsiz olarak

verilmistir.
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Teorem 2.1.2.5. iki bilesenliw(x,y) ve u(x,y) fonksiyonlarini alalim. Eger,

du(x,
w(x,y)= u(ax y) ise swrastyla W (k,h) ve U (k,h) verilen fonksiyonlarin
X
diferansiyel doniisiim fonksiyonlar1 olmak iizere,
W (k,h)=(k+1)U (k+1,h) (2.1.27)

esitligi saglanir(Zhou, 1986).

Teorem 2.1.2.6. iki bilesenli w(x,y) ve u(x,y) fonksiyonlarini alahm. r,se N

olmak iizere, eger

ar+su(x, y)

2.1.28
ox"dy’ ( )

w(xy)=

ise sirastyla W (k,h) ve U(k,h) verilen fonksiyonlarin diferansiyel doniisiim
fonksiyonlar1 olmak iizere,
W(k,h)=(k+1)(k+2)..(k+r)(h+1)(h+2)...(h+5)U (k+r,h+s)

(2.1.29)
esitligi saglanir(Chen and Ho, 1999)

Teorem 2.1.2.7. Iki bilesenliw(x,y), u(x,y) ve v(x,y) fonksiyonlarini alalim.
Eger, w(x,y)=u(x,y)v(x,y) ise swrastyla W (k,h), U(k,h) ve V(k,h)

verilen fonksiyonlarin diferansiyel doniisiim fonksiyonlar1 olmak {izere

w(x,y)=Zklzh:V(r,h—s)U(k—r,s) (2.1.30)

r=0 s=0

esitligi saglanir(Ayaz, 2003).
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Teorem 2.1.2.8. n=2 icin bir D c R* iizerinde taniml iki degiskenli u ve w
analitik fonksiyonlar1 dikkate alalim.

du(x,y)

a) Eger, w(x,y)= biciminde ifade edilebiliyor ise bu durumda w

fonksiyonunun diferansiyel doniistimii,
W (%0, 30)- (k. b)) = (k+1)U (%, ¥, ). (K +1,1)) (2.1.31)

du(x,y)

b) Eger, w(x,y)= biciminde ifade edilebiliyor ise bu durumda w

fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii,
W ((x5,30)- (k. b)) = (h+1)U (%4, ¥, ). (k. h +1)) (2.1.32)

bicimindedir(Chen and Ho, 1999).

Teorem 2.1.2.9. Bir D c R’ iizerinde tanimli u ve w analitik fonksiyonlar

du(x)

dx ;

biciminde ifade edilebiliyor ise bu durumda

dikkate alalim. Eger, w(x)=

w fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii,
W (k) = (k; + 1)U (g (ko Kyoons ok 1K ek, ) 1S < (2.1.33)
bicimindedir.
Ispat: u, D c R* iizerinde taniml1 analitik fonksiyon oldugundan,

u(x) u xl,xz, WX ZU Xy, k H( x.o)ki
|k|=0 i=1

yazilabilir. Bu ifadeler, teoremin ifadesinde yerine yazilirsa,
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k.
0\*/ .

S a(xz_x.i) 1 0\ T 0\~
-3 (0 () 2 ) [T ()

[k|=0 X i=1 i=j+l

N RS = 0\ T 0\K

- > (U (x-k)) &, (2, = x7) (=) T (. -7)

kyoo bk +k g o4k, =0 i=1 i=j+l

J

(2.1.34)

elde edilir. Burada k, =0 alarak ifade 1< j <n i¢in diizenlenirse,

oo n

w(x) = U (%0, (kikgeonk ok, + Lk, ) (6, + D) T (5 -20)" (2.135)

[k|=0 i=1
elde edilir. Diferansiyel doniisiim tanimindan,
W (x.k) = (k; + 1)U (x5 (ko kg ke 1Kk, )) 1S j<n (2.136)

bulunur(Kurnaz vd., 2005).

Teorem 2.1.2.10. Iki bilesenli w(x, y) fonksiyonunu alalim. me Z olmak iizere
eger w(x,y)=x"y" ise swrasiyla W(k) verilen fonksiyonun diferansiyel

doniisiim fonksiyonu olmak iizere,
1, k=mveh=n
0, aksi halde

W(k,h)z&(k—m,h—n)z{ (2.1.37)

esitligi saglanir(Ayaz, 2003).
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Teorem 2.1.2.11. Iki bilesenliw(x,y), u(x,y) ve v(x,y) fonksiyonlarini

2%v(x,
alalim. Eger w(x,y)zu(x,y)y

2
X

ise sirastyla W (k,h), U(k,h) ve
V (k,h) verilen fonksiyonlarin diferansiyel doniisiim fonksiyonlari olmak iizere
k h
=D (k=r+2)(k=r+1)U(r,h=s)V (k—r+2,s) (2.1.38)
r=0 5:0

esitligi saglanir(Ayaz, 2003).

Teorem 2.1.2.12. iki bilesenliw(x,y), u(x,y) ve v(x,y) fonksiyonlarim

ou(x,y) dv(x, .
u(x.y) ov(x.y) ise swrastyla W (k,h), U(k,h) ve
ox ox

alahm. Eger w(x,y)=

V (k,h) verilen fonksiyonlarin diferansiyel doniigiim fonksiyonlari olmak iizere

k h
)= (r+1)(k=r+ 1)U (r+1Lh=s)V (k—r+15) (2.1.39)

r=0 s=0

esitligi saglanir(Ayaz, 2003).

Teorem 2.1.2.13. Iki bilesenliw(x,y), u(x,y) ve v(x,y) fonksiyonlarini

du(x,y)dv(x,y)
dy dy

alahm. Eger w(x,y)= ise swrasiyla W (k,h), U(k,h) ve

V (k,h) verilen fonksiyonlarin diferansiyel doniisiim fonksiyonlari olmak iizere

k_ h
=D (s+1)(h=s+1)U(r,h—s+1)V (k—r,s+1) (2.1.40)

r=0 5:0

esitligi saglanir(Ayaz, 2003).
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Teorem 2.1.2.14. 1ki bilesenliw(x,y), u(x,y), v(x,y) ve s(xy)
fonksiyonlarint alalim. Eger, w(x, y) =u (x, y) % (x, y) Ky (x, y) ise sirasiyla
W (k,h), U(k,h), V(k,h) ve S(k,h) verilen fonksiyonlarin diferansiyel

doniisiim fonksiyonlar1 olmak iizere

Zh: U(r,h—s=p)V(t,s)S(k—r-1,p) (2.1.41)

esitligi saglanir(Ayaz, 2003).

Teorem 2.1.2.15. 1ki bilesenliw(x,y), u(x,y), v(x,y) ve s(x)
9’s(x,y)
ox*
W(k,h), U(k,h), V(k,h) ve S(k,h) verilen fonksiyonlarin diferansiyel

fonksiyonlarmi alalim. Eger  w(x,y)=u(x,y)v(x,y) ise sirastyla

doniisiim fonksiyonlar1 olmak {iizere,

>~
=

—-r h_ h-s
z (k—r—t+2)(k—r—t+2)U(r,h—s—p)V(t,s)S(k—r—t+2,p)

0 s=0 p

W (k,h)=

k

1l
O

r=0 t

(2.1.42)
esitligi saglanir(Ayaz, 2003).

2.1.3. n-boyutlu diferansiyel doniisiim

Burada n degiskenli fonksiyonlar i¢in n -boyutlu diferansiyel doniisiimii

tanimlanacaktir. Bu genellestirmede n=2 ve n =3 alinacak olursa, sirastyla iki

ve ii¢ degiskenli fonksiyonlar icin iki ve ii¢ boyutlu doniisiimler elde edilebilir.
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Genel olarak, M (k), k’ya bagh bir reel say1 ve g(x)#0 olmak iizere

q(x), D’de tamimli herhangi bir fonksiyon olmak iizere,

0" (q(x).u(x))|

U (xy,k)=M (k) oo _ (2.1.43)

bi¢ciminde kabul edilirse, u(x) analitik fonksiyonu;
= o (x —x)"

“(x)= q(lx) = UAEIX(O’;I;) H = kx' ) @14
yazilabilir. Burada, x, noktasi civarinda g(x)=1, M (k)zm olarak
secilirse,

u(x) :gU(xO,k)( ’nl (x—xo)k') (2.1.45)
elde edilir.

Tamm 2.1.3.1. D bolgesi lizerinde tamimli u(x) bir analitik fonksiyon olmak
iizere {U (xo,k)};‘:o gosterimine u(x) fonksiyonunun n—boyutlu spektrumu
denir.

Tamm 2.1.3.2. D bolgesi iizerinde analitik herhangi bir u(x) fonksiyonunun
n—boyutlu spektrum ayrissmina n—boyutlu diferansiyel doniisiim olarak

adlandirilir. Burada u(x) orijinal fonksiyon, {U(x,.k)}  ise doniismiis

|k|=0

fonksiyon olarak tanimlanir.
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Tanim 2.1.3.3. {U (xo,k)};‘:o, donlismiis fonksiyonunun fers diferansiyel

doniisiimii,

=3[0 60]

|k|=0

(2.1.46)

L‘ 3
—_
=
I
=
T o
~—
Kan
N——
N—

biciminde tanimlanir.
Simdi Diferansiyel Doniisiim YoOntemi ile ilgili bazi teorem ve sonuclari
vermeden Once verilecek Ozelliklerde genelleme olmasi icin D < R"’de taniml
fonksiyonlar dikkate alinacagi ve aksi sOylenmedikce kiigiik harflerle orijinal
fonksiyonlarin, biiyiik harflerle de doniismiis fonksiyonlarin gosterilecegi ifade
edilmelidir.
Teorem 2.1.3.1. Bir D c R" ilizerinde tamimli # ve w analitik fonksiyonlar1
9"u(x)

= ————-—, biciminde ifade edilebiliyor ise bu
0x,0x,...0x,

dikkate alalim. Eger, w(x)

durumda, w fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii,
W (x,,k) = f[(k1 + 1)U (xy, (k + Lk, +1,....k, +1)) (2.1.47)
i1
bi¢cimindedir.
Ispat. u, D c R" iizerinde tamml analitik fonksiyon oldugundan,
u(x)=u (x5 5000,) = U (0 [ (- 22)" (2.1.48)

|k|=0 i=1

yazilabilir. Bu ifadeler, teoremin ifadesinde yerine yazilirsa,
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9"u(x) 9" > " ok
= = U ’k - X.
wix) 0x,0x,..0x,  Ox,0x,...0x, (kz_:‘) (x0:k) i (xl g )

k=0 n i=l1
(2.1.49)
= n 0" (x.—xo )k
= Ulx,,k —
kz_()( ( 0 )) ] axi
= > Uk Th(n-)
k=Li=lLn i=1
elde edilir. Buradan w(x) in diferansiyel doniisiimii,
W(x(,,k):ﬁ(kl+1)U(x0,(kl+l,k2+1,...,kn+1)) (2.1.50)

i=1

bulunur(Ozkan, 2005).

Teorem 2.1.3.2. Bir DcR" iizerinde tanmh u=u(x,y), v=v(x,y) ve

w=w(x,y) analitik fonksiyonlar1 dikkate alalim. Eger,

du(x,y) ov(x,y)
ox  Ox

biciminde ifade edilebiliyorsa ise bu durumda, w fonksiyonunun diferansiyel

(2.1.51)

w(x,y)=

doniistimii,

W((xo,yo),(k,h)):ii(r+l)(k—r+l)U(r+l,h—s)V(k—r+l,s) (2.1.52)

r=0 s=0

bicimindedir(Ayaz, 2003).
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Teorem 2.1.3.4. Bir D c R" iizerinde tammli w=w(x) analitik fonksiyonunu

m

dikkate alalim. Eger, w(x)=x", 1<i<n bi¢iminde ifade edilebiliyor ise bu
durumda, w=w(x) fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii,

W(xo,k) = 5(kl,k2,...,ki —m,...,kn)

(2.1.53)
=0...k, =0

i+l

Lk =0,k =0,k =mk
B 0, Farkli Durumlarda
bicimindedir(Ayaz, 2003).
Ispat. w(x) =x", 1<i<n fonksiyonunun
(=] n kl
w(x)=ZW(x0,k)H(xi—x?) (2.1.54)
k=0 i=1
bicimindeki Taylor serisi a¢ilimindan sadece W (x,,k)=1 olup diger tim

katsayilar sifirdir. Dolayisiyla teoremin ispati tamamlanmis olur.

Sonu¢ 2.1.3.1. Bir /=(a,b)cR izerinde tanimh tek degiskenli u ve y

analitik fonksiyonlari dikkate alahm. y(x)=x" bi¢iminde tanimlanmsgsa bu

fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii,
1, k=m

Y(xo,k)=5(k—m)={0 Lt (2.1.55)

bicimindedir. Ozel olarak m=1 i¢in y(x)=x fonksiyonunun diferansiyel
doniisiimii,
1, k=1

Y(xo,k)zé'(k—l):{o e (2.1.56)

bulunur(Chen and Ho, 1996).
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Teorem 2.1.3.5. Bir D c R" iizerinde tanimhi u,v ve w analitik fonksiyonlari
dikkate alindiginda, w(x)=u(x)*v(x) biciminde ifade edilebiliyor ise bu
durumda sirasiyla u,v, fonksiyonlarinin diferansiyel doniisiimleri U ve V ile
gosterilmek iizere, w fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii,

W(xo,k)zU(xo,k)iV(xo,k) (2.1.57)
bicimindedir(Chen and Ho, 1999).

Ispat. u ve v D c R" iizerinde tanimh analitik fonksiyonlar olduklarindan,

AR JAICIR ) KRN TRNY) (PO}

n
|k|=0 n o=l |k|=0 i=1

(2.1.58)
k
o) e ) e
= > geeey = : : = V ,k .= .0 {
v(x)=v(x,%,..,x,) kZ_:',axlk‘...ax:”H k! kZ_;} (%, )izl ('xz xz)
(2.1.59)

yazilabilir. Bu ifadeler, w(x)=u(x)tv(x) esitliginde yerine yazilirsa,

oo n 0 n

w(x)=u(x)£v(x)= ZU(xO,k)H(xi —x) )k' iZV(xO,k)H(xi —x )k"

|k|=0 i=1 |k i=0

BN
S

= 3 (U (50ok) £V (k) [ T (3 - 22)" 2.1.59)

=W (x,,k)=U (x,,k) 2V (x,,k)

elde edilir. Bu teorem Kurnaz, Oturang ve Kirig(2005) tarafindan ispatsiz olarak

verilmistir.
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Diferansiyel doniisiim metodu, goriildiigii gibi Taylor serisine 6zel bir
algoritma uygulanarak ¢oziim iiretmektedir. Literatiirde benzer sekilde Taylor
serisini farkli algoritmalarla ¢6zen yontemlerde vardir. Bunlarin kisa 6zeti bir

sonraki boliimde verilip ¢ozdiiglimiiz problemlerin karsilastirmas: yapilacaktir.
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3. TAYLOR SERISINE DAYANAN DiGER YONTEMLER

Bu calismada, bizim amacimiz Diferansiyel Doniisiim yontemine benzer
sekilde Taylor serisine dayanan diger yontemlerle bir karsilastirma yapmak ve bu
yontemlerin olumlu ve olumsuz yanlarim1 Ornekleyerek agiklamaktir. Bu
yontemler arasinda: Adomian ayrisim metodu, Homotopi analiz metodu
verilecektir. Ayrica Picard seri ¢oziimiine dayanan Varyasyonel iterasyon metodu

da bazi karsilastirmalarda kullanilacaktir.

3.1. Adomian Ayrisim Yontemi

G.A. Adomian(1981) tarafindan ortaya konulan literatirde Adomian
polinomlar1 olarak adlandirilan polinomlarin kullanilmasiyla gelistirilen ayrigim
metodu, seri formunda bilinmeyen fonksiyonlarin bulunmasina dayanir. Bu
yontem, bir ¢ok fiziksel problemler dahil olmak iizere, lineer ve lineer olmayan
diferansiyel denklemlere, integral, fark denklemlerine, integro-diferansiyel
denklemlere ve sistemlere uygulanarak analitik/tam/ yaklasik coziimler elde
edilmistir(Adomian and Rach, 1992; Wazwaz, 2002).

Analitik bir metotla lineer olmayan denklemlerin ¢oziilebilmesi onemlidir.
Ciinkii lineerlesme, perturbasyon, niimerik yontemler incelenecek problem
yerine, cesitli sekilde yaklastirmasi yapilan problemin ¢dziimiine gotiiriir ve elde
edilen sonucglarin kararlilik ve yakinsakliklarinin incelenmesini gerektirir. Bu
durum, eger lineer olmayan denklemlerle ugrasiliyorsa olduk¢a zordur. Ayrisim
metodunun temel prensibi, 6geleri tekrarlanan bir sekilde hesaplanmis bir seri

icinde lineer olmayan operatoriin ayrismasina dayanir.
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Tamm 3.1.1. (Adomian, 1994) Bir degiskenli skaler bir fonksiyon i¢in
Adomian polinomu asagidaki gibidir. f fonksiyonu n-defa tiirevlenebilir bir

fonksiyon olmak iizere Adomian polinomlari

1 (&
“‘fﬁf@”j

formilii ile tanimlanir.

(3.1.1)

A=0

Genel formiilii asagidaki gibi basitlestirilebilir. Kabul edelim ki, F (u)

lineer olmayan fonksiyondur. Boylece (3.1.1) kullanilarak, Adomian polinomu

A :F(uo)
A :ulF’(MO)

A =u2F’(u0)+%ufF”(uo)
A= u3F'(u0)+ulu2F”(u0)+%ufF”’(u0) (3.1.2)
A, =, F () +(%u + MIMSJF”(MO)+%L¢12M2F”'(M0 )+ ()
A, = (1) + (s, +u1u4)F”(u0)+(%ulu§ +%ufu3jF"(u0)
et ()42 0 P ()

elde edilir. Diger polinomlar benzer sekilde genellestirilebilir. A, sadece u,’a,
A, u,veu’e A, u,, u ve u, ebaghdir.
F(u) lineer olmayan terimi A, Adomian polinomlarinin asagidaki

sekilde sonsuz seriyle ifade edilir:

F(u)ziAn(uo,ul,uz,...,un) (3.1.3)

n=0

A, A..., Ayler (3.1.3)°de yerine yazilirsa,
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F(u)=A0+A1+A2+A3+---
:F(”o)"'(”l+“2+”3+'")F/(u0)

+%(u12 + 2uyu, + 2wy + 1l +) F”(u,)

X (3.1.4)
+§(ul3 +3u13u2 +3u13u3 + 6u,u,u, +,,,)F”’(u0)+...

=F(u0)+(u—u0)F'(u0)+%(u—u0)2 F” () + .

elde edilir. Son yaklasim A polinomlu serilerin bir u, fonksiyonuna gore bir
Taylor serisi oldugu gercegini dogurur.
G.Adomian (1981)’1n yaptig1 gibi dnce yontemi yapisal olarak tanitalim.

Bunun i¢inde
Flu(r)]=g(r) (3.1.5)
denklemini gz Oniine alalim. Burada u(r) bilinmeyen fonksiyon ve g(7)

stirekli bir fonksiyon olup F ise lineer ve lineer olmayan terimleri iceren lineer
olmayan bir diferansiyel operatorii gostersin. Lineer terim L+ R seklinde
aynistirthir. R lineer operatoriin geri kalan kismudir. L yiiksek mertebeden ve
tersi alinabilen bir diferansiyel operator olsun. O zaman (3.1.5) denklemini

Lu+Ru+Nu=g (3.1.6)
seklinde verebiliriz. Burada N lineer olmayan operatér ve L de tersi alinabilen
bir operatér oldugundan, (3.1.6)’nin her iki tarafina L' ters operatorii
uygulanirsa

L'Lu=L"¢g—L'Ru—L"Nu (3.1.7)

bulunur. Ayrisim metodu, « ()’ nin ¢dziimiinii

u(t)=> u, (3.1.8)
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seklinde seri formunda hesaplar ve lineer olmayan Nu terimlerini de

Nu=Y A, (3.1.9)

biciminde ayristirir. Burada A ’ler u,,u,,...,u, ’lere bagh olan ve Adomian

polinomlar1 olarak adlandirilan polinomlardir. u ve Nu ’lar, sirasi ile,

u=z/l’ui,

i=0

N(u)zN(iﬂiuijziﬂiAi (3.1.10)

olarak elde edilir. Burada A uygunluk icin almman bir parametredir. A ’ler

(3.1.10)’dan

dn (=)
1A =L NS 3.1.11
ik dﬂ"{ (2 M"HM G140

n=0

ifadesi bulunur.

(3.1.8) ve (3.1.9) ifadelerini (3.1.6)’de yerine yazarsak,

iun:9+L—1g—L—IR[iunj—L—l(iAnj (3.1.12)

n=0 n=0

elde ederiz. Burada 8 =0 dir. Burada ZMn serisinin terimleri indirgeme formiilii
n=0
ile
u,=60+L'g
u,=—L"'Ru,— LA,

(3.1.13)

=—L'Ru,—-L"'A, ,n>0

un+1
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seklinde yazilir. Boylece (3.1.5) ifadesinin dogru ¢oziimii seri formunda

belirtilmis olur. Fakat uygulamada Zun serisinin biitiin terimlerini hesaplamak
n=0

zordur. Bu nedenle kesme serisinden baslayarak yaklasik ¢coziimii;

@, =>u, (3.1.14)
i=0
veya
¢1 = U,
@, =u, +u,

O, =u,+u +u,
(3.1.15)

O, =u,tu +u,+..+u,n=0
seklinde buluruz.

Ar’lerin hesabinda, Rach (1984), Adomian (1984), Gabet (1992), Guellal
ve Cherruault (1994) cesitli metotlar gelistirmislerdir. Ancak bu metotlar,

karmasik olmalar1 ve ortaya konmasinin imkansizligi nedeni ile pek kullanigh

degildirler.

3.1.1. Adomian A, polinomlarim hesaplanmasina érnekler:
Ornek 3.1. F(u)=u’

Polinomlar asagidaki gibi elde edilebilir:

A, =F(u0)=u§
A :ulF'(u0)=2u0u1

’ 1 ”
A, =u,F (“0)+5u12F (”()):2”‘()”‘2"‘”12

A, = u3F'(u0)+ulu2F”(u0)+%u13F”'(u0) = 2uyu, +2uu,
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Ornek 3.2. F(u)=u’
Polinomlar agagidaki gibi elde edilebilir:

A, =F(u0)=u3
A :ulF/(MO):Sugul

A, = uzF'(u0)+%u12F”(uo) = 3u3u2 +3“o“12

A, = uSF'(u0)+u1u2F”(u0)+%ufF”’(u0) = 3u u, +6uuu, +u;
seklinde elde edilir. |

Standart baz fonksiyonlarinin Adomian katsayilarinin hesaplanmasi basit
olmasina ragmen bu fonksiyonlarin disindaki fonksiyonlarin Adomian
katsayilarinin  hesaplanmasinda niimerik integrasyon gerekebileceginden

yontemin bu acidan zayif oldugu sdylenebilir(Wazwaz, 2002).

3.2. Homotopi Analiz Metodu

Homotopi Analiz Metodu(Liao, 2008) da yukarda verilen Adomian
ayristirma yontemi gibi, lineer olmayan denklemlerin cesitli tipteki(cebirsel
denklemler, adi diferansiyel denklemler, kismi diferansiyel denklemler,
diferansiyel-integral denklemler, diferansiyel-fark denklemleri ve onlara bagh

denklemler) seri ¢oziimlerini elde etmek i¢in genel analitik bir yaklasimdir.

Homotopi Analiz Metodu (HAM), topoloji ve diferansiyel geometride
temel bir kavram olan homotopi temeline dayanir. HAM yardimiyla, ele alinan
denklemlerin tam ¢Oziimii icin tahmini bir baslangi¢c yaklasimin siirekli bir
doniistim olugturulur. Siirekli doniisiim olusturmak i¢in yardimci bir lineer
operator, ve yardimci bir parametre olusturulur ve ¢oziim serisinin yakinsakligini
saglamak i¢in kullanilir. Metodun uygulanmasinda baslangi¢ tahmini degerleri

secimi ve yardimci lineer operatorlerin olusturulmasi probleme bagimlidir. Bu



33

durum, lineer olmayan bir problemi daha basit, teorik olarak sonsuz sayidaki
lineer ve birbiriyle ardigik alt problemlere doniistiiriilebilir(Liao and Tan, 2007).

Bunu gostermek i¢in, asagidaki diferansiyel denklemi ele alalim:
N[u(x.t)]=0 (3.2.1)

Burada, N bir lineer olmayan operatér, x ve ¢ bagimsiz degiskenleri ve u
bilinmeyen fonksiyondur. (3.2.1) denklemi icin, ilk olarak 0. mertebeden

deformasyon denklemini olusturalim:

(1= p) L[ #(x.t:9)—u, (x.1) | = ghN [ #(x.1:q) ] (32.2)
Burada g€ (0,1) yerlestirme parametresi, h#0 bir yardimci parametre, L bir
yardimct lineer operator, ¢(x,t;q) bilinmeyen bir fonksiyon, uo(x,t),
u(x,1) nin tahmini bir baslangicidir. Yerlestirme(embedding) parametresi g =0
ve g=1 oldugunda, (3.2.2) denklemini swrasiyla; ¢(x,;0)=u,(x,) ve
¢(x,t;1)=u(x,t) olur. Boylece g, 0’dan 1’e artarken, @(x,7;q) ¢Oziimii,

uy(x,¢)’dan u(x,7) ¢oziimiine doniisiir. g’a gore ¢@(x,7;q) Taylor serisine

actigimizda,
P(x.1:9) =u, (x,t)+Zum (x,1)q" (3.2.3)
m=1
al‘ﬂ , t;
elde edilir. Burada, u, (x,r)= 1.9%9(x5q) (3.2.4)
m!  dq"

q=0

dir. (3.2.3) seri ¢oziimii diferansiyel doniisiim yontemindeki seri ¢oziimii (2.1.3)’e
denktir. Dolayisiyla U (k,h) (2.1.8) ters diferansiyel doniisiimii, (3.2.3)deki
u, (x,1)’e denktir. Fakat buradaki yakinsama kosullu yakinsamadir ve h

parametresine baglandigi agiktir. Eger bu seri, ¢ =1 de yakinsak ise,
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u(x,t)zuo (x,t)++ium (x,t) (3.2.5)

m=l
olur(Liaou, 2004).Bu da diferansiyel doniisiim yoOnteminin seri ¢Oziimiiyle
cakisir.

Hesaplanmas: elle miimkiin olamayacagi i¢in ancak MAPLE, MATLAB,..
gibi programlar yardimiyla yiiksek mertebeli deformasyonlar hesaplanabilir. Bu
da Homotopi analiz yonteminin Diferansiyel doniisiim yontemine gore zor
tarafini olusturmaktadir.

Diger yandan Homotopi perturbasyon yontemi ile Homotopi analiz
yontemi karsilastirildiginda Homotopi perturbasyon yonteminin Homotopi analiz
yonteminin 0zel bir hali oldugu yani Homotopi analiz yontemide h= -1 sec¢ilmesi
durumunda Homotopi perturbasyon yontemine indirgendigi gosterilmistir(Liao,
2004). Dolayisiyla bu yontem ¢6ziim olarak Taylor serisine dayanmasina ragmen
Homotopi analiz yonteminin 6zel bir hali oldugu ic¢in ayrica detayli olarak

verilmemektedir.
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4.UYGULAMALAR

Bu boliimde lineer olmayan, farkli baslangi¢ kosullar1 verilmis {i¢ tane
denkleminin ¢6ziimiinde diferansiyel doniisim yontemi, Adomian ayrisim
yontemi ve varyasyonel iterasyon yontemi uygulanmistir. Bu uygulamalarin
hesaplanmasinda Maple 10 bilgisayar paket programindan yararlanilmistir.

Ornek 4.1: u, —u_ =sinu lineer olmayan Sine-Gordon denkleminin

u(x,O):

NN

(4.1.1)

ve
u, (x,0)=0 (4.1.2)
baslangi¢ sartlarina uyan ¢oziimiinii diferansiyel doniisiim metoduyla ¢cozelim.
Coziim
3 uS

sinu =u ] +; —... serisinin ilk 1iki terimini alalim. Diferansiyel
doniisiim operatorlerini denklemde yerine yazalim.
(h+1)(h+2)U (k,h+2)—(k+1)(k+2)U (k+2,h) =

U(kh)—é(Z(Z(Z(ZU (rh=s—p)U (1, )U(k—r—t,p)DD (&15)

r=0\ =0\ s=0\ p=

(4.1.1) kosulundan

U(0,0)==2
U(1,0)=0 (4.1.4)
U(2,0)=0

(4.1.2) kosulundan U (0,1)=0, U (1,1)=0, U(2,1)=0,..,U (i,1) =0 elde edilir.
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u(x,t)=>.>"U(k,h)x"t" denklemi iginde tiim U (k,h)’1 toplarsak seri
k=0 h=0

¢cOziimiinii asagidaki gibi elde ederiz:

u(x,1)=0.50000000007 +0.4624161147¢* —0.009005575050¢*

(4.1.5)
—0.005527867713¢° —0.0001544012065¢° +0.00005500492296¢"°

Sine-Gordon denkleminin(ayn: sinir kosullari ile) Adomian yOntemiyle seri

¢Oziimii asagidaki sekildedir.

u, (x,1)=f(x)+1g(t)

4.1.6
., (x,t)=c’L (uk (x,t))—afL,_l(Ak), k=0 ( )
ile tamiml rekiirsif bagintiy: kullanarak,
T
u,(x,t)=—
obe1)=3 (4.1.7)

Ui (x,t) = Lr_l (“k (X’If))_ljl (Ak)’ k=0

elde edilir. Sin u i¢in ilk birka¢ Adomian polinomlar1 agsagidaki sekilde verilir:

A, =sinu,

A =u,cosu,
s (4.1.8)
A, =u,cosu,——u, sinu, e
2!
A —_ . 1 3
L = Uy COS Uy — U,U, SIN U —aul cosu,

(4.1.7) ve (4.1.8)’1 birlestirirsek,

u, (x,t)zg, ul(x,t)zétz, u, (x,t)=0, uS(x,t)z—iOté, u, (x,t)=0,
(4.1.9)
R T
45 (50) = 12e00"

olur. Seri ¢6zlimii;

u(x,t)=£+lt2— ! 4 ! '+ (4.1.10)
2 2 240 172800



elde edilir.

Tablo 4.1: DTM ve ADM’ne gore degerler.

T

DTM

ADM

0.01

1.570842569

1.570846327

0.02

1.570981292

1.570996327

0.03

1.571212494

1.571246327

0.04

1.571536170

1.571596327

0.05

1.571952311

1.572046327

0.06

1.572460908

1.572596327

0.07

1.573061949

1.573246327

0.08

1.573755420

1.573996326

0.09

1.574541304

1.574846325

0.1

1.575419582

1.575796323

Sekil 4.1: ADM ve DTM nin yaklasik ¢oziimii.

uix,t

157

1.5/

1.57
an o a03 oM ook o 007 0o 0m o1

L

t

a1

37
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Ornek 4.2: u, —u_ +sinu =0 lineer olmayan Sine-Gordon denkleminin
u(x,0)=0 4.2.1)
ve
u, (x,0)=4sech(x) (4.2.2)

baslangi¢ sartlarina uyan ¢oziimiinii diferansiyel doniisiim metoduyla ¢cozelim.

Coziim

3 uS
sinu=u —§+; —... serisinin ilk iki terimini alalim. Diferansiyel doniisiim
operatorlerini denklemde yerine yazalim.

(h+1)(h+2)U (k,h+2)=(k+1)(k+2)U (k+2,h) =

oen-Y S8 E[Sr0ns e rn)]| 4

r=0\ =0\ s=0\ p=0

(4.2.1) kosulundan U (k,0)=0 ve (4.2.2) kosulundan U (k,1)=4sech(x) elde

edilir.

o

u(x,t):ZiU(k,h)xkth denklemi iginde tim U (k,h)’1 toplarsak seri

k=0 h=0

¢cOziimiinii asagidaki gibi elde ederiz:

u(x,t)= PP I L L JC D B S LAY I RV LV
3 5 315 63 6
+£x4t5 _177 x't’ —ﬂx6t+ﬂx6t3 —ﬂxéﬁ +—51887 x%7 + 277 X%
6 378 180 180 180 11340 2016
8651 4. 26837 .. 3412537 .
- X'+ - x%
10080 10080 635040
4.2.4)

Bu ¢oziimii 7, £, £ ve t’ parantezine alalim.



u, = 4—2x2+§x4—ﬁx6+ﬂx8 t
6 180 2016

11 , 241 O 8651 R
—Xx + t
6 180 10080

17 , 541 Sy 26837 8) S
+—x" = t
180" 10080

( 116 94 el 1177 , 51887 3412537 8) ;
u,=|———+— + - x|t

X X
315 63 378 11340 635040
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(4.2.5)

Yukaridaki ¢dziim u, +u, +u, +u, seklindedir. Sine-Gordon denkleminin ayni

kosullara sahip tam ¢oziimii;

v(x,7) =4arctan (tsec h(x))

dir (Jin, 2009). Bu tam ¢oziimiin seriye acilimi asagidaki gibidir:

4arctan (¢sech(x))= 4sech(x)t—gsech(x)3 t
+%sech(x)5 r —gsech(x)7 ' +0(r")

5 4_ 61 6+ 277 8+O(_X,'10)

4sech(x)=4-2x"+>x"——
6 180 2016

—isech(x)3 = —£+2x2 —Hx4 + 241 x° - 8651 x* +0(x10)
3 3 180 10080

fsech()c)5 =£—2x2+£x4—541x6 20837 8+0()c10)

5 5 180 10080

—isech(x)7 = —i+ 2x7 —éx4 + %61 x° - 00983 x* +0(x10)
7 7 180 10080

(4.2.6)

4.2.7)

(4.2.8)

4.2.9)

(4.2.10)

4.2.11)
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Yani bizim u, +u, +u, ¢6ziimiimiiz tam ¢6ziimii veriyor. Fakat u,’de bozulmalar

3
basliyor. Ciinkii, sin(u)= u—% da kestik. sin(u)=u alirsak u,’de bozulmalar

basliyor. Ac¢ik ki

3 5
u

sin(u):u—g+ﬁ alirsak u;’de bozulacaktir. Yani sin(u)’yu ¢ok terim

aldik¢a tam ¢oziime o kadar ¢ok yaklasacagiz.

3
sin(u) "u iki terim aldigimizda(yani % e kadar),

Hata terimi;

116+94 , 1177 P 51887 e 3412537 8_(_f+2x2_§x4+961 ¢ 60983 Sj:

7 6 180 10080

X
315 630 378 . 11340 635040
64 32 , 136 , 2164 26837 ,
305 63 189" 2835 @ 39690

(4.2.12)
olacaktir( x =0,..,10 i¢in).
Dolayisiyla diferansiyel doniisiim metoduyla ¢6ziim:
u(x,t) = 4arctan (tsech(x))+36T45sech(x)5 t (4.2.13)

olacaktir.



Sekil 4.2. Sine-Gordon denkleminin DTM ve tam ¢oziimii.

Sekil 4.3. Sine-Gordon denkleminin x =0,..,1 ve £ =0,..,1 icin DTM ve tam ¢oziimii.

41
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Tablo 4.2. DTM ile tam ¢6ziim degerleri.

(x,0) DTM Tam Cozm | Hata(|Tam—DTM|)
(0.01,0.01) | 0.04000466495 | 0.03999666703 0.799792.10°7°
(0.01,0.02) | 0.07998533765 | 0.07998533765 0
(0.01,0.03) | 0.1199580250 | 0.1199580250 0
(0.01,0.04) | 0.1599067616 | 0.1599067616 0
(0.01,0.05) | 0.1998236084 | 0.1998236082 0.2.107
(0.01,0.06) | 0.2397006646 | 0.2397006640 0.6.10°°
(0.01,0.07) | 0.2795300771 | 0.2795303754 0.17.10°*
(0.01,0.08) | 0.3193040494 | 0.3193040451 0.43.10°"
(0.01,0.09) | 0.3590148516 | 0.3590148419 0.97.10°
(0.01,0.1) 0.3986548286 | 0.3986548083 0.203.107

sin(u)’u ¢ terim aldigimizda(yani b;—s‘ ‘e kadar), diferansiyel doniisiim

metoduyla ¢oziim:

u(x,t) =4arctan (¢sech(x))— 5

olacaktir.

(4.2.14)




Tablo 4.3. DTM ile tam ¢oziim degerleri
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(x,0) DTM Tam C6zm | Hata(|[Tam—DTM )
(0.01,0.01) 0.03999666703 | 0.03999666703 0
(0.01,0.02) 0.07998533765 | 0.07998533765 0
(0.01,0.03) 0.1199580250 0.1199580250 0
(0.01,0.04) 0.1599067616 0.1599067616 0
(0.01,0.05) 0.1998236082 0.1998236082 0
(0.01,0.06) 0.2397006640 0.2397006640 0
(0.01,0.07) 0.2795300754 0.2795303754 0
(0.01,0.08) 0.3193040451 0.3193040451 0
(0.01,0.09) 0.3590148519 0.3590148419 0

(0.01,0.1) 0.3986548083 0.3986548083 0
Tablo 4.4. x=0.01 i¢in tam ¢dziim ve 5-terim MADM, 2-adim VIM, 3-terim HPM
ve 4-terim DTM arasindaki mutlak hatalar

! Tam—MADM| | |[Tam—VIM| | [Tam—HPM| | |Tam—DTM
0.01 1.320E-6 4.999E-7 6.000E-16 6.564E-25
0.02 1.045E-5 3.997E-6 8.110E-14 1.344E-21
0.03 3.491E-5 1.348E-5 1.384E-12 1.162E-19
0.04 8.191E-5 3.192E-5 1.035E-12 2.753E-18
0.05 1.583E-4 6.226E-5 4.922E-11 3.205E-17
0.06 2.707E-4 1.074E-4 1.759E-10 2.382E-16
0.07 4.253E-4 1.702E-4 5.155E-10 1.297E-15
0.08 6.280E-4 2.535E-4 1.307E-9 5.638E-15
0.09 8.844E-4 3.600E-4 2.969E-9 2.059E-14
0.1 1.200E-3 4.924E-4 6.175E-9 6.564E-14
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Table 4.5. x=0.1 i¢in tam ¢6ziim ve 5-terim MADM, 2-adim VIM, 3-terim HPM

ve 4-terim DTM arasindaki mutlak hatalar

t Tam—MADM | | [Tam—VIM| | [Tam—HPM| | [Tam— DTM
0.01 1.925E-4 4.974E-7 5.000E-16 6.278E-25
0.02 3.926E-4 3.998E-6 7.330E-14 1.285E-21
0.03 6.079E-4 1.341E-5 1.252E-12 1.112E-19
0.04 8.453E-4 3.176E-5 9.360E-12 2.633E-18
0.05 1.112E-3 6.195E-5 4.452E-11 3.065E-17
0.06 1.413E-3 1.069E-4 1.590E-10 2.277E-16
0.07 1.757E-3 1.694E-4 4.661E-10 1.241E-15
0.08 2.147E-3 2.523E-4 1.182E-9 5.393E-15
0.09 2.591E-3 3.583E-4 2.683E-9 1.970E-14
0.1 3.092E-3 4.901E-4 5.581E-9 6.278E-14

Sekil 4.4. (a) tam ¢6ziim ve (b) 4-terim diferansiyel doniisiim yontemi.

08 06 04 02 0

(@)

1 08 06 04 02 0

(b)
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Ornek 4.3: u, —u_ +u’ =0 lineer olmayan Klein-Gordon denklemini
u(x,0)=1+sinx 4.3.1)
ve
u, (x,0)=0 (4.3.2)
baslangic sartlarina uyan ¢oziimiinii diferansiyel doniisiim yontemiyle bulalim.
Coziim

Diferansiyel doniisiim operatorlerini denklemde yerine yazarsak,

(h+1)(h+2)U (k,h+2)=(k+1)(k+2)U (k+2,h) ZZU (r,h—s5)U (k—r,s)=0
r=0 s=0
(4.3.3)
ve baslangi¢ sartlar;
1, k=0
i', k=1,5,..
U (k,0) = "'1 (4.3.4)
] k:3’7’
k!
0, k=246

Ve

U (k,1)=0 olur. (4.3.3) denkleminde bu kosullar yerine yazilirsa(k ve h’1 6

terim alinca),

u(x,t)=l-—>+—1"+x—=xt’ +—xt' - 1°—— X’ +=x’t
40 2 24 240 2 2
2o Lo Lop i L B e Lo Lo
9 4 144 288 6 (4.3.5)
A3 ey b5 bosp 109 50 1621 56 1 o0
216 120 80 2880 28800 45
i 64 _ 1 %546
45 1620

olur.
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(4.3.6)
¢Ozlimii elde edilir.
Tablo 4.6. = 0.1 icin 5-terim ADM, 4-adim VIM ve 4-terim DTM ¢oziim.
degerleri
X ADM VIM DTM
0.0 0.994999986 0.995000024 0.995000000
0.1 1.093291134 1.093291179 1.093336821
0.2 1.190502988 1.190503087 1.190602734
0.3 1.285668610 1.285668848 1.285829872
0.4 1.377844211 1.377844710 1.378073322
0.5 1.466118315 1.466119219 1.466420573
0.6 1.549620480 1.549621939 1.550000812
0.7 1.627529538 1.627531694 1.627994045
0.8 1.699081273 1.6990842444 1.699640074
0.9 1.763575490 1.763579356 1.764245622
1.0 1.820382425 1.820387216 1.821201388

Klein-Gordon denkleminin bu baslangi¢ kosullar altinda analitik ¢6ziimii
olmadigindan yalnizca elde edilen sonuglarin karsilagtirilmasi verilebilmistir.

Goriildiigii gibi iic yontem de ayni1 degerlere yakinsamaktadirlar.




Tablo 4.7. t = 0.2 igin 5-terim ADM, 4-adim VIM ve 4-terim DTM ¢6ziim
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degerleri.
X ADM VIM DTM
0.0 0.979999116 0.980001577 0.980000000
0.1 1.073723730 1.073726319 1.073725261
0.2 1.166134875 1.166138050 1.166138050
0.3 1.256326130 1.256331032 1.256328927
04 1.343423788 1.343432104 1.343427256
0.5 1.426594492 1.426608263 1.426598958
0.6 1.505052082 1.505073495 1.505058688
0.7 1.578063673 1.578094808 1.578075355
0.8 1.644954933 1.644997540 1.644678005
0.9 1.705144628 1.705169916 1.705161053
1.0 1.757998450 1.758066925 1.758088889

Tablo 4.8. t = 0.3 icin 5-terim ADM, 4-adim VIM ve 4-terim DTM ¢oziim degerleri.

X ADM VIM DTM
0.0 0.959499001 0.955017653 0.955000000
0.1 1.041345652 1.041325485 1.041318399
0.2 1.125945576 1.125974851 1.125970235
0.3 1.20811407 1.208147932 1.208145667
0.4 1.287943874 1.287088824 1.287081794
0.5 1.362025218 1.362089477 1.362067708
0.6 1.432402521 1.432497282 1.432448098
0.7 1.497587424 1.497717706 1.497625423
0.8 1.557040327 1.557215916 1.557060645
0.9 1.610291023 1.610517519 1.610272513
1.0 1.656928567 1.57208637 1.656835416
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Ornek 4.4: u, +(u2) +(u2) =0 K(m,n) denkleminin(lineer olmayan K(m,n)

denklemi, u, + (u’" )x + (u" )m =0, m,n>1), baslangic degeri

u(x,0)=§csinz(ixj (4.4.1)

olmak iizere denklemin diferansiyel doniisiim operatorlerini yerine yazarsak,

(k—r+Uu(nh—sﬁ4k—r+Lsﬂj

(k—r+1)(k—r+2)(r+1)u(r+1,h—s)u(k—r+2,s)D

5
M- 1M 1M
- i I

-2 (k—r+1)(k—r+2)(k—r+3)u(r,h—s)u(k—r+3,s)D
kh+1) =~
uk:h+1) (h+1)
(4.4.2)
elde edilir.
Baslangic degerini kullanirsak,
u(0,0)=0, k=13,5,... (4.4.3)
u(2,0)== (44.4)
2 o
1(4,0)=—— (4.4.5)
’ 576 o
seklinde elde edilir.

K(m,n) denkleminin diferansiyel doniisiim yontemiyle ¢oziimii asagidaki sekilde

elde edilir.
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1 1 1 1 1
u(x,t)=—c't’ ———ct' —=xt+—c*xt’ ———cx’ + —cx’

- c
12 576 6 144 11520 12

1 1
—— X ——Cx M+ r———c'x'r

—c c
96 4608 144 3456

1 1 1 1
" PPN 4 3,42 _ St

-———cx +——c
276480 576 4608 221184

(4.4.6)

1 1 1
_ A+ PRI 65,5

-———Cx
11520 276480 22118400

K(m,n) denkleminin tam ¢6ziimii;

v(aﬂzgcmﬁ(x;”j (4.4.7)

ile verilmektedir( Wazwaz, 2002).
Tam ¢oziimii # =0,8 seriye acarsak,

4 (1Y 2,. (1 1
v(x,t)zgcsm Zx —Ec sin Zx cos Zx t
4 1 1

4
4 1. (1 jz .1 (1 jz ap
+—Cc| ——sIn| —x| ¢ +———cCos| —x | ¢ |t
3| 92160 (4 92160  \ 4

+ ! c® cos (lxj sin(lxjt7 + O(tg)
483840 4 4 (4.4.8)

ve



50

%c sin” (% xj terimini x’i 0’dan 8’e kadar Taylor serisine agarsak,

1 1
a=—cx’ — 4

cx’ + cx®+0 (xg ) 4.4.9)
12 576 69120

—%cz sin (i xj cos (% xj terimini x’i 0’dan 8’e kadar Taylor serisine agarsak,

pe-tes Lap 1 apy 1 20,0(0) (4.4.10)
6 T142 " 115207 " 1935360

el Lgnr[ L]+ Loos[ L] | terimini x7i 0°dan 8°¢ Kadar Taylor
3 16 4 16 4

serisine acarsak,

c=ic3—ic3x2+Lc3x4— ! c3x6+0(x8) 4.4.11)
12 96 4608 552960

%c“ sin (% xj cos (% xj terimini x’1 0’dan 8’e kadar Taylor serisine agarsak,

[ I 4 I s

d=—-=cc"x- c'x + cxX ——
144 3456 276480 46448640

X +0(x*) (44.12)

Goriildiigii gibi analitik ¢oziimiin Taylor serisi ile bizim ¢oziimiimiiz
cakigmaktadir.

Ornek 4.5: u, +(u3 ) +(u3 ) =0 K(m,n) denkleminin baslangi¢ degeri

4.5.1)

olmak iizere denklemin diferansiyel doniisiim operatorlerini yerine yazarsak,



p

hz(k r—t+1)(r+1)(z+1)

Su(r+Lh—s—p)u(t+l,s)u(k—r—r+

= (k—r—t+1)(k—r—t+2)(t+1)

s (k—r—t+1)(k—r—1+2)(k—r—1+3)
u(rih—s—plu(t,s)u(k—r—t+3,p)

—
1M1
—
i~
R

1M

(roh—s—plu(t+Ls)u(k—r—t+2,

/Zk r—t+1)u rh—s—p)u(f’s)”(k_r_ﬁl’p)nn

)
)
)
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k,h+1)=
ullh+1) (h+1)
(4.5.2)
elde edilir.
(4.5.1) baslangi¢ degerini kullanirsak,
u(0,0)=0, k=0,2,4,...
Ters doniisiim operatorleri asagidaki gibi bulunur:
U (1,0) :g (4.5.3)
Joc
U(3,0)=—— 4.5.4
(3.0)=-27, (4.5.4)
U(0,1)= —%c% 4.5.5)
U(0,3)=—£c% (4.5.6)
324
Jo 3
U(L2)=———c" 4.5.7
(12)=-70¢ (4.5.7)
U(3.2)= 6 (4.5.8)
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Ornek vermek gerekirse (4.5.3) ters doniisiim operatoriine karsilik gelen u,

3

¢coziimil, u, = 1 cos (%xj, (4.5.4) ters doniisiim operatoriine karsilik gelen

/ 5
6c ? sin(1

Y ng, (4.5.5) ters doniisiim operatoriine karsilik

\J6c’

324

u, ¢ozilmi, u, =-—

gelen u, ¢oziimii, u, =— £’ cos (% xj olacakur.

K(m,n) denkleminin diferansiyel doniisiim yontemiyle ¢oziimii asagidaki sekilde

elde edilir.
1l -y 1 =y, 1 =%
1) =——~6c"2t+——~6c7% +—=~/6 ———J6¢ % xt
e VA L e

(4.5.9)
1 y 2 1 V 2,3 1 3 1 7 3,2
+——6¢72x% ————6¢ 5% ———J6Jex® + ——~/6¢2x%
1080 T T s YOO T T YOV Tggpp VOO

K(m,n) denkleminin ¢6ziimii icin Adomian ayrisim yontemi kullanilirsa,

)= sn[ - (0), (), @5.10)

elde edilirtWazwaz, 2002).

Joc

uo(x,t)szinexj ve u,, (x,t)=-L" (A, +B,), k=0 (4.5.11)

rekiirsif bagintiy1 yazarsak A, ve B, Adomian polinomlari hesaplandiktan sonra
(4.5.11)’de yerine yazilirsa,

ey

U, (x,t)szin g.x
w(0)=-L" (4 +B,)

6¢’ 1 4.5.12)
=— fcos| —x
o3

u,(x,t)=-L"(A +B,)

6¢° , . (1 j 4.5.13)
= - 1~ sIn gx
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6c’ (1 j (4.5.14)
=— 1" cos g.x

Sonug olarak ¢oziim serisi;

3 5 7
u(x,t)zﬁsin(lxj— bc tcos(lxj—£t2 sin(lxj+ bc t3cos(lxj+...
2 3 6 3 36 3 324 3

(4.5.15)
elde edilir.
K(m,n) denkleminin tam ¢oziimii;
v(x,t):‘/s_csin(x;“j (4.5.16)

elde edilir(tWazwaz, 2002). Serinin biitiinii icin 6rnegin t = 0,8 seriye acarsak,
1 1
v(x,t)==+/6¢sin| = x ——\/—c cos| —x t——\/—c sin| —x
(o= |6 e 5
+—\/—c cos(%xjt +— \/_C sm(ng

324

_—\/_/cos(3 j ;\/gcl%sin(%xjﬁ

58320 1049760

\/gcl% cos (%xj t'+ O(t8 )

(4.5.17)

+ —_—
22044960

1 6¢ sin (l xj terimini x’i 0’dan 8’e kadar Taylor serisine agarsak,

\/_\/_x+0( )

(4.5.18)

a =B ex - oo 4 Joex' -

58320 22044960

—lx/gc% cos (l xj terimini x’1 0’dan 8’e kadar Taylor serisine agarsak,

—a 6 e - ot 4B 0 ()

108 11664 3149280
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(4.5.19)

1\/— %o (1 e e, , ..
"6 6¢7?2 sin gx terimini x’1 0’dan 8’e kadar Taylor serisine agarsak,

c= —L\/gc%x+L\/gc%x3 —;\/gc%x5 +;\/gc%x7 +0(x8)

108 5832 1049760 396809280
(4.5.20)
Ornek 4.6: u, —6uu_+u__ =0 K(m,n) denkleminin baslangic degeri
u(x,O)z(%j (4.6.1)

olmak iizere denklemin diferansiyel doniisiim operatorlerini yerine yazarsak,

(6(2{%“_r+1)u(r’h_s)n—(k+1)(k+2)(k+3)u(k+3,h)
u(k,h+1)=

r=0 S:()I/l(k_r'i‘l,S)

(h+1)
(4.6.2)

h

Xt Yk
u(Lh)=4 6 (4.6.3)

0, diger(yani(2,h),(3,h),..)

K(m,n) denkleminin diferansiyel doniisiim yontemiyle ¢oziimii asagidaki sekilde

elde edilir.

u(x,1) :lx+lxt+lct2 +lxt3 +lxt4 +lxt5 +lxt6 (4.6.4)
6 6 6 6 6 6 6



K(m,n) denkleminin tam ¢6ziimii;

v(x,1)=

6(1—1)
yani acik formda;
1
v(x,1) el e e L Ly Lo
6 6 6 6

(4.6.6)
dir.

55

(4.6.5)
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5. MAPLE 10 PROGRAM KODLARI

Bu boliimde 4. Boliimde verilen orneklerin sonuglarinin hesaplanmasinda
kullanilan ve MAPLE 10 paket programinda hazirlanmis olan orneklere ait
algoritmalar verilmistir. Boylelikle problemlerin bilgisayar ortaminda ¢oziimiiniin
oldukga basit algoritmalar yardimiyla yapilabildigi ve verilen algoritmalar
yardimiyla farkli problemler icin yeni algoritmalar iiretilebilecegi kolayca
anlagsilabilir.

Program 5.1. Ornek 4.1’in Maple 10 program kodu asagidaki gibidir.

> restart:

for k from 0 to 20 do

ulk, 0] :=coeftayl (Pi/2.,x=0,k) :

ul[k,1] :=coeftayl (0,x=0,k) :

od:

for h from 0 to 18 do

for k from 0 to 18 do

ulk,h+2] :=simplify ((ul[k,h]-(sum(sum(sum(sum(u[r, h—s-
pl*u[t,s]*u[k-r-t,p],p=0..h-s),s=0..h),t=0. .k-r),r=0..
k))/6+ (k+1) * (k+2) *u[k+2,h])/ (h+1l) / (h+2)):

od:

od:£:=0:

for h from 0 to 10 do

for k from 0 to 10 do

f:=f+ulk,h] *x*k*t*h:

od:

od:

print (£f);

Program 5.2. Ornek 4.2’in Maple 10 program kodu asagidaki gibidir.
> restart:

for k from 0 to 18 do

ul[k,0] :=coeftayl (0,x=0,k) :

ul[k,1] :=coeftayl (4*sech(x),x=0,k) :

od:

for h from 0 to 16 do

for k from 0 to 16 do
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ulk,h+2] :=simplify((—ul[k,h]+ (sum(sum(sum(sum(u[r, h—-s-
pl*u[t,s]*u[k-r-t,p],p=0..h-s),s=0..h),t=0..k-r),r=0..
k))/6+ (k+1) * (k+2) *u[k+2,h])/ (h+1l) / (h+2)):

od:

od:£:=0:

for k from 0 to 8 do

for h from 0 to 8 do

f:=f+ulk,h] *x*k*t*h:

od:

od:

print (£f);

Program 5.3. Ornek 4.3’in Maple 10 program kodu asagidaki gibidir.

> restart;
> for k from 0 to 16 do
ul[k, 0] :=coeftayl (1+sin(x) ,x=0,k) :
ul[k,1] :=coeftayl (0,x=0,k) :
od:
for h from 0 to 14 do
for k from 0 to 14 do
ul[k,h+2] :=(-(sum(sum(u[r, h-s] *ul[k-
r,s],s=0..h),r=0..k))+(k+1) * (k+2) *u[k+2,h])/ ((h+1l) * (h+
2)):
od:
od:
£:=0:
for k from 0 to 7 do
for h from 0 to 7 do
f:=f+ulk,h] *x*k*t*h:
od:
od:
print (£f);
Program 5.4. Ornek 4.4’in Maple 10 program kodu asagidaki gibidir.

> restart:

for k from 0 to 12 do

ulk, 0] :=coeftayl (4/3*c*sin(x/4)*2,x=0,k):
od:

for h from 0 to 10 do

for k from 0 to 10 do
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ulk,h+l1l] :=(-2* (sum(sum( (k-r+1) *u[r, h-s] *ul[k-
r+l,s],s=0..h),r=0..k))-6* (sum(sum( (k-r+1) * (k-
r+2)*(r+l) *u[r+l,h-s] *u[k-r+2,s],s=0..h),r=0. .k)) -
2*% (sum(sum( (k—-r+1) * (k—-r+2) * (k—r+3) *u[r,h-s] *u[k-
r+3,s],s=0..h),r=0..k)))/ (h+l):

od:

od:£:=0:

for k from 0 to 5 do

for h from 0 to 5 do

f:=f+ulk,h] *x*k*t*h:

od:

od:

print (£f);

Program 5.5. Ornek 4.5’in Maple 10 program kodu asagidaki gibidir.

> restart:

for k from 0 to 8 do

ulk, 0] :=coeftayl (sqrt (6*c) /2*sin(x/3) ,x=0,k) :

od:

for h from 0 to 6 do

for k from 0 to 6 do

ulk,h+l1l] :=(-3* (sum(sum(sum(sum( (k-r-t+1) *u[r, h-s-
pl*u[t,s]*u[k-r-t+1,p],p=0..h-s),s=0..h),t=0..k-
r),r=0.. k))—-6*(sum(sum(sum(sum( (k—-r—

t+1) * (r+1) * (t+1) *u[r+l, h—-s—-p] *u[t+1, s] *u[k-r-
t+1l,p],p=0..h-s),s=0..h),t=0. .k-r),r=0.. k))-

18* (sum(sum(sum(sum( (k—r-t+1) * (k—r—-t+2) * (t+1) *u[r, h—-s—-
pl*u[t+l,s]*u[k-r-t+2,p],p=0..h-s),s=0..h),t=0. .k-
r),r=0.. k))-3*(sum(sum(sum(sum( (k-r—-t+1) * (k—r-
t+2) * (k—r-t+3) *u[r, h-s-p] *u[t,s] *u[k-r-t+3,p],p=0. .h-
s),s=0..h),t=0..k-r),r=0.. k)))/(h+l):

od:

od:£:=0:

for k from 0 to 3 do

for h from 0 to 3 do

f:=f+ulk,h] *x*k*t*h:

od:

od:

print (£f);



Program 5.6. Ornek 4.6’in Maple 10 program kodu asagidaki gibidir.

> restart:

for k from 0 to 24 do

ulk, 0] :=coeftayl (x/6,x=0,k) :

od:

for h from 0 to 22 do

for k from 0 to 22 do
ulk,h+1l]:=(6* (sum(sum( (k-r+1l) *u[r, h-s] *u[k-
r+l,s],s=0..h),r=0. .k))-

(k+1) * (k+2) * (k+3) *u[k+3,h] )/ (h+1) :
od:

od:£:=0:

for k from 0 to 6 do

for h from 0 to 6 do

f:=f+ulk,h] *x*k*t*h:

od:

od:

print (£f);
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6. SONUC

Bu, tezde, Bolim 2 de diferansiyel doniisiim yontemi tezimize esas
olmak {iizere detayl bir sekilde verilmis, ayrica Taylor serisine dayanan diger;
Adomian ayrisim yontemi, Homotopi analiz ve homotopi perturbasyon
yontemleri Ozet halinde verilmis ve teorik bazda bu yontemlerin kuvvetli ve
zayif yonleri verilmistir.. Bolim 3’de ise bu yoOntemlerin uygulamali olarak
kuvvetli ve zayif yonleri 6rneklerle agiklanmistir.

Ornek 4.1’de analitik c¢oziimii literatirde yer almayan Sine-Gordon
denklemi (4.1.1) ve (4.1.2) kosullar1 altinda Diferansiyel doniisiim ve Adomian
ayrisim yontemleri kullanilarak alti terim icin ¢oziilmiis ve niimerik sonuglar
Tablo 4.1. ve Sekil 4.1.’de karsilastirilmistir. Sekil 4.1.’den de goriildiigii gibi,
kisa zaman c¢oziimleri 7<0.03’e kadar olan ¢oziimler her iki yontemde de
cakigsmaktadir. Bu Taylor serilerinin dogal sonucudur. Fakat bu degerin
tizerindeki c¢oOziimler ayrisma gostermektedir. Bu farkliligin  yontemlerin
hesaplama tekniklerinden olustugu asikardir. Bizim diisiincemiz, teorik olarak da
belirtildigi gibi, Adomian katsayilarinin hesaplanmasi niimerik olarak
propogasyon hatasi iirettigi diisiiniilmektedir. Buda ¢oziimlerdeki farkliliga neden
olabilir.

Ornek 4.2°de Sine-Gordon denklemi (4.2.1) ve (4.2.2) kosullar1 altinda

diferansiyel doniisiim yontemi ile ¢oziilmiis ve Tablo 4.2.’de analitik ¢oziimle

3
u

karsilastirilmistir. Goriildiigii gibi hata oranlart siniislii terimin sin(u)zu—z

olarak alinmasina ragmen oldukca diisiiktiir. Tablo 4.3.’deki sonuglar siniislii

3 5
u

terim sin (u) :u—z+lu70 almarak elde edilmistir. Goriildiigii gibi sonuglar,

analitik ¢oziimle cakigsmaktadir. Bu da yontemin hassasiyetinin beklenildigi gibi

yiiksek oldugunu gostermektedir. Bunu daha iyi gorebilmek i¢in Tablo 4.4. ve
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4.5.°de farkli x degerleri icin diger yontemlerle karsilastirmasi verilmistir. Bu
tablolardan goriildiigii gibi, diferansiyel doniisiim yontemi diger yontemlere gore
en kiiclik hatay1 vermektedir.

Ornek 4.3’de Klein-Gordon denklemi (4.3.1) ve (4.3.2) kosullar1 altinda
diferansiyel doniisiim yontemi ile ¢oziilmiis, analitik ¢6ziimii olmadig: i¢in Tablo
4.6., 4.7. ve 4.8.’de farkli zaman degerleri icin ADM ve VIM yontemleri ile
karsilastirilmistir. Tablolardan goriildiigi gibi ¢oziimlerin uyum icinde oldugu
goriilebilir.

Omek 4.4°de K(m,n) denklemi (4.4.1) kosulu altinda diferansiyel
doniisiim yontemi ile ¢oziilmiis ve analitik ¢coziimle karsilastirilmistir. Goriildiigii
gibi iki ¢6ziim ¢akigmaktadir.

Ornek 4.5.’de K(m,n) denklemi (4.5.1) kosulu altinda diferansiyel
doniisiim yontemi ve Adomian ayrisim yontemiyle ¢oziilmiis ve analitik ¢oziimle
karsilagtirilmistir. Gortildiigii gibi iki yontemin ¢oziim serileri analitik ¢oziime
yakinsamaktadir. Fakat Adomian ayrisim yontemi her bir adimda ters operator
islemi yaptig1 icin hesaplamak acisindan karmasiklik icerdigi agikardir.

Omek 4.6°da K(m,n) denklemi (4.6.1) kosulu altinda diferansiyel

doniisiim yontemi ile ¢oziilmiis ve analitik ¢oziimle karsilastirilmistir. Goriildiigii
gibi iki ¢6ziim ¢akigmaktadir.

Orneklerden elde edilen niimerik karsilastirmalara gore diferansiyel
doniisim yontemi kullanilarak elde edilen sayisal degerlerin diger yontemlere
gore hassasiyetini daha yiiksek oldugu tespiti yapilmistir. Bu da bu yontemin
¢Oziimiiniin dogrudan bir cebirsel sistemin ¢oziimiine bagli oldugu agiktir.

Secilen orneklerin neticelerinden diferansiyel doniisiim yonteminin digerlerine
gore daha iyi bir yontem oldugunu soylemek miimkiindiir. Ancak kesin yargiya

varmak icin secilen drnek sayisinin yeterli olamayacagi da aciktir. Dolayisiyla
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ilerde yapilacak calismalarla hangi yontemin her yonden iistiin oldugunu tespit

etmek mumkiin olabilecektir.
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