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1.GIRIS

1.1 Carpimsal Analizin Kisa Tarihgesi

Diferansiyel ve integral analizin temelleri  Unli matematikgiler
Gottfried Leibnitz ve Isaac Newton tarafindan 17. yizyilin ikinci yarisinda
atilmistir. Ginimuzde bu analiz, en ¢ok kullanilan matematiksel teoridir. Bu
analizin en 6nemli kavramlari olan tiirev ve integral, toplama ve onun tersi
olan c¢ikarma aritmetik islemlerinin son derece kiigiik versiyonlarindan
olugmaktadir. Bu analizde toplama isleminin en temel islem oldugu

dustnulerek, bu analiz toplamsal (klasik) analiz olarak ta adlandirilabilir.

Toplamsal analiz g6z 6niinde bulundurularak, temelini farkli aritmetik
islemlerin olusturdugu farkli analizler gelistirilebilir. Buna ilk drnek olarak
1887 yilinda UnlG bilimci Vito Volterra tarafindan gelistirilen analiz
gosterilebilir (Volterra and Hostinsky, 1938). Bu yeni analiz Volterra
tarafindan simultane diferansiyel denklemlerin ¢ozumleri igin gelistirilmistir.
Bu analizde carpma isleminin en temel islem oldugu g6z Oninde
bulundurularak, bu analize c¢arpimsal analiz (multiplicative calculus)
denilmistir. Bu analizin ortaya konulmasi eski tarihlere dayanmasina ragmen
bu analize matematikgiler tarafindan uzun slre vyeteri kadar ©6nem
verilmemistir. Son yillarda ise Volterra analizinin hangi alanlarda etkin bir
sekilde kullanilabilecegi daha iyi anlasilmistir. Buna bagli olarak Volterra
carpimsal analizinin kullanildigi ve uygulandigl bazi calismalar ortaya
konulmustur (Aniszewska, 2007; Kasprzak et. al., 2004; Rybaczuk et. al..,
2001).



Volterra analizinin ortaya konulmasindan sonra, buna benzer bazi
calismalar 1967 ve 1970 yillari arasinda Michael Grossman ve Robert Katz
tarafindan  gerceklestirilmistir. Bu konuda yapilan ilk calismada klasik
analizden farkh, geometrik (geometric) analiz, bigeometrik analiz ve
anageometrik analiz gibi Non-Newtonian analiz (Non-Newtonian Calculi)
olarak adlandirilan bazi analizlerin nasil elde edilebilecegi ortaya
konulmustur (Grossman and Katz, 1972). Bdylece, bu calisma farkli
analizlerin nasil ortaya konulacagi konusunda da temel bir kaynak
olusturmustur. Non-Newtonian analiz ile ilgili ilk uygulama olasilik
teorisinde yapilmistir (Meginniss, 1980). Daha sonra Non- Newtonian
analizlerinden biri olan bigeometrik analiz ve bu analizin bilim ve
muhendislik alanindaki bazi uygulamalari Grossman tarafindan ortaya
konulmustur (Grossman, 1983). Bigeometrik analiz esas olarak Volterra
tarafindan gelistirilmis olan bir analiz idi. Boylece Volterra analizi de Non-
Newtonian analizleri icerisinde ayri olarak gelistirilmis ve kullaniimistir.
Bununla birlikte Volterra analizi, Cordova-Lepe tarafindan proportional
calculus ismi verilerek ayrica gelistirilmis ve bu analiz ile ilgili baz

uygulamalar yapiimistir (Cordova-Lepe, 2004, 2006).

Grossman ve Katz tarafindan ortaya konulan Non- Newtonian
analizleri icinde bir diger dnemli analiz ise geometrik analizdir. Geometrik
analiz ilk kez Dick Stanley tarafindan tekrar ele alinmis ve bu analizin bazi
uygulamalari ve avantajlari ortaya konulmustur (Stanley, 1999). Toplama ve
cikarma islemlerinin klasik analizdeki roliinii, geometrik analizde ¢arpma ve
bolme islemleri almistir. Bu nedenle Dick Stanley tarafindan geometrik
analiz carpimsal analiz (multiplicative calculus) olarak adlandiriimistir. Daha
sonra carpimsal analiz ile ilgili bazi calismalar Duff Campell tarafindan
gerceklestirilmigtir (Campbel, 1999). Bundan sonra yapilan calismada

carpimsal analizin temel kavramlari ayrintil bir sekilde ortaya konmus ve



carpimsal analizin bazi 6nemli uygulamalari gosterilmistir (Bashirov et. al.,
2008).

Bu tez calismasinda, bilim ve muhendislik alanindaki hangi
problemlerin carpimsal analiz kullanilarak daha kolay ve etkin bir sekilde
ifade edilebilecegi ve cozimlerinin bulunabilecegi ortaya konulmustur.
Ayrica carpimsal analizin bazi problemlere uygulama kolayligi getirdigi
gorulmis ve bazi durumlarda klasik analizden daha avantajli oldugu da

gosterilmistir.

Bu tez calismasinin ikinci bolimunde ¢arpimsal analiz ile ilgili yeni
tanimlar ortaya konulmus; carpimsal analizin temel kavramlari ayrintil bir
sekilde verilmistir. Ayrica, carpimsal analizin klasik analizdeki bazi

problemlere uygulamasi yapiimistir.

Uciincii bolimde ise carpimsal diferansiyel denklemler tanimlanmis ve
uygulama alanlari 6rneklerle aciklanmistir Carpimsal analizin temel
kavramlarindan biri olan tdrevin taniminin ekonomi ve finanstaki bazi
problemlerden elde edilebilecegi de gosterilmistir. Bundan dolayi bu analizin
Ozellikle ekonomi ve finastaki bircok problem igin kullanilabilecegi
vurgulanmistir. Bunun yaninda oransal biyime ile ilgili problemlerin
carpimsal diferansiyel denklemlerle daha iyi bir sekilde ifade edilebilecegi ve
coOzillebilecegi  gosterilmistir.  Ugiincii  bolimde yer alan  énemli
uygulamalardan bir tanesi de bilim ve mihendislikte kullanilan ancak
deneysel olarak elde edilmis olan Gompertz egrisinin (Gompertz, 1825)

carpimsal diferansiyel denklemler kullanilarak analitik olarak bulunmasidir.

Genellikle matematik, muhendislik ve uygulamali bilim dallarindaki

problemlerin analitik ¢ozimlerini elde etmek her zaman kolay olmayabilir.



Bu tur problemlerin ¢ézimleri icin yaklasik ¢6zim yontemlerine gereksinim
vardir. Bu tez ¢calismasinin dordiinct bolimiinde bazi nimeriksel yaklasimlar
ele alinmistir. Bu vyaklasimlardan yaygin olarak kullanilan klasik
interpolasyona  alternatif c¢arpimsal stel yontemler (multiplicative
exponential methods) gelistirilmistir. Bu yontemlerin klasik yéntemlerden
hangi durumlarda daha iyi sonug¢ verdigi ortaya konmustur. Bu bélimde
ayrica klasik sonlu fark yaklasimlarina benzer olarak carpimsal sonlu fark
yontemleri (multiplicative finite difference methods) gelistirilmis ve
uygulamalari ile birlikte verilmistir. Bu yaklasimlar 06zellikle analitik
¢6zUmUndn bulunmasi zor olan yada analitik ¢6zimi bulunsa bile sayisal

¢cOzimun daha avantajl oldugu problemler igin kullantlabilir.

1.2. Ustel Aritmetik ve Carpimsal Analiz

Klasik analiz bir boyutlu uygulamalar icin son derece uygundur. Ancak
cok boyutlu duruma gecme bazi giicliiklere neden olur. Ornek olarak

X =(X,...%,) vektorinin uzunlugu

||x||=w/xf+-~-+x,f (1.1)

ile bulunur. (1.1) formali kok fonksiyonu ve bu fonksiyonun tersi ile kare

fonksiyonu gerektirmektedir. Eger kare-toplam adinda
a+ b=+a’+b?

olarak yeni bir islem tanimlanirsa, (1.1) formali



=,

seklinde daha kolay bir formile donistr. Buradan yola ¢ikilarak calisma
alanina uygun, kendi temel toplama islemi ile yeni bir aritmetik tanimlanmasi
fikri ortaya cikabilir. Daha sonra temelini bu yeni aritmetigin olusturacagi
yeni bir analiz ile bu analizin temel islemleri olacak tlrev ve integral tanimi
gelistirilebilir. Boylece carpimsal analizinden Once, bu analizin temelini
olusturdugu ustel aritmetigin ortaya konulmasi énemlidir. Ustel aritmetigin
temel toplama islemi klasik carpma islemi olmahdir. Bu yizden ustel

toplama
a+,,b=exp(Ina+Inb)
seklinde tanimlanmalidir. Buradan ustel farkin
a—,, b=exp(Ina-Inb)

seklinde oldugu gorulir. Not olarak klasik ¢carpma ve bdlme islemleri olan
ustel toplama ve ¢ikartma islemleri pozitif sayilara uygulanabilirler. Her bir a
pozitif gercek sayisi ile n pozitik tamsayisi igin klasik carpmaya benzer
olarak

n
AppD=a+,,a+,,+,,a=a-a--a=a

n
n

ustel carpma islemi elde edilir. Daha sonra ustel bolme isleminin ise

al,n=a"



oldugu kolayca gorilebilir. Bunlaar ek olarak sirabagimli istel carpma
ax,,b=a"=b'=bxa

tanimlanir. Boylece Ustel aritmetigin temelini olusturdugu analiz carpimsal

analizdir. Carpimsal tiirev

f*(x):e('nf(X))'
ustel fonksiyonun sonsuz kuiguk strimi olarak (infinitesimal version)
tanimlanir. Burada f”, f fonksiyonunun carpimsal tiirevini ve f’ise f

fonksiyonunun klasik tlrevini belirtir.

Carpimsal tlrev geometrik olarak da yorumlanabilir. Bunun icin 6nce

carpimsal egimin ortaya konmasi gerekmektedir. Klasik anlamda dogrusal bir

fonksiyonun egimine benzer olarak, R*’da Ustel bir p(x)=cm*

fonksiyonunun carpimsal egimi tanimlanabilir. Burada ¢ ve m pozitif

sabitlerdir. Ustel p fonksiyonunun carpimsal egimi

p(b)/p(a)
olan pozitif bir sayidir ve burada b—a =1olacak sekilde a ve b herhangi iki

sayidir. Boylece, tstel p(x)=cm* fonksiyonunun garpimsal egimi m ’e esit
olur. Sonug olarak, pozitif bir f fonksiyonunun, eger varsa, a noktasindaki
carpimsal tirevi, f fonksiyonuna (a, f (a))noktasmda teget olan tek ustel p

fonksiyonunun ¢arpimsal egimine esittir.



2. CARPIMSAL ANALIZDE BAZI TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolumde carpimsal analizin en temel konularindan garpimsal tirev
ve carpimsal integral ile ilgili tanimlar ortaya konulmus, bazi 6nemli
kavramlari ornekler ile verilmistir. Ayrica bazi carpimsal teoremler ifade

edilmis ve bunlarin uygulamalari gosterilmistir.

2.1. Carpimsal Turevin Tanimi

Carpimsal tlrevin tanimindan o6nce klasik tdrevin tanimini
hatirlayalim. Boylece klasik tlrev ile carpimsal tirev arasinda ne gibi yapisal
farkliliklar veya benzerlikler oldugunu daha kolay anlayabiliriz. t degiskeni

icin tanimlanan f fonksiyonunu limite bagh klasik tirevi

(2.1)

olarak vyazilabilir. (2.1) denkleminde f(t+h)—f(t) farkinin yerine

f(t+h)/f(t) orani yazilip bolim durumundaki h degerinin carpma

islemine gore tersi olan 1/h ifadesi de kuvvet olarak yerine konulursa

tirev formuli

Iim[ f (”h)J% 2.2)

olarak elde edilir.



2.1.1. Tanim: Eger (2.2) denklemi tanimh ise f fonksiyonunun t
degiskenine bagh carpimsal (multiplicative) tlrevi olarak adlandirilir ve

f*(t) simgesi ile gosterilir. Eger Ac Ragik kimelerindeki tum t degerleri
icin f'(t) varsa bu fonksiyon f :A—R seklinde tanimlanir. f’

fonksiyonunu kendisi f”: A— Rcarpimsal tiirevi ile ifade edilir. f ’in

pozitif bir fonksiyon oldugu varsayilarak ve klasik tlrevin tim o6zellikleri

kullanilarak garpimsal turev

(2.3)

seklinde yazilabilir. Burada Ino f fonksiyonu, logaritmik fonksiyon ile f

fonksiyonunun bir birlesimidir.



2.1.2. Teorem: f pozitif bir fonksiyon olsun. f fonksiyonu, ancak ve ancak,
X, noktasinda klasik diferansiyellenebilirse yine ayni noktada carpimsal

diferansiyellenebilirdir.

Ispat: x, noktasinda carpimsal anlamda diferansiyellenebilen pozitif bir f
fonksiyonu ele alalim. (2.3) denkleminden Ino f, x, noktasinda klasik
anlamda diferansiyellenebilirdir. Boylece f fonksiyonu da x, noktasinda
klasik anlamda diferansiyellenebilirdir. Diger taraftan, eger f, x, noktasinda
klasik anlamda diferansiyellenebilir ise Ino f ’te x, noktasinda klasik

Ino f) (%

diferansiyellenebilirdir. Bu durumda S ) vardir ve (2.3) denkleminden

f carpimsal diferansiyellenebilir bir fonksiyondur.

2.1.3. Onerme: Eger f, x, noktasinda carpimsal anlamda

diferansiyellenebilir ise f fonksiyonu, X, noktasinda streklidir.

Ispat: f fonksiyonunun ~ x,  noktasinda  ¢arpimsal  anlamda
diferansiyellenebildigini varsayalim. Boylece, Teorem.2.1.2. den f
fonksiyonunun pozitif ve x, noktasinda klasik anlamda diferansiyellenebilir
bir fonksiyon oldugu goralir. X, noktasinda klasik diferansiyellenebilen her

fonksiyon da stireklidir. Béylece f fonksiyonu x, noktasinda streklidir.

Hatirlatma: Carpimsal diferansiyellenebilir bir fonksiyon sireklidir. Ancak
bu durumun tersi her zaman dogru olmayabilir. Boylelikle, klasik analizde
oldugu gibi carpimsal analizde de bazi diferansiyellenemeyen fonksiyonlar
strekli olabilir.
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2.1.4. Ornek:.

t+1 for -1<t<0
f(t)=1 ,
1-t© for O<t<l.

parcali fonksiyonu ele alinsin. Bu fonksiyonun surekli ancak carpimsal
diferansiyellenemedigini gosterelim. Bu durumda limit,

lim f (h)=1lim f (h)=f (0)=1

h—0* h—0~

olur. Boylece, f fonksiyonu X, =0 noktasinda streklidir.

Bununla birlikte,

hesaplanir. Diger yandan,
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1
5 i [ (ine1)0)
lim f(o+h) " :ehLo[ h }
h—0" f (O)

seklinde hesaplanir. Bu nedenle, f*(O) yoktur.
2.1.5. Tanim: f* fonksiyonunun carpimsal tiirevi eger varsa, f
fonksiyonunun ikinci carpimsal tiirevi olarak adlandirilir ve ™ ile gosterilir.

Benzer sekilde f™ gosterimi f fonksiyonunun n.mertebeden carpimsal

tirevi olarak tanimlanabilir.

Ayrica, eger f fonksiyonunun t noktasinda ikinci mertebeden klasik tiirevi

var ise kolay bir sekilde

£ (0) el O g

formilu elde edilebilir. Burada, f”(t) var oldugu igin (Ine f)" de vardir.
Bu yaklasimi n kez tekrarlayarak eger f pozitif bir fonksiyon ve f ’nin t

noktasinda n. mertebeden klasik tirevi de varsa, £ (t) "de vardir ve

£ (1) =g, (2.4)

seklinde elde edilebilir.
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(2.4) bagintisindan, eger f fonksiyonu pozitif ve A kumesi Uzerinde t

noktasinda Klasik diferansiyellenebilir ise yine A kimesi Uzerinde

f : A— R fonksiyonunun t noktasinda carpimsal diferansiyellenebilen bir

fonksiyon oldugu soylenebilir. Eger  f fonksiyonunun pozitif olma

kosulunun yerine negatif olma kosulu konulursa f’(t)’nin varligi altinda
f*(t) nin hala varligi agiktir. Ancak her durumda, f(t)>0 ve f7(t)’I

hesaplamak icin pozitif f” fonksiyonundan baglanmalidir. Ayrica, eger f

fonksiyonu pozitif ise (2.4) formuline benzer sekilde
f (t) — g(l=f)(V

olarak hesaplanir. Boylece, carpimsal analiz pozitif fonksiyonlar Gzerinden
gelistirilir.

2.1.6. Ornek: f(t)=3e" fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyonun

carpimsal tlrevi

seklinde hesaplanir.

2.1.7. Teorem: Eger pozitif bir f fonksiyonu t noktasinda carpimsal

diferansiyellenebiliyor ise klasik anlamda diferansiyellenebilirdir ve
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f'(t)=f(t)Inf7(t)
olarak yazilabilir.

Ispat: f carpimsal diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve f*(t)¢0 ise

(2.3) denkleminden

f*(t) — (1))

olur. Boylece

In £ (t)=(Ino f) (t)

elde edilir. Buradan

(Ino £) ()= £'(t)/ £ (t)

oldugu igin

f'(t)=f(t)Inf7(t)
bagintisi elde edilir.

2.1.8. Ornek:

bagintisinin dogrulugunu ispatlayalim. Teorem.2.1.7 den



14

Buradan da

olarak elde edilir.

2.1.9. Tanim: Pozitif bir y gercek sayisi ele alalim. y "nin ¢arpimsal mutlak

degeri |y simgesi ile gosterilir ve

if y>1

if y<l.

|
< |k <

seklinde tanimlanir.
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Lo =1
2

Ornegin, |3| =3

Carpimsal mutlak degerin asagidaki 6zellikleri tanimdan kolayca verilebilir:
1. 1< |y|*,

*
H

2. |x-y|*§|x|*-

y

*

3. Egera>1licin a'<y<aisely| <a.

y

2.1.10. Tanim: Ac R"ve f : A— R" olsun. Eger her £>1 igin

*

f(x)
f(a)

X
a

Xe A ve <o iken

<&

olacak sekilde o >1 varsa f fonksiyonunun ae A noktasinda carpimsal

stirekli oldugu soylenir.

Eger f, A’nin her noktasinda ¢arpimsal siirekli ise A klmesi Uzerinde de

carpimsal surekli oldugu soylenir.

2.1.11. Ornek: f:R* > R" ve f (x) =x? olsun. O zaman f fonksiyonu her
X, € R" noktasinda carpimsal streklidir. Bunu gostermek igin &>1 ve

& =& oldugunu distiniirsek tim x, € R*’ler igin

* *

2
< ¢ iken

— <&
2
XO

X

saglanir.
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2.2. Carpimsal Turevin Temel Ozellikleri

Bu bélumde, carpimsal tiirevin bazi 6ézelliklerini inceleyecegiz. ilk olarak
Klasik ttrevin tg temel 6zelligini ele alahm:
1. Dogrusal bir fonksiyonun tiirevi sabite esittir.

2. Dogrusal bir f fonksiyonu
f(t+1)=f(t)+f'(t)
denklemini saglar.
3. Eger herhangi iki diferansiyellenebilen f ve g fonksiyonlar
toplamsal bir sabitle farklilik gosteriyorsa f'(t)=g’(t) olur.

Uclincti 6zellik dogrusal olmayan fonksiyonlar icin saglanirken ilk iki
Ozellik ek olarak dogrusal fonksiyon ve klasik tlrev arasindaki 0zel bagintiyi
gostermektedir. Simdi Ustteki 1. ve 3. ozellige benzer olan carpimsal tlrev

ozelliklerini inceleyelim.

2.2.1. Onerme: Ustel bir fonksiyonun carpimsal tiirevi sabit saylya esittir.

Ispat: b>0 iken f(t)=Ab" olsun. (2.2) formalii kullanilarak

Ab'
_ LiLnO[bh]Uh b

sonucu elde edilir.
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2.2.2. Onerme: f (t)=Ab" tstel fonksiyonu

f(t+1)=f"(t)-f (1)

denklemini saglar.

Ispat: 2.2.1 6nermesinden f (t)=Ab' oldugundan f"(t)=b olur. Boylece,
tim t’ler igin

f(t+1)= Ab'™ = Abtb = f (1) £7(t)
gosterilmis olur.

2.2.3.0rnek: f(t)=3e" olsun. f Ustel bir fonksiyon oldugu igin
Onerme.2.2.2 ve Ornek.2.1.6 dan

F(t+1)= £7(1).F (t) =€ -3¢ =™

elde edilir.

2.2.4. Onerme: Eger pozitif bir fonksiyon diger bir fonksiyonun bir sabit
deger ile carpimina esit ise yani f (t)=Cg(t) ise bu fonksiyonlar ayni
carpimsal tlireve sahiptir.

Ispat:  f ve g fonksiyonlari f(t)=Cg(t) olacak sekilde alinsin. Bu

durumda f"(t)=g"(t) oldugunu gostermeliyiz. (2.2) denkleminden
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olarak elde edilir.

2.2.5. Ornek: f(t)=3t* ve g(t)=5t> fonksiyonlarini ele alarak carpimsal

tirevlerinin ayni oldugunu gosterelim:

£ ()= e(m(eﬁ))’

(In 3+Int2)’

ve

elde edilir. Boylece, f™(t)=g"(t).

2.3. Carpimsal Tirev Alma Kurallari

Bu bolimde, carpimsal turev alma ile ilgili temel kurallar ortaya
konulacaktir. Bu kurallardan bazilarinin klasik tirev alma kurallarindan daha
basit oldugu gorilebilir. Bu kurallardan ¢arpimsal tirev almaya en uygun

olanlari carpma ve ustel olarak yazma islemlerini icerir.
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2.3.1. Teorem: f veg gibi carpimsal diferansiyellenebilir iki fonksiyon

olsun. cf,f-g,f+g, f/g, f° fonksiyonlari da carpimsal

diferansiyellenebilir ve bu fonksiyonlarin carpimsal tlrevleri

1 (cf ) (t)= (1),
2. (f-9) ()= ()g" (1),
(f+g)(t)= f*(t)ﬁtg(t)-g*(t)%,

(f/9) ()="1"(t)/9" (1),
5. (£2) (t)= (1) £ (t)°.

w

&

olarak hesaplanir. Burada c bir sabittir.
Ispat:

1. ¢ bir sabit ve f carpimsal diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu

durumda,

bulunur.
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2. f ve g carpimsal diferansiyellenebilir iki fonksiyon olsun. Bu durumda,
(f-g) (t)=e")0
_ e(lncf+lncg)'(t)

— e(lnc f )’(t)+(|ncg)r(t)

o1V g(ne0) (1)

=f"(t)g"(1)
olarak elde edilir.

3. f ve g carpimsal diferansiyellenebilir fonksiyonlardir. Bu durumda,

(f+ g)* (t)= a(m(f+9)f (1

f(t) 9(t)
O0) . f(tya(t)

elde edilir.

4. f veg carpimsal diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda

g(t) >0 kabul edilerek



21

(/9 ()=ete

_ o) (O-(neg) (1)

_e(|n°f)'(t) (Inog) (t)

= 7(1)/g'(1)

olur.

5. f ve g carpimsal diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda,

( £ )* ()= elom(1)) (1)

_ e(g'~(|no f )+g-(|nof)')(t)

— eg'(t)‘('”"f)(t)+9(t)‘('”°f)'(t)

_ o0 ne1)()_ga)(ine1) (1)

_ f*(t)g(x) f (t)g'(x)

elde edilir.
Teorem.2.3.1. in {Gglincti kismindaki formilin yanisira (f—g)*(t) icin

formilin carpimsal analizde zorlastirildigi séylenebilir. Bunun sebebi daha
once belirtildigi gibi carpimsal analizin temel islemlerinin ¢arpma ve onun

ters islemi bélme olmasidir.

2.3.2. Ornek : k vem iki sabit ve h(t)=mt+k olsun. h(t)=f(t)+g(t)

oldugunu dustintirsek burada  f(t)=mtveg(t)=kolur. O zaman

Teorem.2.3.1. den
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seklinde elde edilir.

2.3.3. Ornek: GCarpimsal diferansiyellenebilen g(t) fonksiyonu ve

f(t)= 1 bagintisini ele alalim. Teorem.2.3.1. den

g(t)

()= _1
g (t) ()
elde edilir.
2.3.4. Ornek: f(t):ti2 fonksiyonunun carpimsal tlrevini bulalim.

g(t)=t? fonksiyonu ele alalim ve Ornek.2.3.3. den

elde edilebilir. Buradan
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bulunur.

2.35. Onerme: f(t)=C >0 herte(a,b) igin ancak ve ancak f"(t)=1

oldugunda (a,b) agik araliginda sabit bir fonksiyon olur.

Ispat: f(t)=C>0, (a,b) araliginda sabit bir fonksiyon ele alalim.
Boylece

f*(t):e('“c)’ =e¢’=1 te(ab)

olarak bulunur.

Tersine olarak, eger her te(a,b) igin
f (t)=1
ise

£ (t)=e™"0 =1,

Buradan, te(a,b) icin f(t)=C >0 oldugu kolaylikla hesaplanabilir.
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2.3.6. Onerme : C pozitif bir sabit olsun.
a) Eger f(t)=Ctise f"(t)=e"" bulunur.

b) Eger f(t)=Ct" ise f'(t)=e""hesaplanr.

Ispat:

a) Eger f(t)=Ct ise ozaman

f* (t) _ e(ln(Ct))’

_ e(lnC+Int)’

— 1 e1/t

— e1/t
oldugu bulunur.

b) Eger f (t)=Ct* ise, 0 zaman

£ (t)= e('”(Ctk )

e(|n0+k|nt)’

— 1 ek.l/t
ek/t

elde edilir.
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2.3.7. Onerme: g carpimsal diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. O

zaman

a) Eger f(t)=Ce“ ise f™(t)=¢",

b) Eger f(t)=Ce’" ise f*(t):[g*(t)]g(t).
olarak yazilabilir. Burada C bir sabittir.

Ispat:

a) Eger f(t)=Ce" ise

bulunur.

b) Eger f (t)=Ce®" ise

elde edilir ve buradan,
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hesaplanir.
2.3.8. Onerme: g carpimsal diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.
Bdylece sabit bir C sayisi icin,

a) Eger f(t)=ClIntise f"(t)=e"" bulunur.

b) Eger f(t)=Cln(g(t))ise f"(t)= [g* (t)]ﬂ(mg(t)) hesaplanir.
Ispat:
a) Eger f(t)=Clnt ise

f* (t) _ e(ln(CInt)),

(Int)’

(Inc) gt

=e

11
— et Int

bulunur.
b) Eger f(t)=Cln(g(t)) ise

bulunur ve buradan
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()
9(t)
f7(t)= e n(e(®)

'O 1/in (g (1))

_ g * (t )1/In(g(t))

~

elde edilir.

2.3.9. Onerme: g carpimsal diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eger

f(t)=g(t)" ise bu durumda

' ()=[g"®)]

seklinde hesaplanabilir.

Ispat: f(t)= g(t)k oldugundan ve g carpimsal diferansiyellenebildiginden

seklinde yazilabilir.
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2.3.10. Onerme: g carpimsal diferansiyellenebilir

diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Eger

f(t)=(g°n)(t)

ise 0 zaman

() =L (h(t) "

olarak bulunur.

ve

h klasik

Ispat: g fonksiyonu carpimsal diferansiyellenebilir, h fonksiyonu da klasik

diferansiyellenebilir ve f (t)=(geh)(t) oldugundan

Il
D

seklinde gosterilebilir.
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2.4. Carpimsal Ortalama Deger Teoremi

Bu bolimde carpimsal tlrev icin ortalama deger teoremini ifade
edecegiz. Bu teorem birgok matematiksel problemin ¢ozimtnde 6nemli bir
rol oynar. 1 sayisinin ¢arpimsal tirevdeki roliniin 0 sayisinin klasik
tirevdeki roltiyle ayni oldugu soylenebilir.

2.4.1. Onerme: Eger f pozitif bir fonksiyon oldugunda, ancak ve ancak,
f7(t)=1ise f'(t)=0 olur.

Ispat : Eger f'(t)=0 ise (1.3)denkleminden

yazilabilir.

Tersine olarak, eger f™(t)=1ise f’(t)=0"1veren

1y

f(t) _0

€ =€

esitligi elde edilebilir.
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2.4.2. Teorem [*-Rolle’s Teoremi]: Eger f fonksiyonu (a,b) araliginda
carpimsal diferansiyellenebilir ve [a,b] araliginda  strekli pozitif bir
fonksiyon ve f(a)= f (b) ise

f7(t)=1
olacak sekilde (a,b) araliginda bir ¢ sayisi vardir.
Ispat: [a,b] araliginda strekli ve pozitif bir f fonksiyonu verilsin. Rolle
teoreminden, f (a,b)arallglnda klasik diferansiyellenebildiginden ve
f(a)=f(b) oldugundan f’(c)=0olacak sekilde birce(a,b) vardir. O
zaman, Onerme.2.4.1 den

f*(c)=1

olarak bulunur.

2.4.3. Teorem [*-Ortalama Deger Teoremi]: Eger f, [a,b] araliginda
strekli, pozitif ve (a,b) araliginda carpimsal diferansiyellenebilir bir

fonksiyon ise (a,b) araliginda oyle bir ¢ sayisi vardir ki

bagintisi elde edilir.

Ispat: Eger F fonksiyonunu asagidaki gibi tanimlarsak
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F(a)=f(a) veF(b)=f(b)olur. Eger G(t):lt) seklinde tanimlarsak

f(t)
G(a)=G(b)=1olur. *-Rolle’s Teoreminden G (c)=1olacak sekilde (a,b)

araliginda bir ¢ sabiti vardir. Sonug olarak, Teorem.2.3.1. den

f(c)=F(c)

gosterilmis olur.

2.4.4. Teorem: fve g [a,b] araliginda surekli ve pozitif, (a,b) araliginda

da carpimsal diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun.Bu durumda
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[97(c)] @ =[ £"(c)]"sta) (2.5)

olacak sekilde c < (a,b)vardir.

Ispat: fve g fonksiyonlari [a,b] araliginda pozitif ve strekli olsun. Klasik

Cauchy Teoreminden, f (a,b) araliginda klasik diferansiyellenebildigi igin

olacak sekilde bir ce(ab) vardir. Buradan f —>1Inof ve g-—lIneg

alinarak

elde edilebilir. Boylece

Inf(b)~Inf(a) (Inof)(c)

Ing(b)-Ing(a) (Inog)'(C) |

seklinde yazilabilir. Buradan



ve buradan da ancak ve ancak

olmasi durumunda

{ %ngw :[ %}(lnof)f(c)

elde edilir. Sonuc olarak,

gosterilmis olur.

Teorem.2.4.4 carpimsal durumda g(t)=e'  bagintisini

Genellestirilmis Ortalama Deger Teoremi olarak adlandirilir.
2.4.5. Ornek: Tum 0<a<b degerleri igin

B<Inb—|na<b_—a
b a

33

saglayan

oldugunu gosterelim. [a,b] araiginda f(t)=t’nin tanimlandigini

1

varsayallm. O zaman, f [a,b] araliginda sureklidir ve f*(t)zef olur.

*-Ortalama Deger Teoreminden
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olacak sekilde bir c e (a,b) sayisi vardir. a < c <b oldugundan
1 L 1
eb < (EJM <e?
a

esitsizligi elde edilir. Boylece

bulunur. Sonug olarak

—b_a<lnb—lna<—b_a
b a

yazilabilir.

2.4.6. Onerme: f:(a,b)—> R carpimsal diferansiyellenebilir bir fonksiyon

olsun. O zaman

a) Her te(a,b) icineger f"(t)>1ise f artan bir fonksiyondur.

b) Her te(a,b) icin eger f'(t)>1 ise f monoton artan bir
fonksiyondur.

c) Herte(a,b) icineger f(t)<1ise f azalan bir fonksiyondur.

d) Her te(ab) icin eger f'(t)<1 ise f monoton azalan bir

fonksiyondur.

Ispat: f:(a,b)— R fonksiyonunun carpimsal diferansiyellenebildigini

varsayalim.
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a) a<x <X <b olacak sekilde x,x,e(ab) secilsin. Ayrica, f

(x,%,) arahginda strekli ve [x,x,] araliginda carpimsal
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. *-Ortalama deger teoreminden

bazi ¢ e (X, X, )icin

olarak bulunabilir. f”(c)>1 oldugundan
1
(—f (XZ)] Tl
f(x)

elde edilebilir ve buradan

olur. Bu nedenle,

elde edilir.
b) a<x <X, <bolacak sekilde x,, X, €(a,b) segilsin. Ayrica, f
(%X, ) araliginda stirekli ve [x,,x,] araliginda carpimsal

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. a) kismindaki ispattan
f(x,) o1

fx)

olur. Boylece,

f (%)= f(x)

elde edilebilir.
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C) a<X <X, <bolacak sekilde x;,x, € (a,b) secilsin. Ayrica, f
(%, %,) arahginda stirekli ve [x, X, ]| araliginda carpimsal

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. *-Ortalama deger

teoreminden bazi ¢ (x,,x,) icin

yazilabilir. Boylece, " (c)>1 oldugundan

[ "

elde edilebilir. Buradan

olarak yazilabilir. Béylece,

oldugu gosterilebilir.
d) a<x <x,<bolacak sekilde x;,x, € (a,b) secilsin. Ayrica, f
(%, %,) arahginda stirekli ve [x, X, ]| araliginda carpimsal

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. ¢) kismindaki ispattan,

f(x2)<
f(xl)_1

olur. Boylece,

f(x)<f(x)

elde edilir.
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2.4.7. Ornek: Her t>0 igin 1‘(t):(1+t)t fonksiyonunu ele alalim. O zaman

f* (t) _ e(tln(lﬁ))' -1

olur ve buradan da, her t >0 icin

(tin(+1)) = In(1+t)+1t?> 0

elde edilebilir. Bu nedenle Onerme.2.4.6 ile t>Oigin f fonksiyonu artan

oldugu gosterilmis olur.

2.4.8. Onerme: f:(ab)—>R carpimsal diferansiyellenebilir bir fonksiyon
olsun. f(c)>0 olacak sekilde c €(a,b)olsun.

a) Egerf’(c)=1ve f7(c)>1ise f, fonksiyonu ¢ noktasinda yerel
minimum degerine sahiptir.

b) Egerf’(c)=1 ve f7(c)<1 isef, fonksiyonu c noktasinda yerel

maksimum degerine sahiptir.

Ispat: f:(a,b)—>R carpimsal diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.
ce(a,b) ve f(c)>0 oldugunu varsayalim.
a) f"(c)=1olacak sekildec e (a,b) olsun. O zaman,
' (c)=e" =1

yazilabilir. Bu ifadeden

(Ine ) (t)=0
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bulunur. Boylece,
(),

f(c)

ve buradan da, f'(c)=0 elde edilir. Buna ek olarak, f™(c)>1 oldugundan

e(|l’10f)”(C) > l

bagintisi saglanir. Buradan

(i 1) (0) =)

ifadesi yazilabilir. Sonug¢ olarak, f pozitif bir fonksiyon oldugundan

f”(c)>0 bagintisi elde edilir. Boylece, ¢ noktasinda yerel minimum degeri
icin gerekli ve yeterli kosullar (f'(c)=0, f"(c)>0) saglanmis olur.
b) f"(c)=1 olacak sekilde ce(a,b) alinsin. Ardindan a) kismindaki

ispattan

ve
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elde edilebilir. Bu durumda gerekli ve yeterli kosullar ( f(g=Q f(c)>0)

saglandigi icin f fonksiyonu c noktasinda yerel maksimum degeri

icermektedir.

2.4.9. Teorem (Volkov, 1986): aeR ve h>0 olsun. f:[a,a+nh]—>R

[a,a+nh] araliginda strekli olan ve (a,a+nh) araliginda n. mertebeden

tlrevi olan bir fonksiyon olsun. Bu durumda

n

> (-1)°Ctf (a+kh)=h"f"(c)

k=0

olacak sekilde ¢ €(a,a+nh)vardir.

2.4.10. Ornek: 2.4.9 teoreminden elde edilen

() f (n+2)]" [f(n ]*‘..._f*(c)
[f n+1] [f(n 3]

formullnd kullanarak bazi limit degerlerini hesaplayabiliriz.
f =t,h=1ve a=2k, n=4k+1 alinarak 2k <c<6k+1 igin

2k C2k+1 6k 4n+1 2k 2 C4k+1 4k CA%II;A %
6k +1 2k+1 6k —1 \ak+1

elde edilebilir. (2.6) denkleminin limiti alinirsa, 2k < ¢ <6k +1 oldugundan




40

4k+1

(Zk)4k+l < C4k+1 < (6k +1)

ve buradan

(4k)t _(4k)r_ (4k)!

0
(Zk)4k+1 > o > (6k+1)4k+1 >

yazilabilir. Bundan sonra

oldugunu gosterelim. Oran testi uygulanarak

(4k+4)1 (k)™
a,  (2k+2)"°  (4k)!

ak+l _

(4k +1)(4k +2)(4k +3)(4k +4) ( 2k )
)

(4+J/k)(4+2/k)(4+3/k)(1+4/k).( y jk
2* (1+2/k)’ i1

elde edilir. Buradan

am_(4+]/k)(4+2/k)(4+3/k)(1+4/k).( K Tkﬂ
a 2 (1+2/k)’ K+1

bulunur. Boylece
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4
lim 21— 24 Jim 1 :(3j<1

k—o0 ak 4k+1

o [(1+]/k)k} X

bulunur ve a, — 0 elde edilebilir. Bdylece, sikistirma (Squeeze) Teoremi

kullanilarak
(k)
im =0
ve
(4k)!
I!im ec4k+1 — 1

bulunur. Buradan,

_ ( 2k jcfm ( 6k ]Cim (Zk I ZJCEM [ 4k )kaku
Ilm e = 1
| Bk +1 2k +1 6k —1 4k +1

elde edilir.

Carpimsal tirev kullanilarak klasik anlamda ispati zor olan bir problem

daha kolay bir sekilde yapilabilir. Bununla ilgili bir 6rnek verelim.

2.4.11. Ornek :

ele alahim. f fonksiyonunun R (zerinde sonsuz kez diferansiyellenebilir

oldugunu gosterelim. Bunu gostermek t=0 icin oldukga kolaydir. Ancak

t=0 icin dogrulugunu gbstermek o kadar da kolay degildir. Carpimsal
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analiz, her n=0,1,2,... i¢in f(“)(O):O ’In dogru oldugunun gosterilmesinde
de kullanilabilir. Bunun i¢in t>0 ele alalim ve f fonksiyonunun n.

mertebeden tirevinin, "

(-1)™ (n+1)!

fW(t)=e ™ , n=012,.. 2.7)

dogrulugunu gosterelim. n=0 igin (2.7) formili dogrudur. Bu ifadeninn
icin dogru oldugu varsayilarak f fonksiyonunun (n +1). mertebeden

carpimsal tirevini hesaplayalim:

Binom formulu ile

~1)"* (n+1)4{(t+h)"* — "2
|nf*<“*1>(t)=|im( ) () (( n+)2 )
0 ht" (t+h)

D)™ (n+1)L((n+2)ht™ ... 4 h™2
Y (2 )
0 ht™2 (t+ h)

yazilabilir. Buradan

. D)™ (n+D)E((n+2)t" -4 h
09 ()i (T2 )
h—0 t"?(t+h)

()" (n+2)Lt™ (=1)"* (n+2)!

t2n+4 tn+3
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elde edilir. Bu durumda,

olur. Tldmevarimdan, (2.7) denklemi her n=0,1,2,... degeri igin

saglanmistir. (2.4) denkleminden

n-1

Elk,n k 1) £09,1) (Ino 79 )(1). (2.8)

k=0

kolayca ifade edilebilir. (2.8) formull kullantlarak

2 (=) " (n-1)(n-k+1) £ ¥ (1)
= "2 kI(n—k -1)! ’

n=123,....

elde edilebilir. Bu formuilden

n N,
PO 3 M 012,

m=4

bulunur. Burada M €Z, N, e Nve N, >4. Sonug olarak, Z =1/t* icin

m

f(t -y t2)2 m/2
im0 _ i & —hm@/) —limZ—-0
t>0+ tM t—>0+ ™M t—0+ el/t P et

olarak hesaplanabilir. Boylece,
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elde edilir. Buradan f™(0+)=0 oldugundan ™ (0+)=0oldugu
sonucuna varilir. f(O):O oldugundan tim n=01.. degerleri icin
timevarimla f(“)(0+):0 oldugu sonucuna ulasilabilir. t<0 oldugunu
kabul edelim. f cift bir fonksiyon oldugundan tim n=0,1,... degerleri icin

f"(0-)=0 oldugu kolayca gosterilebilir. Bu durumda, tim n=0.1..

degerleri igin " (0)=0 elde edilebilir.

2.5. Carpimsal integral

Bu bolimde, carpimsal terstirev tanimlanarak carpimsal ve klasik
terstlrev arasindaki baginti verilecektir. Daha sonra ¢arpimsal belirli integral
tanimlanacaktir. Bununla birlikte carpimsal integralin bazi énemli kurallari
ve Ozellikleri verilecektir. Turevde oldugu gibi carpimsal integraller icin de

bu kurallar klasik integral kurallarindan daha basittir.

25.1. Tanim: Eger her te(ab) icin g '(t)=f(t) ise g:(abj-R
fonksiyonunun, f:(a,b) —R fonksiyonunun bir garpimsal terstiirevi oldugu

sOylenebilir. Bu kavram icin bilinen gosterime (notasyon) benzer olan
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gosterimi kullanilacaktir.

Diferansiyel “dt” gosteriminin carpim durumunda degil Ustel bicimde
olduguna dikkat edilmelidir. Klasik terstiirevin daima toplanan keyfi bir
sabite sahip oldugu gibi carpimsal terstiirev de daima keyfi bir sabit ¢carpana
sahiptir. Sonug olarak

e(lnog)'(t) — f (t)
bagintisindan carpimsal integral

A £ ()" =el " (2.9)

olarak tanimlanabilir.

Boylece, Iln f (t)dt ve I f (t)dt arasinda Ino f fonksiyonun herhangi bir h

terstirevinin, f fonksiyonunun carpimsal terstirevi
g(t)=¢e"", a<t<b

seklinde ifade edilir.

Ozellikle, eger g, veg,, f ’nin iki carpimsal terstirevi ise, h veh,,
sirastyla g, veg,’ye uygun Inof’in Klasik terstirevleri oldugu igin
h(t)=h,(t)+c, a<t<b,ceR’den
k=¢€°icin

9,(t)=kg,(t), ast<b, k>0
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oldugu kolayca ortaya cikarilabilir. Bu durumda, f ’nin tim carpimsal

terstirevleri pozitif sabitlerle carpilarak herhangi bir terstiirevinden elde
edilebilir.

25.2. Ornek: f(t)=e"""nin carpimsal terstirevini bulalim. (2.9)

denkleminden

ktn+1

o\ dt Ine<" gt kt"dt
*I(ekt ) — ef — e.“ — Ce n+l

bulunur.

Simdi carpimsal belirli integrali tanimlayalim. f [a,b] araliginda bir
fonksiyon olsun. [a,b] araliginin a=t,<t <---<t =b boluntilerini
dustnelim. Herhangi bir t <c <t.,, i=01..,n-1 esitsizligini alahm. [a,b]

araliginda f ’nin Riemann integral tanimindan integral toplami

n-1

S,=> f(c)At (2.10)

i=0
seklindedir. Burada At, =t,, —t; olarak alinmistir.

[a,b] araliginda f ’nin carpimsal integralini tanimlamak igin (2.10)’deki

toplami carpim ile carpimi ise kuvvet olarak yazip diizenlenir ise

R=]]f(c )" (2.11)
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elde edilir. Eger A=max,_, ,,At 0 (sifir)’a gittigi zaman (2.11) ile

tanimlandigl icin P, limiti varsa ve bu limit, c, sayilari ve bdlmelerin
dizisinin 0zel segiminden bagimsiz ise, f fonksiyonunun [a,b] araligindaki

carpimsal integral’i olarak adlandirilacaktir. Boylece belirli ¢arpimsal

integral

n
*

f(t)" =lim

-1
A—> ie0

f(c; )Ati

D ey T

seklinde ifade edilebilir.

2.5.3. Onerme: Eger f, fonksiyonu [a,b] araliginda pozitif ve surekli ise

(a,b) arahginda ¢arpimsal olarak integrallenebilir ve

b b|nf(t)dt
[ f(t)" = el

a

seklinde gosterilir.

Ispat: f fonksiyonu [a,b] araliginda pozitif ve stirekli olsun. O halde,

bulunur.
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2.5.4. Teorem: f ve g fonksiyonlar [a,b] araliginda carpimsal olarak
integrallenebilir ve (a, b) araliginda pozitif ve sirekli olsunlar. O zaman

f* f.g, f/g, diferansiyellenebilir ve

seklinde verilebilir. Buradak € R, a <c <bolarak alinir.
Ispat:
1. f fonksiyonu [a,b] araliginda carpimsal olarak integrallenebilir

olsun. f fonksiyonu [a,b] araliginda pozitif ve siirekli oldugundan

ve tim k € R icin 2.5.3 6nermesinden



bulunur. Buradan

elde edilir.

2. fveg fonksiyonlarr [a,b] araliginda carpimsal

integrallenebilir olsunlar. Bu durumda Onerme.2.5.3. ten

J.(In f(t)+Ing(t))dt
=ge*

_Tln f(t)dt+_TIn g(t)dt
— ea a

_* (f(t))‘“ *

o

(a(t)"

D — T

@

bagintisi elde edilebilir.

3. fveg fonksiyonlarr [a,b] araliginda garpimsal

integrallenebilir olsunlar. Bu durumda

49

olarak

olarak
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[(n £ (t)-Ing (1))t
=@

j].ln f(t)dt—jzln g(t)dt
— ea a

bagintisi elde edilir. Buradan,

oldugu gosterilmis olur.

4. f fonksiyonu [a,b] araliginda carpimsal olarak integrallenebilir

olsun. a<c<b olacak sekilde bir csabiti alinir ise Onerme 2.5.3 ten

b bInf(t)dt
*| f (t)dt = e£

a

jln f(t)dt+'b[In f(t)dt
— ea c

Jc'ln f(t)dt j.ln f(t)dt
= ea ec

elde edilir.



51

2.5.5. Onerme: f, [a,b] araliginda carpimsal olarak tersi alinabilen bir
fonksiyon olsun. Bu durumda

a) *T f(t)" :[*i f(t)" Jl,

a b

b) *i f(t)" =1

a

olarak hesaplanabilir.

Ispat:
a) f, [a, b] araliginda carpimsal olarak tersi alinabilen bir fonksiyon

olsun. O halde,

elde edilebilir.

b) f,[ab] araliginda carpimsal olarak tersi alinabilen bir

fonksiyon olsun. Oyleyse

bulunur.
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2.5.6. Teorem: f, [a,b] araliginda pozitif ve siirekli bir fonksiyon olsun.

o

I

olacak sekilde bir ce[a,b] vardir.

Ispat: f,[a,b] araliginda pozitif ve stirekli bir fonksiyon olsun. Oyleyse

seklinde yazilabilir. Klasik integraller icin ortalama deger teoreminden,
b
Iln f(t)dt=(b-a)(Ino f)(c)

bulunur. Boylece

elde edilir. Buradan da

f (t)dt _ |:eln(f(c)):|ba _f (C)b—a

*
D — T
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formalune ulasilabilir.

Teorem. 2.5.6 carpimsal integral igcin Ortalama Deger Teoremi olarak

adlandirilir.

2.5.7. Teorem [Carpimsal Analiz’in Temel Teoremi]: f, [a,b] araliginda

pozitif ve surekli bir fonksiyon olsun. F fonksiyonu
F d
F(t)=*[f(t)" a<t<b
olacak sekilde [a,b] araliginda tanimlanmis olsun. Oyleyse F | f "nin

carpimsal terstlrevlerinden biri olur, Bunun yaninda, eger G(t), f

fonksiyonunun [a,b] arahiginda herhangi bir tersturevi ise

seklinde yazilabilir.

Ispat: Carpimsal tiirev tanimi kullanilarak

F(0)=lim =

=lim
h—0
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1
! h

j.hln f(x)dx—j.ln f(x)dx

=lim|e: .
h—0

seklinde hesaplanabilir. Buradan,

tj‘hln f(x)dx—jln f(x)dx
lima2___ a

F'(t)=e™ h

y=t

(?y[.[ln f(x)dx]
=e °

elde edilir. Eger G'(t) = f (t)ise F(t)=CG(t)olur. Burada C, [a,b]

araliginda bir sabittir. Boylece,

*

f(t)" =F(t)=CG(t)

D )

yazilabilir. t =aalirsak 1= CG(t)elde edilir ve sonug olarak

c-(6(a)"

yazilir. Simdi ise t =balirsak
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o
(@)
—
o
~

Q
®
—
QD
SN

teoremi ispatlanmis olur.
Teorem. 2.5.7 carpimsal analizin temel teoremi olarak adlandirilir.
2.5.8. Teorem [Carpimsal Kismi Integral]: f:[a,b] >R ve

g :[a,b] — R™ carpimsal diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. Boylece

f 9 de carpimsal diferansiyellenebilir ve

bagintisi yazilabilir.
Ispat: f ve g, [a,b] araliginda pozitif ve diferansiyellenebilir fonksiyonlar

olsun. Boylece Teorem. 2.5.7 ile Teorem.2.3.1 kullanilarak

*
D — T
—
—
*
—~
~—
N—
«
—
=
Na)
S —
[=%
=3
*
D — T

yazilabilir. Buradan
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formulu elde edilebilir.

2.5.9. Ornek: Kismi carpimsal integralin kullanimina érnek olarak

2

(@)

1

ele alinsin. Teorem. 2.5.8 den

seklinde hesaplanabilir.
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2.6. Carpimsal VVaryasyonel Analiz

Carpimsal analizin, klasik varyasyonel metodlarin kullanildigl bazi
problemlerin ¢6ztmleri igin de kullanilabilecegi gosterilmistir (Bashirov et
all 2008). Bu calismaya dayanilarak, bu bélimde carpimsal varyasyonel
analize kisa bir giris yapilacak ve bir fonksiyonelin minimizasyonu problemi
ele alinacaktir. Sonug¢ olarak bu varyasyonel problem alternatif olarak
carpimsal kavramlar kullanilarak ¢ozllecektir.

Probleme ve onun varyasyonel ¢6ziimine ge¢cmeden dnce carpimsal

kismi tlrevin ortaya konulmasi gerekmektedir. iki degiskene baglh f (x, y)

fonksiyonunun  R*(=RxR)'In  bazi acik alt kimeleri {zerinde
tanimlandigini varsayalim. Boylece y sabit disuntlerek f fonksiyonunun x’te
carpimsal kismi tiirevi tanimlanabilir ve f~ seklinde ifade edilir. Benzer
sekilde f fonksiyonunun y’ de carpimsal kKismi turevi tanimlanabilir ve fy*

seklinde ifade edilir. Boylece yiksek mertebeden carpimsal kismi tirev
kolayca tanimlanabilir. Bundan sonra genellestirilmis ¢arpimsal zincir kurali
ile iki degiskenli carpimsal Taylor teoremi verilebilir. Bu teoremlerin

ispatlar1 klasik analizdeki ilgili teoremlere Ino f uygulanarak ispatlanabilir.

2.6.1. Teorem: f sirekli carpimsal kismi tirevleri ile y ve z’ye bagli bir

fonksiyon olsun. Eger her bir xe(a,b) icin f(y(x),z(x)) taniml olacak

sekilde y ve z fonksiyonlari (a,b) arahginda klasik diferansiyellenebilir

fonksiyonlar ise
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seklinde hesaplanabilir.

2.6.2. Teorem: A, R?'in acik bir alt kiimesi olsun. f:A—>R
fonksiyonunun A Uzerinde n+1. mertebeden tim carpimsal kismi tlrevleri

icerdigi varsayilsin. Oyleyse, her (x,y), (x+h,y+k)e A icin

n__m k™ n+l Bk
f(x+h,y+k)= f;gm (X, y)im-iy H fxfi;il? (X+ &, y+&)inin
m=0 i-0 -0

olacak sekilde tek bir & e (0,1) sayisi vardir.

simdi
I(y) =4[ £ (y(%),y' () (2.12)

olan fonksiyonelin minimizasyonu problemini ele alalim. Burada y(x),
y(a)=y, ve y(b)=y, sabit bitis noktalari ile [a,b]Uzerinde stirekli klasik

diferansiyellenebilen fonksiyonlardir. Carpimsal integral ile klasik integral
arasindaki bagintidan bu problem, klasik anlamda

3u(9)=3 ()= £ (y(0)./(x))

olarak ifade edilebilir ve klasik varyasyonel yontemlerle cozilebilir. Ancak

burada problem carpimsal yontemler kullanilarak ¢ozilecektir. Bu nedenle
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Once varyasyonel analizin temel 6nermesinin carpimsal anlamda nasil ifade

edildigini inceleyelim.

2.6.3. Onerme: Eger sonsuz defa klasik diferansiyellenebilen h:[a,b] —-R

fonksiyonu igin

olacak sekilde f:[a,b]—>R pozitif surekli bir fonksiyon var ise her

a<x<b icin f(x)=1 olur.

Ispat: (2.9) bagintisindan

b dx Th(x)ln f(x)dx

(1)) =e -1

a

yazilabilir. Buradan

Th(x)ln f(x)dx=0

a

elde edilir. Boylece, varyasyonel analizin temel 6nermesinden her a<x<b
icin In f (x)=0 veya f(x)=1 elde edilir.

(2.12) fonksiyoneli goz 6ntine alinarak f(y, y’) fonksiyonunun y ve
y'’da ikinci mertebeden surekli carpimsal kismi tireve sahip oldugu

varsayllsin. h(x), h(a)=h(b)=0saglayan [a,b]’de herhangi bir stirekli
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klasik diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Bunun yaninda ¢ € R olsun.

Bundan sonra
I(y+eh) *;i f(y(x)+eh(x),y'(x)+eh'(x))

Wy )

1<

yazilabilir. Burada eger ¢ — 0 ise o*(g)% — 1 olur. Daha sonra elde edilen

esitsizligin her iki tarafinin % kuvveti alinip, ¢ , 0+ve 0-"ye goturalir

ise

veya

elde edilir. Buradan Teorem.2.5.8 kullanilarak



veya

h(x) dx

Al Homye) | |

*

1 ((0.7'()

o

D

bulunur. Onerme. 2.6.3 ten

G0y ()
.

.y )

veya

elde edilir. Boylece Euler-Lagrange denkleminin carpimsal

edilmis olur.

61

(2.13)

formu elde
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2.6.4. Ornek: y, y(0)=4 ve y(1)=u kosullarini saglayan [0,1]lzerinde

tim sdrekli klasik diferansiyellenebilen fonksiyonlar olsun. (2.13) formuli

kullanilarak

fonksiyonelini minimize etme problemini disunelim. Boylece
2

fy(vy)=Lve f (y,y)=e"

olur. Buradan

d .., . oz -2
fy’(y,y):ed(yj:e(y)

2|
>

bulunur. Sonug olarak

2yn+(yr)2 :0
denklemi elde edilir ve bu denklem kolayca Riccati denklemine dondsur.

Bdylece

y(x)=2c,In(2+cx)+c,

sonucu bulunur. Daha sonra ¢ozimun sabit terimleri
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2c,In2+c, =4
2c,In(2+c,)+c,=u

sisteminden karar verilerek problem ¢ozilebilir.

2.7. Carpimsal Uzaylara Giris

Carpimsal tirev ile carpimsal integralin tanimlanmasindan sonra,
matematigin diger dnemli bir konusu olan matematiksel uzaylarin carpimsal
anlamda nasil olusturulabilecegi distnulebilir. Bu bolimde klasik uzaylara
alternatif olabilecek carpimsal uzaylarin nasil gelistirilecegini daha iyi
anlamak icin carpimsal uzaylara kisa bir giris yapilacaktir.

Tanim.2.1.9. dan daha Once garpimsal mutlak deger fonksiyonu ifade
edilmis idi. Carpimsal mutlak deger fonksiyonu kullanilarak carpimsal

uzunluk

d’(xy)=

y

olarak tanimlanabilir. Boylece ¢arpimsal uzunluk agik olarak

a) Her x,yeR" icin d"(x,y)>1,
b) d"(x,y)=1 ancak ve ancak x =y,
c) Her x,yeR" igind (x,y)=d"(y,x),

d) Her x,y,zeR" igin d"(x,z)<d"(x,y)d"(y,z)
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Ozelliklerini saglar. Carpimsal uzunlugun tanimindan sonra, klasik metrik

uzaya alternatif olarak carpimsal metrik uzay tanimlanabilir. Ornek olarak

R* bir carpimsal metrik uzayidir. Simdi, bu uzayin énemli bir tanimini

gorelim.

2.7.1. Tanim: Eger her & >1igin

d’(x,x)<e

n?

saglanacak sekilde her n> N icin tek bir N eN varsa, R"’da {xn} dizisi

x e R"’e yakinsar ({xn}—*>x).

Diger bir carpimsal metrik uzay, (nxn) pozitif M, matrisleri
seklinde tanimlanabilir. Her n—vektorli x icin x"Ax>0ise (nxn) A
matrisi pozitiftir. Burada x™, x’in devrigidir (transpose). Eger pozitif (nxn)
olan A matrisinin 6zdegerleri A,,..., A, ise bu 6zdegerler pozitif sayilardir.

Buradan A’nin carpimsal normu

n

|l =TTl

i=1
olarak tanimlanir ve A ile B arasindaki ¢arpimsal uzaklik
d"(AB)=|AB"

olur.
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3. CARPIMSAL DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Bilim ve muhendislikte bircok ©6nemli problemin matematiksel
modellemesinde klasik turevlere bagli diferansiyel denklemler kullanilir. Bu
diferansiyel denklemler, ¢ozilmek istenen bilimsel problemin matematiksel
bir ifadesidir. Boylece bu denklemleri saglayan fonksiyonlar, ayni zamanda
bu problemlerin de matematiksel ¢ozimleridir. Bu durumda her bir bilimsel
problemin matematiksel ¢6zumiine yonelik klasik diferansiyel denklemin
yazilmasi ilk ve en 6nemli adimdir. Ancak bilim ve muhendislikte birgok
bilimsel problemin klasik diferansiyel denklemler kullanilarak ifade edilmesi
kolay degildir. Boyle durumlarda alternatif olarak carpimsal diferansiyel
denklemler kullanilabilir. Klasik tirev ile carpimsal tlrevin arasindaki
farkhhklar, klasik diferansiyel denklemler ile carpimsal diferansiyel
denklemlerin kullaniimasinda bazi  farkhliklari da yaratmiglardir. Bu
bolumde oncelikle carpimsal diferansiyel denklemler ile ilgili bazi 6nemli
kavramlar verilmistir. Daha sonra carpimsal diferansiyel denklemlerin
kullanimina yonelik bazi 6rnekler incelenmistir. Bu oOrnekler carpimsal
diferansiyel denklemler kullanilarak bilimsel problemlerin nasil matematiksel

modellemesinin yapilacagini ortaya koymustur.

3.1. Carpimsal Diferansiyel Denklemlerin Tanimi

Bilim, muhendislik ve uygulamali bilim dallarindaki pek ¢ok olayin
matematiksel modellemesi, bu olaylarin evrimsel tanimlamasina dayalidir.
Bundan dolay! diferansiyel analiz yoluyla bu gibi olaylari modellemek
dogaldir. Bilim ve mihendislikteki pek cok problem bilimsel kanunlar

dikkate alinarak matematiksel olarak formile edilebilir. Bu yasalar bir veya



66

daha fazla coklugun cesitli carpimsal degisim oranini icerebilir. Boyle

degisim oranlari carpimsal tlrev ile kolayca agiklanabilir.

3.1.1. Tanim: Bir veya daha fazla bagimli degiskenin, bir veya daha fazla
bagimsiz degiskene gore carpimsal turevlerini iceren bir diferansiyel denklem

carpimsal diferansiyel denklem olarak adlandirilir.

3.1.2. Ornek: y ’nin carpimsal tlirevini iceren

y'(1)=f(ty()
diferansiyel denklemi, carpimsal diferansiyel denklem olarak tanimlanir.

3.1.3. Ornek: Carpimsal diferansiyel denklemlere diger 6rnekler

olarak verilebilir.

3.1.4. Tanim: Bir diferansiyel denklemde en yilksek mertebeden tirevin

mertebesi diferansiyel denklemin mertebesi olarak adlandirilir.
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3.2. Carpimsal Diferansiyel Denklemlerin C6zUmu

Carpimsal  diferansiyel denklemlerin  taniminin  ardindan, bu
denklemlerin ¢6zimleri biyuk Onem kazanmistir. Asagidaki tanim n.

mertebeden ¢arpimsal diferansiyel denklemin ¢6zimu icin verilebilir.

3.2.1. Tanim: n. mertebeden bir carpimsal diferansiyel denklem
G(t, Y,y ey Yy (t)) =1 (t,y)eRxR’ (3.1)

seklindeki bir carpimsal diferansiyel denklemi ele alalim. Burada G pozitif

bir gergel fonksiyondur. f, bir I gercek araliginda tim t degerleri igin
tanimh n defa carpimsal diferansiyellenebilir pozitif gercel bir fonksiyon

olsun. Eger tim te | degerleri icin, G(t, £, 0, f*(”)) tanimlanmis

ve G(t,f,f*,...,f*(”’l),f*(“))=1 ise, f fonksiyonu (3.1) carpimsal

diferansiyel denkleminin bir explicit ¢ozimu olarak adlandirilir. Ayrica, (3.1)
denkleminin bir implicit ¢ézimi de (3.1) denkleminin bir explicit ¢6zimi

olan en az bir gercel f fonksiyonunu tanimlayan g(t,y)=1 formuna

sahiptir.

3.2.2. Ornek : t degiskenine bagli

seklinde tanimli her fonksiyon
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carpimsal diferansiyel denkleminin bir ¢c6zimudur. Burada b ve ¢ sabit

degerlerdir.

y’nin *- tlrevini igeren
y' =f(ty(t) (32)

carpimsal diferansiyel denklemi ele alahm. Eger f, RxR"'nin bazi alt

kiimeleri G Uzerinde tanimh pozitif bir fonksiyon ise (3.2) denklemi

anlamhdir. Bu denklemin ¢6zumuniin
y(to) =Y (3.3)

kosulunu saglayan varlik ve teklik teoremini saglayabilmesi igin carpimsal
baglamda klasik Lipschitz kosuluna benzer bir kosula ihtiyac vardir. Boylece
carpimsal durumda Lipschitz kosulunun benzeri yazilabilir.  Carpimsal

ortalama deger teoreminden f fonksiyonu igin

Ly
f(t,z)

v(ty), (t.z)€G, < (3.4)

formundaki kosul yazilabilir. Burada L >1 pjr Lipschitz sabitidir.

3.2.3. Teorem [Carpimsal Diferansiyel Denklem]: f , RxR" icinde
sinirh ve acik G bolgesinden (a,b) araligina sirekli bir fonksiyon olsun.

Burada 0 <a<b<oogeklindedir. f fonksiyonunun (3.4)te verilen Lipschitz

kosulunun carpimsal benzerini sagladigini varsayalim ve (to,yo)eG ele
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alalim. Bu durumda (3.2) denklemi ¢>0 olacak sekilde (3.3) kosulunu
saglayan
yi(t,—ety+e) >R

seklinde tek bir ¢ozume sahiptir.

Ispat: (3.2) carpimsal diferansiyel denklemi

y'(t)=y(t)In f(t,y(t)).

seklindeki klasik diferansiyel denkleme donusturllebilir. (t,y)eG jcin

F(t.y)=yInf(t,y) fonksiyonunun

)
—t'zg +‘In f (t,z)‘-|y—z|

+‘In f(t,z)‘-|y—z|

s(yln L+In f (t,z)‘)-|y—z|

seklinde y deki Lipschitz sartini sagladigi gosterilebilir. Burada, f carpimsal
anlamda sinirh oldugundan Ino f fonksiyonu sinirlidir. Ayrica, y sinirli bir
kiimede degisir. Boylece F, y “deki klasik Lipschitz kosulunu saglar.

Boylece (3.2) denkleminin (3.3) kosulunu saglayan tek bir ¢cozimunun

oldugu sonucuna vartlir.
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3.24. Tanm: f,f,,...,f  seklinde m tane pozitif fonksiyon olsun.

m

c, C,,..., C,, , M tane sabit deger ise

m !

ifadesi f, f,,..., f, fonksiyonlarinin carpimsal kombinasyonu olarak

m

tanimlanir.
mjx

j=12,...nicin e°  (stel fonksiyonlari icin carpimsal tireve gore
sabit (invariant) fonksiyonlardir. Boylece, invariant fonksiyonlar ve bunlarin
carpimsal kombinasyonlari pek cok carpimsal diferansiyel denklemin

¢6zUmUna belirlemede kullanilabilir.

3.2.5. Ornek: a bir sabit olarak birinci mertebeden

carpimsal diferansiyel denklemi ve

Y(to): Yor Yo >0

kosulunu ele alahm. invariant fonksiyona gore carpimsal diferansiyel

denklemin ¢6zimu

y(t)=e""

seklinde hesaplanir. Burada b bir sabittir. Baslangi¢ kosulu uygulanir ise
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b.eato

Y, =€ = b=—2=2

elde edilir. Boylece

¢6zima bulunur.

3.3. Carpimsal Diferansiyel Denklemlerin Bazi Uygulamalari

Klasik diferansiyel denklemler, degisimlerin en iyi farklarla ifade
edildigi problemler icin kolayca kullanilabilir iken carpimsal diferansiyel
denklemler degisimlerin en iyi oranlarla ifade edildigi problemler icin
kolayca kullanilabilmektedir. Ornegin viicuttaki bir organin biyiimesinin
diger bir organin blylmesine bagl oldugu bir problem, blytme ile ilgili
degisimler en iyi oranlarla dl¢uldiigl icin matematiksel anlamda carpimsal
diferansiyel denklemler kullanilarak daha kolay formule edilebilir. Gergekten
de carpimsal diferansiyel denklemler bilim ve muhendislikteki pek ¢ok

problemin ¢6zimi icin oldukca pratik ve kullanigh bir yéntemdir.

3.3.1. Ornek: Uygun kosullar altinda verilen bir turiin popilasyonunun bir
yilda %n oraninda biyudigt disundlsin. Eger vy, , verilen turtin baslangic
populasyon buyikligini ve y de belirli bir yildan sonra populasyondaki

birey sayisini ifade ediyorsa, t baslama anindaki populasyon ne olacaktir?

Problemin matematiksel ifadesi, birinci mertebeden
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. 100+n
t)= 3.5
Y ()="100 (3.5)
carpimsal  diferansiyel  denklemi ile  kolayca ifade edilebilir.

(3.5) denklemi, t zamanindaki bireylerin sayisinin kag kat degistigini belirtir.

Daha sonra (3.5) denklemine gore problemin matematiksel ¢6zimu kolayca

100+n)°
t =
Y() YO( 100 j

seklinde bulunur. Burada t, baslangi¢c zamanini ifade etmektedir.

3.3.2. Ornek: Bir banka hesabina $a yatirildigi ve bu miktarin bir yil sonra

$b oldugu dusunilsin. Boylece baslangic miktar % kat degismis olur.

Acaba yatirilan miktar bir ayda ne kadar degismektedir? Bunun igin, aylhk

miktarin p kat degistigini varsayalim. Oyleyse bir yil sonunda toplam

Y12
miktari b=ap” olacaktir. Simdi p, bz(%)l olacak sekilde

hesaplanabilir. Bankaya yatirilan miktarin her saat, her dakika, her saniye v.s

olarak ginlik degistigini varsayalim. Eger f farkli zamanlarda yatirimin

degerini ifade eden fonksiyon ise t zamandaki anlik artis oranini bulmak igin
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limiti hesaplanabilir. Kolayca gorulecegi gibi Gstteki limit f*(x) carpimsal

tireve esittir. Boylece yukaridaki acgiklamadan dolayr carpimsal tdrevin
finanstaki bircok problemin matematiksel ifadesi i¢in uygun bir yaklasim

oldugu dustnulebilir.

3.3.3. Ornek: Bir bankanin farkli anhk T(t) zamanlarinda farkli artis
oranlart sagladigini  varsayalim. x, baslangic miktari olarak kabul
edildiginde, t zamaninda bankada biriken miktar ne olur? Eger x(t), t

zamanda bankadaki yatirimin degerini ifade ederse, problemin ¢6zimi

carpimsal tirevin finansal agiklamasini kullanarak

seklinde diferansiyel denklemi ile kolayca elde edilir.

Diger yandan, bu denklemin bir diger ¢6zumu de
X (t)=c(t)x(t)
klasik diferansiyel denklemi ile verilebilir. Burada c(t)=InT(t) olur.

Goruldigu gibi klasik denklemde yer alan logaritma fonksiyonu géz 6nilinde
bulunduruldugunda, carpimsal diferansiyel denklemin daha kolay elde

edilebilecegi soylenebilir.

3.3.4. Ornek: Uygulamal Kkarsilasilan
y(t)=ae™" (3.6)

formundaki bir fonksiyon Gombertz fonksiyonu olarak adlandirilir.
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Bu fonksiyon (egri), Gompertz tarafindan (Gompertz, 1825) yapiimis olan
calismada, belli birt zamaninda yasayanlarin sayisini ifade eden demografik

bir model olarak onerilmistirc. (3.6) fonksiyonu ¢ >0 esas biyume orani,

a>0bir denge icerisinde yasayanlarin sayisi, b>0Qise bzln(%jolacak
0

sekilde baslangic degeri y(0) =y, ile ilgilidir.

Gompertz egrisi aktuel bilimde ( sigorta sirketleri tarafindan hayat
sigortasi fiyatlarinin belirlenmesinde kullanilir) oldugu gibi 6zellikle buyiume
olaylari ile ilgili biyoloji ve ekonomideki problemlerinin ¢dziiminde de genis
bir kullanim alanina sahiptir. ilk olarak Gompertz élim oranlari analizlerini
iceren cok genis tablolar inceleyerek gercekten cok zor bir calisma
gerceklestirmis ve kisa zaman dilimleri igerisinde olan yerel 6lum sebeblerini
gbzlemlemistir. Bu calismalar sonucunda (3.6) fonksiyonunu (egrisini)
gorgusel (deneysel) olarak elde etmistir. Daha sonra istatistiksel olarak
Gompertz egrisinin gercege yeterli bir yaklagsim oldugu bulunmustur. Ancak
(3.6) fonksiyonunu (egrisini) bilmeden, bu fonksiyonun matematiksel
ifadesini ortaya koymak genel olarak kolay degildir. Diger yandan, ¢arpimsal
diferansiyel denklemler kullanilarak foksiyonun matematiksel ifadesini ¢cok
daha kolay bir sekilde yazmak mimkuandur.

(3.6) fonksiyonunun klasik tlrevleri ile garpimsal turevleri incelenirse,

y(0)=ae™

sinir kosulu ile bu fonksiyonun ¢6zimu oldugu klasik diferansiyel denklem

ile carpimsal diferansiyel denklem
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ro-{5)

olarak bulunur. Burada y(t), kisa t zamaninda yasayanlarin bagil sayisini,

dengede yasayanlarinin sayisiyla Karsilastirarak gosterir. Burada hangi
diferansiyel denklem yasayanlarin sayisini daha acik bir sekilde ifade eder?
Problemle iliskili olan klasik diferansiyel denklem toplamsal degisim orani y
fonksiyonuna bagl zor (komplike) bir fonksiyona bagldir. Ancak her iki
diferansiyel denklemin sol tarafi ayni orani belirtmektedir. Bu durumda (3.6)
fonksiyonunun matematiksel formulasyonu carpimsal olarak kolay bir
sekilde ifade edilebilir.

3.3.5. Ornek: Klasik ttrevin carpimsal tirevler ile ifadesini gosteren

n-1

kl n— k 1) FO 0 ine ) () (3.7)

k=0

formullind ele alalim. Klasik diferansiyel denklemler, ¢ozimin pozitif
oldugu varsayimi ile (3.7) formilu kullanilarak carpimsal diferansiyel
denklemlere donusturulebilir. Gergekten birinci mertebeden pekgok dogrusal
olmayan klasik diferansiyel denklemler, ¢6zimun pozitif oldugu varsayimi
ile kolayca carpimsal diferansiyel denklemlere donustirilebilir. Boylece bu
denklemlerin ¢ozimleri de carpimsal anlamda bulunabilir. Ornegin,

Bernoulli denklemini

y'(x)=p(x)y(x)=-a(x)y"(x), n=23,.... (3.8)
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inceleyelim. Bu denklemin ¢éziimiinin pozitif oldugunu varsayalim. Boylece

(3.7) formiiltinden
(Iney™)(x) = p(x)=a(x)y"*(x) (3.9)

carpimsal diferansiyel denklemi bulunur. (3.9) carpimsal denklemi (3.8)
klasik denkleminin farkli bir ifadesidir. (3.9) denkleminden

y (x) — gP()-ay" (%)

elde edilir. Bu durumda, (3.8) Bernoulli denklemi carpimsal anlamda

¢ozllebilir. Bundan sonra,

elde edilir. Buradan

bulunur. Buradan
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*

M n-1
Qe ate] (e

seklinde yazilabilir. Sonug olarak,

=

1

(n _1) nl c -*I{eq(X)[*I(ep(X)m ) J

olur. Burada c bir sabittir. Boylece,

T
L

)|

y(x)= —any| - (610
(n-1)in| c-*[ RO

¢cozimine ulasilabilir.

Bu durumda, *-integral klasik diferansiyel denklemlerin c¢ozimlerinin
aciklamasi icin cok onemli bir uygulamadir. Gercekten de (3.8) klasik
diferansiyel denkleminin ¢oéziminid bulmak, klasik anlamda belli bir

dontsum kullanmadan kolay degildir. Diger yandan (3.7) formilu ile sadece
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tirevin &zellikleri kullanilarak, (3.8) Kklasik diferansiyel denkleminin
carpimsal anlamda ¢6zimiini bulmak zor degildir.

COzuminiln pozitif oldugu varsayilarak

y'(x)+y(x)=xy*(x)

seklindeki Bernoulli diferansiyel denklemini ele alalim. Burada n=3 olur.

Burada Bernoulli denkleminin ¢ozumund bulabilmek igin (3.10) denklemini

kullanabiliriz. Buradan, p(x)=—1, q(x)=—x ve ¢, keyfi bir sabit olsun.

Boylece

yazilabilir. Buradan

ve

dusunulirse,



¢6zim fonksiyonu elde edilir.
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4. CARPIMSAL ANALIZDE BAZI NUMERIK SONUCLAR

Carpimsal analiz birgok matematik dalinda oldugu gibi, sayisal analiz
dalinda da etkin bir sekilde kullanilabilir. Ozellikle carpimsal Taylor
teoreminin ortaya konulmasindan sonra, temelini bu teoremin olusturdugu
bircok sayisal yontemler gelistirilebilir ve bu carpimsal yontemler klasik
yontemlere gore daha iyi sonuglar verebilir. Ornek olarak bu boliimde ortaya
konulacak carpimsal interpolasyon yoéntemleri bircok problemde klasik
yontemlere gore daha iyi sonuclar vermektedir. Boylece bu yaklasimlar
klasik metotlara alternatif olarak dustinulebilmektedir.

Carpimsal diferansiyel denklemlerin matematiksel modellemede etkin
bir sekilde kullanilabilecegi dustinilurse, bu denklemlerin ¢ozimleri oldukca
onem kazanir. Bu nedenle carpimsal diferansiyel denklemlerin sayisal
coziimlerine yonelik carpimsal yontemler gelistirilebilir. Bu bolimde Kklasik
sonlu fark yontemi g6z Onlnde bulundurularak, carpimsal diferansiyel
denklemler icin carpimsal sonlu fark yontemi gelistirilecektir. Bu yontem,
Ozellikle analitik ¢6zumiu bulunamayan ve bulunmasi zor olan birgok
carpimsal diferansiyel denklemin sayisal ¢coziiminde hizli ve etkin bir sekilde

kullanilacaktir.

4.1. Carpimsal Ustel interpolasyon

Carpimsal Taylor teoremi kullanilarak pekgok fonksiyon carpimsal
tirev iceren sonsuz carpim ile gosterilebilir. Buradan yola c¢ikarak,
fonksiyonlar igin tstel yaklasimlar elde etme fikri olusabilir. Ornek olarak
uygun tabanh Ustel fonksiyonlar kullanilarak ara degerler hesaplanabilir.

Nimerik analizde yaygin olarak kullanilan interpolasyon (ara deger
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hesaplama) ve yaklastirma yontemleri, polinom, rasyonel fonksiyon,
trigonometrik veya Ustel fonksiyon yontemleri kullanilarak uygulanabilir. Bu
bolumde uygun problemler icin farkh bir bakis agisi sunacak tstel fonksiyon
yontemleri gelistirilecektir. Ustel fonksiyonlar kullanildigindan, bu yéntemler
sadece pozitif fonksiyonlar tzerinden uygulanabilirler. Ancak bu dezavantaj,
ustel fonksiyonlarin bircok uygulamada daha iyi sonuglar vermesiyle
dengelenebilir. Ozellikle uygulamada ele alinacak degerler bir Ustel
fonksiyon ile ilgili ise Ustel yaklasim yontemleri ¢ok iyi yaklasimlar

verecektir.

4.1.1 Carpimsal Lagrange Yontemi

Eger (X, (X)) ve (%, f(x)) gibi iki veri noktasini ele alirsak, bu

iki nokta Uizerinden gegen E, (x) ustel fonksiyonu

X X—Xg

(=L F () [ F ()

seklinde tanimlanabilir. Boylece, x =X, oldugunda E,(x,)= f(x,) esitligi
ile x=x_ oldugunda E,(x,)=f(x) esitligi saglanmis olur. Genel olarak,

(n+1) veri noktas|

(xo, i (xo))(x1 f (xl))(xn f (xn))

seklinde verildiginde, carpimsal Lagrange interpolasyon fonksiyonu
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£, (=L 1 ()] [ 0] =TT ()]

seklinde tanimlanabilir. Burada her bir k =0,1,...,n igin

L. (x) :ﬁM

i=0 (Xk - Xi)

olarak hesaplanir.

Interpolasyon icin kullanilan sayisal degerler ustel bir fonksiyon ifade
edecek bigcimde degisiyor ise carpimsal Lagrange yontemi, Lagrange
interpolasyon yontemine gore ¢ok daha hizli yakinsar. Bunun yaninda ardisik
dugim noktalari arasindaki farkin daha buyik oldugu durumlarda da
carpimsal Lagrange yontemi ¢ok daha iyi sonuglar verir.

f, [a,b] araliginda (n+1) kez carpimsal diferansiyellenebilir bir fonksiyon

ise carpimsal Lagrange yontemi i¢in hata formull

E(X) _ [ f *(n+1) (é:):||0 (n+1)! (4.1)

seklinde hesaplanabilir. Burada a <& <b olur.

Gergekten f, a* gibi bir Gstel fonksiyon oldugunda, (4.1) hata formuld bire
esit olur. Boylece, carpimsal Lagrange yontemi sayisal yaklasimi yapilan
degerin kendisini verir.

Bundan sonra klasik Lagrange yontemi ile carpimsal Lagrange

yonteminin karsilastirilacagi bir 6rnek verelim.
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4.1.1. Ornek: f(x)=x" fonksiyonunun x=0.75 noktasindaki degeri icin
klasik ve carpimsal interpolasyon yontemleri dusinilsin. Boylece ondalik
kismin ilk bes rakami dusunulerek f(x):0.80593 degeri elde edilmeye
cahistlacaktir. Bundan sonra x, =0.5, x, =1.0 ve x, =1.5 olacak sekilde g
veri segilirse, verilen fonksiyonun degerleri sira ile

f(%)=0.70710 f(x)=1.00000 f(x,)=1.83711
seklinde hesaplanir. Buradan

L, (0.75) =0.70710x0.5+1.00000x0.5 =0.85355

olarak birinci mertebe klasik Lagrange polinom degeri hesaplanabilir. Diger

yandan

E, (0.75)=(0.70710)"° x(1.00000)"° = 0.84089

olarak birinci mertebe carpimsal Lagrange iistel degeri hesaplanabilir. Tkinci

Lagrange polinom degeri ise
L, (0.75) =0.70710% 0.375+1.00000 % 0.75-1.83711x 0.125 = 0.78552

olarak bulunabilir. Bunun yaninda, ikinci mertebe ¢arpimsal Lagrange ustel

degeri de
L, (0.75)=(0.70710)""" x(1.00000)"" x (1.83711) *** = 0.81383

seklinde elde edilir. Bu problem icin carpimsal Lagrange yonteminin daha iyi

sonug verdigi kolayca gorilebilir. Sonug olarak bu gibi bircok problemde
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gerekli carpimsal anlamda gerekli sayisal yéntemler gelistirilerek daha iyi

sonuclar elde edilebilir.
4.1.2. Carpimsal Sonlu Bélum Analizi

Veri noktalarinin esit aralikli oldugu durumda Ustel interpolasyon
fonksiyonlarini elde etmek icin sonlu boliime dayal formuller kullanilabilir.

Burada (stel fonksiyonlarin nasil elde edilecegi gosterilecektir. Oncelikle

ileri bolim operatori A"
A fi :( fi+l/ fi)

seklinde tanimlansin. Burada i=012... ve f,=f(x) olarak alnr.

Sonug olarak,

A fi=a’ (A* f ) =(fi. f, )/( fi+l)2 ;

AN = A" (A*(“’l) f ) i=0,12,....

seklinde ifade edilebilir.
A" ileri boliim operatériiniin tanimindan asagidaki dzellikler kolayca

gosterilebilir.

4.1.2. Onerme: f ve g iki fonksiyon olsun. Bélim operatorii A

1) A ((Cl fi)'(czgi )) =A'f-A'g;,
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3) Eger f bir sabit fonksiyon ise A" f, =1,
4) Bir kuvvet fonksiyonunun bolimii A”(c,’ )i =%

Ozelliklerini saglar.

Bunun yaninda, bolum operatérleri, pazi ara degerler kullanilarak ayni

mertebeden carpimsal tirev ile ifade edilebilir. Ornek olarak,

Af(x)=f(x+h)/ ()= £(&)]

seklinde ifade edilebilir. Burada x <& < x+h ve h>0 olur. Benzer olarak,

seklinde yazilabilir ve x<&<x+2h alinir. En Ust mertebeden sonlu

bolimun gdsterimi ise

A (x)=[ 11 (£)] (4.2)
olarak elde edilir. Burada x < & < x+nh alinir.

4.1.3. Teorem:

P (x)=a,x"+a, X" ++a
n.dereceden bir polinom olsun. Boylece

A F(x)= [wa)} _pra’

seklinde bulunur. Burada b >0 olarak alinir. Sonug olarak
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A4 [bpn(xq 1

elde edilir.

. o i
Ispat:  (4.2) bagintisi ile [bp”(x)} =e™* kullanilarak ispat kolayca

yapilabilir.

h adim uzunlugu ile esit olarak boélinmis X,,x,,...,x, veri noktalari
araciligi ile f(x) fonksiyonunun degerleri ileri bolim operatorlerine bagli

ustel interpolasyon yaklasimi ile
E,(X)=e| Inf, +(;) (&) +(3)In(A™ 1, -+ ;) In(87F;) |, (43)

seklinde elde edilebilir. Burada f,=f(X) ve s=(x—x,)/h ile ifade edilir ve

olarak tanimlanir.

her bir pozitif k tamsayist igin (; )= s(s—l)--s-fs—k +1)

(4.3) formiiliinden, (n+1). terim

(s )A*(””) f, (4.4)

n+l

olarak hesaplanir ve sonug olarak (4.3) ara deger yaklasimi icin hata formali

E(x):[f*“*”(cf)}(

S n+1
n+1)h
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olacak seklinde (4.2) bagintisi kullanilarak (4.4)’ten elde edilebilir. Burada

h>0 ve x<&<x+(n+1)h olarak alinir.

Eger A" ileri bolim operatoriine benzer olarak V" geri bolim

operatori
Vit =f,/f,  i=01...

seklinde tanimlanir ve  x_,...,x ,,%, veri noktalari indisleri —n’den 0’a

gidecek bicimde siralanirsa, geri bolim operatérine bagli Ustel interpolasyon

yaklasimi
E, (x)=exp[In £y +(;)In(V7 1, )+ (74) (V)| (45)

olarak yazilabilir. Burada f,=f(x,) ve s=(x—x,)/h ile ifade edilir ve her bir

pozitif i ve j tamsayilari igin

(o) (s ) s (1)-(-3)

olarak tanimlanir.
Ileri bolum interpolasyon yaklasimina benzer sekilde, geri bolim

interpolasyon hata formuli
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s+n)hn+l

E(x):[f*“*”(f)](“

olarak bulunabilir.

4.2. Carpimsal Kuvvet-Bélum Formulu

n

f(x) fonksiyonunun, x’in (n+1) tane degeri olan X, X,...,X

noktalarindaki degerlerinin verildigini varsayalim ve

1

RS R P L S | T (4.6)

rekdrsif formulini dislnelim. Buradan da

g5 =f |:Xi’xi+1’°"’xi+ji|

rekursif formullnd ele alabiliriz. Burada i ve j pozitif tamsayilar ve

O = f(XO) kabul edilmistir. Ornek olarak, x,,x,,, igin

x f Jor Oz

X, f(x)
f(%:%)

x  f(x) f (X1 %%, )
f (%)
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degerleri elde edilebilir. Burada her bir i =0,1 igin

f (% %1)= [f (Xi+1)/f (% )T/(anxi)

F (%o X% ) =] T (%,%)/ f (XO,Xl)]sz—xo)

seklinde hesaplanir.

Sonug olarak, g*ij "ye bagl Ustel interpolasyon yaklasimi

n_o lj(x_xj)
En(x):|:1:lg Oi}

(4.7)

olarak elde edilebilir. (4.7) formllu aslinda (4.6) formullne baglidir ve (4.6)
formall ile carpimsal tirev arasinda bir iliski vardir. Simdi bu ilskiyi

gOsteren teoremi gorelim.

4.2.1. Teorem: f, (a,b) araliginda n kez carpimsal diferansiyellenebilir bir

fonksiyon olsun. X,,X,,..., X, noktalari [a,b]araliginda ayrik noktalar olsun.

Buradan

f (X %) =| £17(&)] (4.8)

olacak sekilde tek bir &£ (a, b) noktasi vardir.

Ispat: (4.1) ve (4.7) formiilleri birlestirilerek kolayca (4.8) bagintisini elde
edilebilir.

Simdi (4.7) formdli kullanilarak bazi ara deger yaklagimlari hesaplansin.
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4.22. Ornek: f(x)=x’+x*+x+1 fonksiyonu ele alinsin. Buradan
f(1)=4, f(2)=15 f(3)=40 verileri icin (4.3) ve (4.7) formilleri

kullanilarak  f fonksiyonunun x=1.5 noktasindaki ara deger yaklasimi

hesaplansin. Boylece
Af,=375 ve A =07111...

degerleri kolayca bulunnabilir ve (4.3) formilinden
E, (x)=exp| In4+(*;)In(3.75)+(*;')In(0.7111)

Ustel yaklasimi elde edilir. Buradan f (1.5)=E, (1.5)=8.0832...seklinde

yaklastirilabilir. Diger yandan,

9, =375 ile g ,,=0.8432...
degerleri hesaplanirsa, (4.7) fomulinden

E, (x)=4x(3.75)" " x(0.8432)" %,

tstel yaklasimi bulunabilir. Buradan f(1.5)=E,(1.5)=8.0833... olarak

yaklastirilabilir. Klasik “Newton ve Bolinmis Fark Polinom Ydéntemleri”

(Kincaid and Cheney, 1990) kullanilarak f (1.5)
f(1.5)=P(L5)=7.75
olarak yaklastirilabilir. istenen noktanin gercek degeri f(1.5)=8.125 olarak

bulunabilir. Boylece elde edilen verilere gore klasik polinom yodntemleri
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istenen noktay! interpole etmek icin ¢cok uygun degildir. Diger yandan,
foksiyon bir polinom olmasina ragmen Ustel yaklasim yodntemleri
beklenmedik bir sekilde daha iyi yaklasimlar vermektedir. Ancak bu durum
her zaman dogru olmayabilir. Daha 6nce belirtildigi gibi ardisik degerler
arasinda daha blyik farklarin oldugu bircok sayisal problemde Ustel

yaklasimlar daha iyi sonuc vermektedir.

4.3. Carpimsal Sonlu Fark Ydéntemi

Carpimsal analizin gelistirilmesinden sonra, bilim ve muhendislikteki
bircok problemin matematiksel modellemesinde carpimsal diferansiyel
denklemlerin kullanilabilecegi sonucuna kolayca ulasilabilir. Gergekten de
carpimsal analiz kullanilarak biyime oranlari ile ilgili problemlerin daha
etkin bir bicimde ifade edilebilecegi gosterilmistir (Bashirov et all 2008).
Carpimsal  diferansiyel  denklemlerin  kullanilmasindan  sonra, bu
denklemlerin analitik c¢6zimlerini bulmak 6nemlidir. Ancak carpimsal
diferansiyel denklemlerin  her zaman analitik ¢Ozimlerinin elde
edilemeyecegi disunulirse, bu denklemlerin sayisal ¢oziimlerine yonelik
bazi yontemler gelistirilebilir.

Klasik diferansiyel denklemlerin sayisal ¢dztmlerinde oldugu gibi,
carpimsal diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerinde de ¢arpimsal sonlu
fark yontemi gelistirilip kullanilabilir. Carpimsal Taylor teoremi carpimsal
sonlu fark yontemi icin 6nemli bir baslangigtir. 2.6.2. teoreminden ¢arpimsal

Taylor teoremi kolayca verilebilir.

431. Teorem: f, (ab) arahginda (n+1) defa carpimsal

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. X, e[a,b] oldugunu varsayalim. O

halde
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. (x-xo)k (x-xo)n+1

f(x)=t(x0)« 1T (Fxg)| K| (F(M )| (1)

k=1

olacak sekilde [a,b] araliginda tim X degerleri icin  x = x, olacak sekilde

X Ve X, arasinda tek bir x, noktasi vardir.

f (x + h) fonksiyonun ¢arpimsal Taylor Acilimi

hn

f () =TI[ 1 (x)]" (4.9)

n=0

olarak verilebilir. (4.9) acihmindan ileri(+) ve geri(-) actlimlarin ilk dort

terimi sirasiyla

f(x+h)=f (x)[f*(t)]“[f**(t)]h;[f*<3> (t)}zj (4.10)
f(x—h)=f (x)[f*(t)]h[f”(t)}h:[f*(s) (t)ﬁ.... (4.12)
olur.

Birinci mertebeden turevin yaklasimi, ileri acilimin geri acitlima
bolinmesiyle elde edilebilir. Boylece birinci mertebe turev icin yaklasim

. f(x+h)% o won (22:2)!
f (x):(mJ .ln‘l[[ﬂ ()] (4.12)

seklinde bulunur.
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Benzer olarak ileri ve geri fark terimlerini carparak ikinci mertebe carpimsal

tirev yaklasimi

fﬂ(x)z[ f(x+h)f (x—h)]hz ﬁ[ f*(zmz)(x)](zzmz)! (4.13)

elde edilir.
(4.12) ve (4.13)’Un kalan terimleri c¢ikartilarak

f7(x)=g(x f,f7), f(a)=a vef (b) =4 (4.14)

ikinci mertebe carpimsal diferansiyel denklemi icin carpimsal sonlu fark

yontemi elde edilebilir.

[a,b] araligi  a=X,,%,%,....X,, =b noktalari ile bolunstn.

n+l
Bolinmenin esit araliklar halinde yapilmasi zorunlu degildir. Ancak noktalar

kolaylik icin

X =a+ih

seklinde esit araliklarla secilebilir. Burada 0<i<n+1 ve h:b;a:lL alinir.
n+

Boylece (4.12) ve (4.13) yaklasimlarinin kalan terimleri ¢ikarilarak,

(4.14) diferansiyel denklemi

1 1
f. L f_i1 h? f 2h
i+1 i — X-, f', i+l
{ fi2 :| ’ o [ fil]

(4.15)
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ve
fo=avef =4 (4.16)
olarak yazilabilir. (4.15) denklemi her iki tarafin dogal logaritmasi alinarak

1 1
F[km + ki—l - 2ki] = ¢|:Xi ’ kw%(km - kil):|
seklinde yazilabilir. Boylece (4.16) sinir degerleri k, =Ina vek,,, =In g

olarak alinir. Ayrica, 0<i<n+1 olacak sekilde k; =In f.

ve

elde edilir.
Eger birinci mertebe tirev icin hata yaklasimi (4.12) yaklasiminda
kalan terimlerin en dusik mertebeden tiirev iceren terimi olarak dustnilur

ise, hata yaklasimi

olarak elde edilebilir. Burada| . | carpimsal mutlak deger fonksiyonudur.
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Daha once ifade edildigi gibi f(x) pozitif bir fonksiyon olmalidir. Boylece

f(x) fonksiyonunun stel bir foksiyon olmasi mimkiindir. exp(exp(x))

fonksiyonunun carpimsal tireve gore sabit oldugu dustnulerek, sistemi

basitlestirmede  f (x)=exp(exp(x)) olarak tahmin edilebilir. Boylece

carpimsal tirev ile klasik ttrev arasindaki ilski gbz 6nunde bulundurularak,

f ’in carpimsal tirevleri kolayca

£ (x) =exp(in-exp(y(x)))" ()| =exp(y(x)) "

olarak y’nin klasik tlrevleri seklinde yazilabilir.

Bu tahmine bagli olarak f™(x) ve ™ (x) icin hata yaklasimlari sira ile

_h2 2

(%) =(9()) 7 =expl -y ()]

ve

_h? 2

E(f"(x)) z( f*<4>(x))? = exp[=

olarak yaziloabilir.

(4) ( x)]

12y

Boylece eger y(x), P,(x)=>ax seklinde n. dereceden bir polinom ise ilk

i=0
carpimsal tlrev yaklasiminda n<3 icin ve ikinci carpimsal tdrev
yaklasiminda n <4 icin tam sonug elde edilir.
Bundan sonra yeni gelistirilen sonlu fark ydnteminin uygulamasina

yonelik bazi o6rnekler yer alacaktir. Bu 06rneklerdeki sayisal degerler

Mathematica™ kullanilarak elde edilmistir.
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4.3.2. Ornek: Baslangic olarak en basit bicimdeki carpimsal diferansiyel

denklemler dustnulebilir. En basit birinci mertebe carpimsal diferansiyel

denklem ceR* bir pozitif sabit olacak sekilde y (x)=c diferansiyel

denklemi olarak gosterilebilir. Bu denklem y(x):cX formunda bir ¢6zlime

sahiptir. Bunun yaninda

y (x)=e (4.17)

ikinci mertebeden en basit carpimsal diferansiyel denklemlerden biridir.
Carpimsal turev ve klasik tiirev arasindaki baginti kullanilarak ikinci mertebe
carpimsal tiirev

a0
- (4.18)

seklinde yazilabilir. (4.18) bagintisi (4.17) denkleminde yerine koyularak her
iki tarafin dogal logaritmasi alinirsa

(y'(%)’

y”(x)— y(x)

-y(x)=0

bicimindeki klasik diferansiyel denklemi elde etmis oluruz.

Bu diferansiyel denklemin tam ¢6zimi « >0, S sabit degerleri igin

y(x)=aexp{§+ﬂx}

seklinde hesaplanir. Sinir sartlar y (1) =exp(3/2) vey(2)=exp(4) alinarak

carpimsal sonlu fark yaklasimi kullanilsin. 'y, - carpimsal sonlu fark
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yaklagim degerlerini ifade eder ve adim uzunlugu ¢ olursa (h =0.25), ilk

yaklasim
Yapp (1.25)=7.62360991

elde edilir. Tam sonug y(1.25) =7.62360991 oldugundan bagil hata (%)

3.5x107" seklinde bulunur. Diger iki yaklasim ise sira ile

Var (1.5) =13.80457418

ve

Yooy (1.75) = 26.60913187

olarak hesaplanir. Bu sonuglar gercek degerler ile karsilastirildiginda bagil
hatalar (%) yaklasik 10 olarak elde edilir.

Adim uzunlugu (n=3) kiicik olmasina ragmen yéntemin sonuglari neredeyse
tam(kesin) sonuglara esittir. Elde edilen bu degerler yukarida verilen hata
analizleri ile uyusmaktadir. Tkinci mertebe tirev icin hata analizi dérdiincii
mertebe turev ile daha yiksek mertebeden tirevlere baghdir. Bu problemde
ikinci mertebeden daha yiuksek mertebelerde tim carpimsal tlrevler bire

esittir. Bu da tam sonucun elde edilecegini gosterir.

4.3.3. Ornek:

carpimsal diferansiyel denklemi ele alalim. Bu denklemin analitik ¢6zum

y(x)= exp{c1 +cerfi (x/\/i)}
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seklinde hesaplanir. Burada ¢, ve c, degerleri sabittir. y,~ carpimsal sonlu
fark yaklasim degerlerini ifade edecektir. Sinir kosullari

y(1)=exp(1.15) ve y(2)=exp(2)
olarak kabul edildiginde (c, =0.862583 ve c,=0.301452) farkli adim
uzunluguna goére carpimsal diferansiyel denklemin sayisal yaklasimini
inceleyelim. n=3 icin ilk yaklagim

Yapo (1.25) =3.53916717
olarak elde edilir. Tam sonug y(1.25) =3.53733174 oldugundan bagil hata

(%) 5.2x107* olarak bulunur. Son deger yaklasimi ise

Yeop (1.75) =5.19205181
olarak bulunur. Tam sonuc y(1.75) =5.18508358 oldugundan bagil hata (%)

1.3x107" elde edilir. Simdi adim uzunlugu artirilarak n=24 alinsin. Ornek

olarak x=1.04 ve x=1.92 degerleri igin

Vo (1.04) =3.20972793

ve

Vo (1.92) = 6.47829584

yaklasik degerleri bulunur. Bu sonuglar gercek degerleri ile
karsilastirildiginda bagil hatalar (%) sira ile
2.0x10™*
ve
1.9x107°
elde edilir.

Ayrica sonuglarin dogal logaritmasi
k" — Xk!
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klasik diferansiyel denkleminin yaklasik sayisal ¢ziminu verir.

4.4 Ustel Fonksiyon Yaklagimi

Fonksiyon yaklasimlari  (function  approximation) uygulamah
matematigin bircok dalinda ve bilgisayar bilimlerinde oldukca sik kullanilir.
Genel olarak, fonksiyon yaklasimindaki temel amag, yaklastirilan fonksiyona
en yakin (uygun) iyi tanimli sinif iginden bir fonksiyon segmektir. Foksiyon
yaklastirma yontemleri iki ana gruba ayrilabilir. ilk grupta fonksiyona ait
degerler varken fonksiyonun kendisi bilinmemektedir. Bu durumda klasik ara
deger bulma (interpolasyon) veya dis deger bulma (ekstrapolasyon) gibi
yontemler kullanilabilir. Bu yontemlere alternatif olarak bolim 4.1. ve
bolim 4.2.°de gelistirilen carpimsal ara deger bulma (interpolasyon)
yontemlerinin kullanilabilecegi gosterilmistir. ikinci grupta ise kesin olarak
bilinen fonksiyonlar, belirli fonksiyon siniflari (polinom veya rasyonel
fonksiyonlar gibi) ile yaklastirilirlar. Burada kullanilacak fonksiyon sinifinin
hesaplamadaki kolayligl yaninda ortaya gikacak hatanin kucukligi de son
derece onemlidir. Bu ylzden ilk akla gelen fonksiyon sinifi polinomlardir.
Ancak polinom yaklastiriimasinda genellikle hatanin kigik olmasi icin
yuksek mertebeden polinomlar kullanilabilir ve/veya fonksiyonlarin tanim
kiimesi bazi Olgek (scale) formulleri (logaritmik Olcek gibi) kullanilarak
daraltilabilir. Bu gibi durumlarda ustel fonksiyonlar gibi alternatif fonksiyon
siniflari kullanilabilir.

Bu bolumde carpimsal Taylor Teoreminden elde edilecek (stel
fonksiyonlar kullanilarak bazi garpimsal fonksiyon yaklastirma yontemleri
gosterilecektir. Ustel fonksiyonlar kullanildigi icin bu yéntemler pozitif

tanimh fonksiyonlar tGzerinde uygulanabilecektir. Sonug olarak bu yontemler
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hem benzer klasik yontemlerin alternatifleri olacaklar hem de farkli
carpimsal yontemlerin gelistirilmesine katki saglayacaklardir.
Carpimsal Taylor teoreminin ilk iki terimi kullanilarak birinci

mertebeden stel fonksiyon yaklagimi

seklinde bulunur. Béylece n. mertebeden Ustel fonksiyon yaklagimi

(x-a)"
E, (X) =B, (%) £ (%)] ™ (4.19)

olarak vyazilabilir. Simdi (4.19) yaklasim formalindn uygulandigi bir

problemi inceleyelim.

4.4.1. Ornek: f(x)=xe*fonksiyonunun x, =2 noktasi igin (4.19) formdilii

kullanilarak ilk iki Gstel yaklagim
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ve

,LZ 21 —x24+16x-12
E,(x)=E,(x,)]e ™ =2e 8

olarak elde edilir. Ornek olarak x=2.01 alarak verilen fonksiyon icin

bulunan yaklasimdaki bagil hatalar E,(x)igin 1.2x10° ve E,(x) icin

4x10%bulunur. Yontemin Ozellikle bazi ucdeger problemler igin
kullanilabilecegini gostermek icin problemdeki fonksiyonun ne (stel ne de
polinom olmamasina dikkat edilmistir. Daha sonra ustel yaklasimlar
kullanilarak fonksiyon verilen nokta etrafinda cok iyi hata oranlariyla
yaklastirilmistir. Sadece birinci ve ikinci mertebeden Ustel yaklasim
kullanilmasina ragmen c¢ok kigik hatalar elde edilmistir.

Ustel fonksiyonlar ile hesaplama polinomlara gore daha zor goziikse
de Ozellikle bilgisayarlarin matematiksel hesaplamada yaygin olarak
kullanilmasi  bu durumun 6nemini kaybettirmistir. Ancak tstel fonksiyon
yontemlerinin birgok problem icin daha az hesaplama yaparak daha iyi

sonuclar vermesi son derece 6nemlidir.
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5. SONUC

Bu tez calismasinda klasik analize alternatif olarak carpimsal analiz
kavrami gelistirilmis ve carpimsal analizin bazi temel kavramlari ortaya
konulmustur. Uygulamali bilim dallarinda Karsilagilan bazi problemlerin
klasik analiz ile ifade edilmesi zor ya da c¢oziminin elde edilmesi karmasik
olabilir. Bu tlr problemlerin ¢arpimsal analiz kullanilarak daha kolay ve
etkin bir sekilde nasil kullanilabildigi ornekler ile gosterilmistir. Carpimsal
tlrev taniminin bazi ekonomi ve finans problemlerinden verilebilecegi g6z
ondne alinirsa, bu yeni analizin 6zellikle uygulamali bilim dallarindaki 6nemi
daha da artmaktadir. Ancak carpimsal analizin tim avantajlari yaninda bazi
dezavantajlari da vardir. Buna o6rnek olarak bu yeni analizin sadece pozitif
degerler icin kullanilabilecegi gosterilebilir. Ancak carpimsal analiz kavrami
genigletilerek sadece pozitif degerler icin degil daha genis kimeler

(kompleks sayilar gibi) icin de tanimlanabilir ve genellestirilebilir.

Sonug olarak klasik analize alternatif olan ve bir¢ok bilimsel problemin
matematiksel ¢O0zuminde kolayca kullanilabilen ve biyik avantajlar
saglayan carpimsal analiz ile ilgili temel kavramlar ortaya konulmustur.
Carpimsal analiz uygulamali bilim dallarinda karstlastlan bircok problemin
matematiksel modellemesinde farkh bir bakis agisi saglayacak ve

¢cozlmlerini de kolaylastiracaktir.
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