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OZET

NONLINEER LOJISTIiK REGRESYON VE UYGULAMASI

Lojistik Regresyon, bagimsiz degiskenlerin bagimli degiskenler tizerindeki
etkisini olasilik olarak ortaya koyar. Risk faktorlerinin olasilik olarak belirlenmesini
saglar. Lojistik Regresyonun amaci, en az degiskeni kullanarak en iyi uyuma sahip
olacak sekilde yanmit degiskeni ile bagimsiz degiskenler arasindaki iliskiyi
tanimlayabilmek ve amaca yonelik kabul edilebilir model kurmaktir. Lojistik
Regresyonda neden sonug iligkisinin ortaya konulmasi amaciyla, bagimli degisken
olumlu-olumsuz, basarili-basarisiz gibi kategorik olarak ikili (binary) kodlanmistir.
Bu yontem, sayisal verilerle kolay yorumlanabildigi i¢in popiilerdir. Bu nedenlerle
son zamanlarda epidemiyolojik calismalarda, biyolojide, ziraatte, tasimacilikta,
ekonomi gibi alanlarda yaygin bir sekilde kullanilmaktadir.

Lojistik Regresyon modelinde lojistik fonksiyonun dogal logaritmasinin
alinmasiyla elde edilen lojit fonksiyon her zaman dogrusal olmayabilir. Bazen
verinin dogrusalliga uygun olmayisindan bazen de model denkleminin istenilen
sonucu iyi karsilayamamasindan kaynaklanan bu durum model denkleminin karesel
ya da kiibik olarak big¢imlendirilmesiyle c¢oziimlenebilir. Bu durumda splayn
foksiyonlarla lojistik regresyon calisilacaktir.

Bu calismada, lojistik regresyon modelinin kurulmasi ve analizi bashigi
altinda parametre tahmin yontemleri, parametrelerin 6nem testi agiklanmustir.
Modelde bagimsiz degisken sayisinin birden fazla olmasi durumunda ‘Coklu Lojistik
Regresyon Model incelenmistir. Lojistik regresyon i¢in katsayilarin yorumlanmasi
stratejileri agiklanmustir.

Lojistik regresyon fonksiyonu dogrusal olmadiginda kullanilabilecek
yontemler hakkinda bilgiler verilmistir. Buna gore ¢alismamizda yer alan segmentli
fonksiyonlardan bahsedilerek splayn fonksiyonlar agiklanmustir.

Uygulama ¢alismamizda, 243 kisilik veri kiimesinde hemoglobin kan degeri

incelenerek 1lgili risk durumu iizerine Dogrusal Olmayan Lojistik Regresyon Modeli

v



kurulmustur. SAS version 9.1 kullanilarak model analiz edilmistir. Ayrica segmentli
lojistik regresyona bir bagka Ornek olacak Mulla’nin albiimin caligmasi Matlab
programina uyarlanarak incelenmistir.

Son olarak her iki uygulama calismasinin sonuglari, farkli istatistiksel

programlarda degerlendirilmistir.

Haziran, 2009 Esra Zeynep SENSOY



ABSTRACT

NONLINEAR LOGISTIC REGRESSION AND ITS
APPLICATION

Logistic Regression produces effects of independent variables on dependent
variables as probability. Risk factors could be determined as probability by Logistic
Regression. The aim of Logistic Regression Analysis is to establish the best
acceptable model with least variable, which gives the relationship between outcome
and independent variables. In Logistic Regression, dependent variable is coded
binary as positive-negative, successful-unsuccessful for showing dose-response
relationship. This method is popular because of easy interpretation by numerical
data. Thus it is commonly used in many fields including business and finance,
ecology, health policy, agriculture, biology and transportation.

Logit function obtained by computing the natural log of the logistic function
in Logistic Regression model can not always be linear. Sometimes data is not
available as linear. Sometimes model equation can not satisfy the probable cause.
This situation can be analyzed as quadratic or cubic shape. At this stage, logistic
regression is studied with spline functions.

At this study, the title under building logistic regression models and analysis,
parameter estimation method and test of significance of parameters are explained.
When model has more than one variable, ‘Multiple Logistic Regression Model’ is
investigated. For logistic regression, strategies for interpretation coefficients are
explained.

The information is given about that the method can be used, when Logistic
Regression isn’t linear. According to that, spline functions are explained to talk
about segmented functions in our study.

In our application work, blood hemoglobin values in the data set of 243
people were examined. The Nonlinear Logistic Regression Model was established

based on the risk status. The model is analyzed to use SAS version 9.1.
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Additionally, Mulla’s albumin study was adapted to Matlab programme as an

example of segmented logistic regression.

Finally, the results of both application studies are evaluated by different

statistical programmes.

June, 2009 Esra Zeynep SENSOY
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BOLUM I

GIRIiS

Regresyon analizi bir bagimli degisken ile bir veya birden fazla bagimsiz
degisken arasindaki bagintinin agiklanmas siirecidir.

Regresyon analizinde bagimsiz degiskenler (X), nicel veya nitel olabilir.
Bagimli degiskenin nicel veya nitel olmasi, kullanilan yontemin ¢oziimii ve
yorumlanmasini etkiler. Bagimli degiskenin nitel olmasi durumunda Lojistik
Regresyon Analizi uygun bir yontemdir.

Lojistik Regresyon Analizinin kullanim amaci, Istatistik’teki diger model
yapilandirma teknikleri ile aynidir: En az degiskeni kullanarak en iyi uyuma sahip

olacak sekilde bagimli ile bagimsiz degiskenler arasindaki iliskiyi tanimlamaktir [3].

1.1 LOJiSTIK REGRESYON MODELI

Lojistik Regresyon yontemi bir veya birden fazla agiklayici degisken ile yanit
degiskeni arasindaki iligkileri inceler. Yanit degiskeni kesikli olup, iki veya daha
fazla olast degere baghdir. Bu yontemde, aciklayict degiskenlerin bagimli
degiskenler tizerindeki etkileri olasilik olarak hesaplanarak risk faktorlerinin olasilik
olarak belirlenmesi saglanir [15, 18].

Alisilagelen dogrusal regresyon analizinde bagimli degiskenin degeri
kestirilirken, lojistik regresyon analizinde bagimli degiskenin alacagi degerlerden

birinin gerceklesme olasiligi kestirilir.



Lojistik modelin matematiksel formu,

f(2)=

1+e*

seklinde tanimlanir.

Lojistik
S fonksiyon
1/2 1
S f@)=—
I+e

Sekil 1.1 Lojistik Fonksiyonun Grafikte Gosterilmesi

Sekil 1.1 ve Sekil 1.2’den gorildiigii gibi z” nin tanim araligi (-c0, +00) dir. z’ nin

degeri ne olursa olsun f(z) fonksiyonunun degisim aralig1 0 ile 1 arasinda kalir.

Sekil 1.2 Lojistik Fonksiyondaki z Degerinin Tanim Aralig1

f(z) lojistik fonksiyonunun O ile 1 arasinda bir degisime sahip olmasi lojistik
fonksiyonun tercih edilmesindeki énemli bir nedendir; ¢linkii model O ile 1 arasinda
yer alan olasiliklar lizerine kurulmustur. Boylece 0-1 araligi disinda lojistik model

icin bir risk kestiricisi ortaya ¢ikmaz.



Lojistik modelin tercih edilmesinin diger bir nedeni de lojistik fonksiyonun
bicimidir. Sekil 1.3’te gortildiigl gibi lojistik fonksiyon S-seklinde bir sigmoid egri
meydana getirir. S sekilli lojistik fonksiyonda z, ¢esitli risk faktorlerinin katilimini
gosteren bir indeks olarak kabul edilirse f(z) de z degerindeki riski gosterir. Sekil 1.3’
den de anlagsilacag: gibi yiikselti degerine kadar bireyin riski minimumdur. Sonra risk
ortadaki z degerlerinde hizla artmakta ve z yeteri kadar arttiginda 1 civarinda

kalmaktadir.

Basglangig e
yiikselti degeri 172 f(z) artan
f(z)=0 l

-00 0 +o0

Sekil 1.3 Lojistik Fonksiyon S-egrisi ve Risk Degerlendirme Sekli

Yiikselti degeri, epidemiologlar tarafindan ornegin, hastalik kosullarinin
degisikligini belirtmek i¢in kullanilmigtir [11].

Lojistik modelde yanit degiskeninin kesikliligi nedeni ile yanit degiskeninin
aciklayict degisken ile iliskisi X-Y ¢iziminden agik¢a goriilemez. Bunun i¢in yanit
degiskeni yerine f(z) olasilik degerine karsi ¢izim yapilir; f(z) fonksiyonu siirekli
olup Sekil I.3’teki gibidir [2].

k sayida bagimsiz (agiklayici) degisken varliginda lojistik fonksiyon,

z= Bo+B1 X HB2Xo + ... + BiXk

ve PBo ve P bilinmeyen parametreler olmak iizere,

f(z)=— 1

l+e7  1+e A=AX)

biciminde yazilir.

Ote yandan lojistik regresyon fonksiyonu x ’deki her birim degisme sonucunda

E(Y/x)’de olusan degisikligi gosterir. Boylece lojistik regresyon modeli

7(x)=E(Y/x) iken,



eﬂo*‘ﬂl»"
”(x) = I

(L1
ﬁ(x)/(l—ﬁ(x))
bigiminde verilir [8].
Kosullu ortalama "lojit doniisiim" adi1 verilen,
P(y=1
g(x)=In| ZE_|_1y| 20 =10) b | B, + fix (12)
1-7(x) P(y=0|x)

doniisiimiiyle dogrusal bigime getirilebilir. Esitlikteki ﬂ(x)/(l—ﬁ(x))oranl odds
olarak adlandirilir.

Bu donilisiimiin 6nemi, g(x) ’in diger regresyon modellerinde istenen ¢ogu
ozelligi tagimasidir. Lojitg(x), parametreleri bakimindan dogrusaldir. Lojit g (x)
stireklidir ve x ’in tanim araligina gore 0 ve 1 arasinda deger alabilir.

Lojistik modelin yanit degiskenini olusturan lojit doniisiim g (x)’in 6zellikleri
asagidaki sekilde siralanabilir:

1) ﬂ(x) arttikca g(x) de artar.

1) ﬂ(x) yani lojistik fonksiyon 0 ve 1 arasinda iken g(x) tim gercel dogru

izerinde degerler alir.

iii) Eger 7(x)<0,5 ise g(x)<0

Eger 7(x)>0,5 ise g(x)<0’dir [2].

Lojistik  regresyon modelinde yanit degiskeninin  gbézlem  degeri

yv=FE (Y / x)+8 ile gosterildiginde, ¢ hata terimi olarak adlandirilir ve gézlemin

kosullu ortalamadan sapma miktarini ifade eder. £’nin klasik modelde sifir ortalama

ve o * sabit varyanst ile normal dagilima sahip olmasi 6nemli bir varsayimdir. Fakat
iki sonuglu bagimli degisken i¢in, x verildiginde yamt degiskeni y=7(x)+¢ ile
gosterilir ve €’un bir veya iki olasi degeri vardir. Eger,

y=lise 7z(x) olasihgyla, & =1-7(x),

y=0 ise x(x)olasiigiyla, ¢ = -7(x) olur. Boylece ¢, sifir ortalama ve

V4 (x) [1 -7 (x)] varyansina sahip bir dagilim gosterir:



= ﬂ(x)[l —ﬂ(x)]
Boylece yamt degiskeninin kosullu dagihmi, 7(x)=E(y/x) kosullu

dagilimina gore bir binom dagilimidir.
Ozet olarak, yamt degiskeninin iki diizeyli olmasi durumunda regresyon
analizinde:
1) Regresyon esitligindeki kosullu ortalama O ve 1 arasinda bir deger
olmalidur.
2) Normal dagilimlar degil de binom dagilimlar1 hatanin dagilimini tanimlar
ve analiz bunun tizerine kuruludur.
3) Dogrusal regresyonda kullanilan ilkeler, lojistik regresyon analizinde de

yol gostericidir [ §].

1.2 LOJISTIK REGRESYONUN LINEER REGRESYONDAN FARKI ve
KULLANIM AMACLARI

Lojistik regresyonda, dogrusal regresyon analizinde oldugu gibi bazi degisken
degerleri goz Oniine alinarak tahmin yapilmaya ¢aligilir. Fakat bu iki yontem arasinda
tic onemli fark vardir:

a) Dogrusal regresyon analizinde tahmin edilecek bagimli degisken stirekli
iken, Lojistik Regresyon analizinde bagimli degiskenler kesikli bir deger almaktadir.

b) Dogrusal regresyon analizinde bagimli degiskenin degeri tahmin edilirken,
lojistik regresyon analizinde ise bagimli degiskenin alabilecegi degerlerden birinin
gergeklesme olasiligl tahmin edilir.

¢) Dogrusal regresyon analizinde bagimsiz degiskenin ¢oklu normal dagilim

gostermesi kosulu aranirken lojistik regresyon analizinde boyle bir sart yoktur [3].



Ote yandan Lojistik Regresyon Analizi, diskriminant analizi ve ¢apraz tablo
uygulamalarina alternatif olarak da uygulanmaktadir.

Lojistik  regresyon analizinin  giincel olmasinin  nedenleri  sdyle
Ozetlenebilmektedir:

a) Yant degiskeni kesikli iken agiklayici degiskenlerin hem siirekli hem de
kesikli olma durumlarinda uygulanabilmektedir.

b) Lojistik modelin parametreleri epidemioloji de yapilan dlgiimlere benzedigi
icin yorumlar1 kolay olmaktadir. Epidemiolojide katsayilarin exponansiyeli hastalik
riski olarak yorumlanmaktadir.

¢) Lojistik modelin parametre sayisi karsilik gelen dogrusal regresyon modeli
ve diskriminant fonksiyonu ile ayni1 olmaktadir.

d) Lojistik modele dayal1 analizler i¢in standart paket programlar vardir

e) Aciklayict degiskenlerin olasilik fonksiyonlarinin dagilimi iizerinde kisit
olmamasi (yar1 parametrik) nedeni ile ¢esitli testler uygulanabilmektedir.

Epidemioloji ve diger medikal uygulamalarin yani sira deneysel verilerin
analizinde, askeri konularda, meteorolojide, ziraatte, tasimacilikta, ekonomi v.b.
alanlarda sik¢a kullanilan lojistik regresyon analizi farkli varsayimlar durumunda
ayni lojistik formiilasyona gotiirdiigii i¢in varsayim bozulmalarina kars1 daha giiclii

bir yontemdir [2,7].

Bu calismada, Lojistik Regresyon Modeli’nin kurulmasi, parametrelerin
kestirim yontemleriyle elde edilmesi ve kestirilen bu parametrelerin anlamliliginin
incelenmesi agiklanacaktir. Kestirilen katsayilara iligkin standart hatalar oldukca
yiiksek c¢ikiyorsa, onemli oldugu bilinen degiskenler Onemsiz goziikiiyorsa ve
regresyon modelinin veriyi iyi karsilayamamasi durumunda Dogrusal Olmayan
Lojistik Regresyon Modeli’nin kullanilmasi dnerilir. Bu amagla Dogrusal Olmayan

Lojistik Regresyon ve karsilasilan model yapilar anlatilacaktir.



BOLUM II

LOJISTiK REGRESYON MODELININ KURULMASI VE ANALIZI

(x;, yi), =1, 2, .., n, n tane bagimsiz gdzlem olsun. y; iki diizeyli yanit
degiskeni ve x, de i’ninci denek i¢in bagimsiz degisken degerini temsil etsin. Yanit

degiskeninin 0 ve 1 kodlanmasinin, belirli bir riskin yoklugunu ve varligini temsil

eﬂo +hix

ettigi varsayilsin. 72'()6) = lojistik regresyon denklemi i¢in bilinmeyen By ve

1 + eﬂo +hx

B1 parametrelerinin kestirilmesi gerekir. Bu bdliimde bu parametrelerin kestirimi,

modele katkilari, modelin anlamlilig1 analiz incelenecektir.

1.1 PARAMETRE KESTIiRIM YONTEMLERI

I1.1.1 En Cok Olabilirlik Yontemi

Regresyon analizlerinde, hatalarin normal dagilmasi, ortalamanin sifir olmasi
ve bagimsiz degiskenin her bir seviyesi i¢in varyansin sabit kalmasi Onemli

varsayimlardir. Fakat iki yamitli model olan lojistik regresyon analizinde bu

varsayimlar gegerli degildir. Bu durumunda Y =7 (x)+& modelinde yer alan hata
terimi, Y=1 ve Y=0 durumunda iki olasilik degerinden birini alir: Y=1 ise ﬂ(x)
olasihgiyla &=1-7(x); Y=0ise 1-7(x) olasiigiyla &=-7(x)’dir. Boylece
€’nin ortalamasmnin sifir ve varyansinin zz(x)[l—zr(x)] oldugu; bagiml

degiskenin(y) binomiyal dagilim gosterdigi goriiliir [3].



En ¢ok olabilirlik yontemi, olabilirlik fonksiyonu maksimum olacak bigimde
bilinmeyen parametrelerin kestirimidir.

Y, 0 ve 1 degerlerini almis iken,

e 7(x), x verildiginde Y’nin 1’e¢ esit olma kosullu olasihigidir ve
P(Y=1/x)= ﬁ(x) ile gosterilir.

e 1-7(x), x verildiginde Y’nin 0’a esit olma kosullu olasiigidir ve
P(Y=0/x)=1-7(x) ile gosterilir.

7(x;), x,’deki 7 (x) degerini vermek tizere,

yi=1 ise (x,, yi) gozlem ¢iftinin olabilirlik fonksiyonuna katkis1 7z (x,),

yi=0 ise (x,, yi) gbzlem giftinin olabilirlik fonksiyonuna katkist 1-7(x,)
olasilig1 kadardir. B=(Bo B1)' parametre vektorii iken, (x;, y;) ikililerinin olabilirlik
fonksiyonuna katkisini gostermek i¢in asagidaki yol izlenir:

7(x) [1-7(x)]

Gozlemler birbirinden bagimsiz oldugundan olabilirlik fonksiyonu,

I(B) zﬁﬂ(xi ) [l—ﬂ(xi)]]_yi (IL1)

olarak bulunur. Log-olabilirlik (log likelihood) fonksiyonu ise,

L(B) =n[I(B)]= Z]:{ yln[ 7 (x) ]+ (1=3,) dn[1-7(x,) ]} (11.2)

olur. L(P)’y1 maksimum yapan P degerini bulmak iizere, L(B)’nin By ve Bi’e gore

turevleri aliirsa,

IZ::[yi —ﬁ(xi)] =0 (I1.3)

ixl. [yl. —ﬁ(xl.)] =0 (IL.4)

"olabilirlik esitlikleri" elde edilir.
Lojistik regresyonda bu esitlikler By ve B;’e gore dogrusal olmayan, iistel
denklem olduklarindan bu denklemlerin ¢6ziimii i¢in iteratif yontemler kullanilir.
Lojistik modelin en cok olabilirlik kestirimlerini bulmak igin iterasyona

baslarken baslangic degerlerini vermenin ¢esitli yollar1 vardir. Bunlardan biri



grafiksel gosterimlerden goz ile kestirimde bulunmaktir. Baslangi¢ degerlerinin
dogrulugu iterasyon sayisi ve kestirimlerin etkinligi iizerinde 6nemli etkiye sahiptir.
Iyi bir baslangic degeri ile az sayida iterasyon sonucu optimal c¢oziime
ulagilabilmektedir. Encok olabilirlik yonteminde her adimda yapilacak diizeltme

miktarl(S) , tek aciklayici degisken durumunda lojit tablolarindan elde edilmektedir

[2]. Veriler birbirinden ¢ok ayrik oldugunda en ¢ok olabilirlik kestirimlerinde
yakinsama elde edilememektedir [14].

(I1.3) ve (I1.4) esitliklerinden elde edilen B degeri, en ¢ok olabilirlik

kestirimidir ve ﬁ ile gosterilir. 7?( ) de 7r( ) nin en ¢ok olabilirlik kestirimidir ve

verilen x =x; degeri i¢in Y’nin 1’e esit olma kosullu olasiliginin kestirimini verir.
(IL4) esitligi >y =) 7(x,)seklinde yazilabilir. Bu esitlik, y’nin gdzlenen
i=l1 i=1
degerlerinin toplaminin, y’nin beklenen degerleri toplamina esit oldugunu gosterir.
Bu 6zellik sonraki boliimlerde modelin uyumu tartisilirken yararl olacaktir [8].
En ¢ok olabilirlik ve Newton yontemi yardimiyla parametre kestirimi asagidaki
gibi bulunur [14]:
e/ loistik fonksi 1
7(x,) =————— lojistik fonksiyon olsun.
( ’) 1+ eﬂo*‘ﬂl»"i ] y

(I1.2) nolu denklemin parametrelere gore daha agik bicimde yazilmasiyla, L(B),
LB) =D yiBy + 2 yiBix, = 2 In(1+eM™)

olur ve parametrelere gore tiirevleri alinip sifira esitlenirse,

ﬂo +Bx;

8L
TP =TS = X L) =0

aL ﬂo /Hl
$=ZW@-—Z 14 PP Zyu ZM(X) 0

elde edilir. Bu iki denklemin Newton ydntemine gore iteratif olarak c¢ozlimiiyle
kestiriciler bulunur:
PLAN

fl(ﬂo,/)’l)zZy,-—Z1+ i = DLV LA

ﬁo B

fz(ﬂoaﬂl) Zyzxz Zx l+e Bo+Bx; Zyixi_zxi”(xi)



b, P,
oo
o8, B,
%__ eﬂo*ﬁl"f ( 1 j %__ eﬂ0+ﬂlxi ( 1 j
B, Z(Heﬁ“ﬂ ‘j 14 /oA B 2% L+ [ 14 oA
:_zﬂ-(xi)(l_ﬂ-(xi)) :_zxi”(xi)(l_ﬂ-(xi))
%__ eﬂo*ﬁl", ( 1 j af‘z _ 5 eﬁUJrﬁlXi ( 1 )
aﬂo - in(l+eﬂo+ﬂlxi] 1+eﬂo+ﬁ1/“i aﬂl - zxi 1+€ﬂ”+ﬂ1x' 1+eﬂo+ﬂlxi
:_in”(xi)(l_ﬂ:(xi)) :_zxizﬂ(xi)(l_”(xi))

mr.(1-7, xm(l-1.
J:_z z( 1) lel( z)
Zx[ﬂ'[(l—ﬂ'i) in m,(1-m)
Jakobiyen matrisi olusturulduktan sonra iteratif ¢6ziim vektoriiyle iterasyon

denklemi ¢oziiliir:

U =g I (BY)FB™) (IL5)

I1.1.2 Yeniden Agirliklandirilnus Iteratif En Kiigiik Kareler Yontemi

Lojistik regresyonda parametre tahmininde kullanilan bir bagka yontem de
iteratif olarak agirliklandirilmis en kiiciik kareler yontemidir. Bu yontem, hata
terimlerine 1iliskin varyanslarin esit olmadigi zamanlarda, degisen varyanslilik
durumu s6z konusu oldugunda dogru tahmin saglar.

Gruplandirilmis verilerde J grubun her birinde n; denemeden r; basari elde
y

— seklinde  gosterilsin.  Varyansi
n.
J

edildiginde, basari orant P, =

o} = Var(r;/P,) = Var(P,) = Pj.( r_1 J} oldugundan her binom dagilimli gézlem igin

j

varyans degismektedir. Bu durumda lojit(rj/n;)’nin agiklayict degiskenler iizerinde,

n;

W, :m agirhigr ile agirhiklandirilmis regresyonu uygulanmalidir. Fakat w;
PN

agirlik degerleri de P;’nin bir fonksiyonu oldugu i¢in en kiiciik kareler yontemi
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iteratif olarak uygulanarak agirlik degerleri her adimda yeniden elde edilmek

suretiyle ¢oziime ulasilir [4 , 23].

I1.1.3 Minimum Logit Ki-Kare Yontemi

Agirlikli en kiigiik kareler kestirim yonteminin 6zel bir bi¢imidir. Berkson’un
(1955) gelistirdigi bu yontemde, 2xj ¢apraz tablolarindaki beklenen ve gdzlenen lojit
degerler arasindaki farktan yararlanilmaktadir. Bu yontem tekrarli veriler olmasi
durumunda kullanilmaktadir.

Veriler J grupta tekrar edildiginde ve her grupta tekrar sayisi ¢ok oldugunda
katsay1 kestirimleri agirlikli en kiiciik kareler yontemleri elde edilebilmektedir.

I.1.2 kisminda deginilen yontemde, P; basari olasilifi, lojistik fonksiyon
esitliginde tanimlandigi gibidir. Bu olasilik {izerinde yapilan lojit doniisiim, bu
yontemde yanit degiskenini olusturmaktadir. Kestirimde kullanilan agirlik degerleri
n; P; (1-P;) olarak elde edilmektedir. Yontem, lojit degeri olarak tanimlanan yanit
degiskeninin agiklayici degiskenler iizerindeki agirlik degeri ile agirliklandirilmis
regresyonundan EKK kestirimlerini elde etmeye dayanmaktadir. Buradan tek adimda
bulunan agirlikli EKK kestirimleri minimum lojit Ki-Kare kestirimleri adini
almaktadir.

Olasilik degerinin 0 veya 1 oldugu durumda lojit degeri tanimli olmayacagi
icin P; yerine P; +1/2n; degerinin konuldugu ayarlanmis lojit ki-kare yoOntemi

kullanilmaktadir [2].

11.2 PARAMETRELERIN ONEM TESTI

Lojistik regresyonda katsayilarin anlamlilik testleri bagimsiz degiskeni iceren
ve igermeyen modellerden bulunacak log-olabilirlik fonksiyonu ile yapilmaktadir.

Olabilirlik fonksiyonu kullanarak gozlenen degerlerle kestirilen degerlerin

karsilastirilmasi,

(IL.6)

D=2 ln{ Mevcut modelin olabilirligi }

Doymus modelin olabilirligi
biciminde verilir. Burada doymus model veri noktalari kadar parametre iceren

modeldir.

11



Esitlik (I1.6)’te parantez igerisinde verilen ifade olabilirlik orani olarak bilinir;
(-2[n) katinin alinmasi, matematiksel oldugu kadar dagilimi bilinen bir deger elde
etmektedir. Bu deger hipotez testi amaciyla kullanilmaktadir. Boyle bir test
“Olabilirlik Oran Testi ” adin1 alir. Log olabilirlik esitligi kullanilarak (I1.6) esitligi,

D:—2.i{yjn[£]+(l—yl.)ln[l_fz" ﬂ (I1.7)
i=1 Vi

1—y,

biciminde elde edilir. Burada 7, = 7(x,) dir.

(I1.7)’deki D istatistigi baz1 yazarlar tarafindan sapma (deviance) istatistigi
olarak adlandirilir ve uyum 1iyiligine karar verirken kullamilir [14]. Lojistik
regresyon i¢in sapma, dogrusal regresyondaki artik kareler toplami ile ayni anlami
tasir ve (IL.7) esitligindeki sapma, dogrusal regresyon ig¢in hesaplanirsa
SSE = Zn:(yi —¥.)* ’ye esit olur.

)

Bagimsiz bir degiskenin anlamliligina karar vermek icin, denklemde bagimsiz
degiskenin oldugu ve olmadigi durumlardaki D degerleri karsilastirilir. Modeldeki
bagimsiz degiskeni kapsamasindan dolay1 ortaya ¢ikan D’deki degisim asagidaki
gibidir:

G = D (degiskensiz model i¢in) — D (degiskenli model i¢in) (I1.8)

Bu istatistik lojistik regresyonda, dogrusal regresyonda kullanilan F testinin
pay kismi olan regresyon kareler toplami ile aynidir. G’yi hesaplamak ig¢in farki
alinacak D degerlerinin her ikisi i¢cin de doymus modelin olabilirlikleri ortak oldugu

icin G istatistigi su sekilde ifade edilir:

(IL.9)

G=-2In { Degiskensiz modelin olablhrhgl}

Degiskenli modelin olabilirligi

Tek bagimsiz degiskenli ve degiskenin modelde olmadigi durumda Bo’in en
cok olabilirlik kestirimi In(n;/ng)’dir. Burada n;=Xy; ve ny=2(1-yi) iken, kestirim
degeri de n;/n sabit degeridir. Bu durumda G,

BlG]
G=-2In| ~/~1 (IL.10)

~Yi ~ -y
S Ry
i=1

ya da
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G=2 {Zn: [yl.ln(frl.) +(1-y)n(1- le.)] - [n]ln(n1 )+n,ln(n,)— nln(n)]} (IL.11)

i=l1
olur. B;=0 hipotezi altinda, G istatistigi 1 serbestlik derecesiyle ki-kare (y°)
dagilimina sahiptir.

Bagimsiz degiskenin modele katkisinin 6énemini test etmek i¢in Wald ve Score
testleri de mevcuttur. Bu testler i¢in gerekli varsayimlar, olabilirlik oran testindeki
varsayimlarla aynidir.

Wald testi, egim parametresinin en ¢ok olabilirlik kestiriminin, onun standart
hatasina orani ile yapilir. Elde edilen oran, ;=0 hipotezi altinda standart normal

dagilimi gosterir:

~

W=—P_ N1
SE(B,)

Baz1 yazarlar Wald testi ile bagimsiz degiskenin katsayisi gercekte onemli

oldugu halde test sonucunda katsayinin dnemsiz ¢ikabilecegini belirtmislerdir [5].
Hem G olabilirlik oran testi, hem de W wald testinde B; i¢in en ¢ok olabilirlik
kestirimlerini hesaplamak gerekir.

Bir bagka test de Score testidir. Hesaplama islemlerini azaltmasi bu testin en
biiyilk avantaji olmakla beraber, bir¢ok paket programda bulunmamasi ise
kullanilmasini kisitlamaktadir [6]. Score testi, log olabilirliginden tiiretilen dagilim
teorisine dayanmaktadir. Aslinda matris hesaplamalar1 gerektiren ¢cok degiskenli bir
testtir.

Tek degiskenli durumda, bu test, (IL.3) esitligindeki tlirevlerin verilmesiyle
(I.4) esitligindeki tiirevlerin kosullu dagilimina dayanir. Burada [y ve P
katsayilarinin hesaplanmasinda (I1.4) esitligi kullanir: Bo=In(n;/ng) ve B; = 0 dir. Bu

parametre degerlerine bagli olarak 7=n,/n=Yy olur. Boylece (I1I.4) esitliginin sol
tarafi in(yl. —7)’ye doniisiir. Kestirilmis varyans )7(1—?)2()9 —X)* dir. Score

testi (ST) icin test istatistigi,
25 =7)
i=1

\/ﬂl DN

olarak verilir [8].

ST =

13



11.3 COKLU LOJISTIK REGRESYON MODELI

Bu boéliimde, lojistik regresyon modelini birden ¢ok bagimsiz degisken olmast
durumu i¢in kisaca ele alacagiz.

X'=(x, X2, ..., xx) vektorii ile gosterilen k tane bagimsiz degisken kiimesi olsun.
Yanit degiskeni icin P(Y=1/x) = n(x) yazilsin. Coklu lojistik regresyon modelinin
lojiti agsagidaki denklemle ifade edilir:

8(x) = PotPixit Paxot... HPixk (I1.12)

Buradaki lojistik regresyon modeli,

RC

i (IL13)

7(x)=

seklindedir.

Bagimsiz degiskenlerden bazilari nominal ise bunlar siirekli degiskenlermis
(aralik oOlgekli) gibi kabul ederek modele dahil etmek uygun degildir. Degiskenin
farkli diizeylerini gostermek i¢in gdstermelik (dummy, kukla) ya da tasarim (desing)
degiskenleri kullanilir [ 8].

Genelde, nominal bir degisken d kategoriye sahipse, d-1 tane gostermelik (Dj,,
u=I,...,d-1) tanimlanir. Bdylece nominal Ol¢ekli degisken igceren modelin lojiti

asagidaki gibi olur:

d;-1
g(x)= ﬁo +:le1 +...+ z :BjuDju +ﬁkxk (I.14)
i=1

B'=(Bo,P1s,..-.Px) iken ¢ok degiskenli durumda, parametre kestirimleri i¢in en
cok olabilirlik yontemi kullanilir. Olabilirlik fonksiyonu yaklasik olarak (II.1) nolu
denklemde verildigi gibi olmalidir. Fakat tek degisiklik olarak ﬁ(x) denklem (II.13)

de tanimlandig1 gibidir. Log olabilirlik fonksiyonunun k+1 tane katsayiya gore tiirevi

alarak k+1 tane olabilirlik esitlikleri, j=1,2,....k olmak {izere,

n

> [y—7(x)]=0 (I1.15)

i=1

ve
Zn:xi [yl. —ﬁ(xl.)]:O (I1.16)

bigiminde elde edilir [11].
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Kestirilen katsayilarin varyans ve kovaryanslari, log olabilirlik fonksiyonunun
ikinci dereceden kismi tlirevler matrisinden elde edilir. Bu kismi tiirevler,

J,u=0,1,2,...k, 7, = 7(x,) olmak lizere asagidaki bigimdedir:

Ve
LB _ N -

Esitlik (II.17) ve (II.18)’de verilen terimlerin negatiflerini kapsayan
(k+1)x(k+1) boyutlu matris I(B) ile gosterilir ve "bilgi (information) matrisi" olarak
adlandirilir. Kestirilen katsayilarin varyans ve kovaryanslari bilgi matrisin tersinden
elde edilir. Var(B)=I'l(B). Cok 6zel durumlarin disinda bu matrisin elemanlarini agik
bir sekilde yazmak miimkiin degildir. Matrisin j. kdsegen elemanm1 Var(f;)’dir;
kosegen disindaki matris elemanlar1 ise Cov(P;.,) ile gosterilir. Varyans ve

kovaryanslarin kestirimlerini Var(f)’y1 ﬁkullanarak buluruz. Kestirilmis katsayilarin
kestirilmis standart hatalar1 , (j=0,1,2,...,.k) i¢in,

—~ A A 1/2

SE(B,) =| Var(B) |
ile verilir [8].

Kestirilen modelin incelenmesinde ve uyumun degerlendirilmesinde faydali

olacak bilgi matrisi i(ﬁ)=X'VXseklindedir. Burada X, nx(k+1) boyutundaki bir

matris olup her bir birey ve denek i¢in verileri kapsar:

L X, x5 oo Xy

1 x, x X
21 22 e 2k

X=|. 7 .
1 xnl xn2 ‘xnk

V ise n x n boyutlu ve kdsegen elemanlart 7,(1-7,), olan (i=1,2,...,n) bir
matristir [8, 11]:
7,(1-7,) 0 0

vo| 0 AR 0
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Ote yandan anlamlilik testleri icin, tek bagimsiz degiskenli durumda verilen
olabilirlik oran testinin ¢ok degiskenli duruma genellestirilmis bigimi kullanilir.
Olabilirlik oran testi (II.5) de verildigi gibi G istatistigine baghdir. Aralarindaki tek
fark ﬁvektériinde k+1 parametreyi kapsayan modelde 7t degeridir. Modelde birlikte
degisenler icin k tane "egim" katsayisinin sifira esit olmasi hipotezi (null hipotezi)
altinda, G istatistigi p serbestlik derecesiyle (x) ki-kare dagilim gosterir. Hy
hipotezinin reddedilmesi dogrusal regresyondaki yoruma benzer yoruma sahiptir: En
az bir veya tiim k katsayilarinin sifirdan farkli olmasi1 yorumudur.

Genel olarak, test edilecek hipotez,

Ho:B=Bg+1=..-=Px1=0

H;: En az bir B, degeri sifirdan farklidir.
iken tiim parametreler iizerinde bulunacak olabilirlik fonksiyonu L(F); hipoteze gore

kisaltilmis model i¢in ise olabilirlik fonksiyonu L(R) olsun.

Test istatistigi,
2 LR) | __ B
Y _2ln[L(FJ 2[InL(R) - InL(F)]

olur. Ornek hacmi yeterince biiyiik oldugunda Ho hipotezi dogru ise y° istatistigi
yaklasik olarak y° (-ak-q Seklinde dagilim gosterir. Serbestlik derecesi, V=(n-q)-(n-
k)=k-q seklindedir. Boylece y°< * (-a; k-q) 0ldugunda Hy kabul edilirken >y (l-a; k=q)
oldugunda H; kabul edilir [3].

Katsayilarin hepsinin veya bir kismmin sifirdan farkli oldugu sonucuna

varmadan once, degiskenler tek tek Wald test istatistigi ile test edilebilir. Wald testi
i¢in kullamlan esitlik, W; :Bj/gl\E(Bj)’dir. "Bir katsayinin (fij)51f1ra esit olmas1"
hipotezi altinda Wald istatistigi standart normal dagilim gosterir.

Ote yandan, Score testinin ¢ok degiskenli durumlardaki ifadesi, L(p) nin p’ya
gore k tane tirevinin kosullu dagilimi dikkate alimarak hesaplanir. Bu testin

hesaplanmas1 Wald testiyle ayni1 zorluklara sahiptir ve Score testinin de olabilirlik

oran testine kars1 bir iistlinliigli yoktur [8].
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11.4. LOJISTIK REGRESYON MODELINDE KATSAYILARIN
YORUMLANMASI
Onceki boéliimlerde model kurma ve modeldeki degiskenlerin 6nem testi
tizerinde durulmustu. Burada ise katsayilarin yorumlanmasi incelenecektir. Lojistik
regresyonda model uygunlugunun degerlendirilmesi ile ilgili yontemler dogas1 geregi

daha karisiktir.

I1.4.1 iki Sonuglu (Dichotomous) Bagimsiz Degisken

x bagimsiz degiskeni iki diizeyli olsun ve 0 , 1 bi¢iminde kodlandigini
varsayalim. x=1 ve x=0 i¢in lojitteki fark g(1)-g(0) =[Ss+f:]-[fo]=F seklindedir. Bu
durumda konuyu agiklamak i¢in “Odds Ratio” larina gerek duyulur.

Lojistik regresyonda x bagimsiz degiskeni 0 ve 1 ile kodlandiginda miimkiin

olan olasiliklar 7z(x) ve I1-z(x) degerleridir. Bu durum Tablo IL1’de

gosterilmistir. x=1 iken riskin bireyler arasindaki olma olasihg 7 (1)/ I:l—ﬂ'(l):'

olarak tanimlanir. Benzer sekilde x=0 iken sonucun bireyler arasinda olma olasilig1

da 7z(0)/ [l —72'(0)] olarak tanimlanir. Odds Orani (Odds Ratio) OR ile gosterilir ve

asagidaki denklem ile verilir:

_ z()/[1-z ()]

_ I1.19
7[(0)/[1—7[(0)] ( )
Tablo I1.1 Bagimsiz Degiskenin ikili Olmas1 Durumunda Lojistik
Regresyon Modelinin Degerleri
Sonug¢ Degiskenleri Bagimsiz Degisken (X)
(Y) x=1 x=0
eﬂn+ﬂl eﬂn
=] (1) =——— 7(0) =
Y @ 1+ "/ ©) 1+e
=0 1—7[(1)—; 1-7(0) = !
Y 1+eP"h 1+
Toplam 1.0 1.0
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Tablo II.1°’deki degerler (I1.19) denkleminde yerine konulursa odds orani
asagidaki gibi bulunur:

eﬁo‘*’ﬂl /( 1 j
1+eﬁo+ﬂ1 1+eﬁo+ﬁ1
OR = 7 1
e’
(l+eﬂ° J/(1+eﬁ°j

eﬂo +h
Ao

(11.20)

e
— oot B)hy
_oh
Dolayisiyla iki diizeyli bagimsiz degiskenin lojistik regresyonu i¢in odds orani
OR = ¢” dir. Odds degerlerinin logaritmas1 lojit olarak adlandirilir. Bu degerlere
iligkin lojit degerler,
g)=In{x()/[1-x(1)]}

g(0)=In{x(0)/[1-(0)]}
olmak iizere log-odds (odds) logaritmast,

7[(1)/[1 —zz(l)]
7r(0)/[l —7[(0)]

In(OR) = ln{ } =g()-g(0)

:ln(eﬁ‘)

= 181
seklinde ifade edilir; lojit fark (logit difference) olarak da adlandirilir. Yani x
degiskeninin iki farkli degeri i¢in bulunan log-odds oranlarinin farki, bu iki kosulun

karsilastirilmasinda kullanilacak log-odds oranini verir. Yukaridaki 6rnekte log-odds

orant ln(OR)zln(eﬂ ‘): B, olup, regresyon modelindeki egim Kkatsayisini

vermektedir. Bir baska yorum ise, g(1)-g(0) olmasiyla f;=g(x+1)-g(x) seklinde
yazilarak bagimsiz degiskendeki bir birimlik degismeye karsilik lojitteki degismeyi
gostermesidir [11].

Odds Orani genis kullanima sahip bir 6l¢lim birimidir. Epidemiolojik
arastirmalarda giiclii bir analitik metot oldugu kanitlanan lojistik regresyonun
secilmesinin temel nedeni katsayilarinin yorumlanabilir olmasidir. Lojistik

regresyonda katsayilarin yerine odds oranlarinin yorumlanmasi oldukga biiyiik 6nem
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tagir. x=1 olan bireyler arasinda sonu¢ degiskeninin gergeklesme olasiligi, x=0 olan
bireylere gore ne kadar ¢ok veya az oldugu agisindan 6zellikle epidemiolojide yaygin
olarak kullamlan bir iliski olciisiidiir. Ornegin y yanit degiskeni bireyin akciger
kanseri olup olmadigini, x degiskeni de bireyin sigara kullanim durumunu gostersin.
Eger OR =2 ise, akciger kanserinin sigara i¢en kisilerde icmeyenlere gore iki kat
daha sik goriildiigiinii belirtir.

Odds orani yardimi ile yorumlama bircok durumda goreli risk (relative risk)

adi verilen bir nicelige dayanir. Bu parametre 7(1)/7(0)oranina esittir. Esitlik
(I1.18)den [1—-7(0)]/[1-z(1)]~1 ise odds orani greli riske yaklasir. Bu yaklagim
ancak 7(x), x=0 ve x=1 i¢in yeterince kii¢iik ise gecerli olur [8].

Odds orani, OR, lojistik regresyonda onemli bir parametredir. Teorik olarak

orneklem genigligi yeterince biiylik oldugu zaman OR ’nin dagilimi normaldir.

Ancak oOrneklem biiyiikliigii ¢ogu calismada saglanamamaktadir. Bundan dolay1
cikarsamalar genellikle ln(é??) = ,Bl ’in Orneklem dagilimina dayanir. Odds oraninin

100(1-0)% giiven aralig1 kestirimi, ilk olarak B, katsayisi lizerinden elde edilir:
eXp [ﬁl * Zl—a/ZSE(ﬁl):|

Giiven araliginin smirlar1 1°den biiyiik ¢iktig1 zaman dagilim saga yatik olur ve
aralikta 1 degerinin olmamasi durumunda odds oraninin istatistiksel olarak onemli
olduguna karar verilir. Bu durum sadece bagimsiz degiskenin 0 ve 1 degerleriyle
kodlanmasinda gecerlidir [8, 11].

Ilisgki ©6lgiisii olarak odds oraninin &neminden dolayi, nokta ve aralik
kestirimleri genellikle lojistik regresyon analizi sonucunda tablolarda bulunur.

Bagimsiz degiskenin diger kodlama tiirlerinde ise lojit farkin degeri yeni
kodlar iizerinden yeniden hesaplanir; sonra da e’nin iissii seklinde yazilir. iki farkl
diizeydeki x=a’ya kars1 x=b i¢in herhangi bir bagimsiz degiskenin odds oraninin

logaritmasi, bu iki deger i¢in hesaplanan lojitlerin farkina esittir:

zn[ék(a.b)] = §(x=a)—g(x=h) (11.21)

= (Bo +B1a) - (:éo + ﬂA1b)
= fi(a=b)
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Kestirilen odds orani, asagidaki gibidir:
OR(ab) = exp [ Bi(a- b)] : (11.22)
Bu ifade sadece (a-b)=1 oldugu zaman exp(Bl) ’e esit olur. Esitlik (I1.21) ve

(I1.22)’deki 61\{(a.b) Odds notasyonunu gosterelim:

7(x= a)/[l—fr(x = a)]

OR(ab) = 2 by/[1-#(x =b)]

(I1.23)
a ve b, marjinal yontem olarak da bilinen, eger a=1, b=-1 (6rnegin; kadin:-1,
erkek:+1) biciminde kodlanmis ise, (I1.21) esitligi,
In [ﬁ(kadm, erkek)} =g(D=1)-g(D=-1)
= [ﬂo +:6)1(D = 1)]_[130 +181(D = _l)]
=24
ve kestirilen odds oran1 OR = exp(2 ,bA’l) olur.

Kodlama metodu, ayn1 zamanda odds oraninin giiven araligmin alt ve {ist
siirlarinin hesaplanmasini da etkiler. Genel olarak denklem (I1.23) de verilen odds

orani i¢in giiven araliginin alt ve st sinirlari,
exp[ Bla-b)+Z, ,|a—b|SEB )} (11.24)

seklindedir;

a—b|,

(a—Db) degerinin mutlak degeridir. Genelde tiim iki diizeyli

degiskenlerin 0 veya 1 diye kodlanmasi ve bu degiskenlerin aralik 6l¢ekli degisken

olarak varsayilmasi onerilir [ 8, 11].

I1.4.2 Cok Sonuclu (Polychotomous) Bagimsiz Degisken

Nominal bir bagimsiz degiskenin ikiden fazla diizey icerdigi durumda, bu
degiskenin kategorilerini gosteren gostermelik/tasarim degiskenlerinin olusturulmasi
gerekir.

Gostermelik degiskenlerin se¢imi, bir diizey referans secilerek yapilabilir.
Referans grup olarak segcilen diizey i¢in 0 ve gostermelik degiskenler 1 degerini alir.

iki diizeyin birbirine gore karsilastirilmasi, drnegin,
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In [ﬁ(siyah,beyaz)} + ,él (D, =D+ ,82 (D, =0)+ 183 (D, = 0)]

:[ A
_[ﬁo +:é1(D1 :0)"‘:82(1)2 :O)"'/Bs(Ds :O):|
=5
biciminde uygulanir [8].
Odds oranlar1 i¢in giiven araliklari, iki diizeyli bagimsiz degiskenlerde
kullanilan yaklasimdan ayni sekilde elde edilir. Ilk olarak Log-odds (lojistik

regresyon katsayisi) i¢in giiven limitleri bulunur ve daha sonra bu limitleri ve {issii

alimarak odds orani i¢in giiven limitleri elde edilir. Genel olarak, katsayr igin
%100(1-ov) giiven limitleri ﬁj +Z_, /251\5 (,Bj) dir. Odds orani i¢in giiven aralig1 bu

sinirlarin e-tissii alinarak,
exp| B2, ,,SEB) | (11.25)

elde edilir.

Tasarim degiskenlerinin kodlanmasinin bir bagka yolu ise ortalamadan sapma
metodudur. Bu kodlama yontemi genel ortalamadan grup ortalamasinin sapmasinin
etkisini agiklar. Lojistik regresyonda, "grup ortalamasi" grubun lojitidir ve "genel
ortalama" ise tiim gruplarin ortalama lojitidir. Bu yonteme gore, tasarim degiskeninin
tiim degerleri -1 alinip, geri kalan diger degiskenler i¢in 0 ve 1 kodlamas1 kullanilir.

Ortalamadan  sapma  kodlamasi  metoduyla  kestirilen  katsayilarin
yorumlanmasi, referans grup metodu kadar kolay ve acik degildir. Kestirilen
katsayilarin {issii, belirli bir grup i¢in odds degerinin, oddslarin geometrik
ortalamasina oranini verir. Fakat buradan ¢ikan sonug¢ gergegi yansitmaz. Clinkii pay
ve paydada iki farkli kategori i¢in oddslar mevcuttur. Kestirilen katsaymin {issii

ortalama odds degerine gore ifade edilmektedir.

I1.4.3 Siirekli Bagimsiz Degisken

Lojistik regresyon modeli bir silirekli bagimsiz degiskeni icerdigi zaman,
kestirilen katsayilarin yorumlanmasi degiskenin modele nasil girdigine ve degiskenin
birimine baghdir. Dogrusallik varsayimi altinda, lojit, g(x)=fy+fx ’dir. f; egim
katsay1s1, x’deki "1" birimlik artisin log-odds degerinde meydana getirdigi degisimi
verir. Herhangi bir x degeri i¢in f;=g(x+1)-g(x) dir. "1" degeri ¢ogu zaman biyolojik
olarak pek ilging degildir. Ornegin, yas degiskenindeki "1" birim artis veya sistolik
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kan basincindaki 1 mm Hg artis 6nemli sayilmayacak kadar kiiclik bir degisimdir.
Yastaki 10 yillik veya 10 mm Hg degisimi daha yararli kabul edilebilir. Diger
yandan x’in tanmim araligi 0’dan 1’e dogru ise, "1" birimlik degisim ¢ok biiyiik
olacaktir; 0,01 birimlik artis da daha gercekei olacaktir. Bu nedenden dolay1 siirekli
Ol¢ekli kovaryantlar hakkinda faydali bir yorum saglamak i¢in kovaryanttaki "c "
degisimi i¢in nokta ve aralik kestirimine bakmak gerekir.

x’deki ¢ birimlik bir degisim i¢in log-odds orani g(x+c)-g(x)=cf; lojit farkindan
elde edilir ve karsilik gelen odds oran1t OR(c)=OR(x+c,x)=exp(cf;) olarak bulunur.

pr’in en cok olabilirlik kestirimi ﬁl, giiven araligi kestiriminde asagidaki gibi

kullanilir: OR(c)’ nin %100 (1-a) gliven aralig1 kestirimi,
exp [cﬁ] +Z _,,C SE(,@])}

seklindedir.

Giliven araliginin baglangig ve bitis noktalarinin ¢’ nin se¢imine bagl
olmasindan dolayr ¢’ nin belirli bir degeri tiim tablo ve hesaplamalarda acikca
belirtilmelidir. ¢’ nin daha rastgele, keyfi secimi bazi durumlarda zorluklar
cikarabilir.

Lojitin ~ kovaryantta dogrusal olmadigmma inaniliyorsa, gostermelik
degiskenlerin kullanilmas1 ve gruplandirilmasi distiniilmelidir. Alternatif olarak,

’ x’, ..) veya kovaryantta dogrusal olmayan

yiiksek dereceli terimler (6rn: x
Olcekleme (6rn. log(x)) disiiniilmelidir. Dolayisiyla, siirekli kovaryantlari
modellemenin énemli noktasi lojitteki dlgeklendirmedir [8].

Ozet olarak, siirekli bir degiskenin kestirilmis katsayisinin yorumlanmast,
nominal 6l¢ekli degiskenlerinkine benzer. En énemli fark ise siirekli degisken icin

anlamli bir degisimin tanimlanmasidir.

I1.4.4 Etkilesim Varliginda Odds Oranlarinin Kestirimi

Zaman zaman iki ya da daha ¢ok degisken s6z konusu oldugunda etkilesim
terimleri de modele girebilir. Risk faktorii ve baska bir degisken arasinda etkilesim
oldugunda risk faktoriiniin odds orani kestirimi, onunla etkilesime giren degiskenin
degerine baglidir. Bu durumda 6nceki boliimlerde verilen odds oranlarini kestirmek
icin kullanilan formiilde bir degisiklik yaparak etkilesim i¢cinde olan degiskenler
arasindaki lojit farki da hesaba katilir [8].
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Bir modelde iki bagimsiz degisken ve bunlarin etkilesimi yer alsin. F risk
faktorii, x kovaryant ve onlarin etkilesimi de F.X seklinde ifade edilsin. F=f ve X=x
i¢in bu modelin lojiti,

g(fx)=B,+B.f+Lx+pfx (I1.26)
seklinde olur. X=x sabit tutuldugunda F=f"e kars1 F=f; diizeyleri i¢in log-odds orani,

g(fi-x) = By + Buf + Box+ B fix
ve

g(fo-X) =Py + Bifo + Box+ B fox

ifadelerinin farkinin lojitinin alinmasiyla,

In|OR(F = f,,F = f,, X =x) |=g(f;,x)—g(f;,x) (I1.27)
:(IBO + BN +132x+ﬂ3f1x)_(ﬂo + 5./, +ﬂ2x+,6’3f0x)
=B =S +xB(fi— 1)

seklinde elde edilir. Buradaki parametreler yerine kestirilmis degerlerini kullanarak

kestirilmis log-odds degeri bulunmus olur. Bu esitligin varyans kestirimi,

@{ln[él\?(F:f],F:fo,X:x}} — (=1, ) Var(B)+[x(f, - ;)] Var(B,)

+2x(f,- ;) Cov( B, B,) (11.28)

bigiminde verilir [8].

Lojistik regresyon programlarinin birgogu modeldeki kestirilen parametrelerin
varyans ve kovaryansinin kestirimini verir. Kestirimler elde edildikten sonra, esitlik
(I1.28) de bu degerler yerine konularak kestirilen log-odds oraninin varyansiin bir
kestirimi bulunur. Log-odds orani i¢in %100(1-o) gliven araligi kestiriminin sinir

(baslangi¢ ve bitis) noktalari,
exp([ B/ = 1) |+ 3B,/ = 1)) £ Zy.0nSE{In| OR(F = £, F = fy. X =x]}  (11.29)

olarak elde edilir.
F iki diizeyli bir risk faktorii ise bu ifade, varyansi ve log-odds kestiricileri

daha basit sekil alir. Eger f;=1, f,=0 alirsak log-odds oraninin kestirimi,

zn[oAR(F=1,F:0,X:x)}:ﬁ1 + Box
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olur. Varyans kestirimi

Var{in| OR(F = f,,F = f, X = x || = Var(B)+Var(B,) + 2xCov( . B.)
seklindedir. Odds orani i¢in kestirilen giiven araliginin sinir noktalari

exp((ﬁ1 +B)x ZngE{ln [OR(F=1,F =0,X = x)}})

seklinde elde edilir [8].

11.5 MODEL UYUMUNUN BELIRLENMESI

Modele gerekli tiim degiskenler alindiktan sonra kestirilen lojistik regresyon
modelinin sonu¢ degiskenini tanimlamakta ne kadar etkili oldugu, uyum iyiligi
(goodness-of-fit) testiyle anlagilir.

Bagimli degiskeninin gézlenen degerleri y vektorii seklinde gosterilsin ve
y'=(Y1,y2,...,yn) olsun. Model tarafindan kestirilen degerler y ile gosterilsin ve
Y'=(,¥,-y,)0lsun. Eger y ve y arasindaki uzaklik, yani artik(residual), 6zet
olgiileri kiigiikse ve her bir (y,,y,), i=1,2,3...,n ikilisinin bu 6zet Olgiilere katkisi
sistematik degil ve modelin hata yapisina gore kiigiikse modelin uyumlu olduguna
karar verilir. Boylece, uygun bir modele tamamen karar vermek i¢in hem y ve y
arasindaki uzakligin 6zet 6l¢iisiiniin hem de bu odlgiilerin her bir pargasinin tek tek
incelenmesi gereklidir.

Uyum 1iyiligi i¢in su asamalar uygulanir: (a) tlimel uyum o6lgiilerinin
hesaplanmasi ve degerlendirilmesi, (b) genellikle grafiksel olarak Ozet istatistik
parcalarinin ayri ayri incelenmesi ve (c) y vey pargalar1 arasindaki uzaklik veya
farkin diger 6l¢timlerinin incelenmesi.

Ote yandan, uyum iyiligi kovaryantin hepsiyle degil, modeldeki kovaryantlarla
belirlenir. Ornegin X'=(x;,x,...,x;) bagimsiz degisken vektdrii ve J gdzlenen x ’in
farkl1 degerlerinin sayisini gostersin. m; denek sayisini gostersin, j=1,2,..,,J.

e Eger analize dahil edilen denekler arasinda ayni kovaryant degerine sahip

denekler varsa, kovaryant sayisi (J) < toplam denek sayisi (n) olur, (m,

degeri biiyiik olma egiliminde).
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e Model gelistirme asamasinda, bagimsiz degiskenlerin degerleri her bir
denek i¢in farkl 6l¢iim degerine sahipse J=n dir [8].

Ozellikle modelde siirekli degiskenler yer aliyorsa J=n olmasi beklenilir.

Uyum 1iyiligi testinde kullanilan farkli istatistikler vardir. Bunlar asagida

aciklanmistir ve bu istatistiklerde J=n oldugu varsayilmistir.

11.5.1 Ki-Kare Istatistigi () )

Modelde sadece sabit terim varken sdzkonusu hatay1 gosterir. Diger bir
anlatimla () istatistigi, modelde sadece sabit terim oldugunda -2LogL istatistigini
vermektedir. Yani ilk ki-kare istatistigi modeldeki tiim B katsayilarinin sifir oldugu

hipotezini kabul eden -2LogL istatistigidir.

I1.5.2 Pearson Ki-Kare Istatistigi ve Sapma Olgiitii

Lojistik regresyonda gozlenen ve kestirilen degerler arasindaki farkin
(dogrusal regresyondaki y—y artik fonksiyonu gibi) birgok olgiisii vardir. Lojistik
regresyonda kestirilen degerler her bir kovaryantin deseni i¢in hesaplanir ve o

kovaryant deseni i¢in kestirilen olasiliga baghdir; kestirilen deger y;ile gosterilir:

eé(x/)
Y. =mm. =m

J JT g(x;)

N+te
Buradaki g(x;) kestirilen lojittir. m; kovaryant degerleri birbirinden farkli olan
denek sayisidir.

Gozlenen ve kestirilen degerler arasindaki farkin iki ayr1 dl¢iisiinii inceleyelim.

Bunlar Pearson art1g1 ve deviance artigidir. Kovaryant deseni i¢in Pearson artig1
(y_,- B m_/%j))

(11.30)
m, (1_7%1))

dir. Bu artiklar iizerinden hesaplanan istatistik Pearson ki-kare istatistigi,

2= r.2) 3D

J=1

ile verilir. Sapma art1g1 agsagidaki gibi tanimlanir:
( ) 1/2
n y m<—y.
dly.,.7.)=%32| y..In| —— |+(m, -y, ). In| ———= 11.32
)42 2 oo, 2B s
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Burada denklemin oOniindeki (+) isareti (y;—m;7z;) ifadesinin isareti ile
aymdir. mj=1 ve y;=0 kovaryant deseni i¢in deviance art181 asagidaki sekle doniistir:

d(y,.#,)=—y2m,|in(1-#)

Bagka bir 6rnek olarak m;=1 ve y;=1 i¢in sapma artigt,

d(y,.7,)=2|in(#))

olur. Sapma artiklarina dayanan 6zet istatistigi,

J
D=>d(y,x,) (I1.33)
Jj=1
olarak yazilir [8].

Kurulan modelin tim yénlerden dogru oldugu varsayimi altinda %> ve D
istatistiklerinin dagiliminin J-(k+1) serbestlik derecesiyle ki-kare dagilimima sahip
oldugu varsayilir. Ayn1 zamanda D istatistigi (k+1) parametreli kestirim modeline
karsilik J parametreli doymus modelin olabilirlik oran testidir. Benzer durum Hy

hipotezi gegerli iken y” istatistiginin gosterdigi dagilim icin de gegerlidir:

D=—2in { Uyarlanmis modelin olablhrhgl}

Doymus modelin olabilirligi

Diger bir deyisle olabilirlik oran testi,

d T, 1-1.
D=-2 In| —L |+(1=y.)In :
Z{y (yJ (=) [1—ny

ile verilir. j=n alinmasiyla bu istatistik D, sapma olarak da adlandirilir [12, 14].

Sapma, genelde analize bagimsiz degisken ilave edildiginde modelin hatasini
gosterir. Bu nedenle -2LogL istatistigi bagimli degiskendeki agiklanmayan varyansin
anlamliligini gosterir. Bu istatistigin anlamli olmamasi lojistik regresyon analizinde
istenen durumu gostermektedir. Log olabilirlik degeri 0 ve 1 arasinda degerler
almaktadir. Bu oran bagimli degiskenin bagimsiz degiskenler tarafindan tahmin
edilme olasiligimi gosterir. -2LogL istatistigi yaklasik olarak ki-kare dagilimina
uydugundan lojistik regresyon analizindeki bu istatistik regresyon analizindeki artik
kareler toplamina benzer. Olabilirlik oran1 1 ise -2LogL sifira esit olur. Model,
doymus modelle uyumlu tam olarak temsil edilmesi durumunda bu sonug
gerceklesir. Ozetle -2LogL istatistigi ne kadar kii¢iik degere sahipse daha iyi bir
model olusur [8, 14].
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I1.5.3 Hosmer-Lemeshow (G) Istatistigi

Hosmer ve Lemeshow, kestirilen olasilik degerlerinin gruplandirilmasini
onermislerdir. J=n ise veri matrisindeki n tane siitun. n tane kestirilen olasilik
degerine karsilik gelir. Burada gruplama yapmadaki amag¢ daha diizgiin bir beklenen
deger olusturulmasiyla mevcut dagilimi ki-kare dagilimina yaklagtirarak anlamli,
yorumlanabilir model elde etmektir. Gruplama iki farkl tipte yapilabilir:

(a) kestirilen olasiliklarin yiizdesi dikkate alinarak

(b) kestirilen olasiliklarin sabit degerleri dikkate alinarak.

Ik yontemde gozlenen ve kestirilmis beklenen frekanslar1 karsilastiran C
istatistigini inceleyecegiz. Burada 10’lu risk grubu kullanilir. Yani tiim gézlemler 10

gruba ayrilir. Bu yontem yeterli sayida gézlem oldugunda gegerlidir. Olumsuz yonii

ise gergek degerlerin goz ardi edilmesidir. C~ ¥’ (&2, grup sayisidir.

Ikinci ydntemde sabit kesim noktalar1 iizerine bir gruplandirma yapulir.
Ornegin kestirilen olasiliklara gore sabit gruplar olusturularak deneklerin ilgili grupta
yer almasi saglanir.

Gruplama yoluyla wverileri azaltma isleminde, gruplardaki veri sayisi
azaldigindan dolayr uyumdan sapmalar goriilebilir. Hosmer-Lemeshow testi
yorumlama ve genis veri kiimesini rahat ¢6zmek amacgli en yaygin tercih edilen bir
uyum testidir. Bu istatistik SPSS’de "Hosmer-Lemeshow G" olarak bilinmesinin
yani sira Model ki-kare istatistigi olarak adlandirilir. Bagimsiz degiskenlerden
hicbirinin bagimli iistiinliik oraniyla anlamli dogrusal bir iliski gostermedigini ileri
stiren sifir hipotezini test etmektedir. Diger bir anlatimla bu istatistik, sabit terimin
disindaki tiim lojit katsayilarinin sifira esit olup olmadigini sinamaktadir.

Model ki-kare istatistigi bir olabilirlik oran testidir ve bu ylizden modelde
bagimsiz degiskenin olmadigi -2LogL istatistigi ile modelde bagimsiz degiskenlerin
oldugu -2LogL istatistigi arasindaki fark olarak hesaplanmaktadir. incelenen modelin
parametre sayisi ile yalniz sabit terimli modelin parametreleri arasindaki farka esit
bir serbestlik derecesi ile ki-kare dagilimma uymaktadir. Lojistik regresyon
analizinde model ki-kare degerinin anlamli olmasi arzu edilen durumu

gostermektedir. Model ki-kare testi regresyon analizindeki F testine benzer [8, 10].
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I1.5.4 Blok Ki-Kare Istatistigi

Bir blok degiskeninin modele dahil edilmesiyle model ki-kare istatistigine
meydana gelen degismeyi gosterir. Bu istatistik adimsal lojistik regresyon analizinde
"Step ki-kare" adiyla hesaplanir. Her adimda modele tek bir degisken ilave edilip
cikartiliyorsa, dogal olarak blok ve step ki-kare istatistikleri esit olmaktadir.
Kategorik bagimsiz degisken modele dahil edildiginde blok ki-kare istatistigi ile test
edilmektedir. Bu durumda kategorik degisken ile ilgili tim gostermelik degiskenler

blok olarak modele dahil edilmektedir [8, 10].

I1.5.5 Siniflandirma Tablosu

Kurulan bir lojistik modelin sonuglarini 6zetlemek igin sezgiye dayanan en iyi
yol smiflandirma tablosu olusturmaktir. Bu tablo, sonu¢ degeri y’nin diizeyleri ile
kestirilen lojistik olasiliklar tarafindan tiiretilen ikili bir degiskenin ¢apraz
siiflandirilmasiyla elde edilir.

Tiretilen bu ikili bagimsiz degiskeni elde etmek i¢in ¢ kesim noktasi belirlenir
ve kestirilen her bir olasilik degeri c ile karsilastirilir. Eger kestirilen olasilik ¢
degerini gegerse, tiiretilen ikili degisken 1’e esit olur, diger durumlarda 0’a esittir. ¢’
nin en yaygin kullanilan degeri 0.5°dir.

Bu yaklasimda kestirilen olasiliklar grup {iyeligini tahmin etmek igin
kullanilir:

Y=0 grubunda P(Y=1)=Q, ve X~N(0,1)

Y=1 grubunda X~N(u,l1) oldugu varsayilirsa lojistik regresyon i¢in egim
katsayis1 B1=p olur ve sabit deger,

5 —in {L} ©

1-9)] 2
ile verilir. Lojistik regresyon modelinin Hatali Siniflandirma Olasilig1 (PMC),

1, [a-9)] 4 1. [ o 154
PMC =Q®<—In| ———= |—-— 1- O —n| —— |- 2L
o) {ﬂl { 0 } 2}4-( Ql) {ﬁl Ll_Ql)} 2}

dir. @, N(0,1) dagilimimin kiimiilatif dagilim fonksiyonudur. Boylece beklenen hata
orani, egimin biiylkliigiiniin bir fonksiyonu oldugundan, model uyumuyla iliskisiz
oldugundan dogru veya yanlis smiflandirma uyum iyiligi i¢in bir kriter olarak

dikkate alinmaz. Siniflandirma tablosu bagimli degisken gruplarindaki denek,
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gbzlem sayisina duyarlidir. Grup biiyiikliigii arttikga dogru siniflandirma olasiliginin

giivenirligi artar [8].

I1.5.6 ROC Egrisi Altindaki Alan

Dogruluk yiizdeleri, bir test sonucunun dogru siiflandirilmasindaki tek kesim
noktasina dayanir. ROC (Receiver Operating Characteristic) egrisi altindaki bolge,
siniflandirmada dogruluk tanimindan daha fazlasini verir. ROC egrisi altinda kalan
alan 0’dan 1’e kadar degisir. Gergeklesmeyen duruma karsi gerceklesen degerlerin

farkint gérmek bu ayrimi yapabilmek i¢in modelin bir yeterlilik Ol¢ilisii olarak

kullanilir.

Siniflandirma tablosunda duyarlilik ve 6zgiilliik [sensitivity, speciﬁcityj
(I=1Ay=0)  (§=0Ay=0)
sadece ek bilgi verir, model uyumuna karar vermede dogrudan etkili degildir.
Hedefimiz, siniflandirmanin amaci i¢in optimal bir kesim noktasini segmek ise
(sensitivity ve specificity) dogruluk yiizdelerinin her ikisini de maksimum yapan bir

kesim noktas1 segcmek olacaktir.

1,00
0.75+

0.50-1

Sensitivity

=)
¥

0.00+4
i

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
1 — Specificity

Sekil II.1 ROC Egrisi Altinda Kalan Alanin Grafiksel Gosterimi

Bu Sekil I1I.1’de ROC egrisi altindaki alan 0.6989°dur. Istatistiksel paket
programlarla ilgili degerler (kesim noktast gibi) girildikten sonra ROC egri altindaki
alana ulasilir. Genel bir kural olarak: (ROC egrisi altinda kalan alanin dogru

simiflandirma Olgiisiine gore bir olasilik oldugu ve (0,1) arast deger aldigi

unutulmamalidir).
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ROC = 0.5 alana sahipse ayrim yapilamaz, yorumlanamaz.
0.7 <ROC < 0.8 ise kabul edilebilir ayrim oldugu diistiniiliir.
0.8 <ROC < 0.9 ise miikemmel ayrimdir.

ROC = 0.9 ise ¢ok iyi ayrimdir.*

* Pratikte ROC egrisi altindaki alanin 0.9’dan biiylik gézlenmesi olagan
disidir. Gergekte dnceki konularda belirtildigi gibi tam bir ayrim oldugunda lojistik
regresyon modelinin katsayilarii kestirmek imkansizdir, fakat tam ayrima,
siiflandirmaya yakin bir ihtimal ROC egrisi altinda kalan alan > %90 oldugunda

kabul edilebilir [ 8].

I1.6 MODEL DEGERLENDIRME

Istatistikte gelistirilen bir modelin gecerliliginin degerlendirilmesi biiyiik nem
tagir. Lojistik regresyon modelinin uygunlugunun degerlendirilmesinde genelde
gercek olasiliklar ile kestirilen olasiliklar arasindaki standart farka bakilir [10].
Gozlemin, yeni modelin hangi agidan etkili oldugu, degisik hatalarin dagilimlari,
iliski olgtimii gibi gostergeler incelenir. Lojistik regresyonda hesaplanabilen hata

turleri:

a) Standart Olmayan Hatalar
Standart olmayan hatalar (e;), fiili (gercek) olasiliklar ile kestirilen olasiliklar
arasindaki farka esittir. Modelin hatalar1 lojit 6l¢ekte hesaplanmis ise bu hatalara lojit

hatalar ad1 verilir. Lojit hatalar asagidaki formiille hesaplanir:

Lojit Hata = (i. birimin standart olmayan hatasi)

S
P(-P)

b) Standart Hatalar
Standart hatalar, standart olmayan hatalarin (e;) kendi standart sapmalarina
boliinmesiyle elde edilir. Standart hatalar, agagidaki formiille hesaplanir:

&

7 =—— (1. birimin standart hatasi)

" JP(-P)
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Her bir birimin standart hatasi y° uygunluk istatistiginin bir bileseni olarak
goriilebilir. Biiylik 6rnekler i¢in standart hatalar 0 ortalama ve 1 standart sapma ile

normal dagilima uyar.

¢) Sapma Degerleri
Modelin serbestlik derecesiyle de ilgili olan sapma degeri deviance artigindan

elde edilir. y=0 riskli karsilagilmayan durum i¢in sapma degeri,

Sapma = /—2.In(P,)

y=1 riskiyle karsilasildiginda,

Sapma = ,/-2.In(1-P,)

formiiliinden hesaplanir. Biiyiik sapma degerleri modelin ilgili verileri 1yi temsil
etmedigini gosterir. Biiylik Oornekler i¢in sapma degerleri yaklasik olarak normal

dagilima uymaktadir.

d) Uzaklik (Leverage) Degerleri

Uzaklik degerleri kestirilen degerler iizerinde biiyiik etkisi olan birimlerin
belirlenmesi amaciyla kullanilir. Uzaklik degerleri 0 (tamamen etkisiz) ve 1
(tamamen etkili) araligi i¢inde degerler alir. Uzaklik degerlerinin ortalamasi P/n
oranina esittir. P, sabit terim dahil, modelde tahmin edilen parametre sayisini ve n
ornek hacmini gostermektedir. Boylece uzaklik degerleri ortalama uzaklik degeri ile
karsilagtiritlmaktadir. Ayrica herhangi birbirimin kestirilen olasilig1 %10’dan kiiclik
veya %90’dan biiyiik olmas1 durumunda, s6z konusu birim etkili bir birim olsa bile

uzaklik degeri kiiciik hesaplanabilmektedir [10].
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Sekil I1.2 Leverage Degerine (h) Kars1 Kestirilen Olasilik Degerinin (1) Cizimi

Eger kestirilen olasilik 0.1 ve 0.9 arasinda ise, leverage uzaklik olarak
diisiiniilebilecek bir deger verir. Kestirilen olasilik 0.1 ve 0.9 aralig1 disinda oldugu

zaman, leverage degeri uzakligi tam anlamiyla 6lgemeyebilir.

e) Cook Uzakhg1 (Cook’s Distance)

Cook uzaklig1 degeri herhangi bir birimin model {izerindeki etkisini gosterir.
Cook uzaklig1 belirli bir birimin modelden ¢ikartilmasi durumunda lojistik regresyon

katsayilarinin ne kadar degisecegini gosterir. Asagidaki formiille hesaplanir:

CU, =Z; R
1-h,

Formiilde Zi standartlastirilmis hatalar1 ve h; ise uzaklik (leverage) degerini

gosterir. Formiilden kolayca goriilebilecegi gibi Cook uzakligi hem standart hataya
hem de uzaklik degerine baghdir.

f) Grafik Yontemler

Yukarida bahsedilen istatistiklerden uygun olanlar kullanilarak normal olasilik

ve diger grafikler elde edilebilmektedir. Ornegin Sekil 11.7 grafik ydntem olarak

incelenip, yorumlanabilir. Uzaklik degerleri ortalama wuzaklik degeri ile

karsilagtirildigindan, kestirilen olasilik 0.1 ve 0.9 arasinda oldugunda ortalama
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uzaklik degerinden uzaklasan gdzlemin etkililigine bakilir. Ilgili gdzlem noktasmin
artik degeri ¢ok fazla biiytik ¢ikiyorsa etkili bir gdzlemdir ve bu durumda, bu gozlem
model yapisini etkileyeceginden gdzlem noktasinin veriden ¢ikarilamayacagina karar
verilir.

Sonug olarak bu modellerin degerlendirilmesi, yorumlanmasiyla modellerin

uyum iyiligi aragtirilmis olur [10].
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BOLUM II1

DOGRUSAL OLMAYAN LOJIiSTiK REGRESYON MODELI

Bagimli degiskenin degerinde gozlemlenen degisim bagimsiz degiskenin
aldig1 degere bagl olarak sabit ¢ikmiyorsa, bagimli degisken ile bagimsiz degisken
arasinda dogrusal olmayan bir iligki vardir denir. Burada dogrusal olmayan
regresyon modelleri olarak “segmented” veya diger bir deyisle “splayn” fonksiyonlar
incelenecektir.

Bagimli degisken ile bagimsiz degiskenler arasindaki dogrusal olmayan
iligskiyi bulmak i¢in lojistik regresyon modelinin dogrusal, karesel, kiibik veya daha
yiiksek dereceli bir model olup olmadigi sinanmalidir. Eger tiiretilen bagimsiz
degisken sayisi ¢ok fazla ise, kestirilen katsayilara iliskin standart hatalar oldukga
yuksek ¢ikma egilimi gosterir ve modele dahil edilen dogrusal terimler istatistiksel
anlamda oOnemli oldugu halde ©Onemsiz ¢ikar. Bu durumda lojistik regresyon
modelinin dogrusallik varsayiminin bozuldugu goriiliir. Boylece dogrusal olmayan
lojistik regresyon analizi kullanilarak verilerin modellenmesi tercih edilir.

Dogrusal olmayan lojistik regresyon modeli bilinmeyen parametre vektoriiniin
bilesenlerinin en az birine gére dogrusal olmayan bir fonksiyona sahiptir. Dogrusal
olmayan lojistik regresyon analizinin teorisi ve yOntemleri, dogrusal lojistik
regresyon modelinin teorisi ve yontemleriyle benzerdir.

Dogrusal olmayan regresyon modelleri oldukc¢a yararli olmasina karsin,
verilerin normal olmamasi halinde, kullanilan basit model uygun degildir. Bazen
doniisiim yapilarak bu sorun ¢oziilebilir. Bununla birlikte, uygulamada veriler goz
Oniine alinarak en uygun fonksiyonel sekli tahmin etmek zordur. Parametrik modelin
uygun oldugu disiiniilebilen durumlarda bile, bagimsiz degiskenlere gore bagimli
degiskenin fonksiyonel bagimliligini ortaya ¢ikarmada, dogrusal olmayan regresyon

yararli bir tekniktir [22].
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I11.1 SPLAYNLAR VE PARCALI POLINOM UYDURMA

“Splayn”, bir dizi veri noktalarina polinomial bir egri uydurma veya bu
noktalar arasindan piiriizsiiz olarak gecen ve bir¢ok parcadan olusan esnek bir
egridir. Splayn fonksiyonlar yeni yeni gelistirilen matematiksel araglardir. Bu
fonksiyonlarin temel diisiincesi, tanimlanan aralifi bagimsiz degiskenlerin gozlem
degerleri yardimiyla alt araliklara bolerek, her bir alt aralikta farkli bir polinomial
fonksiyon ile bagimli ve bagimsiz degiskenler arasindaki iliskiyi modellendirerek
istenilen mertebeden tiirevi olan siirekli fonksiyon elde etmektir [ 1 ].

Bazen diigiik dereceli polinomlarin veriye uydurulmasinda zayif kaldigi,
polinom derecesinin yiikseltilmesinin de durumu diizeltmedigi goriiliir. Bunun
nedeni artik kareler toplamindaki basarisizlik veya acgiklanmamis yapilar1 gosteren
artik cizimleridir. Bu problem, fonksiyon, x dizisinin farkli parcalarinda farkli
davrandiginda ortaya ¢ikar. Bazen x ve/veya y’deki doniisiimler bu problemi ortadan
kaldirir. Ideal yaklasim, verilerdeki x dizisini bélmek ve her bir boliime uygun bir
egri olusturmaktir. Splayn fonksiyonlar pargali polinom uydurmay1 gerceklestirmek
icin kullanigh bir yoldur [16].

Parcali polinomlarin siradan polinomlara gore biikiilgenligi zayiftir, iyi
diizgiinlestirilmeleri zordur. Splaynlar n-1 siirekli tlirevlerle kirilma noktalarryla
n.dereceden parcali polinomlardan olusur. Splaynlarin kirilma noktalari, polinom
pargalarinin birbirine baglandigi ortak noktalar olan “diiglimler(knots)” olarak
adlandirilir. n=2 veya 3 veya daha fazla ise splayn diizgiin, esnek sekildedir.

Splaynlarin iki klasik 6rnegi vardir: 0.dereceden olan adim fonksiyonlar1 ve
1.dereceden splaynlar olan kirik ¢izgiler. Bu 6rnekler diizgiinlestirilmenin olmadigi

durumlar seklinde asagida gosterilmistir.

Sekil II1.1 Adim Fonksiyonu ve Kirik Cizgi. 0. ve 1.Dereceden Splayn
Yaklagimiyla Iki Diizgiin Egri
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Bir histograma ait parabolik splayn yaklagimi Sekil I11.2° de oldukga

diizgiinlestirilmis bir bicimde gosterilmistir.

ha

h3

h1 / .

tl t2 t3 t4 th th+1

Sekil I11.2 Bir Parabolik Splayn. 0.Dereceden Bir Splayn Histograminin Her
Bir Parcasindaki Alana Esit Olan Parabolik Splayn

Histogram 4, yiiksekligine, ¢, diigiim noktasina sahiptir ve parabolik splaynin
her pargasinin altindaki bolge histogramdaki basamaklara karsilik gelir. Parabolik
splaynin ayrintili incelenmesi egrilerin 2.tlirevlerindeki sigramalar1 gosterir.

Genelde pargali polinomlardan ¢ok splaynlarin tercihi daha fazladir; clinki
diizgiinlestirme durumlar1 baz1 katsayilar1 yok sayar. Bu, diigiimlerdeki degerler ve
diigiimlere ihtiya¢ duyulan kirik ¢izgilerin oldukga kolay goriilmesini saglar. Parcali

polinom pp(x), (k+1) kirilma noktali, n.dereceden k tane p, (x) polinom kiimesine
sahip olan denklem,

pp(x):pt(x) X € [tia ti+1]7 i:1929"'9k

biciminde gosterebilir. pi(x) fonksiyonu aio, aij, ..., ain Katsayilarina sahiptir. Kirilma
noktalar1 kiimesi T = (¢;, 3, ..., t;+1) dir. Parcali polinomun agik sekilde temsili
asagidaki gibidir:

pp(x) =@y +a, (x =)+ a,(x 1) +..+a, (x=1,)"

m

pp(x)’1 hesaplamak i¢in dogru i.aralig1 bulmamizi saglayan esitlik,

a0i+{M}(x_ti)

Lia—1
ile verilir. Dolayisiyla degerlendirme boyunca karsilagtigimiz (x—tl.) ‘nin katsayis1

olan aj; yi hesaplamak zorunlulugu vardir.
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Benzer bir gosterim yiiksek dereceli splaynlar igin mevcuttur. ik [#;, ]
araliginda splayn, herhangi bir polinom olabilir; dolayisiyla aj, ai;, ..., ain
katsayilarina ihtiya¢ vardir. Sonraki aralikta p, (x) ’in ilk (n-1) tiirevini ¢, deki
)2 (x) ’e esitlemek icin, 7, degerinde hesaplama yapilir. Bu polinomlar j=0,...,n i¢in
ajj ’den hesaplanabilir. #, degeri i¢in p,(x)’in n.tirevi, p (x)’den p,(x)
polinomuna gegis i¢in bir sigrama noktasidir. Clinkii bu gec¢is noktasi bir polinomun
digeriyle birlestigi ortak bir yerdir. Bu sekilde 3. ve 4. ve sonraki diiglimler
hesaplanabilir. Dolayisiyla (i=2, 3, ..., k) b, sicramasinin p, (x) aciliminda yer alan
katsayilarin bulunmasiyla pp(x) gosterimi elde edilmis olur [20].

“Kesilmis tislii ifade”(truncated power basis) kullanarak basit bir matematiksel
bicim olusturulmasiyla fonksiyon gosterimi gelistirilir. ¢, x fonksiyonunun bir

parametresi olacak sekilde fonksiyon,

(x-1). = {(x_t)i ; -

0 :
olarak yazilabilir.

Sekil I11.3 *de i=0, 1, 2, 3, 4 i¢in fonksiyon ¢izimleri yer almaktadir. (x - t)+ nin

tiirevleri ve integralleri kolayca hesaplanir. Ozel olarak x’/ fonksiyonuna benzer bir

ornek asagida verilmistir:

d’(x—t) .
—(;xjt)+=i(i—1)...(i—j+1)(x—t)+] ,j<i - igin.

Boylece, (x- t)+ nin n.tiirevi adim fonksiyonudur. #’ nin sol tarafi 0, sag tarafi
n! olur. [#, #5] ikinci arahiginda p,(x)+b,(x—1,)" , p,(x)’den  p,(x)’e gegisi
saglayan bir fonksiyon adim fonksiyonudur. Bu fonksiyon, ¢, de n.tlirevdeki n!.b, nin

bir sigramasiyla p, (x) ’den olusturulur. Bu sekilde splaynin bir baska gosterimi de

elde edilmis olur:

n k
pp(x)= zaj(x_ti)j +zbi(x_ti)z
=0 i=2
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Sekil IT1.3 Kesilmis Uslii ifade. -2<x<t+2 igin 6(x —1)°+. 6 (x — 1)+, 3 (x — 1)+ ve
(x — £)’+ fonksiyon gizimleri.

Sekil II1.3’deki fonksiyonlar diizgiinlestirilmistir ve kiibik olanin kirilma noktast
gozle goriilmeyecek sekildedir [20].

Ozetle, splaynlar k.dereceden parcali polinomlardir. Parcalarin ortak noktalar
olan diigiimler 6nemli bir rol iistlenir. Cogunlukla fonksiyon degerlerinin ve ilk (k-
1) tlirevlerinin diiglimlere uygunluk gosterdigi goriiliir; ¢ilinkii splayn, (k-1) siirekli
tiirevlere sahip bir fonksiyondur.

Ilk ve ikinci tiirevlerde siirekli kiibik splayn (k=3), genellikle uygulamali

problemler i¢in uygundur. /# digiim noktali bir kiibik splayn, ¢ <, <...<¢,,

asagidaki gibi yazilir:
3 h
i 3
E(y)=s(x)=) Box + 2 B (x~1,),
j=0 i=l

Diigim noktalarin1 agik bir bigimde gosteren splayn modelde siireklilik sarti
aranmayabilir. Clinkii degisim noktalarina kadar zaten siirekli olmakla beraber ayri
parcalar seklinde incelendiginden bu kosulun aranmasina gerek yoktur. Yukarida
tanimlanan splayn fonksiyon buna oOrnek olarak verilebilir. Bu sekilde daha az
stireklilik kosulu, daha uygun modelin elde edilmesini saglar. Splayn fonksiyonlarin
kesikli polinomlardan olusmasi yani verinin bazi bolgelerde siireklilik sartinin
saglamamast durumunda kullanilmast ve bu noktalarda degisim noktalarinin
kullanilmastyla olusturulan farkli dereceli polinomlarin diigim noktalariyla birbirine
baglanmasi ilgili verinin kolayca ¢oziilmesine yardimci olur.

Digliim noktalarinin bilindigini varsayalim. Eger diigiim noktalar1 kestirilmis

parametreler ise problem bir dogrusal olmayan regresyon problemidir. Diigiim
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noktalariin yeri bilindiginde yukarida tanimlanan esitligin olusturulmasi, dogrusal
en kiigiik karelerin agik bir uygulamasiyla tamamlanabilir [16].

Her bir pargadaki polinom derecesine, diiglimlerin yeri ve sayisina karar
vermek kolay degildir. Wold (1974), boliim basina en az 4-5 veri noktasiyla miimkiin
birka¢ diigiimiin var olabilecegini belirtmistir. Buradaki uygulama énemlidir; ¢linkii
splayn fonksiyonlarin biiyiikk Olctideki onemli esnekligi, “overfit” (asir1 uyumu)
veriyi ¢ok kolay kilar. Ayrica Wold, her boliimiin bir biikiim noktas1 ve bir ekstrem
noktasindan daha fazla olmayacagmi belirtmistir. Yani her boliimde sadece bir
degisim s6z konusudur. Ekstrem noktalar1 boliim merkezinde yer almali ve biikiim
noktalar1 da diigiimlere yakin olmalidir [16].

Pastor ve Guallar’in makalelerindeki spline yonteminin ise anlasilmasi daha
kolaydir ve Matlab programinda ¢dziimlenmesi oldukca yalindir. Makalelerinde iki
pargalt lojistik regresyon modellerini tanimlamislardir. Epidemiyolojik c¢aligmalar
hastalik riski ve maruz kalan degisken arasindaki iligkiyi agiklamak ig¢in ideal
oldugundan makalelerinde alkol alimi ile miyokard enfarktiisiinii incelemislerdir.
Burada doz-tepki iligkisinin, ilgili degisken x, bilinmeyen bir esik diizeyine ulastig
zaman beklenmedik sekilde degistigi goriilmiistiir ve bu degisim noktast A ile
gosterilmigtir. Alisilmis doz-tepki analiz yontemleri degisim noktalarinin yerini veya
giiven araligini tahmin etmede ¢ikarsama saglamadig icin kategorik olarak ilgili x
degiskenini alt araliklara aymrmislardir. Sinirlardaki  degisim  noktalarinin
kararsizligindan kagimmak i¢in splayn regresyon kullanarak her bir kategoride
dogrusal veya karesel model bulmay1 amaglamiglardir. Splayn regresyon kategoriler
icinde risk degisimine izin verdiginden doz-tepki analizi dedigimiz lojistik regresyon
iligkisini kestirmede bu yontem kategorik analizden daha esnektir. Digim yeri
arastirmaci tarafindan keyfi olarak ayarlanmak zorundadir.

Pastor ve Guallar’in yaptiklari caligmada kullandiklar1 yontem, bu ¢aligmadaki
yonteme paralel bir ¢aligmadir.

Buradaki lojistik regresyon modelindeki amag, doz-tepki iliskisinin belirgin
bir bicimdeki degisimlerinde, maruz kalan x degiskeninde bir potansiyel degisim
noktasi1 kestirmektir. Lojit ve x degiskeni arasinda degisim noktasinin her iki yaninda
iki farkli polinomial fonksiyonun olusturulmasi istenmektedir. iki segmentli lojistik

regresyon lojit terimle agiklanabilir:
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ﬂ(x,zl,...,zp) }

l—ﬂ(x,zl,...,zp)

g(x,z,...,2,) :log(

=f(xD+taz+.+ta,z, (IIL.1)
Burada 7(x,z,...,z,)=P(y=1]|x,z,...,z,) verilen kovaryant kiimesi i¢in hastalik

olasiligin1 belirtir. A ise bilinmeyen degisim noktalaridir. iki segmentli polinomial

H(x) , x<A4

1(x). diger d lard ise farkl ¢ok terimliler i¢in
S(x), diger durumlarda

fonksiyon  f(x,4)= {

Si(x) ve f,(x) vardir. a,,...,a, kovaryantlarin regresyon katsayilaridir.

Pratik uygulamalar i¢in  dogrusal, karesel veya kiibik gibi polinomlar sinifi
belirtilmelidir. Degisim noktasinda diizgiin ge¢isin istenilen 6zelligi en kiicilik karesel
polinomlardan birini se¢mektir. Diger taraftan kareselden daha biiyiik dereceli
polinomlarin katsayilarmin epidemiyolojide yorumlanmasi zor olacaktir. Iki
segmentli lojistik regresyon i¢in temel alternatifler dogrusal-karesel, karesel-dogrusal
veya karesel-karesel gibi modellerdir.

Kovaryantlarin bulundugu durumda dogrusal-karesel bi¢imdeki iki segmentli
lojistik regresyon asagidaki gibi ifade edilebilir:

g(x,z,..,2,) =B, +ﬂ]x+,6’2(x—/1)2l(xm toz +..+a,z, (I11.2)

1, x >4
](x>/1) = i
e 0, diger durumlarda

Abilinmeyen degisim noktasini temsil eder. f,, B, B, etkilenen x degiskeninin

bilinmeyen regresyon katsayilaridir. Dogrusal-karesel lojitte iki segmentli modelde,
etki, A degisim noktasinin alt parcasinda kalan lojitte dogrusaldir. Bu parcada lojit

B +26,(x—A) seklindedir. A degisim noktasinin Uist tarafinda, etki kareseldir ve
By + Bx+B,(x—A)" seklinde verilir. Bu modelde lojitin tiirevi siirekli oldugundan
iki parcaya karsi risk egiliminin diizgiin bir degisimi vardir. Egim, A degisim
noktasinin asagisinda ise g, ‘dir. Degisim noktasinin yukarisina dogru bir
degisiklik baslar; burada egim p +2f,(x—A4) seklinde dogrusal olacak sekilde

stirekli bir degisim gdzlenir.
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LojitG(x)=g(x)
A

X

»

Sekil II1.4 Lineer- Karesel Lojistik Regresyon Modeli

Lojitin tiirevi
A

> x
Sekil II1.5 Lineer- Karesel Lojistik Regresyon Modelin Tiirevi

Sekil 1.4 ’deki dogrusal-karesel lojistik regresyon modelini uydurmak igin

a,,...,0, kovaryantlari ; £, B, B, maruz kalan degisken katsayilarim ve A4

degisim noktasini kestirmek gerekir. Bu bilinmeyen parametrelerin en ¢ok olabilirlik

kestiricileri 2, ,BAO , ﬂAl , ﬂ: ve 0?1,...,0?[, seklindedir. Bunlar log-likelihood

fonksiyonunu maksimize edecek sekilde kestirilir:

[ =log(L)

="y log(m) + (1~ y,)log(1 - 7,)]

=Y [y, ~log(l+e)]

i=1
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v, 1.kisi icin hastalik durumunu belirtir. 7, = ﬂ(xl.,zl.l,...,zip) ve g = g(x[,zl.l,...,zl.p)

hastalik olasiligini ve i.kisi i¢in bu olasiligin lojitini verir. (II1.2) nolu esitlik dogrusal
olmadigindan ve devaminda sabit olmadigindan standart iteratif olarak yeniden
agirliklandinlmis  en  kiiglik  kareler yontemi bu modelin  uydurulmasinda
kullanilamaz. Bunun yerine tiim model parametrelerini eszamanli olarak kestirmek
icin IRLS yonteminin bagka bir versiyonu oénerilmistir [19].

Standart regresyondaki ¢ikarsamalar, en ¢ok olabilirlik oran istatistiginin
asimptotik xz dagilimindan direkt olarak elde edilen olabilirlik temelli yontemler ya
da ML (maksimum likelihood) kestiricilerinin asimptotik normal dagilimi iizerine
kurulu, Wald tipi yaklasimlar kullanilmasina yonlendirilir. 1ki segmentli
regresyonda, bu asimptotik 6zellikler belli bir degisim noktasinin varligina baghdir.
Degisim noktasinin varlig i¢in kavramsal bir test, doz-yanitin dogrusal homojen bir
ornegi sayilan H:f, =0 hipotezinin test edilmesidir. Eger [, =0 ise ikinci
segmentin olmadig1 sonucu ortaya ¢ikar; ama bu istenilen bir durum degildir: Ciinkii
segmente sahip bir veri lizerinde ¢aligilir. O halde A iyi tanimlanmamaistir; parametre
uzayimin bir bozulmasi mevcuttur. Bu durumda ML kestiricileri asimptotik olarak
normal degildir; Wald ve olabilirlik oran istatistiklerinin dagilimlari sirastyla standart
normal ve y° dagilimlarina yakinsamaz. Burada hipotez testleri veya giiven araliklart

gibi tanimli tiim ¢ikarsamalar, A ’nin varligina dayandirilir. 4 i¢in %100(1- )

giiven araliginda Wald modelinde i Zlfa/zs(/A”t) kestirilir. S(/Ai), modifiye edilmis

IRLS algoritmasinin son iterasyonunda Fisher bilgi matrisinin tersinden elde edilen
standart hatanin bir kestiricisidir. 4 i¢in daha diizglin gliven aralig1 olabilirlik oran

istatistiginin kullanilmasiyla elde edilebilir:
=20 Bys B ) = 20 By (A, B (A), Bo(A)
3 (A , A verildiginde (j=0, 1,2 ) £, ’nin ML kestirimidir. 21w , 1 serbestlik
j g J j X @ 1-0

dereceli %100(1- « ) giiven diizeyli ki-kare degeri olmak iizere, 4 olabilirlige dayali

giiven araligi A< r (@; 1)  biciminde gosterilir. Bu aralik genellikle Wald

yaklagimiyla olusturulan terimlerde daha gegerlidir.
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Spline fonksiyondaki gruplama farkli sekillerde gosterilebilir. Liu ve
arkadaslarinin, dogum ile yumurtalik kanserindeki gegici azalmaya iliskin
calismalarinda 4 degisim noktasi fark bigiminde gosterilmis olup bu sekilde her bir
degisim noktasindan sonraki bdliim i¢in de§isken sayisinin artmasina neden

olmuslardir. Makalelerinde kullandiklar1 spline model,

So + S, (parity) + B, (age) + Baara (age at first delivery) + 1x; + fX°) + B3| +
/34122 +ﬁ5123
dir. Burada yas ve ilk dogumdaki yas birer kategorik zaman degiskenleridir. x; ise
ilk dogumdan itibaren gegen zamanin siirekli degiskeni olmak ilizere A degisim

noktalar1 3 ve 38 oldugundan diger degiskenler soyledir [13]:
{xz =x,-3 , x>3

x,=0 , diger durumlarda

x=x,-38 , x;>38
x,=0 , diger durumlarda

Pastor ve Guallar, tiim parametre uzayinda kalan parametrelerin stirekli
olacak sekilde ilk kismi tiirevleriyle iki segmentli bir polinomial fonksiyon olan
g(x,z,....2,) = f(x,A)+az +..+a,z, lojistk modeline uyan bir algoritma
gelistirdiklerini  belirtmektedirler. f(x,4) nin 6zel parametrizasyonlarina Ornek
olarak,

f(x,2)= o+ Bx+ f,(x—2)’ 1., dogrusal-karesel,

f(x,2)= o+ Bx+ f,(x—2)’ 1., karesel- dogrusal,

f(x,A) =B, + Bx+Bx" + B(x— /I)ZI(XZM karesel-karesel,

modeller verilebilir. Buradaki baglica amag¢ iki segmentli lojistik regresyon

modelinin log-olabilirlik fonksiyonu,
1=)[yg -log(l+e)] (111.3)
i=1

ifadesinin ~ O =(4,5,,8,.... B > Olpseens O p) bilinmeyen parametreler vektoriiyle
maksimize edilmesiyle en cok olabilirlik kestiricilerini
0= By B B, 6yses@))  elde etmektir. Skor vektori  u(Q)=0l/00

asagidaki bi¢imde hesaplanabilir:
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%zg( )? r=l,ptqt2 (I11.4)

g, parametre uzay1 olan Q ’ya gore birinci kismi tiirevlere sahip stirekli bir ifadedir.
E(y,)=r, ve var(y,)=n,(1-7x,) oldugundan, u(Q) O olasilifina sahiptir ve

kovaryans matrisi /(Q) Fisher bilgi matrisine esittir:

; g
I (O)={EmQu"(Q){ =D 7 (-m)—=-—== (IIL.5)
5 { }r,s ; aQ’ aQS
Buradaki 7, (Q) Fisher matrisinin  (r,s)ninci  elemanlarin1  gosterir

(r,s=1,..,p+q+2). En c¢ok olabilirlik kestiricisi Q, u(Q)=0 olabilirlik
denklemlerinin p+g¢g+2 tanesinin ¢oziimiiyle elde edilir. Bu denklemler Q
parametrelerinde dogrusal olmadiklarindan iteratif ydntemlerle Q elde edilmelidir.
Iki segmentli lojistik regresyon modeli Fisher skorlama yéntemi kullanilarak
uyarlanabilir. Fisher bilgi matrisi /(Q") ve skor vektdrii u(Q") olmak iizere
O’nm mevcut kestirimi Q% olsun. Q**" bir sonraki yeni parametre kestirimi

olmak iizere 7(0")=(Q""™" -0")=u(0"™) denkleminden tiiretilir. Bu da (II1.4)

ve (II.5) denklemlerinin degerlendirilmesiyle asagidaki denklem sisteminin
sonuglaridir (r=1,...,p+qg+2):

p+q+2 (k)

N (k) (k) agt (k+1) (k) _ — 7
;ﬂ'i (1 )8Q Q| |:; 8Q Q| (Q Q ) (k)(l (k))

g, ’nin Q0" ‘ya gore birinci dereceli Taylor serisi kullanilarak,

} 0 (I1L.6)

T
02,/00 10 | (" =0") =g~ " ifadesi (IIL6) deki esitlikten,

n (k)

) (k) 0g, (k+1) *) Yi— 7%,
E 1 - —| oW 1T =0 IL.7
P i ( ) 6Q Ql |:g [gl ﬂ.i(k)(l _ ﬂ_i(k))Jj| ( )

seklinde yazilabilir. Burada regresyon modelinin agiliklart w® =z 1-7z*) ve
yanit degiskenleri v, =g ® +(yl.—7rl.(k))/ w™®  olmak iizere (IIl.7) nolu denklem

(k+1)

agirliklandirilmis en kiigiik kareler denklemidir. Boylece Q agirhiklandirilmis
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modelden hesaplanabilir ve bu her bir iterasyondan yeniden hesaplandirilmasi
yoluyla olur [19].
Gauss-Newton algoritmasinin Hartley modifikasyonu, agirliklandirilmis iki

segmentli regresyon modellerinin ¢oziimiinde kullanilabilir. Temel iteratif siirecin
k’ninct derecesiyle i¢ ice olan metodun | *inci iterasyondaki Q ’nin bir kestirimi

Q" olsun. Her bir gozlem icin Q"' ¢evresinde g,(Q)’min birinci dereceden

T
Taylor serisi g,(0)= g (0" >)+[agi /80| Qw,)] (O—-0%")  denklemini verir.
r(k,1)=v" —g (") artigr, r(k,)artik vektdr ve G(k,l) 9dg,/00 |y "den

(i,r) elemanli bir matris olmak iizere r(k,1)=G(k, |1 )NO-0%")+¢ tim
gozlemlerden olusan bir matris bigiminde veya asagidaki gibi aciklanabilir:
_| g ' (k1) _

rl.(k,l)—[@b(m} (O-0"""N+¢ i=1,...,n. (I11.8)
W (k)=diag {7[1.(") (1-z" )} agirhiklarmin  diagonal matrisiyle dogrusallastirilan
regresyon modelinin ¢oziimii -ordinary- agirliklandirilmis en kiigiik kareler yontemi
kullanilarak elde edilir. d(k,l )= [GT(k,I )W(k)G(k,I )]71 G"(k,l )W(k)r(k,l ) dir.
Dolayisiyla ¢oziim, segmentli polinomial regresyon modelleri i¢in Gauss-Newton
algoritmasinin Hartley modifikasyonu geregince, bir sonraki kestirici Q*'*", iki
segmentli regresyon modelinin agirliklandirilmig hata toplamini minimize eden

O"“" +nd(k,| )ifadesinde 0 ve 1 arasindaki bir skaler olan 7(k,l ) ’nin yer aldig
O™ +5(k,1 )d(k,| ) tarafindan belirlenir.

Bu iteratif asamalarin her biri, Q*'*" ve Q*'" arasindaki bagil degisim

(k+1)

onemsiz oldugu zaman sona erer. Son kestirici, Q sonraki iteratif siirecin

(k+1)

baglangig degeri olarak kullanilir. w*™" agirligi ve v.*""yamt degiskeni Q“*"’da

yeniden hesaplanmalidir ve bu iteratif islemleri kullarak iki segmentli regresyon
modelinin tekrar agirliklandirilmasina uygun olmalidir. Bu siire¢ yakinsama olana
kadar tekrarlanir.

Burada sozii edilen algoritmanin dogru bir yakinsamasini elde etmek igin
0" baslangi¢ kestiriminin se¢imi ¢ok onemlidir; ciinkii (I11.3) log-olabilirlik

fonksiyonu yerel maksimuma yol acgabilir. Baslangi¢ noktalarini elde etmek i¢in iyi
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bir altenatif, grid-search yaklagiminin kullanilmasidir. Bu yontem x maruz kalan
degiskenin araliginda yer alan esit aralikli noktalar1 6nceden belirler. Her bir nokta
icin iki segmentli lojitli bir splayn lojistik regreyon bulunabilir ve log-olabilirligi
degerlendirilir. Log-olabilirlikteki nokta, O'” baslangi¢ degeri olarak splayn lojistik
regresyondan diger parametre kestirimleriyle birlikte kullanilan en yiiksek degere
ulasir [19].

Kullanilan splayn lojistik model iki segmentli olmasa da parametrelerin
bulunmasina kadar olan igslemler Gauss-Newton algoritmasiyla aynidir. (II1.7) nolu
denklemde agik bir sekilde gosterilmis olmasa da bu yontemle agirliklandirilmis
olarak c¢oziimlenmektedir. Sonug olarak iyi bir baslangic degeriyle Gauss-Newton
algoritmasinin kullanimi 6nemli rol oynamaktadir.

Splayn regresyon doz-yanit iligkisini kestirmek i¢in kullanilan geleneksel
tiim metotlardan daha avantajlidir. Kompleks dagilimlara uyarlanabilir ve grafiklerde

degisime daha elverislidir [4 ].
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BOLUM IV

IV.1 UYGULAMA-1

Bu uygulamada, 243 kisilik hemoglobin verisi lizerinden splayn yoOntem
araciligiyla dogrusal olmayan lojistik regresyon analizi incelendi. Bu ¢alismanin
amaci, hemoglobin eksikliginin etkili oldugu hastalarin yasama sansini tahmin
edecek bir dogrusal olmayan lojistik regresyon modeli kurmaktir. Oncelikle
bagimsiz degisken olarak modelde yer alan hemoglobin hakkinda bilgi vermek dogru
olacaktir.

Alyuvarlara karbondioksit ve oksijen tasiyabilme yetenegi kazandiran
hemoglobin molekiilleridir. Hemoglobin ayn1 zamanda kana kirmizi rengini de veren
maddedir.

Hemoglobin yapisinda bulunan zincirlerden yalnizca birinin bile aminoasit
yapisinda ortaya ¢ikan bir degisiklik, anormal hemoglobin iiretimine neden olur. Bu
yapisal degisiklik cogunlukla belirti vermezken, bazi durumlarda hemoglobinin
oksijen tagimasini 6nemli dlciide etkileyerek hastanin yagamini tehdit edebilir.

Anemi (Kansizlik), kan hemoglobin diizeyinde veya kirmizi kan hiicreleri
sayisinda azalma ve sonucunda ortaya c¢ikan bulgulardir. Bir bagka ifadeyle, anemi
hemoglobin miktarmin yas ve cinsiyete gore diinya saghk oOrgiitii tarafindan kabul
edilen kriterlerin altinda kalmasidir. Bu kriterler eriskin erkeklerde 13 g/dL,
kadinlarda 12 g/dL nin alt1 kabul edilir. 6 ay ile 6 yas aras1 ¢ocuklarda 11 g/dL nin,
6-14 yaslarda 12 g/dL nin alt1 anemidir [24].

Ortaya c¢ikan sikayetler ve saptanan bulgular doku ve hiicrelere yetersiz

oksijen taginmasina bagli olarak gelismektedir. Anemili hastalarda yorgunluk, hafif
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carpint1 ve nefes darlig1 gelisebilir. Ileri diizeyde bir anemide ise, biitiin bu bulgular,
istirahat halinde goriilmesinin yani sira; kulak ¢inlamasi, bas donmesi, bas agrisi,
uyuma gigligl, istahsizlik, kilo kaybi, adet kanamalarinin diizensizligi veya
fazlaligi, adet gormeme ve iktidarsizlik gibi bulgular ortaya ¢ikabilir. Aneminin sik
goriilen bulgularindan c¢arpinti, anemi yiiziinden dokularda olusan oksijen ag¢ligini
gidermek amaciyla, kalbin atim hizin1 ve her atimda pompaladigi kan miktarini
artirmast nedeniyle ortaya ¢ikar. Buna ragmen dokularda yeterli oksijen
saglanamiyorsa, solunum sayisinin artmasi ve nefes darligi ortaya ¢ikar. Uzayan
anemilerde ve yasl kisilerde veya kalp hastalif1 olanlarda kalp yetmezligine ait
bulgular gelisebilir. Anemideki en belirgin bulgulardan birisi de solukluktur.
Aneminin siddetine bagli olarak, agiz ve goz kapag icindeki deride ilk olarak fark
edilebilen solukluk, aneminin ilerlemesi ile avug icinde, tirnak yataklarinda ve deride
de belirginlesir. Anemiye yol acan nedene bagli olarak ¢ok cesitli bulgular
geligebilir.

En sik rastlanan anemi tlirleri demir eksikligine bagli anemi, folik asit
eksikligine bagli anemi, Vitamin B-12 eksikligi anemisidir.

Anemi gibi kan hiicrelerinin sayisindaki deformasyona bagli olarak gelisen ve
tehlike igeren bir durum da 16semidir. Bunun tipik bir 6rnegi de hemoglobin
miktarindaki azalmayla goriilen Akut Myeloid Losemi (AML)’dir. Olgunlagsmamis
bu hiicreler kemik iliginde ¢ok yliksek sayilara ulagirlar ve normal kan hiicrelerinin
tiretimini azaltirlar. Sonugta anemi (kansizlik - kirmizi kan hiicresi iiretiminde
azalma) ve sik enfeksiyona yakalanma (beyaz kan hiicresi iiretiminde azalma)
durumu ortaya ¢ikabilir. Ergenlik caginda ve 20 1i yaslarda saptanan 16semilerin %50
sini, yetiskinlerdeki l6semilerin de %20 sini AML olusturur [ 24].

Genel olarak I6semiler tiim kanserlerin %2 sini olustururlar. Erkeklerde 16semi
daha sik gozlenmektedir. Ayrica beyaz irkta da daha siktir. Yetigkinlerde 16semi
tanis1 konma siklig1 cocuklardan 10 kat daha fazladir ve risk yasla birlikte artar.
Cocuklar arasinda ise 4 yas altinda daha sik gozlenir. Bu ¢alismada yetiskin kadinlar
iceren 243 kisilik bir veri kiimesinde hemoglobin degerlerine ait bulgular incelendi.

Caligmada bagimsiz degisken hemoglobin degerlerinden olusmaktadir; bagimli
degisken ise hemoglobin eksikliginin neden oldugu anemi ve losemi risklerinin

mevcut oldugu y=1 ve risk barindirmayan y=0 seklinde iki sonu¢lu degiskendir.
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Burada riske neden olan diger kan sayimi bulgular dikkate alinmadi, tek degiskenli
model iizerinde ¢aligma gerceklestirildi.

SAS programinda Mulla’nin 6nerdigi algoritmaya goére hemoglobin verisi
¢oziimlendi. Mulla yaptig1 caligmada bagimsiz degisken olan x degiskenini degisim
araliklarina goére gruplandirarak kategorik sekle getirmistir. Bu c¢alismada,
hemoglobinin belirgin etki noktalar1 ise 8.6 g/dL ve 12 g/dL’dir. Bu degisim
araliklarina gore kategorilendirme sonucu her kategori i¢in yeni isimlendirmeler
asagidaki bigimdedir:

if hemoglobin1<8.6 then hgbcat=1;

if hemoglobin1>=8.6 and hemoglobin1<=11.9 then hgbcat=2;

if hemoglobin1>=12.0 then hgbcat=3;

if hemoglobin1>8.6 then hgb2=hemoglobin1-8.6;
else hgh2=0;

if hemoglobin1>12.0 then hgb3=hemoglobin1-12.0;
else hgh3=0;

Burada ii¢ tane bolge vardir. Ilk bolge 8.6 g/dL degerinin altinda kalan
bolgedir ve ikinci bolge 8.6 g/dL< hemoglobin < 12 g/dL ve son olarak ii¢lincii
bolge ise 12 g/dL < hemoglobin seklindedir. Bu algoritmada ilk bolgedeki bagimsiz
degerlere ‘hemoglobinl’ denilirse hgbl adlandirmasiyla, ikinci bdlgedeki bagimsiz
degisken kategorilendirme geregi hgb2=hgb1-8.6 , {igiincii bolgedeki degisken ise
hgb3=hgb1-12.0 olarak yazilabilir. Degisken isimlendirmesi bir dnceki boliimde
bahsedilen Liu ve arkadaglarinin kullandiklar1 tanimlamaya benzer sekildedir.
Dogrusal olmayan bir model yapisi var oldugundan dogrusal olmama durumunu
modelde gosterebilmek adina cesitli algoritma atamalar1 olusturularak PROC
LOGISTIC, Version 9.1 SAS/STAT paket programi kullanildi.

Hemoglobin c¢aligmasi iki farkli model yapisi iizerinden incelendi. Modellerde
degisim noktasinin ayni olmasiyla model yapilandirmasinin 6neminin belirtilmesi
amaclandi.

Degisim noktalarinin ayirdigi bolgeler kategorilendirme yapilarak asagidaki

modelleme yapildi. Model 1 ¢alismasi i¢in,
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hgbzl=hemoglobini;
hgbz2=(hemoglobin1**2)-(hgh3**2);
hgbz3=(hgb2**2)-(hgb3**2);

model 2 calismasi i¢in de,

hgbz1l=hemoglobini;
hgbz2=(hemoglobin1**2)-(hgh3**2);
hgbz3=(hgb2**2)+(hgb3);

yapilandirilmasi olusturulmustur. Buna goére 243 gozlemin her iki model i¢in yanit

profili agagidaki gibidir:

Tablo IV.1 HGB Modelleri i¢in Yanit Profili.

Ordered Total
Value | Outcome | Frequency
1 1 46
2 0 197

Her iki model i¢in model uygunluk istatistigi birbirine benzer sonuglar

vermistir. Hangi modelin daha iyi olacagini belirlemede heniiz yeterli bir bilgi

olmamakla beraber sonuglar1 asagidaki tabloda yer almaktadir:

Tablo IV. 2 HGB Model 1 i¢in Model Uygunluk Istatistigi.

Model Fit Statistics

Intercept Intercept and
Criterion Only Covariates
AIC 237.811 87.672
SC 241.304 101.644
-2 Log L 235.811 79.672

Tablo IV. 3 HGB Model 2 i¢in Model Uygunluk Istatistigi.

Model Fit Statistics

Intercept Intercept and
Criterion Only Covariates
AIC 237.811 88.530
SC 241.304 102.502
-2 Log L 235.811 80.530
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Modeller i¢in sifir hipotez testi asagida verilmistir.

Tablo IV. 4 HGB Model 1 igin Sifir Hipotez Testi.

Testing Global Null Hypothesis: BETA=0

Test Chi-Square DF Pr > ChiSqg

Likelihood Ratio 156.1386 3 <.0001
Score 147.3557 3 <.0001
Wald 24.7096 3 <.0001

Tablo IV.5 HGB Model 2 i¢in Sifir Hipotez Testi.

Testing Global Null Hypothesis: BETA=0

Test Chi-Square DF Pr > ChiSg

Likelihood Ratio 155.2805 3 <.0001
Score 141.9816 3 <.0001
Wald 28.3060 3 <.0001

Her iki model i¢in dikkat edilmesi gereken belirleyici asamalardan biri en ¢ok
olabilirlik kestirimi analizidir. Model 1’de parametrelerden birinin kesim noktasi ve
standart hatasinin oldukc¢a yiiksek c¢ikmasi diisiindiiriiciidiir. Modeller arasinda
simdilik standart hata kestirimine bakarak model 2’nin daha iyi sonug¢ verdigi
sOylenilebilir. Kestirilmis katsaymin standart hatasina boliinmesi sonucu elde edilen
standart normal dagilim olarak tanimlanan Wald istatistiginin karesinin alinmasiyla
Wald ki-kare testi elde edilir ve bu test modele girmesi muhtemel degiskenlerin ne
kadar gerekli oldugunu sinar. Bu durumda sifir hipotezi ile, ilgili degiskenin modelde
sifir olup reddedilmesi gerekip gerekmedigine karar verilir. Burada p degerleri
Wald ki-kare istatistiginden biiyiik ¢iktigr i¢in Sifir hipotezi reddedilir. Bir baska
deyisle ilgili parametrenin sifir olarak kabul edilmesiyle olusturulan hipotez kosulu
saglanmaz ve bu da demektir ki parametrenin modelde bulunmasi, yani sifir olarak

alinmamas1 gereklidir. Modelde yer almas1 6nemlidir.
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Tablo IV. 6 HGB Model 1 i¢in En Cok Olabilirlik Kestirimi.

Analysis of Maximum Likelihood Estimates

Wald
Standard Chi- Pr
Parameter DF Estimate Error Square |>ChiSg
Intercept 1 541.9 1023.3 0.2804 0.5964
hgbzl 1 -125.7 238.6 0.2776 0.5983
hgbz2 1 7.3134 13.9093 0.2765 0.5990
hgbz3 1 -8.2594 14.1303 0.3417 0.5589
Tablo IV. 7 HGB Model 2 i¢in En Cok Olabilirlik Kestirimi.
Analysis of Maximum Likelihood Estimates
Wald
Standard Chi- Pr
Parameter DF Estimate Error Square |>ChiSg
Intercept 1 90.4324 205.7 0.1933 0.6602
hgbzl 1 -20.1474 48.6131 0.1718 0.6785
hgbz?2 1 1.1439 2.8675 0.1592 0.6899
hgbz3 1 -1.9040 3.1569 0.3638 0.5464

Karsilagtiracagimiz bir diger 6zellik ise Odds oran kestirimidir. Hastalik riskini
diger degiskenlere gore oransal ifade eden Odds kestirimi modelin yorumlanmasi ve
kabul edilebilirliginde 6nemli rol oynar. Model 1°deki nokta kestirimleri giiven
araliklarinin disinda kalmaktadir. Bu nedenle model 2’nin tercih edilmesi daha
uygun olacaktir.

Tablo I'V. 8 HGB Model 1 i¢in Odds Ratio Kestirimi.

Odds Ratio Estimates

Point 95% Wald
Effect Estimate Confidence Limits
hgbz1l <0.001 <0.001 >999.999
hgbz2 >999,999 <0.001 >999.,999
hgbz3 <0.001 <0.001 >999.999
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Tablo IV. 9 HGB Model 2 i¢in Odds Ratio Kestirimi.

Odds Ratio Estimates

Point 95% Wald
Effect Estimate Confidence Limits
hgbz1l <0.001 <0.001 >999.999
hgbz2 3.139 0.011 866.219
hgbz3 0.149 <0.001 72.491

Buradaki odds oran kestiriminde daha iyi model olarak kabul edilen model 2’de

hgbz1 degerinin kestirimi giiven aralig1 sinirinda ¢ikmaktadir.

HGB model 2 caligmasimin sonug¢lari model istatistigi, en c¢ok olabilirlik

kestirimi ve odds oran kestirim sonuglarina dayanarak model 1’e goére ¢ok daha

kabul edilebilir bir ¢aligmadir. Ayrica ROC (receiver operating characteristic )

egrisinin altinda kalan alan olarak tanimlanan c¢ ( concordance rate ) ile sembolize

edilen uyumluluk oraninin 1’e yakin olmasi modelin kabul edilebilirligini

istatistiksel olarak desteklemektedir. Hemoglobin ¢alismasinda model 2’nin ¢ degeri

0.955 olarak sonu¢ vermistir. Model 2 i¢in Hemoglobin SAS Sonucu, her bir

bagimsiz degiskenle risk durumlari, Ek-1’de verilmistir. Model 2’nin SAS program

sonucu asagida gosterilmektedir:

The LOGISTIC Procedure

Model

Data Set
Response Variable

Number of Response Levels

Model

Optimization Technique

Information

WORK.STUDY

outcome outcome
2

binary logit
Fisher®s scoring

Number of Observations Read 243
Number of Observations Used 243

Response Profile

Ordered
Value

1
2

outcome

1
0

Total
Frequency

46
197

Probability modeled is outcome=1.
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Model Convergence Status

Quasi-complete separation of data points detected.

Model Fit Statistics

Intercept

Intercept and

Criterion Only Covariate
AlIC 237.811 88.530
SC 241.304 102.502
-2 Log L 235.811 80.530

Testing Global Null Hypothesis: BETA=0

Test Chi-Square DF Pr > ChiSq
Likelithood Ratio 155.2805 3 <.0001
Score 141.9816 3 <.0001
Wald 28.3060 3 <.0001

Analysis of Maximum Likelihood Estimates

Standard Wald
Parameter DF Estimate Error Chi-Square Pr > ChiSq
Intercept 1 90.4324 205.7 0.1933 0.6602
hgbz1l 1 -20.1474 48.6131 0.1718 0.6785
hgbz2 1 1.1439 2.8675 0.1592 0.6899
hgbz3 1 -1.9040 3.1569 0.3638 0.5464
Odds Ratio Estimates
Point 95% Wald
Effect Estimate Confidence Limits
hgbz1l <0.001 <0.001 >999.999
hgbz2 3.139 0.011 866.219
hgbz3 0.149 <0.001 72.491

Association of Predicted Probabilities and Observed Responses

Percent Concordant 93.8 Somers® D 0.910
Percent Discordant 2.8 Gamma 0.943
Percent Tied 3.4 Tau-a 0.281
Pairs 9062 c 0.955
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IV.1 UYGULAMA-2

Uygulama-1’de SAS programinda splayn model yapilandirilmast incelendi.
Uygulama-2’de ise Matlab programinda bir baska uygulama olan serum albiimin
incelenecektir. Kan plazmasinin veya serumunun en 6nemli bdliimiinii olusturan
albumin, dokularin temel maddelerinden olup 6énemli bir proteindir. Alblimin, suda
coziiniirliikleri diisiik olan yag asitlerinin kandaki baslica tasiyicisidir. Bunun yam
sira, oksijen serbest radikallerine baglanarak bunlar1 kontrol altina alir, ayrica
bilirubin (hem molekiiliiniin yikimi sirasinda ortaya ¢ikar) gibi suda ¢dziinmeyen
bazi zehirli metabolizma {riinlerine baglanarak onlar1 zararsiz kilar. Kandaki
albiimin seviyesinin diisiikliigii ciddi risk teskil eder. Dolayisiyla bu ¢aligmada, x
degiskeni bagimsiz degisken olmak tlizere 117 kisiden olusan serum albiimin
degeridir. y degiskeni de albiimin eksikliginden kaynaklanan 6liim riskidir. Degisim
noktalar1 da tibbi agidan 6nemli sayilan 2.5g/100mL ve 3.5g/100mL degerleridir. Bu
degerlerin altinda kalan noktalar riski temsil eder. Norm aralik birinci dereceden
3.5g/100mL’dir. Bu degerden daha diisiik seviyeler, karacigerde sentezlenen protein
tiirevi olan albiiminin artik sentezlenmemesi sebebiyle viicutta ddem olusturur. ileri
derecede albiimin eksikliginin Olime neden oldugu bilinmektedir. Belirleyici
degisim noktas1 3.5g/100mL’den sonra ciddi tehlike arz eden seviye 2.5g/100mL
olarak goriilmiistiir [17].

Matlab programinda Pastor ve Guallar’in model yapisina benzer bir model
serum albiimin ¢alismasi i¢in olusturuldu. Bu modelde degisim noktalari lamdal ve
lamda2 olarak ifade edilmistir. Buna gore model bu degisim noktalarindan 6ncesi ve

sonrasi olarak esl ve es2 olarak belirtilmistir. Daha agik bir ifadeyle,

1;

if x(i)>=2.5, esl(i)=
)=0;

else esl (i
end

1;

if x(i)>=3.5, es2(i)=
)=0;

else es2 (i
end
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esl. =

1

{1 , X, 225

0 , diger durumlarda

1 , X; 235
es2, = i
0 , diger durumlarda

seklinde kategorilendirilebilir. Model fonksiyon ise

exp(b0 +b (b, —x, )3 +b,(x, —/11)2 esl, +b,(x, —/12)es21.)

7(x)=epilh) = l+exp(b0 +b, (b, —x, )3 +b,(x, -4 )2 esl, +b,(x, —/12)es21.)

biciminde alinmistir. Parametreleri kestirmede dogal logaritmasi alinmis denklem ile
calismak daha kolay oldugundan Bolim II’de de belirtildigi gibi olabilirlik
denkleminin logaritmas1 almir. Logaritmas1 almmis denkleme ML yontemi
uygulanir. Buradan elde edilen denklem sistemi Gauss-Newton yontemi aracilifiyla
¢Oziimlenir; her bir parametreye gore tiirev alinarak Newton denklemindeki F matrisi
ve jakobiyen matrisi olusturulur. Eger jakobiyen matrisinin tersi singiiler ¢ikiyorsa
burada bir ¢oklu i¢ iliskiden s6z edilebilir. Bagimsiz degiskenler arasinda ¢oklu i¢
iligkinin olugsmasinin {i¢ temel nedeni vardir. Deney tasarimindaki planlamadan ya da
zayif gozlemsel verilerden kaynaklanir, ikincisi ise bagimsiz degiskenlerin kuvvetleri
ya da carpimlar1 gibi matematiksel islemler sonucu olusturulan yeni degiskenlerin
bulundugu model yapisindan kaynaklanir. Bir digeri de bagimsiz degiskenler
tizerindeki kisitlarin neden oldugu ¢oklu i¢ iliskidir. Bu durumda SVD ( Singuler
Value Decompozition ) ayrigimi uygulanir. Matlab programinda yazilmig olan model

sistemimiz asagida gosterilmektedir:
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clc; clear

b0=-0.3; bl=0.3; b2=0.6; b3=0.5; b4=4; lamdal=2.5; lamda2=3.5; eps=0.01;
Jacob=zeros(7); i1lkteta=zeros(7,1);

ilkteta(1)=b0; ilkteta(2)=bl; ilkteta(3)=b2; ilkteta(4)=b3; ilkteta(5)=b4;
1lkteta(6)=1amdal; i1lkteta(7)=lamda2; enbsayi=1;

load veri_zuber.m

[n,kl]=size(veri_zuber)
y=veri_zuber(:,1); x=veri_zuber(:,2);

for i1ter=1:enbsayi
for 1=1:n

it x(1)>=2.5, esl(i1)=1;
else esl1(i)=0;

end
1T x(1)>=3.5, es2(1)=1;
else es2(i)=0;
end
end
for i=1:n

eus(i1)=exp(b0+ bl1*(b2-x(1))"3+ b3*(x(1)-lamdal)"2*esl(i)+ ba*(x(1)-lamda2)*es2(1));
eust(n)=1+eus(i);

epi(i)=eus(i)/eust(n);

cpi(i)=epi(i)*(1-epi(1)); end

toppill=0; toppil2=0; toppil3=0; toppild=0; toppil5=0; toppil6=0; toppil7=0;



toppi21=0;
toppi31=0;
toppi41=0;
toppi51=0;
toppi61=0;
toppi71=0;

toppi22=0;
toppi132=0;
toppi42=0;
toppi52=0;
toppi162=0;
toppi72=0;

toppi123=0;
toppi33=0;
toppi43=0;
toppi53=0;
toppi63=0;
toppi73=0;

toppi124=0;
toppi34=0;
toppi144=0;
toppi54=0;
toppi64=0;
toppi174=0;

toppi25=0;
toppi135=0;
toppi145=0;
toppi155=0;
toppi165=0;
toppi175=0;

toppi126=0;
toppi36=0;
toppi46=0;
toppi56=0;
toppi66=0;
toppi76=0;

toppi27=0;
toppi37=0;
toppi47=0;
toppi57=0;
toppi67=0;
toppi77=0;

for 1=1:n

toppill=toppill+
toppil2=toppil2+
toppil3=toppil3+
toppil4=toppils+
toppil5=toppil5+
toppil6=toppil6+
toppil7=toppil7+

(-cpi(i));

(-(b2-x(1))"3*cpi(i));
(-3*bl*(b2-x(i))"2*cpi(i));
(-(x(@)-lamdal)™2*es1(1)*cpi(1));
(-(x()-lamda2)*es2(1)*cpi(1));
(2*b3*(x(1)-lamdal)*es1(i1)*cpi(i));
(b4*es2(1)*cpi(1));

toppi2l=toppi2l+
toppi22=toppi22+
toppi23=toppi23+
toppi24=toppi24+
toppi25=toppi25+
toppi26=toppi26+
toppi27=toppi27+

(-(b2-x(1))"3*cpi(i));

(-(b2-x(1))"6*cpi(i));

B*y(i)*(b2-x(1))"2- 3*(b2-x(i)) 2*epi (i)- 3*b1*(b2-x(i))5*cpi(i));
(- (b2-x (1)) 3*(x(i)-lamdal)*2*es1(i)*cpi (i));

(- (b2-x(I))"3*(x(i)-lamda2)*es2 (i) *cpi (i) ;

(2*b3* (b2-x(i))"3*(x(i)-lamdal)*es1(i)*cpi(i));
(b4*(b2-x(i))"3*es2(i)*cpi (i));
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toppi3l=toppi3l+ (-3*bl*(b2-x(1))"2*cpi(1));

toppi32=toppi32+ (B*y(i)*(b2-x(1))"2- 3*(b2-x(i))"2*epi(i)- 3*bl*(b2-x(1))"5*cpi(i));
toppi33=toppi33+ (6*y(i)*bl*(b2-x(i))- 6*bl*(b2-x(i))*epi(i)- 9*bl2*(b2-x(1))M*cpi(i));
toppi34=toppi34+ (-3*bl*(b2-x(1))"2*(x(i)-lamdal)"2*es1i(1)*cpi(i1));

toppi135=toppi135+ (-3*bl*(b2-x(1))"2*(x(1)-lamda2)*es2(1)*cpi(1));

toppi36=toppi36+ (6*bl*b3*(b2-x(i))"2*(x(i)-lamdal)*es1(i)*cpi(i));

toppi37=toppi37+ (3*bl*b4*(b2-x(1))"2*es2(1)*cpi(1));

toppid4l=toppidl+ (-(x(1)-lamdal)"2*esli(1)*cpi(i1));

toppid42=toppid2+ (-(b2-x(i)))3*(x(1)-lamdal)2*esli(1)*cpi(i));

toppi43=toppi43+ (-3*bl*(b2-x(1))"2*(x(i)-lamdal)2*es1i(1)*cpi(i1));

toppid4=toppidd+ (-(x(i1)-lamdal)™4*es1i(1)"2*cpi(i));

toppi45=toppi145+ (-(x(1)-lamdal)2*(x(1)-lamda2)*esl(i)*es2(1)*cpi(i));

toppi46=toppi46+ (-2*y(1)*(x(1)-lamdal)*esli(1)+ 2*(x(i)-lamdal)*esi(1)*epi(1)+ 2*b3*(x(1)-
lamdal)”"3*esl(1)"2*cpi(1));

toppid7=toppid7+ (b4*(x(1)-lamdal)"2*esl(i)*es2(i1)*cpi(i));

toppiS5l=toppi5l+ (-(x(1)-lamda2)*es2(1)*cpi(1));

toppi52=toppi52+ (-(b2-x(1))"3*(x(1)-lamda2)*es2(1)*cpi(1));
toppi153=toppi53+ (-3*bl*(b2-x(1))"2*(x(1)-lamda2)*es2(1)*cpi(1));
toppi54=toppi54+ (-(x(1)-lamdal)"2*(x(1)-lamda2)*esl(i)*es2(1)*cpi(i));
toppi55=toppi55+ (-(x(1)-lamda2)"2*es2(1)"2*cpi(i1));

toppi56=toppi56+ (2*b3*(x(1)-lamdal)*(x(1)-lamda2)*esl(i)*es2(i1)*cpi(i));
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toppi57=toppi57+ (-y(i1)*es2(i1)+ es2(n)*epi(1)+ ba*(x(1)-lamda2)*es2(1)"2*cpi(i));

toppi6l=toppi6l+ (2*b3*(x(1)-lamdal)*esli(1)*cpi(i));

toppi62=toppi62+ (2*b3*(b2-x(1))"3*(X(1)-lamdal)*esl(1)*cpi(1));

toppi63=toppi63+ (6*bl*b3*(b2-x(i))"2*(x(i)-lamdal)*es1(i)*cpi(i));

toppi64=toppi64+ (-2*y(1)*(x(1)-lamdal)*esli(1)+ 2*(x(i)-lamdal)*esi(1)*epi(1)+ 2*b3*(x(1)-
lamdal)”"3*esl(1)"2*cpi(1));

toppi165=toppi165+ (-2*b3*(x(1)-lamdal)*(x(1)-lamda2)*esl(i)*es2(1)*cpi(i1));

toppi166=toppi66+ (2*y(1)*b3*esl(i1)- 2*b3*esl(i)*epi(1)- 4*b3"2*(x(1)-
lamdal)”2*esl1(1)"2*cpi(1));

toppi67=toppi67+ (-2*b3*b4*(x(1)-lamdal)*esli(i)*es2(i1)*cpi(1));

toppi7l=toppi71+ (b4*es2(i)*cpi(1));

toppi72=toppi72+ (b4*(b2-x(1))"3*es2(1)*cpi(1));

toppi73=toppi73+ (3*bl*bd4*(b2-x(1))"2*es2(1)*cpi(1));

toppi74=toppi74+ (b4*(x(1)-lamdal)"2*esl(i)*es2(i1)*cpi(i));

toppi75=toppi75+ (-y(1)*es2(1)+ es2(i)*epi(i)+ ba*(x(1)-lamda2)*es2(1)"2*cpi(1));
toppi76=toppi76+ (-2*b3*b4*(x(1)-lamdal)*esli(i)*es2(i1)*cpi(1));

toppi77=toppi77+ (-ban2*es2(1)"2*cpi(1));

end
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toppi2l
toppi3l
toppi4l
toppi51l
toppib6l
toppi71

toppi22
toppi32
toppi42
toppi52
toppi62
toppi72

toppi23
toppi33
toppi43
toppi53
toppi63
toppi73

toppi24 toppi25
toppi34 toppi35
toppi44 toppid5
toppi54 toppib55
toppi64d toppi65s
toppi74 toppi75

toppi26
toppi36
toppi46
toppi56
toppi66
toppi76

Jacob=[toppill toppil2 toppil3 toppild toppil5 toppil6 toppil7;

toppi27;
toppi37;
toppi47;
toppi57;
toppi67;
toppi77]

topl=0;
for 1=1:n
topl=topl+(y(i)-epi(i));end

top2=0;
for 1=1:n
top2=top2+(y (1) *(b2-x(1))"3- (b2-x(1))"3*epi1(i1));end

top3=0;
for 1=1:n
top3=top3+(3*y(1)*bl*(b2-x(1))"2- 3*bl*(b2-x(1))"2*epi(1));end

top4=0;
for 1=1:n

top4=top4+(y(i)*(x(i)-lamdal)"2*es1(i)- (x(i)-lamdal)”"2*esl1(i)*epi(i));end
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top5=0;
for 1=1:n

top5=top5+(y(i)*(x(i)-lamda2)*es2(i)- (x(i)-lamda2)*es2(i)*epi(i));end

top6=0;
for 1=1:n

top6=top6+(-2*y (i) *b3*(x(i)-lamdal)*es1(i)+ 2*b3*(x(i)-lamdal)*esl(i)*epi(i));end

top7=0;
for 1=1:n

top7=top7+(-y(i)*b4*es2(i)+ ba*es2(i)*epi(i));end

F(1)=topl; F(2)=top2; F(3)=top3; F(4)=top4; F(5)=top5; F(6)=top6; F(7)=top7;

F

TersJacob=i1nv(Jacob)
teta=i1lktetat+TersJacob*F"
fark=abs(teta-i1lkteta);
maxfark=max(fark) ;

1T maxfark<eps, break
end

1 lkteta=teta;

bO=teta(l); bl=teta(2); b2=teta(3);

end

b3=teta(4); bd=teta(b);
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Sekil IV.1 Serum Albliminin Risk Grafigi

Sekil IV.1’den de goriilecegi gibi serum albiimin degerinin 2.5g/100mL’den
diisiik oldugu seviyelerde 6liim orami riski  %40’lara kadar ulasmaktadir. Orta
derecede risk olarak kabul edilen 2.5g/100mL ve 3.5g/100mL araliginda ise
%14’lere kadar risk goriilmekte olup bu araliktan sonrasinda gittikge azalan risk
durumu s6z konusudur. Hatta serum albiimin i¢in epidemiyolojik olarak ideal aralik
3.5g/100mL’den sonrasi olarak kabul gormektedir. Serum albiimin i¢in model
yapisinin ~ Matlab  programinda ¢oziimlenmesiyle ilgili sonuglar asagida

gosterilmektedir:



Jacob =

Columns 1 through 3

-6.1219
26.6493
-13.5509
-0.1253
-0.0012
0.3030
0.0524

columns 4

-0.1253
1.9502
-0.6917
-0.0507
-0.0023
-13.3077
0.0641

column 7

0.0524
-1.4190
0.4240
0.0641
-2.9819
-0.0574
-0.2095

F =

Ccolumns 1 through 3

14.0470

Columns 4 through 6

5_9325
column 7

-11.9476

26.6493
-199.5820
301.2090
1.9502
0.0432
-3.8839
-1.4190

through 6

-0.0012

0.0432
-0.0119
-0.0023
-0.0004
-0.0017
-2.9819

-183.3585

0.3988

-13.5509
301.2090
-93. 7363
-0.6917
-0.0119
1.4757
0.4240

0.3030
-3.8839
1.4757
-13.3077
0.0017
9.2965
-0.0574

63. 9666

-6.6888
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TersJdacob =
columns 1

-0.2205
-0.0049
0.0163
-0.0014
0.0007
0.0005
-0.0000

columns 4

-0.0014
0.0000
-0.0005
-0.0524
0.0002
-0.0749
0.0000

column 7

-0.0000
0.0000
0.0001
0.0001

-0.3354
0.0001
0.0000

feta =

-1.4760
0.3035
0.0903
0.6323
7.9319
2.0905
3.3680

through 3

-0.0049
0.0012
0.0045
0. 0000

-0. 0000

-0. 0000
0. 0000

through 6

0.0007
-0. 0000
-0.0017

0.0002

0.0234
-0.0015
-0.3354

0.0163
0.0045
0.0016
-0. 0005
-0.0017
0.0004
0.0001

0. 0005
-0.0000
0.0004
-0.0749
-0.0015
0.0003
0.0001
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Dikkat edilirse iterasyon sayisi fazla ilerlememektedir. Dogrusal olmayan
sistem ¢oziimlerinde Gauss-Newton yonteminde genelde goriilen bir durumdur.
Greg Ridgeway makalesinde lojistik regresyonun dogrusal olmamasi durumunda
parametre kestiriminde iterasyonun fazla gitmeyecegini belirtmistir. Bu nedenle
dogrusal olmayan yapilarda bu durumun goriilmesi muhtemeldir [ 21].

Serum albilimin i¢in kurulan modeldeki parametreler by=-1.4760, b;=0.3035 ,
b,=0.0903 , b3=0.6323, bs,=7.9319, 1,=2.0905, A,=3.3680 olarak elde edilmistir.
Baslangi¢ degerlerine olduk¢a yakin olarak bulunan A degerleri dogru bir modele
yaklastigimizin da bir kanit1 olarak gosterilebilir. Dogrusal olmayan bu lojistik
regresyon modeli, en az iterasyonla en iyi modeli yakalayabilmistir. Sekil IV.1’den
de goriilecegi gibi, tibbi olarak serum alblimin i¢in gegerli degerler kurulan

modelden de gegerliligini korumaktadir.
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BOLUM V

SONUCLAR VE TARTISMA

Uygulama-1 calismasinda model 2 gerek en c¢ok olabilirlik kestirimi gerekse
de odds oran kestirimi bakimindan daha iyi sonu¢ vermistir. Yalniz burada sz
konusu olan bir sey vardir ki o da parametre kestirimlerinin araliklaridir.
Model 2’nin parametre kestirimleri ve giiven araliklar hgbz1 hari¢ daha idealdir.

PROC NLIN gibi SAS paket programi kullanildiginda karsilasilan problem ele
alian parametreler i¢in her zaman alt ve {ist sinirlarin elde edilmemesi seklinde olup
yakinsama ile ilgilidir. Hatalarin normal dagilima sahip oldugu dogrusal olmayan
regresyon analizlerinde Gauss-Newton, Marquaart ve Newton yontemleri ¢ok rahat
elde edilmekte ancak dogrusal olmayan lojistik regresyon analizinde hatalarin binom
dagilimina sahip olmasindan dolay1 sorunla karsilagilmaktadir. Pek ¢ok durumda
istikrarli ¢oziimler saglamasa bile, dogrusal olmayan lojistik regresyon analizi
kullanilarak yapilan modellemeler parametrelerin daha performansh kestirimlerini
saglar [9].

Hemoglobin ¢alismasinda kabul edilebilirligi sinayict bir bagka istatistik ise ¢
(concordance ratio) degeridir. Bu deger 0 ile 1 arasinda bir deger alir ve ROC
egrisinin altinda kalan alana esdeger oldugundan yaptigimiz uygulamada 0.955 ile
oldukea iyi sonug¢ vermistir.

Uygulama-2 Matlab programinda yapilan serum albiimin c¢aligmasi, splayn
yontemin lojistik regresyonda kullanilmasina dair iyi bir o6rnek olup parametre
kestirimleri de anlamlidir. Mevcut sekilden de desteklenerek epidemiyolojik olarak
kabul edilebilir bir model kurulmustur. Yapilan iterasyonla dnemli degisim noktas1
olarak gosterilen 2.5g/100mL ve 3.5g/100mL degerlerine yaklasik bir kestirim elde
edilmistir. Bu uygulama gostermistir ki, serum albiimin degerinin 2.5g/100mL’den

diisiik ¢ikmas1 6liim riskini %40 seviyelerine kadar arttirmaktadir. ideal seviye olan
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3.5g/100mL’ye yaklastik¢a risk azalmaktadir. Sonug itibariyle dogrusal olmayan
lojistik regresyonda model kestirimleri ve yorumlarin anlamlili§i daha iyi sonug
vermektedir ve programin gelistirilmesi ile daha ayrintili ve genis c¢aph bir

kullanimin ortaya ¢ikacagi diisiiniilmektedir.
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EK-1 Hemoglobin SAS Sonucu

x1 risk Iclper uclper
5.5 100.000 0.0000 100.000
5.6 100.000 0.0000 100.000
5.7 100.000 0.0000 100.000
5.8 99.999 0.0000 100.000
5.9 99.999 0.0000 100.000
6.0 99.998 0.0000 100.000
6.1 99.996 0.0000 100.000
6.2 99.992 0.0000 100.000
6.3 99.986 0.0000 100.000
6.4 99.976 0.0000 100.000
6.5 99.959 0.0001 100.000
6.6 99.932 0.0005 100.000
6.7 99.888 0.0024 100.000
6.8 99.821 0.0102 100.000
6.9 99.721 0.0395 100.000
7.0 99.574 0.1391 100.000
7.1 99.365 0.4442 100.000
7.2 99.075 1.2812 100.000
7.3 98.684 3.3074 99.999
7.4 98.173 7.5307 99.997
7.5 97.525 14.8545 99.989
7.6 96.729 25.0592 99.962
7.7 95.780 36.2770 99.890
7.8 94.688 46.0559 99.732
7.9 93.474 52.8502 99.457
8.0 92.172 56.3793 99.076
8.1 90.829 57.2257 98.655
8.2 89.500 56.4495 98.247
8.3 88.243 55.2720 97.854
8.4 87.117 54.7698 97.420
8.5 86.174 55.6887 96.866
8.6 85.461 58.3762 96.100
8.7 84.768 61.4092 95.113
8.8 83.843 63.3881 93.959
8.9 82.656 64.3487 92.638
9.0 81.170 64.3220 91.155
9.1 79.340 63.3364 89.514
9.2 77.114 61.4307 87.697
9.3 74_.437 58.6701 85.659
9.4 71.252 55.1530 83.320
9.5 67.509 51.0079 80.569
9.6 63.175 46.3830 77.284
9.7 58.248 41.4334 73.342
9.8 52.773 36.3095 68.654
9.9 46.851 31.1487 63.202
10.0 40.649 26.0729 57.081
10.1 34.388 21.1943 50.528
10.2 28.316 16.6284 43.894
10.3 22.674 12.5050 37.563
10.4 17.654 8.9585 31.838
10.5 13.373 6.0903 26.874
10.6 9.869 3.9260 22.683
10.7 7.105 2.4036 19.193
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RPOOOO~NOURWNRPROOO~NOOUIRAWNRPOOONOOUIRAWNRLROWO®

[eeololololololololololololololololololololololololololoNal ) LN SNSRI

-999
.443
.324
.540
.003
.642
.404
-250
-153
.092

.032
.018
.008
.004
.002
.001

.000
.000
-000
.000
-000
.000

_000
~000
~000

.000
.000
.000
-000
.000
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eleolojeolojolojololojolojololololojolojololofololololololofolofoa)

16.303
13.907
11.917
10.259
8.872
7.708
6.727
5.898
5.195
4.597
4.086
3.650
3.275
3.405
3.877
4.838
6.598
9.755
15.396
25.187
40.604
60.351
78.781
90.838
96.662
98.930
99.691
99.919
99.980
99.996
99.999
100.000
100.000
100.000



EK-2 Albiimin Matlab Sonucu

X epi
1.1000 0.1433
1.2000 0.1312
1.4000 0.1036
1.6000 0.0744
1.7000 0.0605
1.7000 0.0605
1.8000 0.0478
1.8000 0.0478
1.9000 0.0364
1.9000 0.0364
1.9000 0.0364
2.0000 0.0269
2.0000 0.0269
2.0000 0.0269
2.1000 0.0191
2.1000 0.0191
2.2000 0.0131
2.2000 0.0131
2.3000 0.0086
2.3000 0.0086
2.3000 0.0086
2.3000 0.0086
2.3000 0.0086
2.4000 0.0054
2.4000 0.0054
2.4000 0.0054
2.4000 0.0054
2.5000 0.0036
2.5000 0.0036
2.5000 0.0036
2.5000 0.0036



2.5000
2.5000
2.6000
2.6000
2.6000
2.6000
2.7000
2.7000
2.7000
2.7000
2.8000
2.8000
2.8000
2.8000
2.8000
2.8000
2.8000
2.8000
2.8000
2.8000
2.8000
2.8000
2.9000
2.9000
2.9000
2.9000
2.9000
2.9000
3.0000
3.0000
3.0000
3.1000
3.1000
3.1000

0.0036
0.0036
0.0022
0.0022
0.0022
0.0022
0.0013
0.0013
0.0013
0.0013
0.0007
0.0007
0.0007
0.0007
0.0007
0.0007
0.0007
0.0007
0.0007
0.0007
0.0007
0.0007
0.0004
0.0004
0.0004
0.0004
0.0004
0.0004
0.0002
0.0002
0.0002
0.0001
0.0001
0.0001
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3.1000
3.1000
3.1000
3.2000
3.2000
3.3000
3.3000
3.3000
3.3000
3.3000
3.3000
3.4000
3.4000
3.4000
3.4000
3.4000
3.5000
3.5000
3.5000
3.5000
3.5000
3.5000
3.5000
3.5000
3.5000
3.6000
3.6000
3.6000
3.6000
3.6000
3.7000
3.7000
3.8000
3.8000

0.0001
0.0001
0.0001
0.0001
0.0001
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
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3.8000
3.9000
3.9000
4.0000
4.1000
4.1000
4.1000
4.2000
4.2000
4.3000
4.4000
4.4000
4.4000
4.4000
4.7000
4.7000
4.8000
5.1000

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
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