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SEMBOL LIiSTESI

(ho, h) : ki 6lgii.

R : Reel say1

R, X R" : Pozitif reel sayilar kartezyen carpim n-boyutlu reel degerli uzay
II. |l : R™ de Oklit Normu

V(t,.) : Lyapunov fonksiyonu

D*V(t,.) : IV fonksiyonun Dini-Tiirevi

S(h,p) : p yarigcaplh h 6lgiilii agik yuvar

S¢(h, p) : p yarigapli h Ol¢iilii agik yuvarin tiimleyeni



OZET

CAUCHY PROBLEMI ICIN LYAPUNOV KARARLILIK , LAGRANGE
KARARLILIK VE IKi OLCU CINSINDEN SINIRLILIK

Bu tezde iki 0l¢ii cinsinden Lyapunov kararliligi ve uygulamalari, Lagrange kararlilik
kriteri, iki Ol¢ii cinsinden simirlilik kriterleri ele alinip bunlar igin yeter kosullar
kullanilarak bu konularla ilgili teoremler yapilip uygulamalari ele alinmigtir. Lyapunov
fonksiyonlar yardimiyla lineer olmayan denklem sistemlerini skaler diferansiyel
denklemlere doniistirip bu denklemlerin karakteristigi ile orjinal denklemlerin
karakteristiginin birebir Ortlistiigli gdsterilmistir.

Vi



SUMMARY

LYAPUNOV STABILITY, LAGRANGE STABILITY AND BOUNDEDNESS IN
TERMS OF TWO MEASURES FOR CAUCHY PROBLEMS

In this thesis, applications of Lyapunov stability, Lagrange stability criteria and
boundedness criteria in terms of two measures have been investigated and we have used
sufficient conditions and constructed related theorems. Lyapunov functions have been
used to find relation between the nonlinear systems of differential equation and scalar
differential equation.



1. GIRIS

Lyapunov kararlilik kavramlari, uygulamada 6nemli olan bazi yeni gelismelere sebep
olmustur. Bu alanlardan bazilar1 kismi kararlilik, kosullu kararlilik, ileride kararlilik ve
siirliliktir. Bilinen kararlilik ve sinirlilik kavramlarini gelistirmek i¢in iki farkli 6l¢ii ve
bu Ol¢iilere dayali bir kriter bulmak yeterlidir. Lyapunov fonksiyon kavrami, dinamik
sistemlerin nitelik ve nicelik 6zellikleri arastirmalarinin genis bir yelpazesinde yillardir
basariyla ele alinmaktadir.

Cauchy Baslangi¢ Deger Problemlerini ele alalim.

2—1‘: f(t,X), X(t,) = X, t > t, (1.1)
d
d—{= F(t,Y), Y(ro) = Vo, t 2 7, (1.2)

Burada f,F € C[R* x R™,R™], f ve F fonksiyonlar1 (1.1) ve (1.2) denklemlerinin
x(t) = x(t, tg,x0), t =ty Ve y(t) =y(t, 1o, Vo), t = Ty ¢Oziimleri mevcut, tek ve
baslangi¢ zaman pozisyonlarina gore siirekli bagimliligi saglayan yeterince diizgiin
birer fonksiyon olsunlar. R € C[R* x R™, R™] olmak iizere; F(t,y) = f(t,y) + R(t,y)
bi¢iminde ifade edilirse

dy
P f(t,y) +R(t,y),y(10) = ¥, t = 7,.

olur. Burada (1.1) denklem sistemine saptirilmamis (unpurterbed) denklem, (1.2)
denklemine de (1.1) denkleminin saptirilmis (purterbed) denklemi denir ve R(t,y)
terimine de saptirma (perturb) terimi denir [1].

Bu tezde (1.1) denkleminin ¢dzlimii i¢in temel Lyapunov teori, karsilastirma metodu,
Karsit teorem, Sinirlilik ve Lagrange Kararlilik kavramlar1 incelenecek, ortaya ¢ikacak
sonuglar iki 6l¢ii cinsinden genellestirilecek ve bu sonuglar kullanilarak,

(1.2) denkleminin baslangi¢ zaman farkli iki Olgli cinsinden sinirlilik kriterleri (1.1)

denklemine bagli olarak incelenecektir.



Bu caligmada ilk olarak, literatiirde ki bazi bilinen iki farkli dl¢iiye dayali kararlilik
kavramlarmi tanimliyoruz. Ikinci olarak Lyapunov’un orijinal teoreminin sonuglarini
ele alacagiz. Ugiincii olarak, genel karsilastirma prensiplerini kullanarak elde ettigimiz
kararlilik kriterini, iki Ol¢li ¢ercevesinde elde edecegiz. Dordiincii olarak, diizgiin
asimptotik kararliligin karsit teoremini, iki Ol¢li cinsinden Massera’nin iyi bilinen
teoremine paralel olarak elde edecegiz. Daha sonra sinirlilik ve Lagrange kararlilik
kavramlarii inceleyecegiz. Son olarak, iki 6l¢ii cinsinden baslangic zaman farkli
smirhlik  ve genellestirilmis parametrelerin - degisimi  yontemini, Lyapunov-tipli
fonksiyonlarla birlestirerek bir degisimli karsilastirma sonucu elde edip, sonug

boliimiiyle ¢alismayi bitirecegiz.



2. GENEL KISIMLAR

2.1. IKi OLCU CINSINDEN LYAPUNOV KARARLILIK

2.1.1. Temel Tanim ve Teoremler

Asagida verilen lineer olmayan diferansiyel denklem sistemini ele alalim.
x'=f(t,x), x(ty) = xy, t=t,=0 (2.1.1.1)

burada f € C[R, X R™ R™] olmak iizere

f fonksiyonu (2.1.1.1) denkleminin x(t) = (¢, to, xo ) ¢Oziimiiniin varligini, tekligini

ve siirekliligini garanti altina alan yeterince diizgiin bir fonksiyondur.

Simdi asagida verilen fonksiyon siiflarini ileride ki kullanimlar i¢in tanimlayalim.

K={a € C[R,R,]: a(u), u'dakesin artan ve a(0) = 0}

L ={o € C[R;,R,]: 0(u), u'daKkesin azalan ve lim,_,,o(u) = 0}

KL={a € C[R2,R,]:a(t,s) € K,oylekiV ticin,s ve a(t,s) € L}

CK={a € C[R3,R,]:Vticina(t,s) € K}

I'={h € C[Ry X R™ R, ]: infinh(t,x) =0}

I'y={h €T:inf.h(t,x) =0,Vticint € R,}

Ayrica (2.1.1.1) sistemi i¢in ¢esitli kararlilik kavramlarini iki 6l¢ii cinsinden

tanimlayalim.((hg, h) € T oldugunda)



Tamm 2.1.1.1: (2.1.1.1) diferansiyel denklem sisteminden hareketle,

(S1):Ve>0, ty, € R, icin 0=0(ty,€) t,da siirekli pozitif fonksiyonu vardir, dyle ki,
her bir ¢ igin, ho( to, Xo) < & oldugunda h(t,x(t)) <, t = t, olur. Buradan

x(t) = x(t, ty, x¢ ) (2.1.1.1) sisteminin herhangi bir ¢oziimii iken (hg, h)-es-kararlidir.
(S,): Eger (S;)’deki §, t,’dan bagimsiz segilebiliyorsa, (hy, h) — diizgiin kararhdir.

(S3): Ve>0igin,vety, € R, iken &6, =6(t,) ve T=T(t,, €) olacak sekilde pozitif
sabitler vardir, dyle ki hy( tg, xo) < Oy icin h(t,x(t)) < svet = ty,+ T oluyorsa
(hg, h)-es-atraktifdir.

(S4): (S3) deki 8, ve T, t,’dan bagimsiz oldugunda (hy, h)-diizgiin atraktifdir.
(Ss): (S1) ve (S3) ayni anda saglandiginda (hy, h)- es-asimptotik kararli olur.
(Se): (S,) ve (S,) birbirlerini dogruluyorsa (hg, h)- diizgiin asimptotik kararli olur.

(S7): V €>0,a>0ve ty € R, igin T=T( t, &, @) olacak sekilde bir pozitif say1
vardir dyle ki, ho( ty, xo) < a,oldugunda h(t,x(t)) < &, t = t,+ T ve
(hy, h)- daha biiyilik bir bolgede es atraktif ‘dir denir.

(Sg): (S7)’deki T sabiti, t,’dan bagimsiz ise (hy, h)- daha biiyiik bir bolgede diizgiin

es-atraktif ‘dir denir.

(So): (S1) dogrulanmiyorsa, (hy, h)-kararl degildir.

Uyan 2.1.1.1: Atraktiflik notasyonu (S;) ve (Sg)’de ki kararlilik kavramlarinda bazen
evrensel bir karakter gosterebilir.(hy, h) iki Olciisiiniin bazi se¢imlerinde Tanim
2.1.1.1” in genelligi gosterilebilir. Bunlara ek olarak (hg, h) iki 6l¢iisii cinsinden yazilan

kavramlar, literatiirde ¢esitli kararlilik notasyonlarini birlestirmemize olanak tanir.



Tanim 2.1.1.1° den kolaylikla goriilebilecegi gibi,
(1) Eger h(t,x)=hy(t,x) = ||x]||, olarak tanimlanirsa, (2.1.1.1) sisteminin x(t) =0
asikar ¢oziimiiniin iyi bilinen kararlilig1 ya da buna es anlamda ¢6zlim, degismez

kiime {0} olur.

(2) Eger h(t,x) = ho(t,x) = [lx —xo(t)|l, olursa (2.1.1.1) sisteminin  x,(t)

saptanmis hareketinin karaliligini verir.

(3) h(t,x) =|x|s , 1<s<n ve hy(t,x)=|x|| oldugunda, (2.1.1.1)’in asikar

¢ozlimiiniin kismi karaliligini verir.

(4) Eger h(t,x) = ho(t,x) = ||lx|| + a(t), o € L iken degismez kiime {0} asimptotik

kararlidir.

(5) Eger h(t,x) = hy(t,x) =d(x,A),A c R™, olmak iizere degismez A kiimesinin

kararliligin verir.

(6) Eger h(t,x) = d(x,B),hy(t,x) = d(x,A) oldugunda, A € B ¢ R™, olmak tizere

A’ ya karsilik bulunabilecek, A’ ya bagli bir B kiimesinin kararliligin1 verir.

(7) Eger hy(t,x) = ||x|| + d(x, M) olursa
(M: k — boyutlu, orjini de igeren manifolt), (2.1.1.1)’in asikar ¢oziimiiniin sartl

kararliligim verir.

(8) Eger h(t,x) = hy(t,x) = d(x,C)
(C: faz uzaymda kapali yoriinge), olursa (2.1.1.1)’in periyodik ¢6ziimiiniin yoriingesel

karaliligin1 verir.

Sonug olarak, {0} kiimesinin (2.1.1.1)’e asimptotik degismez bagimli oldugunu soyleriz.



Herhangi bir € > 0 alindiginda bir t(¢) > 0 bulabiliriz 6yle ki x, = 0 oldugunda

t >ty = t(e) igin||x(t,ty, 0)|| <e olur.

Eger verilene > 0 ve t, € R, i¢in, bir § = &(ty, &) > 0 vardir ki,

Xo € {x:|lx]| <6} N M oldugunda x(t) € {x:||x|]| <&}, t=t, oluyorsa x =0
sartli- kararli olur. (4)’te verilen notasyon sunu gosterir ; t, baslangic zamaninin R’
nin bir alt kiimesine kisitlanmasi gereklidir. Bu ise ancak, hy (ty,xo) < & oldugunda

mumkindiir.

Benzer sekilde (7)’deki kavrami tanimlamak istersek, M manifoltunda olan bir x,
baslangi¢ konumu segilebilir dyle ki, S(hy, §)={x € R™: hy = ||x|| + d(x,M) < &}
iken hg (to,xo) < 6 oldugunda x, € S(hy, §) N M dir.

(1) den (8)’ e kadar verilen kavramlarin (hg, h) igin ¢esitli kombinasyonlari bulunabilir.

Tamm 2.1.1.2: hy, h € T" olmak tizere

(i) p>0vep € CK fonksiyonu igin

ho(t, x) < p oldugunda h(t,x) < @(t, hy(t,x)) ise hy, h’dan daha iyidir.

(i) (i) de ki ¢; t' den bagimsiz ise hy, h’ dan diizgiin olarak daha iyidir.

(iii) p >0 vep € K L fonksiyonu igin

ho(t,x) < p oldugunda h(t,x) < ¢ (hy(t,x),t) ise hy, h' dan asimptotik olarak daha
iyidir.

Tanmim 2.1.1.3: V€ C[R, x R™RY]
N

N>1, V,(tx) = Z V(& x)
i=1

V i¢in sdyleyebiliriz ki,

(i) p> 0 ve b € K olacak sekilde bir fonksiyonu mevcut iken
h(t,x) < p oldugunda b(h(t, x)) < V,(t,x) ise h fonksiyonuna pozitif tanimlidir

denir.



(ii) p > 0ve a € X olacak sekilde bir fonksiyon mevcut iken,
h(t,x) < p oldugunda V,(t,x) < a(h(t,x)) ise h azalandur.

(iii) p > 0 ve a € CXK olacak sekilde bir fonksiyon mevcut iken

h(t,x) < p oldugunda V,(t,x) < a(t, h(t,x)) ise h-zayif azalandir.

(iv) p > 0 ve a € KL olacak sekilde bir fonksiyon mevcut iken

h(t,x) < poldugunda V,(t,x) < a(h(t,x),t) ise h- asimptotik azalandir.

Not: Tanim 2.1.1.3 de 6l¢ii olarak;

N
V(6 x) = Z Vi(t, %) i
i=1

kullanmaliy1z ve kullanima uygun diger dlgiiler olarak;

Vo (t,x) = max i<y Vi(t, x);
N

Vo(t,X) = Z diVi(t,X), di > 0, [ = 1,2, ,N
i=1

veya Q € C[RY , R, ], Q(w); u iginde azalmayan ve Q(0) = 0 olmak iizere
V,(t,x) = Q(V(t,x)) bigiminde tanimlanirsa, N = 1 oldugunda
V,(t,x) = V(t, x) oldugu anlasilir.

Herhangi bir V fonksiyonu i¢in, V € C[R, X R™, R,] olacak sekilde,
D*V(t,x)= limsoor sups [V(t+ 8,0+ 8f(£,2)) — V(t,x)] (2.1.1.2)

(t,x) € R, X R™ i¢in fonksiyonu tanimlanabilir, (2.1.1.2)’deki D*V (¢, x) Dini-tiirevi

(2.1.1.1)’ deki tanim1 vurgular. Genellestirilmis tiirevler kullanilarak 6rnegin;
D_V(t,x)= limgo- inf 5 [V(t+8,x + 8f(£,2)) — V(t,x)] (2.1.1.3)
dir Eger burada, V € C'[R, X R™R, ] oldugu dikkate alinirsa, buradan

DT V(t,x) = D_V(t,x) = V'(t, x) olur ki, boylece
V'(t,x) = Vi(t,x) + Vi.(t,x) f(t,x) esitligi saglanir.



Farzedelim ki, (2.1.1.1) in bir ¢6ziimii x(t) , [t,, o) araliginda var olsun ve V(t, x) x’e
gore yerel Lipschitz kosulunu saglasin. t > ¢, verildiginde (t,x(t))’ nmn U
komsulugunda olan ve dyle bir L >0 vardir ki, |[V(z,{) =V (t,n)| <L || —nll,
esitsizligi (z,{), (7,n) € U igin saglanir.

& > 0 yeterince kiigiik segersek, (t + 8, x(t +6)) € U ve

(t+ 8, x(t) + 5f(t,x(t))) € U oldugu goriiliir. Buradan ¢; & ile 0" a yaklasirken
V(t+ 8, x(t+ 8))-V(t,x(®) =V(t+8,x(t) + 5f(t,x(0) + 8e) — V(t,x(t)) <
V(t+6,x(t) +6f(t,x(t))) + Ld|e| — V(¢t, x(t)) olur. Bunu;

limg_,,+ Sup§ V(t+38,x(t+08))— V(t,x(t))] <limg_, + sup% V(t+8,x(t) +
Sf(tx(t))- V(tx(t)) izler. Diger yandan elimizde,

V(it+6,x(t+6))— V(t,x(t)) = V(t+5,x(t) +5f(t,x(t))) — Léle| —

V(t, x(t)) esitsizligi vardir ve buradan anlariz ki,

limg_,o+ sup s [V(t+8,x(t +6)) — V(£x(6))] = limg_o+ sup [V(E+8,x(t) +
Sftxt— Vexe,

olur. Boylece,

Jlim, sups [V(t+6,x(t +6)) = V(t,x(£))] = limy_,+ sup [V(t +8,x(t) +
-0

SgfLxt)— Vext (2.1.1.4)
elde edebiliriz. Benzer sekilde gosterilebilir ki,

limg_o+ inf 5 [V(t +6,x(t + 6)) — V(t,x(t)] =

limg_o+ inf < [V(t +6,x(6) + 6f (&, x(0)) — V(t,x(D))] (2.1.1.5)
esitligi saglanir. Suna da dikkat edecek olursak:
V(t,x) fonksiyonu x’e gore yerel Lipschitz’ i saglamadiginda x(t) coziimii tek ¢oziim
olsa bile yukarida verilen bagintilar saglanmaz. Ornegin; V = Vx, x > 0, fonksiyonunu
diisiiniirsek x" = 2t, t = 0 olur. O zaman, D*V(0,0) = 0 esitligi acikca goriilebilir.
Fakat x(t) = t? ¢oziimii (0,0) dan gegmektedir. Bu yiizden
limg_,,+ sup [V(8,x(8)) = V(0,0)] = 1 bulunur.



Lemma 2.1.1.1: m(t) fonksiyonu (a, b) araliginda siirekli olsun.

m(t), (a, b) araliginda azalmayan (artmayan) ancak ve ancak D*m(t) = 0(< 0),

vt € (a,b) iken D*m(t)=limg_ o+ sup% [m(t + 6) — m(t)] esitliginin saglanmasi

ile miimkindiir.

Ispat: Durumun gerekliligi agiktir, bunun yeterliligini ispatlayalim.

Varsayalim ki, 6ncelikle (a, b) araliginda D* m(t) > 0 olsun. Eger burada

a,B € (a,b), a< B olacak sekilde Oyle iki nokta vardir Ki m(a) > m(B) olur.
Buradan da bir 4, m(a) > u > m(p) bigiminde tanimlansin vet € [, f] olmak lizere
m(t) > p bulunabilsin.l = sup{t; m(t) > u, t€ [a,B]}

yukarida ki tanimdan agikca goriilebilir ki, £ € (a, f) ve m()= u dir.

Buylizden vVt € ({ f) i¢in,

m(tz : Zl(C) <0

ise D* m({)< 0 olur. Bu bir geliskidir. Farz edelim ki, (a, b) araliginda D* m(t) =0
olsun. Herhangi bir € > 0 igin, D*[m(t) + et] = D* m(¢t) + € > 0 elde edilir.

Bunun sonucu olarak, (a, b) araliginda m(t) + et azalmayandir. Herhangi bir € > 0 i¢in
m(t) azalmayandir. Benzer sekilde m(t)’nin D* m(t) <0 oldugunda artmayan

oldugu ispatlanabilir. Béylece, bu Lemma’nin ispati tamamlanmis olur.
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2.1.2. TEMEL LYAPUNOV TEOREMI

Lyapunov’un iyi bilinen ikinci metodunun 6zii, kararlilik kriteri ile ilgilidir. Metodun
temel Kkarakteristigi bir fonksiyonun tamimlanmasidir. Bu fonksiyon Lyapunov
fonksiyonu olarak bilinir. Lyapunov fonksiyonlar1 hareket uzayimin orijine olan uzakligi
olarak da tanimlanabilir [2,3].

Bir Lyapunov fonksiyonunun birinci mertebeden siirekli kismi tiirevleri mevcuttur. Ilk
boliimiinde anlattigimiz notasyonlar1 kullanarak, temel Lyapunov teoremini daha genis

bir ¢ercevede diisliniip, gelistirebiliriz.

Teorem 2.1.2.1:

() VEC[R, XR™ R,],h €T, V(t x),x e gore yerel Lipschitz ve h pozitif tanimli;
(ii) S(h,p) ={(t,x) € R, X R™; h(t,x) < p, p > 0} oldugunda
V(t,x) € S(h, p)i¢in DT V(t,x) < 0 olsun.

O halde,
(A)Eger bunlara ek olarak hy € I', h,,h' dan dahaiyi, V(t, x), h, zayif azalan ise
(2.1.1.1) sistemi (hy, h)- es-kararli olur.
(B) Eger bunlara ek olarak h, € I", h, diizgiin olarak h’dan daha iyi,
V(t, x), hyazalanise (2.1.1.1) sistemi (hy, h)- diizgiin kararl olur.

Ispat: oncelikle A’y1 ispatlayalim,
V(t,x), hy zayif azalan oldugunda, t, € R,, xo € R" igin, §p= &y(ty) > 0 sabiti

mevcut ve oyle bir a € CK fonksiyonu vardir ki,

ho(to, %0) < & oldugunda V(to,xo) < a(to, ho(te, xo)) (2.1.2.1)
esitsizligi saglanir.
V(t,x)’in h pozitif tanimli olmas1 durumunda anlariz ki, p, € (0, p) sabiti ve dyle bir

be K fonksiyonu vardir ki

h(t,x) < p, oldugunda b(h(t,x)) < V (¢t x) (2.1.2.2)
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farzedelim ki, hy, h’ dandahaiyi, 6; = 6; (t,) > 0 sabiti ve ¢ € CK fonksiyonu
olsun. hy(ty, xo) < 6; oldugunda &;, @(ty, &;) < p, olacak sekilde segilirse

h(to, x0) < @(to, ho(to,xo)) (2.1.2.3)
olur.
€ € (0,py) Ve t, € R, verilmis olsun, a i¢in varsayalim ki, 6, = 8, (to, €) > 0

to’ da siirekli oyle ki,
a(ty, 8,) < b(e) (2.1.2.4)

elde ederiz. §(t,) = min {8, 8;, 5.} segelim, o halde hy(ty, x,) < 6’ den dolay1 ve
(21.2.1) ve (2.124)y den b(h(ty,x0)) < V(to, xo) < a(to, ho(te, x0)) < b(e)
esitsizligi h(ty, xo) < & olmasii gerektirir. Buradan sunu séyleyebiliriz ki, (2.1.1.1)’in

x(t) = x(t, ty, xo) her ¢oziimii igin, hy(ty, xo) < § ile birlikte
h(t,x(t)) <e, t=t, (2.1.2.5)

bagintisini elde ederiz.
Eger bu dogru degilse, 0 zaman Oyle bir t; > t, vardir ki, (2.1.1.1) sisteminin

x(t, tg, x¢) ¢Ozlimleri,
h(ty, x(t)) = eve h(t,x(t)) <&, t € [to, ty) (2.1.2.6)

olacak sekilde bulunabilir.

m(t) = V(t,x(t)), t € [ty, t;] olacak sekilde alalim. V(t, x),x’e gore yerel Lipschitz
oldugunda bunu (2.1.2.4) ve (ii) varsayimi izler. D*m(t) < 0’dan anlasilir ki, Lemma
2.1.1.11ile m(t), [to, t;] araliginda artmayandir. Bu yiizden (2.1.2.2) ve (2.1.2.4)’den
b(e) = b(h(tl,x(tl))) S V(ty,x(t)) < V(ty,x9) < b(e) elde edilir ki, bu bir
celiskidir. Bu yiizden (2.1.2.5) dogrudur ve (2.1.1.1) sistemi (h,, h)-es-kararlidir.
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B’ yi ispatlarsak; eger V (t, x), h, azalan ve h,, diizgiin olarak h’ dan daha iyi ise,
0 zaman a ve ¢ fonksiyonlari t’den bagimsizdir. Sonug olarak, kolaylikla goriilebilir
ki, § sabiti t,’dan bagimsiz secilebilir, boylece sistem (2.1.1.1), (ho, h)- diizgiin kararli

olur.

Simdi (hg, h)-diizgiin asimptotik kararliligin bir sonucunu teorem olarak verip

ispatlayalim.

Teorem 2.1.2.2:

(i) hy, h €T ve hy, h' dan diizgiin olarak daha iyi;

(ii))V € C [Ry X R™, R,], V(t, x) x’e gore yerel Lipschitz ,h pozitif tanimli,
ho azalanve DV (t,x) < —C(ho(t,x)), (t,x) € S(h, p), C € K olsun.

O halde (2.1.1.1) sistemi (hy, h)- diizgiin asimptotik kararli olur.

Ispat: Kabul edelim ki 0 <p, < p, 0 < §, sabitleri ve a, b€ K fonksiyonlar: mevcut

olsun dyle ki,
b(h(t,x)) < V(t,x), (t,x) € S(h, py) (2.1.2.7)

ve
ho(t,x) < &y iken V(t,x) < a(hy(t, x)), (2.1.2.8)

oluyorsa V (t, x), h pozitif tamimli ve h, azalandir. Boylece sistem (2.1.1.1)

(hg, h)- diizglin kararh olur. Buradan € = p, alalim. §; = &§; (p) > 0 olacak sekilde,
ho(tg,x0) < 61 icin  h(t,x(t)) <po, t=ty olur. Burada x(t) =x(t,tg,x)
(2.1.1.1)’ in herhangi bir ¢oziimiidiir. 0 < € < py ve § = (&), Tanim 2.1.1.1° deki

§ ile ayn1 olacak sekilde (hy, h)- diizgilin kararli segelim. Varsayalim ki,

ho(to, x0) < 8 = min{d,, 61}, T=T(e) = % + 1 olsun.

(hg, h)’ in diizgiin asimptotik kararliligim1  gostermek igin hy(t*, x(t* ))< 6 olacak
sekilde bir t* € [ty,ty + T] varh@mi gostermek yeterlidir.

Eger bu dogru degilse, 0 zaman (2.1.1.1)’ in bir ¢éziimii olan x(t)=(t, to, xo) ile
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ho(tg, xo) < 8" olmast hy(t,x(t)) = &, t € [ty to+ T] (2.1.2.9)

esitsizligini gerektirir. m(t)=V (¢, x(t)) alip ve (ii) durumunu goz oniinde tutarsak;

DT m(t) <—C( hy(t, x(t))), t=t, olur.

Bundan anlasilir ki (2.1.2.8)’den

to+T
j C(hy(s,x(s)))ds < m(ty) <a(s)

0

dir. Diger taraftan (2.1.2.9)’ dan

to+T

f C( ho(s,x(s)))ds = C(8)T > a(s")

to

elde edilir ki bu bir ¢eliskidir. Boylece ispat biter.

Yukaridaki uygulamalarin sonuglarini asagidaki drneklerle tartigalim.

Ornek:2.1.2.1 Asagida verilen lineer olmayan diferansiyel denklem sistemini ele

alalim.
, 1
x1 = _Exl +x2 - X3
x, =-etx; (2.1.2.10)

x3' = (xp — x3)%et
Bu diferansiyel denklem sistemi igin; V(t,x) = xZet+(x, —x3)?%, h(t,x) = |x4]
ve ho(t,x) = /xZ + x2 + x2 olsun.
O halde (h(t,x))? < V(t,x) < 2et(ho(t,x))?, (t,x) € R, X R® ve

DY V(t,x)=—-2e'(x, —x3)?2<0, (t,x) € R, X R® olur.
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Teorem 2.1.2.1’¢ gore (2.1.2.10) sisteminin  ( hgy, h)-es-kararli1 oldugu sonucuna

variriz.

Sunu da belirtmeliyiz ki; yukaridaki 6rnekte kastedilen (hg, h)- kararliligi, h ve hy 1n
secilmesine ve, (2.1.2.10) Diferansiyel denklem sisteminin asikar ¢ozimii x;’ e gore

kismi kararli olur.

Ornek:2.1.2.2 Asagida verilen lineer olmayan diferansiyel denklem sistemini ele

alalim.

x'=—y+{1-x%—y?)xet (2.1.2.11)

y' =x+(1-x? —y?) ysinx?

Diferansiyel denklem sistemine gore:

V(x,y)=(x*+y%>—1)?, hy = h=|x*+y%?—1| alalm.

Boylece; h2(x, y)< V(x,y) < hi(x,y), (x,y) € R? ve

DY V(x,y) = —4(x*+y?—1)?(x%e t +y?sinx?)< 0, (t,x,y) € R, X R?
oldugunu goriiriiz. Bu yiizden Teorem 2.1.2.1° den ( hy, h)- diizgiin kararli olur,

ve (2.1.2.11) diferansiyel denklem sisteminin periyodik ¢oztimiiniin

(x(t),y(t)) = (cost,sint) olarak segildiginde diizgiin yoriingesel kararli oldugu
kolaylikla gortilebilir.

Ornek:2.1.2.3 Asagida verilen lineer olmayan diferansiyel denklem sistemini ele

alalim.
x, = — x,(1+sin’x3) — 2x,e7¢,
X, =2x, — x,et, (2.1.2.12)
X3’ =—x, et + xycost+ xgsint

Diferansiyel denklem sistemine gore;



15

V(t,x) = x>+xiet |, h(t,x) = d(x,B) ve hy(t,x)= d(x,A)
A={(x1,%5,%3) € R3| x; = x, =0}, B= {(xy,%2,%x3) € R3] x, = 0}

Acikea goriilebilir ki; A B, h%(t,x)< V(t,x) < ho°(t,x) Ve

DY V(t,x) < =2 hy*(t,x) dur.

Bu yiizden Teorem 2.1.2.2° den sistem (2.1.2.12) ‘in (hy, h)- diizgiin asimptotik

kararli oldugunu soyleriz.

Asagida verilen teorem Marachkov’ un ( hg, h)-es-asimptotik kararliligin1 veren
teoremdir [2,3].

Teorem 2.1.2.3:

(i) hg,h €' ve h, ,h’dan daha iyi;

(i) V € C[Ry X R™,R, ] olmak iizere

V(t, x); x’e gore yerel Lipschitz, h pozitif tanimli, h, zayif azalan ve

DT V(t,x) < —C(h(t,x)), (t,x) € S(h,p),C€EX;

(iii)h € C*[R, X R™ R, ],(t,x) € S(h,p)ve M > 0 icin |h'(t,x)| < M ve
h'(t,x) = hy(t,x) + h, (t,x) f(t,x) olsun.

O halde sistem (2.1.1.1) ( hy, h)-es-asimptotik kararli olur.

Ispat: (i) ve (ii) varsayimlari Teorem 2.1.2.1° den, (2.1.1.1) sisteminin
( ho, h)-es-kararli oldugunu sdyler. Bu yiizden bir € = p alalim ve t, € R, Vverilsin.
8o = &g (to, p) > 0 olacak sekilde &, vardir Ki;

ho(to,Xo)< 8, oldugunda h(t,x(t)) <p =€ ,t > ¢, (2.1.2.13)

olur. Burada x(t) = x(t,tg, xo) (2.1.1.1) ‘in herhangi bir ¢6ziimiidiir.

Kabul edelim ki; (2.1.1.1) sistemi ( hy, h)-es-asimptotik kararli olmasm. O halde
Je >0 igin , x(t) = x(t,ty,xo) gibi bir ¢oziim ile, hy(ty,xy)< 8, vardir ve {t;}
wraksak dizi 0yle ki; h(ty, x(tx)) =€, k =1,2,... saglanr.

(iii) varsayimini takip ederek t;, — ﬁ St Gt % k=1,2,..
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araliginda h(t, x(t)) 2% buluruz. Varsayalim ki bu araliklar ayrik olsun ve eger
gerekli ise {t;} < nin alt dizisinden t,- ﬁ > t, alabilsin. O halde, (ii) varsayimi ile

birlikte V(t,ﬁﬁ,x( tet ﬁ))s V(to,xo)—C(g)% , k= — o0 ve k- oo elde edilir ki
bu bir celiskidir. Buradan (2.1.1.1) sisteminin( hy, h)-es-asimptotik kararli oldugu

anlasilir.

Uyar12.1.2.1: Eger hy = h=||x|| olarak alinirsa, Teorem 2.1.2.3 Marachkov’un

iyi bilinen sonucu olan [2], (2.1.1.1) sisteminin agikar ¢6ziimii asimptotic kararliligina

indirgenir.

Uyan 2.1.2.2: Eger Teorem 2.1.2.3° in (iii) durumu ¢ikarilirsa o zaman sistem
(2.1.1.1), sahip oldugu ( hy, h)-es-asimptotik kararlilik ozelligini, hala ( hg, h)-es-
kararl1 oldugu halde kaybedebilir.

Teorem 2.1.2.4: Eger Teorem 2.1.2.3° deki h’in pozitifligi zayiflarsa yani h ,V’nin
pozitif yari tanimli olmasi halinde V(t,x) =0, (¢t,x) € S(h,p) olur. O halde Teorem

2.1.2.3” iin sonucu halen gecerlidir.

Ispat: Kabul edelim ki; V(t,x) = 0, h, zayif azalan ve hy, h’dan daha iyi olsun.
O zaman (2.1.2.1) ve (2.1.2.3) bagntilar1 saglanir. Ve >0 ve t, € R, alahm. O halde
(2.1.2.3) deki ¢ ve (2.1.2.1) deki a tanimlarindan 6yle bir §,=8,(t,)>0 sabiti vardir Ki

O(to, 82)< 5 Ve alty, 52)< CC) 5 (2.1.2.14)

olur. Buradan § =min{8,, §;, 8.} secilsin.hy(ty, x,)< & ve (2.1.1.1)” in ¢6ziimii olan

x(t) = x(t, ty, x¢)’ 1alalim, varsayalim ki t, > t; > t, olsun dyle ki;

h(ty,x(t)) = 2 h(tz, x(t2)) = & h(t,x(1)) = =, € [t3,t], 21215
ve h(t,x(t)) < e, t € [to,t5) T

bagmtilar1 vardir. V(t,x) x ’e gore yerel Lipschitz oldugunda ve

D*V(t,x) < —C(h(t,x)) saglandiginda bunu (2.1.2.14) ve (2.1.2.15) izler .8yle ki;

0= V(xy,x(t2)) < V(to,x0) + V(t2,x(t2)) — V(t1,x(t1))
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< alto, ho(to , %0) ) —CC) (2 — t1)

< a(te,6) = CG) 5

<0
olur. Bu bir ¢eligkidir.
Buradan (2.1.1.1) sisteminin ( hy, h)-es-Kararli oldugu anlasilir. Ispatin kalan kismu
Teorem 2.1.2.3° e benzer, boylece teorem ispatlanmis olur.
Lyapunov fonksiyonu, verilen bir Kkararlilik 6zelligini ispatlamak igin, bu
fonksiyonunun  parametrelerin her se¢iminin yerine kullanildigi farzedilir. Sonug
olarak, eger bir Lyapunov fonksiyonu yerine ailesi kullanildiginda ailenin her iiyesinin
daha zayif kosullar1 saglamasini beklemek dogaldir.
Bu diisiinceyi gostermek i¢in Teorem 2.1.2.1 ve Teorem 2.1.2.2° nin gelistirilmis halleri

olan iki sonucu verelim.

Teorem 2.1.2.5:

(i) hy, h € T ve hy diizgiin olarak h’dan daha iyi;
(it) V n >0 i¢in,dyle bir V, € C[S(h,p) N SC(hy,m),R,] fonksiyonu vardir ki
V,(t, x), x’e gore yerel Lipschitz ;
b(h(t,x)) < V(t,x) < a(hy(t,x)), (t,x) € S(h,p) nS¢(hy,n) icin esitsizligi
saglansin. (a,b € K)
(iii) (t,x) € S(h,p) N S¢(hy,n) icin D* V(¢,x) <0 olsun.

O halde (2.1.1.1) sistemi ( hy, h)-diizgiin kararl olur.

Ispat: (i) varsayimindan, 8, >0 sabitinin varlig1 ve ¢ €X fonksiyonu mevcut, dyle ki
ho(t,x) < 8y ise h(t,x) < @(hy(t, x)), (2.1.2.16)
olur. £ € (0,p) ve ty, € R, alalim. §=. §(e)>0, § < §; segilirse,

p(6) <eve a(d)< b(e) (2.1.2.17)
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esitsizlikleri saglanir. ho(ty,x,) <6 ve (2.1.1.1)’in herhangi bir ¢oziimii olan
x(t) = x(t, ty,x0)” 1 alahm. O halde (2.1.2.16) ve (2.1.2.17)’ den h(ty,x(ty)) < €
oldugunu goriiriiz. Sunu soyleyebiliriz ki; h(t,x(t)) <e&, t=t, Ve hy(ty,xy) <6
olmak kosuluyla x(t) = x(t,ty,xg), (2.1.1.1)’in herhangi bir ¢dzimiidiir.

Eger bu dogru degilse, o zaman (2.1.1.1)’in bir ¢oziimii x(t) vardir . tq,t, > t,

olacak sekilde, hy(t; x(t1)) =6, ho(t, x(t;)) =€, ve

(t,x(t)) € S(h,&) N S¢(hy, 8),t € [ty, t,] icin (2.1.2.18)

olsun.Buradan n=§ alinirsa ve (ii) kosulu saglanirsa (ii) ve (iii) varsayimlarini
saglayacak bir V, (¢, x) bulunabilir dyle ki

b(e)= b(h(ty, x(t2))) < V(t2, x(t2)) < V(ty, x(t1))< alho(ty,x(81))) = a(8) < b(e)
olur. Bu bir geliskidir, bu yiizden (2.1.1.1) sistemi( hy, h)- diizgiin kararl olur.

Teorem 2.1.2.6: Teorem 2.1.2.5° in varsayimlarini kabul ederek, (iii) kosulunu

giiclendirirsek

(ii))* DT V(t,x) < —C(ho(t,x)), (t,x) € S(h,p) N S¢(hy,71), C € K igin

O halde (2.1.1.1) sistemi ( hy, h)-diizgiin asimptotik kararl olur.

Teorem 2.1.2.5 ve Teorem 2.1.2.2  nin ispatlarin1 kullanarak Teorem 2.1.2.6° 1n ispatini
yapabiliriz.

Daha sonra gorecegimiz atraksiyonun daha biiyiik bir tanim kiimesini varsaymadik¢a
(hg, h)-diizgiin asimptotik kararliligin, bir diizgiin karsit teoremini bulmak, iki farkli
Olcliye dayali olarak miimkiin degildir.

Bu demektir ki (h, h)-diizgiin asimptotik kararliliktan, daha gii¢lii bir kavrama

thtiyacimiz vardir. Bundan sonraki sonug bu kavrami aciklayacagimiz teoremdir.

Teorem 2.1.2.7:

(i) hy,h € T ve h, diizgiin olarak h’dan daha iyi;

(ii) Ve C[R, X R™,R, ] olmak iizere

V(t,x); x’ e gore yerel Lipschitz, h pozitif tanimli, h, azalan ve
D*V(t,x) <0, (t,x) € S(h,p);
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(iii) W € C[R, X R™,R, | ,W(t,x), x’ e gore yerel Lipschitz, C € K ve
(t,x) € S(h,p) icin W(t,x) < Nve D* W(t,x) < —C(V(t,x));
(iv) Bir y pozitif sabiti bulunabilir 6yle ki; ¥y < p ve h(t,x)=y iken D_h(t,x) <0

ve h(t,x),Vtigin x’ e gore yerel Lipschitz olsun.
O halde (2.1.1.1) sistemi ( hy, h)-diizgiin kararli olup, (h, h)’ da diizgiin atraktiftir.

Ispat: (i) ve (ii) varsayimlarindan ( hy, h)-diizgiin kararlilig: elde edilir.
(h, h)-diizglin atraktifligi ispatlamak igin (ty,x)” 1 h(ty,xo) < ¥ < p olacak sekilde
W(ty,x0)< N iken segelim. Varsayalim ki (2.1.1.1)’in bir ¢éziimii x(t) = x(t, ty,xg)
olsun. h(ty,xy) < 8 vet; >t, iken Oyle ki h(t; ,x(t;)) =y ve h(t,x(t)) <y,

t € [t,,t1) olur.O zaman

D_h(ty, x(t1))=limgo- sup5 [h( £y + 8, x(t; + ) — h(t1, x(t1))] 20
elde edilir. Bu durum (iv) varsayimiyla gelisir. Bu yiizden S(h,y) kiimesi, (2.1.1.1)

sisteminin pozitif degigsmez bir kiimesidir.

N

Simdi € > 0 verilsin. T:ca;(g))

+1 olacak sekilde bir T segildiginde (2.1.1.1)’in

herhangi bir ¢oziimii x(t) = x(t,ty,x,) icin diyebiliriz ki h(t,,xy)< y oldugunda bir
t* € [ ty, to + T] vardir, 6yle ki V(t*, x(t*))< b(¢g) esitsizligi saglanir.

Sayet bu dogru degilse (2.1.1.1) ‘in bir ¢oziimii x(t), h(ty,x,)<y olacak sekilde
bulunabilir 6yle ki, V(t,x(t)) = b(e) , t € [ty,ty + T] olur. Bu (iii) kosulunu izlerse

W(to + T, x(to + T))< W(to, x0) — [

Ny C(V(s,x(s)))ds <N — C(b(e))T <0
olur bu da bizi ¢eligkiye gotiirtir. (ii). kosuldan anlariz ki V (¢, x(t)) artmayandir ve

V(t,x(t)) <b(e), t=ty+T esitsizligini saglar. V(t,x), h pozitif tanimli oldugu
zaman bunu (2.1.1.1) sisteminin (h, h)- diizgiin atraktif olmasi izler. Bu da ispati

tamamlar.

Onceki sonug gosteriyor ki kararlilik ve atraktiflik farkli kiimelerle iliskili olabilir , bu
da sunu gosterir, farkli Olgiiler dogal olarak, bilinenlerden daha farkli bir yontem

gerektirir.
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2.2. KARSILASTIRMA METODU

Lyapunov fonksiyonlar1 kavrami, diferansiyel esitsizliklerle beraber daha az kisitlanmig
varsayimlar altinda genel bir karsilastirma prensibi saglar. [3]

Diferansiyel denklemi Lyapunov fonksiyonu ile verilen komplike bir diferansiyel
sistemin daha basit skaler diferansiyel denklemlere doniisiimiinii saglar.

Asagida verilen skaler diferansiyel denklemini diistinelim.
u' =g(tu), ulty) =uy =0 (2.2.1)

burada g € C[R, X R,R]ve g(t,0) =0 dir.

Tanmm 2.2.1: y(t) fonksiyonu (2.2.1) denkleminin J=[ty, to+ a), 0<a < 4w

araliginda bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda

u®) < y(),tej (2.2.2)

esitsizligini saglayan J tizerindeki her u(t) = u(t, to, uy ) ¢oziimii igin y(t) ‘ ye
maksimal ¢6ziim denir. (2.2.2) esitsizligin ters ¢evrilmesiyle yukardakine benzer sekilde
minimal ¢6ziim tanimlanir.

Lakshmikantham ve Leela’nin ispatladiklarinin sonucunu inceleyelim [4,5].

Lemma2.2.1: g € C[R, X R, R]ve y(t) =y(t, ty,uy), (2.2.1)’ in J’de maksimal bir
¢6ziimi olsun. Kabul edelim ki; m € C[R, ,R.] ve Dm(t) < g(t,m(t)), t €] olsun.

D ise herhangi bir Dini-tiirevini belirtsin.

O halde m(ty) < u, oldugunda m(t) < y(t) olur.

Lemma 2.2.2: g € C[R, X R,R] ve p(t) = p(t, ty,uy) (2.2.1)'in J’de minimal bir
¢Oziimii olsun. Kabul edelim ki,

m € C[R, ,Ry]ve Dm(t) = g(t,m(t)),t €] olsun. O halde m(ty) =u, esitsizligi
m(t) = p(t), t € ] oldugunu belirtir.
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Simdi temel karsilastirma sonucunu V Lyapunov fonksiyonu cinsinden formiilize

edelim.

Teorem22.1: V € [R, X R, R, ]veV(t,x),Vt € R, icin x> e gore vyerel

Lipschitz olsun. Buna ilave olarak D*V (t, x) fonksiyonu

D*V(t,x) <g(t,V(tx)),(t,x) € R, X R" (2.2.3)

icin saglanir ve burada g € C[R, X R,R] dir. y(t) =y(t, ty,up) J° de (2.2.1)’in
maksimal ¢6ziimii olsun. O halde (2.1.1.1)’ in J’deki herhangi bir ¢6ziimii

x(t) = x(t,ty, x0) iken V(ty, xo) < u, olursa;
V(t,x(t) < y(),te] (2.2.4)
olur.

Ispat: m(t) = V(t,x(t)) alalim. (2.1.1.1)’in bir ¢dziimii olarak x(t) = x(t, to,xo) 1
alalim, oyle ki V(ty, xo) < uy olsun. V(t,x) x’e gore yerel Lipschitz oldugunda
(2.1.1.4) ve (2.2.3) den D* m(t) < g(£,m(D)), m(ty) < up, m(ty) < ug, t €J

diferansiyel esitsizligini ve Lemma 2.2.1° den istenen (2.2.4) sonucunu elde ederiz.

Sonug 2.2.1: Kabul edelim ki Teorem 2.2.1° den g(t,u) = 0, 0 zaman V(t,x(t)) t' ye

gore artmayan ve V(t,x(t)) < V(tg, x¢),t €] esitsizligi saglanir.

Tanim 2.1.1.1°e benzer olarak, (2.2.1) karsilastirma denkleminin asikar ¢6ziimii i¢in, bir

kararlilik tanimina ihtiyacimiz vardir. Bu tanimlardan sadece bir tanesini ifade edelim.

Tamm 2.2.2: Eger herhangi bir € > 0 ve ty € R, i¢in bir § = 6(ty, &) = 0 ,Veigin
to’da siirekli olacak sekilde vardir ki ug < & icin u(t, to,uy) <&, t=t, olur.
Burada u(t) = u(t, ty,uy), (2.2.1)’ in herhangi bir ¢oziimii olmak iizere, (2.2.1)’ in

u(t) = 0 asikar ¢oziimiine es-kararhidir denir.
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Simdi (2.1.1.1) diferansiyel sisteminin (h,, h)-kararlilik 6zelliklerinin, yeter kosullarini

inceleyelim.

Teorem 2.2.2:

(Ap) hy, h €T ve hy ,h’ dan diizgiin olarak daha iyi;

(A1) V € C[Ry X R™ R,], V(t,x)x’e gore yerel Lipschitz, V,h pozitif tanimli, h,
azalan;

(A,) g € C[R; X R,R] ve g(t,0) = 0;

(A3) DYV (t,x) < g(t, V(t,x)), (t,x) € S(h,p) olsun.

O halde (2.2.1)’in asikar ¢6ziimiiniin kararlilik 6zelliklerinin, (2.1.1.1) sisteminin

(ho, h)- kararlilik 6zellikleri ile ortiistiigii yani 6zdes oldugu soylenir.

Ispat: (2.1.1.1) sisteminin sadece ( hg, h)-es-asimptotik kararliligini ispatlayalim.
Bu amagla 6ncelikle ( h, h)-es-kararliligini ispatlayalim.

V, h pozitif tanimli oldugunda bir A € (0, p ) ve dyle bir b € K vardir Ki

b(h(t,x)) <V(t,x), (t,x) € S(h,A) (2.2.5)

icin saglanir. 0 < ¢ < A ve t, € R,  verilsin ve varsayalim ki, (2.2.1)’ in asikar
¢ozlimii eg-kararl1 olsun. O halde verilen b(g) > 0 ve t, € R, igin Oyle bir §;=8,(t,, €)

fonksiyonu vardir ki, uy < &; oldugunda

u(t, to,up) < b(e), t =t (2.2.6)
olur. Buradan (2.2.1)’ in herhangi bir ¢dziimiiniin u(t, ty, 1) oldugu anlasilir.
uy = V(ty, xo) olacak sekilde bir u, secebiliriz. V, h, azalan ve h, diizgiin olarak
h’dan daha iyi oldugunda, bir A, > 0 ve bir a € K fonksiyonu bulunabilir, dyle ki,
(to, x0) € S(ho, 4o) icin,

h(ty, x9) < Ave V(ty, xo) < a(hy(to, x0)) (2.2.7)

olur.
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(2.2.5)’den anlasildig: gibi,

b(h(to,x0)) < V(to,x0) < a(ho(to,xo)) ,(to,xo) € S(ho, o) (2.2.8)

esitsizligi saglanir. & = &(ty,€) segilirse, Oyle ki § € (0, 4], a(d) < §; ve
ho(ty, x¢) <& alalim. O halde (2.2.8) den, h(t,, xo) < € oldugunda &; < b(¢) oldugu
anlagilir. Buradan hy(ty, xo) < & oldugunda h(t,x(t))< €, t = t, esitsizligi saglanir.
Bu yiizden x(t)=x(t, ty,xg), (2.1.1.1) sisteminin herhangi bir ¢éziimiidiir. Sayet bu

dogru degilse, o zaman bir t; > t, ve (2.1.1.1)’in bir x(t) ¢dziimii bulunabilir. Oyle ki,

h(ty, x(t;)) = eve h(t,x(t)) < e, ¢t,<t<ty (2.2.9)

g6z oniinde bulundurularak hg(ty, x¢) < & oldugu goriiliir.
Bu demektir ki, [to,t;] icin (¢t ,x(t)) € S(h,A) olur ve Teorem 2.2.1° den

(2.2.1)’ in maksimal ¢6ziimii r (¢, ty, Uy ) oldugunda

V(t,x(£) <7t to,up), to <t <ty (2.2.10)

esitsizligini elde ederiz. (2.2.5), (2.2.6), (2.2.9) ve (2.2.10) bagmtilarindan,

b(e) < V(ty,x(t1)) < r(ty, ty, uy) < b(€) oldugu anlagilir. Bu bir ¢eligkidir, boylece
(2.1.1.1) sisteminin (hy, h)- kararlilig1 ispatlanmis olur.

Varsayalim ki, (2.2.1) sisteminin asikar ¢6ziimii es-atraktif olsun. (h, h) kararliligindan
£ = A olarak belirleyelim 6yle ki, 8o = 8(ty, A) saglansin . Simdi 0< 1 < A alalm
ayrica (2.2.1)’ in es-atraktif olmasindan, verilen b(n) > 0 ve t, € R, pozitif sayilar
61 = 6{(ty) ve T = T(ty,n) > 0 vardir dyle ki, uy < 8; oldugunda

u(tty,uy) <b(m), t=ty+T (2.2.11)
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esitsizligi saglanir. Onceki gibi uy, = V (to,%,) secelim, bir 85 = 85(t,) > 0 bulabiliriz
ki 8; € (0,2] vea(8g)< 85 olur. 8o = min(8g,8,) Ve ho(to, Xo) < &, alalim.
Biitiin t > t, degerleri i¢in ; h(t,x(t)) <A, t = t, ve bunun sonucu olarak (2.2.10)
bagintis1 goriilebilir.

Varsayalim ki, bir {t, } dizisi, t;, = t, + T olacak sekilde k — oo igin t;,, — oo olsun.

n < h(ty, x(t;)) iken x(t), (2.1.1.1) sisteminin herhangi bir ¢oziimii olur. Bu ylizden
ho(to, %0) < 8o saglanir. Bunun, b(n) < V (&g, x(t)) < (., to, uo) < b(m),

(2.2.10) ve (2.2.11)’den dolay1 ¢eliski oldugu agiktir.

Dolayisiyla (2.1.1.1) sistemi (hg, h)-es-asimptotik kararlidir ve ispat biter.

Sonug¢ 2.2.2: Teorem 2.2.2° den

(i) g(t,u) =0, (hy, h)-diizgin kararli oldugunu kabul edelim.
(ii) g(t,u)=2A(t)u, A € C[R,, R] dogru oldugu kabul edilebilir ki,

(a) Vt, = 0igin | : A(s)ds < o, oluyorsa (hy, h)- es-kararlidir.
(b) Vty, = 0igin |, : A(s)ds = —oo, oluyorsa (hy, h)- es-asimptotik kararlidir.

(iii) g(t,u)=—p(u), ¢ € K dogrulugu kabul edilebilir ki, (hy, h)- diizglin asimptotik
kararlidir.

Ispat: () nin ispat: hemen gériilebilir. (i)’ ye gore (2.2.1)’ in u(z to, uy) ¢oziimleri
u(t ty, up) = ugexp (J, tto A(s)ds), t = t, bi¢iminde verilsin. (a)’ ya baktigimizda
N(ty) = f: A(s)ds alirsa, u(z ty, uy) < uy exp(N(t,)) buluruz.

Sonu¢ olarak, herhangi bir € >0 igin §(ty) < €exp(-N(ty)), u(t ty, up) <e€ ,
t =ty secilebilir. Dolayisiyla (2.2.1)° in sifir ¢6ziimii es-kararli olur. Bu da demektir

ki, sistem (2.1.1.1) (ho, h)- es-kararlidir.

Durum (b)’ye baktigimizda, biitiin ¢t > t, degerleri i¢in exp (/ : A(s)ds) siirhidir.
Bunu (2.2.1)’ in asikar ¢6ziimiiniin es- kararliligindan anlariz.

f: A(s)ds = —oo oldugunda lim,_. u(t, to, Uy) = Up lim,_c, exp (ftz A(s)ds) =0

elde edilir. Bu yiizden (2.2.1)’ in u=0 asikar ¢6ziimii es-asimptotik kararlidir. Bu

demektir ki, Teorem 2.2.2°den (2.1.1.1) sistemi (hy, h)- es-asimptotik kararl1 olur.
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Ispat (iii)’e baktigimizda (2.2.1)’ in asikar ¢oziimiiniin diizgiin asimptotik kararl
oldugunu gostermek yeterlidir. (2.2.1)’in asikar ¢oziimiiniin, diizglin kararli oldugunu

kabul edelim. Bunun i¢in

e > 0 verilsin, J(u) = f e <@ oluyorsa vef = oo ise J(u) = fa — baz1

kiiglik sabitler i¢in § > 0 dir. ayrica (2.2.1)’in u(t, to, uo) ¢oztimlerinin, J _1, J’nin
ters fonksiyonu iken , u(t, to, ug) = J [ J(uy) — (t — ty)], t = to oldugunu goriiriiz.

u(t, ty, up)’1 (2.2.1)° in goztimleri olarak alalim. uy < a, a > 0 ve T > 0 segilirse,
oyle ki, 7> (@) — J (&) olur. Bunu ,u(t, to, uy) < &, t =ty + T esitsizligi izler.

Bu yiizden (2.2.1)’in u=0 asikar ¢6ziimii diizgiin asimptotik kararlidir.

Teorem 2.2.2° de varsayilan V, h, hgiizerine konulmus giiclii kosullar ile biitiin
kararlilik kriterlerini tek bir teorem altinda birlestirir. Bu da gosteriyor ki, (2.2.1)
karsilastirma denklemine c¢ok is diismektedir. Ne var ki, diizgiin olmayan kararlilik
kriterini elde ederken, Teorem 2.2.2’nin varsayimlari, bir sonraki sonugta goriilebilecegi

gibi zayif kalmaktadir [6]. Ispatin detaylar1 Snemsenmeyecektir.

Teorem 2.2.3: (Ay) —(A3) durumlarn asagidaki degisiklikleri dogrulasin.

(i) hy, h € Ty ve hy, h’dan daha iyi;
(ii) V(t, x), hy zayif azalan;

olsun. O halde (2.2.1)’ in asikar ¢Oziimlerinin diizgiin ve diizgiin olmayan kararlilik
ozelliklerinden anlagilir ki, (2.1.1.1) sisteminin diizgiin olmayan (hy, h)-kararlilik
ozelliklerine karsilik gelir.

Daha 6nce Ispatladigimiz Teorem 2.1.2.5” e tekrar donersek (hg, h)-diizgiin kararlilig,
daha zayif sartlar altinda, tek parametreli Lyapunov fonksiyonlar ailesini kullanarak

ispat1 yapabiliriz.

Simdi verecegimiz genel sonu¢ (hg, h)-diizgiin kararligi {izerine karsilastirma

prensibinde kullanilmakta ve Teorem 2.1.2.5’ i ¢agristirmaktadir.
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Teorem 2.2.4:
(i) hy, h € T ve hy diizgiin olarak h’dan daha iyi;

(ii) vn > 0 igin bir V, € C[S(h, p) N S°(ho, 1), R] olacak sekilde V;, fonksiyonu

vardir Ki, V, (¢, x), x’e gore yerel Lipschitz ve

b(h(t,x)) < V,(t,x) < a(hy(t,x)) (t,x) € S(h,p) N S°(hy, 1) (2.2.12)
(a,b eX)

esitsizligini saglar ve
D™V, (t,x) < g (t,Vn(t,x)), (t,x) € S(h,p) N S¢(hy, 1) (2.2.13)

esitsizligi g € C[Ry X Ry, R] ve g(t,0) = 0 iken saglansin. O halde (2.2.1)’ in asikar
¢Oziimiiniin  diizgiin kararliligr ile, (2.1.1.1) sisteminin (hy, h)-diizgiin kararlilig
Ozdestir.

Ispat: Sadece (hy, h) diizgiin kararligim ispatlayacagiz. Diger (ho, h)-diizgiin kararlilik
ozellikleri benzer sekilde ispatlanabilir.

h, diizgiin olarak h’dan daha iyi oldugunda ¢ € X fonksiyonu ve &, > 0 sabiti vardir.

ho(t,x) <& iken h(t,x) < @(ho(t,x)) (2.2.14)
esitsizligi saglanir. 0 < € < p verilsin ve varsayalim ki, (2.2.1)’ in asikar ¢oziimii
diizgiin kararli olsun. O zaman b(e) > 0 i¢in dyle bir §; = §;(g) > 0 sabiti vardir
Ki uy < 8, olacak sekilde

u(t, ty, ug) < b(e), t =ty (2.2.15)

esitsizligi (2.2.1)’ in herhangi bir ¢oziimi u(t, t,, uy) iken saglanir. ¢ ve a’nin

varsayimlarindan bir § € (0, §,] sabiti bulabiliriz 6yle ki,
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p(6) <evea(d) <68, (2.2.16)

olur. Simdi hq(tg, xy) < & alalim ve (2.1.1.1) sisteminin herhangi bir ¢6ziimii

x(t) = x(t, ty, xg) olsun.

(2.2.14) ve (2.2.16)’dan kolaylikla gdriilebilir ki, h(to, x(to)) < & “dir.

Eger, (2.1.1.1) sistemi (hy, h)-diizgiin kararli olmazsa, 0 zaman (2.1.1.1) sisteminin bir

¢oziimii olan x(t) = x(t, t,, x,) vardir. t; > t, > t, olacak sekilde

ho(ty, x(t)) = 8, h(tyx(t)) = € ve
(t,x(t)) € S(h, &) N S¢(hy, 8), tE [ty,t,] (2.2.17)

icin saglanir. Dolayisiyla, n = § ve Teorem 2.2.1 kullanildiginda,

I/,7(t,x(t)) < y(t, ty,up), t € [ty,t,] esitsizligini elde ederiz ki, (2.2.1)’ in maksimal
¢ozimil y(t,ty,up) ,(t1,up) Ve ug =V, (ty, x(t1)) < a(ho(tl,x(tl)) < &, arasinda
olacak sekildedir. Bunu (2.2.12), (2.2.15) ve (2.2.17) izler. Buradan,

b(e) = b(h(t,x(t,)) < Vp(t2,x(t2)) < ¥(ta, t1,ue) < b(e) ifadesi bulunur ki, bu
bir ¢eligkidir. Bu yiizden (2.1.1.1) sistemi (hy, h)-diizgiin kararlidir, ispat tamamlanir.

Uyan 2.2.1: g(t,u) = 0 fonksiyonunun Teorem 2.2.4° de oldugu gibi, (hg, h)-diizgiin
kararli oldugunu kabul edelim. Bu durumda Teorem 2.2.4 , Teorem 2.1.2.5° e

indirgenir.

Karsilastirma prensibini kullanmak, iyi bir yaklasim ve bazi kararlilik sonuglarimi
genelleyen bir yap1 olusturur.. Bununla birlikte, karsilastirma denkleminin sag tarafinda

analiz yapmak, bazen etkili sonuglara neden olur. Bunu siradaki teoremde gorebiliriz.

Teorem 2.2.5:

(i) hy, h € Ty ve hy diizgiin olarak h’dan daha iyi;

(ii) V € [Ry X R™, R, ] ve g € C[R, X R, R] olmak lizere; V(t,x) h pozitif tanimli
h, azalan, x’e gdre yerel Lipschitz ve D*V (t,x)) < g(t,V(t,x)), (t,x) € S(h,p) ;

({[ii))V a,B sayi¢iftiicin 0 < a < B, g(t,u) <0, a <u < B, t = 0 esitsizliklerini

saglayan 68 = 6(a, f) = 0 sabiti mevcut;
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(iv) hy € C*[R, X R™ R, ] ve baz1 A fonksiyonlari igin, A € C[R,, R, ] olmak iizere,

2 ho(t,2) + 2= ho(t, ) f (£,X) < A(O)ho(t,x), (t,%) € S(h,q) olsun.
O halde (2.1.1.1) sistemi (hy, h)- diizgiin kararli olur.

Ispat: (i) kosulunda o, sabiti ve dyle bir ¢ € K fonksiyonu vardir Ki,
ho(t,x) < gy ise h(t,x) < @(hy(t,x)) (2.2.19)

saglanir. V(t,x), h pozitif tamml ve h, azalan oldugunda p, < p ve o; < g, pozitif

sabitler ve a,b € K fonksiyonlari igin,

ho(t,x) < gy ise V(t,x) < a(hy(t, x)) (2.2.20)

h(t,x) < pgise V(t,x) = b(h(t,x)) (2.2.21)
esitsizlikleri saglanir. 0 < € < p verilip, §; = §,(¢) < o; segilirse

a(6;) < b(e) vep(d;) <e (2.2.22)
olur. 8 = 6(a(6;,),b(e)) ve N = N(8) = supgy<;<g A(t) olacak sekilde alalim.
8 = 8,670 secilsin, (tg,x,) € S(h,p) icin hy(ty, xo) < & olur. (2.1.1.1) sisteminin
herhangi bir ¢éziimiinii x(t) = x(¢t, ty, xo) alalim. O zaman (2.2.19) ve (2.2.22)’den
anlasilir ki, h(to, x(t,)) < &dur.

m(t) = hy(t, x(t)) olacak sekilde tanimlanirsa (iv) sartindan m'(t) < A(t)m(t) olur.

Buradan, h(t, x(t)) < p oldugunda, Gronwall’s esitsizligide [7] kullanilarak

t
ho(t, x()) < ho(to, xo)exp (| A(s)ds)

to

(2.2.23)

oldugu anlasilir.
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§’nin tanimindan ve (2.2.23)° den hq(to,xo) < & ise, ho(t,x(£)) <&y, t, <t <80
oldugunu gorebiliriz. Bu demektir ki, (2.2.21)’den V(t,x(t)) <a(dy), ty<t<86 dr.
Eger bu dogru degilse t, > t; = 0 olacak sekilde, t;, t, degerleri vardir.
V(ty,x(t1)) = a(8y), V(ty, x(t;)) = b(e) esitlikleri saglanir. Buradan

a(6)) < V(t,x(@®) < b(e), t € [ty,t5] (2.2.24)
olur. Dolayisiyla, t = t; oldugunda
D*V(ty,x(t1)) =0 (2.2.25)

sonucu bulunur. Diger taraftan t; = 6 oldukga ve (2.2.24) saglandikga, (iii) kosulundan
elde ederiz ki, D*V (¢, x(t1)) < g(t1, V(t1, x(t1)) < 0 esitsizligi (2.2.25) ile celisir.
Bu kanitlar ki, t > 6 i¢in V(t,x(t)) < b(e) olur. Sayet hy(ty,xo) <& oluyorsa,
V(t,x(t)) <b(e), t=t, elde edilir. Sonug olarak (2.2.21)’de gordiigiimiiz lizere

(2.1.1.1) sisteminin (hy, h)- diizgiin kararlilig kanitlanmis olur.

2.3. KARSIT TEOREM

Saptirilmis  (Perturbed)  diferansiyel  denklemlerinin  stabilite  6zelliklerinin
arastirilmasinda diizgiin asimptotik kararliliginin 6nemi gozardi edilemez. Massera’nin
karsit teoreminden, orjinin diizgiin asimptotik bir sonucu olarak saptirma (perturbation)
teorisinde, genis olarak faydalanilmaktadir.

Iki 6l¢ii cinsinden diizgiin asimptotik kararlilik igin, iki &l¢iiniin arasinda karsilikli
etkilesim zor goziikmektedir ve dolayisiyla zahmet ¢cekmeden diizgiin bir Lyapunov
fonksiyonu kurmak miimkiin degildir.

Boyle bir Massera tipi karsit teorem gosterip ve kabul edip, bu zorlugun iistesinden
gelmeye c¢alisalim. Massera’nin sonucunun degistirilmis halini animsarsak, bu bizim

asagidaki ag¢iklamalarimiz i¢in faydali olacaktir [8].
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Lemma 2.3.1: Kabul edelim ki B € L ve u> 0 olsun. O zaman dyle bir a € K
fonksiyonu vardir ki a(B(s)) < exp(—ps), s =0 igin esitsizligini saglar. Buna ek
olarak hy,h € T', hy, h dan daha iyi ve (hg, h) iki 6lgli olsun. Bunun anlamin

hatirlarsak birA>0ve@ € X icin hy(t,x) < A olacak sekilde h(t,x) <
(p(hO (t, x))

esitsizligi saglanir.

Teorem 2.3.1: L ve M pozitif sabitler olmak tizere

(@ [h(t,x) — h(t,y)| < Lllx — yll ve llf (¢, x) — F(& )| < Mllx — vl
(t,x),(t,y) € Ry XR™;

(i) (2.1.1.1) sistemi (hg, h)-diizgiin kararli ve (h, h)-diizgiin atraktif olsun.

O halde sabit bir p > 0 i¢in U,W € C[S(h, p), R, ] olmak tizere iki fonksiyon vardir ve

bunlar x’e gore yerel Lipschitz’dirler, dyle ki

(a)a,b € K iken ve p, € (0, p) sabiti ile @(py) < p olacak sekilde

(t,x) € S(h,p) i¢in U(t,x) = b(h(t,x)) ve (t,x) € S(hg,po) icin
U(t,x) < a(ho (¢, x)) esitsizlikleri saglansin;

(b) (t,x) € S(h,p) icinD*U(t,x) <0;

(¢) (t,x) € S(h,p) igin N > 0 sabit olmak tizere W (t,x) < N ve

(t,x) € S(hy, po) icin by € K iken W (t,x) < by (hy(t,x)) ;

(d) (t,x) € S(h,p) i¢in C € K iken D*W (t,x) < —C(U(t,x)) ; olur.

Ispat: p > 0 sabit ve herhangi birv > 0 olmak iizere; T = T(v) > 0 segelim.
Bunlar birbirine (h, h)-diizgiin-atraktif ile (ii)’ de varsayildigi gibi baghdirlar. Ag¢ikg¢a

goriilebilir ki T fonksiyonu azalandir.(t, x) € S(h, p) i¢inve j = 1,2, ... olmak lizere
Uj(t,x) = sup {Gj (h(t +6,x(t+6,t, x))) 10 > O} exp[—MT(j~1)] (2.3.1)
bi¢giminde tanimlanir.

u =71 igin Gi(w) =u—j~* olur ve 0 <u < ;™! oldugunda ise G;(u) = 0 olur.

Acik¢a V u,v = 0 i¢in |G]- (w) — G; (v)| < |u —v| esitsizligi saglanir.
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(h, h)-diizgiin-atraktifliginden Ve G;’nin siirekliliginden dolay1 ve h,U;, (2.3.1)’de iyi

tanumli olup, S(h, p) © dan R, ya olan bir doniisiime sahiptir.
Uj(t,x) = sup {G; (h(t + 6,x(t +6,£,x))):0 < 0 < TG~} exp[-MT ()] (23.2)

Yukaridaki bagintidan kolaylikla goriilebilir ki;
Uj,t* de siireklidir, iistelik (2.3.2)’den ve Gronwall’s esitsizliginden

|U;(t,x) = U;(t,y)| < sup{|h(t + 68,x(t +6,t,x)) — h(t + 0, x(t +
Gty: 0<0<7(—1) exp—M7(/—1) (2.3.3)
< Lsup{|lx(t+6,t,x) —x(t+ 0,t,V|:0 <8 <TG H}exp[-MT ()],
< Lllx -yl
esitsizlikleri elde edilir. Béylece U; € C[S(h,p),R,] oldugu goriiliir.

Simdi (t,x) € S(h,p) i¢in,
UGt = ) 27Ut 0)
=1

(2.3.4)
alalim. T (v) ’nin azalan karakteri g6zoniinde tutulursa
Uj(t,x) < supfh(t+0,x(t+6,t,x)):0<0 <TG )}
<1+ supth(t+6,x(t+0,t,x)):0<0 <T(1)}, j=1.2,..
olur. Bu esitsizlikten anlagilir ki, S(h, p)’ nun herhangi bir yogun alt kiimesi iginde,
(2.3.4) serisi diizgiin yakinsaktir. O halde U € C[S(h,p),R,] dir.

U, x) = Ut y)| < Lllx =yl (2.3.5)

esitsizligini (2.3.3)” den elde ederiz. (2.3.1) ve (2.3.4)’ iin bir sonucu olarak gérebiliriz
ki, U (2.1.1.1) sisteminin ¢6ziimleri boyunca azalir. Bundan ve (2.3.5)’ den

(t,x) € S(h,p) i¢in DTU(t,x) <0 esitsizligini standart argiimanlar izler. Simdi
a € (0,p) verilsin. j~1 < a olacak sekilde j > 1 secilirse,

(t,x) € S(h,p) \ S(h,a) icin B = 27/ (a — j Vexp [-MT(i~1)] iken,
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U(t,x) = 277U;(t,x) = 277[h(t,x) — j~*]exp [-MT(j™)] = B > 0

oldugunu kabul edelim. Buradan su sonug ¢ikar; dyle bir a € K fonksiyonu vardir Ki
U(t,x) = a(h(t,x)), (t,x) € S(h,p) igin saglanur.

€ € (0,p) alalim, j = 1,2, ..., oldugunda ve (t,x) € S(h, p) olmak lizere,

Uj(t,x) < supth(t +6,x(t+0,t,x)):0 = 0} (2.3.6)
olur. O halde (2.1.1.1) sisteminin (hy, h)-diizgiin kararliligindan bir
5(&) > 0 varligi anlasilabilir. Oyle ki ho(t, x) < 8(¢) oldugunda U(t,x) < € olur.
Bu ifade suna denktir; ¢(py) < p olacak sekilde bir p, € (0,p) sabiti ve (t,x) €
S(hy, po) i¢in  U(t,x) < a(ho(t, x)) esitsizligini saglayan bira € K fonksiyonu

vardir. Bu yilizden U, (a) sartimi saglar. Bundan sonra, C € K olacak sekilde |,
W:S(h,p) = R, fonksiyonu

w(t,x) = [ c(U,x(8,t,x)))do (2.3.7)
olarak segilir. (2.1.1.1) sisteminin (hg, U) — diizglin asimptotik kararli oldugu ve

(h, U)-kuasi diizgiin asimptotik kararli oldugunu (2.3.4), (2.3.6) ve (ii) varsayimindan
acikca anlariz. O halde p € K ve q € L iken

U@®,x(6,t,x)) <p(ho(t,x))q(6 —t), (t,x) € S(ho,P) (2.3.8)
esitsizligini saglayan bir py € (0, pg] sabiti vardir. Ayni zamanda
U(6,x(0,t,x)) <BO—1t), 6 =tve(t,x) € S(h,p) i¢in (2.3.9)

esitsizligini saglayan § € L fonksiyonu vardir. p, = py olsun, C € K segilirse Oyle
ki,

J, cB®)av) ve [ \[Cp(p)q(6))do (2.3.10)



33

integralleri yakinsaktir ve C' € K olmak tizere;

C'(B(0)) < exp (—ub), (2.3.11)

esitsizligi u = M + 1 iken saglanir. Boyle bir se¢im ancak Massera’ nin (2.3.1)
Lemmas1 ile mimkiindiir. (2.3.9) ve (2.3.10)’ un sonucundan, W iyi tanimli ve
S(h, p)’ da siirhdur. (t,x), (t,y) € S(h, p) igin

U(e,x(0,t,x)) <& < U(8,x(6,t,y)) yada U(6,x(6,t,y)) <& <U(6,x(8,t,x))
iken,

(W (t,x) — W(t,y)] sf |c(u(8,x(8,6,2))) - ¢ (U(6,x(6,1,7)))| a6

t

=f[C'(§)|U(9,x(9, t,x)) —U(8,x(0,t,y))|] d6

olur.

C' € K veU’nun x ‘e gore Lipschitz olmasi kullanilarak,

o

(W(t,x) —W(t,y)l < Lf C" (B —)lx(6,t,x) —x(6,t,y)]ld6
t

<Llx -yl f expl(6 — (M — )] do

<Lllx -yl f exp[(M — 11)8] d6
0

Integral esitsizliklerini elde ederiz. Boylece,

(W(t,x) =W(t,y)| < Lllx =yl (23.12)
saglanir. Buradan Gronwall’s esitsizligi [7] kullanilirsa (2.3.9), (2.3.11) bagintilar1 ve
U =M + 1 secilirse, W t’de siirekli olur, bu durumda (2.3.12) ile birlikte
W € C[S(h, p),R,] oldugu ispatlanir .(2.3.8) ve (2.3.10)’ den dolay1 (t,x) € S(hy, po)
i¢in,

W(t,x) < f C(p(ho(t,))q(6 — £))d6

t
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[0

< [C(P(ho(t,X)q(O))]l/Zf[C(P(po)q(H))]l/Z = by (ho(t, ),

0
olur.

Simdi, (2.3.12) kullanilarak (t,x) € S (h,p) i¢in D*W (t,x) = —C(U(t,x)) oldugunu
gosterelim. U ve W fonksiyonlar1 istenen 6zellikleri sagladigindan ispat tamamlanmis
olur.

Diger taraftan (2.1.1.1) sisteminin, sayet asagidaki sartlar saglaniyorsa (hg, h)-diizgiin
kararli ve (h, h)- kuasi diizglin asimptotik kararli oldugu kolaylikla gésterilebilir.

(i) h, diizgiin olarak h* dan daha iyi;
(ii) Vp > 0 igin Vx(t, ty, xo) ¢coziimii h(ty, x,) < pile Vt > t, igin vardir;

(iit) U,W € C[S(h, p), R, ] fonksiyonlar1 vardir ki, bunlar x” e gore yerel Lipschitz ve
Teorem 2.3.1° in (a), (b), (¢), (d) sartlarin1 saglarlar.

Sonug 2.3.1: Teorem 2.3.1” in (i) ve (ii) sartlari1 kabul edelim. O halde p > 0 sabiti
icin Oyle bir V € C[S(h,p),R,] fonksiyonu vardir ki bu bir sabit igin x’ e gore
Lipschitz’dir.

(a)a,b € K iken, (t,x) € S (h,p) i¢in V(t,x) = b(h(t,x)) ve (t,x) € S (hy, po) i¢in
V(t,x) < a(hy(t,x))’ dir. o(py) < p, po € (0, p) bir sabittir.

(b)y € K iken, (t,x) € S (h, p) icin D*V (¢, x) < —y(h(t, x))

gercekten, eger U ve V fonksiyonlart Teorem 2.3.1 de elde edilmisse V =U+ W
fonksiyonu a = b + by, y = c olacak sekilde istenilen 6zellikleri saglar.

Eger h(t,x) = hy(t,x) oluyorsa Teorem 2.3.1 ve onun sonucu, iki denk 6nermedir.
Bu yiizden h(t,x) = hy(t,x) = ||x|| oldugu zaman, Teorem 2.3.1 diizgiin asimptotik
kararliligini, V’nin diizglinliigii hakkinda daha fazla iddia One siliren Massera’nin iyi

bilinen karsit teoremine [8] indirger. Eger h(t,x) = ||x||s ve hy(t,x) = ||x|| iken, ||. ||

oklit normu ve ||lx||s = yx? + x2 + --.x2 (s < n) olarak tanimlanirsa, Teorem 2.3.1
kismi diizgiin asimptotik kararlilig1 i¢in karsit teorem haline gelir. Agikg¢a goriiliiyor ki,
h ve hy’ i farkli segimleri miimkiindiir ve bu yilizden Teorem 2.3.1 cgesitli

uygulamalarda kullanilabilecek kadar, esnek bir sonug verir.
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Eger Massera’nin teoreminin ispatint dikkatlice incelersek atraksiyonun tanim kiimesi
diizgiin bir Lyapunov fonksiyonun elde edilmesinde 6nemli bir rol oynar. Sonug olarak
iki 6l¢li uygulandiginda bu 6zellik gosterir ki, Teorem 2.3.1” in ispat1 kabul edilebilir ve

dogaldir.

2.4. SINIRLILIK VE LAGRANGE KARARLILIK

Kararlilik notasyonlarimin farkl tiplerine karsilik gelen farkl tipte sinirlilik kavramlari

vardir. Simdi onlar1 tanimlayalim.

Tammm 2.4.1: hy,h € T' alalim. O halde (2.1.1.1) diferansiyel denklem sistemi igin
sOyleyebiliriz ki,

(B1) Ya >0, ty € R, icint,’ da siirekli f = B(t,, @), pozitif fonksiyon olsun.Her bir
a i¢in hy(ty,xo) < a oldugunda h(t,x(t)) < B,t = t, oluyorsa (2.1.1.1)’in herhangi
bir ¢éziimii x(t) = (t, ty, xo) iken (hy, h)-es-smirhdir.

(B,) Eger, (B,)’ de ki B, ty* dan bagimsiz ise, (ho, h)- diizgiin sinirlidir.

(B3)Va=0 ve ty€R, icin N ve T =T(t,,«) pozitif saylar1 mevcut
olsun.Va igin ho(tg,xo) <a  oldugunda  h(t,x(t)) <N, t =ty +T saglanr

ise (hg, h)-kuasi es-ileride (ultimately) sinirhidir denir.

(By) Eger (B3)’deki T,t,’dan bagimsiz ise (hg, h)-kuasi-diizgiin-ileride (ultimately)

stnirhdir.
(Bs) Eger (B;) ve (Bs) birlikte saglaniyorsa, (hg, h)- es-ileride(ultimately) sinirhidir.

(Bg) Eger (B,) ve (B,) birlikte saglaniyorsa, (hy, h)-diizgin-ileride (ultimately)

siirlidir.

(B7) (B1) ve (S7) birlikte saglaniyorsa (hg, h)-es-Lagrange kararlidir.
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(Bg) (B>) ve (Sg) birlikte saglaniyorsa (hy, h)-diizgiin Lagrange kararli olur.

Tanim 2.4.1° e karsilik gelen (2.2.1) karsilagtirma denklemi i¢in siirlilik tanimina

ithtiyacimiz vardir.

(B1) herhangi bir @ > 0 ve t, € R, i¢in, dyle bir B(ty, @) > 0 vardir ki, uy < a igin
u(t, to,up) < B, t = t, olur. Buradan (2.2.1)’ in herhangi bir ¢6ziimii u(t, ty, ug)

iken (2.2.1) karsilastirma denklemine es-sinirli [9] denilebilir.

Sayet (B,)’ deki 8’ ya dikkat edecek olursak S( ty,.) € K olmak lizere,

(hg, h)-sinirliligindan  (hy, h)-kararliligi anlasilir. € > 0 verildiginde, baz1 €’ lar i¢in
ty’da siirekli oyle bir § = §(ty, &) vardir ki, a < §iken B(ty, @) < € esitsizligi
saglanir.

Simdi es-sinirlilik ile ilgili bir sonucun ispatint verelim.

Teorem 2.4.1:

() ho,h €T ve h(t,x) < o(t, ho(t,x)), ¢ € CK ;
(ii) V. € C[ Ry X R™,R,], V(t,x), x* e gore yerel Lipschitz, a € K ve
p € C[ Ry X R, R,] fonksiyonlari i¢gin
a(h(t,x)) <V (t,x) < p(t, ho(t,x)), (t,x) € Ry X R" (2.4.1)
dir ve y — o oldugunda a(y) — oo saglansin.
(iii) D*V(t,x) < 0,(t,x) € R, x R™ olsun.
O halde (2.1.1.1) sistemi (hg, h)-es-sinirli olur.

Ispat: @ > 0 ve t, € R, verilsin ve x(t) = (t,t,, %) (2.1.1.1) sisteminin herhangi bir

¢oziimil hy(ty, xo) < a iken saglansin. B = B(t,, @) > 0 segelim, dyle ki,

B > max{p(ty, @)a™ (p(to, @)} (24.2)

dir. (2.4.1) ve (2.4.2)’den kolaylikla goriilebilir ki, h(ty, x,) < S olur. Buradan
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h(t,x(t)) < B, t =t, (2.4.3)

esitsizliginin dogru oldugunu gosterelim.

Eger bu yanlis ise o zaman bir t; > t, olmaliydi 6yle ki h(t;, x(t;)) = B saglansin.
(ii) ve (iii) varsayimlarinda ki, V (t, x(t)) artmayan oldugunda (2.4.1)’den

a(B) < V(ty,x(ty)) < V(ty, xo) < p(ty, @) esitsizligi elde edilir. Bu da (2.4.2) ile
gelisir. Bu ylizden, (2.4.3) dogru ve (2.1.1.1) sistemi (hy, h)-es sinirli olur.

Teorem 2.4.2:

() ho,h €T ve h(t,x) < p(ho(t,x)), ¢ € K;

(i) V e C[S°(hy, p), R:],V(t,x) x* e gore yerel Lipschitza € K ve q € C[R,,R,]

fonksiyonlar1 i¢in
a(h(t,)) < V(t,%) < q(ho(t, %)), (6,%) € S(hg,p) (2.4.4)
dir. Ayrica y — oo oldugunda a(y) — o saglansin;
(iii) D*V (t,x) < 0,(t,x)) € S¢(hy, p) olsun.
O halde (2.1.1.1) sistemi (hg, h)-diizgiin sinirlidir.

Ispat: Herhangi bir & > 0 icin § = B(a) > 0 segilirse

a(B) > max {q(a), q(p),a*(p(@)),a " (¢(p))} (2.4.5)

to €E Ry ve hy(ty, xo) < a alalim. Simdi varsayalim ki, (2.1.1.1) sisteminin bazi
¢oziimleri x(t) = x(t,ty, xo) icin ve t*, h(t*,x(t*)) = B esitsizligini saglayacak
sekilde tanimlansin. O halde t, < t; < t, < t* olacak sekilde Oyle t; vet, sayilari

vardir ki

ho(ty, x(t1)) = max{a, p}, h(ts, x(t;)) = B iken

(t,x(£)) € S(h, B) N S¢(hy, max{a, p}), t € [ty, t3) (2.4.6)
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olur. (2.4.4)y°den V (ty, x(t1)) < q(ho(ty, x(t,)) = max{q(a),q(p)} ve
V(ty, x(t5)) = a(h(ty x(t;)) = a(B) oldugu anlagilir. Diger taraftan elimizde (iii)
varsayimindan V (t,, x(t,)) < V(ty, x(t;)) esitsizligi vardir. Bu ylizden
a(B) < max{q(a),q(p)} esitsizligi (2.4.5) ile g¢elisir. Dolayisiyla hy(ty, xo) < «
oldugunda h(t,x(t)) < B, t =t, olur ve bu nedenle (2.1.1.1) sistemi(hy, h)-diizgiin

smirlidir.

Teorem 2.4.3: Teorem 2.4.2 (i) ve (ii) sartlarin1 saglasin. Buna ek olarak, farzedelim
ki,
(iiD)* DYV (t,x) < —C(ho(t,x)), (t,x) € S(ho,p), C €K olsun. O halde (2.4.1)

sistemi(hy, h)-diizglin-ileride(ultimately) sinirl1 olur.

Ispat: Kabul edelim ki, (2.1.1.1) sistemi (hg, h)-diizgiin simrl olsun, o zaman bir N
pozitif tam sayis1 vardir dyle ki,

ho (to, xO) < pP Oldugunda,
h(t,x(t)) < N,t = ¢t, (2.4.7)

olur. Simdi (2.1.1.1)’in x(t) = x(t, ty, Xo) ¢Oziimlerini diigiinelim h,(ty, xo) < « ile
birlikte a keyfi bir sabit iken @ > p olur. O halde 6yle bir § = B(a) sayis1 vardir ki,
t > t, olacak sekilde h(t,x(t)) < B esitsizligini saglar.

T = % olacak sekilde dyle bir t* € [ty,ty, + T] vardir ki hy(t*, x(t*)) < p olur.

Eger bu dogru degilse h,, (t,x(t)) > p, t € [ty ty + T] oldugunu kabul edelim.

(iii)" varsayimindan,
V(to+ T, x(to +T)) < V(to,x) — C(p)T (2.4.8)

olur ki, bu bizi (2.4.4) ile birlikte, 0 < q(a) — C(p) q(c"égl < 0 celiskisine gotiiriir,
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Bu yiizden, 2.4.7°den goriilecegi tizere, t =ty + T iken, hy(ty, xo) < a@ oldugunda
h(t,x(t)) < N oldugu anlasilir ki, T sadece a’ya baghdir. Bu yiizden (2.1.1.1) sistemi

(hy, h)-diizgiin ileride(ultimately) sinirli olur.

Teorem 2.4.4: Kabul edelim ki, Teorem 2.4.1° in (i) ve (ii) sartlar1 ger¢eklesmis

olsun. Bunlara ek olarak,

(ii)* D*V(t,x) < —=C(h(t,x)), (t,x) € Ry X R™;
(iv) h € C[R, x R™, R.] ve herhangi bir p > 0 i¢in h'(t,x), S(h, p)’da sinirli olsun.

O halde (2.1.1.1) sistemi (h, h)-es-Lagrange kararli olur.

Ispat: (hy, h)-es-smirliligi, Teorem 2.4.1° i izler ve (hy, h)-atraktifligi Teorem 2.1.2.3°
iin ispatina benzer argumanlar kullanilarak ispatlanabilir.
Sonug olarak, bazi 6zel durumlar igeren karsilastirma prensibini kullanarak genel bir

sonug ispatlamis olduk.

Teorem 2.4.5:

(D) ho,h €T ve h(t,x) < @(ho(t,x)), ¢ EX ;

(ii) V € C[Ry X R™ R,], V(t,x) x’ e gore yerel Lipschitz, h pozitif tanimli ve
hy-azalan, b € K fonksiyonu ile beraber Tanim 2.1.1.3” de u — oo oldugunda
b(u) » o]

(iii) g € C[Ry X R,R] ve (t,x) € R, X R™i¢in D*V (t,x) < g(t,V (¢, x)) olsun.

O halde smurlilik ve (2.2.1)’in Lagrange kararlilik 6zelliklerinin, (hy, h) sinirhiligt ve
(2.1.1.1)’in Lagrange kararlilik 6zelliklerine 6zdes oldugu anlagilir.

Ispat: Diger kavramlarin ispati benzer oldugu icin, (2.1.1.1)’in (hg, h) stirliliginin
ispatint gostermek yeterlidir. (ii) varsayimindan goriildiigii tizere (2.2.5) ve (2.2.7)
bagmtilart Ay = @~ 1(1)’ y1 saglasin. 0 < a < Ay Ve t, € R, alalm. a; = a(a) ve
varsayalim ki, (2.2.1) sinirlt olsun. O halde verilen a; > 0 ve t, € R, i¢in dyle bir

B1 = B1(ty, @) vardir ki, u(t,ty, up) (2.2.1)" in herhangi bir ¢oziimii iken uy < @,

oldugunda
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u(t, ty, uy) < Py, t =t (2.4.9)

olur.

Oyle bir f = B(to, @) secelim ki b(B) = B esitsizligini saglasin ve hy(to, %) <
alalim. O zaman (2.2.7)’den h(ty, x,) < f oldugu anlasilir.

Eger miimkiin olursa, (2.1.1.1)’in x(t) = x(t, ty, x¢) ¢Oziimii mevcut olsun ve t; > t,

olacak sekilde
h(ty, x(t) = Bve h(t,x(0)) < B, t € [to, t1] (2.4.10)

dir. O halde Teorem 2.2.1° den u, = V (t,, xo) alinirsa, y(t, to, up) (2.2.1)” in maksimal

¢Oziimii iken,
V(t,x(t)) < y(t, ty,up), t € [to.ts] (2.4.11)

elde edilir. Buradan (2.2.5), (2.4.9) ve (2.4.10) bagintilar1 bizi
b(B) < V(tl,x(tl)) < y(t1, to, up) < b(B) geliskisine gotiriir ki, boylece ispat biter.
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3. BULGULAR

Smirhilik teorisindeki, Lyapunov’un ikinci metodunun uygulanmasinda c¢oziimlerin
gerekmemesi bir avantaj saglar [5].

Smirlilikta  kullanilan ~ parametre  teknikleri ¢esitlerinin  genis  uygulamalari
bulunmaktadir. Iki &l¢ii cinsinden simrlhilik teorisi, strliigin bilinen kavramlarinin
cesitlerini igerir ve bunlari birlestirir [10]. Bu boliimde etkili sonu¢ veren teknikleri,
Lyapunov benzeri fonksiyonlarla ve baslangic zaman farkiyla, lineer olmayan
diferansiyel denklem sistemler i¢in bir sinirlilik kriteri elde ederek uygulayacagiz.

Bir saptirllmis  (purterbed) diferansiyel sistemine karsilik bir saptirilmamis
(unperturbed) diferansiyel sistemine gore, iki Ol¢li cinsinden hem baslangi¢c zamanini,
hemde baslangic durumu farkli alarak, sinirliligi baslangic zaman farkli, degisimli

karsilagtirma sonuglar1 uygulayarak verecegiz [9].

3.1 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Asagida verilen lineer olmayan diferansiyel denklem sistemlerini ele alalim.

x'=f(t,x),x(t) =xg t=ty=0, ty € Ry icin (3.1.1)
x'=f(t,x),x(tg) =y t=7,=0 igin (3.1.2)

Yukaridaki diferansiyel denklem sistemine gore ve

y' =F(ty),y(ty) =y, t=1, igin (3.1.3)
w' =H(t,w),w(ty) =Yy — X9 t =71, icin (3.1.4)

Saptirilmig (Perturbed) sistemleri,

f,F,H € C[R; X R™,R™] oldugunda, R, X S(p) kiimesinde yerel Lipschitz kosulunu
saglasin ve burada S(p) = {x € R™: ||x|| < p < =} olsun.

Yukaridaki varsayimlar, (ty, x,) Ve (7g,¥y)’ dan gegen ¢oziimlerin varligini ve

tekligini garanti altina alir.
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Tamm 3.1.1: Eger ¢p € C[(0,p),R.], ¢(0) =0 ve ¢(r), r’ de kesin monoton artan

ise ¢(r), K smifina ait fonksiyondur.

Tamm 3.1.2: Eger a € C[R%,R,] ve Vt € R, icin a(t,u) € X ise a(t,u) fonksiyonu
CX sinifina aittir.

Tamm 3.1.3: Eger h € C[R, X R™, R, ], inf, h(t,x) =0

V(t,x) € R, X R™ igin saglaniyorsa, h(t, x) fonksiyonu T sinifina aittir.

Tamim 3.1.4: Eger h € T, sup,cg, h(t,x), x € R™ icin varsa h(t,x) fonksiyonu I’y

sinifina aittir.
Tanmm 3.1.5: Eger bir ¢p(r) € K fonksiyonu, ¢(||x||) < V(t, x),
V(t,x) < — ¢(llx])) bagintisini (¢, x) € R, X S(p) i¢in saglar ve

bir reel degerli V(t,x) fonksiyonu R, X S(p) kiimesinde tanmimlanirsa V(t,0) =0

oldugunda, t > 0 pozitif tanimli olur. Eger -V pozitif tanimh ise V’ye negatif
tanimlidir denir.Oyle bir ¥ € X fonksiyonu vardir ki, (¢t,x) € R, X S(p) i¢in

V(t,x) < P(|lx]|]) bagintisini sagladiginda V (¢, x) fonksiyonu azalan olur.

Tammm 3.1.6: Bir reel degerli V € C[R, X R™, R,] fonksiyonu i¢in genellestirilmis

tiirevleri(Dini-tipli tlirevler)
DIV (t,s,x) = limy_q+ sup%[V(s + h,y(t,s + h,x + hf (s, x)) —V(s,y(t,s, x))]

1
D._V(t,s,x)= hlirgl_ infﬁ [V(S + h,y(t,s + h,x + hf (s, x)) —V(s,y(t,s, x))]

olarak tanimlayabiliriz.

Tamm 3.1.7: (3.1.3) sisteminin y(t, 7y, ¥y) ¢0ziimii i¢in baslangi¢c zaman farkli (h, h)
siirlihgr x(t — n, to, x¢) ¢Oziimiine karsilik sdylenebilir. x(¢, to, x,) (3.1.3) sisteminin
herhangi bir ¢6ziimii iken t>1,>0 ,t, € R, i¢in ve n = 7, — t, ancak ve ancak
herhangi bir @ > 0 ve t, € R, verilirse 8 = B(a, 1,) > 0 olur. Oyle ki,

ho(To, Yo — Xo) < a oldugunda t = 7, i¢in h(t,y(t, o, yo) — x(t — 1, te, x0)) < B

olur.
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3.2 iKi OLCU CINSINDEN BASLANGIC ZAMAN FARKLI SINIRLILIK

Bu bolimiin esas sonucu, Teorem 3.2.1 ve Teorem 3.2.2 deki Lyapunov tipli
fonksiyonlar cinsinden, yeni bir baslangi¢ zaman farkli karsilastirma sonucu bulmaktir.

Bir sonraki boliimde iki 6l¢ii cinsinden baslangic zaman farkli sinirlilik sonucu elde

edebiliriz [11].

Teorem 3.2.1:

(D) V € C[R, X R™, RY], her bir (¢, s) icin, z’ e gore V(t,z) ve |lw(t,s, z)|| yerel
Lipschitz kosulunu saglarken, w(t) = w(t, Ty, Yo — Xo) (3.1.4)’lin bir ¢éziimii ve
t =>s = 1yicin X(t) = x(t —n, ty, xo) oldugunda x(t, ty, x,) (3.1.1) sisteminin

¢coztiimii ve z(t) = y(t) — X(t) oldugunda y(t) = y(t, T4, ¥,) (3.1.3) sisteminin

¢Oziimii olsun.

(i) D._V (t,5,2) = limp_o- inf = [T(t,5,h,w,F — )] iken
T=V(s+hw (t,s +hz+h (F(s,y) — f(s,f))) —V(s,w(t,s,2))
D._V(t,s,2) < g(t,s V(s,w(ts, 2))) (3.2.1)
dir.
(iii) g € C[R2 x RY,RN], g(t,s,u) her bir (¢,s) icin u’ da kuasi monoton

azalmayan ve r(t, s, To, o),

du(s) _

—— = g(ts,u(s)), u(ty) =up =0 (3.2.2)

denkleminin maksimum ¢6zliimii 7y < s < t < o0 i¢in mevceuttur.

O halde V(1o w(t, T, Vo — Xo)) = Uy 0ldugu zaman
V(t,Z(t, To, Yo — xO)) < rO(t) To, V( To,W(t, To, Yo — xO))) (323)

esitsizligi o (¢, To, ug) = (¢, t, To ,Uo) iken saglanr.
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Ispat: m(t,s) = V(s,w(t,s,z(s))) alalim. O zaman (i) ve (ii) varsayimlari
kullanilarak 7o < s < tigin D,_m(t,s) < g(t,s,m(¢, s)) diferansiyel esitsizligi elde
edilir. Budabizi 1) <s < ti¢inm(t,s) <r(t,s, 7o,V (to, w(t, To, Vo — X0)))
karsilastirma sonucuna gotiirtir [5].

Eger s = t secilirse, (3.2.3)” deki bagint1 hemen hemen ispat1 tamamlar.

Teorem 3.2.2: N = 1ile Teorem 3.2.1” in varsayimlar altinda ve g(t,s,u) = 0 iken

V(t,z(t, To, Y0 — %0)) < V (to,w(t, Tg, Vo — Xo)), t = Ty oOlsun. Buna ek olarak
varsayalim ki,

(i) ce K ={¢ € C[R,,R,] 6yle ki, ¢(0) = 0 ve ¢(s) s’ e gbre artan } iken,
D._V(t,;5,2) < —c(hy (s, w(t,s, z))), To<s<t<owveh €C[R, xR"R,]dr

Ohaldet > s > 1, i¢in,

V(t,z(t, 10, Y0 — %)) <V (1o, w(t, To, Y0 — X0)) — fio c (h1 (s,w(t, s,z(s)))) ds
(3.2.4)
olsun.
ispat: W (s,w(t, s,z(s))) =V (s,w(t, s,z(s))) + fio c <h1 (s,w(t, s,z(s)))) ds
alinip, Dini- tiirevinin iki yani ve (i) varsayimi kullanilirsa
D,_W(s,z(s)) < D*_V(t, s,z(s)) +c (hl (s,y(t, S,Z(S)))) < 0 esitsizligi bulunur.
O halde t = 1, igin, W(t, z(t, Ty, Yo — X0)) < W (T, w(t, Ty, Yo — X)) vardir. Bu
demektir ki, W tanimi t = 1 igin,
t

V(t, z(t, Tg,y0 — X)) + fTO c <h1 (S,W(t, s,z(s)))) ds < V(tg,w(t, 19,V — X0))

dir. Boylece ispat tamamlanir.

Esas sonug, Teorem 3.2.2 kullanilarak iki 6l¢ii cinsinden baslangi¢ zaman farkli bir
siurhilik kriteri olusturulmasidir. Eger (3.1.3) sisteminin y (¢, 7y, ¥o) ¢0zlimii, baglangic
zaman farkli (hy, hy) sl x(t — 1, ty, xo) ¢Oziimiine karsilik gelecek sekilde alinirsa
0 zaman, (3.1.3) sisteminin y(t, 74, Vo) ¢ozimii x(t — 7, ty, X¢) ¢Oziimiine karsilik

gelen baslangi¢c zaman farkli sinirlhiligi verir.
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Teorem 3.2.3:

() V€ C[Ry X R™,R,], V(t,z)ve |lw(t,s,z)|| her bir (t,s) igin z’e gore yerel
Lipschitz ve w(t) = w(t, 1g,Vo — Xo) iken (3.1.4) ¢oziimii ve t > 1, igin,

z(t, To, Yo — Xo) = y(t) — X(8) ;

(i) D._V(ts,2) = limyo- inf =[T(t,5,h,w,F - f)]

S(h,p) = {(t,z): h(t,z) < p,3h €T igin vep > 0} olmak lizere D,_V(t,s,z) <0;
(ii)) b € K ve ay,ay € CK iken ve S(h, p)’a gore b(h(t, Z)) <V(t2)

S(hy, p) N S(hy, p)agore V(t,z) < a;(t, hy(t,2)) + ao(t, ho(t, 2));

(iv) hy, h’dan daha iyi olsun. Bu demektir ki dyle bir ¢p € K fonksiyonu vardir Ki,
ho(t,z) < po oldugu zaman ¢(p,) < p olacak sekilde 3 p, degerleri igin

hi(t,z) < ¢(hy(t,z)) olmasidir;

(v) (3.1.3) sisteminin y(t, Ty, yo) ¢Oziimii, x(t — 1, ty, x) ¢oziimiine karsilik gelecek
sekilde baslangi¢c zaman farkli (hy, hy) siurliligi olsun.

O halde (3.1.3) sisteminin y(t, ty,y,) ¢ozimii, x(t —n,t,, X,) ¢Oziimiine karsilik

gelecek sekilde baslangic zaman farkli (hg, h) sinirhdir.

Ispat: 0 <a < p ve ¢(p,) < p olacak bir p, verilsin. p, > n( 1y, a) > 0 segilirse o
zaman hy(t,z(t)) <7, t =71, oldugunda, ay(t, ho(t,z(t))) < @ saglanir. (v)
hipotezinden 6yle bir B, = B1(To,1n) vardir Ki, hy( Ty, yo — X) < B; olmak sartiryla

ho(t, z(t)) < n saglanir. Bu yiizden ¢ > 7, i¢in,
ao(t, ho(t,Z(t))) < @ Oldugu zaman, ho( To, Yo — xo) < ﬁl (325)

dir. Benzer sekilde py > (1, a) > 0 segilirse dyle ki, h(t,w(t)) < o oldugunda
t > 1, icin, a,(t, hy(t,z(t))) < @ oldugunu anlariz.

B2 = B2( Ty, 0) olacak sekilde tanimlanirsa hy h’dan daha iyi iken hy( 7o, Vo — Xo) <
B, oldugunda hy(t,z(t)) < ¢~1(o) olur. Buradan h,(t,z(t)) < ¢ (ho(t,z(t))) <o

elde ederiz. O halde t > 7, i¢in,
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ho(To, Yo — Xo) < f olmak sartiyla a, (t, hy (t, 2(£))) < 22 (3.2.6)
saglanir. (3.1.3) sisteminin y(t, 74,v,) ¢Ozimi x(t —1n,t,, Xo) ¢Oziimiine Kkarsilik
gelen baslangi¢ zaman farkli (hy, h) sinirl oldugunu gosterebiliriz.

t= Ty i(}il’l,
ho(T0, Y0 — Xo) < B oldugunda f = min {B; , B,} iken h(t,z(t)) <a (3.2.7)

olur ve (3.2.5) ile (3.2.6) ve (iii) hipotezinden goriilebilir ki,
b (h(t,z(t))) <V(tz(®))

< a (t, hl(t,z(t))) + ao(t, ho(t, z(t))

<b(B)
dir. hy( 79, Y0 — Xxo) < B oldugunda h(t,z(t)) < a oldugu anlasilir. Bu yiizden (3.1.3)
sisteminin y(t, to,y,) ¢O0zimi x(t —n,t,, Xo) ¢Ozimiine karsilik baslangi¢ zaman
farkli (hg, h) sinirhdir.
Eger (3.2.7) dogru degilse o zaman, ¥(t) = x(t — n,t,, xo) ve (3.1.1) ve (3.1.3)’lin
y(t) = y(t, 1o,¥0) ¢Oziimleri , Vt € [ Ty, t,] icin t; = 1y Oyle ki z(t) = y(t) — %(t)
iken, ho(To,¥0 — xo) < B, h(ty,z(ty)) = a ve h(t, z(t)) < a olur. Teorem 3.2.2” nin
uygulamasindan, V (¢, z(t)) < V(to, w(t, To, Yo — X0)),t € [Ty, t1] oldugu goriiliir.
t =ty iken,

b(a) < V(ty,2z(t1)) < V(To,w(ty, To, Yo — Xo))
< a1( 7o, h1(To, W(t1, To, Yo — X0)))
+ ao( 7o, ho(To, W(ts, To, Yo — X0)))

< b(a)
esitsizligi varsayim (iii), (3.2.5) ve (3.2.6)’dan elde edilir. Bu (3.1.3) sisteminin (g, o)
dan gegen y(t, Ty, y) ¢Oziimiiniin x(t — 1, t,, Xo) ¢Oziimiine karsilik gelen baslangig

zaman farkli (hy, h) siirliligt i¢in bir geligki olur.
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3.3 KARSILASTIRMA DENKLEMLERI ILE ILISKiLi BASLANGIC ZAMAN
FARKLI iKi OLCU CINSINDEN (hg, h) SINIRLILIGI

Onceki caligmalarda [3,12,13] Smurliligin klasik notasyonlari arasindaki farkliliklar ve
baslangi¢c zaman farkli sinirliligin sifir ¢oziimiiniin davranigini, baslangig zaman farkl
sinirlilik iginde kullanmamiza izin verilmiyordu. Esas sonug¢ gosterir ki, bu boliimde
biitiin bu zorluklarin yeni yaklasimlarla ¢oziimiinii karsilastirma denkleminin sifir
¢oziimiiniin siirhiligini kullanmamizda, X¥(t) = x(t — 1, ty, xo) ‘a karsilik gelen (3.1.3)
¢oziimiiniin smirhilik 6zelliklerini tahmin etmemize, x(t,t,, X,) (3.1.1) sisteminin
herhangi bir ¢ézlimii iken izin verir.

Bu sonucu elde etmek i¢in, agagida verilen iki Lemma’ y1 kullanacagiz.

Lemma3.3.1: f,F € C[R, X R™,R™] ve

G(t; T) = maXf,yEE(xo;r)”F(t: y) - f(t' f)” (331)

ve B’ nin, merkezi x, ve yarigap: r olan bir kapali yuvarmi alalim, varsayalim ki,

r*(t, To, lyo — xoll) fonksiyonu ( 7y, |lyo — xoll]) noktasindan gegen u' = G(t,u),
u( 7o) = llyo — xoll baslangi¢ deger probleminin bir maksimal ¢6ziimii olsun. Burada
X(t, T, x9) = x(t —n, ty, xo) iken x(t, ty, xo) (3.1.1) sisteminin herhangi bir ¢6ziimi
ve y(t, T, Yo), (3.1.3) sisteminin bir ¢oziimiiolupt =ty = 0,t, €E R, ven = 1y — t,
dir.

O halde t = 7, icin ||y (¢, To, o) — x(t — 1, to, %)l = 77(¢, o, llyo — Xoll) olur,

Lemma 3.3.2: V(t,X) € C[R, X R",R,] ve V(t,X), X¥’e gore yerel Lipschitz olsun.
Varsayalim ki D¥V (t,y — %) fonksiyonu

1 _
DXV(ty —%) = lim sup[V (t +hy—%+h(Fty) -t 9?))) —V(ty—®)]

(3.3.2)
(t,%),(t,y) € R, X R™ile G(t,u) € C[R,; X R,,R] iken

DIV (t,y — %) < G(t,V(t,y — X)) esitsizligini saglasin. t = 1, i¢in
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u' = G(t,u),u( ty) = u, = 0 skaler diferansiyel denkleminin maksimal ¢oziimii
r(t) = r(t, 1y, Up)’1alalim. Eger X(t) = x(t — n,ty, xo) iken t =1y, = 0,t, €
R,ven = 1y — t, icin x(t,ty, xo) (3.1.1) sisteminin herhangi bir ¢6ziimii ve t > 1,
icin y(t) = y(t, T, Yo) (3.1.3)’in herhangi bir ¢oziimii oldugunda

V(To, Yo — X9) < ugvet =rtyicin V(t,y(t) — X(t)) < r(t) esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.3.1:

(i) Herbir (t,w) € R, X R™ve ¢ € K i¢in, hy,h €T, h(t,w) < @(hy(t,w));

(ii) V(t,x) € C[Ry X R™, R,]ve V(t,w) w’a gore yerel Lipschitz ve V,h pozitif
tamiml1 ve h, azalan;

(iii) G € C[Ry XR,R,]ve G(t,0) =0,(t,x) € S(h,p)

Vs, 1o < s < ticin, DYV (t,w) < G(t,V(t,w));

olsun.

O halde karsilastirma denkleminin siirliik 6zellikleri (3.1.3) sisteminin y(t, 74, Vo)
¢oziimiiniin x(t — 7, ty, Xy) sisteminin ¢oziimiine gore baslangic zaman farkli  (hy, h)-
simirlilik  6zelliklerini  gerektirir [14]. Burada x(t,ty, x), (3.1.1)’in herhangi bir
¢Ozlimiidiir.

Ispat: Sadece karsilastirma denkleminin (hg, h) —es simirliligimi gosterelim. Bu amagla,
y(t, To, Vo)’ m (hg, h)-es-smurlihgm x(t — n,t,, X,) sisteminin ¢dziimiine karsilik
gelen baslangic zaman farklilig: ile ispatlayalim.

V, h pozitif tanimli oldugunda bir A € (0, p] ve dyle bir b € K fonksiyonu vardir Ki,
b(h(t, W)) <V(t,w), (t,w) €S(hA) (3.3.3)

dir. 0 < a < A alalim ve 1, € R, Verilsin ve farzedelim ki, karsilastirma denkleminin

¢ozlimii es sinirli olsun, o halde, verilen b(a) > 0 ve t, € R, i¢in, yle bir

B1 = B1( 7, @) fonksiyonu vardir ki,

Uy < By den, vVt > 1, icin u(t, 7, uy) < b(a) (3.3.4)

olur. Buradan u(t, ty, uy) karsilastirma denkleminin herhangi bir ¢éziimiidiir.
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uy = V(ty,¥o — Xxo) secelim. V, h, azalan ve h, diizgiin olarak h’dan daha iyi
oldugunda bir 4, > 0 ve a € K fonksiyonu vardir.
(To, Yo — Xo) € S(ho, 4¢) i¢in,

h(to, Yo — Xxo) < AVeV (1o, ¥ — Xo) < a(ho, (To, Yo — Xo)) (3.3.5)

olur. Buradan devam edilerek, (3.3.3)’den, (1o, Vo — Xo) € S(hg, Ay) icin,

b(h(tg,yo — x0) < V(10,0 — X0) < a(hg, (T, Yo — Xo)) o0ldugu anlasilir.

B(ty,a), B €(0,4,], a(B) < By ve hy(ty, Vo — Xo) < B olacak sekilde segilsin.

O halde (3.3.5)’den goriilebilir ki, f; < b(a) oldugunda hy(ty,yo — Xo) < @ oOlur.
Bu yiizden, t = 7, icin, ho(To,¥(to) — X(t9)) < B oldugu zaman h(t,y(t) — %(t))
(3.1.4)’iin herhangi bir ¢dziimii y(£) — %(t) iken ho (7o, y (o) — %(70)) < B

olacak sekilde saglanir.Eger bu dogru degilse, o zaman bir t; = 7, Ve (3.1.4)’lin

herhangi bir ¢6ziimii y(t) — X(t) vardir dyle ki, 7y <t < t; igin

h(ty,y(t) —%(t)) =aveh(t,y() —%(1t)) <« (3.3.6)

dir. Buradan gortlebilir ki,
h(ro,y(ro) - 37:(10)) < a oldugu zaman hy(ty, yo — Xo) < B ‘dir. Boylece
t € [to,t; ] igin (t,w(t)) € S(h,A) ve Lemma 3.3.2” den

V(t,y(©) —x()) <r(t, T up), To<t< by (3.3.7)

esitsizligi saglandiginda r(t) = r(t, 7o, uy), t = T icin, u' = G(t,u),u(ty) =uy =0
skaler diferansiyel denkleminin maksimal ¢6ziimii olur. (3.3.3), (3.3.4), (3.3.6), (3.3.7)
bagintilarindan anlasilir ki r(t, 7o, ug) < b(a) ve

Br<b(a) <V((ty,y(ty)—%(ty)) < r(ty,7To,,up) < b(a) olur. Bu bir celiskidir,
¢linkii ho(Tg, Yo — Xo) < a’dan anlasilir ki, § = B(a) > 0,

her t > 7, igin h(t,y(t) —%(t)) < B ve y(t, To,¥o), X(t —1,to, Xo)’a karsihik

olarak t > 7 i¢in (hg, h)-es sinirli olur.
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4. TARTISMA VE SONUC

Cauchy probleminin ¢oziimleri igin yeter kosullar konularak ¢6ziimiin varlig1 ve tekligi
garanti altina alinip, bu sistem i¢in Lyapunov fonksiyonlari elde edilmis ve sistemin

¢Ozliimiiniin karakteristigi incelenmistir.

Bu calismada Cauchy problemi i¢in iki 6l¢ii cinsinden Lyapunov kararliliga ait Temel
tanimlar ve teoremler verilip Lyapunov teoremi incelenmistir. Karsilastirma metodu
kullanilarak lineer olmayan sistemler Lyapunov fonksiyonlari yardimi ile basit skaler
lineer olmayan diferansiyel denklemlere doniistiiriiliip, bu denklemlerin

karekteristiklerinin 6zdes olduklar1 goriilmiistiir.

Karsit teorem verilip, sistem kararli oldugunda buna karsilik gelen Lyapunov
fonksiyonlarmin varligr teorik olarak ortaya konulmus fakat pratikte bunlarin mevcut
oldugunu bulmanin zorlugu goriilmiistiir. Iki 6l¢ii cinsinden Sinirhilik ve Lagrange

Kararlilik i¢in yeter kosullar verilmis ve bunlarla ilgili sonuglar bulunmustur.

Bu elde edilen sonuclar iki 6l¢ii cinsinden genellestirilip baslangic zaman farkl

sinirlilik kriterleri elde edilmistir.
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