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Bu tez beg boliimden olugmaktadir.
Birinci boliim giris kismina ayrilmigtir.

Ikinci boliimde, énbilgiler ve diger boliimlerde kullanmilacak olan bazi tanimlar, lem-
malar ve teoremler verilmistir.

Uciincii boliimde, Gamma, Beta ve hipergeometrik matris fonksiyonlarmm tanim-
lar1 verildikten sonra bazi 6zellikleri ve birbirleri arasindaki iligkiler incelenmistir.
F (A, B; C; z) hipergeometrik matris fonksiyonunun, hipergeometrik matris diferen-
siyel denkleminin bir ¢oziimii oldugu gosterilmis ve bu denklemin genel ¢oziimii elde
edilmigtir.

Dordiincii boliimde Laguerre, Hermite ve Jacobi matris ortogonal polinom ailelerinin
ikinci mertebeden bir matris diferensiyel denklemini sagladiklari, matris dogurucu
fonksiyon, ti¢ terimli matris rekiirans bagintisi, Rodrigues formiilii 6zelliklerine sahip
bulunduklar: incelenmis ve de Laguerre matris polinomlar: ile Hermite matris poli-
nomlarinin baglantisi verilmistir.

Bu galigmanin orijinal kisimlar1 son boliimde verilmistir. Bu boéliimde, hipergeo-
metrik matris fonksiyonunun integral gosterimi kosullar biraz daha genisletilerek
verilmistir. Ayrica hipergeometrik matris fonksiyonlarimin o6zelliklerini kullanarak
baz1 yeni sonuglar elde edilmig ve bu sonuglar yardimiyla da Laguerre matris poli-
nomlar1 i¢in yeni bagintilar verilmistir.
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The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, preliminaries and some necessary definitions, lemmas and
theorems that will be needed for later use are given.

In the third chapter, definitions of Gamma, Beta and hypergeometric matrix func-
tions are given and then, the properties of these matrix functions and the rela-
tions between them are analysed. It is shown that hypergeometric matrix function
F (A, B;C} 2) is a solution of hypergeometric matrix differential equation. Also the
general solution of this equation is obtained.

In the fourth chapter, it is shown that families of Laguerre, Hermite and Jacobi or-
thogonal polynomials satify a matrix differential equation of the second order. Also
some properties such as matrix generating function, three term matrix recurence
relation, Rodrigues formula satisfied by these polynomials are examined. A con-
nection between Laguerre matrix polynomials and Hermite matrix polynomials is
given.

Original results of this thesis are given in the last chapter. Integral representation
of hypergeometric matrix function is given under more general conditions. Also,
by using properties of hypergeometric matrix functions, some new results are found
and some new relations for Laguerre matrix polynomials are obtained by means of
these new results.
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SIMGELER DiziNi

R r X r boyutlu reel elemanlh karesel matrislerin uzay1

Crxr r X r boyutlu kompleks elemanl karesel matrislerin uzay1

P, (t) n. dereceden matris polinomu

P, (t) n > 0 icin katsayilar1 C™*" de olan biitiin matris polinomlarimin kiimesi
o (A) A matrisinin tiim 6zdegerlerinin kiimesi ya da A matrisinin spektrumu
Qf Q € C™" matrisinin egleniginin transpozesi

| A|l A matrisinin matris 2—normu

[%} 5 sayisiin tam degeri

0 biitiin elemanlar: sifir olan karesel matris

I'(P) Gamma matris fonksiyonu

B (P,Q) Beta matris fonksiyonu

F (A, B;C;z) Hipergeometrik matris fonksiyonu

LY (1) Laguerre matris polinomu

H, (z,A) Hermite matris polinomu

piP (x) Jacobi matris polinomu



1. GIRIS

Ozel fonksiyonlarm énemli bir boliimiinii olusturan ortogonal polinomlarin, Matema-
tik, Fizik, Astronomi ve Istatistikte ¢nemli kullamim alanlarina sahip olduklar:
bilinmektedir. Ayrica hipergometrik fonksiyonlarin 6zel halleri olan bir ¢ok 6zel
fonksiyon Fizik, Miihendislik ve Olasilik Teorisinde ortaya ¢ikar. Son yillardaki, or-
togonal polinomlar ile ilgili calismalarin yogun artisi, biortogonal ve kath ortogonal
polinomlarin da tanimlanarak bu konulardaki alan caligmalarinin genigletilmesine
ve buna paralel olarak da bu konulara olan ilginin artmasina neden olmustur.

Skaler durumdaki reel degigkenli klasik ortogonal polinom ailelerinin ikinci
mertebeden bir diferensiyel denklemi sagladiklari, dogurucu fonksiyon, ii¢ terimli
rekiirans bagintisi, Rodrigues formiilii ve norm 6zelliklerine sahip bulunduklar: bilin-
mektedir. Klasik ortogonal polinomlar tarafindan saglandigi bilinen bu ozellikler-
den hangileri ve hangi kosullar altinda matris ortogonal polinomlar: icin de gecerli
olabilir?

Matris ortogonal polinomlarin ya da bir bagka deyisle matris katsayili ortogo-
nal polinomlarin matematiksel 6zelliklerinde elde edilebilecek her tiirlii genislet-
menin ve elde edilecek sonucun uygulama alanlarinda da ¢nemli bazi gelismeler
saglayacagimi beklemek dogaldir.

Matris polinomlarinin uygulamalar: istatistikte, gruplar teorisinde, sacgilma
teorisinde, diferensiyel denklemlerde, Fourier seri acilimlarinda ve interpolasyonda
siklikla kullanilmakta oldugundan devamli biiyiiyen ve dinamik bir calisma alanidir.
Ayrica matris ortogonal polinomlarin tibbi goriintiilemede de kullanildigi goriilmek-
tedir (Defez et al. 2000, 2002).

A(t), B(t) ve C(t) matris degerli fonksiyonlar olmak iizere

AW X" () +Bt)X' (t)+Ct)X (t) =0 (1.1)

tipindeki ikinci basamaktan diferensiyel denklem sistemleri Fizik, Kimya ve Mekanikte
sik sik ortaya gikar (Keller and Wolfe 1965, Morse and Fesbach 1953, Parter et
al. 1973). Ayrica, boyle sistemler kismi tiirevli denklemleri ¢tzmek icin semi-

diskrizasyon teknikleri uygulandiginda da goriiliir (Rektorys 1982).
1



Tek matris argiimentli 6zel fonksiyonlarin, simetrik uzaylarda kiiresel fonksi-
yonlarin calisilmasinda ve istatistikte cok degiskenli olasilik analizinde kullanildig:
goriilmiigtiir (James 1975).

Iki kosegen matris argiimentli 6zel fonksiyonlar ilk olarak, “Iki matris argii-
mentli hipergeometrik fonksiyonlar icin kismi tiirevli denklemler” adl ¢alismada
kullanmilmugtir (Constantine and Muirhead 1972).

Matrislerden biri, birim matrisin skaler bir kat1 olan iki matris argiimentli
Beta fonksiyonu, matris ortogonal polinomlarinin ve ikinci mertebeden diferensiyel
denklem sistemlerinin verilmesinde kullamlmigtir (Jédar et al. 1995).

Bessel matris fonksiyonlar1 ve baz ozellikleri Herz (1955) ve Joédar et al.
(1992, 1994) tarafindan verilmistir. Laguerre, Hermite, Gegenbauer ve Jacobi matris
polinom dizileri, son zamanlarda matris diferensiyel denklemlerin ¢alisilmasinda ve
Frobenius metodu ile iligkisinde goriilmiigtiir (Jédar et al. 1994, 1995).

Bu calismada, Gamma, Beta, hipergeometrik fonksiyon gibi 6zel fonksiyon-
larin matris analoglarinin yani matris fonksiyonlarinin bazi 6zellikleri incelenmistir.
Bu bilgiler 1s1¢1nda Laguerre, Hermite ve Jacobi matris ortogonal polinomlarinin
siiflar1 ele alnmig ve bu matris polinomlarimin hem kendilerinin sahip olduklar:
onemli ozellikler, hem de farkli matris ortogonal polinom aileleri arasindaki iligki-
ler iizerinde durulmustur. Hipergeometrik matris fonksiyonu ve Laguerre matris

polinomlar1 icin 6nemli baz1 yeni bagintilar elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE ONBILGILER

Tanim 2.1 (Polinom) : n bir dogal say ve ag, ay, ..., a, ler de a, # 0 olmak iizere,

sabit saylar olsun.
() = @™ + ap_ 12" 4+ a2+ ag

geklinde tanimlanan p, : R — R fonksiyonuna bir polinom (¢ok terimli) denir.

Buradaki n dogal sayisina polinomun derecesi, ag,ay, ..., a, sayllarina da
polinomun katsayilart adi verilir. Eger a, = 1 ise p,(x) polinomuna monik poli-
nom denir. x degigskeninin ve katsayilarin reel ya da kompleks olmasina gore p,(x)

polinomu reel polinom ya da kompleks polinom olarak adlandirilir.

Tanim 2.2 [ C R olmak dizere w(x), I da tanwmily pozitif bir fonksiyon olsun.

m,n € N ve m # n olmak fizere,
(b0 = [ 0nla) (0 la) 5 =0
T

saglanayorsa {¢, ()}, ey polinom sistemine I arahgnda w(x) aguhk fonksiyonuna

gore ortogonaldir denir.

Uyar1 2.1 Bu calismada bahsedilen tiim matrisler, aksi belirtilmedik¢e R™" uza-

yran elemanlarider.

Tamm 2.3 (Matris Polinomu) : ¢ bir reel degisken ve 0 < j <n i¢in A; € C"7

olmak tizere n. dereceden matris polinomu
P, (t) = Apt™ + Ap_1t" 1+ .+ At + Ay
seklinde tanimlanar.

Uyar1 2.2 n > 0 i¢in katsayilar, C™*" de olan biitiin matris polinomlarinin kiimesi

P, (t) ile gosterilir.



Tanim 2.4 {Q}, ., C™" deki matrislerin bir dizisi ve
L Pr (t) — QX
olmak fizere
LA )=Q, ; n=01,..

seklinde tammlansim. 0 < k < n i¢in Ay € C™ olmak idizere P, (t) = > Ayt
k=0

matris polinomu i¢in
L(P(t) =) Ay
k=0

saglansin. Bu durumda {2}, . matris moment dizisi ile tanamlanan L, matris mo-
ment fonksiyoneli olarak adlandirilir. 2, ise n. basamaktan matris momentidir

(Chihara 1978).

Tanim 2.5 n >0 i¢in P, (t) bir matris polinomu olmak tzere

i. P, (t), singiiler olmayan baskatsayls n. dereceden bir matris polinomudur,

ti. VYn,s € Nven # s igcin L (P, (t) Ps(t)) = O dr,

5. n > 0 igin L (P? (t)) matrisinin tersi vardr,

kosullar: saglansin. Bu takdirde { P, (t)},-, dizisine, L matris moment fonksiyone-

line gore matris ortogonal polinom dizisi denir.

2.1 Matris Islemlerinde Baz1 Ozellikler

Tanim 2.6 [, birim matrisi gostermek tizere A, B,I matrisleri i¢in,
AB=BA=1

egitligini saglayan B matrisine A matrisinin ¢arpma iglemine gore tersi (inversi)

denir ve B = A~ ile gdsterilir.
Lemma 2.1 Bir matrisin tersi var ise, bu ters tektir.

Ispat. Olmayana ergi metodunu kullanalm. Kabul edelim ki, tersi olan bir A

matrisinin birbirinden farkl iki tersi B ve C' olsun. Bu durumda,

AB = BA=1 (i)

AC = CA=T (ii)
4



dir. Matrislerde ¢arpma igleminin birlesme 6zelligini de gozoniinde bulundurarak,

(1) nin her iki yam soldan C' matrisi ile ¢arpilirsa

C(AB) = CI
(CAB = C
olup (ii) den de yararlanarak
IB = C
B = C

elde edilir. Bu ise bir celigkidir. O halde bir matrisin tersi var ise, bu ters tektir. m

Tanim 2.7 Tersi olan matrislere regiiler (diizgiin) matrisler denir. Regiiler (diizgiin)

olmayan matrislere ise, singiiler (tekil) matrisler denir.

Lemma 2.2 A ve B regiiler matrisler ise AB matrisi de regiiler bir matris olup

(AB)™' = B 1A dir.
Ispat. A ve B regiiler matrisler oldugundan

AA™Y = A'A=1T
BB = B'B=1
(AB).(AB)™" = (AB)™'.(AB) =1

dir. Diger yandan
(AB). (B'A™ ) =A(BB ) A" = AIAT = AAT =1
(B'A™") . (AB)=B ' (A'A)B=B'IB=B'B=1

olup buradan

(AB) (B7'A™) = (B'A™")(AB) =1
yazilabilir. Regiiler bir matrisin tersi, tek oldugundan
(AB)™' =B7'A™!

dir. m



Sonug 2.1 k herhangi bir pozitif tamsay ve Ay, ..., Ay lar regiler matrisler olmak
lzere

(A Ap) = AL ATY

dir.
Sonug 2.2 Regiiler A matrisi icin (A") ™ = (A™)" dir.

Lemma 2.3 A herhangi matrisi ve B regiiler matrisi i¢in AB = BA kosulu saglan-

mak tizere AB~' = B7'A dr.

Ispat. B regiiler bir matris oldugundan tersi vardir. Bu durumda AB = BA dan
ABB'=BAB'= A=BAB'= B 'A=B'BAB'= B 'A=AB"!
oldugu goriiliir. m

Lemma 2.4 A matrisinin tersinin olmast i¢in gerek ve yeter kosul A matrisinin

determinantinan sifirdan farkl yani, det A = |A| # 0 olmasidar.

O halde, A matrisine, det A # 0 ise regiiler (diizgiin) matris, det A = 0 ise

singiiler (tekil) matris denir.

Lemma 2.5 A ve B matrisleri i¢in |AB| = |A| |B| dir. Ayrica |AB| = 0 ise |A]

veya |B| den en az biri sifir olmalidur.

Tamim 2.8 x sifirdan farkl r X 1 boyutlu bir vektor ve O, sifir matrisi olmak tizere
Ar =X yada (A—X)z=0

esitligini saglayan \ degerlerine, A matrisinin 6zdegerler: denir.
Baska bir deyisle, A matrisinin ozdegerleri, A ya gore r. dereceden bir denklem
olan
|[A—X|=0

seklindeki A matrisinin karakteristik denkleminin kokleridir.
6



Herbir A\ 6zdegerine kargilik gelen = vektorlerine de A matrisinin 6zvektorleri
denir. A matrisinin tiim 6zdegerlerinin kiimesi o (A) ile gosterilir ve o (A) ya A nin

spektrumu da denir.

Lemma 2.6 A matrisinin ézdegerleri Ai, o, ..., A, olmak tizere A matrisinin de-

terminanti, det A = |A| = A\ Ag.. .\, ile verilir.

Tanim 2.9 A matrisi icin

AT =A™
esitligi saglaniyorsa, A matrisine ortogonal matris denir.

Tanim 2.10 Vz € 0 (P) i¢in Re(z) >0 kosulunu saglayan P € C™" matrisine
pozitif kararh matris denir (Jodar and Cortés 1998a).

Tamim 2.11 Q € C™*" matrisinin eslenik transpozesi QY ile gosterilmek tizere
RQTQ=QQ" =1
esitligini saglayan ) regiiler matrisine iiniter matris denir.

Tamim 2.12 Herhangi P ve Q matrisleri i¢in, R1PR = Q olacak sekilde regiiler

bir R matrist varsa, P ve ) matrislerine benzer matrisler denir.

Regiiler benzer matrislerin tersleri de benzerdir. Ayrica benzer matrislerin

determinantlar1 ve 6zdegerleri aynidir.

Tanim 2.13 Kosegen bir matrise benzer olan P matrisine, kosegenlestirilebilir mat-

ris denir.

Bir P matrisinin kosegenlestirilebilir olmasi i¢in r—tane lineer bagimsiz 6zvek-
tore sahip olmasi gerek ve yeterdir. Bu durumda, kdsegen matrisin kogegen eleman-

lar1 P matrisinin 6zdegerleridir.
Tanim 2.14 Kosegenlestirilebilir P ve () matrisleri i¢in
STPS=D , S'QS=FE ; D,E kisegen matrisler

olacak sekilde regiiler bir S matrisi varsa, P ve () matrislerine ayn anda kosegen-

legtirilebilir matrisler denir (Horn and Johnson 1993).
7



Lemma 2.7 P ve Q) kdsegenlestirebilir matrisler olsun. P ve () matrislerinin ayna
anda kigegenlestirilebilir olmast i¢in gerek ve yeter kosul, bu matrislerin ¢arpma

iglemine gore degigmeli olmasidur (Horn and Johnson 1993).

Tanim 2.15 p > 1 ve 7 = (x4, ..., x,) olmak tizere x vektoriniin p—normu,

1
[z, = (|21]” + ... +|2,[")» seklinde tamumlanar (Golub and Van Loan 1983).

Tamim 2.16 z sifirdan farkly v x 1 boyutlu bir vektor olmak tizere, A matrisinin

p—normu

||Afr\|p

A
Al = s

ya da bir baska deyisle

Al = max ||Azx
41, = o 1421,

seklinde tansmbidir (Golub and Van Loan 1983).

Lemma 2.8 [ birim matris, O sifir matrisi, c € R ve 1 < p < oo olmak izere,

herhangi A, B matrislerinin p—normu i¢in asagidaki ozellikler saglanir. (Golub and

Van Loan 1983).
a) |Al,=0 ¢ [A,=0=A=0 ) [[A+B]|,<|Al,+[Bl,
b) ll,=1 d) lecAl, = I[c[lAl, f) ABl, < 1A, 1],

Uyar1 2.3 Lemma 2.8.f deki 6zellik her matris normu igin gecerli degildir. Ornegin
|A||, =max |a;;| ve A=B=

olmak tizere

[AB][ o > [|All5 1Bl A

seklindedir. Fakat burada bahsedilen yerlerde bu egitsizlik gegerlidir.

Tanim 2.17 Bir A matrisi i¢in Frobenius normu, 1—normu ve oco—normu sirasiyla

T
> agl®

173:1

Al = Al = 1<<Z|aur e [Al.= maxzw

seklinde tanumbidir (Golub and Van Loan 1983).
8



Frobenius normunun ve p—normunun (6zellikle p = 1,2, 0o igin) sagladig1 ve

matris hesaplamalarinin analizinde siklikla kullanilan belirli baz1 esitsizlikler

3

1Al < 1Al < v/r (Al

max |a;;| < [[All, <7 max |ag]
,] 2Y)

7 1Al < 141, < V7 1Al (2.1)
- 14l < 14l < vrllAlly

[Ally < VAL 1Al J

seklindedir (Golub and Van Loan 1983).

Teorem 2.1 p = ||A|, olmak iizere ATAz = p?z saglanacak sekilde bir, birim

2—normlu z vektori vardir (Golub and Van Loan 1983).

Uyar1 2.4 Yukaridaki teoremden gériilmektedir ki; | All> , p(\) = det (ATA—XI)
polinomunun bir sifiridir. Matris 2—normunun hesabi, matris 1—normu ve oco—nor-
munun hesabinda gore olduk¢a karmasgik ve zordur. Eger en iyi sekilde tahmin etmek,

belirlemek istenirse (2.1) egitsizliklerinden yararlanilabilir.

Calisma boyunca, vektorler icin vektor 2—normu (Oklid normu), matrisler
i¢in matris 2—normu kullanilacaktir.

Ozel olarak, A matrisinin matris 2—normu (spektral normu), ATA mat-
risinin en biiyiik 6zdegerinin mutlak degerinin karekokii olarak alinacak ve || Al
ile gosterilecektir. Eger A matrisi kompleks elemanli ise A7 yerine A nin eslenik

transpozesi olan A” alinacaktir.

Lemma 2.9 (Schur Ayrigzma): A € C™*" i¢in D, A matrisinin ézdegerlerini
esas kosegeni tizerinde bulunduran kosegen bir matris ve N tam iist tiggensel bir
matris olmak tizere,

QPAQ =D+ N

olacak sekilde bir Q dniter matrisi vardir (Golub and Van Loan 1983).
9



Tanim 2.18 P € C™" matrisi i¢in
a(P)=max{Re(z2): z€0(P)} wve [B(P)=min{Re(2): z€ 0 (P)}
ile tanimlanar.

Lemma 2.10 A matrisinin Schur ayrigime QT AQ = D + N olmak tizere

r—1 7
He"‘tHSe“(“)’fZ;“A;%” . t20
=

dir (Golub and Van Loan 1983).

Lemma 2.11 P C™" vet >0 olmak iizere

§=0 J

Jer] < coten 5 WPV

dir (Golub and Van Loan 1989).

Tamim 2.19 « reel ya da kompleks bir sayr ve n pozitif bir tamsayr olmak tzere
(), ifadesi
(@) =a(la+1)(a+2)..(a+n—-1); (a)=1 (2.2)
olarak tamimlanir ve Pochhammer sembolii olarak bilinir.
Ayrica, («),, ifadesine,

@ =z ()=

seklinde de gdsterilebildiginden dolayn yiikselen faktoriyel de denilmektedir.

Tanim 2.20 Skaler Pochhammer ifadesine fonksiyonel matris hesabinin uygulan-

maswyla, C™" deki herhangi bir C' matrisi i¢in

(C), =C(C+I)..(CH(n—1I), n>1 ; (O)y=1I (2.3)

n

elde edilir ki, buna matrisler i¢cin Pochhammer gosterimi denir.

Uyar1 2.5 j pozitif bir tamsay: olmak tizere n > j icin (—jI), = O dur.
10



Lemma 2.12 Herhangi bir A matrisi i¢in

. Ak ¢k A22 A
At =1+ At + + 4
il 2! nl

ile tanmamlanan tstel matris serisi her t icin yakinsaktar.

t =1 i¢in A nin iistel matrisi

> Ak A2
A _ — B T T H
¢ _Zko oI AT g e

seklindedir.

Lemma 2.13 A, B, I ve O matrisleri i¢in

1) 9 =1,

1) e distel matrisi her zaman regiiler olup (e“‘)_1 =e 4
i1i) AB = BA ise e(ATB) = eAteBt

w) t € R igin Ie! = elt,

2

esitlikleri gegerlidar.

Lemma 2.14 Eger f(z) ve g(z), z kompleks degiskeninin kompleks diizlemin
actk kiimesinde tanwmly analitik fonksiyonlar: iseler o (P) C Q olacak sekilde bir

P € C™" matrisi i¢in fonksiyonel matris hesabinin ézelliklerinden

f(P)g(P)=g(P)f(P) (2.4)

dir.
Eger o (Q) C Q olacak sekildeki bir Q@ € C™*" matrisi i¢in PQ = QP ise bu
durumda

f(P)g(Q)=g(Q)f(P)

dir (Dunford and Schwartz 1957).

Lemma 2.15 Eger f (P) iyi taneml bir matris fonksiyonu ve S, C™" de regiiler

bir matris ise

f(SPS™) =8 f(P) S (2.5)

dir (Golub and Van Loan 1989).
11



Lemma 2.16 b,y € C ve |y| < 1 olmak iizere (1 —1vy)" = exp[bln (1 —y)] dir.
Ayrica

(e o]

—

Ca a),
(1—y) =) n), y'; lyl<1, aeC

n=0

olup fonksiyonel matris hesabinin ozelliklerinden A € C™ " i¢in

-yt =3 By < (2.0

dir.

Tanim 2.21 B (zg, ), kompleks dizlemdeki zg merkezli v yaricapl agik diski ve E
1se C™*" sinsfindan matrislerin Banach uzayima gostermek tzere, 1 <1 < 4 i¢in

fi : B(z0,7) — E geklinde tamimlanan f; ler simarl ve siirekli fonksiyonlar olsun.
U; ve Uy 1se

X' =f(2) X'+ f2(2) X 5 (2) + X' fa (2) (2.7)

denkleminin herhangi iki ¢ézimi olsun. P,Q € C™" olmak iizere, (2.7) denkleminin

her U ¢6ziimii
U@)=Ui(2)P+Us(2)Q , z¢€ B(z,r)

seklinde tek bir sekilde ifade edilebiliyorsa {Uy, U} kiimesine B (zo,7) de (2.7) denk-
leminin temel ¢oziimler ciimlesi denar.
Teorem 2.2 Eger (2.7) denkleminin B (zo,7) deki {Uy,Us} ¢ozim ¢ifti igin

Ui (20) Us(20)

Ui (20) Uz (20)

seklindeki W € C?>™*2" matrisi regiiler (diizgiin) ise {Uy, Us} ye B (zo,7) de (2.7)

W (U, Us, 29) =

denkleminin temel ¢oziimler ciimlesi denir (Jodar and Cortés 2000).

2.2 Gamma ve Beta Fonksiyonlari

I. Gamma Fonksiyonu

I' (z) ile gosterilen Gamma fonksiyonu,
['(z)= /t"’_le_t dt

0
12



genellestirilmis integrali yardimiyla tanimlanir. Bu fonksiyona genellestirilmis fak-

toriyel fonksiyonu da denir. Soyle ki,

N

Fu) = / T (2.8)

integrali ile tanimlanan fonksiyonu ele alalim. ¢ > 0 olmak iizere bu integral her
¢ < u < d sonlu araliginda % ya diizgiin yakinsaktir. (2.8) esitliginden u ya gore

tiirevler alarak devam ettigimizde n—yinci tiirev igin

by n!
n —ut
(=1)" /t e “dt = o
0

esitligi elde edilir. Bu son egitlikte © = 1 alinirsa;

/t”e‘t dt =nl = /t(”+1)_1e_t dt =T (n+1)
0 0

olur. Burada n degerleri pozitif tamsayilar olarak alinmigtir. Halbuki n nin n > —1

olan herhangi bir reel say1 olmasi halinde de bu genellestirilmis integral tanimhidir.
Yani yakinsaktir. O halde x > —1 olan herhangi bir reel say1 olmak tizere;

e}

= /txe—t dt =T(z+1)

0
yazilabilir. Buradan goriiliiyor ki, —1 den biiyiik olan tiim reel sayilarin faktoriyel
degerlerini sonlu bir reel say1 olarak tanimlamak miimkiindiir. Bundan dolayr Gamma
fonksiyonu genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu olarak da adlandirilir.

x = 0 oldugu zaman faktoriyel fonksiyonunun degeri,

e}

0!=/e‘tdt: — | ==-(0-1)=1

0
dir. Bu sonug 0! in neden 1 olarak tanimlanmasi gerektigini agiklar.

Elemanter matematikte n faktoriyel, n! =n (n — 1) (n — 2) ...3.2.1 ¢arpimu ile
verilir. Bu o6zellik, n! = n (n — 1)! esitligini igerdigine gore, eger x = n bir tamsay1
ise,

F'n+1l)=nl=nn-1)=nl"(n)
13



yazilabilir.

) b

Fz+1) = /txe_t dt = blim te~tdt

0 0
b o0
= lim (—txe*t) +x/tmlet dt
0
d 0

b—o0
NG

g

0
= ' (z)
oldugundan I'" fonksiyonu,

I'(z+1) =al'(z) (2.9)

esitligini tiim x > 0 degerleri icin gergekler. Bu o¢zellik yardimiyla Gamma fonksi-
yonu ic¢in, argiimentin herhangi iki tamsay1 arasindaki degerlerine karsilik gelen
sonuglarin bilinmesi halinde diger araliklardaki fonksiyon degerleri kolayca hesap-
lanabilir.

Genigletilmis Gamma fonksiyonu:

x in pozitif degerleri i¢in tanimlanan Gamma fonksiyonu negatif = degerleri
icin de tammmlabilmektedir. Yani I'(x), tiim reel sayilara genisletilebilir.

[(xz + 1) = z['(z) 6zelligini kullanarak negatif = degerleri i¢in I'(x) degeri,

—n<zx<-n-+1lise 0 < xz+n <1 olmak tizere

B I'(x+n)
F(x)_x(x+1)(x—|—2)...(x—|—n—1)

esitliginden hesaplanabilir. Buradan goriilmektedir ki, Gamma fonksiyonu sifir ve
negatif tamsayilar icin simirsizdir. Yani degeri sonsuzdur. Faktoriyel 6zelligi tiim
pozitif x degerleri icin bir anlam ifade etmektedir. Ancak negatif = ler i¢gin aym sey
soylenemez. Ciinkii = in negatif tamsayilara yakin degerleri igin I' (z) ler pozitif ve
negatif degerler alarak siirsiz sekilde biiyiimektedir.

Kompleks degiskenli Gamma fonksiyonu:

Gamma fonksiyonunun tanimindaki genellestirilmis integral ifadesinde x yeri-
ne z alinarak, bu fonksiyon kompleks diizleme genisletilebilir. Yani, z € C olmak

lizere

'(z) = /tz_le_tdt , Rez>0
0

14



yazilabilir. Reel x lerde oldugu gibi, bu integral de Re z > 0 icin yakinsaktur.
F(z4+1) =2I'(2) ve

L(z+1) I'(z4m)
z  z(z+1D)(z+2) .. (z+m—1)

['(z) = , m=1223..

ozellikleri burada da gegerliligini korumaktadir. Bu son egitlikten goriilmektedir
ki, Gamma fonksiyonu kompleks diizlemin negatif tamsayilara kargilik gelen nokta-
larinda ve z = 0 da birer basit kutupa sahiptir (Rainville 1973).

(2.2) ve (2.9) esitliklerinden

yazilabilir.

II. Beta Fonksiyonu
B(x,y) ile gosterilen Beta fonksiyonu,

B(z,y) — / 11— dt ; Re(z) >0, Re(y)>0 (2.10)

genellestirilmis integrali yardimiyla tanimlanan iki degiskenli bir fonksiyon olup

w/2
B(z,y) = 2/(sin9)2x1 (cos )~ db (2.11)
B(z,y) — / ufwdu (2.12)
B(z,y) = % (2.13)

bigimlerinde de ifade edilebilir.

(2.10) esitliginde ¢t = sin®@ alinirsa (2.11) esitligi; t = T almursa (2.12)
esitligi elde edilir. (2.13) esitliginde Beta fonksiyonunun Gamma fonksiyonu cinsin-

den ifadesi verilmigtir. Bunu gormek igin I' (x) in tamimlandig1 integralde ¢t = s?
doniisiimii yapilirsa

[e o] e}

/tx 1 —tdt_Q/ 2x— le—szds

0
15



olur. I (z) in bu ifadesinden dolay1

e}

T(y) =2 / t2v-le= P dt

0

yazilabilir. Buradan,

o0

I'(2)D(y) =4 / / 211~ (s"+) gy g
0 0

olup, s = rcosf, t = rsinf kutupsal koordinatlarina gecilirse,

71'/2()0
I'(z)I(y) = 4//7“2(’”“’)2 e (cos ) (sin0)* " r drdf
00
w/2 00
= 2/ (cos0)** " (sin0)* " db 2/7”2(””“/)167"2(17“
0 0

= Bz, y)I'(z+y)
bulunur. Bu ise istenilendir. Ayrica (2.13) esitliginden goriilmektedir ki,
B(z,y) = B(y, z)
olup bu esitlik Beta fonksiyonunun simetri ézelligi olarak adlandirihr (Rainville

1973).

2.3 Hipergeometrik Seri ve Hipergeometrik Fonksiyonlar

a, 3 ve 7y reel ya da kompleks sabitler olmak {izere

a_ﬂ ala+1)B(B+1) ,
o P B

olarak ifade edilen seri matematikte biiyiik bir 6neme sahiptir. Bu seri 14z + 22+ ...

1+

(2.14)

geometrik serisinin bir genellestirilmesi oldugundan hipergeometrik seri adim alir.
(2.14) ifadesinden goriilmektedir ki, v degeri sifir ya da negatif bir tamsayi olma-
malidir. (2.14) hipergeometrik serisi |z| < 1 i¢in yakinsak, |z| > 1 i¢in waksaktir.
|z| = 1 oldugu zaman v > a+( ise seri mutlak yakinsaktir. z = —1ikeny > a+3—1

ise seri yakinsaktir.

16



(2.2) egitligi de dikkate almarak, (2.14) hipergeometrik serisi

2Fi(o, Byim) =) %xr (2.15)

seklinde yazilabilir. (2.15) esitliginde goriilen F' nin altindaki 2 ve 1 alt indisleri
nin yapisinda biri a ve 3, digeri v olmak iizere iki tip parametre bulundugunu ifade
eder. (2.15) esitliginin genellegtirilmis sekli

n

Z (a1)n(2)n...(ap)n =

0 (’Vl)n(%)nu-(’yq)n n!

pFylan, s aps vy, s 7 T) =

dir. Hipergeometrik fonksiyonu ifade eden 5 F} gosterimi yerine genellikle sadece F'

kullanilir. Yani,
2Fi(a, B;v;2) = Fla, 8573 2)

olup, bu fonksiyon hipergeometrik fonksiyon olarak tamimlanir. (2.15) esitliginden

acikca goriilmektedir ki, hipergeometrik fonksiyon o ve 3 ya gore simetriktir. Yani,
Fo, By 2) = F(B, 0573 )
saglanir. (2.15) egitliginde x = 0 alinirsa
F(a, 8;7;0) = 1

oldugu goriilmektedir. Bilinen pek cok fonksiyonu, hipergeometrik fonksiyonlar

cinsinden ifade etmek miimkiindiir.

2.4 Laguerre, Hermite ve Jacobi Polinomlarinin Baz1 Ozellikleri

I. Laguerre Polinomlar1 ve Baz1 Ozellikleri

0<x<oo,a>—1ven € N olmak iizere
zy' +(a+1—2)y +ny=0

denkleminin ¢dziimlerinden biri

o S (D) (at),
L()<x):§(n—k)!k!(a+l)kx . n=0,1,..

17




ile gosterilen L) () Laguerre polinomlaridir. Laguerre polinomlar: igin I = [0, 00)

olup agirlik fonksiyonu

dir. Laguerre polinomlari,

seklinde verilen ortogonallik bagmtisim gercekler. Ote yandan, bu polinomlarin

normu

[e o]

||L$La)||2 :/xQez [L Ot)(x)}Q dr — F(Oé‘f‘n—?‘f‘l) : a>—1
0

seklindedir. Laguerre polinomlari,

> 1 xt
L@ == _
R =)

bi¢imindeki dogurucu fonksiyon bagintisina ve

_ %" % (xa-&-ne—x)

Rodrigues formiiliine sahiptir. Laguerre polinomlari igin ii¢ terimli rekiirans bagintisi

n!

(n+1) LY () +@—2n—1—a) L @)+ (n+a) L' (z) =0 ; n=12,..

seklindendir.

II. Hermite Polinomlar: ve Baz1 Ozellikleri

—o0 <z < ooven €N olmak iizere
" / _
Y —2zy +2ny =0

denkleminin ¢oziimlerinden biri

ile gosterilen n. dereceden H,(z) Hermite polinomlaridir. Buradaki [2] gosterimi,

n

5 nin tam degeri olup

[n] B 5, n cift ise
n—1

n tek ise



seklindedir. Hermite polinomlar: i¢in I = (—o0, 00) olup agirlik fonksiyonu

w(x) = e~ dir. Hermite polinomlar:

(e o]

/ e Hy(z)Hp(2)dz =0 ; m#n

—00

ortogonallik bagintisimi gercekler. Ote yandan, bu polinomlarm normu

o

1ol = [ e [H@)] do=2"n! V7

—00

seklindedir. Hermite polinomlari,

; H,(x) i—n' = exp (2zt — )

bi¢gimindeki dogurucu fonksiyon bagintisina ve

H,(z) = (—1)%1”—6*%2

dz™

Rodrigues formiiliine sahiptir. Hermite polinomlari i¢in ii¢ terimli rekiirans bagintis
Hyi1(z) —2zH,(x) +2nH,—1(z) =0 ; n>1

seklindendir.
III. Jacobi Polinomlar: ve Baz1 Ozellikleri
a,b>—1,neNve —1 <z <1 olmak iizere

(1—2?)y" +(b-a—(a+b+2)2)y +n(n+a+b+1)y=0

diferensiyel denkleminin ¢oziimlerinden biri

1 & /n+a\/n+b _
pab)(p) — — — 1) nk =0,1,..
=gy () () et s
ile gosterilen pled (x) Jacobi polinomlaridir. Jacobi polinomlari, I = [—1,1] ara-
liginda

w(z) = (1—2)*(1+a)"

agirlik fonksiyonuna gore

1
/(1 —2)%(1 4 2)’ P ()P (2)dr =0 ; m#n
21
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ortogonallik bagintisini gercekler. Ote yandan, bu polinomlarm normu

1
[P = / (1—2)*(1+2) [PD(@)]* de
1
2a+o+l I'la+n+1)I'(b+n+1)
2n+a+b+1 n!l(a+b+n+1)

seklindedir. Jacobi polinomlar:

2a+b

Z P,g“’b) ()" = ———
V1 =2zt +¢2

n=0

—a b
[1—t+\/1—2xt—|—tz] [1+t+\/1—2xt+tz]

d
dogurucu fonksiyon bagmtisina, D = T olmak {iizere
x

PP (z) = ;;{n (1—2)*(1+z)"D" [(1 —z)*™"(1+ z)"""]

Rodrigues formiiliine ve de

n(n+a+b)2n+a+b—2)P" @) —[2n+a+b)2n+a+b—2)z+a— b
x@2n+a+b—1)P" (@) +2n+a—1)(n+b—1)2n+a+b)P"Y(x)=0

bi¢iminde ii¢ terimli rekiirans bagintisina sahiptir.

P (z) Jacobi polinomlarmmn @ = b olmasi 6zel hali P (z) = C\(z)
polinomlar1 ultrakiiresel polinom adin almaktadir. a ve b nin diger baz1 6zel halleri
sunlardir:

1
a)a=>b= ) olmasi 6zel halindeki

3

, 3]

e P21 (1) = )
)n k=0

xn—Qk (.%‘2 _ 1)k B
=2kl (@)

(

polinomlari, I. tir Tchebycheff polinomlar: olarak bilinirler.

N [—=

b) a = b = 0 olmasi 6zel halindeki

PO (z) =27 [ - (Z) (2” ) 2’“) % = P,(x)

k=

w3

polinomlari, Legendre polinomlar: olarak bilinirler.
20



2.5 Onemli Baz ifadeler

Lemma 2.17
YN Akn) = > Y A(k,n—k) (2.16)
i Y B(k,n) = iiB(k,n—{—k) (2.17)
.. o 11
>N T(kn) = > T(kn—2k (2.18)

egitlikleri gecerlidir (Rainville 1973).

Lemma 2.18 0 < a <1 i¢in 1+a <exp(a) < (1—a)" esitsizligi gecerlidir
(Rainville 1973).

Ispat. 1+, exp (o) ve (1 — a)fl fonksiyonlarinin o« = 0 noktasi komgulugundaki

kuvvet serileri

o0 n o0
l+a=1+a, exp(a)=1+a+2%, l-a)'=1+a+) a"
n=2 n=2

seklinde olup bu ii¢ esitlik karsilagtirildiginda
l+a<exp(a)<(1—a)"
oldugu goriiliir. m
Lemma 2.19 n€Z" ve 0 <a<1ig¢n (1 —a)">1—na dr(Rainville 1973).

Ispat. Tiimevarimla ispatlayalim. n = 1 icin 1—a = 1—1.a oldugundan dogrudur.
n =k igin

(1—a)" >1—ka
esitsizliginin dogru oldugunu kabul edelim. Bu ifadenin her iki yam (1 —«) ile

carpilirsa

(1—a)"" > (1—Fka)(1-a)
= 1—(k+1)a+ka?

> 1—(k+1)a
21



elde edilir ki, bu ise verilen esitsizligin n = k£ + 1 icin dogru oldugunu gosterir.

Boylece ispat tamamlanir. m

Lemma 2.20 ne€ Z* ve 0 <t <n ise, bu durumda

dir (Rainville 1973).

. t
Ispat. Lemma 2.18 de o = — alindiginda
n

-1
t t t
1+—§exp<—) < (1——)
n n n

elde edilir. n € Z* olmak iizere bu esitsizligin n. kuvveti alinirsa

<1+%>n§et§(1—%)_n (i)
()22 (-5)

olarak bulunur. Bu son esitsizlikten

ya da

seklinde yazilabilir. Diger taraftan (i) den
t n
et > (1 + —)
n
yazilabileceginden bu son iki ifade (ii) de dikkate alindiginda
)
n n n
t t2 "
= e {1—(1—ﬁ) ] (iii)

2
elde edilir. Diger taraftan Lemma 2.19 da a = — almirsa
n

2\ " 2
-t
n n



olup bu sonug (iii) de kullamldiginda

t\" 12 t2et
et—(l——> getl1—1+—1: €
n n n

bulunur. Burada (ii) de dikkate alinarak

elde edilir ki, bu ise ispat1 tamamlar. m
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3. BAZI OZEL MATRIS FONKSiYONLARI

3.1 Gamma ve Matris Fonksiyonlar:

I. Gamma Matris Fonksiyonu

Tanim 3.1 P € C™" pozitif kararl bir matris olmak tizere, Gamma matris fonksi-

yonu
['(P) = /e_ttp_l dt , t' 1T =exp[(P—1)Int] (3.1)
0
geklinde tanimlanir ve T (P) iyt tanumly bir matristir.
1
r1(z)= N ile gosterilen Gamma fonksiyonunun tersi, z kompleks degis-
z

keninin fonksiyonu olup tiim kompleks diizlemde analitik yani tam fonksiyondur
(Hille 1969). Bu nedenle Riesz-Dunford fonksiyonel hesabiyla goriilebilir ki, C™"
deki herhangi bir P matrisinin ters Gamma fonksiyonu altindaki goriintiisiine kargilik
gelen '™ (P) matrisi iyi tamimh bir matristir (Dunford and Schwartz 1957). Eger
bir P matrisi

VYn > 0 tamsayisi i¢in P + nl matrisi regiilerdir (3.2)

kosulunu saghyorsa I' (P) matrisinin de I'"! (P) ile gosterilen tersi vardir ve
PP+I...P+(n—-1D)DHT Y (P+nl)=T""(P), n>1 (3.3)

seklindedir (Hille 1969).
(3.3) egitligi, (3.2) kosulu altinda (2.4) den yararlanarak

P(P+I)...(P+(n—-1)I)=T(P+n)T(P), n>1 (3.4)
seklinde ve (2.3) gosterimini de dikkate alarak

(P), =T (P+nl)T""(P), n>0 (3.5)

bi¢iminde yazilabilir.
Teorem 3.1 M € C™" pozitif kararl bir matris ve n € Z* olsun. Bu durumda

I'(M) = lim (n—1)! (M) 'n™

n
n—oo

egitligi gecerlidir (Jodar and Cortés 1998b).
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Ispat. M € C™" pozitif kararli bir matris olmak tizere, Rainville (1973) den

/(1 —s)" s s =nl[z(z4+1)...(z+n)]", Re(z) >0 (3.6)

0
n

/ (1 — %)nsz’lds —nn®[z(z+1)...(z+n)]"", Re(z) >0 (3.7)

0

yazilabilir. g ve f, Re(z) > 0 da holomorfik (analitik) fonksiyonlardir. Bu fonksi-

yonlara fonksiyonel matris hesabinin uygulanmasiyla (3.6) ve (3.7) den

1

= [am s DO D r D (38)

0
n

n

_ / (1= 2)" M "ds = ntn™ [M (M + 1) .. (M +nD)] " (3.9)

0

yazilabilir. (3.1) ve (3.9) dan
(M) —nn™ [M(M+1)...(M +nl)]™"

e}

= /etthdt—/(l—f) tM=1qt
n
0 0
= /[e‘t— (1—£> ]tM_Idt—l—/e_ttM_Idt (3.10)
n
0

n

olup / e M-I dt yakimsak oldugundan

0

dir. O halde

(e o]

lim [ e %M 1dt =0 (3.11)

t n
lim le‘t — (1 — —) 1 M1t =0
n—oo n
0

oldugunu gosterelim. 0 <t <n icin Lemma 2.20 den

oldugundan

n 2, —t
Oget—<1—i> gte
n n

[let= (=) Jorra) <5 [ (312)
n n
0 0
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yazilabilir. ¢ > 0 i¢in Int < ¢ oldugundan, Lemma 2.8 ve Lemma 2.11 den

[ = llexp[(M +I)Int] |

r—1 j
< eoz(M+I)1ntZ [HM—FIH'\/’I_“IHt]]
=0 I

r—1 j
o jeona N UM+ 1) Vrf

i , t>0 (3.13)
=0
olup (3.12) ve (3.13) den
n r—1 n
1 1 (|| 1 ,
n n
0 J=0 0
esitsizligi yazilabilir. 0 < 7 <r — 1 igin
/ e Mg — T (a (M) +j +2) (3.15)
0

dir. (3.12), (3.14) ve (3.15) den

n

lim /[et— (1—2) ]tMIdt < lim — /HtM”H e 'dt
n—oo n n—oo N
0
<
olup buradan
t n
lim le—t - (1 - E) 1 tM1dt = 0 (3.16)

sonucu elde edilir. (3.10) esitliginin her iki yaninin n — oo igin limiti alimr ve

(3.11), (3.16) esitlikleri kullanmlirsa

(M) = lim n!n™ [M (M +1)...(M 4 nl)]™"

n—oo

bulunur. Bu esitlik, (2.3) gosterimi de dikkate alinarak
I'(M) = lim (n—1)! (M) 'n™

n
n—oo

seklinde yazilabilir. Boylece ispat tamamlanir. m
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II. Beta Matris Fonksiyonu

P.Q) € C™" pozitif kararli matrisler olmak iizere, 0 < t < 1 igin Int <t ve
In(1—-1¢)<1—t oldugundan ve Lemma 2.11 den

=i =0 a
< j{taw)l ’jl 1P~ i)' VT 1nt]i}

J=0

x{<1_t>a< 1% 1[<u@||—1>£1n<1—t>] }dt

k=0
r—1 r—1 k j+k
) (P~ U= 6™ i g0 Gy s
== Jlk! /
r—1 r—1

|
(7] +1Y (II'Q‘H ) [ @
lk!

' M

ih
I
LoL
>
I
»—to

0
r_

_ (1P) + 1Y UG+ D' 5 () 4o @)+

+ 5
8 =
I

<

bulunur. Bu integral sonlu oldugundan, Beta matris fonksiyonu asagidaki sekilde

tammlanabilir.

Tanim 3.2 P,Q) € C™*" pozitif kararls matrisler olmak 1izere, Beta matris fonksi-

yonu
1

B(P,Q) - / (T (1— 1) gt (3.17)
0
seklinde tanimlanir (Jédar and Cortés 1998b).

Lemma 3.1 P,QQ € C™*" pozitif kararly matrisler olsun. Eger, P veya () matrisi
birim matrisin skaler bir kati ise, Beta matris fonksiyonu simetri 6zelligine sahiptir.

Yan
B(P,Q)=B(Q,P)

egitligi gecerlidir (Jodar et al. 1995).
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Ispat. Kabul edelim ki, ¢ € R olmak iizere Q = ¢/ olsun. Bu durumda (3.17) ve

Lemma 2.13 den
1 1
B(P,Q)=B(Pcl) = /tPI (1— t)(cfl)f dt — /tPI (1- t)(071) I dt
0 0

yazilabilir. Yukaridaki integralde t = 1 — u doniisiimii yapilirsa

1

B(P,CI) = 1_uPI (cl /u(c 1)] )P—Idu
cl— I

0

/0
= /u w)"" du =B (cI, P)
0
bulunur.
Aymi gekilde P matrisinin de birim matrisin skaler bir kat1 olmasi durumunda,

simetri 6zelliginin dogru oldugu kolayca gosterilebilir. Boylece ispat tamamlanir. m

Uyar1 3.1 Kdosegenlestirilebilen pozitif kararly iki matris, ¢arpma iglemine gore degis-
me ozelligine sahip degilse ya da kisaca degismeli degilse, Beta matris fonksiyonunun

simetri ozelligi gecerli degildir. Bu durum asagidaki ornekte ac¢ikca gorilmektedir.

. 10 11
Ornek 3.1 C™" deki pozitif kararly P = ve Q= matrisleri
1 2 0 2

icin 0 (P) =0 (Q) = {1,2} dir.

) kosegenlestiren
matris ozdegerler ozvektorler
matris

10 -1 0 -1 0
P = 1 ve 2 ve S =

1 2 1 1 1 1

11 1 1 11
Q= 1 ve 2 ve T =

0 2 0 1 01
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Bu durumda
—1 1 -1
olup P wve @) matrisleri kégegenlestirilebilirdir, fakat
11 2 2
PQ = + = QP
15 2 4
oldugundan carpmaya gore degismeli degildir. Ayrica ¥n € Z" icin

n n

(P—1)" = - = 00 ve (Q—1)"=
1

t'1 = exp[(P—1)Int
— (P—I)"(Int)"
Z< ;!( )

=0

3

B . (P—1)"(Int)"
N ]+Z1 n!
10 00| (Int)"
- A
0 1 11| ™
10 0 0
= + (e" —1)
1 11
10 0 0
= + (t—1)
0 1 11
10 0 0
= +
0 1 t—1 t—1
1 0
t—1 ¢t




ve

(1-t)"" = exp [(P — 1) In (1 —t)]
- ln(l—t)]
n=0
_ [+Z (P—-1)" ln(l—t)]
n:l
B 1 0 N 0 0 i[ln(l—t)]
01 11|
_ 10 N 0 0 (eln(l t)—l)
1 11
10 0 0
- + (1)
01 11
10 0 O
= +
0 1 —t —t
1 0
—t 1—1t
seklinde hesaplanir. Aym sekilde
1 —t 1 t—1
(1-1)9 = ve t97T =
01—t 0 t
olarak bulunur. Bu durumda,
1
B(P,Q) — / PT(1 =T gy
0
LT
1 0 1 —t
- / dt
-l t—1 ¢t 0 1—t
LT
1 —t
— / dat
-l t—1 2t(1—1t)
-
I
2 3



ve

B(Q,P) — /tQI (1= dt
0
. _
1 t—1 1 0
:/ dt
2 _0 t —t 1—t_
L _
2 4+t+1 —(1—1t)
:/ 2 dt
S t1-1)
r _1
— 6 3
1 1
3 6

geklinde olup B (P,Q) # B(Q, P) dir.

Lemma 3.2 P,Q € C™*" pozitif kararl, ve degismeli matrisler olmak tizere,
B(P,Q)=B(Q,P)

esitligi gecerlidir (Jodar and Cortés 1998b).

Ispat. PQ = QP oldugundan

(P-1(Q—-1) = PQ—PI—-I1Q+1I?
= QP—-IP—-IQ+1TI?
= Q-DHP—-(Q-1)1
= (Q-I)(P-1)

yazilabilir. Lemma 2.13 dikkate alinirsa

B(P,Q) = [tFr 11—t at

e(P—I) lnte(Q—I) In(1-t) dt

e(PfI) Int+(Q—1I)In(1-¢) dt

I
— O O

0
1
= /e(Q—I)hl(l—t)e(P—I)lnt dt
0
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olup burada t = 1 — u doniigiimii yapilirsa

B (P7 Q) — e(QfI) ln(u)e(Pfl) In(1—u) (_1) du

w1 —w)"" du

I
0 O — . ~— o

(@, P)

oldugu goriiliir. =

Lemma 3.3 D, E € C™" pozitif kararly ve késegen matrisler olmak tizere,
B(D,E)=T(D)T'(E) "' (D+E)

dir (Jodar and Cortés 1998b).

Ispat. D ve E kogegen matrisleri icin DE = ED dir. O halde,

1
B(D,E) = /tD—’(l — )" dt
0
esitliginde t = sin?6 doniistimii yapilirsa
w/2
B(D,E) =2 / (sin6)*" " (cos )21 db
0
olarak bulunur. Gamma matris fonksiyonunun (3.1) tanmmindan dolay:
I'(D)= /tD_Ie_tdt ve TI'(F)= /UE_Ie_”dv
0 0

yazilabilir. Bu son iki esitlik taraf tarafa carpilirsa

[e o] [e o]

(3.18)

r'(D)I'(E) = /tD_Ie_tdt /UE_Ie_'“dv = //tD_IUE_Ie_(t+”)dtdv
0 0 00

2

bulunur. Burada t = 2? ve v = y? doniisiimii yapalim. Bu durumda

e}

'(D)I'(E) = 4/ xQD_Iyw_Ie*(m%yz)dxdy
0

0
33



olup, x = rcosf, y = rsinf kutupsal koordinatlarina gecilir ve (3.18) esitligi de

dikkate alinirsa

(D) (E) = 4// (rcos0)*P " (rsin0)*" ' e rdrdd

= 4 r2D—1 (cos 9)2D71 p2E-1 (sin 0)2E—I e_TQTdrdH

w/2 oo
= 2/(81I10)2E I(COSH 2D=1 4 2/ 2D+2E-I =12 g,
0

0
oo

= B(E,D) 2/T2D+2Ele"2dr

0

elde edilir. Son integralde r = \/u doniigiimii yapihir ve de D,E kosegen matrisleri
icin Lemma 3.2 den B (D, E) = B (F, D) oldugu gozoéniinde bulundurulursa

e}

M(D)T(B) — / uPHET =gy,
_ B(D. E)IO“(DJrE)

sonucuna ulagihr. I'™! (D + E) matrisi iyi tanimh oldugundan, yukaridaki esitligin

her iki yamm soldan ' (D + E) ile carparsak
B(D,E)=T(D)T'(E)T'(D+E)
olarak bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar. m

Teorem 3.2 P, Q) € C™*" pozitif kararl, kisegenlestirilebilir ve degismeli matrisler

olmak tzere,
B(P.Q)=T(P)T(Q) I''(P+Q)

dur (Jédar and Cortés 1998b).

Ispat. P ve @ matrisleri kosegenlestirilebilir ve degismeli oldugundan, Lemma 2.7

den dolay1 aym1 anda kosegenlestirilebilirdir. Bu durumda,

SPS=D , S'QS=FE ; D,E Xkosegen matrisler (3.19)
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olacak sekilde regiiler bir S € C™" matrisi vardir (Horn and Johnson 1993).

o(P)=A{M,... N} ve o (Q) ={py,.., 1.} ise 1,2, ...,r nin baz iy, iy, ..., i, permii-

tasyonlar1 igin o (P + Q) = {)\1 + ,ui}r dir (Horn and Johnson 1993). P ve @
J ] 1

pozitif kararh olduklarindan
Vw € o (P+ Q) igin Re(w) >0
oldugundan P + ) matrisi de pozitif kararlidir. (3.19) esitliginden
P+Q=S(D+E)S™

olup (2.5) egitliginden, Lemma 3.2 ve Lemma 3.3 den

(e o]

I(P+Q) = I (S(D+E)S™") =5 / e HPTE Iy | g1

0

= SI'(D+E)S™ (3.20)
I'(P)=T(SDS™') = ST (D) S (3:21)
[(Q)=T(SES™)=SI'(E)S™!

B(P,Q) = SB(D,E)S™
= SI'(D)T'(E)T™Y(D+ E)S™* (3.22)

esitlikleri yazilabilir. (3.20) esitliginden

I''(D+E)=8S"'"T""P+Q)S
olup bu sonug (3.22) esitliginde kullanilir ve (3.21) dikkate alimirsa

B(P,Q) = ST'(D)T(E)[ST'T ' (P+Q)S]S™!

= ST(D)S7'ST(E)S'T™H (P+Q)SS™!

= (SI(D)S™") (ST (E)S I ' (P+Q)I

= T(P)T(@QT ' (P+Q)
elde edilerek ispat tamamlanir. m
Uyar1 3.2 Yukaridaki teoremdeki késegenlestirilebilme kosulu P+ Q) matrisinin her
z ozdegeri i¢in Re (z) > 0 olmasini garanti eder. Asagudaki ornekte gorilmektedir
ki, P,Q pozitif kararly matrisler ise P + Q) matrisi pozitif kararls olmak zorunda

degildir.
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Ornek 3.2 ab > 1 olacak sekilde a,b pozitif saylar olsun. Késegenlestirilemeyen

|—=
ja)

pP=1"7? ve Q=
a

N =
O NI
D[ =

matrislerinin dzdegerleri o (P) = o (Q) = {3} seklindedir. Fakat,

b
a 1

P+Q=

matrisinin 6zdegerleri o (P + Q) = {1 — Vab, 1+ \/%} dir ve 1 —\/ab < 0 dar.
Lemma 3.4 P,Q € C™" pozitif kararl ve degigmeli matrisleri i¢in
Ym >0 tamsayse icin P 4+ Q) + ml regiiler matris

kosulu saglansin. Bu durumda n > 0 tamsayist i¢in,
i) B(P,Q+nl)=(P+Q)," (Q),B(P.Q)

i) B(P+nl,Q+nl) = (P),(Q),(P+Q), B(P.Q)
egitlikleri gegerlidir (Jodar and Cortés 1998a).

Ispat. i) n = 0 icin esitlik dogrudur. P, Q matrisleri degismeli oldugundan ve (3.17)

den m > 1 icin

1
B(P,Q+ml) = /}P1<1—tﬁ”wlnfdt
0

1-6
— llsn% tPfl (1_t)Q+(m—1)I dt
6
1-6
= (ISH% tP+Q+(m—2)I (1_t)Q+(m71)I t_(Q+(m_1)I) dt

6

yazilabilir. Integral icindeki ifadede

u (t) — (1 _ t)Q+(m—1)I tf(QJr(mfl)I) v (t) _ tP+Q+(m72)1

denirse
W(t) = —[Q+(m—1)I](1— )T @m0
—Q+(m-1)1](1- t)QJr(mfl)I 4~ (Q+(m=2)I)

v(t) = [P+Q+(m—1)I]  ¢Fr@om
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seklindedir. Bu durumda, yukaridaki integrale kismi integrasyon uygulanirsa

B(P,Q+ml) = lim [[P+Q+( )11 = )@t tP}
+lim {[P+Q+m—-1)I""[Q+(m—1)1]

1—
/ Q+(m )0 tP+<1_t)Q+(m71)I tp]dt}
6
= [P +Q+( — DI QR+ (m—1)1]
X(lgir% Q+m 2)I =1 {t—i—(l—t)] (1_t)Q+(m—2)I tP7]i| dt
6 1
= [P+Q+(m-1)IQ /tPI PRI gy
0

= [P+Q+(m -1 [Q+ (m-1)IB(P,Q+(m—1)1I)
olarak elde edilir. Bu islem m — 1 kez daha tekrar edilirse

B(P,Q+ml) = [P+Q+m—-D)I"[Q+m—-DI[P+Q+ (m—2)1]"
X[Q+ (m—=2)1]...[P+Q+ 1" [Q+ I[P+ Q] [QB(P,Q)

bulunur. Lemma 2.3 dikkate alinir ve (2.3) gosterimi kullanilirsa
B(P,Q+ml) = (P+Q),' (Q),,B(PQ)

olarak bulunur.

ii) n > 1 igin P=P+nl seklinde olmak tizere, Lemma 3.4.i den
~ A -1 ~
B(P,Q+nl)=(P+Q) (@,B(P.Q) (3.23)

yazilabilir. PQ = QP oldugundan PQ = QP ve B (P, Q) - B (Q, P) dir. O
halde, (3.23) den

B(P.Q+nl)=(P+ Q): @,B(Q.P) (3.24)
dir. Ayrica Lemma 3.4.i den ise

B(Q.P+nl)=(Q+P), (P),B(Q,P)=(P+Q)," (P),B(P.Q) (325
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seklindedir. P = P + nl oldugundan (3.24) ve (3.25) den
B(P+nl,Q+nl) = (P+Q+nl)," (Q),B(Q P+nl)

= (P+Q+nl), (Q),(P+Q)," (P),B(P,Q)(3.26)

olarak bulunur.

(P+Q),(P+Q+nl),

= (P+Q)(P+Q+1I)...(P+Q+(n—11)
x(P+Q+nl)(P+Q+Mm+1)I)..(P+Q+ (n+n—1)I)
—(P+Q)(P+Q+D)...(P+Q+ (2n—1)1)

= (P +Q),,

oldugundan
(P+Q+nl), (P+Q), =[(P+Q),(P+Q+nl),]" = (P+Q),
yazilabilir. Bu sonug, (3.26) esitliginde kullanihirsa
B (P +nl,Q+nl) = (P+Q),, (P),(Q),B(P,Q)
olarak bulunur. Boylece ispat tamamlanir. =

Uyar:1 3.3 Lemma 3.4.1i, Beta matris fonksiyonunun tanwmani, pozitif kararlh ol-

mast gerekmeyen matris argiimentli olarak genisletmemizi saglar.
Tanim 3.3 P,Q € C™*" degismeli matrisler:
Vn >0 tamsayse icin P +nl, Q+nl, P+ Q +nl matrisleri regiler (3.27)

kosulunu saglamak tizere,

B(P,Q) =min{(P),(Q),(P+Q)} wve no=no(P;Q)=[|3(P,Q)]+1
(3.28)
olsun. Burada [ . ], tam deger fonksiyonudur. O halde B (P, Q) degeri,

B(P,Q) = (P),} (Q)n) (P +Q)yp, B(P+nol,Q +nol)

ile tanamlanar (Jodar and Cortés 1998a).
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Lemma 3.5 ]5, Q, P+ Q € C™" pozitif kararl ve degismeli matrisler olmak tizere
B(P,Q) =T(P)L( QI (P +Q)
esitligi gecerlidir (Jodar and Cortés 1998a).

Ispat. ]5, Q pozitif kararli ve degismeli oldugundan Gamma matris fonksiyonunun

tammindan

yazilabilir. Burada v = zy , v = y (1 — ) doniistimii yapilirsa, J (z,y) = y olmak

lizere

A

bulunur. I' <J5 + Q) matrisi iyi tanimh oldugundan
B(P,Q)=r(P)r(Q)r'(P+Q)
elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar. m
Teorem 3.3 P,Q € C™*" degigmeli matrisleri i¢in, (3.27) kosulu saglanmak tizere
B(P,Q)=T(P)T(Q)T ' (P+Q)
egitligi gecerlidir (Jodar and Cortés 1998a).
Ispat. ny = ng (P;Q), (3.28) ile verilmek iizere Tanim 3.3 den

B(P,Q) = (P),} (Q);) (P+Q)y,, B(P+nol,Q+nol)
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dir ki, burada P 4 ngl ve @ + nol matrisleri pozitif kararhidir. (3.3) den dolay1
I'(P) = T(P+ngl)(P+(mog—1)D)'...(P+I) ' P!

N = T@+nl)(Q+mo—-1)N)" ... (Q+1)7' Q"
T'(P+Q) = T(P+Q+2n) (P+Q+ (20— 1)) " ...(P+Q+1) " (P+Q)"

yazilabilir. PQ = QP oldugundan dolay1 son ii¢ esitlikten
r(P)r@r(r+ao)

= T (P+no)T(Q+nel) T (P+Q + 2ngl)
Ptmo—0)D)" .. (P+D'P Q4+ (-1 ... (Q+1)7' Q!
P+Q+C2ng—1)I1)...(P+Q+1)(P+Q)
= T(P+no)T(Q+no]) T (P+Q+2nol) (P), (Q)rs (P+Q)y,, (3:29)

x (
x (

yazilabilir. P4+ngl , Q+nol ve P4+Q+2nyl matrisleri pozitif kararl olduklarindan
Lemma 3.5 ve Lemma 3.4.ii den sirasiyla

L (P+no)T(Q+ng) T (P+Q+2ngl) =B(P+nogl,Q+nel)  (3.30)

B (P +nol,Q +nol) = (P), (@), (P+Q), B(P,Q) (3.31)

olup (3.29) — (3.31) den
B(P,Q)=T(P)T (@I (P+Q)

elde edilir. =

3.2 Hipergeometrik Matris Fonksiyonu

C € C™" i¢in

Vn > 0 tamsayist i¢in C' + nl matrisi regiiler (3.32)

kosulu saglanmak iizere, skaler durumdaki genellestirilmis hipergeometrik fonksi-

yonlarin gosteriminden yararlanarak oF) (—; C; z) ile gosterilen ve
o0 L

oF1 (= Cs2) = Z (@),

n=0

~ (3.33)

seklinde tanimlanan matris kuvvet serisi, ilk olarak Laguerre matris polinomlar ile

baglantisinda tanimlanmig ve kullamilmigtir (Jédar and Sastre 1998).
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Teorem 3.4 (3.32) kosulu altinda (3.33) ile tanemlanan seri, her z kompleks sayis

icin yakinsaktr (Jodar and Sastre 1998).

Ispat. n > ||C|| olmak iizere, eger n yeterince biiyiik ise pertiirbasyon lemmasmdan

)

yazilabilir (Dunford and Schwartz 1957). O halde n > 0 tamsayisi igin (3.34)

< 1 B n
e e Tl

(3.34)

esitsizligi de kullamlarak

()]

1 n B 1
nn—|C|l  n—|C]

Jova| - |

(3.35)

yazilabilir. Diger taraftan n > ||C|| igin

z:;wc):u’%'!

serisinin karakterini inceleyelim. Oran testinden ve (3.35) den de yararlanihirsa

=t

oldugundan

Ol |y L
o TR B e
< lim 2|
n—oo (n— |[C])) (n + 1)
= 0

elde edilir. Serilerin karakterleri i¢in oran testinden dolayi, (3.32) kogulu altinda her

z kompleks sayisi i¢in

> Z
of1 (= =) (C n—|

n=0

serisi yakinsaktir. m

Tanim 3.4 A, B,C € C™" olmak tizere, (3.32) kosulu altinda

-1 2"
|

F (A B;C;z) = (A)

3
o

seklindeki matris kuvvet serisi ile verilen F (A, B;C;z) ye hipergeometrik matris

fonksiyonu denir.
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Teorem 3.5 A, B,C € C™" olmak tzere, (3.32) kosulu altinda

F(AB;Ciz) =Y (4) )1 (3.36)

n=0

serist, |z| < 1 igin mutlak yakinsaktir (Jodar and Cortés 2000).

Ispat. Matris norm ozelliklerinden ve matrisler icin Pochhammer gosteriminden

n > 0 icin
[(A),ll = [[AA+T)...(A+(n—1)])
< [AA+ DI ... [(A+ (n=1) )]
< Al (A4 1) ... (JAl+n=1)
= (I4l), (3.37)
1(B).Il < (BI), (3.38)
1O = C+r-1) D). (C+D~
< e e+ I)_1H €+ m-1D)7Y (3.39)
olup
n) = [[CH| |(C+ D)7 ... |[(C+ n-1) D)7 (3.40)

ile gosterilsin. n > ||C|| olmak iizere, (3.37) - (3.40) kullanilarak

2"

< (141D, (IBID,, 2(n) —-

1 2"

. @), 055

esitsizligi yazilabilir. O halde
S ||
> (AN, (1B, 2(n) =
o n!

serisinin yakinsakligini oran testini kullanarak gosterelim. (3.35) esitsizligi de kul-

lanilarak,
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lim LA (1B g1 2 (n + 1) 2| !
n—co | ([lAl),, (1B, €2 (n) |2]" (n + 1)!

o | QAL B+ [(C D
n—o0 TL+1
< g QAL UBI )

— oo (1) (n—[[C])
= ||

olarak bulunur. Oran testinden dolay1 (3.32) kosulu altinda (3.36) serisi |z| < 1 igin

yakinsaktir. m
Teorem 3.6 A, B,C € C™*" pozitif kararls matrisler ve

B(C) > a(A)+a(B) (3.41)

olmak tzere (3.36) ile tanvmlanan seri, |z| = 1 i¢in mutlak yakinsakter (Jodar and

Cortés 1998a,).

Ispat. (3.41) hipotezinden dolay1
B(C)—a(A)—a(B)=26 (3.42)

olacak sekilde pozitif bir § sayis1 vardir. Diger taraftan,

n**o (n — 1)Inn=4(A), (n — 1)InBn=8(B)

nl (n—1)! (n— 1) n
) (2B
va da
o ((NBCEY o (Y (2180 0 -yt



seklinde yazilabilir. o (—C') = —f(C) oldugunu da dikkate alarak Lemma 2.11 den

[n[[In?[ ln=C] < n® {; ||A||\/_1nn }
r—1 B rlnn r—1 C 'r‘lnnj
{ (NGNS ]}{Z”"’j#}

=0 =0
r—1 iy 3
oo {§ b AL UL IO Pt}
j_
olarak bulunur. (3.42) — (3.44) ve Teorem (3.1) den, |z| = 1 igin
-1 —A n-bB
n—00 n! n—oo (n— 1) (n—1)!

x[nZ ([ = DrE); [l

< i [P0 B)] T (©)) 27

» {Z (14 13]. 1)} 7 (lnn)j}
= [T @i @lHir o
= 0

elde edilir. Ciinkii k> 0 tamsayisi icin lim = (Inn)* = 0 dir. Bu durumda

n—oo

(4), (B)

n!

), .

146 n Py

n

lim n
n—oo

=0, |z/=1

olup, pozitif terimli serilerin karakterini belirleyen limit testinden dolay1 (3.36) serisi

|z| =1 i¢in mutlak yakisaktir. =
Teorem 3.7 |z| <1 ve A, B,C € C™" matrisleri i¢in

BC =CB (3.45)

B,C' wve C — B pozitif kararl matrisler (3.46)

kosullary saglanmak izere, F (A, B;C;z) hipergeometrik matris fonksiyonu
1
F (A B;C;2) = / (1—t2) P T Q=) P Tat | 07Y(B)TH(C—-B)IL(0)

0

geklinde bir integral gosterimine sahiptir (Jodar and Cortés 1998a).
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Ispat. (3.46) kosulu altinda (2.3) gosteriminden ve (3.4) esitliginden yararlamldiginda

1

I~ (B)T(B+nl) [T (C)T(C+nl)]”
= I''(B)T(B+n)T 1 (C+nl)T(C)
' (B)Ir ' (C-B)T(C—-B)T(B+nl)T ' (C+n)T(C)
(3.47)

yazilabilir. Diger taraftan (3.17) tamimi, Lemma 3.2 ve Lemma 3.5 den
1

/tB+("_1)I (1_t)C—BfI dt = B(B+nI,C—-B)=B(C—-B,B+nl)

= IT'(C-B)T(B+n)TH(C+nl) (3.48)

olup (3.47) ve (3.48) den
1

(B), (C). " =1(B)I*(C - B) ( / Brn=DL (1 _ =B dt) I'(C) (3.49)
0
yazilabilir. (3.49) esitligi kullamlarak |z| < 1 i¢in

F (A, B;C;z)
= (A), (B), (C)!
B SICHC R

1

n!
n=0 0
00
n=0

/ (4), T (B) T (C = B)tPT D (1 -5 (0) i:dt)
0 (3.50)

yazilabilir. 0 <t <1 olmak tizere

Zn

S, (t) = (A) T7Y(B)T"1(C - B) P+ 1 — ) B (0)

n n!
ile tanimlanan matris fonksiyon dizisini dikkate alalm. 0 < ¢ < 1, n > 0 i¢in ve

matris norm ozelliklerinden

1S, )| = |[(4), T (B) T (C — B)t#Hn=I (1—t)C—B—fr(c)';_T
< (14, T @) 1 € = B I @) ) a - 00|
(3.51)

45



esitsizligi elde edilir. Lemma 2.11 den yararlanarak, 0 < ¢ < licin Int <t <1 ve

In(1—-¢)<1—t<1 oldugunu da dikkate alarak

r—1 7
[t H(l —t)C*BJH < alB)-1(] ) @=B) (Z[ B - [!‘ﬁ Int | )

—[|c-B-1I :lnl—t 7
X@[u IIj\!/ ( >])
< (B (] _ pe©-B) (Z U5 =117 r’)
y (Z HIC‘—Bj—!IH a ) (352)

esitsizligi bulunur. (3.51) ve (3.52) esitsizlikleri dikkate alinarak

P EA0)

(e o]

< S (4D, [ @) e € - B m e e o - o B
n=0 .
= [0 B[ [T (€ = BT @[] || -5 IHZ 4, 22
< [t B)| [T~ (€ = B)|| T (O)|| Bt (1 — ¢)* @B
r—1 i r—1 j )
B — 11| V7] lC —B—I|| V7] ks
X (Z f> ( 7 Z(HAH)HF
=0 7=0 n=0
seklinde elde edilir. |z| < 1 igin
S (4, B
n=0
serisi yakinsaktir. Ayrica a(B) >0 ve a(C — B) >0 oldugundan
p(t) = [THB)| [T (C =BT (@) P~ (1=
r—1 B I r—1 C B _[ 0o n
X(Z | m)(z[n VT ™ ap, B
1=0 7=0 n=0
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fonksiyonu integrallenebilir olup

[ota = @l c-mliren | [eo o-pe
( — IW)(Z L. ["f]>2<||A||>n%

= [T BT (C = B)|IIT(C)| B(a(B),a(C—B))

X(Z[HB w)(z lc - B~ [W]>Z<llf4ll>n'2—’:

n=0

dir. Yakinsaklik teoremi geregince (3.50) esitligindeki toplam ile integral yer degistire-

bileceginden ve de (3.45) egitligi de kullamlarak

F(A B;C;z) = /(i (A), T"1(B)I* (C — B) tB+=I (1—75)0—B_IF(C)

n!
0 n=0

olarak elde edilir. (2.6) esitligi gozoniine alindiginda

Z —(1—tz)" ; |z<1,0<t<1

n=0
seklinde olup bu deger, bir 6nceki esitlikte yerine yazilirsa

1

F(A,B;C;z2) = / (1—tz) 51— P at| T7Y(B)T'(C - B)T(0)
0

seklinde F' (A, B; C; z) hipergeometrik matris fonksiyonunun integral gosterimi bu-

lunmusg olur. m

Hipergeometrik matris diferensiyel denklemi:

A, B,C € C™" matrisleri igin, (3.32) koguluna ek olarak

BC =CB (3.53)
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kosulu da saglanmak tizere
2(1=2)W"=2AW' + W' (C —2(B+1))—AWB=0 , 0<]|z|<1 (3.54)

seklindeki hipergeometrik matris diferensiyel denklemini dikkate alalim. F, € C™*"

belirlenecek matrisler olmak tizere, bu denklemin
=Y R R=1, |3<1

tipinde serisel ¢oziimiinii aragtiralim. Coziimiin denklemi saglama kogulundan W (2)

nin serisel ifadesi ve

— inFnz”_l , W (z Zn n—1)F
n=1

tiirevleri (3.54) denkleminde yerlerine yazilirsa

2(1=2) W/ (2) — z2AW] (2) + W] (2) (C — z(B+1)) — AW, (z) B

= z(1-2) N n(n—1)F,z" %~ zAinFnz”_l
n=2 n=1
+<§:nFnz"—1>( —2(B+1)) (ZFZ>
n=1
= in (n—1)F,z" 1 — in (n—1)F,2" — ZnAFnz”
n=2 n=2 n=1
+ inFnCz”_l — inFn (B+1)z2" — i AF,Bz"
n=1 n=1 n=0
= i (n+1) Frpq2" — in (n—1) F,2" — inAFnz”
n=1 n=2 n=1
—|—§: n+1)F,1Cz" —ZnF (B+1)z" —ZAFBZ
n=0 n=1 n=0

= Z{n (n+1)F1—n(n—1)F, —nAF, + (n+1) F,;,.C
n=2
—nF, (B+1)— AF,B} 2" 4+ 2Fyz — AF1z + F1C + 2F,Cz

= > {(n+1) Faya (nI + C) = nF, (B +nl) — AF, (B +nl)} 2"
n=2

= 0
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olarak bulunur. Burada z nin kuvvetlerinin katsayilar1 O matrisine esitlenirse,

X . FC—-AFRB=0
= F = AFOBC_l

2 2R (C+1)—(A+D)ER(B+I1)=0
-1
:>F2:(A+I)F1(B+I)(C+I)
2
2" (n+1)Fp (C+nl)—(A+nl)F,(B+nl)=0
-1
BPREESTL EEST R
n

esitlikleri saglanmalidir. Bu {i¢ esitlikten dikkat edilirse

(A4nl)FE,(B+nl)(C+nl)™"

F,.,=
1 n+1

, n>0

yazilabilir. Fy = I oldugu dikkate alinarak, n yerine sirasiyla 0,1,2,...n—2,n—1, ...

konulursa

Fo= ABlOl

no_ ATDRBDC D

S 2

(A+2I)Fy (B+2I)(C+2I)""

Fox = (At (=D Fra(B+(=2D(C+ -2 D"
o n—1

F = (A+(n—1)I)Fn,1(B_|_(n_1)1)<0+(n_1)1)_1

olarak elde edilirler. F}, F5 de yerine yazilirsa

(A+ NAB(B+NC 1 (C+I)"

Fy =
2 1.2

seklindedir. Bu deger F3 de yazildiginda ve diizenlendiginde ise

(A4+20) (A+ ) AB(B+1)(B+20)C ' (C+ 1)~ (C+2I)™"

1.2.3
49

s =




bulunacaktir. Bu sekilde devam edilirse, F;, katsayisi

A+n-1D0HA+n-2)I)..(A+1)AB(B+1)...(B+(n—2)1)
1.2...(n—=1)n

x(B+(m—1)DHCrC+DN .. (C+n=2) " (C+n-1)D"

F, =

(A), (B), [(C+(n—-1)ID)(CH+n-2)I)...(C+T)C]"

n!

_w.mer
n! ’ -

olarak elde edilir. Bu durumda

Wi (z) = zoo: (4), (B), (C);lz" =F (A, B;C;2)

n!
n=0

seklinde olup Wi (0) = I ve 0 < |z| < 1 olmak iizere Wi (2) = F (A, B;C;z)

hipergeometrik matris fonksiyonu, (3.54) denkleminin bir ¢ziimiidiir.

Sonug 3.1 A, B,C € C™*" matrisleri igin (3.32) ve (3.53) kogullar saglanmak ve
F (A, B;C;0) = I olmak tzere, F (A, B;C} z) hipergeometrik matris fonksiyonu

2(1=2)W"—2AW' + W' (C —2(B+1))—AWB=0, 0<]z|<1
denkleminin bir ¢ozimidir (Jédar and Cortés 1998a,).

Sonug 3.2 n pozitif bir tamsay, A € C™*" keyfi bir matris ve C € C™", (3.32) kogu-

lunu saglayan bir matris olmak tizere
2(1=2)W" —2AW' + W' (C+ 2(n—1)I) + nAW = O (3.55)
denklemi, n. dereceden matris polinom ¢éziimlere sahiptir (Jodar and Cortés 1998a).

Ispat. Sonuc 3.1 de B = —nl matrisi almirsa, W (2) = F (A, —nl; C; z) matris

fonksiyonu, B = —nl igin (3.54) denklemini saglar. j > 1 i¢in (—nl),,; = O
oldugundan
“ (A), (—nI .
W(2) = F(A-nl:C:z) = ) DO
k=0 ’

n. derecede matris polinomu, (3.55) denkleminin bir ¢tziimiidiir. =
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A, B,C € C™" matrisleri i¢in (3.32) ve (3.53) kogullarina ek olarak
AC=CA (3.56)
kosulu da saglanmak iizere
2(1=2)W" = 2AW'+ W' (C —2(B+1))—AWB=0 , 0<]|z] <1 (3.57)
seklindeki hipergeometrik matris diferensiyel denklemini dikkate alalim.

Sonug 3.1 den goriilmektedir ki, bu denklemin ¢oziimlerinden biri

Wi(2) = F (A B Gy = 3 A <Bn)," @’ <1 (3.58)

n=0

hipergeometrik matris fonksiyonudur.

Dy, negatif reel ekseni ve orjini icermeyen orjin merkezli bir bolge olsun.

2I7¢ = exp [(I — C)In 2] ile gosterilmek tizere (3.57) denkleminin

Wy(2) =V (2)217C ; |2 <1, z€ Dy

tipinde bir ¢dziimiinii aragtiralim. Dolayisiyla buradaki V' (z) fonksiyonu belirlen-

melidir. Ayrica belirtelim ki,

—c _ = {I-0O)"In"z
2 —eXp[(I—C)lnz]—;T

oldugundan ve (3.32) esitliginden dolay1
Bz7¢ =,7¢B
yazilabilir. Coziimiin denklemi saglama kogulundan W (2) nin ifadesi ve

Wi(z) = V()74 V(2)2 (I -C)
Wi (z) = V()20 42V ()2 (I -C)=V(2) 2 IC(I-C)

tiirevleri (3.57) denkleminde yerlerine yazilirsa
ol



2(1—=2) Wi (2) — zAW, (2) + W (2) (C — z(B+ 1)) — AW, (2) B

= z(1—2) [V 42V (U -C)- VO -C)]
—zA V'O + V2O (1= 0))
+ [V VI -0 (C—2(B+1)— AV B
= 2(1=2) V"4 21— )V U -C)-(1-2)VzCC(I-C)
—2AV' Y — AV (T - O) + VIO - 2V (B + 1)
V2 P0(I-C) =V (I -C)(B+I)—- AV B
= {z1-2)V"+2(1=-2)V'I-C)+VC (I -C)—zAV'
—AV(I-C)+V'C -2V (B+1)-V(I—-C)(B+1I)—AVB}2' ¢
= {z(1=2)V"+2V' =2V'C — 22V’ + 22V'C+ VC — VC? — zAV'
—AV + AVC +V'C —2V'B—2V' —VB -V +VCB+VC — AVB}2'=¢
= {21 =2) V"2V —V'C =32V +2:V'C — zAV' — 2V'B
+VC—-VC? - AV 4+ AVC —-VB -V +VCB+VC — AVB} 2'¢
= 0 (3.59)

C

olarak bulunur. z € Dy igin 2/7¢ = exp[(I — C)Inz] # O oldugunu gozoniinde

bulundurarak bir an icin
V() C=CV(z) ve V' (2)C=CV'(z) (3.60)

oldugunu varsayalim. Bu durumda (3.59) esitligi

2(1—2)V" 42V —V'C =32V 4+ 22V'C — zAV' — 2V'B

+VC -VC? - AV +AVC - VB-V +VCB+VC - AVB
—2(1=—2)V"+2V —V'C =22V — 2V' + 2CV' 4+ 2V'C — zAV' — 2V'B
+VC(I—-C)—AV(I-C)=V(B+I—-C)+CVB— AVB
—2(1=2)V'+V' I =C)—2(I—-C+ A V' —2V' (2] + C + B)
+(C-AV{I-C)-VB+I-C)+(C—-A)VB
—2(1=2)V"—2(A+1-C)V' + V' (2] = C) — 2V (B +2I + C)
+(C—AVI—-C+B) —V(B+1-0C)
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=z(1=2)V"'=2(A+I-C)V' +V'[2] - C) —z(B+2I + C)]
—(A+I-C)V(B+1-0C)
=0

seklinde yeniden diizenlenebilir. Yani

2(1=2)V'—2(A+T-C)V'

HVQI=C)—2(B+2I+C) - (A+1—-C)V(B+I1-C)=0  (3.61)
bulunur. Dikkat edilirse, (3.61) denklemi
A =A4I1-C , BB=B+I-C, C*=2-C
olmak iizere, (3.57) denkleminin tipindendir. (3.53) kosulundan dolay:
(B+I1-C)2I-C)=Q2I-C)(B+I1-0C)
saglandigindan, (3.61) denkleminin ¢oziimlerinden biri (3.58) den yararlanarak
V(iz)=F(A+I—-C, B+1-C;2I-C;z) , 0<]z]<1 (3.62)

seklinde yazilabilir. Ayrica (3.62) ¢oziimiiniin bulunmasinda varsayilan (3.60) kabu-

liiniin de dogrulugu gergeklenmis olur. Bu durumda (3.57) denkleminin
Wy(2)=F(A+I—-C, B+I—-C ;21 —C;2)2"7%; 0<|z| <1, 2€ Dy (3.63)

tipinde bir bagka ¢oziimii elde edilmis olur.

Sonug 3.3 A, B,C € C™" matrisleri i¢in (3.32), (3.53) ve (3.56) kosullar saglan-

mak tizere, 0 < |z| <1 ve z € Dy igin

Wiy (z) =F(A,B;C; 2)

(3.64)
Wo(2)=F(A+1—-C, B+I1—-C ;2 —C;z2)z7¢

matris fonksiyonlari, (3.57) hipergeometrik matris diferensiyel denkleminin ¢ozim-

leridir (Jodar and Cortés 2000).
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p<lveQ(p)={2€Dy,0<]|z]|<p}olmak iizere,

W1 (Z) WQ(Z)
Wi(z) W (2)

S(z) =

blok matrisi §2(p) de regiiler ise, bu bolgede {W;, W5} ¢ifti (3.57) denkleminin
temel ¢oziimler ciimlesidir. Gergekten de, S (z) matrisini regiiler yapan €2 (p) bolgesi
vardir. Fakat bu bolgeyi belirlemede kullanilan p nun hesab1 oldukca karmagik ve

uzundur.

Teorem 3.8 A, B,C € C™" matrisleri i¢in (3.32) , (3.53) ve (3.56) kosullar: saglan-
sin. 0 < |z| <1 wvez€ Dy igin Wy ve Wa , (3.64) ile verilmek iizere,

Q(p) ={z€ Dy, 0<|z| <p} bolgesinde (3.57) denkleminin genel ¢ozimii
W(z)=Wi(z) P+Wa(2)Q , PQeC™

olacak sekilde p < 1 pozitif sayst varder (Jodar and Cortés 2000).
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4. MATRIS KATSAYILI ORTOGONAL POLINOMLAR

4.1 Laguerre Matris Polinomlari

A € C, t reel degigsken ve A, C, X (t) € C™*" olmak iizere, (1.1) ile verilen diferensiyel

denklem sisteminden
tX"(t)+(A+ T —-XDHX' () +CX (t) =0 (4.1)

formundaki matris diferensiyel denklemini gzoniine alahm. (4.1) sisteminin skaler
durumdaki denklemleri vermesi i¢in A ve C' matrisleri ayn1 anda kogegenlestirilebilir
olmaldir.

k > 0 igin Cy lar belirlenecek matrisler olmak tizere (4.1) matris diferensiyel

denkleminin

)y=> Ctt, CpeC™

formunda serisel ¢oziimiinii aragtiralim. Buradan ¢ ye gore tiirevler alinirsa
= kCpt"t . X"(t Zk —1) Oy tF2

bulunur. Bu tipteki ¢oziimiin denklemi saglama kogulundan, kendisi ve ¢t ye gore
tiirevleri denklemde yerlerine yazilirsa

> k(k=1DCut" + (A+ D) kCet* ' =AY kG t" +CY Cit* =0

k=2 k=1 k=1 k=0
olup esitligin solundaki birinci ve ikinci toplamlarda k yerine k + 1 alimir ve t*¥ nin

kuvvetine gore diizenleme yapilirsa

> k(k+1) Conat" + (A+ 1)) (k+1) Cpat® —/\Zkatk+CZthk = 0
k=1 k=0

k=1 k=0

(A+I)01+Cco+i{(k+1) [A+ (k+1DI] Crpr — VI —C)Cp}tF = O

k=1

elde edilir. ¢ nin katsayilarinin sifir matrisine esitlenmesiyle Cj, larin

(A+D)C,+CCy = O

(k+1)[A+ (k+ 1) Chos— NI —C)Cy, = O , k>1
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egitliklerini saglamasi gerektigi goriiliir. Bu iki esitlikten,
k+D[A+(k+DICripr— (NI -C)Cr=0 , k>0
indirgeme bagintis1 bulunur.
-méo(A) , VmeZ"
spektral kogulu altinda (4.2) den
A+ kI " AN k—=1)1—-C]

= _ >1
Ck L Ckla k_

(4.3)

(4.4)

yazilabilir. (4.1) denkleminin matris polinom ¢oziimlerinin varhigim garanti etmek

i¢in, (4.4) den de goriilmektedir ki,
C =Xnl , negatif olmayan bazi n tamsayilar: icin
kogulu yeterlidir. Bu durumda (4.1) denklemi
tX" )+ (A+T—MDX' )+ X (t) =0

seklini alir. Ote yandan (4.5), (4.4) de yerine yazilirsa

[A+ kI "N (k—n—1)

Cr = Cr—1 1<k<n, CyeC™

k
olup k yerine sirasiyla 1,2,3, ...,k — 1, k, ... konulursa

-1 _n
0, — LA+ : M=) o

—1 “n
O, — LA+21] _ M=) o

Cs = [A+31] A(2—n) ;1)‘(2_”) Cy

Oy, — A+t 1)Ik]71)\(k 2n e

C), = [Atk] k)\(k e

elde edilir. C, Cy nin esitinde yerine yazilirsa

[A+2IT" N1 —=n) [A+I] " A(—n)
2 1

_ N (1—n)(—n) A+ 20 [A+ 1] Co

1.2
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bulunur. Bu deger C5 de yerine yazildiginda ve diizenlendiginde ise

_N@=n)(-n)(n)
1.2.3

Cs [A4+3I A+ 20 A+T] MG

bulunacaktir. Bu sekilde devam edilirse, (2.3) gosterimi de dikkate alinarak Cj
katsayist Cy matrisi cinsinden
MNk—-1-n)(k—=2-n)...(1=n)(—n)
1.23...(k—=1)k
X A+ K A+ (k=D [A+20] ' A+ 1] C

Cp =

M (1) m—k+1)(n—k+2)...(n—1)(n)
k!
x{[A+T][A+21]...[A+(k—=DI][A+kI]} " Co

(1) A 12 (n—k)(n—k+1)(n—k+2)...(n—1)(n)

= A+1),'C
R 12 (n—%) (A+ 1) Co
(=D A )
. (A+1), .
seklinde bulunur. Amaca uygun olmasi bakimindan, Cy = ' olarak secilirse
n!
(=D -
=——(A+1I) (A+1
G = e At Da (A0,
olup (4.6) denkleminin, karsilik gelen serisel ¢oziimii
X@y:i}tﬂi&4A+n(A+n*#7 (4.7)
prs k! (n — k)! " k ’

olarak bulunur ki, bu n. dereceden bir matris polinomudur. (4.6) ve (4.7) der =1 ve
A = 1 alinirsa, sirasiyla skaler durumdaki Laguerre diferensiyel denklemi ve polinom

¢oziimii elde edilir.

I. Laguerre Matris Polinomlarimin ifadesi
Kabul edelim ki A € C™", (4.3) kogulunu saglayan bir matris ve A, Re (A) > 0
olacak gekilde bir kompleks say1 olsun. |w| < 1 igin ¢ ve w min kompleks degigken-
lerinin
—Atw

G(t,w) = (1 —w) “Dexp (17:7;) (4.8)
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matris degerli fonksiyonunu dikkate alalm. |w| < 1 igin G (¢t,w), w kompleks

degigkeninin analitik bir fonksiyondur. Bu nedenle G, w = 0 noktasinda

=> LY (1) w (4.9)
n=0

seklinde bir kuvvet serisi ile gosterilebilir. Ote yandan (4.8) den

Gtw) = (1—w)y @Y %

n=0

_ Z “ (1 — w) A+ tD (4.10)

n=0
yazlabilir. F (w) = (1 —w) “TD matris degerli fonksiyonunun w = 0 nok-
tasindaki Taylor acilimi

F(w) = (A—l—(n—l—l)[).k;!.(A%—(n%—k)I)wk

seklindedir. (4.3) kogulu altinda (2.3) gosterimini de dikkate alarak F' (w) nin serisel

ifadesi

F(w) = i"’: (A+ I)Ml,;(A +1)! o

seklini alir. Bu sonug (4.10) da yerine yazilirsa

= (1) AR

G (t7 w) = n! k! (A + I)nJrk (A + 1)7:1
n=0 k=0 o
olup burada
YY) D(k,n)=)_> D(n—kk)
n=0 k=0 n=0 k=0

(4.11)

D
)

olarak bulunur. (4.9) ve (4.11) d

> n > " (—1)F Nk _
=> LMV (uw" = [ —En—)k)'k' (A+ D), (A+1),"
n=0 k=0 o

n=0

olup, n. dereceden L%A”\) (t) Laguerre matris polinomunun ifadesi

SIOEDY % (A+1), (A+1), " t* (4.12)
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seklinde elde edilir (Jodar et al. 1994). (4.8) ve (4.12) de r = 1 ve A = 1 alinirsa,
sirasiyla skaler durumdaki Laguerre polinomlar: i¢cin dogurucu fonksiyon ve Laguerre

polinomlarimin agik ifadesi elde edilir.

II. Laguerre Matris Polinomlar: I¢in Ug¢ Terimli Matris Rekiirans
Bagintisi
(4.8) den de goriildiigii gibi |w| < 1 i¢gin G (t,w), w degiskeninin analitik ve
C™*" degerli bir fonksiyonudur. (4.8) den w ya gore tiirev alindiginda

G (¢, w) = (A+1)(1- w)_(A+21) exp <ﬂ>

ow 1 —w
_ =t (1 —w) — AMw —Atw
1— (A+1)
+ (1 —w) 1 of oxp | T
= (A+D)(1—w) T exp (:—“D
=Xt (1-— w)_(AH) (1-— w)_2 exp (—;itZ)
elde edilir. Esitligin her iki yam (1 — w)? ile carpilir ve (4.8) kullanilirsa
oG (t
(1—w)2#+[/\t1—(A+I)(1—w)]G(t,w):O (4.13)

bulunur. (4.9) esitliginde de w ya gore tiirev alinirsa
8G t,
oS

olup bu degeri ve (4.9) deki G yi (4.13) de yerlerine yazarsak,

(1—w)*> nLPY () w4 M — (A+ 1) ( Z LA =0

n=1

i nL{ (t)wt -2 Z nL¥ )w™ + Z nLN (1) wnt!
n=1

Ay LAY (W wt = (A+ 1) > LAY (@ w” =Y LY () w" =0 (4.14)

n=0 n=0 n=0
bulunur. (4.14) de, w nin kuvvetlerinin diizenlenmis katsayilar1 sifir matrisine
esitlenirse

LY () = (A+ 1) LS (1) — xeLE™ (1)
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ve

(n+ 1) LY (1) — 20LE (8) + (n — 1) LY () + MLV (1)

n

FA+DIY O - A+ DL ) =0, n>1
elde edilir. Buradan ii¢ terimli matris rekiirans bagintisi

(n+1) LAY (O)+[MI — (A+ 2n+ 1) D] LAY @)+(A+nD) LY @) =0, n>1
(4.15)
seklinde bulunur (Jodar et al. 1994). Burada r = 1 ve A = 1 aliirsa, skaler durum-

daki Laguerre polinomlari igin {i¢ terimli rekiirans bagintisi elde edilir.

III. Laguerre Matris Diferensiyel Denklemi
(4.8) deki G (t,w), t degigkeninin tam ve C™*" degerli bir fonksiyonudur.
(4.8) den t ye gore tiirev alinirsa

oG (t,w)  —dw (1 — )" 4D exp (—Atw)

ot 1—w 1—w

olur. Bu esitligin her iki yan1 1 — w ile ¢arpilir ve (4.8) kullanilirsa

(1—w) % + MG (t,w) = O (4.16)

d
elde edilir. D = T olmak iizere (4.9) seri agithminda ¢ ye gore terim terime tiirev

alinirsa

aGtU) ZDLA)‘)

olup bu deger ve (4.9), (4.16) da yazilirsa

—w) Z DL (t)w” + dw Y LY () w™ = O

n=0

}:DL fiDLAM ”“+A§:L = 0 (4.17)
n=0

bulunur. (4.17) de w nmin kuvvetlerinin ayni dereceli olanlarimin katsayilari sifir

matrisine egitlenirse

DL (1) = DL () + ALY () =0, n>1 (4.18)



esitligi bulunacaktir. (4.15) ii¢ terimli matris rekiirans bagintisinda ¢ ye gore tiirev

alindiginda

(n+1) DAY (8) + [MI — (A+ (2n+ 1) I)] DL (1)
+ (A+nI) DL () + ALYV (t) = O

olup (4.18) den DL; » (t) gekilip yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa

(n+1) DLV (8) + [MI — (A+ (2n+ 1) I)] DLE™Y (1)
+ (A+nI) DLAY (8) + X (A +nl) LY () + ALPY (1) = O (4.19)

bulunur. (4.15) den (A + nl) L; ) (t) cekilip (4.19) da kullanilirsa

(n+1) DLY (£) + [\ — (n+1) I] DL (1)
A+ 1) LAY (1) = MM — (A+ 20+ 2) )] LAY (£) =0 (4.20)
elde edilir. (4.18) in her iki yam (At — n) [ ile ¢arpilirsa
(At —n) DLAY (8) — (At —n) DL () + A (At —n) LY (1) = O
olup buradan
nDLAY (£) + (At — n) DL (#) = MDLAY (8) + A(A\t — n) LAY (1) (4.21)
yazilabilir. (4.20) de n yerine n — 1 alimirsa

nDLAY (4) + (At — n) DL (£) = \nLAY (8) = MM — (A + 2nD)] LY (1) = O

bulunur ve burada (4.21) esitliginin sag yam yerine yazilirsa

ADLAM (£)+ X (At — 1) LY (8) = AnLAY (£) = A [MI — (A+ 2nD)] LY (#) = O

n—

olup
ADLAN (£) — A\n LAY () + A (A +nl) LY (t) = O (4.22)

ifadesi elde edilir. D operatoriinii kullanarak bu esitligin her iki yaninin ¢t ye goére

tirevi alindiginda

AD?LAA () + A (1 — n) DLAY (8) + A (A +nl) DL (1) = O (4.23)
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elde edilir. (4.18) den

ALSEY (t) = DLSS (t) — DL (¢)

olup bu ifade (4.22) de yerine yazilirsa

MDLAY (1) — \n LA (£) + (A +nI) DLYY (#) — (A + nl) DLAY (1) = O
n n 1 n

n

,ﬁ;i) (t) degeri (4.23) de kullanilirsa,

bulunur. Buradan elde edilen (A +nl) DL

MD2LAN () 4 X (1 — n) DLAY (£) — N2t DLAY (¢)

+ XN LAY (#) + AN (A +nl) DLV (1) = O
tD?LAN (£) 4 (A4 T — At) DLV (£) 4 A LAY (1) = O

elde edilir ki bu bize, n. dereceden LM (t) Laguerre matris polinomunun
tX"(t)+(A+T—XDHX' (t) + InX (t) = O

matris diferensiyel denkleminin bir ¢oziimii oldugunu gosterir (Jodar et al. 1994).
Burada r = 1 ve A = 1 alinirsa, skaler durumdaki Laguerre diferensiyel denklemi

elde edilir.

IV. Laguerre Matris Polinomlar: i¢in Rodrigues Formiilii
Kabul edelim ki, A € C™" matrisi (4.3) kosulunu saglasin. Bu durumda,

D = — olmak iizere
dt

DA — (A4 nl) (A+ (n—=1)1)...(A+ (k+1) 1) t**
olup bu ifade, (2.3) den yararlanarak
D RAT = (A4 1), (A+ )" t4HH
seklinde yazlabilir.

DEe—tA — (‘Uk Akt
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oldugundan iki ifadenin ¢carpiminin n. tiirevi i¢in Leibnitz kuralindan ve fonksiyonel
matris hesabindan
n
D" —tA tA+nI _ n anktAJrnI Dk —tA
e = 3 (M) ¢ ) (D)

k=0
n

= 2 (L (A+1), (A+ D) 4 (=1)" Xe ™

P n — k)k!
T (=1)F A _
= eSS Uy

bulunur. Burada (4.12) esitligi dikkate alimirsa, Laguerre matris polinomlar1 icin

Rodrigues formiilii

t*A et)\
LgA’)\) (t) _ —'Dn [e—t)\ tA+nI:| 7 n Z 0 (424)
mn.

seklinde elde edilir (Jodar et al. 1994). Burada r = 1 ve A = 1 alimursa, skaler

durumdaki Laguerre polinomlar i¢in Rodrigues formiilii elde edilir.

V. Laguerre Matris Polinomlarinin Ortogonalligi

Ik olarak, ortogonalligin ispatinda kullanilacak bir teoremi verelim.
Teorem 4.1 A matrisi C™" de
Re(z) >—-1 , Vzeo(A) (4.25)

spektral sartina saglayan bir matris ve X, Re (\) > 0 olacak sekilde bir kompleks say
olsun. Bu durumda

i) Herhangi belirli bir P (t) matris polinomu i¢in

t" —exp[(A+D)Int] , t>0
olmak tizere
lirgie_’\t t" P (t)=0 we tlim e M Py =0 (4.26)
t— —00

1) n pozitif bir tamsayr ve ,
A~DIA —exp [— (A4 (n+1)T)In A

olmak tizere
(0]

/ e Al gp — \THDIEAD (A 4 (0 1) 1) (4.27)
0
egitlikleri gercerlidir (Jodar et al. 1994).
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Ispat. i) Lemma 2.8 ve Lemma 2.10 dan

r—1 J J
HtA+I|| _ ||exp [(A—i— ]) lnt]H < ta(A)+1 Z HNHlenﬂ

§=0

(4.28)

dir. 0 < j <r—1icin

liI(I)1+ta(A)+1 Intf =0
t—

ve t — 0T icin e M P (¢) simirh oldugundan, bu sonuglar (4.28) de dikkate alinirsa

lime P (¢) t"*' =0

t—0t
dir. 0 <k <s igin P, € C™" olmak tizere P (t) = Py +tP, + ...+ t°P; seklinde

olsun. (4.28) esitisizligini ve

lime

t—o0

—tRe(N) ta(A)-‘rl-‘rk: |lnt|j =0

oldugunu dikkate alarak
lime P (t) t" = O

t—o0

olarak elde edilir.

ii) Skaler

g(2)= /e” t#tdt , Re(z) > -1 (4.29)
0
fonksiyonu dikkate alindiginda, bu fonksiyon Re (z) > —1 yari-diizleminde analitik-
tir. (4.29) esitliginde At = u doniigtimii yapilirsa

o

g (Z) — /e—/\t tz-f—n dt

0
r u\ztn 1
— —u (2T 2y
/ ¢ (A) 2
0
_ )\—z—n—l/e—uu(z—‘rn—‘rl)—ldu

0
= A (2 1)

olarak elde edilir. Fonksiyonel matris hesabimin g (z) ye uygulanmasiyla

/eAt tAJrnI dt = )\—(n+1)I—A1—1 (A + (TL + 1) I)
0
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m
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Teorem 4.2 A, C™*" de (4.25) kosulunu saglayan bir matris, Re (\) > 0 olacak

sekilde N kompleks bir sayr ve

olsun. Bu takdirde,

L(t"]) = / W (t) t"dt = / A At
0 0
= / e MtMrlge . n=0,1,... (4.30)
0
olmak iizere, LG (t (t) Laguerre matris polinomlarinin {L(A ) (t)} dizisi
n>0

i LMY (t), singiiler olmayan baskatsayile n. dereceden bir matris polinomudur,
ii. Vn,s e Nven #s igin L (L;A’A) (1) L& (t)) =0 d,

1N (N i :
iii. n >0 i¢in £ ( (t)) nin tersi vardar,

kosullariny sagladigindan, £ matris moment fonksiyoneline gore matris ortogonal

polinom dizisidir (Jodar et al. 1994).

Ispat. i) (4.12) den de goriilmektedir ki, LY (t) Laguerre matris polinomu n.
—1)" \"I

n.

derecedendir ve bagkatsayisi singiiler olmayan matrisidir. Dolayisiyla

tersi vardir.

ii) n # s olmak tizere (4.24) ve (4.30) dan
LM TV @) = [ Wi L 0 L 0 d
0
)\
— /e—At tAt D [e—t)\tA—‘rnI} LgA,)\) (t) dt
n!
U
= = / e At LA (1) dt (4.31)
0

dir. Kabul edelim ki, n > s olsun. Bu takdirde Teorem 4.1.i den

[{ank (ef)\t tAJrnI)} {Dk—ngA,/\) (t)}]:(?o =0 , 0<k<n (4.32)
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dir. (4.31) esitliginin sagindaki integrale n defa kismi integrasyon uygulanirsa ve

(4.32) esitligi de dikkate alinarak

L(LAY (@) LY (1) =

S

e~ Al [DrLAN (1)) dt (4.33)

2|
=
0\8

olarak bulunur. L&V (t), s. dereceden bir matris polinomu oldugundan
D'LAN ) =0 , n>s
olup bu sonug (4.33) esitliginde kullanmlirsa

L(LEY (&) LAY @) = £ (LY ) LY (1) =0,  n+#s

S n

elde edilir.

iii) » > 0 i¢in, ispatin (ii) kismindaki benzer iglemler yapilirsa

—1\" i
L ((L“W (t))z) _ (=1 / e~ ATl [DrLAN (1)) dt (4.34)
0
seklindedir. (4.12) den kolayca hesaplanabilir ki, D"L* () = (=1)" A" dir. Bu
deger (4.34) de yazilirsa

o0

r ((L;A,A) (t))2> — % /e—m ARl gy
0

bulunur. Ote yandan esitligin sagindaki integralin degeri (4.27) den
A~ FDIZAT (A 4 (0 + 1) ) olup yukarida yerine yazilirsa

L ((Lw) (t))2> A (A+(n+1)1)

n!

olarak elde edilir. n > 0 i¢in A+(n + 1) [ matrisinin tersi oldugundan I' (A + (n + 1) I)
2

matrisinin de tersi vardir (Hille 1969). Dolayisiyla, £ ((L%A’A) (t)) ) matrisi de

regiiler olup tersi vardir.

Boylece ispat tamamlanir. m
66



4.2 Hermite Matris Polinomlar:

A, B € C™*" olmak iizere, (1.1) ile verilen diferensiyel denklem sisteminden
Y'(z) —2AY () + BY () =0 , —o0o<z<00 (4.35)

formundaki matris diferensiyel denklemini gozoniine alalim. (4.35) sisteminin skaler
durumdaki denklemleri vermesi i¢in A ve C' matrisleri ayn1 anda kogegenlestirilebilir
olmalidur.

k > 0 igin C} lar belirlenecek matrisler olmak tizere, (4.35) matris diferensiyel

denkleminin

r) =) Cpa* | CreC™ (4.36)

formunda ¢oziimiinii arastiralim. Buradan = e gore tiirevler alinirsa

k(k—1) Cpa™?

NE

:Zkaxk’I , Y'(z) =
k=1

b
Il

2
bulunur. Bu tipteki ¢oziimiin denklemi saglama kogulundan, kendisi ve x e gore

tirevleri denklemde yerlerine yazilirsa

k=0 k=0

k=2

k

olup birinci toplamda £ yerine k + 2 alinir ve 2" nin kuvvetine gore diizenleme

yapilirsa

i k+2) (k+1) Cpppz —AZkC’kx +BZC’kx = 0
k=0

k=0 k=0
> {(k+2) (k+1) Chyz+ (B—kA) Ci}a* = O
k=0
elde edilir. Burada z* nin katsayilarmim sifir matrisine esitlenmesiyle Cy larin
(k+2) (k+1) Cry2o+(B—kA) C,=0 , k>0 (4.37)
esitligini saglamasi gerektigi goriiliir. Bu indirgeme bagintisi
kA - B

Cit2 = C k>0 4.38

seklinde yazilabilir. (4.38) de k yerine sirasiyla 0, 1,2, 3, ..., 2p—2,2p—1, ... konulursa
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k=0 = Cy=32C,
k=1 = Cy=4L0
k=2 = C,=%2L0,
k=3 = C;=3338Cs
k=2p—-2 = Cgp2%02p2
k=2—1 = Chyn=20000,,

elde edilir. Cy, Cy de ve C3, Cs de yerlerine yazilirsa, sirasiyla

2A— B —B 3A—-BA-B
Ci=—=1 q2% v 6= 33 @
olarak bulunur. Bu sekilde devam edilirse p > 1 olmak tizere, Cs, ve Cyp41 matrisleri
sirasiyla
2p—2)A— B 2A B —-B )
Cyy — (2p—2) Ny Cy
(2p — 1) (2p) 34 1.2
(4.39)
o ~(2p-1)A-B 3A—BA—BC
T 0p) (2p+ 1) 45 23 ']

seklinde Cy ve 'y keyfi matrisleri cinsinden bulunur. Diger taraftan

B, = (r—
denirse
By =

(20—2)A—B , Bgy =

NA-B |

(2 —1)A—

r>2

B ; 1<i<p

olacagindan, bu gosterim (4.39) da kullanilirsa

CQp ( p) (H B22> ) CQerl -

1

Tl) (H B22+1> i ; p>1

2

dir. Bu sonuglar (4.36) da yerlerine yazilirsa

Y (x)

io:ckl‘k = C()—Fio:(jgp
k=0 p=1

I"—Z 2p <HBQl>£L‘p
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seklinde elde edilir. (4.37) esitliginden ve Lemma 2.8 den
(k+2) (k + 1) [|Crll < (1Bl + & AN ICll

olup

Nl el _ L (IBI + kAl
e el el T (kT 2) (kD)

2
2" =
dir. Buradan goriilmektedir ki, Y(z) ve Ya(x) serisel ¢oziimleri her reel z icin

yakinsaktir. Ayrica

Y (0) Ys(0) I 0
W(0) = -
Y7 (0) Y3(0) O I

saglandigindan {Yi(z), Y2(z)} ciftine (4.35) denkleminin temel ¢oziimler ciimlesi

denir.

(4.35) denkleminin matris polinom ¢oziimlerinin varhigini garanti etmek igin,

(4.38) den de goriilmektedir ki,
B =nA, negatif olmayan n tamsayilar1 igin (4.40)

kosgulu yeterlidir. Bu durumda C,,.5 = O olur. Eger j =0,1,... igin
n = 2j = Yi(x), n. dereceden matris polinomu ve Y(x) serisel ¢6ziim
n =2j+ 1= Yi(z) serisel ¢oziim ve Ys(z), n.dereceden matris polinomu

dur. (4.40) kosulu altinda (4.35) denklemi
Y"(2) —zAY () + nAY (2) =0 |, —oc0o<x<0 (4.41)

seklini alir. Burada » = 1 ve A = 2 alinirsa, skaler durumdaki Hermite diferensiyel

denklemi elde edilir.

I. Hermite Matris Polinomlarimin ifadesi

Uyar1 4.1 Bir matrisin karekokini bulmak igin Bjorck (1983), Cross and Lan-
caster (1974) ve Higham (1987) tarafindan bazi metodlar verilmistir. r X r boyutlu
kompleks elemanly bir matrisin karekékiiniin varhg: i¢in sade bir gerek ve yeter sart,

Cross and Lancaster (1974) tarafindan verilmistir.
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Burada ise pozitif kararl bir C' € C™" matrisinin karekokinin varlige dikkate
alinacakter. ¢ bir reel sayr olmak tizere ve boyle bir C' matrisi i¢in fonksiyonel matris
hesabindan

C° = exp[clog C|

dir. Burada log C, C matrisinin logaritmaya uygulamasimin anadaline gostermekte-

dir. Ayrica

N|=

Cz =+C

ile gdsterilecektir.

A € C™" pozitif kararli bir matris olmak {iizere, x ve ¢t nin kompleks deger-
lerinin

G (z,t) = exp (xt\/ﬂ - t2l> (4.42)

matris degerli fonksiyonunu dikkate alahm. G (z,t), t kompleks degiskeninin fonksi-
yonu olarak dikkate alinirsa, analitik bir matris fonksiyonudur. Bu nedenle ¢ = 0

noktasinda

G(a,t) =S H, @,A)% < oo (4.43)

n=0

seklinde bir Taylor serisine sahiptir. Bu durumda Lemma 2.18 den de yararlanarak

(4.42) den

G(z,t) = exp (mt\/ﬂ) exp (—t*1)

(4.44)

yazilabilir. (4.43) ve (4.44) den t™ lerin katsayilarmin esitlenmesiyle, n. derece-
den singiiler olmayan (\/ 2A> " bagkatsayil H,, (x, A) Hermite matris polinomlarinin

ifadesi
(5] (=1)"n! (zv24 o
H, (z,A) = kz:% - (5_ %)!) (4.45)

seklinde elde edilir (J6dar and Company 1996).
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(4.45) den,
H,(—z,A) = (-1)" H, (z, A)

ve

HO (il?, A) =1 y HQn (O, A) = MI y H2n+1 (0, A) = O

n!

oldugu goriilmektedir. (4.42) ve (4.45) de r = 1 ve A = 2 alinirsa, sirasiyla skaler
durumdaki Hermite polinomlari i¢cin dogurucu fonksiyon ve Hermite polinomlarinin

acik ifadesi elde edilir.

II. Hermite Matris Polinomlar: I¢in Uc Terimli Matris Rekiirans Bagintisi
(4.42) den de goriildiigii gibi G (z,t), = degiskeninin analitik bir fonksi-

yonudur ve z e gore diferensiyelenebilirdir. Bu nedenle

% = t\/ﬂexp (xt\/ﬂ—ﬁ])
= V2AG (z,1) (4.46)

yazilabilir. (4.43) esitliginde de = e gore tiirev alinirsa
3G (x,t) i H' (2 _”
seklinde olacaktir. Bu degeri ve (4.43) deki G yi (4.46) da yerlerine yazarsak

iﬂg(m,mt \/_ZH (z, A)

tn+1

bulunur. Esitligin sagindaki ifadede n yerine n — 1 alir ve t" lerin katsayilar

esitlenirse
Hy(z,A)=0 , H](z,A) =nV2AH, (z,A) ; n>1 (4.47)

elde edilir. (4.42) ve (4.43) de t ye gore tiirev alinirsa sirasiyla

9G (z,t) _ (x\/_ 2tI> (z,1) (4.48)

ot
G (z,t)
a ;H" (@ 4) &=

elde edilecektir. Bu ifadelerin sol yanlari birbirine egit oldugundan, sag yanlarimin

da birbirine esitlenmesiyle, (4.43) i de kullanarak

iHn(x,A)(nt )—x\/_ZH xA——QZH (2, A)
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elde edilir. Esitligin solunda n yerine n 4+ 1 ve sagindaki ikinci toplamda n yerine

n — 1 alinir ve de ¢ nin kuvvetlerinin ayni1 dereceli olanlarinin katsayilar: egitlenirse
H, (x,A) = zv2AH,(z,A)
Hyp (2, A) = oV2AH, (x,A) —2nH, 1 (z,4) , n>1
elde edilir. Hy (z, A) = I oldugundan
H (z, A) = 2v24
ve ii¢ terimli matris rekiirans bagintisi ise
Hyny (z,A) — 2vV2AH, (2, A) + 2nH, 1 (z,A) =0 , n>1 (4.49)

seklinde bulunur (Jédar and Company 1996). Burada r = 1 ve A = 2 alindiginda,

skaler durumdaki Hermite polinomlari i¢in ii¢ terimli rekiirans bagintisi elde edilir.

III. Hermite Matris Diferensiyel Denklemi
(4.46) ve (4.48) esitlikleri sirasiyla zv/2A —2t1 ve tv/2A ile garpildiginda, elde

edilen egitliklerin sag yanlar1 birbirine esit olacagindan buradan

(:v\/ﬂ - 2t[> G (x,t) _, j57 9G(@1)

Ox ot
denklemi elde edilir. G (z,t) nin bu denklemi saglama kogulundan, serisel ifadesinde

x ve t ye gore tiirevleri alinir ve elde edilen son esitlikte yerlerine yazilirsa

x\/_ZH’ (2. A) ——2ZH’ _\/ﬂiHn(yg,A)

t
(n—1)!

bulunur. Gerekli indis kaydirmalar yapilip ¢ lerin katsayilar1 esitlenirse
©V2AH] (x,A) — 2nH, | (x,A) =nV2AH, (z,A) , n>1 (4.50)
bagintisi elde edilir. (4.47) esitliginin her iki yaninin tiirevi alimirsa

H! (z,A) = nvV2AH! | (z, A)

bulunur. Bu sonucu da dikkate alarak, (4.50) egitliginin her iki yam — ile

carpilir ve diizenlenirse

H! (z,A) — AzH] (x,A) + nAH, (z,A)=0 , n>0 (4.51)
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elde edilir ki, bu bize, n. dereceden H,, (z, A) Hermite matris polinomunun
Y" () —2AY () + nAY () =0 , —oo<z <00

seklindeki matris diferensiyel denkleminin bir ¢oziimii oldugunu gosterir (Jédar and

Company 1996).

IV. Hermite Matris Polinomlar: icin Rodrigues Formiilii

(4.42) ve (4.43) den

H, (z,A) = [ﬁ exp (xtm - t?f)] (4.52)

dtm =0

yazilabilir. Diger taraftan

2 1 2
TtV2A — 1] = — (m@—tl) +§x2 = —g (x[— (g) t) +

oldugundan, bu ayrigim (4.52) de kullanilirsa

_1 0\ 2
exp (—éﬁ) H, (z,A) = %exp —é (m[— (é) t>

elde edilir. Bu ifade

exp (—éﬁ) H, (x,A) =(-1)" (é) i j_ exp (—§m2>
l«»n

seklinde de yazilabileceginden Hermite matris polinomlari i¢in Rodrigues formiilii

H, (z,A) = (-1)" (é) - exp (gﬁ) % exp (—gﬁ) (4.53)

seklinde elde edilir (Jédar and Company 1996). Burada r = 1 ve A = 2 alinirsa,

skaler durumdaki Hermite polinomlar: i¢in Rodrigues formiilii elde edilir.

V. Hermite Matris Polinomlarinin Ortogonalligi

Ik olarak, ortogonalligin ispatinda kullanilacak bir teoremi verelim.

Teorem 4.3 A € C™" pozitif kararl bir matris ve n negatif olmayan bir tamsay

olsun. P (x) bir matris polinomu olmak fizere,
i) lim P (z) e = 0,

t—+oo

1) /eATx:cQ” dz = 2(n=3) A= (n+3) (n + %)

0
saglanwrlar (Jodar and Company 1996).
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. A

Ispat. i) D, 3 nin 6zdegerlerini esas kogegeni tizerinde bulunduran kogegen bir
A

matris ve N tam iist tiggensel bir matris olmak iizere 3 matrisinin Schur ayrigimi

A
QHEQ = D + N olsun.

0 (-%) ~ max {_Re;z) z€o (A)} (4.54)

M, (%) = ””N 2” (4.55)

k=0

olmak {izere

_ Az?
[ 2

< 5 M, (2?)

A
dir (Golub and Van Loan 1983). Hipotezden dolay1, a (—5) < 0 olup (4.54) ve

(4.55) gozoniine alinirsa ispat tamamlanir.

ii) Re (v) > 0 ve Re (i) > 0 olmak {izere

o0

_ _ 2
/:c“ Lo dy

0

integralinde px? = t doniisiimii yapilirsa 2uxdr = dt ve v = \/% olup

/x“_le_“x de = -y~ 2 /t%_le_t dt = lu_%F <g> (4.56)
0 0

v

bulunur. Burada ;=2 = exp [—% In ,u} dir. (4.56) esitliginde v = 2n + 1 ve p yerine

l\.’)l»—t

de g almirsa

I AT N AN 1
g(u)—/x e dm—2<2) F<n—|—2 ,  Re(p)>0
0

yazilabilir. Bu son egitlikte fonksiyonel matris hesabini kullanarak p yerine A matrisi

alinirsa

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m



Teorem 4.4 A € C™" pozitif kararl bir matrisi i¢in
A
W (z) = exp (—51’2)

olmak tizere

o0 o0
L(x"I) = /x”W(m) dx = /x” exp <—§x2> dx

seklinde verilsin. H, (v, A) Hermite matris polinomlarimn {H, (v, A)},, dizisi,

negatif olmayan tiim n ve s tamsayilar: i¢in

i. H, (x,A), singiiler olmayan baskatsayils n. dereceden bir matris polinomudur,

ti. n#s i¢in L(Hy, (x,A) Hs (x,A)) = O dr,

5. n >0 i¢in L (H? (z, A)) nin tersi vardur

kosullarina sagladigindan, £ matris moment fonksiyoneline gore matris ortogonal

polinom dizisidir (Jédar and Company 1996).

Ispat. i) H, (z, A) Hermite matris polinomunun n. dereceden singiiler olmayan

(\/ 2A)n bagkatsayil oldugu (4.45) den goriilmektedir.

ii) (4.51) denklemi

2 [exp <_§x2) H, @,A)] +nAexp (_§x2> Hy (e, A)=0  (457)

seklinde yazilabilir. Burada n yerine s alinirsa

d

- {exp (—éaﬂ) H! (x,A)] + sAexp (-égﬂ) H (2, A)=0  (458)

elde edilir. (4.57) esitligi H, (z, A) ve (4.58) ise H, (z,A) ile garpilir, elde edilen

ifadeler taraf tarafa ¢ikarilirsa

(n — 5) Aexp (—é;ﬁ) H, (z, A) H, (z, A)

= H, (z,A) d% [exp (—éﬁ) H! (;:;,A)} — H, (2, A) % {exp (-égﬂ) H! (x, A)}

A
bulunur. Egsitligin sagina exp (—§x2) H/ (x,A) H. (z,A) terimini ekleyip ¢ikarir

ve gerekli diizenlemeleri yaparsak
75



(n — 5) Aexp (—é;ﬁ) H, (z, A) H, (z, A)

4 [exp (—éx) {Ho (2, A) HL (2, A) — H, (2, A) H, (z, A)}

esitligini buluruz. Bu ifadenin her iki yam [a, b] araliginda integre edildiginde

(n—s)A /b exp (-?ﬁ) H, (z, A) H, (z, A) dz

b

— lexp (-éﬁ) {H, (z,A) H (x,A) — H (x,A) H, (x, A)}

[¢]
elde edilir. Yukaridaki esitlikte a — —oo ve b — oo i¢in limite gegilirse, Teorem

4.3.1 den -
/ exp <_§$2) H,(z,A)Hs (x,A)de =0 , n#s (4.59)

—00

olup

dir.
iii) (4.49) esitliginde ilk olarak n yerine n — 1 alir ve sonra egitligin her iki yam
H, (z, A) ile ¢arpilirsa

H? (z, A)—2V2AH, (z,A) H,_y (x, A)+2 (n — 1) H, (z, A) H,_5 (z, A) = O (4.60)
bulunur. Ayrica (4.49) esitliginin her iki yam H,,_; (x, A) ile carpilirsa

Hpi (2, A) Hy_y (2, A) — 2v/2AH, (v, A) Hy_y (z, A) 4+ 2nH?_| (z,A) = O (4.61)
bulunur. (4.60) ve (4.61) esitlikleri taraf tarafa gikarihirsa, n > 2 icin

H? (z, A)+2(n — 1) H, (z, A) H, 5 (x, A)—H, 1 (v, A) H, 1 (v, A)—2nH? | (z,A) = O

(4.62)

A

elde edilir. (4.62) egitligininin her iki yam W (z) = exp (—42?) ile carpilir (—o0, 00)

araliginda integre edilirse, (4.59) esitligini de gozoniine alarak

/Hi (x, A) exp (—%ﬁ) dx = Qn/Hgl (x, A) exp (—éxQ) dx , n>2 (4.63)
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bulunur. Diger taraftan H; (x, A) = 2v/2A oldugundan

r A r A r A
/Hl2 (x, A) exp (—59&2) dr = /2A:E2 exp <—§x2) dr = 4A/x2 exp (—EmQ) dx
e 0

: (4.64)

dir. Teorem 4.3.ii de n = 1 alimarak elde edilen sonucu (4.64) esitliginde kullanirsak

/HI2 (x,A) exp (—éaf) dv = 4A22A72T (g)

=

= 2(2rA7) (4.65)
olarak bulunur. Hy (z, A) = I oldugundan ve Teorem 4.3.ii den
/Hg (z, A) exp (—éﬁ) dr = / exp (—éﬁ) dr = 2/61472:2 dz
—o0 —00 0
— 2973473 (%) = (27“4—1)% (4.66)
yazilabilir. (4.63) esitligi
/Hﬁ (x, A) exp (—éaﬂ) dx
i 2 A,
= 2n/Hn_1 (x,A)exp (—51’ ) dx
= (2n)[2(n—1)] /HZ_2 (x, A) exp (——m2> dx
— 2= 1)20-2) [ B @ e (——ﬁ) s

= 2n)2(n—1)][2(n—-2)]...[2.2] /H12 (x,A)exp (—éxQ) dx

seklinde yazilabilir. (4.65) esitligi burada kullanilirsa

=

/HZ (z,A) exp <—§x2> dr = (2n)2(n—1)]2(n—2)]...[2.2]2 (2rA7")

= 2l (27477, n>2 (4.67)
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olarak bulunur. (4.67) esitliginde n = 0 ve n = 1 alinirsa, sirasiyla (4.65) ve (4.66)

elde edilir. Bu durumda
/HfL (x,A) exp (—§m2> de=2"n!(27A7")% |, n>0

yazilabilir. Buradan

Nl

L(H:(z,A) =2"n! (27 A7)% |, n>0

olup, n > 0 i¢in A~2 matrisinin tersi oldugundan £ (H2 (z, A)) matrisinin de tersi

vardir. Boylece ispat tamamlanir. m

4.3 Laguerre ve Hermite Matris Polinomlarinin Baglantisi
Lemma 4.1 A€ C™™",

1
Rez > ~5 Vzeo(A) (4.68)

kosulunu saglayan bir matris ise, bu durumda x > 0 i¢in

Az
$7A6 2

: D [6—%$A+nl:|
n.

= g (A 0D (A 57) [0 v 2)

(4.69)
dir (Jodar and Defez 1998).

Ispat. (4.45) ifadesinde n yerine 2n ve x yerine de t\/z alindiginda

"L (=17 (2n)! (24z)"F g2n—2k

Hyp (tVz, A) =) k! (2n — 2k)!

k=0

olup, bu son egitlikte k yerine n — k alinirsa

n (_1)k QkAkI‘thk
2 (n — k).

Hy, (tv/z,A) = (2n)! (—-1)"

k=0

elde edilir. Bu egitlik kullanilarak,
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- fuer o (£ )

e {22k31<i,/123!./[ -y ekl ()

yazilabilir. Esitligin sagindaki integralde t* = u doniistimii yapilirsa Tamm 3.2,

Lemma 3.2 ve Lemma 3.5 den

1 1 )
/ (1—17) (4-31) thdt = 2 / (1-— u)(A%I) uku; du
5 0

_ /(1 _ u>(A+%I)fI u(k+§)1—1du

0

= n(as i ))
= P(A+%I)F(<k+%> I) I"(A+(k+1)1)

(4.71)
olarak bulunur. Gamma matris fonksiyonunun
1 1
r —|I)=1IT =
((e3)r) = rr(ee)
ozelliginden ve Gamma fonksiyonu icin
1 (2k)!
F(k+§>:§%mv?
oldugundan
1 (2k)\/T

yazilabilir. (4.71) ve (4.72) esitliklerinden

/ (1—¢2)430) g2hgy — <A 4 %1) Pl (A (g 1)) VT g

-1

olarak bulunur.
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(-1 G)kA’“ — EDh (67%>
x~Aprk (:UA+nI) = ZTA++1D) DI A+ (k+1)1)

esitliklerini gozoniinde bulundurarak, (4.69) in sag yaninda (4.70) ve (4.73) degerleri

yerlerine yazilirsa

F'(A+(n+1)1) A+1I/1—t2 ’IHQn(t\/_A)

CD” ray sy (A+ %I> (2n)! (=1)"

—-1)" QkAkka (A N 1[) T A (ke D)D) (2k)!ﬁ]

(
(25 (n — k)! > 92|

[ )t Akt 4
- Moo LA (e DT (A (b 1) 1)

Az

D R

k=
_A Az n
SO

k=0

elde edilir. Bir ¢arpimin n. tiirevi icin Leibnitz kurali geregince

i <Z> DF <e—%) Dk (l,A—f—nI) _ pr <6—%mA+n1>
k=0

yazilabilir. Bu sonug (4.74) de yerine yazilirsa, (4.69) esitligi bulunur. Bu ise ispat

tamamlar. =

Lemma 4.2 A matrisi (4.3) kosulunu saglayan bir matris ve A, Re (A\) > 0 olacak

sekilde bir kompleks sain olmak tizere, x > 0 i¢cin

" gk 1 F A+kLN) x‘AeAzz Az 4
Y o= (M =sA) LMY (2) = D" e~ % At (4.75)
k n!

esitligi gecerlidir (Jodar and Defez 1998).

ispat.
o Ao pATRL 6(7‘24+)\I)m67>\x$14+n1 (4.76)
_A Az
v heT le(g_,\I)xeAmfo (4.77)
n! n!
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seklinde yazilabilen (4.76) ve (4.77) ifadeleri, (4.75) esitliginin sag tarafinda yerlerine

yazilirsa
x4 e% Ac 1 (a A
: D" [677$A+n11| _ _‘e(E—AI)ze)\mfoDn [e()\l—g)xef)\xl.AJrnI} (478)
n: n'

olarak bulunur. Carpimin n. tiirevi i¢in Leibnitz kurali geregince

D" He(,\l—g)x} {efmxA%I}] _ i (Z) Dk [e(xl—g)x} Dk [ AnI] (4.79)

seklinde olacaktir. (4.24) de n yerine n—k, A yerine A+ kI ve t yerine de x alimrsa
—A—kI Az
A+EIN) _ € n—k [ _—Az . A+nl
L7 (z) = NCET D F [en A gt ]

olup buradan

pnk [e—m xA—i—nI} = (n — k)lzAtH e—Awafl;kM) (z) (4.80)
dir. Ayrica
k| (A-4 A\ -4
D [e( z)w} = (V-3 e(M=3)e (4.81)
dir. (4.79) — (4.81) esitlikleri (4.78) de yerlerine yazilirsa
7A Ax
ez n —az A+nI
P [ |

n.

= e S (1) (M 5 et L

k=0
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. =

Bu iki lemmanin sonucu olarak asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.5 A matrisi (4.68) kosulunu saglayan bir matris ise, bu durumda

<2(—;)1T)nﬁr (A+(n+1)1)r (A 3l ) / (1)) Hy, (02, A) di

" gk AN® ik
S S (M=) L@ s nz0s sm0 as)
k=0

dur (Jédar and Defez 1998).
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Uyar1 4.2 A, (4.3) kosulunu saglayan bir matris ve X, Re (\) > 0 olacak sekilde

bir kompleks sayr olmak tizere

d
LY (@) = DLYY (@) = ALY (@), n>1

dir. Bu egitligin her iki yanimn x e gore tirevini alirsak
DALMY (2) = =ADLI™Y (2) = (-0 L5 (a)
olarak elde edilir. Bu islem k — 2 defa daha tekrar edilirse
DL (2) = (N LSV @) = LY (@) = (_1)’“ DELIEY ()
bulunur. Bu sonug (4.82) de kullamlirsa

CY ras o+ (A+%I) /(1_t2)<A%I) Hop (t/7, A) dt

-1

n Z’k A k
_ F(ﬁ_l) DFLAN (z) ;' Re(\) >0, n>0, z>0

k=0

seklinde de yazlabilir.

4.4 Jacobi Matris Polinomlar:
Tamim 4.1 A, B € C™" matrisleri
Vzeo(A) igin Re(z)>—-1 we Vzeo(B) igin Re(z)>—-1  (4.83)

spektral kosulunu saglamak tizere, n > 0 dogal sayist i¢in n. dereceden pAB (x)

Jacobi matris polinomu

PAB) (1) = kz: [(Z) (_zgzrkr(fnr B4+(n+k+ 1) NI (A+B+(n+1)1)

xT(B+(n+1)) DY (B+(k+1)I)(1+z)" (4.84)

geklinde tanimlanir (Defez et al. 2004).

Lemma 4.3 P € C™*" olmak tizere, Vz € o (P) i¢in Re(z) > —1 ise, n > 0 dogal

saysy ve Yw € o (P +nl) i¢in Re(w)>n—1 dir.
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Ispat. o (P), A ya gore r. dereceden bir denklem olan |P — AI| = 0 seklindeki
P matrisinin karakteristik denkleminin A koklerinden olugsan bir kiimedir ve bu
durumda Re(A) > —1 dir. P + nl matrisinin 6zdegerleri |(P + nl) — pl| =

denkleminin p kokleridir. Diger taraftan |[(P +nl) —pl| = |[P—(u—n)I| =0
olup buradan A = p — n elde edilir. n bir dogal say1 ve Re (A\) > —1 oldugundan
Re(A\) = Re(u—n) > —1 olup buradan Re () > n — 1 dir. O halde o (P + nl),
P + nI matrisinin p 6zdegerlerinden olugan kiime olmak iizere, Vw € o (P +nl)

icin Re(w) >n—1dir. m

Sonug 4.1 P € C™" olmak tizere, Yz € o (P) i¢in Re(z) > —1 ise, n > 0

tamsayise i¢in P +nl matrist pozitif kararhdar.

Ispat. Lemma 4.3 de n > 0 olmak tizere, Vw € o (P + 1) icin Re(w) >n—1>0

oldugundan ve pozitif kararhilik tanimindan P 4+ nl matrisi pozitif kararhdir. m
Sonug 4.2 (3.5) ve Sonug 4.1 den yararlanarak pozitif kararly B + I matrisi i¢in
(B+1),=T(B+I1+kl)T"(B+I) , k>0

olup buradan
I''(B+(k+1))=B+D),'T'B+I) , k>0 (4.85)

yazlabilir. (4.84) ve (4.85) den yararlanarak

PAB) (1) = Zn: e )'k'( gﬂ (A+B+(n+k))(A+B+(n+k—1)1)
><_ (A+B+(n+1)NT(A+B+n+1))T7'(A+ B+ (n+1)I)

(14 2)"
2k

xI'(B+(n+1)1)(B+1),' T"(B+1)

B (_1)712”: [(n—k‘+1)...(n—1)n(_1)k (A+ B+ (n+1)1),

| |
nl £~ k!

><(B+I)k1r(B+(n+1)1)r1(B+1)(1";x>k

(=" i l(—n +k=1)...(—n+1)(—n)

x (A+B+(n+1)I),

k=0

x (B+1)," (1;x)k I''(B+N)T(B+(n+1)1)
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n! k! 2
xI" " (B+ DT (B+ (n+1)I)

_ Z": [(—n[)k (A+B+(n+1)1), (B+1);" (1 —l—m)k

—1)" 1
— %F (A+B+(n+1)],—nI;B+I; ;x>

xI""(B+ DT (B+ (n+1)I)

yazilabilir. Buradan da, Jacobi matris polinomlarinin

—1)" 1
P (a) = F(A+B+<n+1>1, —nI; B+, %) (B+1), (456)

seklinde hipergeometrik matris fonksiyonu yardimayla bir gosterimi elde edilir.

I. Jacobi Matris Diferensiyel Denklemi

Teorem 4.6 Yn > 0 dogal sayisi i¢in, pAB (x) Jacobi matris polinomu

(1—2*)Y"(z) +2Y'(z)B
—(A+B+z(A+B+2D)Y' (2)+n(A+B+(n+1) )Y (2)=0  (4.87)
matris diferensiyel denklemini saglar (Defez et al. 2004).

Ispat. Sonuc 3.1 den de goriilmektedir ki; A*, B*, C* € C™" matrisleri icin
B*C* = C*B* ve

VYn > 0 tamsayisi igin C* + nl regiiler matris

kogullar1 saglanmak {izere

P B0 = S AL (B C)

n!

n=0

hipergeometrik matris fonksiyonu, 0 < |z] <1 igin

2(1=2)W"(2) = 2A"W' (2) + W' (2) (C* — 2(B*+ 1)) — A*W (2) B* = O (4.88)
I+x

matris diferensiyel denkleminin bir ¢oziimiidiir. z = ve (4.83) kosulu saglan-

mak lizere

A*=A+B+(n+1)I , B*=-nl , C*=B+1I
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olarak segelim. x =2z — 1 den W’ (2) = 2W' (z) ve W" (2) = 4W" (z) olmak iizere
(4.88) denklemine kargihik gelen

1”(1-1” L T Ay B (4 1) D)2V ()

5 5 AW (z) —
L2 (z) (B+I— ”Tx (—n[+[)) (A4 B+ (n+1) )W () (—n)

= 1-2)W"(@)—(A+B+n+1) )W (z) —z(A+ B+ (n+ 1)) W' (z)
+2W' () B+ W' (z)(n+1—z(—n+1)I+n(A+B+(n+1)I)W(2)

= 1-2)W"(2)—(A+ B)W'(z) —z(A+ B+2) W' (z)
+2W (z) B+n(A+B+(n+1)I)W (z)

= 1-2*)W"(2)—[A+B—z(A+B+2)|W'(z)+2W'(z) B
+n(A+B+(n+1)I)W(2)

- 0

dan

(1—a2®) W (z)+2W' () B— (A+ B+z(A+ B+20) W' (z)
+n(A+B+(n+1)I)W(zx)=0

denklemi elde edilir. Karsilik gelen ¢oziim fonksiyonu ise

1
F(A+B+(n+1)[,—nI;B+I; ‘2”“)

seklindedir. Sonug 4.2 den

1+

n!

—1 n
Vg <A+B+(n—|—1) I,—nl;B+1,; )(BH)HZP,EA’B) (z)
(=D 1
n!
dan, P\*P) (x) de ¢oziim olacaktir. Dolayisiyla pB (x) Jacobi matris polinomu,

yazilabilir. ve (B + 1), degiskenden bagimsiz belirli regiiler matrisler oldugun-
—1 <z < 1 i¢in (4.87) denklemini saglar. Bu nedenle (4.87) denklemine Jacobi

matris diferensiyel denklemi denir. m

Sonug 4.3 n > 0 tamsayist i¢in, —1 < x < 1 arahgnda pAB (x) Jacobi matris

polinomu
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D14 2) (1= )BTy () (1 ”)B

dx 1l—=x
+n(A+B+(n+1)I)(1—2x) Y (z) T =0 (4.89)
denkleminin bir ¢ozimiidiir.
1+2\"
ispat. (4.87) denkleminin her iki yamm soldan (1 — z)*™® ve sagdan —

ile garptiktan sonra gerekli diizenlemeler yapildiginda, (4.89) denklemi elde edilir.
Dolayisiyla (4.87) denklemininin bir ¢oziimii olan pAP) (x) Jacobi matris polinomu,

(4.89) denkleminin de bir ¢tziimiidiir. =

II. Jacobi Matris Polinomlar1 Icin Rodrigues Formiilii
Bu kisimda ilk olarak, Jacobi matris polinomlar: i¢cin Rodrigues formiiliiniin
elde edilmesinde kullanilacak bazi lemmalar ispatlariyla birlikte verilecektir.

Burada A, B € C™" matrisleri igin (4.83) kosuluna ek olarak
AB = BA (4.90)
kosulu da saglanmalidir.

Lemma 4.4 M, N € C™" olmak tizere

MN =NM
M ve N — M pozitif kararly matrisler (4.91)
Vk > 0 tamsayst i¢in N + kI regiiler matris

kosullar: saglansin. Bu durumda her n dogal sainst i¢in
F(—nI,M;N;1)=T(N—-M+n)T"*(N+nl)T"' (N - M)T'(N)

esitligi gecerlidir (Defez and Jodar 2002).

Ispat. (2.3) gosteriminden, (3.4) ve (4.91) den yararlanarak

(M), (N);' = T"H(M)T (M +KI) [["H(N)T(N + kI)]
= "' (M)T(M+ kT (N +KkI)T (N)
r(MT(N-MT(N—-MT(M+kHT (N +EIT(N)

(4.92)
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yazilabilir. Diger taraftan (3.17) tanimi, Lemma 3.2 ve Lemma 3.5 den

1

/tM+<k—1>f (1— VM1 = B(M+EI,N—M)=B(N—MM+kI)

0

= I'(N-M)D(M+KET " (N+kI)  (4.93)

olup (4.92) ve (4.93) den

1

(M), (N);" =T (M)T™ (N — M) ( [ @ =¥ ) T
' (4.94)

yazilabilir. (4.94) esitligi kullamlarak

F(—nl,M;N;1)
_ i (_nI)k<M)k<N)I;1

(—n), 't (Mk?!l“—l (N — M) (/tM+(k1)I (1— N2 dt) T (N)

0

/ ( - k) DT (N = M) (1= YT () e

k=0

bulunur. n > k igin (—n), = 0 oldugundan [t| < 1 i¢in

“ —nktk > —nktk n

k=0

dir. O halde

F(—nI,M;N;1)

_ / (i (_71?']@ tk> tM_I (1 . t)Nfol P_l (M) F_l (N B M)F(N) &t

k=0

/tM Ta—y" -y (M) T (N — M)T(N) dt

( / tM=T (1 — )N M= dt) " (M)T~" (N — M) (N)
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seklindedir. (3.17) tamimi, Lemma 3.2 ve Lemma 3.5 kullanilarak yukaridaki esit-

likten F nin ifadesi

F(-nI,M;N;1) = B(M,N—M+nI)T""(M)I'"' (N —M)I(N)
= I'(M)L(N=M+n)I7"(N+n)T"(M)T" (N — M) (N)
= I'(N=M+n)T7"(N+nl)T™" (N - M)T (N)

olarak elde edilir. Bu ise istenilendir. m

Lemma 4.5 C,E € C™*" matrisler: i¢in E pozitif kararlh ve EC' = CE olmak

uzere,
Vk > 0 tamsayisy icin C' + kI ve C — E + kI regiiler matrisler
kosulu saglansin. Bu durumda |t| <1 ven =0,1,... i¢gin
1t

F(—nI,E;C;t)z(l—t)”F( nl,C — E:C: t)

dir (Defez and Jodar 2002).
Ispat. (2.6) dan |t| <1 igin

(1—1t)" :i 7’15Z

=0

dir. O halde (—nl), = (—n), I oldugundan ve yukaridaki esitlikten

(1—8)"F(—nl,C - E;C; %)

Z (k —n), (=n), (C - E), (O), (_1)k fitk

dir. (—n), (—=n+k), = (-n),,;, ve k>n igin (—n), =0 oldugu dikkate almirsa

(1—)"F (—nI,C’ _ B 1—__tt) _ Z (=1) s (Cuk!E) £ (O)i (—1)F itk



yazilabilir. (2.16) dan dolay, esitligin saginda i yerine i — k alinarak

(1—t)"F< nl,C — EC’l_t> 2;}; (=n), C E,L,(C)k (—1)F¢
il

elde edilir. Burada da (—i), = (—1)* m

esitligi kullanilirsa

(1—1t) F< nl,C — E;C, 1—tt> — i(_:)z i(_i)k(C—k!E)k(C)kl g

bulunur. Lemma 4.4 den ve CE = EC  oldugundan

(1—t)”F< nl,C — E: C: 1_tt>

LT(E+i) T H(C+i) T (E)T(C)¢

I
2

N
Il
o

LT(E+i)THEYTH(C+i)T(C) ¢t

I
2

@
Il
=)

yazilabilir. (3.5) gosterimi de dikkate alindiginda

elde edilerek ispat tamamlanir. m

Sonug 4.4 C, E € C™*" matrisleri i¢in E pozitif kararl ve EC' = CE olmak iizere
Vk > 0 tamsayist i¢in C' + kI ve C — E + kI regiiler matrisler

kosulu saglansin. Bu durumda |z| <1 ven =0,1,... i¢in

F(—nI,E;C;lgx):(lgnx) F< nl,C — E;C, 90—1—1)

dir.
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+x
alinirsa

. 1
Ispat. |z| <1 igin

1
' <1 oldugundan Lemma 4.5 de t = e

_1+x
Flonnpo 222 - (122 plonre—po—2
2 2 1_1+x
2
= (1-=) F(—nI,C’—E;C;x+1)
2n z—1

olarak bulunur. =
(4.86) egitliginde gosterildi ki, A, B € C™*" matrisleri icin (4.83) ve (4.90)

kosullar1 saglanmak iizere Jacobi matris polinomlarinin ifade ediliginde

1
F(A+B+(n+1)[,—nI;B+I; ;”C)

hipergeometrik matris fonksiyonu kullanilmigtir. Bu fonksiyonun bilinen 6zellik-

lerinden biri de

1+z

1
F(A—i—B—I—(n—i—l)[,—n[;B—l—[; ):F(—n[,A—{—B—i—(n—l—l)[;B—{—[; —;—x)

seklindedir.

E=A+B+(n+1)I ve C=B+1

ile gosterilmek iizere E pozitif kararli ve de EC' = C'E oldugundan Sonug 4.4 den

1
F(—nI,A+B+(n+1)I;B+I; ”)

2
1—x)" 1
_d-2 F(—n[,—(A+nI);B+I;x+ ) (4.95)
2n z—1
yazilabilir. Ayrica
n!
(1) I, k<n
(—nl), = (-n)I= (n—k)!
@) , k>n

(—(A+nl), = {—-A+nD)}{-(A+nl)+I}. .{—(A+nl)+(k—1)I}

= (-)"A+nD)A+n—-DID)...(A+(n+k—-1)1)
90



oldugunu dikkate alarak, (4.86) ve (4.95) den

PAB) ()
—1)" (1= 2)" (D), (= (A+nD), (B+ D), (z+1)"

k=0

= (_ﬁff Z (Z) (—(A+nl),(B+ D), (B+I),(1+2) (1—2)"" (4.96)

2

d
seklinde bulunur. Diger taraftan D = T olmak {izere,
x

D) [(1 — x)A+nI] = (_l)k (A+nl)..(A+(n+k-11)(1- m)AJr(n—k)I

= (~(A+aD),A-a) (1 -2)""

DO [+ 2)" ™| = (Bnl) . (B+ (k+1)1) (1+2)"
= B+nl)..(B+(k+1D)I)(B+D), (B+D."(1+z)"™

= B+D;"(B+1),(1+2)" 1+

n

esitliklerinden ve (4.96) dan

PP () = (_1).71 1-2)*(1+2)" i <Z) D® [(1 - :c)A+"I] D=k [(1 + :c)B*’”}

olup, carpimin tiirevi icin Leibniz kuralindan dolay1 da bu son esitlikten

PAB) (1) = (2—72‘” (1— m)—A (1+ x)—B D [(1 _ m)A+nI (1+ $>B+n1]

elde edilir. Bu sonucu asagidaki teoremle tzetleyelim.

Teorem 4.7 A, B € C™*" matrisleri igin (4.83) ve (4.90) kosullar: saglanmak izere,
n=0,1,... i¢in (4.84) ile verilen pAP (x) Jacobi matris polinomlar:
—1)"
PAB) (z) = =1 (1—xz) (1 +z)"? DM [(1 — )1+ 2P (4.97)

2np)

seklinde de ifade edilir. Bu ifadeye Jacobi matris polinomlar: i¢in Rodrigues formiili

denir (Defez et al. 2004).
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II1. Jacobi Matris Polinomlarinin Ortogonalligi

Lemma 4.6 A, B € C™" matrisleri i¢in (4.83) ve (4.90) kosullar: saglansin. Q (x)

keyfi bir matris polinomu olmak tizere

lim (1—-2?)(1-2)"(1+2)°Q(z)=0

z—1—

ve

lim (1-2?)(1-2)"(1+2)°Q(x)=0

r——11

egitlikleri gegerlidir (Defez et al. 2004).

ispat. 1-22)1-2)*1+2)2Q@) = 1 -2 1 +2)"7"Qx) dr. Ik
olarak + — 17 durumunu dikkate alalim. x = 1 in simirh acik bir komsulugu V

olsun. @ (x) siireklidir ve bu nedenle V' nin kapamginda simrhdir. Boylece
1Q(z)|| < K1 VreV ve K, eRT

dir. Keyfi bir P € C™*" matrisi i¢in Lemma 2.10 dan
1’71
N t
k=0

dir. O halde A + I matrisinin Schur ayngmm Q¥ (A+1)Q = D + N olmak iizere

-] < 1 gyaen 5 (V] Vil )" (499

dir. A matrisi i¢in (4.83) ve (4.90) kosullar1 saglandigindan dolay1 A+ I matrisi igin
Vzeo(A+1I) igin Re(z) >0
olacaktir. Buradan o (A4 I) > 0 oldugu goriilmektedir. 0 < j <r —1 igin

limt*|lnt =0 , a>0
t—0t

oldugundan dolay1

lim (1—2)** D na-z)f =0, j=01,.,r—1
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dir. Fakat

0< |- < =2y S~ (V)i (1 = )"

[
— k!

ifadesindeki son terim x — 17 igin sifira yaklagtigindan esitsizlik tistten sinirhdir.
O halde

lim (1—2)*"" =0

rz—1—
dir. Diger taraftan

lim (1+a2)"* =28+

ve H(l + :l:)BHH , V' de smirhdir. Sonug olarak
o < s oa oo
< oo oot
e
olup

lim (1-2%)(1-2)"1+2)"Q(x)=0

rz—1-

elde edilir. Tamamen yukaridaki isleme benzer sekilde

lim (1-2*)(1-2)"(1+2)°Qx)=0

r——171

oldugu da gosterilebilir. m

Lemma 4.7 K,L € C™" matrislert i¢in
Vzeo(K) igin Re(z)>—-1 wve NYweo(L) igin Re(w)>—1 (4.100)

kosullar: saglanmak tizere

1
/(1+x)K(1—x)Ldm:2K”B(K+I,L+I)2L

-1

dir (Defez and Jodar 2002).
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1
. 1
Ispat. / (1+2)% (1 —2)"dr integralinde t = N

-1

+x

doniisiimii yapalhim. Bu
-z

durumda z = olmak tizere

t+1
/ r t—1\" t—1\" [t—1
1421 —2)de = 14— 1———= e
/( Tt (1—a) de /( +t+1> ( t+1> d(t+1>
-1 0
s K L
- [*(7) () rer
t+1 t+1 (t+1)
0

o 1 K+L+2I
— 2K+I /tK (H_1> dt 2L

0

1—u

1
elde edilir. Esitligin sagindaki integralde u = 171 doniistimii yapilirsa ¢ =
u

A K+ L42l l—u L
U d| —— 2
U U

—1
(1 _U>K U_K uK+L+2[ —2dU 2L
U

olup

1
/(1+I)K(1—x)Ldm g
21

_ 2K—|—I

S P T

= 2fH (1 —u)™ u* dul| 2"

elde edilir. (4.100) kogulu altinda, Beta matris fonksiyonunun tanmimindan

1
B(K+I,L+I):/(1—u)K u® du
0

olup, yukaridaki egitlikte yerine yazilirsa

1
/(1—|—x)K(1—x)Ldm:2K+IB(K+[,L—|—I)2L

S
olarak elde edilir. m

A, B € C™" matrisleri i¢in (4.83) ve (4.90) kosullar saglanmak iizere (4.87)
denkleminin (4.89) self-adjoint formu, piP (x) in (4.89) denklemini sagladigim da

dikkate alarak
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dx

n(A+B+(n+11)(1—2)"(1+z)

seklinde yazilabilir. (4.101) denklemininin her iki yam sagdan Py,

4
dx

+n(A+B+(n+1)1)(1—z)" (1 +2)" P4 (z) PAB) (1)

d [(1 ) (1-2)*(1+2)

[(1 —22)(1-2)*(1+2)

g d

P
dx

g d
dx

@)

n

— PP (x )} PP ()

B p(A,B)

() =0 (4.101)

(4.B) (x) ile garpilirsa

O

(4.102)

elde edilir. (4.102) denkleminde m ile n nin rolleri degistirildiginde ise

d
dx

m(A+ B+ (m+1)1) (1 —z)* (1 +z)° PAP (z) PAP) (2)

bulunur.

gore degismeli oldugunu gozéniinde bulundurarak, (4.102) ve

[(1—x)(1—x)A(1+x)

g d
dx

taraf tarafa gikarilirsa

d

dx
d
dx

(1=
[(1_33

(=) (1+0)" TP @)
1= (1+0)" TP o)

— PP (x )} PP ()

=0  (4.103)

—1 < x < 1 olmak tizere, Jacobi matris polinomlarinin ¢arpma islemine

(4.103) denklemleri

+n=m)(A+B+m+n+11)1-2"1+2)? PP (2) PSP (z) =0

esitligi elde edilir. (4.104) esitliginin soluna

ve

(1-2%) (1 —-2)"(1+2)

(1—2%) (1 —2)"(1+2)

g d
dz

g d
dx

P

P

) (x)

(4.104)

—P
dr ™

terimlerini ekleyip cikardiktan sonra gerekli diizenlemeler yapildiginda

d

- (1-2%)(1

+ (n —

— o) (1+2)" {P,(,LA’B)

()
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PO (@) = (P @) PP ()}
m)(A+ B+ (m+n+1)1)(1—2z)"1+2z)” PAD (2) PAD (2) =0

(4.105)



bulunur. Burada, kisalik icin

Qo) = P () P o) = (P @) P (2)

olmak iizere, (4.105) esitligini —1 <z <1 araliginda integre edersek

(m—n)(A+ B+ (m+n+1)I) / (1—2)* (1 +2)% PAB () PAP) (1) da

1

- [2 0= 0-0t a0 Qw)] i

-1

= lim (1-2*)(1-2)"(1+2)°Q(z)~ lim (1-2*)(1-2)"1+2)"Q ()

r—1— r——11

olur. Burada Lemma 4.6 min kullamlmasiyla, A+ B + (m+mn+1)I regiiler bir
matris olmak {izere

/ (1= 22 (1 +2)2 PAB) (2) PAB) (2 de = O, n#m

-1

elde edilir.

Jacobi matris polinomlarinin ortogonalliginin ispatinin tamamlanmas: igin

n=20,1,... olmak iizere

1

/ (1—2)* (1 + )" [PAD) (2)] da

-1

integrali ile tanimlanan matrisin regiiler oldugunu dogrulamak gerekir.

Teorem 4.7 den

1

/ (1 =2 (1+2)° [P ()] do

-1

_1)"

= (27173‘ /PéA’B) (.’E) D(n) [(1 . x)A-‘rnI (1 + x)B—l-nI dx (4106)
s}

dir. n>1 ve 1<k <n igin Lemma 4.6 dan
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mlf’lﬂ,D n—1) [<1 )A+nl( )B+nI:| pAB () =0
lim D™D [ A+nI (1+ )B+nl] pAB (2) =0
xlir{l,D n—2) [<1 )A+nl( )B+nli| PéA,B) () =0

- 0

r——11
lim D"~ 2y (1 ¢ )BW] PAB) (2) =

rz——171

(4.107)

lim D" [(1 _ x)A+nI (1 n m)B+nI:| Py(LA,B) (g;) -0

r—1—

lim D [(1 — ) (14 a;)BW} PAP () = O

z——11

Vs

dir. (4.106) esitliginin sagindaki kisma bir defa kismi integrasyon uygulandiginda

21|

ﬂ/Pr(LA,B) (z) D™ [(1 _ o)t +x>B+nIi| dr

X (2 )' pn-1) [(1 _x)AJrnI(l +x)B+nI:| P(AB) ()
"n!

olup burada (4.107) esitlikleri kullanilirsa

(2_]-)' /Pr(LA,B) (ﬁC) D(n) |:(1 o x)A-‘rnI (1 +x>B+nIi| dx
"n!
21

n+1
— d
_ ( 21) ' /d_PTSA,B) () DO [(1 _ )4l +x)B+nI] d
"n! X
21

elde edilir. (4.107) dikkate alinarak bu iglem n — 1 kez daha uygulanirsa

1

/ (1= (1+2)° [P ()] do

-1

(=)™ [d (A,B) A+nl Bnl
=t | gt (@) [(1 — )" (1+x) ] dx (4.108)
—1

elde edilir. (4.84) esitliginden ;l—P,(LA’B) (x) direkt olarak hesaplandiginda
I»TL

d" (A,B) (x) —

= ir(A+B+(2n+1)J)r*1(A+B+(n+1)1)

on
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seklinde olup, bu deger (4.108) esitliginde yerine yazilirsa

1

/ (1 =2 (1+2)° [P ()] do

-1

F(A+B+2n+ 1) T ' (A+B+(n+1)1)
X / 1 -2 (1 +2)? ™ da (4.109)

-1

= Qg

bulunur. AB = BA oldugunu dikkate alarak, Lemma 4.7 den K = B +nl ve
L=A+nl alnirsa

1
/ (1+2)2™ (1 =)™ de = 2B+ VIB(B+ (n4+1) I, A+ (n+ 1) I) 24+

-1

(4.110)

olur. Teorem 3.3 den dolayi,

BB+n+1)I,A+(n+1)I) = T(B+(n+1) )T (A+(n+1)I)
xI'"(A+B+2(n+1)I) (4.111)

dir. (4.109), (4.110) ve (4.111) den

/ (1= (1+2)° [P ()] do
— 2AJ:T+IF(A+B+(2n+1)I)F_1(A+B+(n+1)I)F(B+(n+1)I)
x[(A+(n+ 1) DT " (A+B+2(n+1)1)

olarak bulunur. Buradan goriilmektedir ki, ikinci yan regiilerdir. O halde,

1

/(1 — )" (1 +2)" [P,(LA’B) (l‘)]2d£ﬂ

-1

integralinin tanimladigl matris de regiilerdir.

Teorem 4.8 A, B € C™*" matrisleri i¢in (4.83) ve (4.90) kosullar: saglanmak iizere,

negatif olmayan n tamsayilar: i¢in
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/ (1—2)" (1 +2)F PAPD (2) PAP) (2) da
O , n#EMmM
= 2A:!B+IF(A+B+(2n+1)I)F1 (A+B+(n+1)I)
XP(B+(n+1) T (A+(n+1))I""(A+B+2(n+1)I)

oldugundan, {P,gA’B) (x)} Jacobi matris polinom ailesi, [—1, 1] araliginda
n=0

W (z,A,B) = (1 — )" (1 + 2)” matris agurbik fonksiyonuna gore ortogonaldir (De-
fez et al. 2004).

IV. Jacobi Matris Polinomlar1 I¢in Ug Terimli Matris Rekiirans Bagintisi

(4.84) ile verilen piP (x) Jacobi matris polinomlariin n > 1 i¢in bagkatsay1

matrisi regiilerdir. n-yinci dereceden herhangi bir @) () matris polinomu

Q(z) = i AePAP) () (4.112)

formunda tek sekilde ifade edilebilir (Jodar et al. 1996). Burada k = 0,1, ...,n igin
Ay € C™" belirlenecek matrislerdir. P (x), en fazla n — 1 dereceden bir matris

polinomu olmak iizere, Teorem 4.8 ve (4.112) esitliginden
/ P2)(1—2) (1 +2)% PAP) (5)dg — O (4.113)

yazilir. n > Oicin (1 + z) piP («) matris polinomu (n + 1) . dereceden olup (4.112)
esitliginden

n+1

(1+2) PAP) (2) =Y AP (), AveC™ (4.114)
k=0

dir. £ =0,1,...,n+ 1 igin Ay katsayilarim belirleyelim. Teorem 4.8 i dikkate alarak,
esitligin her iki yamm (1 — z)* (1 + z)? pAB) (x) ile sagdan ¢arptiktan sonra [—1, 1]

araliginda integre edilirse
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/ (1+2) PAP) (2) (1 — o) (1 4 )7 P4 (2) da

-1

= / (i AkPk(A,B) () (1 — x)A (1+ x)B pLAB) (x)) de

-1

n+1 1

=3 | / PP (2) (1 — 2)* (1 + 2)® PP () da
k=0 el
k#s

+ A / PAB) (1) (1 = 2)A (1 + 2)° P4 (2) da

A, / PAP) () (1= 2)A (1 + 2)8 PAP) (2) da
“1
olarak bulunur. s yerine k alarak elde edilen son esitligi tekrar yazalim.

1

A / (1 —2) (1 + )% (PP (gc))2 do

B / (1+2) PP (2) (1= 2)* (1 + 2)” PP (@) do

Esitligin sagindaki integral, & = 0,1,...,n — 2 i¢in (4.113) esitliginden dolay1 O
matrisine egit olacaktir. Dolayisiyla & < n — 2 i¢in Ay, = O oldugundan (4.114)

esitliginden
(1+2) P () = A P2 (2) + AP (@) + Apn B (@) (4.115)

yazilabilir. A, B € C™" matrisleri igin (4.83) ve (4.90) kosullar1 saglanmak iizere,

(4.115) deki A,,—1, Ay, Apyr € C" matrislerini belirleyelim. Jacobi matris poli-

nomlarmm (4.84) gosteriminden yararlanarak P (z) , PP (2) ve P,(Li’lB) (x)

matris polinomlarimin ifadeleri (4.115) de yerlerine yazilirsa

n

(1+2))

k=0

.F(B+(n+1)1)r*1(3+(k+1)1)(1+x)k]

(Z)%F(A—FBvL(n+k+1)I)F_1(A+B+(n+1)I)
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:An_lnzj [(n;1>%F(A+B+(n+k)I)F_1(A+B+nI)

.F(B+nI)F’1(B+(k+1)])(1+x)k]

+ A,
k=0

TA+B+(n+ 1) DT(B+n+1)DT B+ (k+1)1)(1+2)

n+1

+ An+1 Z

D(B+n+2) )T (B+(k+1)I)(1+z)*

(Z)%F(A+B+(n+k+1)l)

(”Jrl)% (A+B+(n+k+2)TH(A+ B+ (n+2)1)

bulunur. Burada ilk olarak esitligin solundaki toplamin 6niindeki (1 + x) katsayisim
toplam igine aldiktan sonra toplamda k yerine k£ —1 alalim ve toplamlarin sinirlarini
k =1 den k =n — 2 ye olacak sekilde diizenleyelim. Bu islem yapildiginda ise

n—2

=

T(B+(n+1))TY(B+kI)(1+2)"

( " )%F(AJFBJF(n+k:)I)F—1(A+B+(n+1)I)

_|_

( )Qn 22,2 I'(A+B+(@n—1)T " (A+ B+ (n+1) )T (B+ (n+1)I)

I 'B+m-1)DA+z)""

_|_

(ni1)%F(A+B+2nf)l“—l<A+B+(n+1)I)F(B+(n+1)I)

I (B+nl)(1+z)"

n (Z) <;}:jnr(A+B+(2n+1)1)r—l (A+ B+ (n+1)1)

T(B+Mn+1) NI B+ n+1)1)[1+z)""

_ n—1 (‘Unl -1 -1
=Ny 0 )mF(A+B+nI)F (A+ B+n)T'(B+nl)T" " (B+1)

+An71n_ [(ngl)%r(fl—l—B—i—(n—l—k)I)r1(A+B+n])

TB+n) T Y B+ (k+1)I)(1+2)"
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—_

I B+n1)(1+ )
F'(A+B+n+1)DT(A+B+(n+1)I)
( + 1) NI Y (B+1I)

n+k
(> S I'A+B+(n+k+1)1)

I (A+B+ n+1) NI (B+n+1))T B+ (k+1)1)1+2z)

+An

><2n v A+B+2n1)r*1(A+B+(n+1)I)P(B+(n+1)I)

n
n_
I (B +nl)( 1+x)

+A, ) o T (A+ B+ 2n+1)1)

I A+B+n+1) DT (B+m+1) DT "B+ n+1)I)(1+2)"

+Ant1 <ngl> 25 (;):T)!F(AJF B+(n+2) )T " (A+ B+ (n+2)I)

T (B+nm+2)) I (B+1I)
n—2
+An+1
k=0

F(B+(n+2)I)F’1(B+(k+1)[)(1+x)k]

(nz1>;k_(17ini1+)1!F(A+B+(”+’f+2)1)F‘1(A+B+(n+2)1)

+1 _
n+1<n >2n1 F(A+B+2n+ 1) T YA+ B+ (n+2)1)

T(B+(n+2)1) (B+n[)(1+:z;) -
n41 (_1)2n+1
27 (n+1)!
ITB+n+2)HT ' (B+Mn+1)I1)1+z)"
122
T
TB+n+2)DHT Y (B+n+2)1)(1+2)""

F(A+B+@2n+2) )T (A+ B+ (n+2)1)

F(A+B+@2n+3) )T ' (A+ B+ (n+2)1)

olarak bulunur. Kargilikh olarak 1 4+ x in kuvvetlerinin katsayilar: esitlenirse;

(14 2)° 1n katsaysi,

n—1
O = An_l(n_l) (1) T(A+B+nl) T (A+B+n)T(B+nl) I (B+1)
1

+An(g> (20 i FN(A+B+(n+1)DT A+ B+ (n+1)1)

IT(B+n+1)NH)TH(B+1I)
102



+Apiq <n31> 2§z;t+11>!r(14+ B+(n+2) )T " (A+ B+ (n+2)I)
IT(B+n+2) )T (B+1I)

dan

nn+ )N, 1 —(n+1)A, (B+nl)+ A1 (B+nl)(B+(n+1)I)=0 (4.116)

seklinde, 1 <k < n—2 icin (1 + 2)* nin katsayis
n ) (=0T 1F(A+B+( +E) )T (A+ B+ (n+1)1)
k—1) 2-1n) " "
T (B+(n+1)T " (B+EkI)

:An_l(n;1)%1“(14—%3—1—(n+k)I)I‘_1(A+B+nI)

T (B+n) T (B+ (k+1)1)

+AH<Z>%P(A+B+(n+k+1)I)F1(A+B+(n+1)])

I(B+ n+1)I)F (B+(k+1)I)

+A " 1 "+k+1 F'A+B+(n+k+ YA+ B+ (n+
B 2)1 B 2)1

+(n+2) ) (B+(k+1)])
dan
(A+B+n+k) ) (A+B+n+k+1)I)" " (A+B+(n+1)I)(B+nl)
—n—k+1)(n—k)A 1 (A+B+n+E) D) " (A+B+(n+k+1)1)"
(A+B4+nl)(A+B+n+1)1)(B+kI)™"
—(n—k+DAA+B+n+k+1)I) " (A+B+(n+1)I)(B+k) (B+nl)
+ A1 (B+EDN (B+nl)(B+ (n+1)1) (4.117)

seklinde, (1 +z)""" in katsayisi

(nﬁg) (;j)z;!2F(A+B+(2n—1)I)F1 (A+B+(n+1)1)
ITB+M®m+1)DI ' (B+Mnm-1)1)

:An1<Z:1>%F(A+B+(2n—l)l)l“1(A+B+n[)

T(B+nl)T7' (B +nl)

103



+ A (n " 1) S:_):!lr (A+B+2n) T (A+ B+ (n+1)1)
T (B+(n+1)T Y (B+nl)

+An+1(2fi)%rm+3+(2n+1)1)r—1(A+B+(n+2)1)

I (B+n+2) )T (B+nl)

dan

2(n—1)(A+B+2n—1)1)" (A+B+2nl) " (A+ B+ (n+1)1) (B +nl)
=20 1 (A+B+2n—1)1)""(A+B+2nl)"" (A+ B+nl)
(A+B+n+1)D)(B+(n-1)ID)"

— 20, (A+B+2nD) " (A+B+(n+1)1)(B+(n—1)1)"" (B+nl)
+ A1 (B+(n—=1)1) """ (B+nl)(B+(n+1)I) (4.118)

seklinde, (1+ z)" in katsayst,

(nil) (;)T;F(A*B*Q”I)Fl (A+B+(n+1)T(B+(n+1)1)

I (B+nl)(1+z)"

:An(z> (;T}T)jnF(A—l—B+(2n—|—1)I)F1(A+B+(n+1)I)F(B+(n+1)I)

I (B+Mnm+1)1I)

+ Ania <n;§1> 2([(713??)!1“(14+ B+(2n+2) )T (A+ B+ (n+2)1)

ITB+n+2)HTH(B+n+1)I)

dan

m(A+B+2nl)  (A+B+2n+1)I)" ' (A+B+ (n+1)I)

= MNA+B+2n+ 1)) " (A+B+(n+1)I)(B+nl)™"
+ A B+ (n+1)1)(B+nl)™ (4.119)

seklinde ve (1 + )" in katsayis: ise
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(Z) <;r»1¢)jnr(f‘+3+(2n+1)1)r—1(A+B+(n+1)1>r<B+(n+1)1)

I (B+Mm+1)I)

A, (M ﬂF(A+B+(2 +3) )T ' A+ B+ (n+2)I)
SO 1) (1) " "

IT(B+m+2) )T (B+n+2)I)
dan

A = 2(n+1)(A+B+(n+1)D)(A+B+@2n+1)1)""
(A+B+@2n+2)D)7" (4.120)

olarak bulunur. A, degeri (4.119) da yerine yazildiginda

n(A+B+2nl)  (A+B+2n+1)I)" ' (A+B+ (n+1)I)
= MNA+B+2n+ 1)) " (A+B+(n+1)I)(B+nl)™"
2+ 1D)(A+B+n+1)D(A+B+@n+ 1)) (A+B+2n+2)1)""

(B+n+1)I)(B+nl)™"
olup buradan

Ap=-2n(B+nl)(A+B+2nl) ' +2(n+1)(A+B+@2n+2) )" (B+ (n+1)I)
(4.121)
olarak elde edilir. (4.120) ve (4.121) degerleri (4.118) de yerlerine yazilirsa

2(n—1)(A+B+2n -1 1) (A+B+2nl) " (A+ B+ (n+1)I)(B+nl)
=20, 1 (A+B+2n—1) 1) (A+B+2nl)" (A+ B +nl)
(A+B+n+1)D)(B+(n-1)1)"
—2(=2n(B+nl)(A+B+2nl) ' +2(n+1)(A+ B+ (2n+2)I)" (B+ (n+1)1))
(A+B+2n) " (A+B+(n+ 1)) (B+(n—1)1)" (B+nl)
+2n+1)(A+B+n+1)D)(A+B+2n+ 1)) " (A+B+2n+2)1)"
(B+n-1)0)"(B+nl)(B+n+1)I)

olup buradan A,,_; matrisi gekilirse
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A1 (A+B+@2n—1)1)"" (A+B+2nl)" (A+ B+nl)
(A+B+n+1)D)(B+(n-1)I)"
=n—1)(A+B+2n—-1)1) " (A+B+2nl) " (A+ B+ (n+1)I) (B +nl)
—2n(B+nl)(A+B+2nl) " (A+ B+2nl) " (A+ B+ (n+1)1)
(B+(n-1)1)""(B+nl)
+2(n+1)(A+B+2n+2)I) " (B+(n+1)I)(A+B+2nl)™"
(A+B+n+1)I)(B+(n—-1)I)"(B+nl)
—n+D)A+B+(+ D)D) (A+B+@2n+ 1)) (A+B+2n+2)1)"
(B+(n—-1)D"(B+nl)(B+n+1)I)

dan

Ay = (m=1)A+B+nl)'(B+(n—-1)1I)(B+nl)
—(n+1)(A+B+2n—1)1D)(A+B+2nl)(A+B+nl)""
(A+B+2n+ 1)) " (A+B+2n+2) 1) " (B+nl)(B+ (n+1)I)
—2n(A+B+2n—1)I)(A+B+nl)" (A+ B+2nl)"" (B +nl)?
+2(n+1)(A+B+2n—1)1)(A+B+nl)™"

(A+B+@2n+2) )" (B4+nl)(B+ (n+1)I) (4.122)

seklinde bulunur.

Teorem 4.9 A, B € C™*" matrisleri i¢in (4.83) ve (4.90) kosullar: saglansin. A1,
A, A1 € C7 matrisleri siraswyla (4.122), (4.121) ve (4.120) ile verilmek tizere,

(4.84) ile verilen piAP (x) Jacobi matris polinomlar:
M P2y (@) = (o1 + {1 = A} P (0) = Aua B (@), 21

seklinde 1i¢ terimli bir matris rekirans bagintisinae saglar (Defez et al. 2004).
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5. SONUCLAR

[k olarak F (A, B;C;z) hipergeometrik matris fonksiyonunun integral gosterimini
ifade eden kosullar1 biraz daha genisleterek Teorem 3.7 yi agagidaki sekilde yeniden

verelim.
Teorem 5.1 A, B,C € C™" matrisleri i¢in

BC=CB
B ve C'— B pozitif kararlh matrisler

Vk > 0 tamsayst i¢in C' + kI regiiler matris

kosullar: saglanmak tizere |z| < 1 igin
1
F (A B;C;2) = / (1—t2) P T Q=) P Tat | 0BT (C-B)L(0)
0

dar.
Ispat. Teorem 3.7 nin ispatina benzer sekilde yapilir. m

Lemma 5.1 B,C € C™*" matrisleri i¢in

BC =CB
B wve C — B pozitif kararly matrisler

Yk > 0 tamsayist i¢in C' + kI matrisi regiiler

kosullar: saglanmak tizere

e "W (B;C;t) = 1F, (C — B;C; —t)
esitligi gerceklenir.
Ispat. Lemma 4.4 dikkate alimarak

e 1R (BiCst) = et (BR(C)'



oo n
n
4t

= Y S ) HBR(©O); =D

n=0 k=0

ad - —nIkBkCI;I —t)"
_ Z<Z< ><k!>< ) )(n!>

n=0 \k=0

- ir (C—=B+nITH(C =BT HC+nl)T(C) (_nt!)n
oo T
= Y (C-B).(0), (n!)

n=0

= 1F (C—B;C;—t)

esitligi elde edilir. m

Not: n. dereceden L$ (t) Laguerre matris polinomlarmm (4.12) ile verilen

LAY (1) = Zn: 7(;__1)@’!\];! (A+1), (A+1), 'tk

seklindeki ifadesi,

(=" _ (=n)
egitliklerini kullanarak,
(A+1), < ()"
LN (1) = e S (), (A4 D S (51)
! pare !

seklinde de gosterilebilir. Ayrica hipergeometrik matris fonksiyon gosterimi dikkate

alindiginda ise

(A+1)

LA (1) = L Fy (—nl; A+ 7 \t)

n!

bi¢imindedir.
Teorem 5.2 A\, Re(\) > 0 olacak sekilde bir kompleks sayr ve A € C™",
—k¢o(A) , Yk>0 tamsays igin (5.2)

kosulunu saglayan bir matris olmak tizere, n. dereceden L (t) Laguerre matris

polinomlar: i¢in

d
o [tALY (8)] = (A+nl) ¢471 LAY (¢)

egitligi gerceklenir.
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Ispat. (5.1) esitliginin her iki yanim ¢* ile carptiktan sonra elde edilen esitligin her

iki yaninin ¢ ye gore tiirevi alindiginda

d [arAN
dt[ La <t)]
d _A(A"'I) - —1 ()\t)k
= BN L) (AT
o 4 ol k:O( n), (A+1), il
d [ n . . tA+kI

3

= {)\’“ (—n), (A+ 1), (A+kD)™ (A+(k=1)D 7 (A+ 1) (A+ kD)

FA+(k=1)T }
k=0

n! k!

_ tAIkz_(){)\k(_n)kA(A—{—[)...(A—l—(n—l)I) (A+n1)(f4)k1#}

= YN () (4), (A D) ()

— (e DD S a2

k=0
= (A4 n)tA LAY (1)

olarak bulunur. Boylece ispat tamamlanir. =

Teorem 5.3 A\, Re(\) > 0 olacak sekilde bir kompleks say, t > 0 ve A € C™*7,

(5.2) kogulunu saglayan bir matris olmak tzere

ALY (1) = XML (1) = (A4 nd) 4T LATN 1) | n>1

n—1
bagintisy gegerlidir.

Ispat. A € C™*", (4.3) kosulunu saglayan bir matris olmak tizere,

CLON (1) = AL (1) n> 1 (53

bagmtisinin varhign daha onceki boliimlerde verilmistir. ¢ > 0 igin t* = exp (Alnt)
olmak tizere, L™ (t) yi t? ile carptiktan sonra t ye gore tiirevi alimdiginda,
carpimin tiirevi kurali geregince

i AT (AN _ i (A;0)
o (ALY ()] = o [exp (Alnt) LIV (1)]
= A% exp (Alnt) LN (¢) 4 exp (Alnt) % (LAY (1))

n n

109



yazilir. Lemma 2.13.iv ve (5.3) esitligi dikkate alinarak bu son egitlikten

d

= [ (0] = AT IO (1) = Mt LY (1)

elde edilir. Diger taraftan Teorem 5.2 den

d

— [PLAY (O] = (A4 nl) 1470 LAY (1)

olup bu sonuclar birlestirildiginde
AL;A’)\) (t) _ )\thAEI A) (t) _ (A + n[) AT LglAfI,)\) (t)

olarak elde edilir.

Boyece ispat tamamlanir. m

Teorem 5.4 i =0,1,....,s < n olmak tiizere A; € C™*" degismeli matrisleri i¢in
—u ¢ o (Ao),0(A1),....0(As),0(Ag+A1+1),...,0(Ag+ A +...+As+s]) ; YueZ

kosullary saglansin. A, Re(\) > 0 olacak sekilde bir kompleks sayr olmak tizere,

Laguerre matris polinomlar:

D e A S )
—ks—...—k3 n—ks—...—k3—k2

ey z >

ks=0 ks_1=0 k1=0
x L (t) L,if:“ (o) o LY (0) L, (1)
esitligini saglar.
Ispat. Ispat1 tiimevarimla yapalim.
i) ¢ = s = 0 igin sonug agikardur.
ii) i=s=1ig¢in

L7(1A0+A1+I ) t + tl Z L(Al AO >\) (tO)

k1

esitliginin dogru oldugunu gosterelim.

|lw| < 1 igin ¢ty ve w min kompleks degerleri igin tanimh olan

= _ )\t
5L () = (1= ) exp (T2
n=0
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matris dogurucu fonksiyon bagintisini dikkate alalim. Bundan yararlanarak A; mat-

risi igin

- _ —\t
> L 1) wh = (1= w) e (22
k1=0

bagintist da yazilabilir. Son iki esitlik taraf tarafa carpilirsa

(g LA (1) ) (Z LA ) (1= w) D e (Ifog)

olup buradan

Z = -\ (% t
= tO ](cll ( 1) w" = <1 o w)_(AO+A1+I)_I exp (M)
n=0 ki—

1—w

elde edilir. Ayrica burada

>N D(k,n)=)_> D(kn—k)
n=0 k=0 n=0 k=0
gosteriminden yararlanilirsa
_ _ —A(to+t
>0 LY () L (1) = (1 ) ot g (2D

1—w
n=0 k=0

bulunur. Matris dogurucu fonksiyon bagintisi gbzoniine alinirsa

WE

L%A(H—Al—‘rl,)\) (tO + tl) wn — (1 . w)_(AO+A1+I)_I eXp <_)\ (;[t[) —I— tl) w)
— W

Il
o

n

seklindedir ki, buradan

L£A0+A1+I,A) (tO + tl) _ Z Llifh)\) ( ) ngAokH) ( 0)
k1=0

bulunur, bu ise ispat1 tamamlar.
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iii) i = s — 1 igin

LAotArtet At (=DIN (1) 1) 4 41, )

n n—ks_1 n—ks_1—...—ks n—ks—1—...—ks—ks
ks_1=0 ks_2=0 ko=0 k1=0
A57 ) Asf ’ A ’ A )
s L) (1) LYY (o) o LY (1) LY L (ko)

esitligi dogru olsun.

iv) i = s igin dogru oldugunu gosterelim.

| w| < 1 igin t; ve w min kompleks degerleri igin tanmimli olan

~ _ — At
E L,(CAS’A) (t) wh =1 —w) “Dexp ( 1 w>
s —w
ks=0

matris dogurucu fonksiyon bagintisini dikkate alalim. (iii) de dogrulugu kabul edilen

esitlikteki polinoma ait dogurucu fonksiyon bagintisi ise

[e.9]

Z LAttt At (=DIN (p0 4 4 ot ) w”
n=0

(1 — )~ UotArtetAeab(s=DD-1 o) (—)\ (to + t;l[ + ot tsq) w)
—w

seklindedir. Bu iki esitlik taraf tarafa carpilirsa

(Z L](:S’)\) <t5> wks> <Z L2A0+A1+...+A571+(571)I,)\) (tO ot 4+ ts—l) U)n)
n=0

ks=0

_ — At _ s—1))—
_ (1 _ w) (As+I) exp < = :j) (1 _ w) (Ao+A1+..+A; 1+(s—1)I)-1

(—)\(tg+t1+...+t51)w>
X exp 1w
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olup buradan

ip—1

o0 o
Z Z L(Ap,/\ L(A0+A1+ AAp_1+(p—1)1,N) (t byt )wnﬂp,l

n=0 iy 1=0

(1 — )Mottt Aty D)=L <—)\ (to+t1 ﬂ; oty ) w)
—w

elde edilir.

ikan D (k,n — k)
-0

n=0 k

gosteriminden yararlanarak bu son esitlik

Z Z L AS,A nAoktA1+...+Asf1+(s—1)1,,\) (fo+t1 + oo+t 1) w
n=0 ks=

= (1 — w) Wttt dtsD =T oy <_)\ (to +f1 + ...+ ts) w)
—w

seklinde yazilabilir. Dogurucu fonksiyon bagintisi dikkate alindiginda ise

L%AO+A1+...+AS+8LA) (to +t1+...+ ts)

=S LV () LAt TN (o )

elde edilir. (iii) de n yerine n — k, alimirsa

L(A0+A1+...+A571+(8—1)I,>\)

n—~ks

(to+t1 4+ ... +ts-1)

n—ks n—ks—ks_1 n—ks—ks—1—...—ks n—ks—ks_1—...—kz—ko



olup bu sonug elde edilen son esitlikte yazilirsa

(Aot A+ +As 1+ As+sI,N) (to it ot ts)

n n—ks n—ks—ks_1 n—ks—ks—1—...—ks n—ks—ks_1—...—ks—ko

-y Y LY > L)

ks=0ks_1=0 ks_2=0 ko=0 k1=0

As_1, Ag_o, A, Ag,
x L () LYY (o) LYY (1) LN (o)

-1 -2 n—ks
elde edilir ki, bu ise ispat1 tamamlar.

Ozel Hal: Teorem 5.4 de Ag= A1 =...= A, =Avetg=t, =..=t, =t

alinirsa
—ugo(A),c(2A+1),0(BA+2I),....,0((s+1)A+sI) ; YueZ"

olmak {izere, s < n icin

n n—~ks n—ks—...—ks n—ks—...—ksg—ko
L((s+1)A+sI,)\) E E E §
n
=0ks—1=0 ko=0 k1=0

AN AN AN AN
x LYY (8) LYY () o LY (1) LY, (1)

olup s =1 i¢in

AN) AN)
L$L2A+I,)\) Z L( 51 2 (t)
ve s = 2 i¢in
n n—ks
LEAT2IN (3¢) Z Z LAY () LM (1) LY )
=0 k1=

seklindedir. m
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