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OZET

BiRINCi MERTEBE SINGULER PERTURBE OZELLIKLi GECIKMELI
DIFERANSIYEL DENKLEMLER ICIN USTEL KATSAYILI FARK
SEMALARI

ERDOGAN, Mehdi
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal1
Tez Danismant: Yrd. Dog. Dr. Fevzi ERDOGAN

Haziran 2009, 34 Sayfa

Bu calismada, singiiler pertiirbe ozellikli birinci mertebe lineer gecikmeli
diferansiyel denklemler i¢in tistel katsayili fark semalar1 incelenmistir. Singiiler pertiirbe
Ozellikli gecikmeli diferansiyel denkleme Oncelikle niimerik adimlar metodu
uygulanarak her bir alt aralikta singiiler pertiirbe 6zellikli adi diferansiyel denkleme
doniistiiriildii. Daha sonra, problem i¢in baz fonksiyonlar1 kullanilarak kalan terimleri
integral seklinde olan tistel katsayil1 fark semasi kuruldu ve fark semasinin pertiirbasyon

parametresine gore diizgiin yakinsakligi incelendi.

Alinan teorik sonuglar Matematica programlama dilinde bir 6rnek {izerinde

denetlenmistir.

Anahtar kelimeler: Singiiler pertiirbe 6zellikli problem, Ustel katsayili fark
semasi, Gecikmeli diferansiyel denklem, Diizgiin yakinsaklik, Niimerik adimlar

metodu.



ABSTRACT

AN EXPONENTIALLY FITTED DIFFERENCE SCHEME FOR FIRST ORDER
SINGULARY PERTURBED DELAY DIFFERENTIAL EQUATIONS

ERDOGAN, Mehdi
MSc, Mathematics Science
Supervizor: Asst. Prof. Dr. Fevzi ERDOGAN

June 2009, 34 pages

In this study, it is investigated an exponentially fitted difference scheme for
linear first-order singularly perturbed delay differential equations. Applying the method
of numerical steps, singularly perturbed delay differential equations are converted to
singularly perturbed ordinary differential equations on each subinterval. Then for the
problem, an exponentially fitted difference scheme is contructed use of exponentially
basis functions which remainder term in integral form and it is shown that the difference
scheme is uniformly convergent with respect to perturbation parameter.

The theoretical results have are presented on a numerical example of the

programming Matematica.

Key words: Singularly perturbed problem, Exponential fitted difference scheme

, Delay differential equations, Uniform convergence, The method of numerical steps.



ONSOZ

Diferansiyel denklemler i¢in singiiler pertiirbe 6zellikli problemler uygulamali
matematik, biyobilim, kontrol teorisi ve fizik gibi uygulamali bilim dallarinda ¢ok sik
kullanilmaktadir. Bu konu iizerinde yapilan aragtirmalar son yillarda oldukga artmistir.

Singtiler pertiirbe 6zellikli problemler; yiiksek mertebeden tiirevler karsisinda
kiigiik pozitif bir parametrenin bulundugu problemlerdir. Boyle bir problemin ¢oziimii
tanim bolgesinin bazi kisimlarinda diizenli ve yavas, baz1 kisimlarinda ise ¢ok hizh
degisime sahip olmasi nedeniyle ¢oziim cok degiskenli bir karakter gosterir. Yani
¢ozlim, siur katlar1 olarak bilinen ince gecis katlarinda hizli diger yerlerde diizenli ve
yavas degisim gosterir. Bu ise singiiler pertiirbe 6zellikli problemlerin ¢oziimiinde
zorluklara neden olmaktadir. Bu sebeple diferansiyel denklemin kesin ¢dziimiinii
bulmak yerine, yaklasik ¢oziimii elde etmek, matematiksel ve uygulamali bilimlerde
daha pratik olmaktadir.

Bu calismada, singiiler pertiirbe 6zellikli birinci mertebeden lineer gecikmeli bir
diferansiyel denklem i¢in, kalan terimleri integral seklinde olan baz fonksiyonlar
kullanilarak tistel katsayili fark semasi kurularak yaklasik ¢6ziimii incelenmistir.

Bu c¢alisma siiresince gostermis olduklar1 yardimlarindan ve &zveriyle
calismalarindan dolay: éncelikle degerli hocam Yrd. Dog. Dr. Fevzi ERDOGAN olmak
iizere, Yiiziincii Y1l Universitesi Matematik boliimiinden Prof. Dr. Cemil Tung, Prof.
Dr. Hakki Duru, Yrd. Dog. Dr. Musa Cakir, Yrd. Dog. Dr. Cesim Temel, Yrd. Dog. Dr.
Sebahaddin Sevgin, Ars. Gor. Erkan Cimen ve Ars. Gor. Giyas Sakar’ a tesekkiir eder,

saygilarimi sunarim.
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1. GIRIS VE LITERATUR BILDIRiSLERI

Teknoloji ve Bilimin ilerlemesi ile birlikte baz1 Fizik, Biyoloji, Kimya, Tip,
Kontrol Sistemleri vs. alanlarda olaylarin daha ayrintili incelenmesi sonucunda anlasildi
ki bir¢cok olayin degisme hiz1 sistemin sadece o andaki durumuna baglh degil, ge¢mis,
hatta gelecek durumuna da bagli olabiliyor. Bunun fark edilmesi ile Gecikmeli
Diferansiyel Denklemler teorisi gelistirildi. Ancak bu olaylarin daha da detayh
incelenmesi sonucunda goriildii ki sistemin herhangi bir zamandaki degisme hizi her
yerde ayni olmayabilir, baz1 yerlerde diizgiin, baz1 yerlerde ise daha hizli degismeler
olabiliyor. Bu durumun agiklanabilmesi i¢in Singiiler pertiitbe ozellikli gecikmeli
diferansiyel denklemler teorisi gelistirildi, iizerinde daha ¢ok arastirma yapildi ve halen

de devam etmektedir.

Diferansiyel denklemler i¢in singiiler pertiirbe 6zellikli problemler, uygulamali
bilim dallarinin  bircok degisik alanlarinda kullanilmaktadir. Ornegin, akigkanlar
mekanigi, akiskanlar dinamigi, elastik kuantum mekanigi, kiitlenin hareketi, plastik,
kimyasal reaktor teori, acrodinamik, elektron plazma dalgalari, elektrik akimi, manyetik
dinamik, artilmis gaz dinamik, osinografi, meteoroloji, iletisim hatlari, yayilma teori ve

reaksiyon-difiizyon gibi alanlarda kullanilmaktadir.

Singiiler pertiirbe 6zellikli problemlere ilgi, yaklasik olarak yirminci yilizyilin
baslarinda baslamistir. Arastirmalar esasen asimptotik agilimlar {izerine yogunlasmis ve
1960’ 11 yillardan sonraki donemlerde ¢ok iyi sonuglar alinmastir.

Matematiksel olarak bu problemler, yiiksek mertebeli tiirevlerin katsayilarinin
pozitif kiiclik parametrenin oldugu problemler olarak bilinir. Bu tiir problemlerin
¢Ozlimii, tanim bdlgesinin bazi1 kisimlarinda hizli baz1 kisimlarda ise yavas ve diizenli
degisir. Hizl1 degisim olan yerlerde ¢6ziimiin tiirevleri sinirsiz olur. Bu durum uygun
fark semalarinin kurulmasi ve incelenmesi bakimindan standart olmayan bir yaklasim
gerektirir. Bu nedenle klasik niimerik yontemlerin (diizgiin sebekelerde klasik fark
semasinin) kararsizliklart nedeniyle pratik degeri yoktur. Ciinkii sema adimlarinin

kiigiilmesi ile yaklasik ¢6zliim kesin ¢oziime yakinsamaz hatta bazen iraksama olabilir



Dolayisiyla singiiler pertiirbe 6zellikli problemlerin ¢6ziimii i¢in adaptif fark
semalarinin se¢imi daha 6nemli bir durumu arz etmektedir. Son yillarda bu alanda iki
tiir yaklagim agirlikli olarak kullanilmaktadir.

1. Diizgiin (esit aralikli diigiimlerden olusan) sebekede iistel katsayili fark
semalarinin uygulanmasi.

2. Smir katlar1 dahilinde 6zel kuralla belirlenen diizgiin olmayan sebekenin
se¢imine dayali fark metotlari.

Singiiler pertiirbe 6zellikli denklemlerde yiiksek mertebeli tlirevin pozitif kiiclik
parametre icermesinden dolayr bu problemlerin ¢oziimiinde sinir katlar1 olusur ve
¢Oziim bulmak zorlasir. Bu zorluklar1 agmak i¢in yapilan bazi ¢aligmalar1 hatirlatmakta
yarar vardir. Bunlar: Bachalov (1969) bagimsiz degiskenli bilinmeyen fonksiyonlari
sinir kat1 icermeyen 0zel doniisiimler gelistirerek insa etmistir. Doolan ve Ark. (1980)
baslangi¢ ve smir katlarindaki problemler i¢in diizgiin niimerik metotlar1 incelemistir.
Roos ve Ark. (1996) singiiler pertiirbe denklemlerin genel niimerik metotlarini
vermigstir. Farell ve Ark. (2000) bu konuda sinir kat1 tekniklerini belirtmislerdir. Ayrica
bu alanda, Chow ve Mallet-Paret (1983) singiiler pertiirbe gecikmeli diferansiyel
denklemleri aragtirmistir. Mallet - Paret ve Nussbaum (1989) psikolojik agidan fark
gecikme denklemlerini ele almistir. Chow ve Ark. (1992) gecikmeli denklemlerde dalga
boylarini ele almistir. In’t Hount (1992; 1997) gecikmeli diferansiyel denklemler i¢in
bazi metotlar1 ele almistir. Tian (2002) diferansiyel denklemlerde singiiler pertiirbasyon
teorisini gecikmeli diferansiyel denklemlere genisletmistir. McCartin (2001) gecikmeli
diferansiyel denklemlerin iistel uygunlugunu incelemistir. Amiraliyev ve Duru (2005)
parametrized singiiler pertlirbasyon problemini arastirmistir. Amiraliyev ve Erdogan
(2007) singiiler pertiirbe gecikmeli diferansiyel denklemler i¢in diizglin niimerik metodu
ele almislardir. Erdogan (2009) Birinci mertebe gecikmeli diferansiyel denklemler i¢in

iistel katsayili fark semalari i¢in ¢calismalar yapmustir.
Bu ¢aligmada birinci mertebe singiiler pertiirbe 6zellikli gecikmeli
su'(ttau@) + b@ut—r)=f(t), tel (1.1)
u(ty=p(t) ,t €l (1.2)

Baslangi¢-deger problemi /= [0,T] olmak iizere incelenecektir.



Burada ¢ pozitif kiigiik bir pertiirbasyon parametresi, I = (0,T] = Upzq1ly,, I, =
{t: Tp—1 <t < rp}, 1<p<mver,=sr,0<s<m,ely, =[—r 0] araliginda olup,
a(t) =a >0, b(t), f(t) ve ¢(t) de yeterince diizgiin fonksiyonlar, r gecikme

sabitidir.

Calismamizda esas olan gecikmeli diferansiyel denklemlerin kesin ve yaklagik
¢oziimleri incelenecek, problemin iistel katsayili fark semasi kurularak fark semasinin

yakinsaklik analizi yapilarak ¢coziim algoritmasi incelenecektir.

Calismamiz alt1 boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde giris ve literatiir
bildirilisi, ikinci boliimde ¢alismamiz igin gerekli olan &n bilgiler verilmistir. Ugiincii
boliimde siirekli problemin kesin ¢oziimiin degerlendirilmeleri ele alinmistir. Dordiincii
boliimde fark semasmin kurulmasi yapilmistir. Besinci boliimde yakinsakligin analizi
ve hata degerlendirmeleri yapilmistir. Altinct boliimde alinan teorik sonuglar bir 6rnek

tizerinde degerlendirilmis ve bilgisayar programi ile niimerik sonuglar gosterilmistir.



2. ON BILGILER

Bu béliimde konuyla ilgili daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel
tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.1. Sebeke ve Diizgiin Sebeke

(i). [a,b] kapal1 araligin sonlu sayida noktadan olusan pargalanisina bir sebeke
denir. Bu sebekede tanimlanmis fonksiyona ise sebeke fonksiyonu denir. Bu durumda

a=h0<x1<x2 <...<xN_1<xN=b
noktalar1 [0,1] kapal1 aralifinda bir sebeke olusturur.

(). w,={x=i.h i=123,.,N-1veh=22 },

op,=U{x =a,b } ifadesine ise bir diizgiin sebeke denir. x; € ®;, elemanlar1
sebekenin diigiim noktalarin1 veya kisaca diigiimlerini, / ise sebekenin adimini1 gosterir
(Amiraliyev ve Duru, 2002).

Tanim 2.2. Singiiler Pertiirbeli Problem

Diferansiyel denklemler i¢in singiiler pertiirbe 6zellikli problemler matematiksel
olarak, en yiiksek mertebeli tiirevler igeren terimlerinin katsayilarinin pozitif kiigtik bir
parametre oldugu problemler olarak bilinir. Boyle problemlerin ¢6ziimii, tanim
bolgesinin bazi kisimlarinda ¢ok hizli degisime sahiptir. Yani ¢0zlim, simir katlari
denilen, ince gecis katlarinda hizli, diger yerlerde ise diizenli ve yavas degisir.

Ornek:
Lu=¢eu" +ax)u=f(x),0<x <1
u(0) =4

problemi birinci mertebeden singiiler pertiirbe 6zellikli bir baslangi¢-deger problemidir.
Burada ¢ kiigiik pozitif bir parametre a(x) =a >0, f(x) yeterince diizgin
fonksiyonlar ve A verilmis sabittir. Bu problemin ¢dziimii genel olarak x =0
noktasinda sinir katina sahiptir (Amiraliyev ve Duru, 2002).



Tanim 2.3. Regiiler Problem

Kiiciik bir & parametresine bagimli olan bir baglangic ya da sinir-deger
problemini diistinelim. Veri ve denklemde & =0 olarak elde edilen problem
indirgenmis (pertiirtbe olmayan) problem olarak adlandirilir. Eger indirgenmis
problemlerin biri ya da her ikisi, tek ¢oziime sahipken ayni tip ve mertebeliyse verilen
problem bir regiiler pertiirbasyon problemi olarak adlandirilir.

u'(x)+eul(x)=00<x<1
u(0) =1

~&X geklindedir ve €' nun artan pozitif kuvvetlerine gore

cozimu(x) = e
u(x)=1—ex + %szxz—...
gibi bir seri ile ifade edilmektedir. Ayrica keyfi x,€[0,1] sabiti i¢in

lim, . limg_ou(x) =limg_q lim,_, u(x) =1

olur. Dolayisiyla ele alinan bu baslangig-deger problemi regiiler pertiirbe olmus bir
problemdir (Amiraliyev ve Duru, 2002).

Tanim 2.4. Diizgiin Yakinsakhk

Bir fark metodu, u; problemin kesin ¢éziimii y; problemin yaklasik ¢oziimii

olmak tlizere ¢ ‘dan bagimsiz yeterince kiiciik tlim / sabitleri i¢in

max |u; — ;| < Ch*
l

olacak sekilde & °‘dan bagimsiz bir C sabiti var ise ayrik maksimum normda k

mertebeden ¢ ‘na gore yakinsaktir denir.
Daha genel olarak eger ¢ ‘dan bagimsiz yeterince kiigiik h lar i¢in

lu; — y;| < Ch¥



olacak sekilde e‘dan bagimsiz bir C sabiti var ise, fark metodu semasi ||. || normunda k
mertebeden e‘na gore diizglin yakinsaktir denir. Eger n. mertebeden yakinsama

istenirse n hata sabiti e‘dan bagimsiz olmak zorundadir (Amiraliyev ve Duru, 2002).

Tanim 2.5. Siir Kati

Bir singiiler pertiirbasyon probleminin hizli degisebildigi herhangi bir sinir
noktasinin bir komsuluguna, o noktanin birer sinir kati denir. Sinir kat1 disindaki tistel
kiiciik degerlere sahip fonksiyona sinir kat1 fonksiyonu denir. Baglangig-deger problemi

i¢in kullanilan sinir katina baslangi¢ kati denir (Amiraliyev ve Duru, 2002).

Tanim 2.6. Fark Semasimin Kararhhgi

Kararllik, fark problemleri veya genellikle yaklasik algoritmalar icin, bunlarin
pratik uygulanabilmesinin gerektirdigi dnemli bir 6zelliktir.

Lyy = @p, xewy (2.1)

thy = fn, x€¥y (2.2)

fark probleminin s6z konusu oldugunu varsayalim, burada L; ve ¢, @, sebekesinde
tanimlanan fonksiyonlar kiimesinde etkili olan fark operatorleri, ¢y, f, baslangic veri
fonksiyonlaridir ve yeteri kadar kii¢iik h < h i¢in bir tek ¢éziime sahip oldugunu
varsayalim. ¥ ile (2.1)-(2.2) probleminin baglangi¢ veri fonksiyonlari ¢, ve f,olan
¢oziimiinii belirleyelim.

Eger oyle, h'a bagli olmayan C;, C, sabitleri varsa yeteri kadar kiigiik h < h
i¢cin
17 =yl < Cull@n — @nllz + Co|| fa _fh||3

esitsizligi saglanmis olsun. Bu durumda (2.1)-(2.2) fark semasi sag tarafa ve sinir (veya
baslangig) sartina gore kararhidir denir. Burada || ||, || o, Il |3 sebeke
normlaridir.



Boylece kararhilik, fark semasinin ¢oziimiinlin baslangi¢ veri fonksiyonlarina
stirekli bagli oldugunu, hem de bu baghligin h’a gore diizgiin bigimli oldugunu ifade
ediyor (Amiraliyev ve Duru, 2002).

Tanim 2.7. Maksimum Prensibi

f[yl.] =AYy, ,—Cy,+By, ,=—F;, i=123,..,N-1
{ Yo=t,  YNT K2, i=123,..,N-1
A; >0, B;>0, D;=C;—A;—B; =0 Budurumda tim
i=123,..,N—1 elemanlar ve y; # sht. igin
yd =0, (¢ly:] <0)

sartlar1 saglamiyorsa y; sebeke fonksiyonu, pozitif maksimum degerini (negatif
minimum degerini) sebekenin i¢ noktalarinda yani i = 1,2,3,...,N — 1 i¢in alamaz.
Burada 4;, B;, C; ve D; sabitlerdir. Bu duruma maksimum prensibi denir (Amiraliyev ve

Duru, 2002).

Tanim 2.8. Sonlu Farklar

Sonlu farklar yontemi ile niimerik tiirev almak icin bir takim ayrik noktalarda
degeri bilinen bir f(t;) fonksiyonunun bir noktasindaki tiirevi bilinen bu degerler

kullanilarak ifade edilir.

Burada h adim uzunlugu, t;,; ve t;_; civarinda f(t;) fonksiyonu, é€[t; ,t;41]

olmak iizere
fltu) =f&) +h S +of @)+ Sf ) v f @ 23)

ft) = f&) - h LU +2f @ - Sf )2 @@ )



seklinde Taylor serisine agilir.

Denklem (2.3) ve (2.4) den
f(tiv1) - f(ti-1) =2.h f'(tl-) - %3 f"'(ti)+ Z_Tf(4)(f)

fltisn) -2 f(6) +Ft)=212f (t)+ S F@(E)

denklemleri elde edilir. Buradan da;

f’(ti)_f(ti+1) Z_h f(ti-1) + O( hZ) (25)
" l —2 l l—
f (ti)_f(t +1) fl(zt )+f(t 1) + O( hZ) (26)

elde edilir. (2.5) ve (2.6) denklemlerine merkezi fark tiirev formiilleri denir.

f(t) =L o p2) 27
f”(ti) _ f(tiso )—Z-fh(ztiﬂ )+ f(t) + O( hz) (2.8)

denklemlerine ileri fark tiirev formulleri denir.

fl(ti) — f(ti)_’{(ti—ﬂ + O( h2) (29)
" (tD—2.f(ti—1) ti—
f(ty) LR IEED) 4 o h2) (2.10)

denklemlerine geri fark tiirev formiilleri denir (Samarskii, 2001).

Tanim 2.9. Niimerik Adimlar Yontemi

Bir sabit gecikmesi u (f)= f(¢,u(t),u(t —r))denklemine ele alalim. Burada
gecikmesi r >0 olmak Uzere #, —r<t<t, oldugunda, yani E, = {to -r<t< to}
baglangi¢ kiimesinde u(t)=¢,(t) kabul edelim. f(#,u,,u,) fonksiyonu ii¢ degiskenli

fonksiyon olup G = {to <t<T,—o<uy <w,—0<u, < OO} kiimesinde siireklidir.

Bu sekilde



u (t)= ft,u(t),ult—r)), t,<t<T (2.11)
denkleminin
u®)=p@), tel, (2.12)

kosulunu saglayan ¢oziimiinii bulalim. Yani (2.11)-(2.12) baslangi¢g—deger problemini

(Cauchy problemi) niimerik adimlar yontemi ile ¢ézelim.

Birinci adim olarak oncelikle (2.11)-(2.12) probleminin ¢6ziimiinii

I, = [to,to + r] araliginda arastiralim. Agiktir ki t degiskeni [to Sty + r] araliginda
degistikce 1, —r<t—r<t, olur. ty <t <ty+r oldugunda ¢, —r<t—r<¢; olur.
tel, oldugunda f,—re [to -7, to] olacagindan

ut—-r)y=@(t-r)

olup (2.11) denklemi

u'(t)= f(tu@),p,(t—=r)), t,<t<t,+r (2.13)
sekline, (2.12) kosulu ise

u(t) =@, (t,) (2.14)

sekline doniisiir. Bu sekilde (2.11)-(2.12) gecikmeli baslangic—deger problemi adi
diferansiyel denkleme doniistiiriilmiis oldu. Burada artik ¢6ziim adi diferansiyel

denklemlerdeki ¢6ziim yontemi ile yapilir. Daha basit bir gosterim igin
J(@,u(®),p,(t—r))=g,(t,u) (2.15)
ile gosterirsek
u' = go(t,u) (2.16)
u(ty) = ¢y (1) (2.17)

denkleminin elde edildigi goriliir. Kosula gore g,(f,u) siirekli oldugundan (2.16)

denkleminin G = {to <t<T,-o<u< oo} araliginda adi diferansiyel denklemlerden
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bildigimiz Peano teoremine gore (2.17) kosulunu saglayan en az bir ¢oziimi var ve

bildigimiz gibi bu ¢6zliim [to,to +a],(0<05£r) aralifinda belirlenmistir. Burada

a= min{tO,T /M }, M = maXG| g(t,u)| seklindedir,

Eger a <r olursa her defa bulunan ¢6ziim devam ettirilen ¢6ziim oldugunu farz

ederek buldugumuz ¢6ziimii [to,to +r] araliginda ¢, (¢) ile gosterelim. Daha sonra

ikinci adim olarak (2.11) —(2.12) probleminin /, = [to +r,t, + 2r] araliginda ¢oziimiini

arastiralim.
Agiktir ki ¢, +7 <t <t,+2r oldugunda #, <f—r <t +r olur. Daha 6nce [to,to + r]

araliginda ¢oziimii bulmustuk. Yani bu aralikta u(f)=¢,(r ) dir. Demek ki

[to +7,t, +2r] araliginda x(t — r) = @, (t — r) oldugundan (2.11)-(2.12) problemi

u ()= f(t,u(®).p(t=1) (2.18)

u(t, —r) =@ (t—r) (2.19)
formuna doniisiir ve bayag diferansiyel denkleme doniistiigii goriiliir. Yeniden

u(to —r) = @1(t —1)

kabul etsek g,(#,x) fonksiyonu G = {to +r<t<t,+2r,—o<u< oo} araliginda stirekli
fonksiyon olur. (2.18)-(2.19) probleminin Peano Teoremine goére ¢oziimii vardir.

Yeniden bu devam ettirilen ¢oziimii ¢, (f) ile gosterelim. Boylelikle (2.18)-(2.19)

probleminin  @,(¢) ¢oziimi 1, =[to + 17,1, +27] araligina belirlenir. Bu durumda

I, = [to +2r,t, +3r] araliginda x(¢—r)=¢,(t—r) oldugu yine de gorilir ve I,

araliginda problemin ¢6ziimii

u'(t) = f(t,u(®), p2(t — 1)) (2.20)
bayagi diferansiyel denklemin

u(ty + 2r) = @,(ty + 2r) (2.21)
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kosulunu saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemine doniisiir. Bu islemi devam

ettirmekle

¢O (t)a te IO
¢1 (l), te ]1
u()=40,(0),  tel,

¢I‘I (t)’ l e In

fonksiyonu elde edilir ki bu da (2.11)-(2.12) probleminin ¢oziimiidiir.

Baslangi¢c kosulunun ¢6zlimiiniin bu yontem ile bulunmasina niimerik adimlar

yontemi denir. Bazen de ardisik integrallama yontemi de denir.

Niimerik adimlar yontemi ile bir sonlu aralikta gecikmeli diferansiyel denklemleri bu
araligin sonlu alt araliklarinda adi diferansiyel denkleme doniistiirmektedir (Yakubov,

Hesenov ve Ahmedov, 1978).

Tamim 2.10. Baz1 Formiiller ve Esitsizlikler (Kuadratur Formiilleri)

i) Fark semalariin kurulmasi ve incelenmesinde asagidaki kuadratur formiilleri

kullanilacaktir

b b
f p()f()d = [ f p(x)dx] (0f () + (1 - )f (@)} +

fa; b) [ (x = x*)p(x)dx + R(f) (2.22)

Burada o- reel parametre, p(x) € Cla, b] agirlik fonksiyonudur.

b b
RO = [ dw@ [ FOKuahdE feCh  n=1 veyan=2
K8 =Ty —8) - (b—a) - a)b -8, s=01 (2.23)

xD=cb+(1—-0)a , f(a;b)=]%,
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N

TS(A)zg ., A=0 :T.(MH)=0 , A1<0.
[P peof (dx = f(asb) [P p()dx +R(f), (2.24)

_ b b
RN == [ dxp@ [ F1©Kna(u 6 f € Chn=1 veyan =2

_ b b
R == [ dwe [ oK@ ods,  fec

(2.23) ve (2.24) formiillerinde aym1 K¢ (x, &) fonksiyonu kullanilmaktadir. Ayrica
Ko(a,$) = Kp(b,§) =0 ,
Ki(a,&) =K,(b,&) =K(x,a) =K,(x,b) =0
Ki(§, %) = K1 (8, x)

9] d
%Kl(E,X) = _KO(EPX) ’ a

K1(§,x) = —Kq(&,x)
oldugu kolayca goriilebilir.

a+

b b b
| pearedx = rE [ peodx + R

b b
R*(f) = j dxp(x) j FOEK;_ (x, )dE +

a+b

(n=Df@b) [; (x =) pG)dx, (2.25)
n=1veyan =2

a+b
2

&)= @+ n -0 (27 x),

Kia () = T =) = 7o .

s = 0,1 (Amiraliyev ve Memmedov, 1995).
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ii) Baz Esitsizlikler

a

g = glag @) - f Ko(6, 08" ()dE g€C? |, apsx<a  (226)

Qo

Burada K,(¢,x) fonksiyonu (2.23) formiiliinde tanimlanmistir (Memmedov, 1980).
iii) p-esitsizligi
2, 1,2
lab| < ua +4#b , u>0
iv) Gronwall Integral Esitsizlikleri

Burada kullanilan v(t), p(t), q(t),g(t) foksiyonlarinin siirekli oldugunu

varsaylyoruz.

v(t) S up + f, [P()v(s) + q(s)lds , p(t) =0

ise
1 t 1
0(8) < upexp ( f p(f)v(f)) + f a(s)exp ( f p(«f)v(s‘)>d5
0 0 0
olur.
v(t) < g(t) + J, p(s)v(s)ds , p(t) 20
ise

v(t) < g(®) + [ g()p(s)exp ([ p(©)d §)ds
olur (Memmedov,1980).

v) Gronwall Esitsizliginin Fark Benzeri: y; = 0 fonksiyonu

j
yisa + Tz{akyk + b1t fidb o< a
=1

(ag,by =20, 1—710, >0 , k=172, ...........;T > 0 reel parametre ) esitsizligi

saglansin. Bu durumda
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-b fr ap—b
y<aexp[rzk 11" k]-l—’l.’ {(11 eplTZ{, el —— "l

Tag P< J 1- —Tayp

j=12, ... (2.27)

olur. Eger, ayrica a; = ¢y = sbt ise

J
(co + et (co — €t
Yi's aexp |t ] 1—Tcosz 01

j=12,... (2.28)
(ti=jr , j=01,..)
Olur. Eger gercekten
Zj: a+TZ(akyk+kak—1+fk) )] ]:1,2,
a, j = O
ile gosterirsek
i<z , j=01,.. (2.29)
ve ayrica
Zj_Zj—i

=qy;t by +Hfi= a4zt bzt f

oldugu aciktir. Simdi buraya m mertebeden lineer fark denklemi uygulanirsa ve
(2.22)’yi dikkate alirsak (2.27) ve (2.28)’nin dogrulugunu gorebiliriz (Samarskii ve
Gulin, 1989).
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Tamim .2.11. Peano Teoremi(Varhk)

u' =g(t,u)
u(to) = ug (2.29)

baslangi¢ deger problemini gbz oniine alan , burada g fonksiyonu I X R

(I={t:teR, r, <t<ry}) sirekli reel degerli bir fonksiyondur.

Teorem.2.12.

(2.29) baslangig¢ eger problemini géz oniine alalim. g(t, u) fonksiyonunun
Sitg<t<ty+a,|lul <ow
seridi iizerinde siirekli ve smirli oldugunu varsayalim. Bu takdirde (2.29) problemi
[to, to + a] araligi iizerinde tanimli en az bir u(t) ¢6ziimiine sahiptir.
Sonug olarak (2.12) teoremindeki kabullere ilaveten g fonksiyonunun u ‘ ya
gbre monoton artan oldugunu varsayalim. Bu takdirde (2.29) problemi [t,,t, + a]

aralig1 iizerinde bir tek ¢ézlime sahiptir (Ahmad ve Rama Mohana Rao, 1999).

Tamim.2.13.Ustel Katsayih Fark Semasi

Bir fark operatoriiniin belirli katsayilarinin bir uygun iistel katsayiyr carpan
olarak igeren fark semasidir.
Ornek olarak asagidaki fark semasi
ly; = €0;yz; + a;y; = fi, i=12,..,N
Yo =4

sunulabilir. Burada

ap

=— " eo-ap
1—e %P

0;

istel fonksiyondur (Amiraliyev ve Duru, 2002).



3. SUREKLi PROBLEM

Bu kisimda fark semas1 kurulma siirecinde kesin ¢oziimle ilgili gerekli degerlendirmeler
yapilacak, bir lemma ve ispat1 verilecektir.

Lemma 3.1.

a, b fect(), o € C*(,) olsun. O zaman ( 1.1) - (1.2) probleminin u(t) ¢6ziimii

icin asagidaki degerlendirme dogrudur.
lu®lleos, < Cp s ISpsm (3.1)
burada C,, gosterimleri sabitler olup, asagidaki sekildedir.
Cr=a I llos, + @ + @ bl )l plloo
Co=a Nl flloos, + (1 + @ Ibllos, )Cpo1 p=23,...m (3.2)
(Erdogan, 2009).
Ispat: Lemmanin ispat1 p ye gore tiimevarimla yapilabilir. p =1 i¢in (1.1) den
su'(H+a®yu(t) + b(u(t —r) = f(t)
denkleminde
IF(®)] = f(®) —b®u(t —7)
olmak iizere
eu'(t) + a(t)u(t) =F(t) , tel
seklinde yazilabilir. Maksimum prensibini uygulayarak
[u®l < [w)l + a ifllws = 19O +a ™ llflloos,

elde ederiz.
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Bundan sonra

IFOI < If O]+ 6@ lle =) < Iflleos, + 1blleo,r, l@leo,r,

oldugundan

@I = 1) + a(lIf oo, + 1blleo,s, 10110,

ve bundan dolay1 da p =1 i¢in (3.1) saglanir. p = k i¢in de (3.1) dogru olsun. O

zaman [, lizerinde maksimum prensibini tekrar uygulanirsa

@Ol < @il + a7 I fllo, e

= Ce + @ (Iflleotysy + 1Bllo riyy 1@ Nloo, gy, Cic)
=@ | flloo syt (L + @ IDlloosyy) Ci

oldugu goriiliir. Boylece p=k+1 icin (3.1) esitsizligi saglanir.



4. FARK SEMASININ OLUSTURULMASI

Bu boliimde (1.1)-(1.2) probleminin niimerik ¢6zliimii i¢in {istel katsayili diizgiin
sebekeyi kuracagiz. Burada @y, diizgiin sebekesi I=[0,T] iizerinde diizgiin sebekede
tistel katsayili fark semasi kurulacaktir.

oy, ={t;=th,i=12,.... ,N,N, =1} 4.1)
diizgiin sebekesini ele alalim. Ayrica her bir alt aralik tizerinde

wyp ={ti:(@—7T)N 1<i<p.N=Np},1<p<m 4.2)
sebekesini ele alalim ve bu sebekelerin toplamini [, ( IS p <m )  her bir alt
araliginda N tane sebeke noktalarini

Wy, = Upm=1 W, (4.3)
sebekesi ile gdsterelim ve bu sebeke herhangi bir diizgiin olmayan sebeke olsun. ifadeyi
basitlestirmek i¢in herhangi bir g(¢) i¢in g;=g(t;) alalim ve ayrica y;, t; noktasinda
u(?) ye kesin ¢oziime karsilik gelen yaklasik ¢éziim olsun.

wy, lzerinde tammlanan herhangi bir {w;} sebeke fonksiyonu i¢in

wi; = (W —wi_1)/h
(4.4)

lollonp = lolowyp , max o

seklinde belirtelim. Fark semasinin kurulmasi siireci i¢in baslangi¢ olarak asagidaki

0zdeslikten hareket edecegiz.

xht i1 Lu(Oy(Odt = k™t [ fOw(odt (4.5)
burada y; (t) asagidaki sekilde tanimlanmis baz fonksiyonudur.
_ai(t-t)
Pi(6) = { ° T i st=h (4.6)
0, t; € (ti-y, t;)

Ayrica

. -1 .
xi=(h L widt ) =4, 4.7)
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h
ve p =< dir.
Y; (t) baz fonksiyonu asagidaki problemin ¢oziimidiir.

—epi(0) +ap() =0, <t <y

Yi(t) =1 (4.8)

(4.5) bagintis1 yeniden diizenlenirse

t t

xih e f u' (OP; () dt + a;x;h ™ f u(®)y; () dt +
ti—q ti—1
bixih™ [ u(t =i dt+R; = f; (49)

R; kalan terim olup,
R, =R® + R + R
L

RD = zht j [a(®) — ae)Tu(®)(6) dt

ti—1

(4.10)

t

R® = yh ! f [b(t) — b(t)Tult — Pyt — ) dt

ti—1

R = xih™ [I[f(t) — FOIpi() dt
seklindedir.

(4.5) deki integralleri (2.22) ve (2.23) kuadratur formiillerinden yararlanarak,

integrallerin her biri i¢in yaklagimlarini yazalim

t; ti
= ex;h ™ ug; J P () dt + a;x;h~ u(t;) j Y(t)dt
ti—q ti—1

t; ti
+bixih™ u(t;) f Y;(t —r)dt + ex;h ™ ug; f(t — t)y;(t) dt
ti—1 ti—q
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ti ti
Fegiht f dew! (t) f W (K (L, §)dé
ti—q ti—q

tah ™t [ dep (©) [ u (DK (¢, §)dE

ti ti
by f dew, (t — 1) f u (€ - PK(t, §)dé
ti—q ti—q

Ko(t,8) =To(t =) —h7H(t — t;)
Y;(t) baz fonksiyonu,
—epi(t) +ahi () =0
denkleminin ¢6ziimii oldugundan aldigimiz denklemdeki hatanin toplami sifirdir.

Boylece son esitlik

— t;
eug; + au(t;) +agxih™! fti—l(t =t (t) dt. ug;

= €& (1 + 8_1al’)(ih_1 ftlti 1(t - tl)l/)l(t) dt) Ut + aiui+biui_N
i
= SHqui +a;u; + biui_N

oldugundan (1.1) problemi i¢in asagidaki fark semasini alabiliriz.
Sgqui + a;u; + biui_N + Ri = fl ,1 <i< NO (411)

burada

0; =1+ e agh™ [} (t—t)Py(0) dt 4.12)

ile gosterilirse

ti -1
Xi= (h‘1 (t— n)w(t)dt)
i1
ti
xih™t | e(®)dt =1

ti—1
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olmak lizere

0;=1+¢e axh™ fttii_l(t — )i (0) dt

t; a;
=| (t-t)e et g = j

ti—q

a; t; a
te e g — j tie e 70 gt

ti—1

t
ti—1

burada

a; a;
u=t =>du=dt , dv= e?t(ti_t)dt =y = ie—;l(ti—t)

ai

degisken doniisiimii son esitlikte yerine yazilirsa

ti t
& G4yt e i L YO
= t—e E(tl t)ltl _J e £(t" t)dx_tlj e g(tl t)dt
J t

ti—
ai o i & ti—1
&  _Qiy. . &  _Qigy. 4. 3 &  _GQiy .
= tl_e g(tl tl) _ ti—l_e s(tl tl—l) _ (_+ tl)_e S(tl t)lil
a; a; a; a; -1
2
€ £ i, . €% &% @iy ..
=t——t; g —e et = e (it
a; a; az  a
—t; i +t; ie_ = (ti—ti—1)
i i
1 _y & L € L € _wh
=tix;h™" —tiaxih e ¢ —xh a—+)(ih —e ¢
i i
_aih
—tixih™ + tixh e e
£
= tiXih_lz(l —e™PU) + y;h e TPt — tiy)
l
= pemput I PU pa
h 1—e P&
olup, son esitlikten
0 =~ _c-va (4.13)

oldugu gortiliir.

Boylece (4.9) bagintisinda kalan terimi ihmal ederek (1.1) ve (1.2) problemi igin
asagidaki sekilde bir fark problemi yazabiliriz.
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Ly =¢e0ysitayi+byin=fi , 1<i<N, (4.14)
yi=@, —N<i<0 (4.15)
(Erdogan, 2009).



5. YAKINSAKLIK ANALIZi

Metodun yakinsakligint degerlendirmek i¢in z; = y; —u;, 0 <i < N,
dontisiimii yaparak (5.1) -(5.2) fark problemini yazabiliriz.
SeiZf'i + a;z; + bizi—N = Ri ) 1<i< NO (51)

Zi = @Q; , —-N<i<O0 (52)

burada R; ve 6; sirastyla (4.10) ve (4.13) te verilmistir (Erdogan, 2009).

Lemma.5.1. y;, (1.1)-(1.2) probleminin yaklasik ¢6ziimii olsun. Buna gore asagidaki

degerlendirme dogrudur.

”y”oo,lp < ”(p”oo,lp_l-Qp + a_l Z:1”f”oo,1ka—k ) 1 < p <=m (53)

burada

0 { 1 , p=k ise 4
Pk §=k+1(1+a_1”b”oo,ls) ,0<k<p-1 (5.4)

dir (Erdogan, 2009).

Ispat: p icin tiimevarimla kolaylikla ispatlanabilir.

tel; igin
yi<atfi+ (@ +ath)e
t el, igin
yo<a o+ (T+a™thy). (a7l fi + (1 +a™thy)g))

<alfb+alA+atb)fi + (A +a b))+ a1lhy)e
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t € I3 i¢in
y3s<a lfs +y,(1+a ths)
<alfs+(Q+alb)<alfb+at(l+athy)f; +
A+a )@ +aby)e
=a 'fs+a ' +alb)fs +a (1 +athy)(1+athy)fy +
A+a'b)(A+a b)) +athy)g
=a 'fs+ A +a b)) + (1 +a'by)(1+a thy)fi] +
A+atb)(A+atbh)(1+athy)g
t €1, igin
Ya<a 'fy+ys(1+a 'hy)

<alf,fi+A+alb)lafs+ A +a b)), + A +atb,)(1+
a 'b3)fil + (1 +a™'b)(1 + a~'h)(1 + a™'b3)¢]

=a M+ a A +a th)fs + (L +a b)) (1 + a 'b)f, +
A+a b))+ a'b)(1+a tby)fi+
A+ a b))+ a b))+ a'b)(1 + a by ]
=a (L +a b)) fs + (L +atbh)(A + a thy)f, +
1+a'b)A+ab)A+a b)) fi] +

A+a b)) +ab))@A+a th)(1+a tby)e

yi<alfi + (1 +ath)e,
vy, <a o+ (A+aib)fil+ A +ath)(1+ a 1hy)g,
ys<a Yfs+@+alby)fs + (1+a1b)(1+athy)fi] +
I+ab)@+a b))+ a 1hy)e,
va<al[f+@+atb)fs+ (1 +a b)) +a thy)f, +
A +a b))+ a b)) +atby)fi] +
A+ ah)A+ab)(1 4+ a b)) (1 + a by,

siire¢ bu sekilde devam ettirilirse
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1¥llep < @ llollo TTR=y Il + ZP 1160~ @

1¥llop < @ Hl@ollobp + Ziezy @™ NI fl16;n

oldugu goriiliir. Sonug olarak
1Vlleory, < N@lleosyy-Qp + @ Zioillflloos@prc » 1<Sp<m

dir.

Lemma 5.2.

Z;, (5.1) ve (5.2) probleminin ¢oziimii olsun. Buna gore asagidaki degerlendirme

dogrudur.
1Zlloonp < € Xioq IR0 (5.5)
(Erdogan, 2009).

Ispat: (5.3) te ¢ = 0 ve f = R kabul edilerek ispat kolaylikla elde edilir.

Lemma 5.3.

Boliim 2 ve lemma 3.1 deki varsayimlar altinda R hata fonksiyonu i¢in asagidaki

degerlendirmeler dogrudur.

IRllwwy, <Ch, L<p<m

(5.6)
(Erdogan, 2009).
ispat: Burada kalan terim Rl.(k) ,k =1,2,3 ... olmak lizere
|R®| <Ch,k=123.. (5.7)

®,WN k

oldugunu gosterelim. Ortalama deger teoremini kullanarak



la(t) —a(t)| = la"(©)( —t)|, & € [ti—q, tiva]
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= manN,pla’(g)l(t —t)l < Ch

yazilabilir.

Boylece

[R®| < chr=t [ fu(@)lpi(t)dt
ti—q

olur. 0< ¥;(t) < 1 oldugunu gozoniine alarak ve Lemma 3.1 kullanarak

IR

®,WN k

< Ch

oldugu goriiliir. Benzer yontemle

Rl.(z) kalan terim igin, b € C*(I) oldugundan, Lemma 3.1 kullanilarak

(5.8)

(5.9)

(5.10)

[RE| < 171 [ 16 = bedu(t — il dt < C [} [uE =mldg (.11

degerlendirmesi saglanir.

Boylece

IR<1]

olur.

®,WN &

<C L' uE -nldg

s = & — r doniistimii yapilarak

IR

0©,wy,

<O ulds = ¢ (2 1o()lds + [ [u(s)lds)

esitsizligine indirgenir. Buradan

”R(z)”w'ka < Ch(ll@llos + Cp) = 0(h)

olur. Yukaridaki benzer yontem ile

IRE1]

®,WN &

< Ch

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)
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oldugu goriiliir.

Lemma.5.1.-Lemma.5.3. g6z Oniine alinarak diizgiin yakinsaklig1 veren asagidaki temel

teorem yazilabilir.

Teorem 5.4.

u, (1.1)-(1.2) probleminin ¢6ziimii ve y ise (4.14)-(4.15) fark probleminin

¢Ozlimii olsun. Bu durumda asagidaki degerlendirme saglanir.
||y—u||oo,5N,p <Ch,1<p<m. (5.15)

Burada C, h ve € bagimsiz keyfi sabittir (Erdogan, 2009).



6. NUMERIK SONUCLAR

(1.1)-(1.2) problemi i¢in alinan teorik sonuglar asagidaki Ornek icin

incelenmistir.
ew +u=-ut—1), t €[0,T] (6.1)
u(t)=2 , -1<t<0

probleminin 0 < t < 2 araliginda problemin ¢6ziimiinii inceleyelim.

tel; igin
u(t — 1) = 2 olur. Bunu (6.1) de yerine yazarsak

eu+u=1, t €[0,T] (6.2)
u(0)=2 , 0<t<1
birinci mertebeden bir lineer adi diferansiyel denklem elde edilir. Integral carpani
1
u(t) = elz oldugunu g6z oniine alarak (6.2) denkleminin ¢dziimiiniin
_tot
U, =e ¢ (es +C ) ve u(0) = 2 baslangi¢ sart1 goz Oniine alindiginda

t
u (t) =1+ e = elde edilir.

Bu adimda elde ettigimiz u ¢6ziimiinii ikinci adimda kullanirsak

tel, icin
! _1 _t__l
u +u—5(1+e s) (6.4)
1
y()=1+e:¢ , 1<t<?2

baslangi¢-deger problemini elde ederiz.

Integral ¢arpani
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1
u(t) = elzdt oldugunu g6z 6niine alarak (6.4) denkleminin ¢oziimiiniin birinci
adimdaki yontemi tekrar uygulamakla, ayrica

1
u(1) = 1 + e ¢ baslangig sart1 g6z oniine alindiginda

© 1 N t N [1 N t— 1] —(1—t)/€
= — &£ —_
he 2T ¢ 2" 2¢ |€

elde edilir.

Sonug olarak verilen problemin 0 < t < 2 araligindaki ¢6ziimii

1+e e, t €[0,1]
U(t) = 1 t

~+e7s+ E + = e e, t€(1,2]
elde edilir.
Hesaplanan eév P diizgiin maksimum hatas1
ee” = Iy~ tllowypp = 12 65)
seklindedir.

Matematica programlama dilinde program yapilarak N ve & nun degisik degerleri igin

y ve u hesaplanmistir.



Ek: 1

Cizelge 6.1. wy ; de hesaplanan eN1 degerleri
g N1 P £ g
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£ N=64 N=128 N=256 N=512 N=1024
271 1.6939x10715 9.4369x10715 1.87905x107 14 1.55431x107%>  3.06977x10~*
272 1.36002x107%>  1.69309x107'>  9.7352710715 2.02199x107**  2.99066x10~1°
273 3.60822x107%%  1.42595x107'°  2.11381x10715 1.2418x1071 2.02199x10714
27*%  7.49401x107%¢  4.97979x107¢  1.58175x107'° 2.24325x107%%  1.02418x10™*
275 3.00809x1071¢ 7.49401x107%>  4.97979x10716 2.17647x107%>  2.35365x107%°
2% 1.57331x107%®  1.57331x10716  7.49401x107%¢  1.33227x107'5  2.17647x10715
277 1.11022x107%° 1.57331x107%¢  4.44089x107¢  7.49401x107'® 1.33227x10°15
278 1.06631x1071%  1.11022x10716 1.57331x107%6  4.44089x 1071® 7.49401x10716
279 2.14422x1071% 1.06631x1071% 1.11022x1071% 1.57331 x1071% 4.44089x 1071¢
2710 1.51591x107Y7  2.14422x 107 1.06631x107%® 1.11022x107'® 1.57331x10716

Cizelge 6.2. wy , de hesaplanan eév 2 degerleri
& N=64 N=128 N=256 N=512 N=1024
271 0.00284435x10715 0.00142957x107%>  0.00071664x 10~** 0.00035879x 10~*5 0.000179512x10~1*
272 0.00563021x1071% 0.00284435x 107> 0.00142957x1071°> 0.000716647x10~* 0.00035879x10~15
273 0.0110318x 107%¢  0.000563021x10715 0.00284435x 107> 0.00142957x107** 0.000716647x10~1*
27*%  0.0211904x107'¢ 0.0110318x 107%®  0.00563021x1075 0.00284435x10715 0.00142957x10~*
275 0.0391904x1071%  0.0211904x1071%  0.0110318x1071¢  0.00563021x10715  0.00284435x1071°
276 0.0676676x1071% 0.0324525x1071¢  0.0211904x1071¢ 0.0110318x107%° 0.00563021x1071°
277 0.0768255x1071%  0.0676676x1071°  0.0391904x1071¢  0.0211904x10~16 0.0110318x10715
278 0.0273057x1071% 0.0767801x1071°  0.0676676x1071¢  0.0391904x10~16 0.0211.904x1071¢
279 0.00117418x10716 0.0276412x1071° 0.0768255x1071%  0.0676676x1071%  0.0391904x10716
2710 0.844014x10717  0.00117418x107'¢  0.0276412x107'6  0.0768255x107%¢  0.0676676x1071



7. TARTISMA VE SONUC

Gecikmeli diferansiyel denklemler zaman degisiminin hem simdiki durumuna
hem de ge¢miste hatta gelecekteki bir zaman civarindaki durumuna bagli oldugu i¢in
Fizik, Biyobilim, Kontrol teorisi vs. olaylarini modellemek iizere kullanilmaktadir.
Singtiler pertiitbe 6zellikli problemler icin esas amag diizgiin yakinsak fark semasinin
kurulmasidir. Ciinkii bu tlir problemler matematiksel olarak en yiiksek mertebeli
tiirevleri iceren terimlerinin katsayilarinin kiigiik bir € parametresinin oldugu problemler
olarak tanimlanir. Bu problemin t = 0 noktasinda bir tek sinir katina sahip oldugu
bilinir. Bu tip problemlerin 6zelligi, & parametresinin kiiciik degerlerinde tanim
bolgesinin bazi yerlerinde ¢ok hizli diger kisimlarinda ise diizenli ve yavas degisime

sahiptir.

Bu calismada, pozitif kiiciik bir parametreye bagl singiiler pertiirbe 6zellikli
birinci mertebeden gecikmeli diferansiyel denklemi icin niimerik adimlar yontemi
kullanarak her bir adimda singiiler pertiirbe 6zellikli birinci mertebeden diferansiyel
denkleme indirgendi. Yani, Singiiler pertiirbe 6zellikli gecikmeli diferansiyel denkleme
oncelikle niimerik adimlar metodu [0,T] araliginda uygulanarak, her bir [t;, t;;]
araliginda singiiler pertiirbe 6zellikli adi diferansiyel denkleme doniistiiriildii. Daha
sonra tstel katsayili fark semasi kurularak yaklasik ¢6zliim olusturuldu. Yakinsaklik
analizi yapilarak, yaklasik ¢oziimiin kesin ¢oziime diizgiin yakinsak oldugu gdsterildi.
Bir 6rnek verilerek kesin ¢oziim ile yaklagik ¢ozlimler arasindaki iliski bilgisayar

programu ile denetlendi.
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