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SEMBOLLER VE KISALTMALAR D iZiNi

RKM  : Runge Kutta Method
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ADM : Adomian Decomposition Method (Adomian'nydsma Yontemi)
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1. GIRIS

Diferansiyel denklemler genel olarak, surekli, zaa bgl fiziksel
problemleri tanimlamak icin kullanilirlar. Bir ¢dkez bu tir problemler analitik
olarak co6zlilemeyecek kadar kagnkdéir. Alternatif olarak bu tip fiziksel
problemler icin analitik ¢6zUm yerine numerik ydmier gelitirilmi stir.
Literatiire bakildiinda Euler yontemi, Taylor yontemi ve Runge-Kutietemleri
baslangic dger problemlerinin ¢6zim yontemlerinin temelini gluwrurlar.
Yuksek mertebeden Taylor yontemi de slhagic dger problemlerinin
¢bzimlerinde kullantlirlar. Bununla birlikte Taylg®ontemi yiksek mertebeden
turevlerin hesabina gereksinim duyar.

Bu calsmada Diferansiyel dégim yonteminin integro-diferansiyel
denklemlere uygulamasi yapiktr. Diferansiyel dongim yontemi, yaklgk
¢bzimleri sonlu Taylor serisi ile ifade etmektediBu yontem, Taylor
yontemlerinde oldgu gibi tirevieri sembolik olarak hesaplama yerine,
diferansiyel dongiim formullerini kullanarak orijinal denklemden igif olarak
bulmaktadir. Bu yontem problemin tanimli ofdubélgede birbirinden farkh grid
noktalarinda Taylor seri agilimi ile ¢ozumu verir.

Diferansiyel donglim yontemi integro-diferansiyel denklemleri nimerik
cozumlerini hizh yakinsaklik orani ve kiclk hatalke veren 6nemli ¢6zim
tekniklerinden biridir. Bu yontemin avantajlarindbiri lineer ve lineer olmayan
sinir deger ve balangi¢c dger problemlerine uygulanabilir olmasidir.

M.J.Jang, diferansiyel dogiim yontemini kullanarak non-lineer
diferansiyel denklem sistemini c6zme konusundggeliar yapmytir.

[Jang, M.J., 1997]

C.L.Chen ve Y.C.Lui, diferansiyel dogiim yontemini kullanarak iki
nokta sinir dger problemlerinin yakkak ¢ozimlerini iteratif olarak verngtir. Bu
sekilde sinir dger problemlerinin analitik ¢ozimd Taylor serisi laqi ile
verilmistir. [Chen, C.L., v.d., 1998]

Literatirde ayrica yapilan cgrinalar olarak Wavelet-Galerkin yontemi
[Avudainayagam, A., 2000], Lagrange interpolasyointgmi, Tau ydntemi,



Adomian ayrgtirma yontemi, Taylor polinomlar yontemi ve Haamnksiyonlar
yontemi gibi yari analitik sayisal yontemler gefilmi stir.

Burada, diferansiyel dogim yontemi, integro diferansiyel denklemler
icin, balangic dger problemlerine gesletiimis ve bunlarla ilgili teoremler
verilmistir. Ayrica yontemin hassasiyeti farkli 6rnekler einde denenerek
bulunan yaklaitk ¢cb6zimler déer yontemlerle karlastiriimistir. Sonuglar tablo ve
sekillerle desteklenngtir. Bulunan c¢6zimlerin yeteri kadar glolukta oldgu

gozlenmitir.



1.1.INTEGRAL DENKLEMLER
1.1.1.Integral Denklemlerin Siniflandiriimasi

1.1.1.1. Lineer Olan Veya Lineer Olmayarintegral Denklemler:

Integral denklemler ¢é#li sekillerde siniflandiriimgardir.  Temel
kavramlar agisindan oncelikle, lineer integral demter ve lineer olmayan
integral denklemler olarak iki buyuk sinifa aytdn

u(x) bilinmeyen fonksiyon olmak tzere,
u(x) = f(x) + j K (x, t)u(t)dt (1.1)

yapisinda bir integral denklemdeyx fbnksiyonunun lineer olmasi halinde,

integral denklem de Lineéntegral Denklem adini almaktadir.
u(x) = f(x) + j K (x,t)u" (t)dt (1.2)

integral denkleminde ise u(x ) bilinmeyen fonksiyonun n. Kkuvveti

bulundiwgundan, lineer olmayan bir integral denklem olmaktad

Genel olarak,
u(x) = f(x) + fcp[x,t, u(t)]dt (1.3)

integral denklemi de lineer olmayan integral denkl@maktadir.

Bunlarin dginda, birden ¢ok sayida gigkeni bulunan,
b d
u(x,y) = F(6 ) +[ KOyt t)u(t, t)dtdt, (1.4)

seklinde integral denklemlerin de lineer olani veyleer olmayani
bulunmaktadir. Lineer olmayan integral denklemkeorisinin temel prensipleri
A.M.Ljapunow, E.Schmidt, P.S.Urysohn ve A.Hammarstarafindan bulunmu

ve gelstirilmi stir.



1.1.1.2. Tekil Olan Veya Olmayarintegral Denklemler

Integral denklemlerin bir siniflandiriimasi de(x,t  fpnksiyonunun
surekliligi ile ilgilidir. (1.1) denklemi ile verilenK(x,t )fonksiyonuna cekirdek
fonksiyonu denir.K(x,t )fonksiyonua<x<b ; a<t<b aralginda surekli ise
integral denklem Tekil (Singtiler) olmayan bir integdenklemdir. K(x,t )bu
aralikta surekli dglse, integral denklem Tekil (Singuledntegral Denklem

sinifina girecektir.
O<a <1 olmak uzere,
:j u(t)dt (1.5)
o (Xx=1)°

seklinde bir integral denklem, tekil integral derkle bir 6érnektir. Ayrica, integral

sinirlarinin en az birinin sonsuz olmasi halindeleeklem, tekil integral denklem

sinifinda olacaktir.
f(X) :Tsin xtu(t)dt (1.6)
0
ve
f(x)= Te‘“ u(t)dt (1.7)
0

denklemleri bu tarin birer Orgismi olusturmaktadirlar. Bunlardan ilkinde,

denklemin ikinci yani ile tanimlanarf (x fonksiyonu, u(x Jin Fourier Sinls
Transformasyonu, ikincisinde isei(x ’i) Laplace Transformasyonu olarak

kullantlir.

1.1.1.3.integral Denklemlerin Yapilarina Gére Siniflandiriimasi

Integral denklemler yapilarina gére ti¢ sinifa ajari Bilinmeyen

fonksiyonunu(x ), ¢cekirdek fonksiyonurkK (x,t dldugu,

AX) = j K (x, t)u(t)dt (1.8)



seklinde bir integral denkleme |. Cinktegral Denklem denir. Bilinmeyen

fonksiyon sadece integral icinde mevcuttur. Burg®) fonksiyonu, verilmg bir

fonksiyondur. Benzegekilde,
b
AX) = f(x)+ j K (x, t)u(t)dt (1.9)

seklinde bir integral denklem de yine I. Cilstegral Denklem’'dir. Burada da

¢(x) ve f(x) verilmis olan fonksiyonlardir. Ancak bu denklemler,

¢(x) — F(x) =¢(x)

olmak uzere,
b
W(xX) = j K (x, t)u(t)dt
seklinde ifade edilerek, (1.8) denklemi yapisindailabilirler.

x? = [ (x—t).u(t)dt

O ey

ve

%
X — szt.u(t)dt

eX
gibi denklemler, bu cins i¢in birer érnektir.
b
u(x) = j K (x, t)u(t)dt (1.10)
veya
b
u(x) = f(x) + j K (x, t)u(t)dt (1.11)

seklindeki integral denklemler ise Il.Cindntegral Denklem’ler sinifini

olusturmaktadir. Burada, bilinmeyen(x fonksiyonu, denklemin hem icinde

hem dsinda bulunmaktadir.

u(x) :fex*t u(t)dt



ve
u(x) =1+ x+ fsin(x +t).u(t)dt

bu tir denklemlere birer 6rnektir.

Bu iki cins integral denklemden fa, ¢(x), f(x) ve K(xt) fonksiyonlari

bilinmesi halinde
Ax).u(x) = f(x) + jz K (x, t)u(t)dt (1.12)
seklindeki integral denklemlere Ill.Ciristegral Denklem denilmektedir. Orgia,
xu(x)=1-e™> + Jl’ x“t?u(t)dt
0

denklemi, lll.cins bir integral denklemdir.

Ozel olarak,¢(x) = Oise (1.12) denklemi l.cins bir integral denklemgx) =1

ise ayni denklem ll.cins bir integral denkleme dgnéktedir. Buradan, |. ve
[l.cins integral denklemlerin, lll.cins integral midemin birer 6zel hali olarak g6z

ontne alinabilmektedir.

1.1.1.4. Homojen ve Homojen olmayaintegral Denklemler

Integral denklemler bilinmeyem(x jonksiyonuna gére homojen olup

olmadiklar agisindan siniflandiriimaktadirlarcihs denklemler icin s6z konusu

bdyle bir siniflandirmada, (1.10) ile verilen,
b
u(x) = j K (x, t)u(t)dt

integral denklemi, Homojenintegral Denklem olarak adlandirilacaktir.

Homojenligi bozucu bir f (x ) fonksiyonunun bulundiu (1.11) ile verilen

u(x) = f(x) + T K (x,t)u(t)dt



seklindeki denklemlere Homojen olmayémtegral Denklem’ler denilmektedir.
b
u(x) = j K (x, t)u(t)dt

homojen integral denkleminin, kolayca gorulebik&agibi u(x) =0 olan bir

¢6zUmU vardir. Bunasikkar ¢6zim veya trivial ¢ozim denir.

Homojen integral denklemler, daha genel olarak
b
u(x) = f(x) + j K (x, t)u(t)dt

seklindeki bir integral denkleminf (x) = ©Imasi haline uyan 6zel bir durumu

olarak da g6z 6nuine alinabilirler.

1.1.1.5. Volterra Ve Fredholmintegral Denklemleri

Integral denklemlerin bir siniflandiriimasi da, gre sinirlarinin dgisken
veya sabitlerden oftmmasina gore yapilmaktadir. Lineer veya homojenldédina

bakilmaksizin,

@AX) = f K (x, t)u(t)dt (1.13)
u(x) = f K (x,t)u(t)dt (1.14)
u(x)=f(x) + JX' K (x,t)u(t)dt (1.15)

AX)u(x) = f(x)+ JX' K(x,t)u(t)dt (1.16)



seklindeki denklemlere Volterrintegral Denklemleri denilmektedir. Bu tiir
denklemlerde, integragaretinin tst sinirinda (veya sinirlarindan biringe)

degiskeni bulunmaktadir.

x deziskenin, x =b gibi sabit bir dgere git olmasi halinde yazilabilecek

AX) = T K (x,u(t)dt (1.17)
u(x) = T K (x,Hu(t)dt (1.18)
u(x) = f(x) + T K (x,Hu(t)dt (1.19)
AX)u(x) = f(x) + T K (x,u(t)dt (1.20)

seklindeki denklemlere ise Fredholimtegral Denklemleri denilmektedir.

Volterra ve Fredholm denklemleri arasindaki tekfam sinir yapisinda ortaya
ctkmaktadir.

1.1.2.Integro-Diferansiyel Denklemler

Bilinmeyenu(x ) fonksiyonu ile birlikte, bu bilinmeyen fonksiyonun

turevlerini de barindiran integral denklemlere gntediferansiyel denklemler

denir. u(x)’in sadece birinci mertebeden turevinin bulugdu

u'(x) = F{x,u(x),Jx. K(x,t,u(t), u'(t))dt} (1.22)

seklindeki bir denklem, birinci mertebeden integiitetansiyel denkleme bir

ornektir. Genel olarak bir integro-diferansiyel &ksm,

u® (x) = F{x, u(x), u' (%),..u™ ()} + j K{x,t,u(),u' (®)...u Ot (1.22)

0



seklinde verilir.

1.1.2. Parametreliintegral Denklemler

A #0 ve A £ 1bir parametre olmak tzere,

u(x) = f(x) + Af K (x, t)u(t)dt (1.23)
veya
u(x) = f(x) + AT K (x, t)u(t)dt (1.24)

integral denklemleri parametreli integral denklendkarak adlandirlir. Buradd

parametresi reel veya kompleks olabilir.
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2. KAYNAK OZETLER i

2.1. Enterpolasyon

Kati bir cismin bir sivi icerisinde erimesi olayjrsbz gelimi bir miktar
seker icerisine su dokerek dizgun araliklarla sudgyee seker miktarini
gozleyelim.ilk anda erimenin cabuk olagiave sonra yavgayarak tamamiyla
durac&l aciktir. Bu durum bir &i ile ifade edilmek istendinde kullanilacak
yontemler tamamiyla yakje& yontemlerdir.

Bilim ve teknikte kullanilan griler, verilen bir fonksiyona goére cizilen
veya deney sonucunda elde edilegriler olmak Uzere iki kisma ayrilir.
Fonksiyonlara ait formullerin belli oldw durumlarda s6z konusugrderi
cizmek icin bilindgi gibi 6zel noktalar, tepe noktalari, varsa asirnipto
bulunarak dgisim tablolari hazirlanir. Deney ya da olay sonucualtke edilen
deneysel grilerin formuli olmadgindan yukarida anlatilgh sekliyle egrileri
¢cizmek mimkin olamaz. Bunun yerine, deney veya alagsinda olculerin
verdikleri degzerlerden bir tablo yapilip dik koordinat sistemirmienoktalar apsis
ve ordinat olarak kabuddilir ve sonra bu noktalar bigerilerek deneysel giler
veya diyagramlar cizilirler. Deney sonunda elde lesdi bu &ri veya
diyagramlarin bazilari bir fonksiyonla ifade edileb bazilari ise edilemezler.

Sayet deneyselgeiler bir fonksiyonla ifade edilebiliyorsa bu forigenlara
Empirik Fonksiyon adi verilir. Bu tir empirik fonkginlart bulmak icin
kullanilan yontemlerden biri de Enterpolasyon yontm

Enterpolasyon kelimesi, elemanter anlamda bir forksin tablo halinde
verilmis deserlerinden hareketle, bu fonksiyonun bu araliktdinimeyen
degerlerinin hesaplanmasslémidir. Ayni deyim geni anlamda, verilmi bir
fonksiyonunun daha basit bip(x polinomu ile gosterilmesi veya onun yerine
kullaniimasi glemi icin de kullanilir. O halde polinomlarlalem yapmak kolay
oldugundan ve polinomlarin bircok 6zellikleri bilingihden, fonksiyonlarin
yerine onlari temsil edebilecek polinomlarismap kullanmak buyik kolayliklar

s&lar.
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Bir aralikta, bir f (x ) fonksiyonu ile bir p(x )polinomunun aldy deserler
farki istenildgi kadar kicuk olabiliyorsap(x polinomunaf (x )fonksiyonunun
bir Yaklasma Polinomu denir. Boyle durumlarda(x fonksiyonu yerinep(x )

polinomunu incelemek yeterli olabilir
Verilen bir noktadaki dgeri ile turevleri f(x) fonksiyonu ile ayni olan
polinomlara Uyumlu Polinomlar adi verilir.
f:Ro R, f(X)=¢€"
fonksiyonunu g6z 6niine alalim.
f'(x)=¢"
olacaindan
f(0)=e’=1, f'(0)=e’=1
dir. Bu fonksiyonun yeriney =ax+b tipinde birinci dereceden bir uyumlu
polinom alinirsa a ve b katsayilagpgudaki gibi secilebilir.
p'(x)=a
oldugundan
pO=b, p'O)=a
olacaindan,
pO)=f(), p'©=f"0)
esitlikleri gbz dnlune alinarak,
b=1 a=1
elde edilir. Boylece aranan polinom
p(x) =x+1
olarak bulunur.ikinci dereceden birQ(x )polinomu ile f(x)e yaklamak
isteniyorsa; verilen bir noktadaki (x ‘il degeri, birinci ve ikinci tirevleri, ayni
noktadaQ(x ) in dezeri birinci ve ikinci tirevlerine gtlenir.
Q(x)=ax* +bx+c, Q'(x)=2ax+b, Q"(x)=2a

oldugundan,



12

Q0)=c, Q'@O)=b, Q"(0)=2a
bulunur. Dger taraftan,

f(x)=e*, f'(x)=e, f"(x)=¢"
oldugundan,

fO=1 f'0=1 f"0)=1
bulunur.Boylece,

f0=Q0), f'(©=Q'0), f"(0)=Q"(©)
g6z 6nune alinarak,

c=1 b=1 a=12

elde edilir. Boylece,

X2

Q) =1+ x+7-

2
olarak bulunur. Bulunan yakjam polinomu A(0,1) noktasi kognlugunda, f (x)
fonksiyonuna p(x )polinomundan daha yakin olur. Genel olarak n. ckden bir

polinom alinmasi halinde, f(x) fonksiyonuna dahk gaklasacasi agiktir.
Bu halde,

p(X) =a, + ax+a,x* +...+a x"

dir.
p(0) = (0) =a,
p'O)=1'0)=2a
p"(0)=1"(0) =2a,
PO =1"0)=3a,
p™©0)=f™(©0)=nla,
esitliklerinden,

1
K

elde edilir. Boylece,

a, =—f®(0); k=01,2,...,n
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p(x) = () + F'(O)x+

'@, 170,
TR

elde edilir. Bu sonu¢ Maclaurin formuliinderska bir sey dezildir.
x =0 yerine x =a noktasi alinirsa,
p(x)=§%(x—a)k 01 (9

elde edilir. Boylece herhangi birf (x Yonksiyonu ve bu fonksiyonun her
mertebeden tiurevleri belli ise, n. dereceden biinpm ile bu fonksiyona yakiam
yapilabilir.

Fonksiyonun bir noktadaki deri ve n. mertebeye kadarki ttrevleri belli
olmayip, sadece gili noktalardaki dgerleri belli ise bu durumda kullanilacak

yaklasim yontemleri Enterpolasyon yontemleridir. Bu dudamverilen (X, Y, )
(X, Y1), - (X,,Y,), noktalarina Enterpolasyon noktalari adi verilir.

p(x)'in  polinom olmasi durumunda, f(x ‘i p(x) yardimiyla,
Enterpolasyon yapilarak ifade edilmegemine Polinom Enterpolasyodenir.
p(x) bir sonlu trigonometrik seri olgwnda iseTrigonometrik Enterpolasyon
s6z konusu olur. Bunun gibp(x EBnterpolasyon fonksiyonu ustel fonksiyonlarin
bir kombinasyonu, bir kuvvet serisi, Hermite polmo veya Legendre polinomu

da olabilir.

2.1.1 Polinom Enterpolasyonu

2.1.1.1Lineer Enterpolasyon:
Bir f(x) fonksiyonunun x, x«+1 gibi farkli iki noktadaki dgeri biliniyorsa,
bu durumda XI[ Xk, Xk+1 ] noktasindaki dgerinin hesaplanmasi, bu iki noktadan

gecen birinci dereceden bir polinom yardimiyla jeplir.
A[Xk’ f (Xk )]! B[Xk+1’ f (Xk+1)]
noktalarindan gecen gaunun gimi,

m= f (Xk+1) - f (Xk)
Xisr — K¢
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dir. O halde bu iki noktadan gecensdo denklemi;
f (Xk+1) - f (Xk)

y-f(x)= (X=%)
ke~ X
olur.
f(Xea) = F(X) =48Y,, X —X =h
denirse
A
Y=Y = zk (X=%)
oldugundan,
A
Y=Y T zk (X=X%,)
elde edilir.

Ornek: Ln1 =0, Ln6=1.7917595 gerleri biliniyorken Ln 2 dgerini Lineer
Enterpolasyon yardimiyla hesaplayalim.:

A
Y=Y +%(X_Xk)

formilinden,

Ln2=Lnl+ %1 (2-1) =0.35835190

elde edilir. Oysa Ln 2 ‘nin gercek geri bilindigi gibi 0.69314718 dir. Dikkat
edilecek olursa bdyle bir yaklanda bilinen iki noktanin apsisleri arasindaki fark
fazla old@gunda sonug¢ gergekc¢i olmamaktadfimdi Ln 6 yerine Ln 4 =
1.3862944 dgerini alalim. Bu durumda,

Ln2=Lnl+ %1 (2-1) = 0.46209813

bulunur ki bu gercek Ln 2 @erine daha yakin bir sonugtur.
2.1.1.2. Kuadratik Enterpolasyon

f(x) fonksiyonunun (¥Yo), (X1,y1) ve (%,¥2) gibi G¢ noktasi belli ise

[Xo,X2] aralgindaki herhangi bir x noktasindaki fonksiyongdg, bu ¢ noktadan
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gecen paraboll, yalden polinomu secerek bulunabilir.
P(X) =8, +a, (X = Xp) +a, (X=X )(X~X,)
kabul edelim.
P(X) = Y(X%), P(X)=Yy(X), P(X;) = Y(X;)
olacaksekilde a,, a,, a, katsayilari belirlenecektir.
P(X,) =&,
oldugundan
A = Yo
bulunur.
p(X)=a, +a,(X=%,) =Y,
ifadesinden

_Yi Yo
. X~ X

elde edilir.
P(X,) =ay +a,(X, = Xg) +a,(X, =X ) (X, =X) =Y,

esitli ginde a, ve a, yerine yukarida hesaplanansegder yazilarak,

Yo=Y1 Y1~ Yo
a, = - X, — X
2 (xz—xl xl-xoj/(z o)

elde edilir. Boylecep(x )olinomu

P(X) =Y, + _

17 X%y X, =X X = X (Xz - Xo)

Y1 = Yo (X—X0)+(y2 Y. yl_yoj(x_xo)(x_xl)

seklinde hesaplanir.

2.1.1.3.leri Enterpolasyon Igin Newton Formiilii
Esit aralikli (n+1) noktada fonksiyon @erlerinin bilindigini varsayalim.
Enterpolasyon polinomu,

Pn(xo) =aq, + al(x_ Xo) + az(x_ Xo)(x_ Xl) Tt an(x— Xo)(x_ Xl)""(x_ Xn—l)



seklinde n. dereceden bir polinom olsun. Buragaa,, ..., a, katsayilari,
Pn(XO) = yO’ Pn(xl) = yl’ R | Pn(xn) = yn

konularak hesaplanir.
Pa(X) =3, =Y, Ve p,(X)=a, +a,(X, —X%) =Y,

ifadelerinden

yl_yO:f[

X;y X
oy ]

a1 =
bulunur.

Pa(X) =3y +a (X, = X) +a,(X, = %)X, = X) =Y,

denklemindea, ve a, degerleri yerlerine yazilarak,

Y1 = Yo
X~ Xo

Yo = Yo = (X; =Xp) +a,(X, = X) (X, = %)

elde edilir. Son denklemdea, cekilerek,
a. = (yz - yo)(xl - Xo) - (y1 B yo)(xz - Xo)
’ (Xz - XO)(Xl - Xo)(xz - Xl)
elde edilir. Bolunmigifarklar cinsinden ifade edilecek olursa,
Y2 _ Y™ Y% _f[X21X1]_f[X1’Xo]_
a, = - (G =%) = = %, %0 %]
(Xz_xo &-xoj/ i X, = % ’

yazilabilir. Benzegekilde devam edilerek,

a, = X, XXy, X, %o
elde edilir. n=3 olmasi halinde,
Pa(X) = T (%) + TX, X J(X = X%o) + F[X,, X, X 1(X = X ) (X — X;)
+ X5, X,, X, Xo J(X = X )(X = X )(X = X,)

yazilabilir. Burada,

f(xl)_ f(Xo) f[X X ] — f(Xz)_ f()(1)

f[x,%,] =
v X, = Xo X, =X

16
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- 106) = 10x)

f[x,, X
R
ve
f[X,, %]~ f[x,X
f[XZ’Xl’XO]: [2 1] [1 0]
X, = X,
fX,X _fX,X
fX3, %, %] = [%s: %] [Xz, %]
X3 = X,
f[X,,%X,, %] — f[X,, %, X
f[%55 X5, %, %] = X5, %, )i]—x[ 25 X1 %ol
3 0
dir.

Esit aralikli noktalarda fonksiyon derlerinin belli olmasi halinde
yukaridaki formiller biraz daha basiie
Xo, X, =X, +h
gibi iki noktanin verilmesi durumunda,

Ay,
h

Pl(X)=y0 + (X_XO)

yazilabilir.
Xg, X, =X, +h, X, =%, +2h
gibi G¢ noktanin verilmesi durumunda,

N Yo

oIh? (X=X )(X = %)

A
P,(¥) = Y, +%(x—xo>+

olur. Genel olarak,

Xor X, =X, +h, X, =%, +2h, ..., X, =X, +nh

n

gibi (n+1) adet noktanin verilmesi durumunda,

N’ Yo
21h?

Pn (X) =Y +A_I,):O(X - Xo) + (X - Xo)(x - Xl) +%(X_ Xo)(x_ Xl)(x - Xz)

+.. +M(x—x0) ...... X=X_)
nth"
dir.
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2.1.1.4. Geriye Enterpolasyoricin Newton Formiilii

Esit aralikl (n+1) adet noktada fonksiyongeleri verilmi olsun.
Enterpolasyon polinomu olarak,
P, (%) = 8 + 8, (X = X,) + 8, (X = X, )(X = X,3) + 85 (X = X, )(X = X3 )(X = X, )

ot a, (X=X ) (X=X 1) X = X,)

seklinde polinomu géz 6nlune alalim. Burada da y@ea, ..., & katsayilarini,
I:)n(xn) = yn' I:)n(xn—l) = yn—l' et I:)n(xo) = yO
esitliklerinden elde edilir.

pn (Xn) = a0 = yn ve p(xn—l) = a'O + al(xn—l - Xn) = yn—l

den,

Yo ta(-h)=y,,
veya

—_ yn—l - yn —_ yn - yn—l —_ |:Jyn

& -h h h
elde edilir.

P(X,5) =8y +a, (X, o = X,) @, (X5 = X0) Xz = Xog) = Voo
den

Yo #2000 = x0) + 3, (X~ Xe0) (Xs = Xot) = Voo

h
elde edilir. Buradan da,

= yn B 2yn—1 B yn—2 - |]Zyn
2'h? 2 h?

bulunur. Benzegekilde devam ederek,

a,

_ 0%, .

ak_k!hk’ k=0,1,2,...,n

elde edilir.

2.1.1.5. Lagrange Enterpolasyonu

Bagimsiz dgisken degerlerinin ait aralikl olmasi halinde Newton
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Enterpolasyon polinomu uygulanmaktadir. Araliklaesit olmadgl durumda

farkli yontemler kullanilabilir.

Xo, X, ... X, farkh reel veya kompleks sayilar vey,, vy, ...

Y, ler de,

y = f(x) fonksiyonu icin bu sayilara kahk gelen dgerler olsunlar.

p(x)=y(x), 1=0,1,2,...,n
olacaksekilde bir p(x) polinomu elde edilir. Bu polinom

p(X) =a, + X+ a,x* +...+a x"

seklindedir.
O halde,

2 n
a, +a,X, ta,X,” +..+a X,

2 n
a, +a X, ta,x +..+tax

2 n
a, +a X, +a,x,” +...+a,x,

yazilabilir. (n+ 1) bilinmeyenli (n+ 1) denklemden okan

formunda;
1 X %
V= 1 x xl2
1 x x°
olmak uzere,
V.A=Y

a'0
&

Yo
Y1

Yn

bu sistem matris

seklinde yazilabilir. V matrisine Vandermonde matadi verilmektedir.

2.1.2. Enterpolasyoricin Hata Hesabi:

(X, X,) aralginda (n+1) adet ayrik nokta verilgniolsun. Bu aralikta

bulunan bir x dgeri icin fonksiyonunun kendisi ve (n-1). mertebéyalar bitin
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tirevleri surekli olmak uzereger bir p(x) polinomu ayni x,, X, ... ,X

n

noktalarindan gegcen ve n. dereceden bir Enterpmtapplinomu ise(x,, X, )
aralgindaki bir x dgeri i¢in hata,x, < X< x, olmak tzere,

(X=X )(X=X)...(x = X,,)

(n+1)! @

H,(x) = f(x) = p(x) =

formulu ile verilir. Ezer ayrik noktalar @t aralikli olup, noktalar arasindaki fark h
ise, X, < X< X, icin,
M., = Max f ™ (x)

olmak uzere,

n+l

4(n+1)!

[£09 - p(x¥)| < M.a(@.B); a<x<p

yazilabilir.
M,,, deseri har zaman kolay hesaplanamayabilir. Ancak f(xn+1).
dereceden polinom ise,
f(X)=AX" +AX" +..+ A
f™(x)=(n+1)! A,

olacaindan,
O™ f(x) =h" A, (n+1)!
konularak,
- An+lf X
0= 0

seklinde bulunur.

2.1.3. Spline Enterpolasyonu

Cok sayidaki veri noktalarina bir telgreile yaklasmak blyuk kolayliklar
sgilasa da bazi hallerde bu durum buyik hatalara nelddiir. Ayrica bu amacla
kullanilan Newton ve Lagrange Enterpolasyon polilesmin derecesi nokta

sayisi arttikca artagandan, bu tur polinomlarla yapilacaile@mler zorlgir. Bu
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nedenlerden dolayi, peese gelen iki veri arasinda birinci, ikinci yada tcun
dereceden fonksiyonlarla yakimin yapildgl Spline Enterpolasyon yontemi
gelistirilmi stir. Spline Enterpolasyonu veri noktalarinisitie araliklara bolerek,

her bir aralikta daha kicuk dereceden polinomigaldasim esasina dayanir.

2.1.3.1 Lineer Spline Fonksiyonlari

Veri noktalarini cgtli noktalara boélerek her bir aralikta gwsal
fonksiyonlar kullanma esasina dayanan yontem kutakolayligi bakimindan
tercih edilmektedir.

F(X) = F (%) + My (X=%,) ; Xo S X=X

F(x) = f(x)+m(x=x) : X S XS X,

FO)= (X)) T M (X=X1); X SXSE Xy
Burada mler dazrularin eimleri olup,

m = f(xi+1) B f(Xi)
Xiap =X

dir. Bu sekilde tanimlamadan sonra p,xx, ] aralgindaki herhangi birx = x;

noktasinda fonksiyon @eri hesaplanabilir.

Ornek:

x‘ 30 45 7.0 90
K@‘ 25 10 25 05

tablosu veriliyor. Lineer Enterpolasyon yontemiele uygun yaklgmi bulalim.

mozl_ 2'5:—1 m, = 25_1:0.6 mZ:O'5_2'5:—1
45-3 7-45 9-7
oldugundan,

f,(x) = 25-1(x-3)=-x+55
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f,(X) =1+ 06(x— 45)=06x-17
f,(X)=25-1(x-9) =-x+115

bulunur. Béylece,

-X+55 : 3<x<45
f(x)=<06x-17 = ; 45<x<7
-x+115  7<X<9

elde edilir.

2.1.3.2.ikinci Derece Spline Fonksiyonlari (Kuadratik SplineFonksiyonlarr)
Bu yontemde, her bir aralik icin secilen fonksikan (n+1) adet nokta
icin,
f(X)=ax*+bx+c ; i=0,1,...,n
seklindedir. Bu durumda 3n tane bilinmeyenin betirfeesi gerekmektedir.
Bu halde n adet aralikta tanimlanacak olan n tdmecii derece polinomun
katsayilarini hesaplamak icin gerekli olan 3n akeful asagidaki kabuller
sonucunda elde edilir.

i. Ic noktalarda fonksiyon gerleri sittir. Yani,

2
&% thoX, e, =f(Xy) ) o
) _ ; 1=0,1,...,n
X, +tbhx,+c =f(x,)

dir.
ii. Ilk ve son fonksiyonlar u¢ noktalardan geger. Yani,
a,X,” +bx, +¢, = f(x,)
ax?’+bx +c, =f(x,)

dir.

iii. Ic noktalarda birinci turevlersatir. Yani,
f,'(x) =2a,x+b

oldugundan
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2a,_,X_, +b_ =2ax_ +b ; i=0,1,...,n
olur.

Boylece toplam 3nl adet bagintiyi elde etmy oluruz. O halde bir
bagintiya daha gerek vardir. Bunu da ilk noktada ikitievin sifir oldgu
varsayimini  koyarak ofturabiliriz. Bu ise ilk iki noktanin dgru ile

birlestirilecegi yani a, =0 olmasi anlamini tar.

Ornek:

x‘ 30 45 7.0 90
f(X)‘ 25 10 25 05

tablosu veriliyor.ikinci dereceden Spline Enterpolasyonu uygulayalimce (i)

kosulundan,
% +hx +¢ = f(x) a,%," +byx, +¢, = f(x,)
ve
ale2 +b,x +¢, = f(x) a3x22 +b;X, +¢; = f(X,)

g6z 6nlne alinarak,
2025a, + 45b, +¢c, =10
2025a, + 45b, +¢, =10
49, +7b, +c, =25
49, +7b, +c, = 25
bagintilari elde edilir.
Simdi de (i) sartl yani balangi¢c ve son noktadan ilk ve son polinomun ggcti
varsayimi kullanilirsa
9a, +3b +c, =25
81a, +9b, +c, = 05
elde edilir.

(i) sarti yani tarevlerin surekligi varsayimindan da,
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2a,x, +b, =2a,x +h,
2a,X, +b, =2a,X, + Db,

elde edilir. Son olarala, =0 alinmasiyla da,

45 10 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 00 | b 10|
0.0 00 2025 45 10 0.0 0.0 00 | c 10
0.0 00 490 7.0 10 0.0 0.0 00 |a, 25
0.0 0.0 0.0 0.0 00 490 70 10 || b, 25
30 10 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 00 |c, 25
0.0 0.0 0.0 0.0 00 810 810 10 | a, 05
10 00 -90 -10 00 0.0 0.0 00 | b, 0.0
0.0 00 140 10 00 -140 -140 00 |c 0.0

sistemi elde edilir. Bu sistem ¢ozllerek,

a =0 b =1 c, =55
a, = 064 b, =-676 c, =1846
a,=-16 b, =24.6 c, =913

katsayilarl bulunur. Sonug olarak,

-X+55 ; 30<x<45
f(x) =4 064x* — 676x+1846 ; 45<x<70
-16x* +246x-913 ; 70<x<90

parcall fonksiyonu elde edilir.

2.1.3.3. Kibik Spline Fonksiyonlari

Spline Fonksiyonlari kendisi ve turevlerinin, sidi@dde ilgili olarak,
bazi 6zekartlar sglamasi gereken m. dereceden polinomlar olup, vehier
bir aralginda farkli katsayilar igerirler. Byartlarin en oOnemlisi; Spline

Fonksiyonu ve onun 1., 2., ..., {h). mertebeden turevlerinin veri agahda
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surekli olmasidir.

Matematiksel olarak her [Xx, x+1] aralginda f(x) kubik fonksiyonlari
kurmak muamkundidr. Ancak bu fonksiyonlarin kendildg birinci ve ikinci
mertebeden turevleri §x, aralg Uzerinde surekli olacaktir. (@)’ nin
surekliliginin geometrik anlami; y 5x) 'e it grafigin sivri koseleri icermemesi
seklindedir.

Xo< X1 < X2 < ... < ¥, seklinde siralanngiapsislere karlik élculms, Yo, Y1, ... ,Yh
noktalari verilm§ olsun. Sayet aagidaki sartlari sglayan n tane \fx) kubik
polinomu varsa f(x)'e kubikpline fonksiyonu denir.
Her aralik igin Gg¢tincu dereceden,

f.(X)=ax®+bx*+cx+d ; k=0,1,2,...,n
seklinde polinomlar kullanilarak yakjan yapilacaktir. (n+1) tane nokta icin n
adet aralik oldgundan 4n tane bilinmeyen sabitin hesabl icin 4. tana gerek
vardir. Bunlar;

i. Ic¢ noktalarda fonksiyon derleri ait olmalidir. (2n-2 bainti)

ii. Bastaki ve sondaki fonksiyonlar u¢ noktalardan gecdiel(2 bainti)

iii. I¢ noktalarda birinci mertebeden tirevigit elmalidir. (n-1 b&inti)

iv. ic noktalarda ikinci mertebeden tiirevigit @lmalidir. (n-1 bginti)

v. Ik ve son noktada ikinci mertebeden turevler siimalidir. (2 bgintr)
seklindedir.

Besinci sart, u¢c noktalarda fonksiyonlarin gloisal olacgl anlamini taur.
Bu tir spline fonksiyonlarina Tabii Spline Fonkanari adi verilmektedir.

Herhangi bir [x, X+1] aralginda {(x)'in ikinci tlrevi dgrusal olacgindan,
Lagrange Enterpolasyon formuline gore,

B0 = F (K)o £ () L

k-1~ Xk X = Xy
yazilabilir. Dikkat edilirse [k X«+1] araligindaki ikinci tirev, u¢ noktalardaki
turev deerleri cinsinden ifade edilir. Son gatida ard arda iki kez integral

alinarak,
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1 — " (X_Xk) " (X_Xk—l)2
f ' () = " (X-1) 2(Xk——1 “x) + f (Xk)_Z(Xk “%.) +C,
—_ " (X_Xk)3 " (X_Xk—l)3
B - A R

bulunur. Dger yandan bu fonksiyonun her bir agah u¢c noktalarindan gecmesi
gerektgi sartini kullanirsak €ve G sabitleri belirlenmy olur. Yani X%, i¢in

f(Xk-1) ve X% icin f(xx) olac&indan,

_ g (X = %)’
fie () = T (%) 6(;:_1 . ;k) +Cy Xy
(X = %)’
fo(x)="f"(x)————+C,x
(%) ( k)6(xk = Xya) o

yazilabilir. Son iki denklem taraf tarafa ¢ikarsh,
X —X%_)% .. X, — X )?
0= f(x) = £ 0x) Sl o ) B

bulunur. Buradan Cgekilerek,

— fk(Xk) B fk(Xk—l) _ f”(XK)_ f”(Xk—l)
- X~ X 6

Cl '(XK - XK—l)

elde edilir. Bu dger yerine konularak da,

C. = Xy f (Xk—l) B Xk—lf (Xk—l) _|:Xk f “(XK—l) B Xk—lf ”(Xk)
2

X ~ X 6

:|'(XK - XK—l)

bulunur.
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Boylece,

£ (Xie1) (X, ~%)? - £ ()
6(X, — X4) 6(X, — %)
{ F(%er) P ()X = xk_l)}(XK - +Lf(xk) O = %)

Xie = Xy 6 ] 6

(Xk - X)3

f (X)) =

(X - Xk—l)

elde edilir.

Bu ifade balangicta verilenden ¢cok daha kamtkaolsa da sadece iki
bilinmeyen icermektedir. Yani argln u¢ noktalarinda ikinci turevler belli iseler,
bu aralikta s6z konusu Spline Fonksiyonu elde aglibtur.

Ikinci tarevleri, birinci tirevlerin dglim noktalarindaki surekli sartini

kullanarak hesaplayabiliriz. Yanif, '(x,) = f,""(x, )yarti kullanilirsa, bgintisi

elde edilir. Tim (n-1) tane i¢ nokta icin bugoati yazilirsa (n+l) tane bilinmeyen
ikinci tdrev iceren (n-1) denklem elde edirolur. Bununla birliktesayet Tabii

Kibik Spline Enterpolasyonu stz konume u¢ noktalarda ikinci tirevler sifir
olacaindan, problem (n-1) bilinmeyenli (n-1) lineer dérkden ibaret bir

kibik spline enterpolasyonunda iki ggrta daha gerek olacaktir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Yiiksek mertebeden Bgangic Daser Problemleri igin Diferansiyel
DonGim Yontemi

Birinci mertebeden bir 3&angi¢ dger problemi en genel halde

%:f(t,y), ast<b (3.1
y(@=a (3.2)

seklinde tanimlanir. Genel olarak, m. mertebede&iangi¢c dger problemi,

ym®) =ty Y.y, ast<b (3.3)
y@=a, y@-=a, y'@-=a, . 6y""@=a, (3.4)

seklinde verilir. Bu tip problemlerin ¢6zim yodntemtelen biri, denklemin

sisteme dongitirtlup ¢ozilmesidir.

u®=yt), u,®=ye ..., u,®O=y"w
denirse,
dul(t) :w:u (t)
dt dt 2

du, (t) _ dy (1
dt dt

=Us(t),
(3.5)

du,,, () _ dy"™2(0) _
dt dt

m(®),

du, (t) _ dy™™ (1)
dt dt

=yt =@,y y,.y"),

sistemi elde edilir. Bgangic kaullari ise
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u@=y@=a, w@=y@=a, . u@=y""@-=a, (3.6)

bicimini alir.
Tanim 3.1. f(t), T aralginda tanimh bir fonksiyon olsun. f nin k. mertebad

turevi ¢(t,k) olmak tzere,

a;Ik(t) —gt k) OtOT (3.7)

t=t, icin @t,k) =@t k)

ve
F() = gtt, k) = {ak fﬂ 38)
ot -
seklinde tanimlanir.
Tanim 3.2. f (t) fonksiyonun Taylor serisine acilimi
f(t)= g{%}(k) dir. (3.9
olmak Uzere,
0= X0 207X 310
x0=3 [ X0+ R0 (3.11)

seklinde verilir.



Tablo 1. Bazi Fonksiyonlarin Diferansiyel Dogiim Fonksiyonlari

H

10

11

12

13

Fonksiyon

z(t) = x(t) £ y(t)

2(t) = ax(t)

dx(t)
dt

d?x(t)
dt?

d " x(t)
dt™

z(t) =

Z(t) =

Z(t) =

z(t) = x(t).y(t)

zZ(t) =1

Z(t) =t

z(t) =t™

z(t) = exp(t)

2(t) = @+1)"

z(t) =sin(at + a)

Z(t) =cost + a)

Diferansiyel Doniim Fonksiyonu
Z(k) = X (k) % Y(K)

Z(k) = ax (k)

Z(k) = (k + DX (k +1)

Z(k) = (k +D(k + )X (k + 2)

Z(k) = (k + D)(k + 2)...( + m)X (k +m)

Z(k) = zk: X()Y(k -r)

Z(k) = (k)
Z(k)=d(k-2
Z(k) =k —my= {1t k=M
0, k#m
Ak
Z(k)=ﬁ
Z(k):m(m—l)...(m—k+1)
k!
Z(k) :ﬂksin(z + aj
k! 2!

K
z(k)=“_co z+aj
K12

30
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Yukarida tanimlanan diferansiyel d@idinler gagidaki kasullar1 gerceklstirir.

1. X(k)= D[x(t)], Y(k) = D[y(t)] ve c,, c,sabitleri t ve k dan Eamsiz iseler,

Dlc,x(t) + ¢, y(1)] = ¢, X (K) +¢,Y (k) (3.12)

2. z(t) =x@M)y(t), x(t)=D*[X(K)], yt)=D?[Y(K)],

Dlz()] = D[x(®)y(®)] = X (k) DY(K) =3 Y1) X (k1) (3.13)
x™(t) nin dongumu, m pozitif tamsay! olmak lzere,

D[x"(®)]= X"(K) = X ™ (k) O X (k) = > X ™ ()X (k -1) (3.14)

1=0

seklinde tanimlanabilir.

Burada,

ymo=ftyy,..y"™)  asts<b

y@=a, y@=a, y'@=a, ..  y"’(a)=a,

ile verilen vyuksek mertebeden stengic dger problemlerinin ¢ozimi

arsstirilacaktir. Bu amagcla grid noktalays i = 012,...,N olmak tzere,
. b-a .. :
0 i=0L2,....N ve h:T icin t, =a+ih (3.15)

seklinde allnsm.[a,b] aralgl N tane alt arafa bolunsin ve alt araliktaki

fonksiyonlaru, olarak tanimlansinla(i = 012,...,N)

1
Uy(k+D) = U, (K),
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1
Up(k+ )= U, (K)

-1
Us(k+1)—k+1U4(k), (3.16)
U (k+1):—:L U (K)
m-1 k+1 m !

U, (k+2)=F(Y(k)),

seklindedir. BuradiF , f(t,y,V',...,y"™™) nin dénigiim fonksiyonu olarak
tanimlanmgtir.

(3.6) balangi¢ kaullari ise,
U,0=y@=a,, U,0=y@=a,, ... U, 0=y"=a, (3.17)
seklinde yazilabilir. Bunlarin yardimi ile

Y, () =U; (0 +U,; Ot -a) +U; At -a)° +...+U, (n)(t -a)" (3.18)

ifadesi elde edilir. Buradan,

V() DYo(t) =X Us (DN | h=(t, ~t,) (3.19)
V) Da(t) =Y Un(DN | h=(t, -t (3.20)
y(ts)Dyz(ts)ziulz(j)hj, h=(t;-t,) (3.21)

ve benzesekilde genel olarat,,, grid noktalarinda ¢6zim,



Y(t.) Oy () =S Uy (DR h=(t,—t,) §=012...N -1,

j=0

seklinde ifade edilir.

Sayisal Ornekler
Problem 1.
y'(t) - 2y'(t) + 2y(t) =expt) sin(t) , O<t<1

ikinci mertebeden gangi¢ dger problemi,
y(0) =-04
y'(0) =-06

baslangic¢ kagullari ile birlikte g6z 6niine alinsin. Burada,
u, (t) = y(t) ve u, (t) = y'()

33

(3.22)

(3.23)

(3.24)
(3.25)

olmak Uzere ikinci mertebeden diferansiyel denklbimnci mertebeden

diferansiyel denklem sistemine d@tiiruldr.
u, ' (t) = u, (1)
u,'(t) =expt) sintt) — 2u, (t) + 2u, (t)
baslangic kagullari ise
u, (0)=-04
u, () =-06
bicimini alir. Problemin ¢6zimdiinde,
h=01 ve N =10

(3.26)
(3.27)

(3.28)
(3.29)

alinsin. (3.26) ve (3.27) sistemlerinin belgttdiferansiyel denklemt; ve t,,,

arasinda
U, (t7) = u, (t7)

U, (t7) = exp@” + 21, )sing” +1,) - 2u, (t°) + 2u, (t")

(3.30)

(3.31)
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olarak gosterilebilir. Buradit” =t—-t, dir. (3.30) ve (3.31)' un diferansiyel

doniuma sirasiyla,

Uy (k+3) =0, (0, (3.32)

ve

U, (k+D)= {—expet)cost)z ACET [’—Z’j(k—l)

+expt;)sing, )z |)(il_|), {gj(k -1) (3.33)
- 20, (k) + 20, (K)}
dir. Burada,
U,©)=-04, U,,(0)=-06 (3.34)

degerlerini alir.
(3.23), (3.24) ve (3.25) ile verilen fangi¢ dger probleminin analitik ¢c6zUmu

y(t) =u, (t) = 02exp@t)(sint) - 2cos)). (3.35)

seklindedir. Probleme ait nimerik sonuclar, farkldigerleri icin Tablo 2’ de

verilmistir.



Tablo 2. Problem-21'in farkli N dgerleri icin numerik ¢6ztmleri
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t, N=4 N=5 N =10 N =15
0.0  -0.400000000  -0.400000000 -0.400000000 -0.400000000
0.1 -0.461733059  -0.461732981 -0.461732979 -0.461732979
0.2  -0.525559267  -0.525559066 -0.525559063 -0.525559063
0.3  -0.588600399  -0.588600073 -0.588600070 -0.588600070
0.4 -0.646610831  -0.646610347 -0.646610344 -0.646610344
0.5 -0.693564763  -0.693563995 -0.693563992 -0.693563992
0.6  -0.721149613  -0.721148557 -0.721148554 -0.721148554
0.7 -0.718150376  -0.718148972 -0.718148969 -0.718148969
0.8 -0.669708650  -0.669706840 -0.669706837 -0.669706837
0.9 -0.556440473  -0.556438203 -0.556438201 -0.556438201
1.0  -0.353397162  -0.353394446 -0.353394444 -0.353394444

-0.35

0.4

-0.45

-045

-0.65

06

-0.65

0.7

-0.75 - : - - - - - - -

a a1 (e 03 0.4 a5 0k ay ns 09 1

Sekil 1. Problem-1’in farkli N dgerlerindeki yaklaimlarina ait grafikleri
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Yukarida tanimlanan problemin RKM ile verilen ¢64ém burada tanimlanan
diferansiyel dongiim yontemi (DTM) ile kagilastirmali olarak gagidaki tabloda

verilmis ve hata oranlari tablo ve grafikle belirtigtir. Burada y(t; ) analitik
¢ozim olmak tizere hatalaHata=|Analitik Cozim-Nimék Cozim seklinde

alinmstir.

Tablo 3. Problem-1'in RKM ve DTM ile verilen hata derleri

ti Hata

ly(t;) = RKM| |y(t;)-DT4 |y(t;)-DT5 |y(t;)-DT1d |y(t;)-DT15
0.0 0.0000000000 0.000000 0.00000 0.00000 0.00000
0.1 3.7332754¢5 5.900e6 1.90€6 2.10e6 2.10e6
0.2 8.3926639%6 1.670e5 3.40€6 3.70e6 3.70e6
0.3 1.3955412¢f 3.990e5 7.40€6 7.00e6 7.00e6
0.4 2.0308873¢% 5.310e5 4.70€6 4.40e6 4.40e6
0.5 2.7212788&4  8.630€5 9.50€6 9.20e6 9.20e6
0.6 3.4251283¢t 1.013e4 4.30€6 4.60e6 4.60e6
0.7 4.0772521e4 1.476e4 7.30€6 6.90e6 6.90e6
0.8 4.5813778&4 1.850e4 4.00€6 3.70e6 3.70e6
0.9 4.8009448¢% 2.473e4 2.03€5 2.01e6 2.01e6

1.0 4547934/t 3.062e4 3.46€5 3.44e6 3.44e6
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w10
I I I I I I I I |
PY-| S— S SO S S SO RKM (Hata) i
' ' ' ——  N=d4 join DT (Hata)
gl L R R S —  N=81in DTM (Hata) ||
: ; ] : —  N=T10igin DT (Hata)
: : : : : N=T5 igin DT (Hata)
L e e e e et My A
C] WS SN ISR PO SRS SOPEA00 PN UM SO S
7 Y SRS S RS S SIS SN S S S 2o
2 _______ % ______ J: _____________________ P dommemm [ [, [ —
1 5 _______ J:. ______ T [ P P . [ [ A —]
1 ______________________________________________________________________ —]
|:|5 ____________________________

D_, i . t " ) v
o o1 02 03 04 05 06 07 08 08 1
Sekil 2. Problem-1’in hata gradi

Problem 2.
y'(t) + 2y (1) - y' (1) - 2y(t) =expt) 0<t<3 (3.36)

dcuncu mertebeden bir diferansiyel denklem,

y(©0) =1 (3.37)
y'©0)=2 (3.38)
y'(@0)=0 (3.39)

baslangic¢ kagullari ile birlikte g6z 6niine alinsin. Bu diferayesi denklem,

u, (t) = y(t), u,(t) = y'(t) ve uy(t) =y"(t)
olmak Uzere,

U (1) =u,(0), (3.40)
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u,"(t) =u,(t) | (3.41)
Us" (t) = —2u5(t) + U, (t) + 2u,(t) + expt) (3.42)
seklinde birinci mertebeden diferansiyel denklemesrgne dongttraltr.

Baslangi¢ kaullarn

u (0)=1 (3.43)
u,(0) =2 (3.44)
u,(0) =0 (3.45)

bicimini alir. Problemin ¢6zimtinde,
h=02 ve N =15 olarak alinirsa (3.40), (3.41) ve (3.42) sistemlarbelirttigi

diferansiyel denklerrt; vet,,, arasinda

u,'(t%) =u,(t"), (3.46)
u, " (t7) = u, ("), (3.47)
Ug'(t7) = =2u,(t") + u, (t7) + 2u, (t") +expt” +t,) | (3.48)

bigimini alir. Buradat”=t—t, dir. (3.46), (3.47) ve (3.48)' in diferansiyel

donGuma sirasiyla,

+ —i
U, (k+1) K 1U2i (k) (3.49)
U, (k+1 ———1 U, (k) (3.50)
' k+1 3 '

ve

Ualk# D= 20,00 10,00+ 20, 0+ ept)} @5

dir. Bglangi¢ kaullari ise



seklindedir.

U, =1

U, 0)=2

Uy (@©0)=0

(3.36), (3.37), (3.38) ve (3.39) in analitik ¢cozim

y(t) =u, t) = %’expcr) +%exp(—t) - g exp(-2t) +%[t expt)]
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(3.52)

(3.53)

bicimindedir. Probleme ait nimerik sonuclar, faikldezerleri icin Tablo 4’ de

verilmistir.

Tablo 4. Problem-2'nin farkli N dgerleri igin nimerik ¢oztmleri

b N=4 N=5 =N\LO N =15

0.0  1.00000000 1.00000000  1.00000000 1.00000000
0.2  1.40633333 1.40637600  1.40637383 1.40637383
0.4  1.84917442 1.84923760  1.84923496 1.84923496
0.6 236189778 2.36197255 2.36197035 2.36197035
0.8  2.97753987 2.97762545 2.97762430 2.97762430
1.0  3.73160354 3.73170425 3.73170461 3.73170461
1.2 4.66457225 4.66469625 4.66469831 4.66469831
14  5.82438402 5.82454315 5.82454695 5.82454695
1.6 7.26907260 7.26928196 7.26928808 7.26928808
1.8  9.06975381 9.07003341  9.07004262 9.07004262
2.0 11.3141407 11.3145155  11.3145290 11.3145290
2.2 14.1107716 14.1112739  14.1112931 14.1112931
2.4 17.5941670 17.5948384  17.5948638 17.5948638
2.6  21.9311637 21.9320567  21.9320896 21.9320896
2.8 27.3287178 27.3298999  27.3299428 27.3299428
3.0 34.0435550 34.0451137  34.0451693 34.0451693
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35 T T T T I
: : : M= jcin DT
' ' ' | —— N=Sigin DTN
I =10 jcin DT
' ' ' | = N=T5igin OTM

0 05 1 15 2 25 3
Sekil 3. Problem-2'nin farkli N dgerlerindeki yaklaimlarina ait grafikler

Tablo 5. Problem-2'nin RKM ve DTM ile verilen hata gerleri

ti Hata

ly(t;) - RKM| |y(t)-DT4 |y(t)-DTH |y(t,)-DT1d |y(t)-DT14
0.0 0.0000000000 0.0000000 0.0000000.000000 0.000000
0.2 3.7051385¢ 4.0670€5 2.000€6 1.700e7 1.700€7
0.4 5.3496545¢ 6.0580€5 2.600€6 4.000e8 4.000e8
0.6 6.13404276 7.2220€5 2.550€6 3.500e7 3.500e7
0.8 6.7810840¢5 8.4130€5 1.450€6 3.000e7 3.000€7
1.0 7.74922886  1.0046e4 2.500€7 6.100e7 6.100€7

1.2 9.3657449& 1.2575€e4 1.750€6 3.100e7 3.100e7
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14 1191173/ 1.6398e4 4.850€6 1.050e6 1.050€6
1.6 1567934/ 2.1640€e4 7.040€6 9.200€7 9.200e7
1.8 2101411/t 2.9119e4 1.159€5 2.380e6 2.380€e6
2.0 2.8350990e! 3.8930¢e4 1.450€5 1.000e7 1.000e7
2.2 3.8249793¢l 5.2840€4 2.610€5 6.900e6 6.900e6
2.4 5.1434509e¢1 7.0300€4 3.160€5 6.200e6 6.200e6
2.6 6.8840014el 9.3630¢e4 4.330€5 1.040e5 1.040€5
2.8 9.1669703e¢t 1.2422€3 6.010€e5 1.720e5 1.720€5
3.0 1.2146776€8 1.6350€3 7.630€5 2.070e5 2.070e5
%107
1.8 T T T T
, ; ; RKM (Hata)
S = T S S ——  N=dicin DT [Hata) ]1
' i i i —  N=5gin DTM {Hata)
—  N=T0igin DTM [Hata)
LI e St SRR SR N=15 igin DTM (Hata) [
12 I

1

0.8

06

0.4

0.z

|:|.-

a

1

1.4

Sekil 4. Problem-2'nin hata grafi
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3.2.Integro-Diferansiyel Denklemlerin Diferansiyel Donigiim Yontemi ile
Yaklasik Cozumleri

Integro-diferansiyel denklemlere olan ilgi, gliniméizgittikce artmaktadir.
Gelisen teknoloji ile birlikte bu konular giderek gunlesimis, teknolojide ve
Ozellikle de bir cok muhendislik alaninda yaygiarak kullaniimaya bdaniimis
olmasindan dolayi ilgi alani o oranda gémistir. Burada integro-diferansiyel

denklemlerin diferansiyel dogiim yontemiyle yaklgk ¢cozumleri argtirilacaktir.

Tek deiskenli bir f fonksiyonun k. mertebeden tirevi icin

F (k) :%HXI (x)LXO = %.f ) (x, ) (3.54)

donlsimini gbz onune alalim. Bu durumda ters démy

o w £ (k)
f(x):ZF(k)(x—xo)" - Z f k('xo)

(X=%)" (3.55)

seklinde tanimlanir.
Fonksiyonlarin toplamlarinin, farklarinin dé#iinleri de benzegekilde

tanimlanabilir. Bu amaclasagidaki teoremler verilnstir.

Teorem 1. f(X) = g(X) ¥ h(x) ise F(k) =G(k) * H (k) dir.
Ispat:
f(x) = g(X) ¥ h(x) olarak varsayilsin. (3.55) kullanilarak,

i F(K)(x - %,)" :iG(k)(x— X,)* F i H (K)(Xx = X, )"
i F(K)(X = %o)" =i[G(k) T HK)](x = x,)"

i[G(k)Tr H (K)](x = %,)"* —iF(k)(x—xo)k =0



[

> {IG(K) T H(K)] - F(K)}(x—x,)“ =0

OxOR icin, [GR)FHK)]-FK) =0
= F(k) =G(k) ¥ H(k)

dir.

Teorem 2. [OcOR icin f(x) =c.g(x) ise F(k) =c.G(k) dir.
ispat: f(x) =cg(x) = i F(K)(X—X,)" :c.iG(k)(x — X, )"
i F(K)(X - ;)" :ic.G(k)(x— %)*

5RO 1) -3 cB)x-x%)* = 0

[

> [eGk) - F(K)](x—x,)“ =0

k=0
elde edilir.
OxOR igin, [cG(k) - F (k)] =0 oldugundan F (k) = cG(k) dir.

d;?(EX) ise F(k):@G(k'kn) dir.

Teorem 3. f(X) =

Ispat: Diferansiyel dongiim tanimindan,

F(k)=3[dkf (X)Lo

kI dx

seklinde yazilir. Burada f(x), yerine yazilip n. edreden tlrevine gegilirse,

_dk(d“g(x)j
d n
F(k):% N

dx®

43
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1 dk+ng
:E{ dx " (X)}

_(k+D.(k+2)...k+n) 1 dm©(@
(k +1)(k+2)(k+n)k| dxk+n .

_ 1 dk+ng
_W+D(k+a"4k+mlk+m{d%”(mlm

elde edilir. Yani,

F(k)_(k+n)

G(k +n)
dir.

Teorem 4. f(x) = g(x).h(x) ise F(k) = Zk:G(kl).H (k—-k,) dir.

k=0

Ispat: Bir f(x) fonksiyonu icin déngiim formalii,

A )——H f (X)Lo

seklinde verilir. Bu ifade def (x) = g(x).h(x konulursa,

=2 ¢ o]

d? g(x) h(x) + dg(x) dh(x) d*h(x) 9(¥)

dg(x) dh(x)
k'{ ax T STyl dx  dX
. 990 dh(X) d°g(x) h(x) + d*g(x) dh(X) d*g(x) dh(X) d*h(x) dg(x)
dx  dx dx® dx? dx dx? dx dx? dx

ifadesi elde edilir. Bu ifade yeniden dizenlenirse,

F(k)=3 G(k,).H (k- k)

k =0

sonucu elde edilir.

...... |
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Teorem 5.nON olmak Uzere,

1 k=n
f(X)=x"= F(k)=d(k-n)=
0 k#n
dir.
. 1] d*f 1| d*
Ispat: F(k)=— = —| 2y
P (k) k!{dx“ (X)on k!{dx" X }XO

diferansiyel dongiim formulinden, k<n icir(k Jonksiyonux cinsinden elde
edilir. Turevleri alindiktan sonrix =X, i¢cin F(k) degerleri

k<n= F(k)=0

k>n— F(k)=0

k=n= F(k)=1

bicimini alir. Gergekten,

olup
k>n = F(k)=0
K=n = F(k) =1
seklindedir. Orngin,

5 5 5
9 ()= = FE =T 1oy
ox® 5 d¢ |, 5

dir. Bu ifade genellgirilirse,

k=n
F(k)=d(k-n)=

0, k#n

elde edilir.
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Teorem 6. f(X) =0,(x).9,(x)...9,.,(x).9,(x) ise

kK Kn-1 k3 Ky

F(k) = Z Z Z Zel(kl)-Gz(kz — k). G (ko — k)G, (k= k)
Kn1=0 ko_=0 k,=0 k=0
dir.
Ispat: (3.54) ile verilen diferansiyel dogiim tanimi kullanilsin.

Hm=%{d:&ﬂ — F() ==
X=X

1| dx k! {d—(gl(x)gz(x)...gn-l(x)gn(x))}

dx* _
X=X
F(0) =g[(glmgz(x)...gn_l(x>gn(x>)]X=XO =G, (0)G, 0).-G, (0)G, (0)
1d
F =1 4[0:099:09--9,4099, ().,
FJWMA@m%1wm4@+gﬂw%%wm%1UMA@+u}
X=Xo

+0,(X)9, ()-8, ' (X)9,(X¥) + 9,(X)9,(X).--9,-,(¥)9,"(X)

=G,0G;0)..G,, G, 0) +G,(0G, D.. G, (0)G, (0) +...+ G, (0)G; (0)..G,, DG, (0)
+G,(0G,0)..G,, G,

Fo =L 4

7 3 9:099: (9--9,,(09, (..,

zigﬁmxmgxmm%ﬂwmxw+gxw%%mmmﬂumxw+m
L0 )¢

+0,(¥)9, (X804 ()9, (X) + 9,(X) 9, (X)--- 901 (X) 9" (X)] e,
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=G, ()G, 1G, (0)..G,, (0G, 0+ G, G, (0)G, 1)..G,, O, (0) +...
+G, (G, (0G; (0).-G, , (0G, ) +G, (0)G, 1), (1).-G, , ()G, (0) +...
+G,(0G, 0)..G,, MG, ) +...+ G, (9G, (0)G; (0)..G, , ()G, (0) +...

+G,(0)G; 0)..G,,(0G, (2)

elde edilir. Burada bu ifade genaliglirse,

k Kn_g ks ky

F(k) = Z Z Z ZGl(kl)'GZ (k; = ki) G (Ko — ko) Go (k= k)

ky-1=0 k,_,=0 k,=0 k;=0

formu elde edilir.

Teorem 7. f(x) = g(x+a) ise F(k) = i(t}a“‘kﬁ(hl) , N 5 o dir.
h=k

Ispat:
Diferansiyel dénglim yontemindex — x+a konur ve seri acik olarak yazilirsa
()= FRI(Xx=%)* = Y- G(K)(x+a-x))"
k=0 k=0
f(X)=G0)+aG® +GO).(x—X,) +a*.G(2) +2aG(2).(x - X,) + G(2).(Xx — x,)* +

a® G +3a°.GA).(x—X,) +3aGB).(Xx—X,)* +G(3).(x—%,)° +...

elde edilir. (x— x, )JIn kuvvetlerine gore bu ifade dizenlenirse
f(x)=|G(0) +aG@) +a%G(2) +a>G(@d) +..]+|G) + 2aG(2) +3a%.G(3) +..[(x— %) +
[G@) +3aG@) +..J(x—x,)% +...

ifadesi elde edilir. Bu ifade yeniden dizenlenirse
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" ' ah™ - 3 ah2 v )2
f(x) = Za G(h1)+21(hl o G- x) ; 2)| G(h,)(x - %)% +
°h! e e h
h12:33!.(hl_3)!a G(h)(x—x,)% + hlz m—h G(h,)(x — X,)"

ve

= & (h
f0=2 Z(;)-a*ﬁ‘k-e(m(x—xo)k

k=0 h=k

ifadesi elde edilir.

Ters DOngum Formulinden (3.55),
Fk) = Z(hlj.a“l"‘ G(h)(x - x,)"
AL
ifadesi veya
L (hy
F(k) = Z( j.a“fk G(h)(X-%,)* N - o
AN ’
ifadesi elde edilir.

Gk -1)

Teorem 8. f(x) = Jx-g(t)dt ise F(X)= "

, k=1 dir.

Ispat:

Ters Dongum Formulinden (3.55),

09 = fatoat = [T a0 at = jG(k)(t )t

> | G(k k+1 = Gk k+1
Z{() ) }kz() %)

k=0

dir.

k =0 yerinek =1 yazilip ifade yeniden dizenlenirse,



> G(k-1
- z ( . ) (X_ Xo)k
k=1
elde edilir. Dongim formala kullanilarak,
Gk-1
k 1

ifadesi elde edilir.

F(x) = k=1,  F(0)=0

Xn-1

X{..

(k- n)

Teorem 9. f(x) = g(t)dtdxdx,dx,..dx,_, ise

8"—~.><
XX
X
X —y X

F(k) = G(k-n), k=zn

dir.

Ispat:

Ters DOongum Formull uyarinca,

X3 X3 X oo

f(x)= j j jjsz(k)(x X, ) dtdx dx,dx;..dx

X X % k=0

M

i

T Xf ]‘1G(k)(x—xo)"dtdxldxzdxe...dxn_1
Xo

X0 Xo

=~
I
o

Xn-1 X3

G(k .
jk( ) (xx) ey dx,

]
DM
X )

=~
1l
o

X —y

e

_ k+2
.xo—(k +Dk+2) (X = X,) T dx,dx,..dx

1
e
X ey

=~
I
o



- G(K) e
2 kDo) kan © T

ifadesi elde edilir.

k =0 yerinek = n yazilarak ifade yeniden dizenlenirse,

_x G(k —n) Y
';(k+1—n)(k+2—n)...(k)(x %)

:ik n)!

k=n

GK)(x = %)™

elde edilir. Diferansiyel dorgiim tanimi uyarinca,

(k- n)

F(k)=-—2G(k-n) kzn

elde edilir.

Teorem 10. f(x) = g(x)fh(t)dt ise

F(k):zli:

k=1

kiG(k—kl)H(kl—l) k>l

1

dir.

Ispat:

Diferansiyel dongm formult kullanilarak,

F(0)= {g(x) | h(t)dt} =0

X=Xy

F@) :%di{gm | h(t)dt} ={g'(x) [h@t)dt + g(x)h(x)} =G(O)H (0)
X % X=X X=%o

Xo

50
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F(2)=%::X{ () X{ h(t)dt} _

X=Xy

%{g"(x) [ n(t)dt + 2g'()h(x) + g(x)h'(x)}
’ Xo

X=Xy

=G(1)H(O)+%G(O)H(1)

FO) :%%{g(x) on h(t)dt}
X=X

:%{g"'(X)Ih(t)dt +3g" (X)h(x) + 3g' (X)h' (X) + g(x)h"(x)}
' X

X=X
=G(H (0) +%G(1)H 0 +:—1BG(O)H @)

ifadeleri bulunabilir.

Genel olarak,
1

Fl=Y

k
Gk-k)H(k -1 k=1
k=1

dir.

Teorem 11. f(x) = jgl(t)gz(t)dt ise
Xo

k-1
F(k)=%ZGl(kl)Gz(k—kl—1), k>1
k=0

dir.

Ispat:

Diferansiyel dongim formulu kullanilarak, sira ile F(0), F(1), F(%) ve genel
halde F(k) dgerleri bulunur.
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F(0) { | gl(t)gz(t)dt} =0
Xo

X=Xp

()———{ | gl(t)gz(t)dt} =[9:(09,(¥] =G, (0)G, (0)

X=Xy

FQ =%(37{ j gl(t)gz(odt} = 218" (99.0 + 9, (9, (9]

X=Xg

—[6.06,0+6,06,0]

F@) =§37{ | gl(t)gz(t)dt} = 5107 (09.9 +20,(99," (%) + 0,99, (]

- % [6,(2)G, (0) + G, ()G, ) + G, (0)G, (2)]

F4)= %[G1 3G, (0) + G, (2)G, 1) +G,1)G, (2) + G, (0)G, (3)]
Genel olarak,

F09 =4 2GkIG (kK -1 | k21
seklindedir. |

Teorem 12. f(x) = jgl(t)gz(t)...gn_l(t)gn(t)dt olmak Uzere,
X0

1 k-1 Kkpg ks Ky
F(K) _E Z:Gl(kl)G2 (k, =k,)..G,, k., = k,.,)G, (k-k,, =1

0 k=0 Kk,=0 k=0

dir.



53

Ispat: Benzersekilde diferansiyel doniiim tanimi kullanilarak, sirasiyla F(0),
F(1), F(2) ve genel halde F(k) gkxleri aagidakisekilde bulunur.

F O :g{ | gl(t>gz(t>...gn_1(t>gn(t)dt} =0

X=Xg

F@) =%dix{ j gl(t>gz(t>...gn_1(t)gn(t)dt} =[0,(99,(2--904 (09, (W],

X=Xo

FO =G, 06, 0)..G,,0G, 0

F(Z)__ 1d l:.[g1(t)gz(t) 9119, (t)dt}

X=Xg

{gl (0)9,(X).-.9,42(¥9,(X) + 9, (¥) 95" (¥)...9,4 (¥ g, (X) + .. }
2|+ 09,(¥9,(¥)...9,."(¥)9,(X) + 9,(X)9,(X)...9,,(X) g, (X)

1[G, G, (0).-G,, (0)G, (0) + G, (0)G, ()..G,, (0)G, (0) +...
F@=3146,00,0..6,,0G, 0) + G, 0)G, 0).G,, 0)G, 1)

Genel olarak,

;_\

1 k- K-y ks Ky
F(k)=— ZG k)G, (k, = k,)..G,_, k., = k,.,)G,(k-k,, =1

kk 2170 K, 2_o |<2 0 k=0
dir.
Teorem 13. £ (X) = [9,(X) 9, ()...8,+ (99, (][ B (O, ©)...h,s (D, Ol

olmak Uzere,

F(k) - Z Z Z Z H (k 1)H2(k2 - kl)H m—l(km—l - km—z)Hm(km - km—l)'

Knen-1=1 Kpenp=1 Kp=1 k=1 m

G1(km+l - km)GZ (km+2 - km+1)"'Gn—l(km+n—l - km+n—2)Gn (k - km+n—1)
dir.
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Ispat: Diferansiyel dongimiin tanimi kullanilarak,

F () =g{[gl(x)gz(x)...gn-l(x)gn(x)] [ h, (t)...hm-l(t)hm(t)dt} =0
’ Xo

X=Xp

%di{[gl( X)9; (9.1 (99, (X)]Ihl(t)h (©)--hps (DN, (t)dt}

X=Xp

={[g;(x)gz(x)...gn_l(x>gn(x)] [ h.®Oh, @)1, O, Ot
X0
+[0:009,'(9-- 9, 099, (9] [ O, (©).. O, (Dt +..
+[0:099,9-- 902" (099, (0] [ O, (1) h, O, (Dt
X0

+[0,099, (0.9, (99, ] [ O, (1)..h,, (D, (Dt
Xo
(8,009, (%)..9,2 (09, (), (I, (x)... by, (I, (O]

F(@) =G, (0)G,(0)..G,, (0)G, O)H, O)H,(0)..H, ,OH, ©0)

F(2) =G, )G, (0)..G, ,(0)G, (O)H, (O)H, (0)..H,, O)H, ©0)
+G,(0G,1..G,, )G, (OH,(OH,(0)..H,, (OH 0
+..4+G,(0)G, 0)..G, , G, O)H, (O)H, 0)..H,.,(O)H, (0)
+G,(0)G, (0)..G, ,0)G, WH, O)H, (0)..H,.,(O)H , (0)
+G,(0)G, (0)..G, , 0)G, (O)H, MH, (0)..H, ,(OH,, (0)/2
+G,(0)G, (0)..G, , (0)G, (O)H, (O)H, (1)..H, , (OH,, (0)/2
+..4+G,(0)G, (0)..G, , 0)G, (O)H, (O)H, (0)..H, , )H,, (0) /2

+G,(0G,0)..G,,0G,OH,(OH,(0)..H,,,OH,1)/2
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Genel olarak,

Flo= Y ST Z (k=D H (K, KMy (s =K ) H (=K.

Knen-1=1 Kmen-2=1 Kp=1 k=1 m

Gl(km+l - km)GZ (km+2 - km+1)"'Gn—1 (km+n—l - km+n—2 )Gn (k - km+n—1)

elde edilir.

3. Sayisal Sonuclar:
Problem 3.

Y (0 = XL+ ) + 3+ y(x) - [yt (356

lineer integro-diferansiyel denklemi g6z dniine 1atal

Denklemin balangi¢ kagullari,
y0=1 y@©0)-=1

(3.57)
y@ =1+e, y'() =2e
olarak alinsin vix =0 igin,
y" (0)=4 (3.58)

seklinde verilmg olsun.

1
x =0 icin e*fonksiyonunun diferansiyel dogiimu T, ; dir. (3.56) ile verilen

k!
problem icin donglim ifadesi
3
ok -1+ ZJ(k -1 +Y(K) ——Y(k 1
Y(k +4) = =0 (k- k )k (3.59)
(k +D(k +2)(k +3)(k + 4)

seklinde elde edilir. Denklem diizenlenirse
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Y(k +4) = [Kid(k —1) + 3+ k + kY (k) — (k —1)!Y (k - 1)]

(k + 4)'
(3.60)

seklini alir.
x =0 icin bglangi¢ kaullan

YO =1 YO=1 YQ=a Y@=b Y@=¥, @61
seklini alir.

4 5
y(X) =1+ x + ax® + bx® +X_+X_+(i+ij X6
6 24 \180 360

1 a b, 11 b ) s °
+ - X - X" + (3.62)
840 2520 840 40320 6720 40320

+ 1 + a 510 +O(Xll)
453600 1814400

x =1 icin verilen balangi¢ kaullarina gére N=10 alindinda a ve b sabitleri
a=0.999998 b =0.500003

seklinde bulunurlar. N=20 alinmasi halinde
a=1.00000000000001  b=0.499999999999991

ifadeleri bulunur. Bunlar yukarida yerlerine korayrs

X3 X4 X5 X6 X7 XS XQ XlO

YOO =1+ X+ X2+ ot o T+ o+ T D
2 3 4 5 4 7 8 a

¢6zum fonksiyonunun seri gostegilveya kapali formda
y(X) =1+ xe*
¢6zUmu elde edilir. Bu ¢ozuUmgdir argtirmacilar tarafindan ifade edilen ¢6zim

ile caksmaktadir. [Wazwaz, 2001]
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Problem 4.
y(IV) :1+ .[e—t y2dt (3.63)
0

denklemini g6z 6niine alalm. Denkleminslaagic kagullari,
y(©) =1, y'0) =1,

(3.64)
yd=e y@d=e
seklinde verilsin.x =0 igin,
y™ (0)=1 (3.65)
dir..
5+ LS Z( D* vk, —k)Y(k—k, ~1)
Y(k +4) = Kic=o =0 (3.66)
(k +1)(k + 2)(k +3)(k + 4)
k=1 icin,
k- & & ("
Y (K + 4) _WKZZ ZO Y(k, —k)Y(k -k, -1) (3.67)

bicimini alir. Problemin kegullari x = 0 i¢in asagidaki sekle donigturilebilir.
YO =1 YO=1 YQ=a Y@=b Y@=, (368

Bunlardan yararlanarak problemin ¢ézimd,

4 5 6
y) =1+ x+ax +hx + 2 + 2+ 2 +[ a _ 1 jx7
24 120 720 \1260 5040

b 1 8 a’ a 1 0
2260 anaon Xt - + X (3.69)
3360 40320 15120 15120 51840 -

2
L 2 +ab+ a b 1 X2 + O(x%)
30240 15120 45360 30240 403200

seklinde bulunur.
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x =1 igin,
a=0.4999997 b=0.1666669

seklinde hesaplanabilir. Benzgzkilde N=20 icin
a =0.499999999999993 b=0.166666666666672

degerleri elde edilir.

1 1
N - oo igin &~ Y b - 6 olur. Bu dgerler kullanilarak (3.69) denklemi,

2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10

y(x) = Slaxr i d X X X X XX X
2 3 4 5 e 7 8 9 1C

seklinde ifade edilir. Bu ise,

y(X) =€* fonksiyonunun seri agihmidir.

Problem 5.
u'(x) = —1+J'u2(t)dt (3.70)
0
lineer olmayan integro diferansiyel denklemi

u() =0 (3.71)
u'(0)=-1 (3.72)

baslangic kagullari ile birlikte g6z 6nine alinsin.

(3.70) denkleminden,
U(k+1)= [ (k) += ZU(kl)U(k k= 1)) (3.73)

elde edilir.

k=1 icin (k) =0 dir. (3.73) denklemi daha basit olarak

Uk +1) = ZU(k)U(k k, 1) (3.74)

k(k 1) k £

seklinde yazilabilir.



(3.71) ve (3.72) bgangic¢ kaullarinin diferansiyel dorgiiima,
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u@©=0 U@®=-1 (3.75)
seklindedir. Buradan,
u(x):—x+x—4— " X ox® 37 6
12 252 6048 157248 158505984
25 19 73 2 449 25
3011613698 25207555084« 4553559908520 > 7©)
497248176451391203840)(28 -6
¢6zUmu elde edilir.
Tablo 6. Problem-5’e ait sayisal sonuglar
X WGM ADM DTM
0 0 0 0
0.0312 -0.0312 -0.0311999 -0.0311999210
0.0625 -0.0625 -0.0624987 -0.0624987284
0.0938 -0.0937 -0.0937935 -0.0937935492
0.1250 -0.1250 -0.1249800 -0.1249796568
0.1562 -0.1562 -0.1561500 -0.1561504020
0.1875 -0.1874 -0.1873970 -0.1873970355
0.2188 -0.2186 -0.2186090 -0.2186091064
0.2500 -0.2497 -0.2496750 -0.2496747212
0.2812 -0.2807 -0.2806800 -0.2806795005
0.3125 -0.3117 -0.3117060 -0.3117064249
0.3438 -0.3426 -0.3426380 -0.3426380098
0.3750 -0.3734 -0.3733560 -0.3733561800
0.4062 -0.4040 -0.4039390 -0.4039385134
0.4375 -0.4345 -0.4344590 -0.4344591026
0.4688 -0.4648 -0.4647950 -0.4647946327



0.5000
0.5312
0.5625
0.5938
0.6250
0.6562
0.6875
0.7188
0.7500
0.7512
0.8125
0.8438
0.8750
0.9062
0.9375
0.9688
1.0000

-0.4948
-0.5247
-0.5542
-0.5835
-0.6124
-0.6410
-0.6692
-0.6969
-0.7242
-0.7509
-0.7771
-0.8027
-0.8277
-0.8520
-0.8756
-0.8984
-0.9205

-0.4948230
-0.5246120
-0.5542270
-0.5835420
-0.6124310
-0.6409540
-0.6691670
-0.6969410
-0.7241530
-0.7508550
-0.7770900
-0.8027340
-0.8276670
-0.8519340
-0.8755690
-0.8984520
-0.9204760

60

-0.4948225080
-0.5246119111
-0.5542274424
-0.5835419298
-0.6124306816
-0.6409542266
-0.6691672304
-0.6969414638
-0.7241533481
-0.7251900069
-0.7770901037
-0.8027338637
-0.8276674429
-0.8519341746
-0.8755687314
-0.8984522567
-0.9204757107
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Sekil 5. Literatirde yer alan sayisal sonuclarirskagtiriimasi
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SONUCLAR VE TARTI SMA

Bu calsmada, oncelikle integral denklemler hakkinda bugrilmis ve integro-
diferansiyel denklemler tanimlangtir. Daha sonra Enterpolasyon kavrami
Uzerinde durulmgtur. Diferansiyel dongiim yonteminin tanimi yapilip, bununla
ilgili tanim ve teoremlere yer verilgtir. Teoremlerin ispatlari yapilip, yontemin
yuksek mertebeden {angic dger problemlerine ve integro-diferansiyel
denklemlere uygulagn o6rneklerle g0sterilmgtir.  Diferansiyel dongim
yonteminin farkli N dgerleri icin elde edilen c¢Ozumler kendi aralarinda
karsilastirilmis ve elde edilen ¢ozumler ile analitik ¢cozimler avdaki hatalar
tablo vesekil olarak ifade edilngtir. N degerinin arttgl ¢cozimlerde elde edilen
sonugclarin analitik ¢6zimlere daha da yakin gldbelirtilmistir. Diger taraftan
diferansiyel dongim yonteminden elde edilen sonuclageti yontemlerle elde
edilen sonuclarla karastiriimis, bu sonuclar tablo vgekil olarak incelennstir.

Diferansiyel donglim yonteminin uygulagi ve analitik ¢6ziimlere daha yakin

olusu agisindan verimli sonuglar aligdbelirtiimistir.
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