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OZET
GRAFLARDA ZEDELENEBILIRLIK

OLCUMLERI

BACAK TURAN, Goksen

Doktora Tezi, Matematik Boliimii
Tez Danigmani: Prof. Dr. Alpay KIRLANGIC
Ocak 2010, 62 sayfa

Bir iletisim aginda, belli merkezlerin ya da baglantilarin zarar gérmesinden
sonra, iletisim kesilene kadar gecen siiredeki agin dayanma giiciiniin 6l¢iimiine,
zedelenebilirlik de8eri denir. Bir iletisim ad1, zedelenebilirlik degerinin belir-
lenebilmesi i¢in, merkezleri bir grafin tepelerine, baglantilar1 grafin ayritlarina
karsilik gelecek sekilde bir graf ile modellenir.

Merkezlerinin bozulmasiyla zarar goren bir iletisim agin1 modelleyen bir G
grafinin zedelenebilirligini 6lgmek i¢in, tepe baglantililik sayisi, tepe biitiinliik
degeri, toughness degeri, scattering sayisi, tenacity degeri, rupture derecesi gibi
Olgtimler tanimlanmigtir. Bu 6l¢timlerin her biri, bir G grafinin tepelerinin atilmasi
sonucunda elde edilen zedelenebilirlik degerini vermekte olup, ayrica bu 6l¢iimlerin
bazilariin ayrit uyarlamasi da tanimlanmistir. Ancak bir iletisim aginin bazi mer-
kezlerinin bozulmasi sonucunda, bu merkezlere bitisik olan merkezlerin de islevini
yitirdigi aglar ele alininca bu Ol¢iimlerin komsuluk uyarlamasi ortaya ¢ikmistir.
Boylece bir GG grafinin komsu baglantililik sayisi, komsgu biitiinlitk degeri ve komgu
scattering sayis1 tanimlanmustir.

Butezde, G~ , G, G~",G ", G, G, GT~ ve GT transfor-
masyon graflar1 hakkinda bilgi verilmis ve bu graflarin komsu biitiinliik degerleri
incelenmistir. Ayrica rupture derecesi ele alinarak bu parametrenin ¢esitli graf pa-
rametreleri ile arasindaki iliskiler incelenmis ve k-ary tam agaclar ve bu agaclara
uygulanan cesitli graf islemleri sonucunda elde edilen graflarin rupture dereceleri
bulunmustur. Son olarak, yeni bir zedelenebilirlik 6l¢iimii olan komgu rupture dere-
cesi tanimlanmig, baz1 6zel graflarin komsu rupture dereceleri elde edilmis ve bu
Olclim icin bazi alt ve iist sinirlar bulunmustur.

Anahtar Sozciikler: Zedelenebilirlik, komgu biitiinliik degeri, rupture derecesi,

komsu rupture derecesi, k-ary tam agaclar, transformasyon graflar.
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ABSTRACT

VULNERABILITY PARAMETERS IN GRAPHS

BACAK TURAN, Goksen

PhD in Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Alpay KIRLANGIC
January 2010, 62 pages

In a communication network, the vulnerability measures the resistance of the
network to disruption of operation after the failure of certain stations or commu-
nication links. A communication network is modelled by a graph to measure the
vulnerability as stations corresponding to the vertices and communication links cor-
responding to the edges.

Some parameters are defined such as connectivity, integrity, toughness, scat-
tering number, tenacity and rupture degree, to measure the vulnerability of a graph
G modelling a network which is disrupted after the failure of certain stations. Each
parameter measures the vulnerability of a graph after the removal of some vertices,
and also some edge analogues of the parameters are defined. However, regarding
the adjacent stations that lose their function, as a consequence of the failure of the
certain stations of network, the neighbor concepts of these parameters are emerged.
Hence, the neighbor connectivity, neighbor integrity and neighbor scattering are
defined.

In this thesis, the information about the transformation graphs G=~~, G~ 1,
G, G, G, G 1, G""" and G™*T are given and neighbor integrity of
these graphs are obtained. In addition, rupture degree is covered, the relationships
between rupture degree and other vulnerability parameters are analyzed and the
rupture degree of complete k-ary trees and the graphs obtained by some graph ope-
rations on these trees are examined. Finally, neighbor rupture degree is defined as
a new vulnerability parameter, the neighbor rupture degree of some graph families
are attained and some lower and upper bounds for this parameter are given.

Key Words: Vulnerability, neighbor integrity, rupture degree, neighbor rupture

degree, k-ary trees, transformation graphs.
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1. GIRIS

Bir iletisim aginda, belli merkezlerin ya da baglantilarin zarar gormesinden
sonra, iletisim kesilene kadar gecen siiredeki agin dayanma giiciiniin dl¢timiine
zedelenebilirlik degeri denir. Bir iletisim ag1, ¢esitli nedenlerle zarara ugradiginda,
olusan zararin belirlenmesi i¢in yanitlanmasi istenen sorular, asagidaki gibi sirala-

nabilir:
1. Zarar goren merkezlerin sayisi,
2. Zarar goren baglantilarin sayist,
3. Agin kag parcaya ayrildig,
4. lletisimin devam ettigi baglantili alt aglarin sayisi,
5. Iletisimin devam ettigi en cok merkeze sahip alt agin merkez sayisi,
6. Iletisimin devam ettigi en cok baglantiya sahip alt agin baglant1 sayist,
7. Zarar goren merkezlere komsu olan merkezlerin sayisi,

8. Zarar goren merkezler ve komsulari ¢ikarildiktan sonra, iletisimin devam et-

tigi baglantili alt aglarin sayisi,

9. Zarar goren merkezler ve komsulari ¢ikarildiktan sonra, iletisimin devam et-

tigi en cok merkeze sahip alt agin merkez sayisi.

Bu sorularin yanitlari, bir iletisim aginin ugradigi zararla ilgili bilgiler vermekte-
dir. Elbette yanitlanmasi istenen sorular sadece bunlarla sinirli degildir; bagka soru-
lar da olabilir. Bu sorularin yanitlarini aragtirabilmek icin bir iletisim ag1, merkezleri
bir grafin tepelerine, baglantilar1 grafin ayritlarina karsilik gelecek sekilde bir graf
ile modellenir. Bir grafin zedelenebilirligini 6l¢mek i¢in cesitli dlctimler tanimlan-
mugtir. Bilinen en eski 6l¢iim, yukarida verilen ilk sorunun yanitini aragtiran tepe

baglantililik sayisidir.

Tanim 1.0.1. (Harary, 1972) Baglantili bir G grafini, baglantisiz bir graf ya da
sadece tek bir izole tepeden olusan bir graf haline getirmek i¢in graftan atilmasi
gereken minimum tepe sayisina grafin tepe baglantililik sayisi (connectivity) denir

ve k(G) ile gosterilir.
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Sekil 1.1: 8 tepeli iki graf

Ancak bu 6l¢iim, zedelenebilirlik degerini belirlerken yukaridaki diger sorularin
hicbirine yanit vermemektedir. Diger bir deyisle, grafin bilesenlerine ayrildig: bil-
gisi disinda, geriye kalan graf hakkinda bilgi vermemektedir. Ayrica birden fazla
graf i¢in tepe baglantililik sayis1 verildiinde, bu graflarin tepe baglantililik deger-
lerine bakilarak, bu dl¢iimiin, graflar arasinda her zaman ayirt edici oldugu soylene-
mez. Ornegin, Sekil 1.1°de verilen G ve G5 graflarindan, 1 nolu tepeler atildiginda,
graflar baglantisiz ya da izole tepelerden olusan bir graf haline gelmektedir. Yani,
G ve (9 graflarinin tepe baglantililik sayis1 1°dir. Dolayisiyla sadece tepe baglan-
tililik degerlerine bakarak, bu 6l¢iimiin graflarin farkli oldugunu belirttigini, yani
graflar arasinda ayirt edici oldugunu soyleyemeyiz. Goriildiigii gibi, tepe baglan-
tililik sayisi, sadece bir grafin bilesenlere ayrilmasi i¢in, atilmasi gereken en az tepe
sayis1 hakkinda bilgi vermektedir. Iletisim ag1 zarar gordiikten sonra geriye kalan
agin bilesen sayis1 ya da iletisime devam eden en ¢cok elemana sahip alt agin eleman
sayi1s1 hakkinda herhangi bir bilgi vermemektedir. Bu durumda, yukaridaki sorulara
biraz daha yanit aramak i¢in ¢esitli 6l¢timler ortaya konmustur. Yukaridaki sorular-
dan 1 ve 5 ile ilgilenen bir 6l¢iim olan tepe biitiinliik degeri, Barefoot ve Entringer

tarafindan 1987 yilinda tanimlanmistir (Barefoot and Entringer, 1987).

Tamm 1.0.2. (Barefoot and Entringer, 1987) Herhangi bir GG grafindan, bir

S C V(@) tepeler kiimesi atildiginda, geriye kalan G — S grafinin en biiyiik boyutlu
bileseninin tepe sayist m(G — S) olmak iizere, G grafinin tepe biitiinliik degeri
(integrity),

I(G) = sglvl(nc)ﬂﬂ +m(G — S)} “dir.

Sekil 1.1°de verilen Gy ve G, graflarinin tepe baglantililik degerleri birbirine
esit olmasina ragmen, tepe biitiinlilk degerleri birbirinden farklidir. 7(G;) = 2 ve
I(G9) = 3dir. Goriildiigu gibi, tepe baglantililik sayisi bazi graflar igin ayirt edici

olmazken, tepe biitiinliik degeri bu graflar i¢in ayirt edici bir dl¢lim olabilmektedir.



Tepe baglantililik sayis1 ve tepe biitiinliik degeri, bir aga karsilik gelen graflarin
zedelenebilirlik degerini 6lgmektedir. Ancak bu 6l¢iimler, atilan tepelerin komsulari
tizerindeki etkileriyle ilgilenmemektedir. Bir agdaki merkezlerin bozulmasi sonu-
cunda, bu merkezlerin komsularinin da etkilendigi ag, bir casus ag1 (spy network)
olarak isimlendirilir. Ciinkii, bir casus ele gecirildiginde, onunla iletisimde olan
kisilerin de giivenligi artik s6z konusu degildir. Bu nedenle, bu ag1 temsil eden
grafta, sadece tepeler yerine, tepelerle beraber tiim komsu tepeler de graftan atilir.
Bu baglamda, komsu biitiinliik kavrami, Cozzens ve Wu tarafindan 1996 yilinda
tanimlanmustir (Cozzens and Wu, 1996).

Tanim i¢in Oncelikle agagidaki bilgiye gereksinim vardir. G grafinin herhangi
bir u tepesinin a¢ik komsulugu, N(u) = {v € V(G)|v # u,v ve ukomsu} ve
kapali komsulugu, N[u] = {u} U N(u) seklinde tammlanir. N[u| kapali komgu-
lugu graftan atilan w tepesine subverted tepe denir. Tiim tepeleri subverted olan
S = {uy,us,...,u,} kimesine, G grafinin subversion stratejisi denir. G/S, S
kiimesinin tiim tepeleri graftan atildiktan sonra geriye kalan grafi, ¢(G/S) ise geriye
kalan bu graftaki en biiyiik bilesenin tepe sayisini ifade eder. S kiimesindeki tiim
tepeler, graftan subverted edildiginde geriye kalan graf, baglantisiz bir graf, bir klik
ya da bos graf olabilir.

Tammm 1.0.3. (Cozzens and Wu, 1996) Bir G grafinin komsu biitiinliik degeri,
herhangi bir tepe subversion stratejisi S ve /S grafindaki en bilyiikk baglantili

bilesenin tepe sayist ¢(G/.S) olmak iizere,

NI(G) = Srcn‘}(nc){|5| +c¢(G/S)} “dir.

(a) Gy (b) G2
Sekil 1.2: 8 tepeli iki graf

Sekil 1.2°de verilen, (G; ve G4 graflarinin tepe baglantililik degerleri ve tepe
biitiinliik degerleri hesaplandiginda her iki 6l¢timiin de bu graflar icin ayirt edici bir

ozellik tasimadig1 goriilmektedir.
H(Gl) = /i(GQ) = 2,

I(Gy) = I(Gs) = 5.



Ancak, komsu biitiinliik degerleri incelendiginde
NI(Gy)=2,NI(G3) =3

oldugundan, komsu biitiinliik degerinin bu graflar i¢in ayirt edici oldugu goriiliir.

Yukarida bahsedilen tepe biitiinliik ve komsu biitiinliik 6l¢iimleri, bagsta verilen
sorulardan sadece iki tanesini ayn1 anda incelemektedir. Zarar goren bir iletisim ag1
hakkinda daha fazla bilgi edinmek i¢in bu sorulardan ii¢iinii veya daha fazlasini aym
anda ele almak gerekebilir. Bu baglamda, 1, 4 ve 5 nolu sorulari ele alan bir dl¢iim,
Li ve arkadaslar tarafindan 2005 yilinda rupture derecesi adiyla tanimlanmistir (Li
and Li, 2005).

Tanim 1.0.4. (Li and Li, 2005) Tam graf olmayan baglantili bir G grafinin rupture
derecesi

r(G) = Srg‘fx()é){w(G —S)—|S| —=m(G - 9);w(G—-S) > 1}

seklinde tanimlanir ve 7(G) ile gosterilir.
Bir G grafinin bazi tepelerini graftan ¢ikardigimizda grafin bilesenlerinin sayis1
artiyorsa, bu kiimeye grafin kesim kiimesi denir. Dolayisiyla, w(G — S) > 1 sartimt

saglayan S kiimesi, bir kesim kiimedir.

11 10
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Sekil 1.3: 13 tepeli iki graf

Sekil 1.3’de verilen GG ve G, graflarinin tepe baglantililik degerleri, tepe biitiin-
likk degerleri ve komsu tepe biitiinliik degerleri hesaplandiginda, birbirlerine esit

olduklar1 ve graflar i¢in ayirt edici olmadiklar1 goriiliir.
K(Gl) == H(Gg) =1

1(G1) =1(G2) =3
NI(Gy) = NI(Gs) =2



T’(Gl) = 5, T(GQ) =3

Ancak, bu graflarin rupture dereceleri birbirlerinden farklidir ve rupture derecesi,
bu graflar i¢in ayirt edicidir.
Buraya kadar verilen dl¢iimlerin disinda, bagka ol¢iimler de yukaridaki sorulara

yanit bulmak amaciyla tanimlanmigtir. Bunlardan bazilar1 asagida verilmistir.

Tamm 1.0.5. (Chvatal, 1973) Bir GG grafinin toughness degeri, S herhangi bir kesim
kiime ve S kiimesi graftan atildiktan sonra geriye kalan graftaki bilegen sayisi

w(G — S5) olmak iizere,

— i (S
HG) = sglvl(nc){w(G —9)

} dir
Tamim 1.0.6. (Jung, 1978) Bir G grafi icin scattering sayisi, .S bir kesim kiime ve .S
kiimesi graftan atildiktan sonra geriye kalan graftaki bilesen sayis1 w(G — .S) olmak

lizere,

sc¢(G) = Srgnvaé){w(G —8)— 9|} ’dir.

Tamm 1.0.7. (Cozzens et al., 1995) Bir G grafinin tenacity degeri, S herhangi bir
kesim kiime, G — S grafinin bilesen say1s1 w (G —.S) ve en bilyiik elemanl bilesenin

tepe sayist m(G — S) olmak iizere,

. |S| 4+ m(G - 9) .

T = dir.
D= we-s
Bu tezde cesitli graflarin komgu biitiinliikk degerleri ve rupture dereceleri

arastiritlirken kullanilan tanimlar asagida verilmistir.

Tanim 1.0.8. (Harary, 1972) Bir GG grafinda, bir tepeden diger bir tepeye daima

ulagilabiliyorsa, bu grafa baglantili graf denir.

Tanmmm 1.0.9. (Buckley and Harary, 1989) Bir grafin tepe dereceleri icinde en
kiictigiine grafin minimum tepe derecesi, en bilyiigiine de maksimum tepe derecesi

denir ve sirasiyla 6(G) ve A(G) ile gosterilir.

Tamim 1.0.10. (Gross and Yellen, 1999) Bir G grafinin S C V(&) kiimesindeki her
iki tepe ¢ifti, G grafinda bir ayritla birlestirilmemis ise bu kiimeye bagimsiz kiime,
bu kiimeler icinde en ¢ok elemana sahip olan kiimenin eleman sayisina da grafin

bagimsizlik sayist denir ve a(G) ile gosterilir.

Tanmm 1.0.11. (Gross and Yellen, 1999) S C V(G) olmak iizere, G grafindaki her
bir ayritin en az bir ug tepesi, S kiimesinin elemant ise bu kiimeye ortii kiimesi, bu
kiimeler i¢cinde en az elemana sahip olan kiimenin eleman sayisina da grafin ortii

say1si denir ve 5(G) ile gosterilir.



Tanmm 1.0.12. (Allan and Laskar, 1978) S C V(@) olmak iizere, V(G) — S
kiimesindeki her tepe, GG grafindaki bazi tepelerle komsu ise S kiimesi baskin kiime
olarak adlandirilir. Baskinlik sayisi, en az elemana sahip baskin kiimenin eleman
sayisidir ve v(G) ile gosterilir. Bir S baskin kiimesi, S bagimsiz bir kiime ise
bagimsiz baskin kiime olarak adlandirilir. En az elemanli bagimsiz baskin kiimenin

eleman sayisina da bagimsiz baskinlik sayist denir ve ;(G) ile gosterilir.

Tanim 1.0.13. (Mitchell and Hedetniemi, 1977) Her e € FE(G) — F igin, e ayriti
ile ortak ug tepeye sahip olacak sekilde bir f € F ayrit1 varsa, I’ ayritlar kiimesine
ayrit baskin kiimesi denir. En az elemanli ayrit baskin kiimenin eleman sayisina,

ayrit baskinlik sayisi denir ve 7/(G) ile gosterilir.

Tanim 1.0.14. (Bondy and Murty, 1976) Bir G grafindaki herhangi iki u, v tepesi
arasindaki uzaklik, bu iki tepeyi birlestiren en kisa yolu olusturan ayritlarin sayisina
esittir ve dg(u, v) ile gosterilir. Bir G grafinin tiim tepe ikilileri arasindaki uzaklik-

larin maksimumuna, o grafin ¢ap1 denir ve diam(G) ile gosterilir.

Tanim 1.0.15. (Harary, 1972) Tepeler kiimesi, G grafinin F(G) ayritlar kiimesin-
den ve ayntlar kiimesi de, G grafinda komsu olan ayritlara karsilik gelen tepeleri

birlestiren ayritlardan olusan grafa, G grafinin line grafi denir ve L(G) ile gosterilir.

Tanmm 1.0.16. (Chartrand and Lesniak, 1996) Bir G grafinin tiimleyen grafi G, G
grafi ile ayn1 tepeler kiimesine sahiptir ve G grafinda komsu olmayan iki tepe G

grafinda komsu iken, G grafinda komsu olan iki tepe G grafinda komsu degildir.

Ikinci bélimde G==—, G——+, G=*—, G—*+, G*=, G+=F, G+~ ve GT+F
transformasyon graflar1 hakkinda bilgi verilmis ve bu graflarin komsu biitiinliik
degerleri incelenmistir. Uciincii boliimde rupture derecesi ele alinmus ve gesitli graf
parametreleri ile arasindaki iligkiler ortaya konmustur. Ayrica k-ary tam agaglar ve
bunlar {izerinde yapilan ¢esitli islemler sonucunda elde edilen graflarin rupture dere-
celeri aragtirllmigtir. Son boliimde ise ikinci ve liciincii boliimlerdeki parametrelerin
15181 altinda, yeni bir zedelenebilirlik 6l¢iimii olan komsu rupture derecesi tanimlan-
mustir. Ozel graflarin komsu rupture derecesi hesaplandiktan sonra, bu 6l¢iim icin
bazi alt ve {ist sinirlar verilmistir. Bu ¢alismada son olarak, k-ary agaclarin komsu

rupture derecesi ele alinmistir.



2. TRANSFORMASYON GRAFLARIN KOMSU BUTUNLUK
DEGERI

Bu béliimde, bir G grafimin 8 farkli transformasyon grafi ele alinmistir. Once-
likle G, Gt~ ,G""~ ve G~~~ graflarimin komgu biitiinliik degerleri hesaplan-
mus, ardindan Gt~ G~ G~~T ve GT*" graflarinin komsu biitiinliik degerleri

icin iist sinirlar elde edilmistir.

2.1 Komsu Biitiinliik Degeri
Bu kisimda, komsu biitiinliik degeri bir 6rnek {izerinde ele alinmistir.

Ornek 2.1.1. Sekil 2.1°de verilen G grafinin komsu biitiinliik degeri asagidaki gibi

hesaplanir:

1

2 3
Oo— O O

O-»

Sekil 2.1: 4 tepeli P, yol grafi

S C V(@) kiimesi, G grafinin bir subversion stratejisi olsun.

S = {1} ve S = {4} i¢in ¢(G/S) = 2 oldugundan NI;(G) = 1+ 2 = 3,

S = {2} ve S ={3}i¢in ¢(G/S) = 1 oldugundan NI5(G) =1+ 1 =2,

S ={1,2} ve S = {3,4} i¢in ¢(G/S) = 1 oldugundan NI3(G) = 2+1 = 3,

S={1,3},5={1,4}, S = {2,3} ve S = {2,4} i¢in ¢(G/S) = 0 oldugun-
dan NI,(G)=2+4+0=2,

S ={1,2,3}, S ={1,2,4}, S ={1,3,4} ve S = {2,3,4} i¢in ¢(G/S) =0
oldugundan N /5(G) = 3 + 0 = 3 elde edilir.

Tanim geregi, bulunan sonug¢larin minimumu alindiginda, P, grafinin komsu biitiin-
lik degeri, NI(G) = min{NI;(G), NI,(G), NI3(G), NI,(G), NI;(G)} = 2 bu-

lunur.



2.2 Temel Sonuclar

Bu kisimda bilinen bazi graf ailelerinin komsu biitiinliikk degerleri ve komsu

biitiinliik degeri i¢in bazi alt ve iist sinirlar verilmistir.
Teorem 2.2.1. (Cozzens and Wu, 1996, 1998)
(a) NI(K,) =1.

[2v/n+3] —4, n>2ise;
1

, n =1

(b) NI(P,) = {

[2/n] =3, n>5ise
(c) NI(C,) =4 2, n = 4 ise;

1, n = 3 ise.
Teorem 2.2.2. (Kirlangic and Ozan, 2000)
(@) T(P,), n > 11 tepeli, P, yol grafimin total grafi olmak iizere,

NI(T(P,)) = [2v/2n + 4] — 6.

(b) T(C,), n > 18 tepeli, C,, yol grafimn total grafi olmak iizere,

NI(T(C,)) = [2v2n] — 5.

Teorem 2.2.3. (Kirlangic, 2004) G ve G4 iki graf olmak iizere,

1, B(Gy) =1yada 3(Gs) = 1lise;

NI(G, + G,y) =
(G 2) {2, diger durumda.

Teorem 2.2.4. (Cozzens, 1994)

(a) Bir G grafinin maksimum esleme sayist, o grafin komgsu biitiinliik degeri icin bir

tist stmurdir.
(b) NI(G) < o(G) drr.

(¢) NI(G) = 1 olmast icin gerek ve yeter kosul, G grafimin dallanmuis alt grafinin
bir yildiz graf ya da G grafinin sadece izole tepelerden olusan bir graf ol-

masidir.



2.3 Transformasyon Graflar

a ve b, V(G) U E(G) kiimesinin iki eleman1 olsun. a ve b, G grafinda komsu
iki tepe ya da ayrit ise, ya da biri tepe biri ayrit olmak iizere, tepe ayritin u¢ tepesi
(iligkili) ise “ 4 ” sembolii ile, iligkili degil ise “ — " sembolii ile gosterilir. xyz,
{+, —} sembollerinin 3 elemanl permiitasyonlar1 olsun. a ve b, ikisi de V' (G) nin
eleman ise (sirasiyla, a ve b, £(G)’nin eleman ise ya da a ve b’den biri V' (G) nin
elemani iken, digeri F/(G) nin elemani ise), xyz’nin birinci terimi x’e (sirasiyla,
ikinci terimi y’ye ya da li¢iincii terimi 2’ye) karsilik gelir. G grafinin G** trans-
formasyon grafi, V(G) U E(G) tepeler kiimesinde tanimlidir. G*Y* grafinin iki
tepesi a ve b, vyz’de karsilik gelen terimin semboliine gore bir ayritla birlestirilir ya
da birlestirilmez (Wu et al., 2005; Xu and Wu, 2008). {+, —} sembollerinin 3 ele-
manli permiitasyonlarinin sayisi 8 oldugundan, GG grafindan 8 farkli transformasyon
grafi elde edilir. GT+ grafi, G grafinin total grafina ve G~~~ grafi, bu total grafin
tiimleyen grafina karsihk gelmektedir. Ayrica, Gt*~ ve G=F, GT~+ ve G™17,
G~t* ve G*~~ transformasyon graflari, birbirinin tiimleyen graflaridir.

Bundan sonraki teoremlerde, transformasyon graflarin komsu biitiinliik deger-
leri arastirilirken, graflarin baglantili oldugu kabul edilmistir. Teorem 2.2.4’e gore,
incelenen transformasyon graflar1 baglantili oldugundan ve yildiz grafa izomorf bir
dallanmig alt graf icermediginden, bu graflarin komsu biitiinliik degerleri daima

1’den biiyiiktiir.

24 G Transformasyon Grafi

G~ 1~ tranformasyon grafi, V(G) U E(G) tepeler kiimesine sahiptir ve ayritlar
kiimesi, G grafinin tiimleyeninin ayritlarimi, G”nin line grafinin ayritlarim ve G ile
L(G) grafimn G’de iligkili olmayan elemanlarini birlestiren ayritlari icerir. Sekil

2.2’de verilen, C grafinin transformasyon grafi Cy ¥, Sekil 2.3°de verilmistir.

61 23

5 45 4

Sekil 2.2: Cg ¢evre grafi
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Sekil 2.3: C; "~ transformasyon grafi

Teorem 2.4.1. GG, minimum tepe derecesi 6(G) = 1 olan baglantili bir graf olmak
lizere,

NI(G™*7) =2 dir

Kamit. S, G~ grafinin, bir subversion stratejisi olsun ve sadece 1 dereceli bir tepe
icersin, S = {u|u € V(G) ve dege(u) = 1}. u tepesi, G grafinda sadece tek bir v
tepesine komsu oldugundan, G~ grafinda, bu tepe disindaki diger tiim tepelere ve
uc tepesi oldugu e = wv ayrit1 disindaki diger tiim ayritlara karsilik gelen tepelere
komgsudur. Bu durumda, N[S]| = (E(G)\{e}) U (V(G)\{v})dir. Geriye kalan v
ve e tepeleri, G~ 1~ grafinda bagimsiz tepeler oldugundan, ¢(G~"~/S) = 1’dir ve

boylece,
NI(G*7/S) =|S| 4+ (G777 /S) =1+ 1 = 2 elde edilir.

Teorem 2.4.2. GG, minimum tepe derecesi 6(G) > 2 ve ¢apt diam(G) < 2 olan
baglantili bir graf olmak iizere,

2, Y(G) <2

NI(G*7) = { 3. (G) > 2.

Kamt. S, G grafinin, |S| + ¢(G~"7/S) = NI(G~*7) ifadesini saglayan bir
subversion stratejisi olsun. G’ nin ayrit baskinlik sayisina bagh olarak ortaya ¢ikan
iki durum vardir:

Durum 1: G grafinin ayrit baskinlik sayisi 7/(G) < 2 olsun.

(i) v(G) = 2 ise G grafinin minimum ayrit baskin kiimesi, G~*~ grafinin
S subversion stratejisi olarak alinabilir. u,z,v,y € V(G) olmak iizere, u ile
x, v ile y komsu olsun. e = wux, u ile x arasindaki ayri1 ve f = oy,

v ile y arasindaki ayriti gostersin. G~ grafinin tepelerine karsilik gelen G
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grafinin ayritlari, G’de birbirine komgu degilse, bu ayritlara karsilik gelen te-
peler de G~ grafinda birbirlerine komsu degildir. Ayrica bu tepeler, G~
grafinda ayritin ug tepelerine de komgu degildir. S = {e, fle = ux,f = vy €
E(G) ve eile f komsu olmamak iizere}, G grafinin minimum ayrit baskin kiimesi
olsun. Bu durumda, S’nin kapali komsulugu N[S| = E(G) U V(G) elde edilir.
Kisaca, G~*~ grafinin tepelerine karsilik gelen, G grafinin tepelerinin ve ayrit-
larinin her biri, S kiimesindeki tepelerden en az birine komsudur. O halde, geriye
kalan G~7~ /S grafi bostur ve geriye kalan graftaki baglantili bilesenlerden en
biiyiigiiniin tepe sayisi ¢(G~1~/S) = 0’dir ve boylece,

NI(G/8S)=|S|+c(G""7/S)=2+0=2 (2.2.4.1)

elde edilir.

(i) v'(G) = 1ise G grafinin minimum ayrit baskin kiimesi, G~ 7~ grafinin S
subversion stratejisi olarak almabilir, S = {e|le = uv € E(G)}. e = wv ayritinin
ug tepeleri olan u ve v tepeleri G~ grafinda birbirlerine komsu degildir ve S

kiimesinin kapali komsulugunda yer almazlar. Bu durumda
N[S] = E(G)U (V(G)\{u,v}) ve ¢(G=1~/S) = 1’dir ve boylece,

NI G+ /8) =S|+ (G T+ ) =240=2 (2.2.4.2)

elde edilir.
(2.2.4.1) ve (2.2.4.2)’den

NI(G™+/8) =2 (2.2.4.3)

bulunur.

Durum 2: G grafimin ayrit baskinlik sayist 7/(G) > 2 olsun. S, G~1~ grafinin S}
ve S kiimelerinin birlesimden olugan bir subversion stratejisi olsun. S1, G grafinin
bir tepesini iceren bir kiime ve Sy, S; kiimesinin elemani olan tepeyle iligkili olan bir
ayrit icersin. O halde, S; = {ulu € V(G)}, Sy = {e|le = ux € E(G) dylekiu €
Si1}ve S = S; U Sydir. S; ve Sy kiimelerinin elemanlari, G~ grafinda, S,
kiimesinde bulunan e = wux ayritinin ug tepesi olan x tepesine komsu olmadiklarin-
dan, S kiimesinin kapali komgulugu, bu x tepesi hari¢, G grafinin tiim tepelerini ve
ayritlarim igermektedir. Dolayisiyla, G~ /S = {z} ve ¢(G~"7/S) = 1 bulunur

ve sonug olarak,
NI(G)=|S|+c(GT/S)=2+1=3 dir. (2.2.4.4)

(2.2.4.3) ve (2.2.4.4)’den ispat tamamlanir. O
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Teorem 2.4.3. GG, minimum tepe derecesi 6(G) > 2 ve ¢apt diam(G) > 2 olan

baglantili bir graf olmak iizere
NI(G~t7) =2'dir.

Kamit. S, G~ grafinin bir subversion stratejisi olsun. diam(G) > 2 oldugun-
dan, G’de birbirine komsu olmayan ve ortak komsular1 bulunmayan, u ve v gibi
en azindan iki tepe vardir. .S kiimesi, bu u ve v tepelerinden olusan bir kiime ol-
sun, S = {u,vju,v € V(G) dyleki d(u,v) > 2}. u ve v tepeleri G grafinda
komsu olmadigindan ve ortak komsular1 bulunmadigindan, G grafinin tiim ayrit-
lart ya u tepesiyle ya da v tepesiyle iligkilidir. Ancak ikisiyle ayn1 anda iligkili
degildir. Kisaca, G grafinin ayritlarina karsilik gelen G~1~ grafinin tepeleri, ya u
tepesine ya da v tepesine komsudur. Ayrica, bu tepelerden birisi, varsayalim u te-
pesi olsun, G grafindaki komgular1 harig, diger tiim tepelerine karsilik gelen G~
grafindaki tepelere komsudur. Fakat diger v tepesi, bu tepelere GG grafinda komgu
olmadigindan, G~*~ grafinda komsudur. Dolayisiyla, N[S] = V(G) U E(G)’dir.
O halde, G="7/S bos kiimedir ve ¢(G~*~/S) = 0’dir. Bunun sonucu olarak,
NI(G=™7) =|S]+ (G~ /S) = 2+ 0 = 2 elde edilir. O

2.5 G~ Transformasyon Grafi

G~ tranformasyon grafi, V(G) U E(G) tepeler kiimesine sahiptir ve ayritlar
kiimesi G grafinin ayritlarini, G’nin line grafinin tiimleyeninin ayritlarini ve G ile
L(G) grafinin G’de iligkili olmayan elemanlarini birlestiren ayritlari icerir. Sekil

2.2’de verilen Cj grafimin transformasyon grafi Cy ~~ Sekil 2.4’de verilmistir.

Sekil 2.4: C¢f ~~ transformasyon grafi

Teorem 2.5.1. GG, minimum tepe derecesi 6(G) = 1 olan baglantili bir graf olmak

lizere,

NI(GY7) =2 dir
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Kamt. Ispat, Teorem 2.4.1°e benzer sekilde yapilir

Teorem 2.5.2. GG, minimum tepe derecesi 6(G) > 2 ve ¢apt diam(G) < 4 olan

baglantili bir graf olmak iizere

NI(GH ) z{ b=

Kamit. S, Gt~ grafinin bir subversion stratejisi olsun. G’nin bagimsiz baskinlik

sayisina bagl olarak iki durum vardir:

Durum 1: G grafinin bagimsiz baskinlik sayisi v;(G) > 2 olsun. S kiimesinin

eleman sayisina gore iic durumda incelenir.

(i) S, G~ grafinin sadece bir tepesini icerirse, geriye kalan graftaki en biiyiik

baglantili bilegenin tepe sayisi ¢(G~~/S) en azindan ikidir. Buradan da,
NI(G*) > 3. (2.2.5.1)

(ii)) S, GT~~ grafinmn iki tepesini igerirse, geriye kalan graftaki en biiyiik

baglantili bilesenin tepe sayist ¢(G*T~~/S) en azindan birdir. O halde,
NI(GF) > 3. (2.2.5.2)

(iii) S, 57 ve Sy kiimelerinin birlesimi olsun. S; kiimesinin G grafinin u te-
pesini icerdigini ve Sy kiimesinin de G grafinin u tepesiyle iligkili e = wv ayritini
icerdigini kabul edelim. S = {u|u € V(G)}, S2 = {e|le = uwv € E(G) ve u € S}
ve S = S1USs. uve v tepeleri, G grafinin e = uv ayritinin ug tepeleri oldugundan,
bu e ayritina G~ grafinda karsilik gelen tepeye komsu degildir. Bu durumda,
e tepesinin kapali komsulugu, G grafinin u ve v tepeleri disgindaki tiim tepelerini
ve e ayritina komsu olan ayritlar disindaki tiim ayritlarimi icermektedir. Buna ek
olarak, u tepesinin kapali komgsulugu da, G grafinin u tepesi ile iligkili ayritlarina
karsilik gelen tepeler hari¢, G™~~ grafinin tiim tepelerini ve v tepesini icermekte-
dir. Boylece, S kiimesinin kapali komsulugu, G' grafinin u tepesiyle iligkili ayrit-
lar1 digindaki tiim tepelerini ve ayritlarini igerir. Bu ayritlara karsihk gelen G~
grafinin tepeleri, birbirleriyle komsu olmadigindan, geriye kalan graf izole tepeler-
den olusur. Bu durumda, ¢(G*~~/S) = 1’dir ve

NI G ) =S|+ c(Gt/S) =241 =3 (2.2.5.3)
(2.2.5.1), (2.2.5.2) ve (2.2.5.3)’'den

NI(Gt7) = 3 elde edilir. (2.254)
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Durum 2: G grafinin bagimsiz baskinlik sayisi v;(G) < 2 olsun.

(i) 7:(G) = lise, S subversion stratejisinin sadece minimum bagimsiz baskinlik
kiimesindeki elemani icerdigini diisiinelim, S = {u|u € V(G)}. w ile iliskili olan
ayritlara karsilik gelen G~ grafimin tepeleri, u tepesine ve birbirlerine komgu
degildirler. Bu yiizden, u tepesinin kapali komsulugunda yer almazlar ve geriye

kalan graf, sadece izole tepelerden olusur. Dolayisiyla, ¢(G1~~/S) = 1’dir ve
NI(Gt ) =2. (2.2.5.5)

(ii) 7;(G) = 2 ise, S subversion stratejisi sadece minimum bagimsiz baskinlik
kiimesindeki elemanlar icersin, S = {u,v|u,v € V(G) ve d(u,v) > 1}. uve v
tepeleri, G grafinda komsu olmadiklarindan, G grafinin ayritlarina karsilik gelen

G*~~ grafinin tepeleri, ya u tepesine ya da v tepesine komsudur. Bu durumda,
N[S] = V(G) U E(G) ve ¢(G*~~/S) = 0°dir. O halde,

NI(GT ) =2. (2.2.5.6)
(2.2.5.5) ve (2.2.5.6)’den

NI(GT ) =2 (2.2.5.7)
elde edilir. Sonug olarak, (2.2.5.4) ve (2.2.5.7)’dan ispat tamamlanr. ]

Teorem 2.5.3. G, minimum tepe derecesi 6(G) > 2 ve ¢apt diam(G) > 4 olan
baglantili bir graf ise
NI(GT ) = 2dir

Kamit.  diam(G) > 4 oldugundan, G grafinda v ile v tepelerini baglayan
u,x, z,y,v € V(G) olacak sekilde dort uzunluklu bir uzzyv yolu vardir. S, G~
grafinin bir subversion stratejisi olsun ve G grafindaki bu yolun e = ux ve f = vy
ayritlarina karsilik gelen tepeleri icersin. Bu tepelere karsilik gelen iki ayrit, or-
tak bir ug tepeye sahip olmadigindan, bu tepelerden birinin komsulugunda yer al-
mayan tepeler, diger tepenin komsulugundadir. O halde, N[S] = V(G) U E(G) ve
¢(G*t=7/S) = 0’dir. Buradan da, NI(G"~7) = 2 elde edilir. O

2.6 G~ Transformasyon Grafi

Gt tranformasyon grafi, V(G) U E(G) tepeler kiimesine sahiptir ve ayritlar
kiimesi, G grafinin ayritlarini, G’nin line grafinin ayritlarini ve G ile L(G) grafinin
(’de iligkili olmayan elemanlarini birlestiren ayritlari igerir. Sekil 2.2°de verilen Cg

grafinin transformasyon grafi Cg "~ Sekil 2.5°de verilmistir.
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Sekil 2.5: Cf ™~ transformasyon grafi

Teorem 2.6.1. Baglannili bir G grafi icin NI(GT7) = 2’dir.

Kamit. S, GTt~ grafinin S; ve S, kiimelerinin birlesiminden olusan bir subversion
stratejisi olsun. S;’in sadece GG grafinin u tepesini ve S; nin de sadece GG grafinin
bu u tepesiyle iligkili e = uv ayritini igerdigini kabul edelim. S; = {u|u € V(G)}
ve Sy = {ele = wv € E(G)oylekiu € S;} olsun. e ayriti, G grafinda u ve
v tepeleri ile iligkili oldugundan, bu ayrita karsilik gelen G~ grafinin e tepesi,
G grafinin u ve v tepeleri digindaki tiim tepelerine komgudur. « ve v tepeleri
G grafinda birbirlerine komsu olduklarindan, G**~ grafinda da komsudurlar ve
bu yiizden, v’ nun kapali komgulugunda yer alirlar. G grafinin ayritlarina kargilik
gelen tepeler, G™*~ grafinda, u tepesine komsu degillerse, mutlaka e tepesine
komgudurlar. Kisaca, GG grafinin tiim tepeleri ve ayritlart S’nin kapali komsu-
lugunda yer alir. Boylece, geriye kalan graf bostur ve ¢(GT7~/S) = 0’dir. Sonug
olarak, NI(G™17) = |S| + ¢(GTT7/S) = 2 elde edilir. O

2.7 G~ Transformasyon Grafi

G~~~ tranformasyon grafi, V(G) U E(G) tepeler kiimesine sahiptir ve ayritlar
kiimesi, G’nin tiimleyen grafinin ayritlarini, G’nin line grafinin tiimleyeninin ayrit-
lari ve G ile W grafinin GG’de iligkili olmayan elemanlarini birlestiren ayritlar
icerir. Sekil 2.2’de verilen Cy grafinin transformasyon grafi Cy ~~ Sekil 2.6°de ve-

rilmistir.

Teorem 2.7.1. G, minimum tepe derecesi 6(G) = 1 olan baglantili bir graf olmak
lizere,

NI(G™7) =2 dir

Kamt. Ispat, Teorem 2.4.1e benzer sekilde yapilir.
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Sekil 2.6: C; ~~ transformasyon grafi

Teorem 2.7.2. (G, minimum tepe derecesi §(G) > 2 olan baglantili bir graf olmak
lizere,
2, diam(G) > 3;

NIG )=
( ) { 3, diam(G) < 3 dir.

Kamit. G grafinin ¢apina bagl olarak iki durum vardir:

Durum 1: diam(G) > 3 ise, G grafinda, u ve v tepelerini baglayan u, x, y, v
€ V(@) olmak iizere ii¢ uzunluklu bir uxyv yolu vardir. S, G~~~ grafinin S
ve S5 kiimelerinin birlesiminden olusan bir subversion stratejisi olsun. S;, sadece
uxyv yolunun ilk ayriti e = uz’yi ve Ss, sadece bu yolun son tepesi v’yi igersin. e
tepesine karsilik gelen ayrit, G grafinda v ve x tepeleri ile iligkili oldugundan, bu
tepe G~~~ grafinda, u ve x tepelerine komsu degildir. Ayrica, bu tepe, e ayritina
komsu olan ayritlara karsilik gelen tepelere de komsu degildir. v tepesi G grafinda,
ne u tepesine ne de x tepesine komsu olmadigindan, G~~~ grafinda iki tepeye de
komgudur. O halde N[S] = V(G) U E(G) ve ¢(G==~/S) = 0 oldugu goriiliir.
Sonug olarak,

NI(G7)=2 (2.2.7.1)

elde edilir.

Durum 2: diam(G) < 3 ise, S subversion stratejisi, G~~~ grafinin sadece bir
tepesini igerirse, geriye kalan graftaki en biiylik bilesenin tepe sayisi, en azindan
2’dir. Budurumda N1(G~~ ") > 3 oldugu kolayca goriiliir. Eger .S iki tepe igerirse,
c¢(G=77/8) > lolacagindan, NI(G~~~) > 3elde edilir. Buradan da goriiliiyor ki,
G~~~ grafinin komgu biitiinliigii en azindan 3’tiir. Eger S’nin elemanlar1 asagidaki
sekilde secilirse, esitlik elde edilir. S, S; ve S seklinde iki kiimenin birlesimi

olsun. S7, sadece G grafinin e = wv ayritin1 ve Sy de bu e ayritinin ug tepeleri olan
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u ve v tepelerini igersin. Bu durumda, S’nin kapali komsulugu, G~~~ grafinin tim

tepelerini igerir. |S| = 3 ve ¢(G~~~/S) = 0 oldugundan,
NI(G—) =3 (2.2.7.2)

elde edilir.
(2.2.7.1) ve (2.2.7.2)’den ispat tamamlanr. ]

28 G T, G, G ve G- Transformasyon Graflar:

Bu kisimda, G~FF, GT*, G ve G~ transformasyon graflarinin komsu

biitiinliik degerleri i¢in iist sinirlar bulunmugtur.

Teorem 2.8.1. G, baglantili bir graf ve grafin ayrit baskinlik sayist v'(G) olmak
lizere,

NI(G™) <+/(G) + 1 'dir.

Kamit. S C V(G~t1) kiimesi, G~ grafinin S; ve S, kiimelerinin birlesi-
minden olugan bir subversion stratejisi olsun. S; kiimesi, G grafinin minimum
ayrit baskinlik kiimesindeki ayritlara kargihik gelen G+ grafinin tepelerini ve
Sy kiimesi de, S; kiimesindeki tepelere karsilik gelen ayritlarla iligkili olmayan
herhangi bir tepeyi icersin. Bu durumda, S; = {ej,eq,... ,ewf(G)] e; = uv; €
E(G) oyleki uj,v; € V(G)vel < i < A'(G)} ve Sy = {z] 2 € V(G), ¢ =
w;v; € Sy olacak sekilde x # w; ve x # wv;}’dir. Sy kiimesinin kapali komgu-
lugu, G grafimin tiim ayntlarina karsilik gelen G~1* grafinin tepelerini icerir.
Geriye kalan tepeler, G grafinda bagimsizdir ve G~+" grafinda bir klik olugtu-
rurlar. Bu kligi olusturan tiim tepeler, S5 kiimesinin kapali komgsulugundadir. O
halde, N[S] = V(G) U E(G) ve ¢(G=*t1/S) = 0’dir. Komsu biitiinliik degeri
tanimindan,
NI(G) < 4(G) +1

elde edilir. ]

Teorem 2.8.2. G, baglantili bir graf ve ~'(G), grafin ayrit baskinlik sayist olmak
lizere,

NI(GTF) <+(G) + 1 dir.
Kanit. Teorem 2.8.1°e benzer sekilde yapilir. 0
Teorem 2.8.3. G, baglantili bir graf ve grafin értii sayist 5(G) olmak iizere,

NI(GH) < B(G) dir.
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Kamnit. S, G grafinin minimum 6rtii kiimesi olsun. S kiimesi, G*~ grafinin subver-
sion stratejisi olarak segilirse, |S| = 5(G) ve ¢(GT~7/S) = 0 elde edilir. Komsu

biitiinliik degeri tanimindan
NI(GT™T) < B(G)
oldugu goriiliir. U

Teorem 2.8.4. G, baglantili bir graf, grafin ortii sayist 3(G) ve grafin ayrit drtii
sayist 3'(G) olmak iizere,

NI(G=) < B(G) + B(G) 'dir.

Kamit. G~ grafinin subversion stratejisi S, G grafinin minimum ortii kiimesinin
ve minimum ayrit ortii kiimesinin elemanlarini icersin. Bu durumda
|S| = B(G) + B(G) ve ¢(G="1/S) = 0 elde edilir. Komsu biitiinliik degeri
tanimindan

NI(G=") < B(G) + B'(G) “dir.
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3. RUPTURE DERECESI

Bu béliimde, rupture derecesi ve ¢esitli graf parametreleri arasindaki iligkiler
verilmis, ardindan k-ary tam agag graflarin ve bu graflara cesitli graf igslemleri uygu-

lanarak elde edilen graflarin rupture dereceleri hesaplanmustir.

3.1 Rupture Derecesi

Bu kisimda, rupture derecesi bir ornek iizerinde ele alinmigtir.

Ornek 3.1.1. Sekil 3.1°de verilen grafin rupture derecesi asagidaki gibi hesaplanir:

Sekil 3.1: 4 tepeli bir G grafi

S C V(G), G grafinin bir kesim kiimesi olsun. Goriildiigii gibi, G grafinin 3

kesim kiimesi vardir.

e S={3}icinw(G —S)=2vem(G—S) =2 oldugundan
M(G) =2-1-2=—1,

e S={1,3}icinw(G —S)=2vem(G —S) =1 oldugundan
r(G)=2-2-1=—-1

e S={23}icinw(G —S)=2vem(G —S) =1 oldugundan
ry(G)=2-2—1=—1

Tanim geregi bulunan sonuglarin maksimumu alindiginda G grafinin rupture dere-
cesi, 7(G) = max{r,(G), r2(G),r3(G)} = —1 bulunur.
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3.2 Temel Sonuclar

Bu kisimda bilinen bazi graf ailelerinin rupture dereceleri ve rupture derecesi
icin bazi alt ve {iist sinirlar verilmistir. n tepeli K, grafinin rupture derecesi
(1 —n)’dir.

Teorem 3.2.1. (Li and Li, 2005)
(a) n > 3 olmak iizere n tepeli P, yol grafi i¢cin

—1, nciftise,
r(Pn) =
0, n tekise.
(b) C,, cevre grafi icin
—1, nciftise,
r(Cn) =

—2, ntekise.

Teorem 3.2.2. (Li and Li, 2005) G, n tepeli, tam olmayan bir graf olsun.
(a)r(G) <n—25—1,
(b)3—n<r(G)<n-3,

(€)20(G) —n—1<7(G) < (@) ~ w(G)[e(G) ~1] = n.

a(G)
Teorem 3.2.3. (Li and Li, 2004) G, tenacity degeri T'(G) olan, tam olmayan
baglantili bir graf olsun. O halde,

r(G) < o(G)(1 —T(G)) dir.
Teorem 3.2.4. (Kirlangic, 2009)

(a) G, tenacity degeri T(QG) olan bir graf ise,

1
< — "dir.
r(G) < n(T(G) 1) “dir.
(b) G, toughness degeri t(G) olan bir graf ise,
B(G) .
< ) — 1 dir
r(G) < e k(G) — 1 dir.

Teorem 3.2.5. (Li and Li, 2004) n > m > 1 icin

r(K, x K,)=n—mn+m— (21 “dir.
m
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Teorem 3.2.6. (Li and Li, 2004) G, k-regiiler ve k-baglantili iki parcali bir graf

olmak iizere, rupture derecesi —1’dir.

Teorem 3.2.7. (Li and Li, 2004) G, n-regiiler, n-baglantili ve G, m-regiiler,
m-baglannli iki parcali iki graf olmak iizere, r(G1 x G3) = —1'dir.

3.3 Rupture Derecesi icin Baz1 Alt ve Ust Simirlar

Bu kisimda, rupture derecesi ve cesitli graf parametreleri arasindaki iligkileri

gosteren sonuglar verilmistir.
Teorem 3.3.1. G, n tepeli, tam olmayan baglantili bir graf olsun.
r(G) < a(G) —6(G) — 1.

Kanmit. S, G grafinin bir kesim kiimesi olsun. Tepe biitiinlilk degeri tanimindan
I(G) < |S]+m(G — S) oldugu goriiliir. Ayrica her G grafi i¢in I(G) > 6(G) + 1
oldugundan (Barefoot and Entringer, 1987),

|S| +m(G —8) > §(G) + 1 elde edilir.
Her iki taraf da w(G — S)’den ¢ikarildiginda,
w(G—=8)—|5]—-m(G—-S5)<w(G-95)—-46G)—1
bulunur. Her G grafi icin w(G — 5) < a(G) her zaman saglanacagindan,
r(G) <a(G)—0(G) -1
elde edilir. ]
Hatirlatma 3.3.2. Her G grafi i¢in §(G) < (G) saglandigindan,
a(G)=0(G)—1<n—-26(G) -1

oldugu goriiliir. O halde, Teorem 3.3.1°de elde edilen sonug, Teorem 3.2.2(a)’da

verilen sonugtan daha i1yi bir sonugtur.

Teorem 3.3.3. G, n tepeli, baglantili, tam olmayan bir graf olsun.

2n
a(G)

r(G)<n+1-—

Kanit. S, G grafinin bir kesim kiimesi olsun. Tepe biitiinliik degeri tanimindan,
I(G) < |S| 4+ m(G — S) oldugu goriilmektedir. Ayrica, her G grafi i¢in
I(G) > x(G) oldugundan (Bagga et al., 1992), x(G) < |S|+m(G —S) elde edilir.
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Diger taraftan her G grafi i¢in w(G — S) < n — |S| — m(G — S) + 1 ifadesi

saglandigindan,

w(G —=8) =[S —=m(G—=95) < n+1=2(S|+m(G-25))
< n+1-2x(G) elde edilir.

n tepeli her G grafi igin x(G) > (nG) oldugundan (Bondy and Murty, 1976),
o
(G=8) =S| —m(G-S5) < ntl-—"
w m < n )
(@) < n+1——" clde edilir
T < n e .

Hatirlatma 3.3.4. Herhangi bir G grafi i¢in a(G) < (@) ise Teorem 3.3.3’deki
sonug, Teorem 3.2.2(b)’de verilen sonugtan daha iyi bir sonugtur. n +1 < m olmak

izere, G = K, + (K, |UnK) grafi bu duruma 6rnek verilebilir.

Asagidaki teoremde, diger bir zedelenebilirlik 6l¢iimii olan toughness degeri ile

rupture derecesi arasindaki iligki incelenmistir.
Teorem 3.3.5. Toughness degeri t(G) > 1 olan bir G grafi igin,
r(G) < t(G) — 24/n(t(G) — 1) “dir.

Kamit. S, G grafinin bir kesim kiimesi olsun. Toughness tanimindan,
tGw(G — S) < |S| oldugu goriiliir. Her G grafi icin m(G — S) >

nt(G)
5]

n— 15
w(G —S)
— t(@Q) ifadesi elde edilir. O halde,

saglanacagindan, m(G — S) >

5|
w(G = 8) 18] =m(G = §) < g5~ 18] -

nt(G)

W + t(G)

. t(G
Ifadenin maksimumunu almak i¢in f(z) = e _, o) + t(G) olsun ve

t(G) x
f(z) = % -1+ ntx(f) = 0 oldugundan ¢(G) > 1 i¢in kritik nokta

o = t(Q)

t(G)Ll bulunur. f”(zy) < 0 oldugundan, f fonksiyonu z, nok-
tasinda maksimum degere sahiptir ve buradan da, 7(G) < t(G) — 2/n(t(G) — 1)
elde edilir. O
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Sekil 3.2: 75 4, 4 seviyeli, 2-ary tam agaci

3.4 k-ary Tam Agaclarin Rupture Derecesi

Bu kisimda oncelikle, k-ary tam agacglarin rupture derecesi elde edilmis,
daha sonra k-ary tam agaclara cesitli graf islemlerinin uygulanmasiyla elde edilen

graflarin rupture dereceleri hesaplanmistir.

Tamim 3.4.1. d seviyeli, k-ary tam agac, T}, 4, d — 1 ve daha alt seviyelerindeki tiim
tepeleri k£ ¢ocuga sahip ve d. seviyedeki tiim tepeleri yaprak (leaf) olan bir koklii
agactir.

Sekil 3.2°de, 4-seviyeli 2-ary bir tam agag olan 75 4 goriilmektedir.

Teorem 3.4.2. T}, 4, d seviyeli, k-ary bir tam agag olsun. k > 2 olmak iizere,

(=1

Tha) = ~—(1 — (=k)"™) — 1 dir.

(Ti) = 0= (<R 1 din

Kamit. d seviyeli, k-ary bir tam agac, 0.,1.,...,d. seviyelerinde sirasiyla
KO kY, ... k9 tepe igermektedir. S, V (T} 4) nin bir alt kiimesi olmak iizere,

w(Tya—S) = |S| = m(Tyq — S) = r(T},q) olsun.

kdtl—1
k—1

cift olmas1 durumuna gore asagidaki sekildedir.

d-seviyeli k-ary bir tam agacin

tepesi vardir ve Ortii sayist d’nin tek veya

ko —1
W, d tek ise;
OTka) =4 g(pa 1)
W, d glft ise
S, T4 'nin bir kesim kiimesi ve |S| = x, T4 'den atilan tepe sayisi olsun. Bu

durumda, S i¢in iki durum s6z konusudur:
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Durum 1. S, Ty ;/nin minimum Ortii kiimesi olsun. Bu durumda |S| = 3(T}.4),
m(Tyqg—S)=1vedteki¢inw(Tpq— S5) = k(kd;_lfl), d ¢ift icin
’ ’ k 1
w(Thg — S) = E57=L elde edilir. O halde,
ka1l _ 9
B d tek ise;
r(Tha) = past Ty (3.3.4.1)
kj——l—]_’ d (;lft ise.

Durum 2. S, T}, 4'nin minimum Ortii kiimesi olmasin. O halde, S i¢in iki durum

vardir:

D)1 <z < B(Tha) — 1icin, w(Tyyg —S) < kx+1ve m(Trq —S) > 1dir.
Bu durumda, r(7}4) < max{kzx + 1 — 2 — 1} = max{(k — 1)z} elde edilir.
flz)=(k—1x fonksiyonlﬁ artan bir fonksiyondur ve maksimum degerini

x = [(T}.q) — 1’de alir. O halde,

k.d+1 _ /{32
kj——|—]_7 d tek ise;
r(Tha) <4 pdit’ g2 _ o N (3.3.4.2)
, dciftise.
kE+1
(i) B(Tha) < & < E5L gin, w(Tha — S) < B —zve m(Tha — S) > 1dir.
kd+1 -1 d+1 __ 1
Buradan (7} 4) < max{ﬁ —r—zr—1}= max{ﬁ — 2z — 1} elde
kd+1 _
edilir. f(z) = w1 2x — 1 fonksiyonu azalan bir fonksiyondur ve maksimum
degerini © = (7}, 4)’de alir. Bu durumda,
kd—i—l — k=2
1 d tek ise;
r(Tha) <4 ot T (3.3.4.3)
]{;——|—1’ d (;lft ise.
(3.3.4.1), (3.3.4.2) ve (3.3.4.3) ifadelerinden
R
i d tek ise;
r(Tha) = past p
k’——|—1’ d glft ise.
elde edilir. d’nin tek oldugu durumlarda,
]{?d+1—]€—2 kd+1_1 -1 -1 d
— —1:—(1—]€d+1>—1— ( ) (1 (_k>d+1)_1
k+1 E+1 k+1 E+1

ve d’nin ¢ift oldugu durumlarda,

Ifd+1—k‘ kd+1 1 1
— + —1l=——14k*hH-1=
k—+1 k—+1 k+1

oldugundan ispat tamamlanmis olur. 0
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3.4.1 Kartezyen carpimi islemi

Bu kisimda, graf islemlerinden kartezyen ¢arpimi igleminin k-ary tam agaclara

uygulanmasiyla elde edilen graflarin rupture dereceleri incelenmistir.

Tamm 3.4.3. V; ve V5 ayrik tepeler kiimesi ile £ ve F, ayritlar kiimesine sahip,
(G1 ve Gy graflarinin kartezyen ¢arpimi olan G = G} x (i grafinin tepeler kiimesi,
Vi x Vo’dir. u; = vy iken us ile vo bitisik ise, ya da uy = v5 iken u; ile vy bitisik ise,
u = (uy,uz) ve v = (vy, vy) tepelerini birlestiren ayritlar, G; x G5 grafinin ayritlar

kiimesini olusturur.

Teorem 3.4.4. T}, 4, d-seviyeli k-ary bir tam agag ve K, n tepeli bir tam graf olsun.
O halde,

k2 _ fdtly  k2n 4 on — k

— 5 , d tek ise
r(Kn X Tia) = ka2 — denk— /;27% +kn+n—1 o
71 , dcift ise.
Kamit. K,, ve T}, 4 graflarinin kartezyen ¢arpimi K, X T}, 4, T}, 4 grafinin n adet kop-

yasini igerir. Her bir Tj, 4 grafi, 1 < ¢ < n olmak iizere {1%,2%,. .., (K721} sek-

linde etiketlenir ve her kopyanin ayn1 numaralandirilmis tepeleri, bir K, tam grafini
olusturur. K, x Ty 4 grafi, 0.,1.,...,d. seviyelerinde swrasiyla k°n, k'n, ... kon
tepe icerir. S C V(K, x T} 4) kiimesi, K,, x T}, 4 grafinin bir kesim kiimesi ve

|S| =z, K,, x T4 grafindan atilan tepe say1si olmak iizere,
W(Kp X Tpn) = S) = |S] = m((Kp X Tin) —S) =1(K, X Tp) dir.

S kiimesinin eleman sayisina bagli olarak iki durum vardir:

Durum 1. 1 < x <nf(1}4) — 1 olsun. Bu durumda, bilesen say1s1

w((K, x Tya) — S) < * + 1 ve en biiyiik baglantili bilesenin tepe sayisi

m((K,, X Ty.q) —S) > n bulunur. O halde,

r(K, x Trg) < max{¥ +1 — 2 — n} = max{z(£ — 1) + 1 — n} elde edilir.
flz) =z(f 1) —if 1 — n fonksiyonu bu arahglgda artan bir fonksiyon oldugundan

maksimum degerini © = nf3(7} 4) — 1°de alir. Boylece,

kA2 g+l _k2n42n—k—k3 /n+2k24+k/n—2 d tek ise
(K X Tha) < ity g bk 4k ore o (3.3.4.4)
) , dciftise
elde edilir.
Durum 2. nf3(Tyq4) <z < nkdgjl_l olsun. Bu durumda,

xTr — nﬁ(Tka)

m((Kp x Tpa) —S) >n—| a(Tk.q)

| elde edilir.
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kd+2 _
(i) d tek ise, w((K,, X T q) — S) < W’dir ve tanimdan,
ka2 — | —np(T,
T(Kn X Tk,d) < m;lx{w — X — (n — %W)} elde edilir.
a2 _ [ _ T
f(z) = —E &~ (n — %M) fonksiyonu azalan bir fonksiyon

oldugundan maksimum degerini = = n[(7}, 4)’de alir ve buradan,

kit+2 — kdtlpy — k2n 4+ 2n — k

T‘(Kn X Tk,d) < 21 (3345)
elde edilir.
kd+2 _
(i) d ¢ift ise, w((K, X Tpa) — S) < TR "dir ve tanimdan,
k2 —1 —nB3(T,
(K X Ta) < mfx{w —z—(n-— %W)} bulunur.
kit —1 —nB(T,
Bu durumda, f(:[;) = W — T — (n — %ﬁfdf’d)) fonksiyonu da
azalan bir fonksiyon oldugundan, maksimum degerini * = n3(7} 4)’da alir ve bu-
radan,
B2 — kM n —P2n+kn+n—1
(K X Tra) < P (3.3.4.6)
elde edilir.
O halde, (3.3.4.5) ve (3.3.4.6)’dan, d’nin tek veya cift olmasina gore,
k2 — kT n — k2n+2n—k .
o , d tek ise
r(Kn X Tra) < B2 _ Rty R0 4 k4 — 1 N (3.3.4.7)
, dciftise
k2 —1
elde edilir.
(3.3.4.4) ve (3.3.4.7)’dan,
k2 — kT n — kPn+2n—k )
7] , d tek ise
(K X Tra) < B2 _ Rty R0 4k 4n— 1 N (3.3.4.8)
7 , dciftise

elde edilir.
Diger yandan, S* C V(K x T} 4) olmak iizere, graftan ¢ikarildiginda en biiyiik

elemanli bilesenin tepe sayist m((K, x Ty q4) — S*) = n, ve bilesen sayisi, d’nin
kd+2 o
tek oldugu durumlarda w((K,, X T} 4) — S*) = DT ¢ift oldugu durumlarda

k2
kjd+2 _

1
SRR olacak sekilde n3(7} ) elemana sahip, bir 5*

w((Kn X Tk,d) — S*) = 12
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kesim kiimesi segilebilir ve boylece,

k2 — fdtly  k2n 420 — k

p— , d tek ise
MK X Tea) 2 pave et “pon pmn—1 (3349
, dciftise.
k2 —1
elde edilir.
(3.3.4.8) ve (3.3.4.9)’den ispat tamamlanr. O

3.4.2 Kuvvet islemi

Bu kisimda, bir 2-ary tam agag¢ olan /; ikili tam agaci ele alinmig ve rupture

derecesi icin genel bir sonu¢ bulunmustur.

Tamim 3.4.5. Bir G grafinin a. kuvveti, G ile ayni tepeler kiimesinden ve aralarinda

en ¢ok a uzunlugunda yol bulunan tepeleri birlestiren ayritlardan olusan bir graftir.

Teorem 3.4.6. H?2, seviyesi d olan bir ikili tam agacin ikinci kuvveti olsun. O halde,

3-3x2% , dtekise

r(r12) = {

2925+l d ¢ift ise
Kanit.  Seviyesi d olan bir tam agacin ikinci kuvveti olan graf, 0.,1.,...,d.
seviyelerinde sirastyla 2°, 21 ... 27 tepe igerir. S C V (H?) kiimesi,

w(H?—S) —|S|—m(H3 — S) = r(H3) esitligini saglayan bir kesim kiime olsun.

d i¢in iki durum vardir:
Durum 1. d, bir tek tam say1 olsun. Bu durumda S kiimesi, 1 < x < L%j olmak

tizere, x. ve (x + 1). seviyelerdeki tiim tepeleri icermelidir. Bu sebeple,

d
1<z< Léj oldugunda |S| = 2 + 2°*! elde edilir. Buradan da,

w(H; —S)=2"""+1vem(H] — 5) = 2! = 297 _ 2 bulunur. Boylece

r(H?) = max {(2°7 +1) — (2" + 2"t — (29" - 2)} = max {3 — 27 — 20-71

lszs 1<e<d

vl

elde edilir. 3 — 2% — 29=% fonksiyonu d’nin tek oldugu durumlarda z = % i¢in

maksimum degerini alir. O halde,

2 d—1
r(H2) =3 — 3 x 25" dir. (3.3.4.10)
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Durum 2. d, bir ¢ift tam say1 olsun. Durum I’e ek olarak, S kiimesi 0. seviyedeki
tepeyi de icermelidir. Bu durumda, 1 < z < [£] i¢in S| = 2°™ + 27 4 20 elde
edilir. O halde, w(H3 — S) = 2" +1 ve m(H3 — S) = 2% — 2 bulunur ve boylece,

r(Hy) =

A g
N\&

ax x {2+ 1) - (27 4274 1) - (2° - 2)} = max x {2 —2°T1}

! :
. S d . . )
elde edilir. 2—2*"* fonksiyonu 1 < x < 3 aralifinda azalan bir fonksiyon oldugun-

dan, d’nin cift oldugu durumlarda z = %l icin maksimum degerini alir. Fonksiyonu

maksimum yapan noktay1, 2 — 2°! fonksiyonunda yerine koydugumuzda,
r(H2) =2 — 25+ (3.3.4.11)

esitligini elde ederiz.
(3.3.4.10) ve (3.3.4.11)’ten ispat tamamlanr. O

3.4.3 Bileske islemi

Bu kisimda, ikili tam agaclara bileske islemi uygulanarak elde edilen graflarin

rupture dereceleri bulunmugtur.

Tanmim 3.4.7. Tepeler kiimesi, ayrik V; ve V; kiimeleri ve ayritlar kiimesi, F; ve
E5 olan G; ve G4 graflarinin bileskesi olan G [G5] grafi, V; x V; tepeler kiimesine
sahiptir. u, ile vy tepeleri bitisik oldugunda, ya da u; = vy iken us ile v, tepeleri
bitisik oldugunda, u = (u1, u2) ve v = (v, v9) tepelerini birlestiren ayritlar, G [G3]

grafinin ayritlarini olusturur. Bu ¢arpim lexicographic ¢arpim olarak da adlandirilir.

Teorem 3.4.8. H,;, ve Hy,, sirastyla dy ve dy seviyeli birer ikili tam aga¢ olmak

lizere,

—1/9(2%F — 1)(2%+t — 1) — 1, dy ve dy tek ise;
(Hy (o)) —2/9(8 — 5.2 — 5.2% 4 odi+dHl) ", ye d, cift ise;
T =
B —2/9(7 — 5.2 — 242 — od¥da ¥y, pek ve dy ¢ift ise;
(

—2/9(7 — 24 — 5242 _ pditd2H 1) g cift ve d tek ise.

Kamt. Hg ve Hg,, graflarmin bilegske grafi olan Hy [Hgy,] grafimin tepe sayisi,

(241+1 — 1)(2%+1 — 1) ve ortii sayist,

5/9(28FL — 1) (242t — 1), dy ve dy tek ise;

2/9(4 — 7.2 — 7.2%2 4 5 20FdFL) ) ve d cift ise;
ﬁ(Hdl [Hd2]> = di+1 do+1 . .
1/9(2% 1)(5.2%H — 1), d; tek ve d, cift ise;
(

1/9(2%+1 — 1)(5.24+L —7), dy ¢ift ve dy tek ise
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dir. S C V(Hgy,[Hg,)) kiimesi, Hy [Hg,] grafinin bir kesim kiimesi olsun ve
|S| = « graftan atilan tepe sayisim gostersin. Bu durumda, S kiimesinin minimum

ortii kiimesi olup olmamasina bagl olarak iki durum vardir:

Durum 1. S, Hy, [Hg,| grafinin bir minimum ortii kiimesi olsun. Bu durumda
‘S‘ = 6(Hd1 [Hd2]>7 m<Hd1 [Hdz} - S) =1lve

4/9(24 1 — 1)(292%1 — 1), d; ve dy tek ise;
1/9(2472 — 1)(2%72 — 1), d; ve dy gift ise;
w(Hdl [HdZ] - S) = di+1 do+2 . .
2/9(29 1 —1)(2%%2 — 1), d; tek ve d gift ise;
2/9(211+2 — 1)(2¢2+1 — 1), d, gift ve d; tek ise

elde edilir. O halde,

—1/9(24F! —1)(2%+ —1) — 1, dy ve ds tek ise;
—2/9(8 — 5.2% — 5.2% 4 2dhi+daHl) g ve d, cift ise;
(
(

r(Hy, |H, =
(Ha [Ha]) —2/9(7 — 5.2% — 242 4 oditd2tl) ) tek ve d gift ise;
—2/9(7 — 241 — 5,24 4 oditd2t1) - cift ve dj tek ise
(3.3.4.12)
dir.

Durum 2. S kiimesi, Hy, [Hg,] grafinin bir minimum 6rtii kiimesi olmasin.

S kiimesinin eleman sayisina bagli olarak iki durum vardir:

(1) (24 — 1) < 2 < B(Hy [Hg,)) — 1 olsun.

Geriye kalan grafin bilesen sayist w(Hy, [Hg,] —S) < 2z + 1 ve en bityiik baglantili
bilesenin tepe sayist m(Hg, [Hg,| — S) > 1 bulunur. Buradan da,

r(Hg [Hg,)) < max{2zx 41—z — 1} = max{z} elde edilir. f(z) = « fonksiyonu
artan bir fonksiyc;vn oldugundan maksimum degerini x = [$(Hgy, [Hg,)) — 1’de alir

ve x degeri fonksiyonda yerine konuldugunda,

5/9(21+ — 1)(242+ — 1) — 1, dy ve dy tek ise;

1/9(—1 — 7.20+L — 7.2d241 4 5 oditdatl) = ve d, ¢ift ise;

(Hy () < § YOI T S dive dygiftises
2/9(—1 — 7.2 — 5.2% 4 5. 20tdtl) d; tek ve dy cift ise;
2/9(—1 — 5.24 — 7.2%2 4 5 2ditdatl) dy cift ve dy tek ise
(3.3.4.13)

elde edilir.

(i) B(Hy, [Hay)) < @ < (2871 — 1)(2%+1 — 1) olsun.
Geriye kalan grafin bilesen sayist w(Hy, [Hg,| — S) < (2471 — 1)(22F1 — 1) — ¢
ve en bilyiik baglantili bilesenin tepe sayist m(Hy,[Ha,] —S) > 1 bulunur. Bu

durumda,
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r(Hyg [Hg,)) < max{ (281 —1)(2%H! —1)—z—2—1} = max{ (291 —1)(2%*+! —
1) — 2z — 1} elde edilir. f(z) = (24+1 —1)(241 — 1) — 22 — 1 fonksiyonu azalan
bir fonksiyon oldugundan maksimum degerini z = [(Hy, [Hy,]) de alir ve = degeri

fonksiyonda yerine konuldugunda,

~1/9
—2/9

2+l _ 1)(2d2F1 — 1) — 1, dy ve ds tek ise;

8 — 5241 — 5242 4 gditdatl) g, ve d, cift ise;
T(Hd1 [Hd2]) < ) ' 28

—_ ===

T | —2/9(7 — 5.2% — 242 y oditdaHl) g, ek ve d gift ise;
—2/9(7 — 24 — 5.2% 4 2ditd2tly ) tek ve d cift ise
(3.3.4.14)
elde edilir.
(3.3.4.12), (3.3.4.13) ve (3.3.4.14) ifadelerinden ispat tamamlanir. ]

3.5 Graflarin Kartezyen Carpiminin Rupture Derecesi

Bu kisimda, iki 6zel grafin kartezyen ¢arpimlarinin rupture derecesi arastiril-
maktadir. C), grafi, n tepeli bir cevre graf olmak tizere, n tek ise tek ¢evre ve n ¢ift
ise cift ¢cevre olarak adlandirilir. Li ve arkadaslari, bir ¢ift cevre grafi ile iki tepeli bir
tam grafin kartezyen ¢arpiminin rupture derecesinin —1 oldugunu gostermislerdir
(Li and Li, 2004).

Teorem 3.5.1. (Li and Li, 2004) m ve n ¢ift tamsayilar olmak iizere
r(Cp x Cp) = —1 ve r(C, x Ky) = —1 ’dir.

Asagidaki teoremde ise, C,, tek cevre grafi ile iki tepeli tam grafin kartezyen

carpiminin rupture derecesi verilmektedir.

Teorem 3.5.2. C,, grafi, n tepeli bir tek cevre graf ve Ko, iki tepeli bir tam graf
olmak iizere, r(C,, x Ky) = —3’diir.

Kamit. S C V(C,, x K3) kiimesi, C,, x K, grafinin herhangi bir kesim kiimesi ve
|S| = x graftan atilan tepe sayist olsun. S kiimesinin eleman sayisina bagl olarak

iki durum vardir:

Durum 1. 3 < x <nise w((C, x K3) — 5) < x — 1’dir. Bu durumda,
2n—x

m((Co x Kz) = 8) = [~—

] | bulunur ve boylece,

Wl(Co x ) = §) = |S| = m((Cy x K) = §) < 2—1—a— =]
2n—n
< 1oy
< -3 (33.5.1)
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elde edilir.

Durum 2. x > n+ lise w((C, X K3) —8) <2n—x vem((C, x K3) —S) > 1

dir. Buradan da,

w((Cp x Kg) = 8) =S| —m((Cp, x K3) —S5) < 2n—az—x—1
< m—2n+1)—1
< =3 (3.3.5.2)
elde edilir.
(3.3.5.1) ve (3.3.5.2)’den,
r(Cy x K3) < =3 elde edilir. (3.3.5.3)

Diger yandan, S* C V(C,, x K,) olmak iizere, graftan ¢ikarildiginda, bilegsen
sayist w((C,, x K3) — S*) = n — 1 ve en bilyiik bilesenin tepe sayis1
m((C, x K3) —S*) = 1 olacak sekilde n + 1 elemana sahip, bir S* kesim kiimesi
secilebilir. Bu durumda,

r(Cn x K3) > w((C, x Kg) —S*) —|S*| = m((C,, x K3) —S5")
= n—1-(Mn+1)—-1=-3
r(Cp x K5) > =3 elde edilir. (3.3.5.4)
(3.3.5.3) ve (3.3.5.4)’den ispat tamamlanr. O

Teorem 3.5.3. n, bir cift tamsayt ve p, bir tamsayt olsun. n > 4 ve p > 2 icin,
r(C, x K,) < =2 gp (p—2)+ g ‘dir.

Kamit. S C V(C, x K,) kiimesi, C,, x K,, grafinin bir kesim kiimesi ve graftan

atilan tepe sayist |S| = x olsun. z tepe graftan atildifinda, geriye kalan graf en ¢cok

= bilesen icerir. Bu durumda, geriye kalan grafin en biiyiik baglantil1 bileseninin
p

tepe sayisi en az m(C,, x K,) > W ’dir. O halde,
x

2x p(np—=x
4% — 22%p — pPn + pPa |
= dir.
2xp

A
|
|
|

4332 _ 21’2]3 _ p3n +p2.1'

flx) = fonksiyonu x icin maksimum
2zp

degere sahiptir ve x yerine yazildiginda,

r(C, x K,) < —2,/%]9 (p—2)+

elde edilir. O

N |3
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Teorem 3.54. P,, n > 2 tepeli bir yol graf olmak iizere,
r(P, x Ky) = —1 "dir.

Kamt. S C V(P, x K3) kiimesi, P,, x Ky grafinin herhangi bir kesim kiimesi ve
graftan atilan tepe sayist |S| = x olsun. S kiimesinin eleman sayisina bagli olarak
iki durum vardir:

. 2n —x
Durum 1. x < nise, w((P, X K3) — S) <zvem((P, x K3) —S5) > |

elde edilir. Bu durumda,

]

X

w((P, x K3) —S) —[S| —m((P, x K3) —5)

A
8
|
8
|
—

|
|
- 1

IN
|
—

(3.3.5.5)

elde edilir.

Durum 2. © > nise, w((P, x K3) —5) < 2n—xzvem((P, x K3) = S5) > 1
bulunur. O halde,

A
[\
S

|
S

|
8

|
—

w((Py x Ky) — S) — |S] — m((P,y x Ky) — S)

IN N
[ [N
_ S
|
[\
3
|
—

(3.3.5.6)

elde edilir.

(3.3.5.5) ve(3.3.5.6)den,
r(P, x K3) < —1 elde edilir. (3.3.5.7)

Diger yandan, S* C V(P, x K5) olmak iizere, graftan ¢ikarildiginda, bilesen sayisi

w((P, x K3) — S*) = n ve en bityiik bilesenin tepe sayist m((P, x Ky) —S*) =1

olacak sekilde, | S*| = n elemana sahip bir S* kesim kiimesi se¢ilebilir ve boylece,
(P, x K3) > w((P, x K3) —85") — |5 —m((P, x K3) — 5)

= n—n—1=—1 elde edilir. (3.3.5.8)

(3.3.5.7) ve (3.3.5.8)’den ispat tamamlanir. O
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4. KOMSU RUPTURE DERECESI

Bu boliimde, dncelikle yeni bir dl¢ciim olan komsu rupture derecesi tanimlan-
mistir. Ardindan 6zel graflarin komsu rupture dereceleri hesaplanmis, cesitli graf
parametreleri ile arasindaki iligkiler incelenmigtir. Son olarak, k-ary tam agag¢larin
ve bu agaclarla tam graflarin kartezyen carpimi sonucunda elde edilen graflarin

komsu rupture degerleri bulunmustur.

4.1 Komsu Rupture Derecesi

Zedelenebilirlik parametrelerinin ¢ogu, atilan tepelerin komsular iizerindeki
etkileri ile ilgilenmemektedir. Ancak, zedelenebilirlik kavrami incelenirken, atilan
tepelerin diger tepeler iizerindeki etkisi de ele alinmalidir. Tepelerin komsuluk-
lartyla ilgilenen sadece birka¢ zedelenebilirlik 6lciimii bulunmaktadir. Bunlar,

komsu baglantililik sayisi, komsu scattering sayisi ve komsu biitiinliik degeridir.

Tanim 4.1.1. (Gunther, 1985) Bir G grafinin komgu baglantililik sayisi, S bir tepe
subversion stratejisi olmak iizere,
K(G) = mi S|} “dir.
(©) = min {151} “dir
Tamim 4.1.2. (Wei, 2003) Bir G grafinin komsu scattering sayisi, S bir tepe subver-
sion stratejisi olmak iizere,

S(G) = max {w(G/S) — |S|: w(G/S) > 1}

SCV(G)

olarak tanimlanmustir.

Goriildiigii gibi bu parametreler, zarar goren bir iletisim aginda, atilan tepelerin
sayis1, geriye kalan grafin bilegen sayis1 ve geriye kalan agda iletisime devam eden
en biiyiik bilesenin tepe sayisi ile ayn1 anda ilgilenmemektedir. Bu baglamda, bu
degerlerin hepsini ayni anda ele alan bir 6l¢iim olan komsu rupture derecesi asagi-

daki gibi tanimlanmusgtir.

Tanim 4.1.3. Bir G grafinin komgu rupture derecesi, .S bir tepe subversion stratejisi,
G/ S grafindaki bilesen sayist w(G/S) ve en biiyiik baglantili bilesenin tepe sayisi
¢(G/S) olmak tizere,

Nr(G) = max){w(G/S) —|S| = ¢e(G/S) : w(G/S) > 1} “dir.

Scv (G
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ve n tepeli tam grafin komgu rupture derecesi (1 — n) olarak tanimlanir.
Nr(G) = w(G/S) — |S| — ¢(G/S) ifadesini saglayan bir S C V(G) kiimesine, G

grafinin Nr-kiimesi denir.

Ornek 4.1.4. Sekil 4.1°de verilen grafin komsu rupture derecesi asagidaki gibi he-

saplanir:

Os

(o, Q 04

Sekil 4.1: 5 tepeli bir G grafi

S C V(@) kiimesi, G grafinin bir subversion stratejisi olsun.

S ={1}ve S ={3}icinw(G/S) =1vec(G/S) = 3 oldugundan,
NT1<G):1—1—3:_3,

S ={2} ve S = {4} icin w(G/S) =1ve ¢(G/S) = 1 oldugundan,
Nry(G)=1-1-1=—1,

S ={5}icin w(G/S) =2 ve ¢(G/S) = 1 oldugundan,
Nry(G)=2—-1—-1=0,

S ={1,2},5={1,3},S ={1,5}, S ={2,5}, S = {3,4} ve S = {3,5}
icinw(G/S) =1vec¢(G/S) = 1oldugundan, Nry(G) =1—-2—-1= -2,

S ={1,2,5} ve S = {3,4,5} icin w(G/S) = 1 ve ¢(G/S) = 1 oldugundan,
Nr5(G) =1—-3—1= —3dir,

Tanim geregi, bulunan sonug¢larin maksimumu alindiginda, G' grafinin komsu rup-
ture derecesi, N7 (G) = max{Nr(G), Nry(G), Nr3(G), Nry(G), Nr5(G)} = 0

bulunur.

Komsu biitiinliik degerleri ve rupture dereceleri esit iki graf i¢cin, komsu rup-
ture derecesinin ayirdedici bir ol¢iim oldugunu gostermek iizere asagidaki ornek

verilmistir.
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Ornek 4.1.5. s ve t birbirinden farkl birer tamsay1 olmak iizere,
G1 = KS o [(t — 1)K2 U (t -+ Q)Kl] ve

Gy =Kio[(s = 1)Kz U (s + 2) K1

graflarin1 ele alalim. Bu iki grafin komsu biitiinliik degerleri ve rupture dereceleri

hesaplandiginda esit olduklar1 goriiliir.

NI(Gy) = NI(Gg) =3
r(G1) =r(Gy) = 2ts — 2
Ancak komsu rupture dereceleri hesaplandiginda, birbirinden farkli sonuglar bu-
lunur.
Nr(Gy) =2ts+s—2t—4
Nr(Gy) =2ts+t—2s—4
Bu durumda, komsu rupture derecesi bu iki graf i¢in daha iyi bir ayirdedici para-

metredir.

4.2 Temel Sonuclar

Bu kisimda, yol graflarin, cevre graflarin, k-parcali tam graflarin ve tekerlek

graflarin komsu rupture dereceleri hesaplanmistir.
Teorem 4.2.1. P, n tepeli bir yol graf ve n > 12 olmak iizere,

0, n=1(Mod4);

Nr(P,) =
(F2) {—1, n=0,2,3(Mod4).

Kamit. S C V(P,) kiimesi, P, grafinin bir subversion stratejisi ve |S| = x, graftan

atilan tepe sayis1 olsun. S kiimesinin eleman sayisina bagl olarak iki durum vardir:

-1
Durum 1. © < LnTJ olsun. Geriye kalan grafin bilegen sayisi w(F, /S) < x+1

-3
ve en bilyiik baglantili bilesenin tepe sayisi ¢(P,/S) > (n n f
x

| olacagindan,

n — 3x n — 3x
1<1-
z+1 z+1

w(P,/S) —|S| —c(P,/)S)<ax+1—2—]

-3
elde edilir. Her iki tarafin maksimumu alindiginda, f(z) = 1 — nor

fonsiyonu
r+1

artan bir fonksiyon oldugundan, maksimum degerini x = LTJ te alir. Yerine

3
konuldugunda, f(|%1]) = 4 — ["il——j—i—l bulunur. Komgu rupture derecesi bir
i
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n+3

tamsay1 olacagindan, N7(P,) < [4 — ———
") +1

| elde edilir.
n=0,2,3 (Mod 4) oldugu durumlarda Nr(P,) < —1ven =1 (Mod 4) oldugu
durumlarda ise Nr(P,) < 0 elde edilir. O halde,

0, n=1(Mod4);

(4.4.2.1)
-1, n=0,2,3(Mod4) bulunur.

e < |

Durum 2. © > (%1 olsun. Geriye kalan grafin bilesen sayis1 w(P,/S) < z ve en
bilyiik baglantili bilesenin tepe sayisi ¢(P,/S) > 1’dir. Buradan da,

w(P,/S)—|S|—c(P,/S) <z —2—-1=-1

Nr(P,) < —1 elde edilir. (4.4.2.2)

(4.4.2.1) ve (4.4.2.2)’den,

0, n=1(Mod4),

(4.4.2.3)
-1, n=0,2,3(Mod4) bulunur.

Nr(P,) < {
Diger taraftan, atilan tepe sayis1 | S*| = | 2 |, bilesen sayisi w(P,/S*) = | % | +1
ve en bilyiik baglantili bilegenin tepe sayisin = 0,2, 3 (Mod 4) oldugu durumlarda,
c(P,/S*) =2ven =1 (Mod4) oldugu durumda ise, ¢(P, /S*) = 1 olacak sekilde

bir S* kiimesi se¢ilebilir ve

0, n=1(Mod4);
Nr(P,) > bulunur. (4.42.4)
-1, n=0,2,3(Mod 4)
(4.4.2.3) ve (4.4.2.4)’den ispat tamamlanir. [

Asagidaki tabloda, n < 12 i¢in P, yol grafinin komsu rupture dereceleri veril-
mistir.

Cizelge 4.1: P, yol grafinin komgu rupture derecesi

6 7 8 9 10 11 12
-1 -1 -1 0 -1 -1 -1

5
Nr(P) |-1 -1 -1 0

Teorem 4.2.2. n tepeli bir C,, cevre grafi icin, n > 15 olmak iizere,

-1, n=0(Mod4);

Nr(C,) =
(Cn) {—2, n=1,2,3(Mod4) ’dir
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Kamt. S C V(C,), C, grafimin bir subversion stratejisi ve |S| = x graftan atilan

tepe sayisi olsun. S kiimesinin eleman sayisina bagl olarak iki durum vardir:

Durum 1. x < L%j olsun. Her C,, grafi i¢in, w(C,,/S) < x ve
-3
o(Cn/S) = [———

| oldugundan,

w(C,/S) — || — e(CofS) <z —z — [

n
<3—-—
<37

T

elde edilir. f(x) =1— n fonksiyonu artan bir fonksiyon oldugundan, maksimum
x

degerini x = LEJ ‘te alir. Buradan da, Nr(C),) < [3 — — " | elde edilir.
4 5] +1

n =0 (Mod 4) oldugu durumlarda Nr(C,,) < —1ven = 1,2,3 (Mod 4) oldugu
durumlarda ise Nr(C,) < —2’dir. Boylece,

Nr(C,)

IN

{ —1, n=0(Mod4);

4.4.2.5)
-2, n=1,2,3(Mod4)
elde edilir.

n
Durum 2. © > — olsun. n

0 (Mod 4) oldugu durumlarda w(C,,/S) < z ve
¢(C,/S) > 1’dir. Bu durumda, Nr(C,,) < —1 elde edilir.

n = 1,2,3 (Mod 4) oldugu durumlarda ise, w(C,,/S) < = + 1 ve ¢(C,/S) > 1
olacagindan Nr(C,) < —2 elde edilir. Boylece,

Ni(Cy) < { —1, n=0(Mod4);

< (4.4.2.6)
-2, n=1,2,3(Mod 4)
bulunur.

Diger taraftan, n = 0 (Mod 4) oldugu durumlarda bilesen sayisi
w(C,/S*) = LEJ + 1 ve en biiyiik baglantili bilesenin tepe sayis1 ¢(C,,/S*) = 1,
n =1,2,3 (Mod 4) oldugu durumlarda ise w(C,,/S™*)

- ng ve ¢(P,/S*) = 2
olacak sekilde |S*| = L%J elemanl bir S* kiimesi segilebilir ve boylece,

-1 =0 (Mod4); .
Nr(C,) > , n=0(Modd) elde edilir. (4.4.2.7)
-2, n=1,2,3(Mod 4)
(4.4.2.5) ve (4.4.2.6)’dan elde edilen sonug ve (4.4.2.7)’dan ispat tamamlanir.

O

Asagidaki tabloda, n < 15 icin C,, ¢evre grafinin komgu rupture dereceleri
verilmistir.
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Cizelge 4.2: C), ¢evre grafinin komsu rupture derecesi

n |3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Nr(C) |2 -1 2 2 2 1 2 2 2 -1 2 =2

ner k-pargall bir tam graf olmak iizere,

77777

ne) = max{ny,ng,...,ng} — 3 dir.

-----

Kanmit. S C V(K ny

olsun. |Vi| = nq, [Va| = na, ..., |Vi| = ng ve V(Ko 1y

n, grafinin bir subversion stratejisi
ne) =ViUVRU...UV,
bir pargalanig olmak iizere, S kiimesi, V; kiimelerinden sadece birinin elemanlarini
icerebilir. Aksi halde, w(G/S) = 0 elde edilir. O halde, S C V; ve |S| = z olsun.
ne/S) = 1’dir. Komsu

---------

77777

Bu durumda, w(K,, »,

----------

Nr(Kp, no....n,,) = max{n; —x — 1}
bulunur. f(x) = n; — 2z — 1 fonksiyonu azalan bir fonksiyon ve 1 < z < n;
oldugundan N7 (K, n,..n.) = n; — 3 elde edilit. n; = max{ni,ny,...,ny}
oldugundan ispat tamamlanir. O

Sonuc¢ 4.2.4. K, ,,, iki parcall bir tam graf ise,
Nr(Kp,,) = max{m,n} — 3 'dir.
Sonuc 4.2.5. K, ,, biryldiz grafise,
Nr(Ky,) =n— 3 dir
Teorem 4.2.6. W,,, n tepeli bir tekerlek graf ve n > 4 ise,

—1, n=1(Mod4);

Nr(W,) =
r(Wa) { -2, n=0,2,3, (Mod4).

Kanit. S, W,, grafinin bir subversion stratejisi olsun. Tanim geregi, geriye kalan
grafta en az bir bilesen kalmas1 gerektiginden, S kiimesi sadece cevre iizerindeki
tepeleri igermektedir. W,, = K; + C,,_; oldugundan, v € V(C,,_1) tepesi graftan
atildiginda, W,, /v = P,_, yol grafi elde edileceginden,

NT(Wn) = N?"(Pn_4) -1
oldugu goriiliir. Sonug olarak,

0, n=1(Mod4);

Nr(P,_4) =
(Fra) {—1, n=0,23(ModA4)

degerleri yerine konuldugunda ispat tamamlanuir. U
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4.3 Komsu Rupture Derecesi icin Baz1 Alt ve Ust Smirlar

Bu kisimda, komsu rupture derecesi ve diger bazi zedelenebilirlik parametreleri
arasindaki iligkiler incelenmis, komsu rupture derecesi icin bazi alt ve iist sinirlar

elde edilmistir.
Teorem 4.3.1. G, n tepeli bir graf olmak iizere,
Nr(G) > 1 —n dir.

Kanit. S, G grafinin bir subversion stratejisi olsun. Her S kiimesi icin |.S| < |N[5]|
ve w(G/S) > 1 oldugundan,

w(G/S) <n—|N[S]| —c(G/S)+1<n—|S|—c(G/S)+1
elde edilir. Her iki tarafa w(G/.S) eklendiginde,
20(G/S)—n—1<w(G/S)—|S| —c(G/S)
bulunur. Boylece, N7(G) > 1 — n elde edilir. O

Teorem 4.3.2. G, n tepeli bir graf ve K(G), grafin komgu baglantililik sayist olmak

lizere,

Nr(G) <n—-2K(G)—1 dir

Kamit. S, G grafinin bir Nr-kiimesi olsun. Her .S kiimesi i¢in,
w(G/S) <n—|NI[S]|,e(G/S) > 1ve K(G) < |S| < |N][S]| oldugundan,

w(G/S) =[S = e(G/S) < n—IN[S]| — [S| = ¢(G/S)
elde edilir ve buradan da, N7(G) < n — 2K (G) — 1'dir. O
Teorem 4.3.3. Bir G grafi icin,
Nr(GQ) < a(G) — NI(G) dir.

Kanit. S, G grafinin bir subversion stratejisi olsun. Komsgu biitiinliik degeri tanimin-
dan, her S kiimesi i¢in NI (G) < |S|+ ¢(G/S) ifadesi saglanmaktadir. Esitsizligin
her iki tarafi w(G/S) den ¢ikarildiginda,

w(G/S) = NI(G) 2 w(G/S) = |S| = ¢(G/S)
elde edilir. w(G/S) < a(G) oldugundan Nr(G) < a(G) — NI(G) bulunur. [
Teorem 4.3.4. Bir G grafi icin,

Nr(G) < 2a(G) —2NI(G) —r(G) “dir
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Kanit. S, G grafinin bir r-kiimesi ve S’, Nr-kiimesi olsun. Bu durumda,
w(G—=9)—=|S|—m(G—-S)=r(G) ve
w(G/S") — 15| — ¢(G/S") = Nr(G) “dir.
Bu esitlikler alt alta toplandiginda,
r(G) + Nr(G) = w(G = 8) = |S| = m(G = 5) + w(G/S") = [5'] = «(G/S)

elde edilir. Tepe biitiinliik degeri ve komsu biitiinliik degeri tanimlarindan, her S
ve S" kiimeleri i¢in, |S| + m(G — S) > I(G) ve |S'| 4+ ¢(G/S") > NI(G) dir.
Her S kiimesi i¢in w(G/S) < w(G — S) < a(G) (Li and Li, 2005) oldugundan
r(G) + Nr(G) < 2a(G) — I(G) — NI(G) elde edilir. NI(G) < I(G) (Cozzens
and Wu, 1997) esitsizliginden ispat tamamlanir. U

Teorem 4.3.5. Bir G grafi icin,
Nr(G) >3- 1(G) — NI(G) — r(G) dir.

Kanit. S, G grafinin bir /-kiimesi ve S’, N [-kiimesi olsun. Bu durumda,
|S|+m(G —S)=1(G) ve |S'|+c(G/S") = NI(G)dir.

Rupture derecesi ve komsu rupture derecesi tanimlarindan,
r(G) + Nr(G) > w(G - S) — |S| —m(G - S) + w(G/S") —|S'| — ¢«(G/S")
elde edilir. Buradan da,
r(G)+ Nr(G) > w(G - S)+w(G/S") — I(G) — NI(G)

bulunur. Her S ve S’ kiimeleri i¢cin w(G — S) > 2 ve w(G/S’) > 1 oldugundan,
r(G)+ Nr(G) > 3 — I(G) — NI(G) elde edilir ve ispat tamamlanur. O

Sonuc¢ 4.3.6. Teorem 4.3.4 ve Teorem 4.3.5 den,
3—I(G)— NI(G)—r(G) < Nr(G) <2a(G) —2NI(G) — r(G)

elde edilir.
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4.4 Fk-ary Tam Agaclarin Komsu Rupture Derecesi

Bu kisimda k-ary tam agac graflarin komsu rupture dereceleri incelenmisgtir.

Teorem 4.4.1. T}, 4, d seviyeli, k-ary bir tam agag olmak iizere,

( k}d+2 _ k2

—_— =0 (Mod4);
R d=0(Mod4),
k}d+2— 3—k2—1
k , d=1(Mod4),
k2 +1
NT(Tk,d): Edt2 _ 2 _ 9
- =2 (Mod4),;
EEE d (Mod 4);
k2 — k2 —fk—1
d=3(Mod4).
T d=3(Modd)

Kamnit. S, Ty, 4 grafinin bir Nr-kiimesi olsun. O halde,
w(Tya/S) — |S| — c(Tha/S) = Nr(Tk,q) "dir.

Durum 1. d = 0 (Mod 4) ise, S, Ty 4 agacinin 2,6, 10, ..., d — 2 seviyelerindeki

x
tepeleri icermelidir. Bu durumda, 0 < z < % olmak iizere, |S| = Y k%" tepe
i=0

x+1 )
graftan atilirsa, geriye kalan graftaki bilesen sayisi w(7T}, 4/S) = > k% ve en biyiik
=0

E 27k2<k4r+4 1)
dir. ;)kA 2 = T ve

kd+l—4x—4 -1

bilesenin tepe sayisi ¢(7T} 4/S) = — T

> k* = ————— oldugundan,
=0 k=1

k,4:]c+8 -1 kQ(k,4m+4 _ 1) kd+1—4:p—4 -1

Nr(Tpa) = -
T( k,d) 0;?2‘%{ k41 K — ] E—1 }
k4:}c+7 _ k,4m+6 _ k,d—4x—1 _ k,d—4:]c—3 + k‘2 + k
- o;??@{ [y — }

k4x+7 _ k4x+6 _ kd74zfl _ kd74m73 + k2 + k
k3 —k2+k—1

4k,—4m—31 k kd kd+2 _ k,833+9 k8w+10

f(a) = ok + )
k3 —k2+k—1

fonksiyondur ve maksimum degerini x =

bulunur. f(x) = fonksiyonu,

> 0 oldugundan, artan bir

d—4»

& te alir. Bu durumda,

k}d+2 _ 1.2
d=0(Mod4)igin Nr(Tyq) = il elde edilir. (4.44.1)
Durum 2. d =1 (Mod 4) ise, S, Ty 4 agacinin 3,7,11,....d — 2 seviyelerindeki

tepeleri ve ayrica 1. seviyedeki tepelerden birini icermelidir. O halde, 0 < z < %

olmak iizere, |S| = Y k%*3 + 1 tepe graftan atilirsa, geriye kalan graftaki bilesen
i=0

sayist w(Tg q4/S) = > k**° + 1 ve en bilyiik bilegenin tepe sayisi
i=0
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kd+1—4x—5 -1 T ) k5 k4x+4 -1
C(Thd/S) = T’dil’. Z k4l+5 +1= % +1ve
- =0 -
T ] kS k4:c+4 -1
SR 41 = % + 1 oldugundan,
=0 -
k5(k4a:+4 _ 1) k3(k4x+4 _ 1) kd+1—4x—5 -1

Nrifea) = max ‘" P o T TR

{k4r+8 _ k4x+7 _ kd—4x—2 _ kd—4az—4 _ ]{?4 + k?’ + /CZ + 1}

= max
0<w<dzs k3 —k?+k—1

k4x+8 _ k4x+7 _ kd—4a:—2 o kd—4x—4 o k4 + /{23 + /{32 +1

elde edilir. f(z) =

k3 —k2+k—1
4]{.74‘%74 lnk:(k:d + k,d+2 _ k8x+11 + k8x+12>
. ! _ o
fonksiyonu, f'(z) = R — > ( oldugundan,

artan bir fonksiyondur ve maksimum degerini x = "te alir. Boylece,

k2 — k3 — k2 —1
d=1(Mod4)icin Nr(Tjq) = o elde edilir.  (4.4.4.2)

Durum 3. d = 2 (Mod 4) ise, S, Ty 4 agacinin 0,4, 8, ..., d — 2 seviyelerindeki te-
T ) k:4:):+4 -1

peleri icermelidir. Buna gore, 0 < z < % olmak iizere |S| = >_ k% = 7
i=0 -

tepe graftan atilirsa, geriye kalan graftaki bilesen sayis1 w(7} 4/S) = > fAit2 —

i=0

]{32 k4x+4 -1 kd+1*4$*2 4

% ve en biiyiik bilesenin tepe sayist ¢(Tyq/S) = P

oldugundan,

k4:c+6 _ kQ k.4ac+4 -1 kd+1—4ac—2 -1

Nr(Tya) = 0;?33(;2{ k-1 k4t — 1 +1- E—1 }
=+="7

k4x+5 _ k4:v+4 _ k.d—4x+1 _ kd—4:c—1 + k2 —k + 2}
0<e< 432 B3 —k2+ k-1

k4ac+5 _ k4ac+4 _ kd—4ac+1 _ kd—4ac—1 + k2 —k + 2
B3 —k2+k—1
4]{74171 lnk(kd + kd+2 o k8x+5 + k8x+6)
Bkt k—1

elde edilir. f(z) =

fonksiyonu,

f'(x) =

> () oldugundan, artan bir

—2
fonksiyondur ve maksimum degerini x = ’te alir. Bundan dolayi,

kd+2 _ k2 )
d=2(Mod4)i¢in Nr(Tjq) = ST elde edilir. (4.4.43)

Durum 4. d = 3 (Mod 4) ise, S, T, 4 agacinin 1,5,9, ..., d — 2 seviyelerindeki

tepeleri icermelidir. O halde, 0 < z < % olmak tizere,
Lo g _ RGERTT) . .

|S] = >k = 1 tepe graftan atilirsa, geriye kalan graftaki bilesen
i=0 -

}



43

Y e Ut I :
sayist w(Tg q/S) = ;)k: = —pa_q veen biiyiik bilesenin tepe sayisi
k,d—i—l—4xz—73 o
c(Tra/S) = —% 1 oldugundan,

3(Ae+4 _ 1 dz+d _q d+1—4z—-3 __ 1
Nr(Tyq) = max {k (k ) — h(k ) _k

}

0<z< 93 k*—1 k-1 E—1
k4a¢+6 _ k4z+5 _ k,d—4a: _ kd—4x—2 + k +1
B ogrgrglga%{ k3 —k24+k—1 }

k4x+6 _ k,4m+5 _ kd—4a¢ _ k,d—4m—2 + k +1

elde edilir. f(z) = fonksiyonu,

B2k —1
4]{;74:0721 k ]{?d kd+2 _ k8x+7 k,8x+8
fl(x) = - 5{:3 —+l<;2 oy — i ) > 0 oldugundan, artan bir

. . . -3 B
fonksiyondur ve maksimum degerini, x = "te alir. Boylece,

EH2 — k2 —k—1
d=3(Mod4)icin Nr(Tyq) = 21 elde edilir.  (4.4.4.4)

(4.4.4.1),(44.4.2), (4.4.4.3) ve (4.4.4.4) den ispat tamamlanir. [

Teorem 4.4.2. T}, 4, d-seviyeli k-ary bir tam agag ve K,, p tepeli bir tam graf olsun.
k > 2ve k > p — 1 olmak iizere,

EH 4k —kp—p

1 , d tek ise
Nr(Kp x Tra) = ¢ k™ 4k —kp—p—2
kE+1 ’

d ¢ift ise.

Kanit. S, K, x T} 4 grafinin bir subversion stratejisi ve |S| = x, T} 4 grafindan
atilan tepe sayisi olsun. Bu durumda, S kiimesinin eleman sayisina bagh olarak iki

durum vardir:

Durum 1. 1 <z < (T} q) — 1 olsun. w((K, X Trq)/S) < kx + 1 ve

c((Kp x Ty.q)/S) < p— 1’dir. Buradan da,

Nr(K, x Tyq) < max{kz +1—2—p+ 1} = max{(k — 1)z + 2 — p} elde edilir.
flx) = (k-1 +x2 — p fonksiyonu artan bir fgnksiyon oldugundan maksimum
degerini © = [($(7}, 4) — 1’de alir. O halde,

EH — k2 42k —kp—p+2

, dtekise

Nr(K, x Tyq) < (4.4.4.5)

k+1
EHY — 24+ k—kp—p+3
kE+1 ’

d cift ise

elde edilir.
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kd-i—l -1 kd-‘rl -1
Durum 2. ﬁ(de) r < p(k—1> olsun. U)((Kp X Tk,d)/s) < ——x

k—1
ve c((Kp X Ty4)/S) >p—1 d1r Buradan da,

kd-l-l
Nr(K, x Ty 4) < max ﬁ
kd—i—l -1
flz) = w1 2x — p + 1 fonksiyonu azalan bir fonksiyon oldugundan

maksimum degerini z = 3(T} 4)’da alir. Bu durumda,

— 22 — p+ 1} elde edilir.

EHY 4k — kp —
+ P p’ d tek ise

d+1 & +_1 oy
K +k—kp—p—2
k+1 ’

Nr(K, x Tyq) < (4.4.4.6)

d cift ise

bulunur.
K, x T} 4 grafinin, |S*| = [(7}.4) elemanli, en biiyiik baglantili bileseninin tepe
sayist ¢((K, x Tyq4)/S) = p — 1 ve bilesen sayist d’nin tek oldugu durumlarda

k(KT —1) . o
w((K, x Tyq)/S) = v ¢ift oldugu durumlarda w((K, x Ty 4)/S) =
k,d+2 _
T olan bir S* subversion stratejisi segildiginde,
R .
+l<: 1 P p) d tek ise
NT<KP X Tk,d) > Jed+1 + k+— k‘p —p— 2 o (4447)
, dciftise
E+1
elde edilir.

(4.4.4.5) ve (4.4.4.6)’dan elde edilen sonug ile (4.4.4.7)’den ispat tamamlanir. [

Teorem 4.4.3. T}, 4, d-seviyeli k-ary bir tam agag ve K, p tepeli bir tam graf olsun.
k < p — 1 olmak iizere,

(kTP T A R g Bk k2 kP (p— 1)+p

Ry d=0(Mod5)

R+ _ 4y pd+3 | pd+e k:+11 ke — k3 k2 — ek (p— 1)+p d=1(Mod5)

Nr(Ky x Tyg) ={ KRkt K0 k2000 g = 3 (Mod 5);
S gty pd+3 pdte k]:“i&-k‘l K3 k?—k— k5(p+1)+p J=3 (Mod 5)

Kamit. S C V (K, x T}, 4) kiimesi, K, x T}, 4 grafinin bir Nr-kiimesi olsun. O halde,

’LU((KP X Tk7d)/S> — ’S‘ — C((Kp X Tk7d)/S) = N?“(Kp X Tk,d) "dir.

Durum 1. d = 0 (Mod 5) ise, S kiimesi, K, X T 4 grafinin 1,4,6,9,11, ...

'd—5
d — 4,d — 1 seviyelerindeki tepeleri icermektedir. Bu durumda, 0 < z < 5

. ) fdr+9 y Sa+6 14
olmak iizere | S| = Z kPt 4 E kot = + pE—
i=0 i=0 -

tepe graftan
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z+1 ) T )
atilirsa, geriye kalan graftaki bilesen sayisi w((K, x Ty.4)/S) = > K>+ k¥ 24
i=0 i=0
T ) k5a:+10 k5x+8 k5z+7 _ k’3 o /{Z2 -1
STES = + —;;5 : ve en biiyiik bilesenin tepe
i=0 -
k,d—5x—5 -1 -1
sayist ¢((K, x Tyq)/S) = ( ? 1) w >’dir. O halde,

k5;v+10 k5$+8 k5z+7 _ k3 _ k2 -1
Nr(K, x Tpq) = max { + i

0<z<4z® k5 — 1

Jd+9 + Jdr+6 _ 4 L (kd—5x—5 _ 1)(]7 . 1)}
k> —1 k—1

e max { 1 (kf)ai-‘rlo . k:51‘+9 + k5$+8 + k5x+7

ogxg% k5 —1
_k5z+6 _ kd—5a:—1<p _ 1) _ kd—5m—2(p _ 1) _ kd—5z—3(p _ 1)
SR — 1) = R — 1) + K (p — 2) + K~ 2)
+k'p+kp+ (p—2))}

f(:L‘) — ﬁ(kﬁﬁlo _ k5x+9 + k5m+8 + k,5x+7 _ k5x+6 _ kdexfl(p . 1)
_ k,d—5:p—2(p _ 1) _ kd—5x—3(p _ 1) _ k.d—5x—4<p _ 1) _ k,d—5z—5(p _ 1)

+ k3(p —2) + k*(p — 2) + k*p + kp + (p — 2)) fonksiyonu artan bir fonksiyon

d—>5>»

oldugundan maksimum degerini z = “>’te alir. Boylece,

k‘d+57kd+4+kd+3+kd+27kd+1+k47k37]€2+k727k5(pf1)+p

NT‘(KPXT]C@) = B 1
(4.4.4.8)
elde edilir.
Durum 2. d =1 (Mod 5) ise, S kiimesi, K, X T} 4 grafinin 0,2,5,7,10, ...,
d — 4,d — 1 seviyelerindeki tepeleri igermektedir. Bu durumda, 0 < z < — ol-

k5a¢+5 + k5m+2 _ k2 -1
k> —1

T r—1
geriye kalan graftaki bilesen sayist w((K, X Ty q)/S) = > k5T + 3 k3 4
i=0 i=0

k5:c+6 + k5$+4 + k5x+3 o /{4 o k3 —k
k> —1

z—1 T
mak lizere |S| = > B5 24+ > kK = tepe graftan atilirsa,
i=0 i=0

z—1
STk = ve en biiyiik bilesenin tepe
i=0
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kd—5x -1 -1
sayist ¢((K, x Tpa)/S) = \ ; )1(p )gir. O halde,
k5x+6 + k5x+4 + k5x+3 _ k?4 _ ]{73 —k
Nr(Ky x Tya) = Ogrilga%{ 5 — 1
k5:c+5 + k590+2 - ]{?2 -1 (k,d—5:(: - 1)(]) - 1)}
kS —1 E—1
— max { (k5x+6 _ k,5x+5 + k,5r+4 + k5x+3 _ k,5x+2

ogxg% kb —1
_kd—5x+4(p o 1) _ kd—5x+3(p _ 1) _ kd—5x+2(p . 1)
—ET N (p = 1) = KT (p - 1) + K (p—2) + K (p - 2)
+k(p—2) +Kp+kp)}

bulunur.

() = e (K55+6 — 55 o ot y 5ekd _ ppat2 _ fd=Sad(p 1)
_ kd—5a:+3<p _ 1) _ kd—5x+2<p o 1) o kd—5x+1<p _ 1) o kd—5x<p o 1) + k‘4(p o 2)
+ k3 (p—2) + k(p — 2) + k*p + kp) fonksiyonu artan bir fonksiyon oldugundan,

maksimum degerini z = %=*’te alir. Boylece,

kd+5—kd+4+k‘d+3+kd+2—kd+1—k4—/€3+k2—k—k5(p—1)+p

NT‘(KP X Tk,d) = k5 — 1

(4.4.4.9)
elde edilir.

Durum 3. d = 2 (Mod 5) ise, S kiimesi, K, x T} 4 grafinin 1,3,6,8,11,13, ...,
d—2
d — 4,d — 1 seviyelerindeki tepeleri igermektedir. Bu durumda, 0 < x < 5
k5z+6 + k5z+3 _ /{3 —k
k> —1

atilirsa, geriye kalan graftaki bilesen sayis1 w((K, X Ty, 4)/S) = > k¥ + > k>F2 4
i=0 i=0

z—1 T
olmak iizere |S| = Y k73 + S kP = tepe graftan
i=0 i=0

z—1 ) k5:c+7 k5$+5 k5z+4 _ ]{34 _ k2 -1
ST = i —;5 : ve en biiyiik bilesenin tepe
i=0 -
kdexfl -1 -1

sayist c((K, x Tj.q)/S) = ( ’ 1)(p )’dir. O halde,

k,5m+7 + k5x+5 + k5:}c+4 _ k’4 _ k2 -1

Nr(K, x Tyq) = 0;10123%2{ 51
B k5x+6 + k5r+3 _ ]{33 _ k,‘ B (kd—5m—1 _ 1)(;0 _ 1)}
k5 —1 E—1

— max { 51 (k5m+7 o k5:v+6 4 k5x+5 4 k5z+4 o k5:}c+3
OSIS% k5 —1

_ kd75m+3<p o 1) _ kd75x+2<p o 1) _ kd75x+1(p o 1)
— K1) =k - D)+ K (p—2) + K (p—2)
+ (p—2)+Kk*p+kp)} bulunur
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f(fI?) = == 1<k5x+7 k.5a:+6 + k51’+5 + k5x+4 . k,59[:+3 _ kd—5x+3<p o 1)
_ kd75x+2(p _ ) _ kd75x+l<p _ 1) _ kdffmc(p _ ) l{?d bx— 1( ) + ]C4<p 2)

+k*(p —2) + (p — 2) + k*p + kp) fonksiyonu artan bir fonksiyon oldugundan

d2’

maksimum degerini x = te alir. Bu durumda,

fHs — fdtd g S g 2 At gt S k24 k-2 -k (p—1)+p
k-1

NT‘(KP X Tk,d) =
(4.4.4.10)

elde edilir.

Durum 4. d = 3 (Mod 5) ise, S kiimesi, K, x T 4 grafinin 0,2,4,7,9,12,14, ...,

ol-

d — 4,d — 1 seviyelerindeki tepeleri igermektedir. Bu durumda 0 < z <

Sx+7 S5x+4 5 4 2
mak iizere |S| = Zk51+4+zk5z+2+1 ForHT 4 et kP — f — k2 — 1

k> —1
tepe graftan atlhrsa gerlye kalan graftaki bilesen sayis1 w((K, x Tpq)/S) =
k5:c+8 k5z+6 k5x+5 /{5 k —k
Z k,52+1 + Z k,5z+3 + Z k,51+5 — + —25 : ve en
1=0 -
k,d75:p72 -1 -1
biiyiik bilesenin tepe sayist ¢((K, x Ty, 4)/S) = ( ’ 1) (=1 "dir. O halde,
k5m+8 + k593+6 + k.5:c+5 _ k5 _ kS —k
N’I"(Kp X de) = 0;;12%{ B 1
k5:c+7 + k5$+4 + k5 o k4 o k2 —1 (kd—Sa:—Q o 1)(p _ 1)}
k> —1 kE—1

—  max { (k5x+8 o k5x+7 4 k5r+6 + k5z+5 . k5m+4

0<e<dzz kP —1
kT2 (p 1) — A5 (p — 1) — kO (p — 1)
—k = 1) = kTR p — D)+ K (p —2) + k(p — 2)
+E'p 4 E*p — 2K° 4+ p)}

bulunur.

f(I) — ﬁ (k5x+8 _k5w+7+k5w+6+k51+5 _k,5z+4 _ kd75:p+2 (p_ 1) _kd75z+1 (p_ 1)
— kT (p—1) = kT (p = 1) = kTR (p = 1) + KA (p — 2) + k(p — 2) + K'p
+ k*p — 2k + p) fonksiyonu artan bir fonksiyon oldugundan maksimum degerini

r=% 3’te alir. Buradan da,

kd+5_kd+4+kd+3+kd+2_kd+1+k4_k3+k2_k_k5(p+1)+p
kb —1

N’/‘(Kp X Tk,d) =
(4.4.4.11)

elde edilir.

Durum 5. d = 4 (Mod 5) ise, S kiimesi, K, x T}, 4 grafinin 0, 3, 5,8, 10, 13, .

4
d — 4,d — 1 seviyelerindeki tepeleri icermektedir. Bu durumda, 0 < x < ——



48

z ) z ) Eor+8 4 pSetb 4 5 13
olmak iizere, [S| = S k% 4+ S K 41 = + = +1
i=0 i=0 —

tepe

graftan atilirsa, geriye kalan graftaki bilesen sayist w((K, x Ty, 4)/S) = >_ k¥ +

=0

T ] T ) k5x+9 k5z+7 k5z+6 _ k4 _ k2 —k

;} ko2 4 > kot = i —25 — ve en bilyiik bilesenin
B B k,d75x73 -1 -1

tepe sayist ¢((K, X Ty q4)/S) = ( ’ 1) (p )’dir. O halde,

k,5m+9 + k5x+7 + k5z+6 _ k4 _ ]{32 —k
Nr(K, x Trq) = 2, { 51
k5z+8 + k5x+5 + /{35 _ ]{ZS -1 (kd—5a:—3 _ 1)(]? o 1)}
k> —1 kE—1

— max { 1 <k5a:+9 _ k5z+8 + k5x+7 + k,5:c+6 _ k5x+5
ogxgd%‘l k5 —1

_kd—5x+1(p _ 1) - kd—Bx(p o 1) o k,d—5x—1(p o 1)
RS (p — 1) — K (p— 1)+ K (p = 2) + K (p — 2)
+k(p—2) + K°p+p)}

bulunur.

f(&?) — k51 1(k5x+9 _ k5x+8 + k5x+7 + k5x+6 _ k.5m+5 _ kd—5:c+1<p - 1)
_ kd75x(p o 1) o kd75xfl(p - 1) o kd75zf2<p - 1) _ k,d753673<p _ 1) + ]{?4(]) o 2)
+ k*(p — 2) + k(p — 2) + k3p + p) fonksiyonu artan bir fonksiyon oldugundan

maksimum degerini z = “=*’te alir. Sonug olarak,

ATD — At 4 S g2 el A S k2 — k— kP (p—1) +p
k5 —1

Nr(Kp xTyq) =
4.4.4.12)

bulunur.
(4.4.4.8), (4.4.4.9), (4.4.4.10), (4.4.4.11), ve (4.4.4.12)’den ispat tamamlanmis

olur. O
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5. SONUC

Bu calismada, zedelenebilirlik kavrami ayrintili olarak incelenmis, ilgili temel
tanim ve teoremler verilmistir. Bir agin genisletilebilmesi icin uygulanan transfor-
masyon iglemleri ile elde edilen 8 farkli transformasyon grafinin komsu biitiinliik
degerleri bulunmustur. Ayrica, diger bir zedelenebilirlik 6l¢iimii olan rupture dere-
cesi ele alinmig ve cesitli graf parametreleri ile arasindaki iligkiler ortaya konmus-
tur. k-ary tam agaclarin rupture derecesi bulunmus ve bu agaclara bazi graf islem-
leri uygulanarak, elde edilen graflarin rupture dereceleri ile iligkisi incelenmisgtir.
Bu tezde, komsu biitiinliik degeri ve rupture derecesi tanimlarindan hareketle, yeni
bir zedelenebilirlik Sl¢iimii olan komsu rupture derecesi kavrami tanimlanmistir.
Oncelikle, baz1 6zel graflarin komgu rupture degerleri elde edilmis, ardindan diger
parametrelerle arasindaki iliskiler incelenmistir. k-ary tam agaclarin komsu rupture
degerleri ele alinarak, bu graflarin rupture degerleri ile iliskisi incelenmistir.

Sonu¢ olarak, tepe sayist ayni olan graflarin zedelenebilirlik degerleri
karsilagtirilirken, ele alinan graflarda komsu rupture derecesi biiytik olan graflarin
daha dayanikli oldugu gézlemlenmistir. Ayrica, bu caligmada yeni bir 6l¢iim olarak
tanimlanan komsu rupture parametresinin, komsu biitiinliik degeri ve rupture dere-
cesi parameterlerine gore bazi graf tiplerinde daha ayirt edici bir parametre oldugu
Ornek 4.1.5°de ortaya konulmustur. Ozellikle, casus aglar iizerinde calisirken,
komsu rupture parametresinin bu aglar tizerinde daha ayirt edici oldugu sonucu goz-

lemlenmistir.
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