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OZET

Yaklagim teorisinde, Korovkin tip teoremler lineer pozitif yaklagim operatorleri
tizerine kurulur. Bu calismada, lineer olmayan (maksimum-carpim tip) pozitif
operatorlerin  Chlodowsky tip genellestirmeleri tanimlanmis ve lineer olmayan
operatorlerle verilen yaklasim derecelerinin, lineer operatorlerle verilenler kadar iyi
olabilecegi gosterilmistir. Sirasiyla maksimum-c¢arpim tip Bernstein-Chlodowsky
operatorleri, maksimum-garpim tip  genellestirilmis  Bleimann-Butzer-Hahn
operatorleri ve maksimum-garpim tip genellestirilmis Szasz operatorleri tanimlanmis
ve siireklilik modiilii yardimiyla yaklagim dereceleri elde edilmistir. Bununla
birlikte, sinirl, azalmayan, konkav fonksiyonlar gibi bazi fonksiyon siniflari igin
daha iyi yaklasim oranlar1 verilmistir. Ayrica bu operatorler i¢in bazi bigim koruma
ozellikleri incelenmistir. Son olarak operatorlerin belirli fonksiyonlara yakinsaklik
orani grafikler yardimiyla resmedilmistir.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmig simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmugtur.

Simgeler Aciklamalar

R("{ Negatif olmayan reel sayilar kiimesi

I Reel sayilarin simirh veya sinirsiz bir alt aralhigi

CB,(I) I dan R ya siirekli ve smirli fonksiyonlarin uzay1

\V} Maksimum iglemi

CM(f)(x) Maksimum-carpim tip Bernstein-Chlodowsky operatorleri

BM)(f)(x) Maksimum-¢arpim tip genellegtirilmis Bleimann-Butzer-Hahn
operatorleri

S (f)(x) Maksimum-carpim tip genellegtirilmis Szasz operatorleri

wiy (f390); f fonksiyonunun stireklilik modiilii



1. GIRIS

Korovkin tip yaklagim teorisinde herhangi bir siirekli fonksiyona diizgiin yakinsama
problemi operator dizileri yardimiyla incelenir. Bu problemin incelenmesinde kullanilan
operator dizileri genellikle lineer ve pozitiftir. Klasik yaklagim teorisinden elde edilen
lineer yaklagim operatdrlerinde, reel sayilarin lineer uzay yapisindaki cebirsel iglemler
olan toplama ve ¢arpma iglemi kullanilir. Buradaki temel teoremler Weierstrass tip
diizgiin yaklagim teoremleridir ve hata orami genellikle siireklilik modiilii yardim ile

verilir.

[2] ve [3]’te ve [21]’de verilen agik problemde (324-326, open problem 5.5.4) su iki soru

sorulmugtur:

e Lineer yapit yaklasim operatorleri olusturmamiza izin veren tek yapi midir yani
kullanabilecegimiz iglemler sadece toplama ve ¢arpma iglemleri midir?

e Biitiin yaklagim operatorleri lineer olmak zorunda midir?

Her iki sorunun yaniti da olumsuzdur. Bu probleme c¢oziim olarak lineer operator
dizilerinde  toplama islemi yerine maksimum alma islemi kullamilarak
maksimum-carpim tip yaklagim operatorleri tanimlanmistir. Bu operatorler lineer

olmayan pozitif operatorlerdir.

Yukaridaki problem 6nce Shepard operatorleri icin incelenmis ve lineer yapinin yaninda
lineer olmayan yapilarin da kullanilabilecegi goriilmiigtiir. Ayrica Shepard operatorleri

icin Weierstrass tip diizgiin yaklagim teoremi elde edilmistir [2,3].

Daha sonra yaklagim teorisinde iyi bilinen Bernstein ve Favard-Szasz-Mirakyan
operatorlerinin maksimum-garpim bi¢imi tanimlanip siireklilik modiilii yardimiyla
yaklagim oranlari elde edilmistir [5]; fakat bu caligmada kullanilan y6ntemin,
anlagilmas1 giic olmasi1 ve elde edilen hata oranlarindaki sabitlerin net olmamasi
iizerine daha basit ve sabiti kesin veren bir yontemle, yine siireklilik modiilii
yardimiyla, sirasiyla Bernstein, Bleimann-Butzer-Hahn, Favard-Szasz-Mirakyan,
Meyer-Konig ve Zeller, Baskakov, truncated Favard-Szasz-Mirakyan, truncated
Baskakov operatorlerinin maksimum-carpim tipi tanimlanip yaklagim ve bazi bi¢im
koruma ozellikleri incelenmistir  [4, 6-11]. Buradaki amag¢ lineer olmayan
maksimum-carpim tip operator dizileri ile elde edilen yaklagim oranlarimin bilinen
lineer operator dizilerinin yaklagim oranlarindan daha iyi olabilecegini gtstermektir.

Elde edilen bu sonuglar [12]'de ayrintih olarak bir araya toplanmigtir.



Bu tezde amac, yukarida bahsedilen maksimum-carpim tip operatorlerden Bernstein,
Bleimann-Butzer-Hahn ve Szész operatorlerinin Chlodowsky tip genellegtirmelerini

tanimlayarak yaklasim derecelerine iligskin sonuclari elde etmektir.

Bu tez yedi boliimden olugmaktadir. Birinci boliim girig boliimiidiir.

Ikinci béliimde lineer olmayan maksimum-carpim tip operatorler icin temel tanim ve

teoremler verilmigtir.

Uciincii, dordiincii  ve besinci  béliimlerde sirasiyla  maksimum-carpim — tip
Bernstein-Chlodowsky  operatorleri,  maksimum-carpim  tip  genellestirilmig
Bleimann-Butzer-Hahn operatorleri ve maksimum-carpim tip genellegtirilmis Szész
operatorleri tanimlanmis, bu operator dizileri icin siireklilik modiilii yardimiyla
siirekli fonksiyonlara yaklagim oranlari elde edilmisg, siirekli fonksiyonlarin bazi alt
smiflarinda yaklagim oranlarinin iyilestirilebilecegi gosterilmig, ayni zamanda bigim

koruma ozellikleri incelenmigtir.

Altinc1 boliimde bu tezde tanimlanan operatorler ile onlarin literatiirde mevcut lineer

karsiliklarimin belirli fonksiyonlara yaklasimlar grafikler yardimiyla karsilagtirilmigtir.

Son boliim ise sonug ve Onerilere ayrilmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde maksimum-carpim tip operatorlerin 6zellikleri ve yaklagim orani bulmak

icin kullanilan teoremler verilecektir.
2.1. Tanimlar

Negatif olmayan reel sayilar kiimesi R iizerinde V (maksimum) ve . (carpma)
islemlerini goz oniine alalm. (R, V,.) bir yar halka yapisina sahiptir ve bu yapiya

bir maksimum-c¢arpim cebiri denir.
I C R smarh veya sinirsiz bir aralik ve
CB.(I) = {f : I — RY : f, I iizerinde siirekli ve smlrh}

olsun. n € N, f € CB,(I), K,,(.,x;) € CB4(I) ve z; € I olmak iizere genel olarak bir
L, :CB,(I) = CB;(I) maksimum-carpim tip operator dizisi,

n

La(f)(x) = \/ Ku(z,2:).f(2:)  veya Ln(f)(x)Z\/Kn(x,xi)-f(ﬂfi)

=0

seklinde tanimlanir. Bu operatorler lineer olmayan ve pozitif operatorlerdir.
Ayrica her o, 8 € RY, f,g9: [ — Ry igin

L.(af V Bg)(x) = aL,(f)(x)V BL,(9)(x) (pseudo-lineerlik)

ve her A > 0 igin

L, (\f) () = AL, (f) (z) (pozitif homojenlik)

ozelliklerini saglarlar [5].

2.1.1. Lemma

I C R smirh veya smirsiz bir aralik, f,g € CBy () olsun. L,, : CBy (I) — CB,4 (1)



lineer olmayan operator dizisi icin
(1) f < gisehern e Nigin L, (f) < L, (g) (monotonluk)

(i1) Ly (f +9) < Ly (f) + Ly, (9) (alt lineerlik)

ozellikleri saglansi. Bu durumda her f,g € CB, (I) ve x € [ i¢in

L (f) (2) = Lu (9) (@)] < Lo (|f — g) (#) dir [5].
fspat
f,g € CBy(I)olsun. f = f—g+ g < |f —g| + g yazlabilir. Monotonluk ve alt

lineerlik ozellikleri kullanilarak L, (f) () < L, (|f —g|) () + L, (9) (z) esitsizligi ve
buradan L, (f) (x) — L, (g9) (z) < L, (|f — g|)( ) ifadesi elde edilir. Benzer gekilde
(x

=g-f+f<If- g|+folup Ln (9) ) Ly (f) (x) < Ln (|f — g]) (z) dir. Bu iki
ifadeden istenen |L, (f) (x) — L, (9) (z)| < L, (|f — g|) (z) esitsizligi bulunmug olur.

Not

Lemma 2.1.1 lineer pozitif operatorler i¢in bilinen esitsizligin genellegtirmesidir;
clinkii pozitiflik ve lineerlik oOzellikleri, pozitiflik, alt lineerlik, pozitif homojenlik ve
monotonluk ozelliklerini gerektirir fakat bu ifadenin karsit1 genelde dogru degildir.

Ornegin maksimum-carpim operatérleri icin ters gerektirme saglanmaz [22].
2.2. Yardimci Teoremler

Agagida verilecek lemma ve sonug¢ operatorlerin  yaklagim oranini  bulmada
kullanilacaktir:

2.2.1. Lemma

L, : CBy (I) — CB4 (I) monotonluk, alt lineerlik ve pozitif homojenlik zelliklerini

saglayan bir operator dizisi olsun. Bu durumda her f € CB, (I) ve x € [ igin

Lo (f) (x) = [ (2)] < %Ln (02) (€) + La (e0) (z) | w1 (f;0); + f (x) . |Ln (€0) (x) — 1|



esitsizligi saglanir. Burada 6 > 0, her t € I, x € I'igin eg (t) = 1, ¢, (t) = |t — x| ve
wi (f;0); =sup{|f(z) — f(y)|;z,y € I,|z — y| < d} bilinen siireklilik modiiliidiir [5].

fspat
Ispat tipk: lineer pozitif operatorlerde oldugu gibidir.

Lo (f) () = f(2) = [Ln () () = [ (2) -Ln (e0) (2)] + [ () [Ln (€0) (x) = 1]

esitliginde Lemma 2.1.1 ve pozitif homojenlik 6zelligini kullanarak

Lo (f) (2) = [ (2)]

IN

| Lo (f (2)) (%) = L (f (1)) ()] + [f ()] [Ln (€0) (x) = 1
< Lo (17 (8) = f @) () + [f (@)] - [Ln (e0) (x) = 1

esitsizligi bulunur. Diger yandan, her ¢,z € [ icin

1
10~ F @ < (ilt =l < [51e=al 41w (20,
esitsizliginin yukarida kullanilmasiyla istenen sonuc elde edilir.
2.2.2. Sonug

Lemma 2.2.1’deki kogullara ek olarak her n € N ve x € [ i¢in L, (ey) = ¢y olsun. Bu

durumda

L)) = 1 @) < [14 5L (o) (o) e (739,

olur [5].






3. MAKSIMUM-CARPIM TiP BERNSTEIN-CHLODOWSKY
OPERATORLERI

Bernstein polinomlarinin bir genellegtirmesi olan Bernstein-Chlodowsky polinomlari

0<z<b,ve (b,), limb, = oo ve lim %“ = 0 olacak bi¢imde pozitif reel sayilarin bir
n—oo n—oo

dizisi olmak iizere,

- 50) () () (2)

seklinde tamimlidir. Bu operatorlerin yaklasim 6zellikleri tek degiskenli ve iki
degiskenli siirekli fonksiyonlar icin incelenmigtir [1, 17, 18, 20, 28, 32, 37|. Ayrica,
Bernstein-Chlodowsky polinomlarimin g-genellemesi [16]'da, bu polinomlar igin

Voronoskaja-tip teoremler [15] ve [29]’da ve Bézier varyantlari [34]te ¢caligilmigtir.

Bu boliimde [4], [5] ve [19]’da maksimum-¢arpim tip Bernstein operatorleri i¢in sonlu
aralikta elde edilen yaklasim orani, sinirsiz bir arahkta taniml maksimum-carpim tip
Bernstein-Chlodowsky operatorleri icin elde edilecek ve bazi bicim koruma 6zellikleri

verilecektir.

Maksimum-carpim tip Bernstein-Chlodowsky operatorlerini, f : [0,b,] — R, siirekli

bir fonksiyon, 0 < = < b, ve (b,), limb, = co ve lim \b/”ﬁ = 0 olacak bicimde pozitif
n—o0 n—oo

reel sayilarin bir dizisi olmak iizere,

C(f) () = =2 (3.1)

k n—k
biciminde tammliyoruz. Burada h,(z) = (}) (ﬁ) (1—%) dir. Cy(LM)(f)(x)
operatorleri, lineer Bernstein-Chlodowsky operatorlerinde, toplama islemi yerine
maksimum alma iglemi kullanilarak elde edilmistir. Siirekli bir f : [0,b,] — Ry

fonksiyonu icin CQSM)( f)(x) pozitif ve [0, b,] araligy tizerinde siireklidir.

Bu boliimde yapilan ¢ahigmalar [26] referansh makalede yayimlanmigtir.



3.1. Yardimci Sonuglar

Bu kisimda maksimum-carpim tip Bernstein-Chlodowsky operatorleri icin siireklilik
modiilii yardimiyla bir yaklasim orani elde edilecektir. Bunun icin asagida verilen

notasyon ve lemmalar kullanilacaktir.

Her n € N icin CflM)(f)(O) — f(0) = 0 oldugundan bu béliim boyunca 0 < z < b,

olarak g6z Oniine alinacaktir.

Her bir k,5 € {0,1,2,...,n} ve x € [%L"l, %} icin

P gi(@) |22 — 2| P ()
My j(x) = — G . m M(m) = — (3.2)
’ hn.j () P hnj ()
olsun. Eger k > 7+ 1 ise
My s = — n 3.3
ve eger kK < 7 — 1 ise
B g () (:1:' — %)
My (z) = = n 3.4
dir.
Ayrica her bir k,j € {0,1,2,...,n}, k> j+2vex € [7%"1, %] icin
_ B () (2 — )
M pj(z) = — iag 3.5
ve her bir k,7 € {0,1,2,...,n}, k<j—2vex € [%,%] icin
. ho () (2 — Koo
My j(z) = #(0) (2 — 1) (3.6)

h,j ()

olsun.



3.1.1. Lemma

T € [%, %] olmak iizere

(i) Her k,5 €{0,1,2,...,n}, k > j+ 2 i¢in
Mgy (@) € M) < 3M ()

(17) Her k,j € {0,1,2,....,n}, k <j—2ic¢in
Mo () < Mg () < 6Mp ()

dir.

fspat

(i) Es. 3.3 ve Eg. 3.5’ten Mknj (z) < My, () oldugu aciktir. Ayrica,

Kby, kby _ Jbn
- ~ kbn 0 = kby _ (HDba
(kn+k—nj)b,  k—j k

= <
= j— b, k=1 nhioj =1 ="

esitsizliginden (7) elde edilir.

(i1) Benzer sekilde Es. 3.4 ve Es. 3.6’dan My, ;(x) < M., ; (z) dir. Ayrica,

y kby (J+1L)bn kb,
My () _ !B—n_+1<]nT—n—+1
Mip 5(x) g —Ka — %_%
_ GAl=Knb, _(n+ )G +1-k) ntlj+l-k
 (nj—nk—k)b, ~ nj-nk-n  n j-k-1
(
j+1—-k 92
24 ~ T _9(14+—" ) <6
j—k—-1 <+j_k_1 =

esitsizliginden (i7) elde edilir.

(3.7)

(3.8)
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3.1.2. Lemma

n+1’ n+l

Her k,5 € {0,1,2,...,n} ve z € [jb" UH)b"} icin my, j(x) < 1 dir.

fspat

Iki durum séz konusudur: k& > j ve k < j.

b= fonksiyonu [L (+1)bn

k > j olsun. g (x) = P

Ming(@) k41 bo—z k+1 (n—j)by  k+1

—} izerinde artmayan oldugundan

") 5y

Mit1n,(@)  n—Fk r T n—k (j—i—l)bn_n—k.
olur. Buradan
Mg (T) 2 Mji10,5(T) 2 Mjroni(T) > oo = My j(T)

elde edilir. Simdi k£ < j olsun.

mk,n,j(ff) . n—=k+1 T >n—k—|—1 %
Mi—1nj(T) L b —z = 2 b fli"l
k n+1—j =

olur. Buradan

Mg (T) = My 105(T) 2 Myj9pi(T) > . > Mg ()

dir. m;, ;(z) =1 oldugundan istenen elde edilir.

3.1.3. Lemma

] olsun. Bu durumda

jbn  (J+1)bn
x € |:n+1’ n+1

(i) Eger k — vk +1 > j olacak bigimde k € {j +2,j + 3,
Mk-Jrl,n’j (Q}) dir.

j+1 =

wyn—1} ise ]\_Jknj(x)

>



(i1) Eger k +/k < j olacak bicimde k € {1,2, ..

fspat

Ispatmn ilk kismi icin

Mknj(x) k41 by—z 7{%”1—1‘
Tn—k oz (Db
Mii1,,5(2) n+1
kbn

_ bp—z 1
olup fin (7) = e .
n+1
.. G+Dbn \ _ n—j k—j—1
iGN fin ke (T) 2 fhnk (n—+1 =1 E

kosulu (k+1)(k—j—1)>

fonksiyonu artmayan oldugundan her x € [

A_fkn](x) k—l—l n—j k—j—1>1
- ~n—k +1 k—q3 —
Mii1,,5(2) J J
elde edilir.

Ispatin ikinei kismi icin ise
~ kby,

My () —n—k+1 o  T—

My, (2) k by — 2 o — %
r— kbn

olup nnx () = 775 — e

o b n+1 )

1611 Tin.k (.I') Z Tin.k (’rz—l—nl) = n+]1 —j j— k+1

k(j — k + 1) olmasini gerektirdiginden

fonk31y0nu azalmayan oldugundan, her x € [

Mknj(:c) >n—k—i—1‘ J J—k
My () — k n+l—35 j—k+1~

olur ki, bu ispat1 tamamlar.

3.1.4. Lemma

k n—k )
haw(z) = (}) (ﬁ) <1 - i) olmak iizere, her z € [ﬂ

11

j — 2} ise Mk,n,j(x) Z Mk—l,n,j(x) dir.

jbn  (J+1)bn
n+1’ n+l

kE+1

(7 + 1) (k — j) olmasin gerektirir ki, buradan

Jbn  (G+1)bn
n+1’> n+l

olur. Hipotezdeki k+vk < j kosulu j (j — k) >

>1

(J+D)bn L
i’ ntl ve ] = O,l,...,n
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fspat

Sabit birn € Nve 0 < k < k+1 < n olmak tizere, 0 < hy, g11(2) < hy k() esitsizliginin
saglanmasi icin gerek ve yeter kosul x € [0,b,, (k + 1) /n + 1] olmasidar.

- T k+1 T n—k—1 n T k x n—=k

0< = 1— = < = il — —

()G 00 =) (-5)
ifadesinde gerekli sadelegtirmeler yapilirsa,
0 < € n i n\| o (n

— b, |\k+1 k/J| — \k
elde edilir.
(kzl) + (Z) = (Zﬁ) oldugundanm 0 < z < % bulunur.

Bu esitsizlikte £ = 0,1, ..., n alirsak,

hpi(z) < hpo(z) <=2 €[0,b,/ (n+1)],

hpa(x) < hpi(z) <=z €[0,2b,/ (n+1)],
hns(x) < hpa(z) <= 2 €]0,3b,/ (n+1)],
yani,

hopgi1(x) < hpp(x) <=z €[0,b, (k+1)/(n+1)]

bulunur.
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Benzer sekilde

>
3
3
&
=
AN

hpn-s(z) <= x €[0,b, (n—2)/(n+1)],
hnn-2(x) <=2 € [0,by, (n —1) / (n +1)],
hpn-1(z) <= 2 € [0,b,n/ (n + 1)]

o
3
3 [
G
VANRVAN

elde edilir. Bu egitsizliklerden,

r € [0,b,/(n+1)] ise k=0,1,....,ni¢in h,x(x) < hyo(x)
x € [by/(n+1),2b,/(n+1)] ise k=0,1,...,ni¢in hy,k(z) < hy ()
r € [2b,/(n+1),3b,/(n+1)] ise k=0,1,...,ni¢in h,x(x) < hpo(2)

yani genel olarak,

x € [byn/(n+1),b,] ise k=0,1,...;nicin hyx(x) < hy, ()
bulunur.

3.2. Yaklagim Derecesi

3.2.1. Teorem

f:10,b,] — Ry siirekli bir fonksiyon ve M (f)(z), Bs. 3.1"de tammlanan maksimum-

carpim tip Bernstein-Chlodowsky operatérleri olmak iizere,

M . bn
CE2(7)a) = (7)(o)| < 1201 (Fi 2 ) ¥ €N, w € o0

esitsizligi saglanir. Burada

wi (f;0) = sup{|f(z) — f(W)|; 2,y €[0,ba], |z —y| < 3}

suireklilik modiiliidiir.
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fspat

Maksimum-carpim tip Bernstein-Chlodowsky operatorleri Sonug 2.2.2’nin hipotezlerini

sagladigl i¢in ¢, (t) = |t — x| olmak iizere

CEN @) = )] < (14 5-CEN e ) e (£i60) (39)

n

dir. O halde

V B () | 2o —
k=0

k\i/ohn’k ()

Ey () = CiM( ) (2) =

teriminin hesaplanmasi yeterli olacaktar.

x € [%”1, %] ve keyfi j € {0,1,...,n} sabit olsun. Lemma 3.1.4’ten

Ey (x) = \/ My(2)

dir. z € [0, nbjl] olmak iizere j = 0 i¢in E, (z) < % dir. O halde j € {1,...,n}

olarak goz oniine alnabilir. Sabit bir j € {1,...,n} icin M, ;(x) icin bir {ist tahmin

bulunacaktir. z € [%, %} ve k € {0,1,...,n} olsun.

Ispat ii¢ kistma ayrilmigtir: 1) k€ {j —1,5,j+ 1}, 2) k> j+2ve 3) k< j —2.
1. Durum

Eger k = j ise M, ;(x) = |3% — a:} dir. = € [7%”1, —(j:i)lb"] oldugundan M, ,, ;(x) < nb—J’rLl
dir.

Eger k = j + 1 ise Mj11,,(x) = mjy1n;(2) <@ —x) dir. Lemma 3.1.2’den
Mjt1n,;(x) <1 oldugundan

i+ 1)b i+ 1)b by, ] 1) b, by, .
Mj+1,n,j($€)§—(j+ ) n—x<(j+ ) n_J —(j+n+ ) < 3 dir.

n n n+l  nn+1) ~— (n+1)
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Eger k = j — 1ise Mj_1,(x) = mj_1,,(x) (:L‘ — @) dir. Yine Lemma 3.1.2’den

m;_1nj() <1 oldugundan

(j_l)bn< (j+1)bn_(j_1)bn (Qn_(j_l))bn< 2b,

M 1 pj(z) <o —

n n+1 n n(n+1) ~ (n+1)

dir.
2. Durum

Alt durum a) k — vk + 1 < j olsun.

Mingla) = s (@) (22 4

n+1 x_n—i-l n+1

kb,  (k—vVE+1)b, b,Vk+1 by
— = <
n—+1 n+1 n+1 T /n+1

elde edilir.

Alt durum b) £k — Vk+1 > j olsun. g (z) = x — /& + 1 fonksiyonu [0, b,] {izerinde

azalmayan oldugundan k—1\/k + 1 < j olacak bigimde bir k € {0, 1,2, ..., n} maksimum
degeri vardir. Bu durumda k; = k + 1 icin k; — vk + 1 > j ve

(%+1) by <E+1) bn
E+1n,j (2) Mt1n, (2) n+1 L I n+1 v

(F41)0 4, <(E+1)bn_(%—ﬁ7+1)bn

M

<

- n+1 n+17— n+1 n-+1
E+1+1])0b,

C(VEee oy,

B n+1 “Vn+1

olur.
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Ayrica ¢ fonksiyonu azalmayan oldugundan ky > j + 2 dir ve g(j+1) < j dir.

Lemma 3.1.3, (i)’den ]_WE—H,TL,j (x) > ME+2,n,j () > ... > ]\_/[nn] (x) dir. Boylece her

ke {E +1,k+ 2, ,n} icin Mknj (x) < \/2:%1 olur. O halde bu iki alt durumdan ve

Lemma 3.1.1, (i)’den My, ;(z) < \/6% elde edilir.
3. Durum

Alt durum a) k 4+ vk > j olsun.

. kb,
My (2) = mpm, () (x— )

n+1
_ GHDb, kb _ (bt VE+L) b g,
- n-+1 n+17 n—+1 n+1

(\/E—{— 1) bn, (Vn+1)b, %,
< <
n+1 n+1 vn+1

olur.

Alt durum b) k + vk < j olsun.

% €4{0,1,2,...,n}, %—l— % > 7 olacak bicimdeki minimum deger olsun. Bu durumda
ko =k —1, ko + ko < j esitsizligin saglar ve

. (k=1)0. 11 (k=1)b,
M-~ (z) = m~ ()| 2 — ———~— §<‘7+ )bn—
<k+ k+1> by @_1) b (\/;+2> b, "
< — = < -
- n—+1 n+1 n—+1 T Vn—+1

olur. Ayrica bu durumda j > 2 oldugundan,ky < j — 2 dir. Lemma 3.1.3, (ii)’den

Mz ) (z) > MZ ) (z) > ... > MOJL,]' (x) dir. Boylece her k < j — 2 ve her z €
1 o

[,ﬁ% %] igin My (x) < <2 elde edilir.

O halde bu iki alt durumdan ve Lemma 3.1.1, (i7)’den My, ; () < \/37% dir.
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Yukarida elde edilen tiim degerlerden

6by, Jbn  (J+1)by
My i (z) < , Vo e ; k=0,1,2, ...,
kg () < 1 z [n+1 nal n

olur ki, bu da

6y,

E, (z) < NS

, Yz € [0,by],n €N,

esitsizligini verir. Eg. 3.9’da 9,, = \/6;% alinarak

by,
vn+1

‘C’éM)(f)(x)—(f)(x)’ < 12w, (f; ), VneN, z € [0,b,]
bulunur.

3.3. Baz1 Fonksiyon Siniflari igin Daha iyi Hata Oranlar:

Baz1 fonksiyon simiflar i¢in daha iyi bir yaklagim orani elde etmek amaciyla asagidaki

tanim ve lemmalar kullanilacaktir.

n+1’> n+1

Fung () = iy () £ (2] = % =) i ()

Her k,5 € {0,1,2,...,n} icin fy,; : [b"—] M} — R fonksiyonlari

seklinde tanimlansin.

Boylece, her j € {0,1,2,....,n} ve z € [7%"1, %] i¢in

CM(f)(x) =\ frmg (@)

yazilabilir.



18

3.3.1. Lemma

f:10,b,] — [0, 00) fonksiyonu i¢in

CM(f)(x) = max {fjn; (x), fir1n; (1)}, Vo € [ Jbn (74 1) bn]

n+1 n+1

ise

CEF)w) ~ 1 (@)] < 2 (1:2)

n

saglanir.
fspat

Iki durum s6z konusudur:

(1) C’T(ZM)(f)(x) = fin; (x) olacak bicimde sabit x € [1%"1, %} olsun.

b < J% < Lo ye fimj(x)=1f (J%) oldugu icin

n+1
by,
< .
=W <f7n+1)

con)e) - 7@l =7 (42) - 1 @)

bulunur.

(i) CM(f)(@) = fi41ny () olacak bicimde sabit = € [%"1, %} olsun.

Iki alt durumda inceleme yapilabilir:

Alt durum a) Bger C™(f)(x) < f () ise, finy (2) < fizimy () < f () olup

ICOD () () = f ()] = |fioing (@) = F(@)] = f (@) = fieing (@)
< F@) = iy @) = ()~ f (Ji)

n
by
< w <f;n+1)
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elde edilir.

Alt durum b) Eger CS(f)(z) > f (z) ise,

CENN@) = £ @] = Frsams @) = F ) =gy @) (L) = 0

AN
~
7N

)
(-
+
=
S
S
~
|
~
a
S~—

olur. 0 < (jt?b" —z < b"(ﬁl)—% = n(jﬁl)+% < 22 oldugundan f <%)—f () <

2w1 (f; bﬁ) elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.
3.3.2. Lemma

f:10,b,] — [0, 00) fonksiyonu icin,

CéM)(f)(SC)Zmax{fj,n,j(x),fj1,n,j<x)},vxe[jb" U “)bn] ise

n+1 n+1

[COD(f)(x) = f(2)] < 21 (f%)

saglanir.
fspat
ki durum s6z konusudur:

(7) C’flM)(f)(x) = fjnj (z) ise, Lemma 3.3.1’deki yol izlenerek

CE1) ) - 1 @) <o (£12)

elde edilir.

(i) CM(f)(x) = fi—1n,; (x) olacak bigimde sabit = € [1%"1, %} olsun.
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Alt durum a) CS™(f)(z) < f () ise, yine Lemma 3.3.1°deki yol izlenerek

elde edilir.

Alt durum b) CM(f)(z) > f (x) ise,

n
(] - 1) bn,
< J ( - (@)
n
olur.
0< o (jf;)bn < (j:i)lbn B (j*;)bn r n(*rffﬂ) +nb$1 < 2 oldugundan f (@) —f(z) <

2w (f; %”) olur ki bu da ispat1 tamamlar.
3.3.3. Lemma

f:10,b,] — [0, 00) fonksiyonu igin,

CM(f)(@) = max {f-1n; (), fing (2) s fie1mg (@)}, Vo € [ T I b”}

n+1 n+1

i1se

ICMD(F) () - f(2)] < 201 (f%>

saglanir.

fspat

(M) o (M) R ' .. .
Co ' (f)(x) = finj(x) veya Cy '(f)(x) = fj+1n,(z) olacak bicimde sabit

g (G+1)bn
T € |:_n+1’ 1| olsun.
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Bu ise C,SM)(f)(:z:) =max {fjn; (z), fj+1n; (x)} oldugunu gosterir ki Lemma 3.3.1’den

|COD(f)(x) = f (2)] < 21 (f%)

elde ediliv. CS"(f)(x) = fi—1n, (x) ise CE(F)(x) = max{f;n; (x), fi—1n; (x)} dir

ve Lemma 3.3.2’den

ICOD(f) (@) — f (2)] < 2wy (f%)

elde edilir.

3.3.4. Lemma

f:10,b,] — [0,00) konkav fonksiyon olsun. Agagidaki iki 6zellik saglanir:
(7) g:(0,b,] = [0,00), g (z) = @ fonksiyonu artmayandir.

(1) h:[0,b,) — [0,00), h(x) = bfn(—f)x fonksiyonu azalmayandir.

fspat

(i) z,y € (0,b,] i¢in < y olsun. f konkav oldugundan

f<x>=f(yy+y—o) >Zrm)+ =25 0) >

x
Y Y Y Ef (y),

olur ki bu da % > Q olmasini gerektirir.

(i1) z,y € [0,by,) i¢in = > y olsun. f konkav oldugundan

b, — . b, — -
0 =1 (Pt 2l ) 2 P2+ 2 ) 2

olup bL(x) > 4 f ( ) e§1t51zhg1 elde edilir.
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3.3.5. Sonug

f:10,bn] = [0, 00) konkav fonksiyon olsun. Her z € [0, by] i¢in
GO (F) (@) = f ()] < 20 ( f %)

dir.

fspat

x € 1[0,b,] ve j € {0,1,2,...,n} icin = € [%,%} olsun. k£ € {0,1,2,...,n} olmak

iizere k > j ise,

frring (@) = ") <bnx_ x)k+l_j / <@)

3 %Zlf(bnfx)k_jbnfxf(mn”b”)

dir. Lemma 3.3.4, (i)’den fﬁ> < f(ﬁ) oldugundan f <@) < (%) / (%)
dir ve bn‘”_ - < % olup ’ ’
fenns) < BEE (2o} I b ()
= fimg (@)’ J,g lz:f
elde edilir.
Yukaridaki esitsizlikte & > j 4+ 1 icin fy . () > fes1n,; () olur ki bu da
Jit1ng (@) 2 firam (2) 2 . 2 fan; (@) (3.10)

esitsizligini verir.
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k < 7 ise,

fr—1n(®) = (]En)l) <bnix)k_l_jf<w)
() () ()

Kbn, (k—1)bn
Lemma 3.3.4, (ii)’den Zf_’;Ln) > ,i(,uﬁl)bz oldugundan f(%) > ( n—k )f <(k—1)bn>

n—k+1 n

n

dir ve b"T_”” < %H olup

" " —Jjn—
fei (@) < G) Kk ( x ) 1) k+1f(@>

(?)n—k‘—i—l b, —x J n—=k n
kn+1—j
= Jrng (x)fn——k

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte k& < j — 1 icin f,,; (x) > fi—1.,,, (2) dir. Boylece
fiming (@) > fimomi (@) > o > fon; (T) (3.11)
elde edilir. Eg. 3.10 ve Eg. 3.11’den

O (f) (@) = max { fj-15 (2) s fing (2) s firrng (@)}

ve Lemma 3.3.3’ten

(M) bn
CEN() @) = £ (@)] < 21 (152
bulunur ki bu da istenen sonucu verir.

Not

Sonug 3.3.5’ten, konkav fonksiyonlar icin, maksimum-carpim tip Bernstein-Chlodowsky

operatorlerinin hata orani w, ( f; %"), lineer Bernstein-Chlodowsky operatorlerinin hata

orani wy (f; 3—%) "den daha iyidir.
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3.4. Bicim Koruma Ozellikleri

Bu béliimde maksimum-carpim tip Bernstein-Chlodowsky operatorlerinin monotonluk

ve quasikonvekslik 6zelliklerini korudugu gosterilecektir.

.| dbn (Db .
frmj [H—H, n—-l—l] — R fonksiyonlari

fung ) = iy () £ (5] = % () () mseo12m

olsun. Her j € {0,1,2,....,.n} ve z € [%, %] icin Es. 3.1den,

COD(F)(x) = \J fums (x) yozalabilir
k=0

3.4.1. Lemma

f :[0,b,] — R, azalmayan bir fonksiyon olmak iizere her k,j € {0,1,2,...,n}, k < j

by (G+Dbn | ;. :
ve T € [7]1_+1’ (]:Jr)l ] i¢in frn; (€) > fro1n, (z) dir.

fspat

Lemma 3.1.2'nin ispatindaki ikinci durumdan, & < j i¢in my,; () > mg_1,,; ()

oldugu biliniyor. f azalmayan oldugundan f (%) > f (W) dir. Buradan

n
olur ki, bu da fi,; () > fi_1n, () esitsizligini verir.
3.4.2. Sonug

f :10,b,] — R, artmayan bir fonksiyon olmak iizere her k,j € {0,1,2,...,n}, k > j

by (G+Dba | ;o .
ve x € [fm, %] icin finj () > fiy1n, () dir.
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fspat

Lemma 3.1.2'nin ispatindaki birinci durumdan ve Esg. 3.2’den, & > j icin
M5 (2) > Mit1n,; (£) oldugu  biliniyor. f artmayan oldugundan
f(E2) > f <M> dir. Buradan

n

My (7) f (k—bn> > Mit1n,j (I)f(

n

(k+1)bn>

n
olur ki, bu da fi,; () > fis1n, () esitsizligini verir.

3.4.3. Teorem

f:10,b,] = R azalmayan bir fonksiyon ise, C’,(lM)( f)(z) de azalmayandur.
fspat

(M) A . . . o . o9 ib, (j+1)by
Cr ' (f)(z), [0,b,] tizerinde siirekli oldugundan, j € {0,1,2,...,n} igin [i—ﬂ,jnT}

alt araliklarinda CZSM)( f)(z)’in azalmayan oldugunu gostermek yeterlidir.

j€4{0,1,2,...n} ve x € [ﬂ M} olsun. f azalmayan bir fonksiyon oldugundan,

n+l?> n+l
Lemma 3.4.1’den

Fimi (@) > ficin; () > ficon; () > ... > fon; (x)

olur.

Buradan her z € [Tzi"l, (jﬁ)lb"} icin

D) =\ Funs (@)

yazilabilir. k& > j icin, fy,;(z) fonksiyonu azalmayan fonksiyondur ve ngM)( f)x)

azalmayan fonksiyonlarin  maksimumu olarak yazlabildigi icin, C7SM)( (@)

azalmayandir.
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3.4.4. Sonug

f:10,b,] = R} artmayan bir fonksiyon ise, C’y(lM)( f)(z) de artmayandir.
fspat

(M) . . . . o . . . ib,  (j+1)bn
Cy ' (f)(x), [0,b,] tlizerinde siirekli oldugundan, j € {0,1,2,...,n} igin [TJL—H,]RT}

alt araliklarinda C’T(LM)( f)(x)’'in artmayan oldugunu gostermek yeterlidir.

j€4{0,1,2,...,n} ve x € [%, %} olsun. f artmayan bir fonksiyon oldugundan,
Sonug 3.4.2’den

fimg (®) 2 it (@) 2 fiong (@) = oo 2 fun; (T)

olur. Buradan her x € [1%"1, %} icin

CM () (@) =/ feng (@)
k=0

yazilabilir. k& < j icin, fi,;(z) fonksiyonu artmayan fonksiyondur ve CT(LM)( (@)

artmayan fonksiyonlarm maksimumu olarak yazilabildigi igin, C’T(LM)( H(z)
artmayandir.
3.4.5. Tanim

f:10,b,] — R{ siirekli bir fonksiyon olsun. Her z,y € [0,b,], A € [0,1] igin

Sz 4+ (1= ANy) <max{f(z),f ()}

esitsizligini saglayan f fonksiyonuna [0, b,] iizerinde quasikonveks fonksiyon denir [21].

Not

f siirekli fonksiyonunun [0, b, iizerinde quasikonveks olmasi demek, bir ¢ € [0,0,]
noktasi i¢in f fonksiyonunun [0, ¢|] arahginda artmayan ve [c, b,| arahginda azalmayan

olmasi demektir. Quasikonveks fonksiyonlar sinifi, artmayan fonksiyonlar sinifini,
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azalmayan fonksiyonlar sinifin1 ve konveks fonksiyonlar smifin1 igerir. [33].
3.4.6. Sonug

£ :[0,b,] — Ry siirekli ve quasikonveks bir fonksiyon ise, her n € N icin C{™ () (),

0, b,] tizerinde quasikonvekstir.
fspat

f  fonksiyonu [0,b,] tizerinde artmayan (ya da azalmayan) bir fonksiyonsa (yani
quasikonveks fonksiyon i¢in bulunance noktasi ¢ = b, (va da ¢ = 0) ise Sonug
3.4.2’den (ya da Teorem 3.4.3’ten) her n € N i¢in M (f) (), [0,0,] iizerinde

artmayandir (ya da azalmayandir).

Kabul edelim ki bir ¢ € (0,b,) noktasi igin f fonksiyonu [0, | arahgimda artmayan ve
[c,b,] araliginda azalmayan olsun. Her = € [0, ¢] i¢in F' (z) = f (z); her = € [c, b,] i¢in
F(z) = f(c) ve her x € [0,¢] icin G (z) = f(c); her x € [¢,b,] i¢in G (z) = f(x)
olacak bigimde F,G : [0,b,] — R, fonksiyonlarin1 tanimlayalim.

F fonksiyonu [0, b,] iizerinde artmayan ve siirekli bir fonksiyon ve G fonksiyonu [0, b,,]
tizerinde azalmayan ve siirekli bir fonksiyondur. Ayrica her = € [0,b,] i¢in f(z) =
max {F (z),G (z)} dir.

Bunun yani sira C’r(LM)( f)(x) operatériiniin pseudo-lineerlik 6zelliginden her x € [0, b,,]

icin

GV (F)(@) = max {CM(F)(2), CPM(G)(2) }

n

vazilabilir. Béylece Sonug¢ 3.4.4 ve Teorem 3.4.3’ten, C’r(LM)(F)(:p), [0,0,] iizerinde

artmayan ve siireklidir ve szM)(G) (x), [0,b,] lizerinde azalmayan ve siireklidir.

Burada iki durum s6z konusudur: 1) C,(lM)(F )(x) ve C’T(LM)(G) (x) birbirlerini kesmezler.
2) CSM (F)(z) ve C"(G)(z) birbirlerini keserler.

1) Her = € [0,b,] icin max{C’T(lM)(F)(x),C’,(LM)(G)(x)} = CM(F)(z) veya her
x € [0,b,] igin max{C’y(LM)(F)(:E),CT(LM)(G)(:E)} = C™M(G)(x) dir. Quasikonveks

fonksiyonlar sinifi, artmayan fonksiyonlar sinifin1 ve azalmayan fonksiyonlar sinifini
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icerdiginden CﬁM)( f)(z), [0, b,] iizerinde quasikonvekstir.

2) C(M (F)(z) ve CM(G)(z) birbirlerini keserse, bir ¢ € [0,b,] noktast icin,
( )(2),]0, ¢] arahginda artmayan ve [¢,b,] araliginda azalmayan olacaktir ki bu

)
da C(M (f)(x)’in [0, b,] tizerinde quasikonveks oldugunu gosterir.
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4. MAKSIMUM-CARPIM TIP GENELLESTIRILMIS
BLEIMANN-BUTZER-HAHN OPERATORLERI

f :[0,00) — R siirekli bir fonksiyon, 0 < =z < oo ve n € N olmak iizere lineer

Bleimann-Butzer-Hahn operatorleri

LD = (1+0 3 () ) =)

k=0

seklinde, simirsiz [0, 00) araligy iizerinde sonlu toplam kullamlarak tanimlanmigtir [14].
Bu operator dizisi yardimiyla lineer olmayan maksimum-carpim tip Bleimann-Butzer-
Hahn operatorleri verilmis ve yaklagim 6zellikleri incelenmigtir [6]. Bu caligmadan ilham
alarak maksimum-carpim tip genellestirilmis Bleimann-Butzer-Hahn operatérlerini f :
[0, 00) — R siirekli bir fonksiyon, 0 < x < oo ve (by,), Jlrgobn = oo ve lim @27 — g

n—oo (1) 1z

olacak bicimde pozitif reel sayilarin bir dizisi olmak iizere,

BM(f)(x) = = (4.1)
V snk(z)
k=0
k
bi¢iminde tammhyoruz. Burada s,x(z) = (}) (%) dir. Siirekli ve smurh bir

f:]0,00) = R{ fonksiyonu igin BflM)(f)(:c) pozitif, smirlt ve [0, 00) araligi iizerinde
siireklidir. Ayrica her n icin BS(f)(0) = £ (0) = 0 dur.

4.1. Yardimci Sonuglar

Bu bolimde maksimum-carpim tip  genellestirilmis  Bleimann-Butzer-Hahn
operatorleri icin stireklilik modiilii yardimiyla bir yaklagim orani elde edilecektir.

Bunun icin agagidaki notasyon ve lemmalar gereklidir.

. . .jbn (j"!‘l)bn L N
Her bir k € {0,1,2,....,.n}, 7 € {0,1,2,....n — 1} ve x € o | idin veya j =n

ve © € [nby,,00) i¢in

s(@) | i1s — |

8n,j()

Sn.ge()

My j(z) =
ki (7) $n,j ()

(4.2)

) mk,n,]’ (1’) =
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Eger k > j + 1 ise

Mk,n,j(x) - Snu‘(l‘) (43)
ve eger k < j ise

3nk‘<x> (x - nfl{n—k)
Mk,n,j(‘r) - Snu‘(x) (44)
dir.
4.1.1. Lemma

Her k € {0,1,2,...,n}, j € {0,1,2,....n— 1} ve x € [%, % icin veya j = n ve

x € [nby,, 00) i¢in my, ;(z) < 1 dir.
fspat

Tki durum s6z konusudur: k >jvek <.

Jbn (j+1)bn

o - ] iizerinde artmayan oldugundan

k > j olsun. g (z) = % fonksiyonu [

M5 () _ (k+1)b, 1 S (k+1)b, n—j _ k+1 n—j -
Miet1,n,5 () n—k x~ n-—k G+1b, j+1 n—k —
olur. Buradan
M i () 2 Mjani(2) Z Myyan;(2) 2 o Z My ()
elde edilir. Simdi £ < j olsun.

My () :n—k+1.$>n—k+1' jb_” :n—k.+1.l'>1
Mg—1.n,5(2) kb, - kb, n—j+1 n—j+1 k—
olur. Buradan
My (T) = Mj105(T) = Mjgpj(T) > oo > Moy ()
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bulunur. m;, ;(x) = 1 oldugundan istenen elde edilir.

4.1.2. Lemma

n—j+1’> n—j

olacak bicimde k € {j + 1,7+ 2,...,n — 1} ise My, j(x) > Myi1,,,(x) dir.

(1) j €{0,1,2,....n—1}vex € [L (ﬁ—lb”} olsun. Bu durumda eger k—vk +1 > j

(17) j € {0,1,2,....n— 1} ve x € [nfi’ll, (]:1);) ]olsun Bu durumda eger k + Vk < j

olacak bicimde k € {1,2,...5} ise My, j(x) > My_1,,,(z) dir.
fspat
Tk olarak

Myng(@) _ (k+1)by 1 g =

- " (k+ Dby
Mii10,;(2) n—k T % _
) kbn
orani ele almrsa i, (z) = - - % fonksiyonu artmayan oldugundan her z €

n—k

by, : bn | o+ - bn

Buradan
. kbn (J+1)bn
Mi () > k+1 . (n—J) _ntl—k ]n—j
Mysipg() = n—k (j+1)b, Gt G
n— n—j

k+1 S5k —0G+1)
JH1 k41228 +1)

elde edilir. h(n) = %

h fonksiyonu artmayandlr ve

fonksiyonu i¢in h'(n) = ﬁ % < 0 oldugundan

Ming(z) k1 gk -G+ (k) (k—j-1)
Myp1mg(z) ~ noooj+ 1k +1— 2= (j41) (+1) (k— )

olur.  Bu  durumda  hipotezdeki k£ — Vk+1 > j  kogulu
(k+1)(k—7—1)>(5+1)(k—j) olmasim gerektirir ki, bu da isteneni verir.
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Ayrica
My, n.i () —k+1 x — b
kvnvj x _ n .x-. ’fLJrl*k
My_1,.:(x kb _ (k=1bn
k 17717]( ) n x P R
TS e : y dby  (GHDbn
olup n, 1 (x) = v - —* 5~ fonksiyonu azalmayan oldugundan, her = € P i
.
n+2—k
jb jb s
11 n — n n—j n -
icin . () > Nnge (n—j+1> =2 S o, dir. Buradan,

n—j+1 n+2—k

Myng(@) _ n—k+1 _ jba 3=t
My_1,;(z) — kb, n—j+1 nil;il _ (:J:;)_b]:
gl k
I = = U
= . . k
olur. v(n) = J_E%% fonksiyonu icin v/(n) = —(njjﬂ)z < 0 oldugundan h,,

fonksiyonu artmayandir ve

. n—k+1 ; L
Myni(@) o J gt —k GG —R)
My—1nj(x) ~ noook  j— 2= (k—1)  k(j—k+1)

olur. Hipotezdeki k + vk < j kosulu j (j — k) > k (j — k + 1) olmasim gerektirir ki bu

da ispat1 tamamlar.

4.1.3. Lemma

k=0

dir.
fspat

Sng—1(2) < Sp () ve spr(x) > sppr1(2) esitsizliklerinin saglanmast igin gerek ve yeter
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—an’fH, —(k:_lafb"} oldugu gosterilmelidir. Burada n € N sabittir.

()G =06 =) 6 =06

ifadelerinde gerekli sadelegtirmeler yapilarak,

kosulun x € [

kb
— vaexﬁ—(k+1)b”
n—k+1 n—k

kby, (k+1)bp
n—k+1’ n—k

esitsizlikleri elde edilir. Buradan z € [ bulunur.

4.2. Yaklagim Derecesi

4.2.1. Teorem

£ [0,00) = R{ diizgiin siirekli bir fonksiyon ve B (f)(z), Es. 4.1'de tammlanan

maksimum-carpim tip genellestirilmis Bleimann-Butzer-Hahn operatorleri olmak iizere,

T 3/2 T
B @) - (Do) <o (1 2TZT) e, 2 e Do)

esitsizligi saglanir. Burada

wi (f;0) = sup{|f(z) = fF()|; 2,y € [0,00), [x — y[ < &}
siireklilik modiiliidiir.

fspat

Maksimum-carpim tip genellegtirilmis Bleimann-Butzer-Hahn operatorleri Sonug

2.2.2’nin hipotezlerini sagladigi i¢in ¢, (t) = |t — x| olmak {izere

B - 1) < (14 B e@) ) (7300 (15)

n

dir.
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O halde

n
k\—/Oank (ZL’) ‘nfgn—k - :E|

k\z/osn’k (=)

E, (z) := B (p.)(x) =

teriminin hesaplanmasi yeterli olacaktar.

x € %, % ve keyfi j € {0,1,...,n — 1} sabit olsun. Lemma 4.1.3’ten

En () = max {Mgn,;(z)}

dir. z € [0, b;"} olmak iizere j = 0 icin her bir belirli n i¢in, E, (z) <e % dir. 7 =0

k
durumunda My, o(z) = (Z) <£> !nf?"_k — :17‘ dir. k = 0 i¢in bu deger My, o(z) =2 =

VZ.A/T < /z.4/% bulunur. k > 1 iginse

et = )@ (8859 Q) it
L)) ()

(VAN
VR
—_
+

| —
N———
3
8
IN
)
‘&
>
3

dir. Simdi, j € {1,2,...,n — 1} olarak g6z 6niine alimabilir. Sabit bir j € {1,2,...,n — 1}

icin My, , j(x) igin bir iist tahmin bulunmalidir.
buj  bu(j+1
T € |25, %J;) ve k €{0,1,...,n} olsun.
Ispat1 2 kisimda yapilabilir: 1) k> j +1 ve 2) k < j.

1. Durum

Alt durum a)

k—+vk-+1<jolsun.
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(n+1)bn,
n—j+1

< b, + x egitsizligi gbz Oniine alinarak,

kb,

n+1—k
< kb, b
~ n+l—k n—75+1
- bo(n+ 1)VE+1
- (n—k+1)n—-37+1)
< bo(n+1)VEk+1
T n—j+1-VE+1n—-5+1)
vVk+1
< (by+) i

m—j+1—vVk+1)

elde edilir. Bu alt durumda k£ + 1 < 45 dir. Olmayana ergi yontemi ile £ > 45 olsun.
Buradan 45 — 1 —2v/j < k—+Vk+1 < j yani 35 — 1 < 24/J dir. Bu esitsizlik ise j > 1

icin saglanamaz, celigki elde edilir. Ayrica nfl; 7 < z oldugundan j < (Zﬁ)f dir ve
n+1>j+2y/7jigin
27 Vi 1
My j(x) < (b + ) , Vi — < 2(by +2)¥*x L
(n—Jj+1-=2Vj) n+1—-2/(n+ D)z, +z)
elde edilir. Burada n + 1 > 16x(b, + z) igin iadens S vt dir ve bu kosul

aym zamanda n + 1 > j + 24/j olmasin garantiler.

Sonug olarak n + 1 > 16x(b,, + ) i¢in

1
vn—+1

My () < 4(by + 2)**V/x
esitsizligi bulunmus olur.
Alt durum b)

k—+vk+1> j olsun.

g (x) = x —/x + 1 fonksiyonu [0, c0) fizerinde azalmayan oldugundan k —\/k +1 < j
olacak bicimde bir k € {0,1,2,...,n} maksimum degeri vardir. Bu durumda k; = k +1

icin ky —v/k1 +1 > 7 dir.
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Béylece

k+1,n,j (w) - mEJrl,n,j

(l%+1)bn »
(z) o ¢ < 4(bn + z) \/_\/n—H

olur. Burada ¢ fonksiyonunun azalmayan ve g(j) < j olmasi k; > j + 1 olmasim
gerektirdiginden son esitsizlik elde edilir. Ayrica bir 6nceki duruma benzer olarak k; <
47 dir. Lemma 4.1.2, (i)’den Mz (x) > Mg g (x) > ... > M, (z) dir. Boylece

her k € {E +1,k+2, ,n} i ¢in My, () < 4(b, + x)3/2\/5\/% olur.

2. Durum
Alt durum a)

k 4+ vk > j olmak iizere k # j icin

kb, (j+1)b, kb,
Mkn](x) M n,j (z) (37 ntl_ k) >’ A nl—k

= (=7 +1—k) S CEDICES )

dir. 7 < ( ) egitsizligini kullanarak

(n+1)x
My () < 2n ( RRRAVAEE _ 2V a1+ )Y
k}7n7.7 — (n . < o (n—i—l)x) n—x
bn+x

vntl o

n—x

olur. n > 1 + 2x i¢in

- dir. Boylece n > 1 + 2z i¢in

Mk,nj( )<4(b +5U)3/2\/_\/n—+1

dir. Qimdi k£ = 7 alinarak

jb, (j+1)b, by
My j(x) = Mjn;(x) =mjn; () (l“— n+1—j) T T

(n+ 1)b, 2b,(n + 1)\/j
(n—7)(n+1-7)
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esitsizligi elde edilir ki bu durum £ < j durumuna doniisiir.

Alt durum b) k + vk < j olsun.

g () = x + \/x fonksiyonu [0, c0) iizerinde artmayan oldugundan %4— k> j olacak
bicimde E € {0,1,2,...,j} minimum degeri vardir. ky = ;— 1 icin ke + ko < j olup
j < (Z:—gf esitsizligini ve % # j olmasini goz Oniine alarak 2. durum alt durum a’ya
benzer olarak n > 1 + 2x icin

~

3(n+1) (j—k)bn . (DY
o ke2) @i +D
an(n+1)\/(’gj—j3f

<
() (v )

< A(b, + x)*?*/x

vn+1

elde edilir. Simdi & = j olsun.

_ . (1) = m. (x I_(j_l)bn (j+1)bn_(j_1)bn

My (@) = Myans(0) =y (o) (o - U200y < U0 =0
2n+ Db, _ _ 3(n+1)bn7
(n=g)(n—j+2) = (n—j)(n—7+2)

esitsizligi £ < j — 1 durumuna doniistir.

Lemma 4.1.2; (i7) durumundan M-~ ( ) > M-, (x) > ... > My, (x) olup
_ nj
buradan k € {0,1,2, ..., 5} icin My, ; (x ) § 4(by, )3/2\/5\/%“ vazilabilir.

Tiim bu sonuglar goz 6niine alinarak n + 1 > max{1 + 2z, 16x(z + 1)} igin

My () < 4(b, + 2)3*/z NI

elde edilir ki buradan E,(x) < 4(b, + 2)*?\/z L5 olur.
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Es. 4.5’te &, = 4(by, + x)*?\/r L almarak

z)32\/x
B - (@) < (15T e 2 e 0,00

esitsizligi bulunmus olur.
4.3. Baz1 Fonksiyon Siniflari igin Daha iyi Hata Oranlar:

. . [ gbe GHDB
Her £ € {0,1,2,...,n} ve j € {0,1,2,...,n — 1} i¢in fr,; : ﬁ,% — R ve

Jenm : [nby, 00) — R fonksiyonlar

kb,,
ey (X) = mpn;(@) - f (m>

i () () ()

seklinde tanimlansin.

Boylece, her j € {0,1,2,....,n—1} ve x € [%,(]:—Pfﬂ veya j = n ve x € [nb,,00)

icin

BIM (f) (x) = \/ fiun ()
k=0

yazilabilir.

4.3.1. Lemma

f:]0,00) = [0, 00) sinirh fonksiyonu i¢in

B (f) () = max {fjn; (), fr1,05 (2)} ¥ @ € { Jbn U+1) bn]

n—j+1" n—j

ise, her nb, > 2z i¢in

B (1) (1) = f ()] < 20 (f, —(b“+*”’")2> Vaoe { 1o U“Vﬂ



saglanir.
fspat

Iki durum s6z konusudur:

1) Her z € | Ut sein B (1) (2) = fin, (z) olsun. = €

n—j+1’ n—j

o __jbn (n+1)bn ;
oldugundan 0 < T S D) dir.

Ayrica j < (Z:—i)x olup

. (b (ot gy

(n—3)(n—j3+1) — nbp—z

fimg (@) =mj,;(x).f <nil;”+1> =f (nigﬁrl) esitligi kullanilarak

1B (f) (@) = f (@) = |fing (@)= f(2)]

elde edilir. Her nb,, > 2x icin (z’g:ff < 2(%’;:)2 olacagindan

nb,

B (1) () - f (@)] < 2 ( ‘ u)

yazilabilir.

2) Her = € [L M} icin BM (f) (z) = fis1n, (2) olsun. 0 <

n—j+17’ n—j
(bnta)?

= Ve My i(z) < 1 oldugundan,

B (f) (@) = f(@)] = [fjrrmg (@) =

IN
—
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jbn _ (J+Dbn

n—j+1’

(j+1

)bn

n—=j

n—j

_gjg
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(bnta)? o (bnta)?

dir. Ayrica her nb, > 2z igin ~2——- < 2°=-—= olacagindan istenen sonug elde edilir.

4.3.2. Sonug

f :]0,00) = [0,00) sinirh ve azalmayan fonksiyonu i¢in g : (0,00) — [0,00),¢9(z) =
f

( ) artmayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda her nb,, > 2z icin,

(bp, + )

n

‘BgM)(f)(x)—f(x)‘§2wl (f, ),V:L’E[O,oo)

dir.
fspat

f azalmayan fonksiyon oldugu icin

" jbn (G4 1)b,
- n,j 5 S d 3 .
)= Viins @): @ e i

vazilabilir. x € [%,%] ked0,1,2,..,n},j€40,1,2,..,.n—1}ve k> j+1

olsun. Bu durumda

Jierini (¥) = 7= ‘ﬁ!(?n__j?_ - (é)kw ! (%)

. : p(Utiny p(bay
dir. g fonksiyonunun artmayan olmasindan —gim— < —Ig-=~ esitsizligi bulunur ki
TTn—k n—k+1

bu da f ( kH)b") < (k:_l Jon "kfjlf (-2 k+1) olmasimi gerektirir. z < (]H)b” esitsizligi

de kullanilarak

: Ny _——
frtin,j () < ‘7!(”_3>!']+1ﬁ(£> n k+1'f( kb, )

El(n—k)!'n—7 \b, k n—Fk+1
j+1ln—k+1
= g (@) I < s @

yazilabilir. Béylece k > j + 1 i¢in fynj () > fit1,4,; (z) bulunur.
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Yani fj+1,n,j (I) 2 fj+2,n,j (I) 2 2 fn,n,j (l‘) Olllp

Gbn, (j+1)b,

n—j+1 n—j

BYY (1) (2) = max s (0) s (0} Yo € |
dir. Lemma 4.3.1’den her nb,, > 2z igin,

B (f) (@) = f (2)] < 2w (f, %) , Yz € [0, 00)

sonucuna ulagilir.

4.3.3. Lemma
f:1]0,00) — [0, 00) fonksiyonu konkav ise bu durumda g : (0, 00) — [0,00),¢ (x) = @
fonksiyonu artmayandir.
fspat
x,y € (0,00) ve x <y olsun.
x y—x x y—x x
r@ =1 (S 00) 2 L)+ 02 2w
Y Y Y Y Y
vazilabilir ki bu da @ > % esitsizligini verir. O halde ¢ (z) = % fonksiyonu
artmayandir.
4.3.4. Sonug

f:]0,00) = [0, 00) sirh, azalmayan ve konkav fonksiyon ise, her z € [0, 00) ,nb, > 2z
icin [ B () (2) — F (@) < 200 (£, @) dir

fspat

f:]0,00) = [0, 00) konkav fonksiyon oldugundan Lemma 4.3.3 geregince g : (0, 00) —
0,00),9(z) = @ fonksiyonu artmayandir. Béylece Sonug 4.3.2 kullanilarak istenen
elde edilir.



42

4.4. Bicim Koruma Ozellikleri

Bu bolimde maksimum-carpim  tip  genellestirilmis  Bleimann-Butzer-Hahn

operatorlerinin bazi1 bi¢cim koruma o6zellikleri incelenecektir.

Onceki kisimda oldugu gibi her k € {0,1,2,...,n} ve j € {0,1,2,....,n — 1} i¢in fy,; :

jbn  (G+Dbn .
it W] — R ve fkmm . [nbn, OO) —R

kb,
fing @) = mante) 5 ()

- i ) e () ()

biciminde tanimlansin.

4.4.1. Lemma

f : [0,00) — Rj azalmayan bir fonksiyon ise, her k¥ € {0,1,2,..,n} ve
j€4{0,1,2,..,n—1} k< jvex € [%,% veya j = n ve x € [nb,,00) igin
fk,n,j (1‘) > fk—l,n,j (1‘) dir.

fspat

k < j oldugundan

Mo (T) :n—k:+1'x>n—k:—|—1_ jbn, :n—k:+1'l'>1
Mk—1,n,;() kb, - kb, n—j+1 n—j5+1 k—
yazilabilir.

Buradan my,,, ;(z) > my_1, ;(z) dir.

f azalmayan bir fonksiyon oldugundan

Mo (2).f (’“—b”k) = Mi—1,n,j (@) f (M>

n+1-— n+2—k

bulunur.
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4.4.2. Sonug

f : [0,00) — R} artmayan bir fonksiyon ise, her £ € {0,1,2,...,n—1} ve
j€{0,1,2,..,n—1} k> j+1vex € [ﬂ M] veya j = n ve x € [nb,,o0)

n—j+1’ n—j
i¢in fr nj (ZL‘) > frting (ZE) dir.
fspat

k> j+1olsun. g (x) = * fonksiyonu z € [& G1)bn araliginda artmayan olup

7z n—j+1° n—j

Myng(x)  (K+1)by

mk+1,n,j(x) n—k

kE+1)b, n—j  k+1 n—j>1
n—k (j+1)b, j+1 n—k~

dir. Yani myp ;(z) > myi1,,j(x) dir. f artmayan bir fonksiyon oldugundan

kb,
n—k+1

(k+1) by,

mk:,n,j@)-f( ) > mk—l—l,n,j(z)-f (W) elde edilir.

4.4.3. Teorem

f:[0,00) = R azalmayan ve simirh bir fonksiyon ise BS")(f)(x) operatérleri de [0, 00)

iizerinde azalmayan ve sinirhidir.

fspat

f:]0,00) = R, sinirh bir fonksiyon ise B,(IM)( f)(x) operatorleri [0, co) {izerinde siirh

ve siireklidir. Boylece f azalmayan bir fonksiyon iken, BflM)( f)(z) operatorlerinin [0, co)
araliginin her bir alt araligi lizerinde azalmayan oldugunu gostermek yeterli olacaktar.

Burada alt araliklar j € {0,1,2,...,n — 1} i¢in [%, %} ve j = n i¢in [nb,, 00)

tipindedir. O halde j € {0,1,2,...n — 1} icin = € [#%} ve j — nicin z €
[nby,, 00) olsun. f azalmayan bir fonksiyon oldugundan Lemma 4.4.1’den f;,,; (z) >

ficimg (@) > ficomj (@) > ... > fon,; (z) yazilabilir ki bu da

} veya V = € [nb,, 00)

(M) _ ! . Jbn (j+1)0b,
Bn (f)('x)_k\:/Jfk,n,j(x)avxe |in_]+1’ n_]

olmasim gerektirir. k& > j i¢in fi,; (z) azalmayan oldugundan ve B7(1M)( f)(z) bu
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fonksiyonlarin  maksimumu olarak yazilabildiginden B7(1M)( f)(z) operatorleri

azalmayandir.

4.4.4. Sonug

f:1]0,00) = Ry artmayan bir fonksiyon ise B7(1M)( f)(z) operatorleri de artmayandir.

fspat

f, [0,00) fiizerinde artmayan ve pozitif bir fonksiyon oldugu i¢in f bu aralikta
sinirhdir. Dolayisiyla BéM)( f)(x), [0,00) iizerinde siirekli ve simirhdir. O halde
B,(LM)( f)(x) operatérlerinin [0,00) aralginin her bir alt araligi iizerinde artmayan

oldugunun gosterilmesi yeterli olacaktir. Burada alt arahklar j € {0,1,2,....n— 1}

i¢in [%, %] ve j = n igin [nb,, 0o) tipindedir.
j € {0,1,2,...n—1} icin x € [%j%} ve j = n i¢in & € [nb,,00) olsun. f

artmayan fonksiyon olup Sonug 4.4.2°den, f;,; () > fiyin; () > fitom;(x) > ... >
fonj (x) dir. Buradan

B =V fung ) Y e |2 U
k=0

P S h— ]VeyanE [nby,, 00)

dir. £ < j i¢in fi,; (z) artmayan oldugundan ve B,(lM)( f)(z) bu fonksiyonlarin

maksimumu olarak yazilabildiginden BT(LM)( f)(x) operatorleri de artmayandir.

Not

f stirekli fonksiyonunun [0, 00) smirsiz araligi iizerinde quasikonveks olmasi demek
yeterince biiyilk @ > 0 igin f fonksiyonunun her [0,a] smirh araligi {izerinde
quasikonveks olmasi demektir. [0,00) iizerinde quasikonveks olan fonksiyonlar smifi,
[0,00) iizerinde artmayan fonksiyonlar sinifini, azalmayan fonksiyonlar sinifini ve

konveks fonksiyonlar sinifini icerir.
4.4.5. Sonug

f :]0,00) — R{ siirekli, sinirh ve quasikonveks fonksiyon ise, her n € N igin,

BT(LM)( f)(x) de [0, 00) tizerinde quasikonvekstir.
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fspat

f azalmayan veya artmayan bir fonksiyon ise, sirasiyla Teorem 4.4.3 ve Sonug 4.4.4’den,

(M

her n € N i¢in, By )( f)(z) operatorleri [0, 00) iizerinde azalmayan ve artmayandir.

f fonksiyonu [0, ¢] iizerinde artmayan ve [c,00) fizerinde azalmayan olacak bi¢imde
bir ¢ € (0,00) noktasivar olsun. F,G : [0,00) — R, fonksiyonlari, her z € [0, ]
icin F'(z) = f(x), her z € [c,00) igin F (x) = f(c) ve her z € [0,(] i¢in G (z) =
f(¢)herz € [¢,00) igin G (x) = f (x) olarak tanimlansin. F' fonksiyonu [0, co) iizerinde
artmayan ve siirekli, G fonksiyonu ise [0, 00) {izerinde azalmayan ve siireklidir. Ayrica
her z € [0,00) igin f (z) = max {F (z),G ()} yazlabilir.

Bununla birlikte B,(lM)(f)(x) pseudo-linear oldugundan, her = € [0, c0) i¢in

B (f)(w) = max { BM(F)(x), B (G)(x) }

dir. Béylece Teorem 4.4.3 ve Sonug 4.4.4’ten , B{)(F)(z), [0, 00) iizerinde artmayan
ve siirekli, BT(LM)(G)(x), [0, 00) tizerinde azalmayan ve siireklidir.

Burada iki durum s6z konusudur: B,(LM)(F )(x) ve B,(LM)(G)(x) birbirlerini kesmezler ya

da B%M)(F)(x) ve BT(LM)(G)({L’) birbirlerini keserler.

Durum 1) Her z € [0,00) i¢in max{BﬁbM)(F)(x),BT(LM)(G)(J:)} = BSLM)(F)(x) veya
max{BéM)(F)(:c),B,(lM)(G)(:c)} = B,(LM)(G)(:E) olup BéM)(f)(x), [0,00) iizerinde

quasikonvekstir.

Durum 2) quM)(F)(x) ve BéM)(G)(a:) birbirlerini kesiyorlarsa BT(LM)(f)(x), [0, c]
tizerinde artmayan ve [c, 00) iizerinde azalmayan olacak bi¢imde bir ¢ € [0, c0) noktasi

vardir. Bu ise BflM)( f)(z)’in [0, 00) iizerinde quasikonveks olmasini gerektirir.
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5. MAKSIMUM-CARPIM TiP GENELLESTIRILMIS SZASZ
OPERATORLERI

Lineer Széasz operatorleri [35]'da tanimlanmig ve yaklagim 6zellikleri detayli bir sekilde
caligilmigtir. Bu operatorlerin  birgok genellegtirmesi reel ve kompleks degiskenli
fonksiyonlar i¢in pek ¢ok kisi tarafindan incelenmigtir ( [13], [23], [27], [30], [38], [40]).
Bununla  birlikte, lineer Szasz-Mirakjan operatorlerinin  g-genellestirmeleri
aragtirilmgtie ( [31], [39]). Ayrica Szasz-Chlodowsky operatorleri, [36]'de

bigiminde tanimlanmgtir. Burada (b,), lim b, = oo ve lim %" = 0 kosullarini saglayan
n—oo n—oo

pozitif reel sayilarin bir dizisidir.

(an) ve (by) pozitif reel say1 dizileri i¢in lim 2= =0 ve 2 <1 olmak iizere, kompleks
n—oo =" n

modifiye Szasz-Mirakjan operatorleri,

- (anz)j

Sn(f;ambn;z)ze bn Z j'b‘%

J=0

b,
f(‘ya—) ze€C;neN

bi¢iminde tanimlanmig ve bu operatdrler icin kompakt disk iizerinde yaklagim orami
elde edilmigtir ( [13]).

Lineer olmayan maksimum-garpim tip Favard-Szasz-Mirakjan operatorleri [5] ve [7]'de

tanimlanmig ve yaklagim o6zellikleri incelenmigtir.

Maksimum-carpim tip genellegtirilmis Szész operatorlerini f : [0,00) — R, siirekli bir
fonksiyon, 0 < z < 00, (a,) ve (by,), lim /2 =0 olacak bicimde pozitif reel sayilarm
n—o00 n

artan ve sinirsiz birer dizisi olmak iizere,

V o) F(12)
k=0

S () = ==
Yo

(5.1)

k
bi¢iminde tanimliyoruz. Burada ¢, x(z) = (’Z’;?! dir.
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Siirekli ve sinirh bir f : [0, 00) — R fonksiyonu igin S,(IM)(f)(z) pozitif ve [0, co) aralig:

tizerinde siireklidir. Ayrica her n i¢in SgM)( £)(0) —

Bu boliimde yapilan ¢aligmalar [24] ve [25] referansh makalelerde yayimlanmigtir.

5.1. Yardimci Sonuglar

f(0) =0 dir.

Bu bdéliimde ileride kullanilacak olan bazi notasyon ve lemmalar verilecektir. Her bir

ke {0,1,2,. Yvere [Jﬁ M} icin

an an

el et (@)
Mg, (x) = - , mn‘x—”’k
s J( ) Cn,j(x) k, ,J( ) Cn,j(x)
olsun.

Eger k > j+ 1 ise

Cn k() (% — x)

Mk,n,j(x) = c (;)
n?]

ve eger k < j— 1 ise

Cn k() <x — %)

Cn,j(T)

M p5(x) =
dir.
5.1.1. Lemma

Her x € []b—" M} ve 7 =0,1,... icin

an’ an

V cnn(@) = co ()

dir.

(5.2)

(5.4)
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fspat

Ik olarak gosterilmelidir ki, sabit bir n € N ve 0 < k icin 0 < Cnpt1(z) < cpp()

esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul x € [0, %} olmasidir.

o< (anx)kﬂ _ ((I/nl’)k
SR S B

ifadesinde gerekli sadelegtirmeler yapilirsa, 0 < ﬁ < 1 elde edilir. Buradan,

(k+1)b,

Qn

0<z<

bulunur. Bu esitsizlikte £ = 0, 1, ... alinarak,

o
3
i
=
N

Cno(x) <= x € [0,b,/ay)

o
3
o}
=
VAN

ena(z) <= x € [0,2b,/a,],
]

en3(x) < cpa(x) <= 2 €10,3b,/a,],

yani,
Cnp1(T) < epp(z) <=z € [0, (k+ 1) by/ay]

elde edilir. Bu egitsizliklerden,

r € [0,b,/ay] ise k=0,1,... i¢in ¢, x(x) < cpo(z)
r € [by/ay,2b,/ay] ise k=0,1,... i¢in ¢, x(x) < cp1(2)
r € [2b,/ay,3b,/ay] ise k=0,1,..icin ¢, ;(2) < ¢, 2(2)

yani genel olarak,
x € [jby/an, (j+1)by/ay] ise k=0,1,... icin ¢, x(x) < ¢,(2)

bulunur.
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5.1.2. Lemma

an ’

Her k,5 €{0,1,2,..} ve z € [Jﬂ %} icin my, () <1 dir.
fspat

Iki durum s6z konusudur: 1) k& > j ve 2) k < j.

k > j olsun. g (x) = % fonksiyonu [%, (J’;ﬂ} iizerinde artmayan oldugundan

n

mk,n,j(x):(k+1)bn.12(k+1)bn. an k1
T

Mit1,n,5(T) ap ap, G+1Db, j+17

olur. Buradan

v

M (T) 2 Mji10,5(T) = Myio0(T)
yazilabilir.

Simdi £ < j olsun.

mk’m,j(x) _ Zan an ']bn

Mi—1n;(T) kb, b, a,

olur. Buradan

My () 2 Mj10i(2) Z Mjgn;() = . Z Mo (2)

elde edilir. m;,, ;(z) = 1 oldugundan istenen sonug elde edilmis olur.

5.1.3. Lemma

an ’ an

T € []ﬂ M] olsun. Bu durumda

(i) Eger k—vk + 1 > jolacak bicimde k € {j + 1,7 + 2, ...} ise My, j(x) > Myi1.(2)
dir.
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(i7) Eger k + vk < j olacak bigimde k € {1,2,...5 — 1} ise My, ;(x) > My_y () dir.

fspat

[k olarak

Minj(r)  (k+1)b, 1 52-w
Mk+1,n,j($)_ ay, r  (kt1)bn .

kbn
By . 5
oranma bakilrsa, p,x (r) = 1+ - W fonksiyonu artmayan oldugundan her x €

an an (J+1)bn
k—+vVk+1 > jkosulu (k+1)(k—7—1) > (j+1)(k—j) olmasim gerektirir ki,
buradan

[?:; Gt1bn ] icin pin k() > png (UH)b”) = —In k;izl dir. Bu durumda hipotezdeki

Misip(®) = an G+1)b, k—j =

elde edilir. Benzer sekilde,

Ming(®) _ an TG
Mk’—l mj(l’) N kbn (k=1)bn

b (G+1) bn}
an M

olup . (z) = - x_x(k—l)b fonksiyonu azalmayan oldugundan, her x € [

icin 1k (2) = N <J$> = Jab’; - k+1 olur. Hipotezdeki k + vk < j kosulu j (j — k) >

k(j — k + 1) olmasini gerektirdiginden

My 1n;(x) — kb, a, j—k+17~

olup bu da ispat1 tamamlar.
5.2. Yaklagim Derecesi
5.2.1. Teorem

f :[0,00) — R{ diizgiin siirekli ve simirh bir fonksiyon ve S (f)(z), Bs. 5.1de
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tanimlanan maksimum-carpim tip genellegtirilmis Szasz operatorleri olmak iizere,

‘S;(LM)OC)(,@) — (f)(a:)} < 8wy (f;@/xaﬁ> , Vn e N, x €[0,00)

esitsizligi saglanir. Burada

wi (f;0) =sup{|f(z) — f(y)|; 2,y € [0,00), |z — y| < 3}
stireklilik modiiliidiir.
fspat

Maksimum-carpim tip genellestirilmis Szasz operatorleri Sonug 2.2.2'nin hipotezlerini

sagladigl i¢in ¢, () = |t — x| olmak {izere

S - o] < (14 5500w ) ea (160 (5.5)

dir. O halde

kbn

\/ Cn k‘( )
k\z/ocmk(x)

teriminin hesaplanmasi yeterli olacaktar.

an

x € [&, (JJ;—i)b"] ve keyfi j € {0,1,...} sabit olsun. Lemma 5.1.1’den

By (@) = mox {Mypj(a)} dir

o« . anx *
J=01i¢in My o (v) = (bﬁk)!

e — | olup, bu ifade k = 0 igin Mo () =@ >

Qn, -

B
TS
2
:|§“

ve her bir k > 1igin My, 0 (z) < (an)” kby /o an Lt :

bgklk an bk Lk—1) = \/_bk 1(k 1)! (Z_Z> 2
\/% dir. Boylece z € [0, Z—Z} olmak iizere j = 0 i¢in E, () < \/a:: dir. O halde
Jj € {1,2,...} olarak goz Oniine alinarak My, ;(z) icin bir st tahmin bulunmahdir.
x € [Jﬂ %] ve k € {0,1,...} olsun.

IN

an ’
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Ispat ii¢ kisimda yapilacaktir: k=5, k> j+1ve k < j— 1.

1. Durum

Jbn
Qn

— T

dir. z € [jﬂ @} oldugundan M;,, ;(z) < 2=

an a an

Eger k = j ise M;,, ;j(x) =

dir. j > 1 oldugundan = > % dir ki buradan Z—”

— an n —

ﬂ/% elde edilir.
2. Durum

Alt durum a) k — vk + 1 < j olsun.

kb, kb, kb, jby
My, s = ; — — Ly | Sl il
k,n,](m) M n,j (I) ( a 55) = g T < pr @
Kby (F=vVE+1) by bvVEk+1
Qy, Qy, ap,

dir. Bu alt durumda k£ < 3j dir. Olmayana ergi yontemi ile £ > 35 olsun. g (z) =
x—+/x + 1 fonksiyonu azalmayan oldugundan j > k—vk + 1 > 37—+/3) + 1 yazilabilir.
Bu ise 7 > 37 — /35 + 1 celigkisini verir.

Sonug olarak /z > ,/% oldugundan

bR T COVETHT G, b

My s
o (x) o An (079 (07% - (07%
elde edilir.

Alt durum b) k — vk +1 > j olsun. g(z) = 2 — /& + 1 fonksiyonu [0, 00) {izerinde

azalmayan oldugundan k — \/ k + 1 < j olacak bicimde bir k € {0, 1,2, ...} maksimum
degeri vardir. Bu durumda k; = k + 1 icin k; — ki + 1 > j ve

(E n 1> by

VAN
~~
Pl
+
—_
~—
o>~
3
N
=l
|
=
+
—_
~_
o>
3
VR
=l
+
—_
+
[—
~_
o>
3
[\
w
8
>
3
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olur. Burada k—1\/k + 1 < j olmasi k < 35 olmasin1 gerektirdiginden son esitsizlik elde
edilir. Ayrica g fonksiyonu azalmayan oldugundan k; > j+1 dir ve g (j) < j dir. Lemma

5.1.3, (i)’den Mgy (x) > ME+2nj(x) > ... dir. Boylece her k € {E+ 1,%—#2,...}

icin My, ; (z) < 3 % olur. O halde bu iki alt durumdan My, ;j(x) < 3, /% elde
edilir.

3. Durum

Alt durum a) k4 /& > j olsun.

kb
Mppj () = Mpp;(2) <x — —") Ay O-gmyt " gayr "o,

Qn

(k:+\/E+1)bn_%: (\/E+1)bn (Vi=2+1)b,

IA

an an an a'fl
by Vb (Vi—2+1) [xb,,
A <orF "
an V an - an

olur. Burada ( j_jj;)m < 2\/‘/2;? < 24/x dir.

Alt durum b) k + Vk < j olsun.

ke {0,1,2,...}, %+ % > 7 olacak bi¢gimdeki minimum deger olsun. Bu durumda
ky =k —1, ko + ke < j esitsizligin saglar ve

VAN
|
I

IN

W
|

olur. Son egitsizlik i¢in k—1=1hy < kot VE < J bagmtisim kullanip k< j+1ve

%+2 <7+ 1+2 < 4,/7 ifadeleri elde edilir. Ayrica bu durumda j > 1 oldugundan

ke < j — 2 dir. Lemma 5.1.3, (4i)’den M- (z) > M-, (x) > ... > My, (z) dir.
—1,n,J —41,J
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Boylece her k < j — 1 ve her x € [& (jﬂ)b”} icin My, (x) <4 % elde edilir. O

an ’ an

halde bu iki alt durumdan My, ; (z) <4 “”bn elde edilir.

Yukarida elde edilen tiim degerlerden

thy o [ib G+ Db,

, Vxe[ —} k=0,1,2, ...

An Qn

Mk.n,j (m) S 4

n

olur ki, bu da E, (z) < 44/%=, ¥z € [0,00),n € N esitsizligini verir.

Es. 5.5'te 6, = 4,/%% alinarak,

an

‘Sg‘@(f)(x) — (f)(:c)} < 8wy (fﬂ’%) , Vn e N, x € [0,00)

elde edilir.
5.3. Baz1 Fonksiyon Alt Siniflarinda Daha iyi Hata Oranlari

Bu kisimda baz fonksiyon siniflarinda hata oranimin iyilegtirilebilecegi gosterilecektir.

an an

| k—j
fins =) 1 (0) =225 (00) =5 (5) o (3)

seklinde tanimlansin.

Her k,j € {0,1,2,...} i¢in fi,;: {jb" M} — R fonksiyonlari

Boylece, her j € {0,1,2,...} ve x € []ﬂ %] icin

an ’

S (@) =\ frny (2)

yazilabilir.
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5.3.1. Lemma

f:]0,00) — [0, 00) sinirh fonksiyonu i¢in

S0 (1) (0) = max { g (0) yvang (0} ¥ € | 2, DR

an, a,

ise

S0 (f) (2) = f ()] < e (f’ b_n> Vo {&w]

n ap, Qp

saglanir.
fspat

Iki durum s6z konusudur:

an’ an an ’ an

oldugundan 0 < z — %‘ < Z—Z olup finj () =mjni(x).f (m) = f (]bn> dir.

an

1) Her z € [& M} icin S (f) (x) = fing(x) olsun. z € [M —(j“)b"}

Boylece,

SO0 (1) () — £ ()] = [ fymy (&) — f ()] = ‘f (Ji) @)

elde edilir.

2) Her v € []ﬂ (Hi) } icin S (f) (@) = fi41n; (2) olsun. 0 < o < bu e

an ’

M p,j(x) < 1 oldugundan, her k,5 € {0,1,2,...} icin

[SS(f) (@) = f@)] = [firrmg (@) = f (2

s ()
)] ()

esitsizligi yazilabilir. Bu ise istenen sonucu verir.
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5.3.2. Sonug

: [0,00) — [0,00) sinirli ve azalmayan fonksiyonu i¢in g : (0,00) — [0,00),¢9(x) =

x\

( ) azalmayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda

1S90 (£) (2) - f ()] < wn (f, b—) Vo€ [0,00)
dir.
fspat

f azalmayan fonksiyon oldugu icin

Qn an

S () () = \/'fkm (z), Vo € {& w]

dir. z € [Jb" (]L] k,j€{0,1,2,...} ve k > j olsun.

an

Bu durumda

| NI s )b,
ferns(#) = i 1>!'(abf> . f(%)

(k4+1)bn ¥ kbp
dir. g fonksiyonunun azalmayan olmasimdan =g ) < (£> esitsizligi elde edilir

an an

ki bu da f((’”l ) < %f (%) olmasimi gerektirir. z < (jfli)b" esitsizligini de
kullanarak

DU (bax\"7 k41 (kb
frring (2) < k+1) (E) Tk / (Z)
= fimy () - ‘%

yazilabilir. Béylece k > j + 1 i¢in fynj () > fit1.4,; (z) bulunur.
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Yani fj+1,n,j (I) 2 fj+2,n,j (I) 2 2 fn,n,j (l‘) Z Olllp

S (f) (@) = max {fj; (), firrng (2)} V2 € [&’ wl

n an

dir. Lemma 5.3.1°den

|S () () = £ (2)] < (f, b—") , Yz € [0, 00)

n

sonucu elde edilir.
5.3.3. Sonug

f :[0,00) — [0,00) sinirl, azalmayan ve konkav fonksiyon ise, her z € [0, 00) igin

S (£) (@) = £ (@) < i (£ 2) dir.
fspat

f:]0,00) = [0,00) konkav fonksiyon oldugundan Lemma 4.3.3 geregince g : (0, 00) —
_ @)

[0,00), g (2) % fonksiyonu artmayandir. Boylece Sonuc 5.3.2 kullanilarak istenen

elde edilir.
5.4. Bicim Koruma Ozellikleri

Bu kisimda maksimum-carpim tip genellestirilmis Szasz operatorlerinin bazi bicim

koruma Ozellikleri incelenecektir.

Onceki kisimda oldugu gibi her k,5 € {0,1,2,...} igin frn, : [&,M} — R

an an

fonksiyonlar:

| k—j
fona () = munste)- £ () = 200 () =55 (57) -0 (52)

seklinde tanimlansin.




5.4.1. Lemma

f :]0,00) — R{ azalmayan bir fonksiyon ise, her k,j € {0,1,2,...
x € [%, (jt;)b"] icin frnj () > fro1n,; (z) dir.

fspat

k < 7 oldugundan

Mo (2) — In o On ‘ﬂ >1
mk,Ln’j(x) ]{an - bn Qp -

} )
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k< j ve

olur, buradan my,,, j(x) > my_1,,,(z) dir. f azalmayan bir fonksiyon oldugundan

M, () - f (@) > Myt s (7) - f (M

Qn Qn

bulunur.

5.4.2. Sonug

[ :[0,00) — R§ artmayan bir fonksiyon ise, her k,5 € {0,1,2,..} ,k > j ve x €

20 528 s 02 o 0 0
fspat

an an

k > j olsun. g (z) = < fonksiyonu [

Ming(®) (K4 1)bn (k+1)by  an

} iizerinde artmayan olup

1
p— . —_— 2 .
Mi+1n,j (l’) Gp, x

dir. Yani myp, ;(z) > myi1,,;(x) dir. f artmayan bir fonksiyon oldugundan

kb,

n

(k+1)b,

7

M () - f ( ) > Mypt1,0,5(T) - f (

elde edilir.

a, (G+1)b, j+17
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5.4.3. Teorem

f:1]0,00) = R{ azalmayan ve smirli bir fonksiyon ise SflM)( f)(z) operatorleri de [0, 00)

iizerinde azalmayan ve sinirhidir.

fspat
f:1]0,00) = Ry sinurli bir fonksiyon ise S,(lM)(f)(x) operatorleri [0, 00) iizerinde simirh
ve siireklidir. O halde f azalmayan bir fonksiyonken, S,(LM)( f)(z) operatorlerinin [0, 00)

iizerinde azalmayan oldugunun gosterilmesi yeterli olacaktir.

j€{0,1,2,..},x € [j—” (]+—1L)b”} ve f azalmayan bir fonksiyon olsun. Lemma 5.4.1’den

an’ ar

ijn,j (IL’) Z fj*l,n,j (l’) Z fjf2,n,j (l’) 2 Z fO,n,j (Z’) yazﬂabilir ki bu da

S0 =V funs (0) Y |22 U2

an Qn

olmasini gerektirir. & > j icin fi,, (z) azalmayan oldugundan ve S7SM)( f)(z) bu
fonksiyonlarmm  supremumu olarak yazlabildiginden SflM)( f)(x) operatorleri

azalmayandir.

5.4.4. Sonug

f:]0,00) — R artmayan bir fonksiyon ise SflM)( f)(x) operatorleri de artmayandir.
fspat

f, [0,00) fiizerinde artmayan ve pozitif bir fonksiyon oldugu i¢in f bu aralikta
smirhdir. Dolayisiyla SéM)( f)(x), [0,00) iizerinde siirekli ve smirhdir. O halde

S,(LM)( f)(x) operatorlerinin artmayan oldugunu gostermek yeterli olacaktr.

an an

fing (@) > fizinj (2) > fizom, () > ... > fonj(x) > ... dir. Buradan

j€1{0,1,2,..} vex € [b"j, b"(ﬁl)} olsun. f artmayan fonkisyon olup Sonug 5.4.2’den,

j ' '
SN =V s ), v e [ 2, B0

k=0
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dir. ¥ < j ic¢in fg,,; (z) artmayan oldugundan ve Sq(lM)( f)(z) bu fonksiyonlarin

supremumu olarak yazilabildiginden Sf(lM)( f)(x) operatorleri de artmayandir.
5.4.5. Sonug

f:1]0,00) — R siirekli, sinirh ve quasikonveks fonksiyon ise, her n € N igin, SéM)(f)(x)

de [0, 00) iizerinde quasikonvekstir.
jspat

f azalmayan veya artmayan bir fonksiyon ise, sirasiyla Teorem 5.4.3 ve Sonug 5.4.4’ten,

her n € N igin, S,(LM)( f)(x) operatorleri [0, 00) iizerinde azalmayan ve artmayandir.

f fonksiyonu [0, ¢] {izerinde artmayan ve [¢, 00) iizerinde azalmayan olacak bigimde bir

¢ € (0,00) noktasinin var olsun.

F,G :]0,00) — Ry fonksiyonlari, her z € [0,c] i¢in F (x) = f (z), her z € [c, o) i¢in
F(x)= f(c)veherz € [0,c] i¢in G (x) = f (c) her x € [¢,00) i¢in G (x) = f (x) olarak
tanimlansin. F fonksiyonu [0, 0o) lizerinde artmayan ve siirekli, G fonksiyonu ise [0, 00)
tizerinde azalmayan ve siireklidir. Ayrica her z € [0, 00) i¢in f (z) = max{F (z),G (z)}
yazilabilir. Bununla birlikte SflM)( f)(x) pseudo-linear oldugundan, her = € [0, c0) i¢in
SV (f)(@) = max {SP(F) (), S$(G)(2) }

n

dir. Boylece Teorem 5.4.3 ve Sonug 5.4.4’ten , SflM)(F) (x), [0,00) iizerinde artmayan

ve siirekli, S,(LM)(G) (x), [0, 00) iizerinde azalmayan ve siireklidir.

Burada iki durum stz konusudur: 1) SﬁM)(F)(I) ve SflM)(G)(a:) birbirlerini kesmezler,
2) S,SM)(F )(z) ve SSM(G)(x) birbirlerini keserler.

Durum 1) Her z € [0,00) icin max{ng>(F)(x),S£M>(G>(x)} = SM(F)(x) veya

max{S£M>(F)(x),s£LM>(G)(x)} = SM@G)(z) olup SM(f)(x), [0,00) iizerinde
quasikonvekstir.

Durum 2) SflM)(F)(x) ve SﬁM)(G)(x) birbirlerini kesiyorlarsa, SﬁlM)(f)(x), [0, c] tizerinde

artmayan ve [c, 00) lizerinde azalmayan olacak bi¢imde bir ¢ € [0, o0) noktasi vardir.
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Bu ise SflM)( f)(z)’in [0, 00) iizerinde quasikonveks olmasini gerektirir.
5.4.6. Teorem

Keyfi bir f : [0,00) — [0,00) fonksiyonu ve j = 0,1,2,... i¢in ST(LM)(f)(a:),

[Jﬁ M} C [0, 00) iizerinde konvekstir.

an an

fspat

Her j € {0,1,2,..} ve z € [Jb_ <j+1>bn] icin SY(A@) =V feny (@)
k=0

an an

yazilabildiginden, sabit bir j ic¢in fi,;(z) fonksiyonunun

an ’ an,

[M b (Hl)] tizerinde

konveks oldugunu gosterilmesi yeterli olacaktir.

. k—j
f >0, (a,) ve (b,) pozitif reel sayilarin birer dizisi ve fi, ; (z) = fﬂ—', <M> ’ f <@>

bn an

oldugundan g, ;(z) = "7 fonksiyonunun [%,%} tizerinde konveks oldugunun

gosterilmesi gereklidir. k& = j icin g;; = 1 sabit fonksiyon ve dolayisiyla konvekstir.
k= j+1icin gj11,(z) = x fonksiyonu konvekstir. k = j — 1 i¢in g;_1 j(z) = % ve her

r € [’ﬁ %] icin g;-'_Lj(x) = % > 0 oldugundan bu fonksiyon konvekstir.

an ’ an,

k > j+ 2 i¢in her = € [%‘, W] icin g,;/,j(x) =(k—35)(k—j—1)2*772 > 0 olup
bu fonksiyon da konvekstir. Benzer gekilde k < j — 2 ic¢in her z € [Jaﬁ, %ﬂ} icin

gr(@) = (k—j)(k—j—1)a"7=2 > 0 olup konvekstir. S (f)(x) konveks
fonksiyolarin supremumu olarak yazilabildiginden [‘7;’—”, (]Zﬂ] iizerinde konvekstir.

n
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6. GRAFIKLER ILE YAKLASIM

Bu béliimde daha 6nceki boliimlerde yaklagim o6zellikleri elde edilen operatorlerin ve
onlarin lineer kargiliklarinin belirli fonksiyonlara yakinsakliklar1 Maple kullanilarak elde

edilen grafiklerle kargilagtirilacaktir.
Ornek

(bp) = (n'?) olmak fizere n = 30 ve n = 50 icin maksimum-carpim tip
0, ifx=0

?sint, if z € (0,0,

fonksiyonuna (kirmizi1) yaklagimi sirasiyla Sekil 6.1 ve Sekil 6.2'de gosterilmigtir. n

Bernstein-Chlodowsky operatorlerinin  (mavi), f(z) =

biiyiidiik¢e yaklagimin daha iyi oldugu goriilmektedir.

154

0.5

Sekil 6.1. n = 30 i¢in operatorlerin fonksiyona yaklagimi

15

25

Sekil 6.2. n = 50 ic¢in operatorlerin fonksiyona yaklagimi
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Ornek

Bu oOrnekte maksimum-carpim tip Bernstein-Chlodowsky operatorleri ile lineer
Bernstein-Chlodowsky operatorlerinin yaklagim oranlari n nin farkli degerleri icin
kargilagtinlmaktadir. (b,) = (n'/®) olmak fizere n = 30 ve n = 50 icin
maksimum-garpim  tip Bernstein-Chlodowsky operatorlerinin - (mavi) ve lineer
Bernstein-Chlodowsky operatorlerinin (siyah), f(z) = % — ‘x — [z] — %| fonksiyonuna
(kirmiz1) yakinsakliklar: Sekil 6.3. ve Sekil 6.4.’te sirasiyla gosterilmigtir.

LY
0.4
0.3

.21

Sekil 6.3. n = 30 icin yaklagimin lineer operatorler ile karsilagtirilmasi

.5

LEY

1.3

0.2

Sekil 6.4. n = 50 i¢in yaklagimin lineer operatorler ile karsilagtirilmasi
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Ornek
(by) = (n'/®) olsun. Maksimum-carpim tip genellestirilmis Bleimann-Butzer-Hahn
operatorlerinin -~ (mavi)  ve  genellegtirilmis  lineer = Bleimann-Butzer-Hahn
0 if x =0
operatorlerinin (siyah), f(z) = ) 7 L o fonksiyonuna (kirmizi)
x?sin +, if x € (0,00)
yakinsama oranlart n = 5 ve n = 10 icin Sekil 6.5. ve Sekil 6.6."da sirasiyla
kargilagtirilmigtir.
inkinity |
L1 'liliy

Sekil 6.5. n = 5 icin operatorlerin fonksiyona yaklagimi

Sekil 6.6. n = 10 icin operatorlerin fonksiyona yaklagimi
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Ornek

(bp) = (n'®) olmak iizere n = 30 ve n = 100 igin maksimum-carpim tip
Bleimann-Butzer-Hahn operatorleri (sar1), genellestirilmis maksimum-carpim  tip
Bleimann-Butzer-Hahn — operatorleri  (mavi) ve lineer Bleimann-Butzer-Hahn
operatorlerinin (siyah), f(z) = 1 — |2z — [z] — }| fonksiyonuna (kirmuz1) yakinsaklik

oranlarinin bir karsilagtirilmas: sirasiyla Sekil 6.7. ve Jekil 6.8.’de gosterilmistir.
5
04
0.3

0.2

Sekil 6.7. n = 30 icin yaklagimin lineer operatorler ile karsilagtirilmas:

1.5

04+

134

0.2

Sekil 6.8. n = 100 i¢in yaklagimin lineer operatorler ile kargilagtirilmasi
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0 ifx=0
x) = ’ fonksiyonu verilsin ve (a,) = (n'/?) ve (b,) = (n'/3
PO =1t e oy (a2) = (072) ve (b,) = ()
olsun. Jekil 6.9’da n = 100 ve Sekil 6.10."da n = 200 i¢in maksimum-¢arpim tip
genellegtirilmiy Szasz operatorlerinin (mavi), f fonksiyonuna (kirmizi), yaklagimlar

incelenmigtir. n nin biiyliyen degerleri i¢in yaklagimin daha iyi oldugu goriilmektedir.

indinily |

Sekil 6.9. n = 100 i¢in operatorlerin fonksiyona yaklagimi

Sekil 6.10. n = 200 icin operatorlerin fonksiyona yaklagimi
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Ornek

(an) = (n?) ve (b,) = (n'/3) olsun. n = 50 igin Sekil 6.11.de ve n = 100 igin
Sekil 6.12.°de maksimum-carpim tip genellegtirilmiy Szasz operatorlerinin (mavi) ve
lineer genellegtirilmiy Szdsz operatorlerinin (siyah), f(z) = x? fonksiyonuna (kirmiz)

yaklagimlar: kargilagtirilmaktadir.

ininity |

Sekil 6.11. n = 50 i¢in yaklagimin lineer operatorler ile kargilagtirilmasi

Sekil 6.12. n = 100 i¢in yaklagimin lineer operatorler ile karsilagtirilmasi
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7. SONUC VE ONERILER

Yaklasim teoride operator dizilerinin yaklasim fonksiyonuna en iyi yakinsama oranini
vermesi 6nemli bir problemdir. Bu ¢alismada ele alinan genellegtirilmig lineer olmayan
operatorlerin fonksiyonlara yaklagim derecesi (a,,) ve (by,) dizilerinin se¢imi ile [4]- [7]'de
incelenen lineer olmayan operatérlerden daha iyidir. Bu durum yakinsaklik oranlarinin
karsilagtirildigr grafiklerden gdzlemlenebilir.

Yaklagim teorisinde calisilan diger onemli operatorlerin bazi genellegtirmeleri icin

benzer sonuglar incelenebilir. Bu konuda ¢aligmalarimiz devam etmektedir.

Bu calisma cok degiskenli maksimum-carpim tip operatorlere genisletilebilir. Baz
maksimum-¢arpim tip operatorler i¢in bu tip incelemeler [12]’de verilmigtir. Bu

inceleme genellestirilmis operatorlere genigletilebilir.
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