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SIMGELER DiZIiNi

Simgeler

A() Fark Operatorii

V(@) Nabla (Geri Fark) Operatorii

ATV f fonksiyonunun v-inci mertebeden kesirli toplami1
AVf f fonksiyonunun v-inci mertebeden kesirli farki
I'(x) Gamma Fonksiyonu

N Ayrik Donlistim

L {f(t)} Laplace Doniistimii

N Dogal Sayilar Kiimesi

Ny N U {0}

N, N, =N, + {a}

R Reel Sayilar Kiimesi

1 Mi

th Artan Fonksiyon

th Azalan Fonksiyon

h,(t,a) u-inci Taylor Tek Terimlisi




1. GIRIS

Reel sayilar kiimesinde tiirev ve integral operatorleri analizin iki temel icerigidir.
Benzer olarak tam sayilar kiimesinde de toplam ve fark operatorleri de ayrik analizin iki
temel igerigidir. Genellikle tiirev veya integral operatdrleri n —inci mertebeden bir
fonksiyona uygulanabilir burada n tamsayidir ve % , A" f (x) seklinde gosterilir.

Aslinda kesirli analiz, tiirev veya integral operatdrlerinin mertebelerinin keyfi sayilar

olabildigini ifade eder. Ornegin bir fonksiyonun 1/, —inci mertebeden tiirevi veya

V3 — lincii mertebeden integrali gibi.

Kesirli analiz uygulamali matematigin bir dalidir, keyfi mertebeden tiirev ve

integrallerle ilgilidir. Bunlarin uygulamalar1 fen, miithendislik, uygulamali matematik ve
diger dallarda goriiliir. D = ;—x operatorlinii iceren diferansiyel analizin ozellikleri ile
fark operatorii olarak bilinen Af(x) = f(x + 1) — f(x) operatoriinii iceren ayrik kesirli

analizin 6zellikleri arasinda bir benzerlik oldugu bilinir. Ayn1 benzerlik kesirli ve ayrik

kesirli analizin operatorleri arasinda da vardir.

Kesirli analizin kokleri yaklasik tigyiiz y1l 6nce L-Hospital’den Leibniz’e gonderilen bir
mektupla ekildi. Burada L-Hospital n =1/, ise dny/dxn in anlami hakkinda bir soru
ortaya cikardi. Leibniz mektuba verdigi cevap ile kesirli analiz hakkindaki arastirmalar
baslamis oldu. Sonra John Bernoulli’nin cevabr ile birlikte, Leibniz genel mertebelerin
tiirevlerini ispatladi. Leibniz 1/, mertebeden tiirevin ifadesine d'/2y gosterimini kullandi.

Kesirli tiirevler birgok farkli igerikle ispatland1 (Podlubny 1999).

D%f mertebeden kesirli tiirev, kapsamli bir sekilde diisiiniilmesine ragmen, kesirli
mertebeden fark yillardir daha az dikkat c¢ekti. Kesirli mertebeden farklar ispatlandi ve
1974’de farkin igerigine dogal bir yaklasimla kesirli fark tanimlandi (Spanier and
Oldham 1974).



Ayrik kesirli hesap iizerine yapilan ¢alismalar ivme kazanarak Atici ve Eloe (2007),
kesirli fark operatorii icin kuvvet kurallarimi ve genellestirilmis fonksiyonun
ozelliklerini verdiler. Atict ve Eloe (2009) yilinda ise nabla operator ile ayrik kesirli
hesaplamalar ifade edip gelistirdiler (Atict and Eloe et al. 2007a, b, 2009).

Bu tezde, Atic1 ve Eloe (2009) ve Holm (2011) tarafindan yapilan ¢alismalarin 1s1ginda
ayrik kesirli analiz incelenecektir. Zaman skalasi analizindeki terimleri kullanarak, geri
fark veya Nabla tiirev gdz Oniine alinacaktir. Laplace donilisiimiiniin ayrik Nabla
benzesimini ve bazi temel 6zelliklerin gelisimi verilecektir. Kesirli Nabla fark denklemi
¢Oziimii i¢in donilisiim ydntemi incelenecek ve Gamma fonksiyonu i¢in iki 6zdeslik
ifade edilecektir. Son olarak Kkesirli bir baslangi¢ degeri problemini ¢6zmek igin Laplace

Doniisiim Yontemi uygulanacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
t"=t(t+1)..(t+n—1), n€EN,

seklinde tanimlanir ve artan faktoriyel kuvvet olarak adlandirilir. 9 =1 dir. Artan

faktoriyeli ifade etmek i¢in Pochhammer sembolii kullanilir.
a € R olsun. Bu durumda

I't+a)
r()

t% =

olarak tanimlanir. Burada t € R\{..., —2,—1,0} ve 0% = 0 dur.
Ayrica Vy(t) = y(t) — y(t — 1) olmak iizere,
V(t?) = at® L
seklindedir.
k = 2,3, ...icin, V¥ = V V¥~ tarafindan tiimevarim ile V* tanimlanur.

f:N, » R tamimli olsun. a € Rve N, = {a,a + 1, ... } olmak fizere,

rty(t) = f(6)

ayrik n-inci mertebeden baslangi¢ deger problemini diisiinelim.



Bu baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii

y(6) = Z ¢ _”(SB, £(s)

s=a+1

olarak verilir.

n—-1
Burada t=a+ 1 (mod 1), p(s) =s—1 ve % ; V'y(t) = 0 igin Cauchy
fonksiyonudur.
£ () nin n-inci mertebeden toplam formiilii,
t n—-1
(t=p()
-n —
G0 = ) ) @D

s=a

olarak tanimlanir.
Bundan dolay1 baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii V[ f (t)’ dir.

Boylelikle f” nin v-inci mertebeden kesirli toplama,

Y (t=p() )" _
V£ (1) _Z oy /5 vER(.,~2-1,0) (2.2)

seklinde tanimlidir.

Sonraki boliimde ileri farka benzer bigimde kesirli Nabla fark tanimlanacaktir, (K. S.

Miller and B. Ross, 1993).



u > 0 ve m bir pozitif tamsayr olmak {izere, m — 1 < u < m oldugunu varsayalim.

-v = u — m olarak belirlensin. Bu durumda

Vhu(t) = V™ u(t) = V(7 u(r)) (2.3)
seklindedir.
o re+1 0
——m,t——t(t 1)(t Tl+1)
seklinde tanimlidir.
t*=(t+a—1)% (2.4)

ifadesini sik sik kullanacagiz.

m pozitif bir tamsayl, -v = y —mve m — 1 < u < m olmak lizere,

1 t—v o1
8210 = 55 ) (£ = 0@ ) 25)

APu(t) = AmVu(t) = A™(A7Vu(b))
tanimlanir.
Herhangi bir m pozitif sayist igin A™y(t —m) = V™y(t) oldugu tiimevarim ile

kolayca gosterilebilir. Herhangi bir v pozitif reel sayisi i¢in bu formiilii genellestirilecek

ve V — Kesirli toplam ve A — kesirli toplam operatdrleri arasinda bir iliski verilecektir.



Lemma 2.1 m bir tam say1 olmak ilizere 0 <m —1 < v <m olsun. a pozitif bir

tamsay1 ve y(t), N, ={a,a+ 1,a + 2, ...} lizerinde tanimli olmak tizere asagidaki

ifadeler gecerlidir.
() Ayt —v) =Vy@®); t € Npyg
() A"yt +v) =V y(O); t €Ng
Ispat (i) Ozdesliginin sol tarafindan baslayalim.
ALy (t —v) = ama, Tyt —v)

m-v—1

=Amt§:n(t—v—a(s))

r(m-—v) Y (s)

m-v—1

W .. 2 (t+m—v—a(s))
=V ; Fom =) y(s)

t m-v—-1

_gm Z (t —p(s))

rim-v)

y(s)

s=a
=7y, "y

=Vy(®

elde edilir. Burada A ve V kesirli operatorlerin tanimlart kullanilmustir.



(ii) Ozdesliginin sol tarafindan baslayalim. Bu durumda

ey =y O ”;(Z)(S))_.y@)

t

Z p(S)) )

r)

=Tz Yy(®)
yazilir.
Lemma 2.2 m pozitif bir tamsayr olmak iizere, 0 <m—1<v <m ve y(t) de
Nyom={v—mv—m+1,..} lizerinde tamimli olmak {izere asagidaki ifadeler
gecerlidir.
(@) A-my(@) = Byt +v); teN_,
@ 457y =7 3yt -m+v);  teN

ispat (i) Ozdesligin sag tarafindan baslayalim.

Py (t +v) = V7V y (¢ 4 v)

om < (t +v-— /o(s))m_v_1
-7 s;m rGm—v) .y(S)

o t+v (t tm— O'(S)) m—-v—1
=V s:va Fm—v) y(s)



t—-m+v

_m Z (t—oa(s))

r(m-—v)

m-v-1

y(s)

S=v—m
= 48,57 y() = A%y (©)
dir. Burada A ve V kesirli operatorlerin tanimlart kullanilmistir.

(ii) Ozdesligin sag tarafindan baslayalim.

4,5yt —m+v) = ; (£ tm :Jn__av(; ) y(s)
t—-m+v m—v—1
_ N (=p)
= Zm Fom =Y

7,y ()
elde edilir.

Simdi V-kesirli operatorlerin bazi temel 6zellikleri ve bazi kesirli fark denklemlerinin

¢Oziimii i¢in 6nemli bir role sahip olan kuvvet kuralin1 ispatlayalim.
Lemma 2.3

rg+1)

= 7
r'u+v+1)

viVth

dir.



Ispat

olarak bulunur.

_ 1 ‘ 71 —
Vivet = m;(t —p(s)) sH

= . i
=m2(t—p(s+1)) (s + D*
s=0

t—1
1 rt—s+v—-1) Ir'(s+u+1)
_F(v)z

rt—-s) S I'(s+1)

1 T Mt-s+v—1) F(s+pu+1)

:F(v)szof(t)' ft—s) = TG+1

-1

t—I\I'(t—s+v—-DIr(s+u+1)
( ) 0

Z
<
a0

_F(u+1)i<t—1)1"(t—s+v—1) I(s+p+1)

r(v) S T'(u+1)

_ F(ﬁ(j)l)i (t ; 1) VT (0 + 1)S

r(u+1) i
0 v+u+1)t
F(,u+1) FTE
RO



Uyan 2.1

- r(p+1) +
AVtE = ————— ¢t#77

S T'(u+v+1

kuvvet kurali ispatlanmistir (Atici and Eloe 2007).

t+v—-v

Vi _ A=V n ___;E__ _ =1z
ViVt =AY (t+v)"—r(v) ; (t+v a(s)) sk

t
1 v—1
- WZ(t +v—0(s)) (s+p—1
s=1

t-(1-w)

= (t+v—0(s+1—#))ﬂ(5+1—ﬂ+ﬂ—1)ﬁ
re) 5=1—Z(1—u)

1 t—1+u
:F(v) z (1:+v+,u—1—cr(s))usE
s=u

=4 (t+v+pu—1DE

ru+1)

=—————— (t+v+pu— DY
I"(,u+v+1)( vir=1

r(u+1)

= 7 EFv
r'u+v+1)

olarak bulunur.

Teorem 2.1 f reel degerli bir fonksiyon ve u, v > 0 olsun. Bu durumda

10



v ] = v BT = v ()]

dir.
ispat

1\ s
IAVICIE = Y IO M ATIO

t

1 =1 1 % =1
_WZ(t—p(s)) m;(s—ﬁ’(ﬂ) f@)

t S
e (= p() (s - p@)
=) HOIEM) f@

s=at=a

t

:Zi(t—p(s)) G=p@)™

rwmr

T=a s=1T

¢ t—p(D) t p(S+P(T))) (s+p@) - P(T))
F(u)Z Z

o f@

T=a s=t—p(1)

t t—p()

(t—p(s)—p(@®) "
F(u)z Z ro) AL

t
1 =1
= m; V(e - P(T))u f(@)

_I(p—-1+1) u+v =1
R ECECES)) Z(t /@

11



_ 1N T
= m;(t —p(D) f()

=7, “f©.

2.1 Ayrik Doniisiimiin Uygulamasi

Ayrik doniisiim (V' —doniisiimii)

Moy (FO)() = Y (=@ (2:6)

t=t0

seklinde tanimhidir. f fonksiyonunun tanim kiimesi N; ise V' veya JV; notasyonlari

kullanilir.
Lemma 2.1.1 Herhangi bir v € R\{...,—2,—1, 0} i¢in

F(v)_
sV’

@ N(ED)(s) = 1-sl<1

a’ rv)

(i) N(tma_t)(s) = m;

[1-s|<1

seklindedir.

Ispat (i) Oncelikle 0 < v < 1 oldugunu varsayalim. Bu durumda

N(ET)E) = ) A= e

= r ~1
= Z(l —s)t ! ferv-1) ;(1;) )

12



(0]

B 1 T@E+v)
_;(1—S)t 1 1m

=I(v),Fi(1,v;1;1—5)

1 (wi-wt . T)
_F(l—v)o (1-u(1-y9)) =T

olur. Buradan asagidaki 6zdeslikler yazilir.

. ¥ r(c) 1ub‘1(1 —y)cb-1
2fala,bic2) = r)ric- b)of (1—uz)“ du
ve
w1 —w)r? _ I™ry)

u =
2 (au+b(1 - u))x+y a*b¥I'(x +y)

(i) de bulunan yakinsaklik yarigapi, ,F;(1,v;1;1—s) i¢cin genisletilmis serilerin
yakinsaklik yarigapr ile verilir. Genellikle

N(E)(s) = EN(tVTl); v € R\{...,—2,—1,0} (2.7)

seklindedir. Bu durumda

[o9] o

2(1 _ )T = 32(1 — P

t=1 t=1

1w _ .
_ ;Z(V((l — $)HY) — (V(1 = ))EV)

13



1 se -
= S0y (- )
v Vt=1

olur.
Gamma fonksiyonu 0 noktasinda kutup noktasina sahip oldugundan 0V = 0 olup (i)’ in

ispat1 tamamlanir.

(ii) ise (i) den dolay1

® t—1
3 - =LY (1o Y
£ a a

olarak yazilir.

Lemma 2.1.2 f fonksiyonu N, ; lizerinde taniml olsun. Bu durumda

Naf(t+1) = (1 =) Nosa f(8)
esitligi gegerlidir.

Ispat

oo

Nf(t+1) = 2(1 — Tt + 1)

= > -9

t=a+1

SCEDRWCEB LG

t=a+1

=1 =57 Naaf(O)

14



olup ispat tamamlanir.

Lemma 2.1.3 Herhangi bir v pozitif reel sayisi i¢in
Na(Va_vf(t)) =s7 Na(f(t))(s)
dir. Burada f, N, tizerinde tanimlidir.

Ispat

LA(ATIO)EDYCED Bl ANO

o) t
1 v=1
= Z(l - S)HWZ“ —p@) (@)

o t

_ e (L= p@)"
=2 -9 @

t=at=a

oo 0o

_ e (=0 @)
=) .- @

T=a t=1

— i i(l — S)r—1+r—1 %Tﬁf@)

T=ar=1

1 N -1 N r—1,.v—-1
=m;<1—s) f(r);(l—S) r

1 -
- m]\ra(f(t))(s)J\f(tV‘l)(s)

15



=sT"N(fF(®)(5)

dir. Boylelikle ispat tamamlanir.

Lemma2.1.4 0 <v < 1iginve f, N, lizerinde tanimli olmak iizere,

Na+1(Vavf(t))(S) =s" Na(f(t))(s) -(1- S)a_lf(a)
dir.
Ispat Oncelikle dikkat edelim ki

Nas1 (VD)) =5 No(f(D)(s) = (1 =)* 7 f(a)

seklindedir. Gergekten;

Ner(PFO) = Y A=) Wf©O = Y A=) Mf(O) — f(e = D]

t=a+1 t=a+1

= ) -9 O - ) A= fE- 1)
t=a+1 t=a+1

=D A= O - A=) @ - ) (A= 9) f(©)
t=a t=a

— 1 1 N t a—1

= (=- );(1—s)f<t)—<1—s) f@

=5 ) A=9"f©) - A= D f(@

16



olur.

Bu nedenle
Noar (R F@©)(S) = N (77, CV1(0)) (5)
= s, (% 7VF©) () = A =970 VF (O] =0

= s"Na (D) (s) — (1 = )*f(a)

olur. Burada

t

1-v 1 =v
7 OO o = ey (=) O] im0 = (@

=a
seklindedir.

Ornek 2.1.1
7, 2y(t) = 5; t=1,2,..

Vo_l/ZY(tN t=0 =y(0) =a
baslangi¢ deger problemini ele alalim.

Denklemin her iki tarafina V; — doniistimiinii uygularsak

17



M (72y®) = M(5)

olur.

Lemma 2.2 ve Lemma 2.1.4° den

5
sY2 N (¥ () (s) = (1 = $)7'y(0) = 3

y(0)
(1 —s)s1/2

5
elde edilir. Lemma 2.1.2° den
No(y(®))(s) = 55732 + y(0)(1 — 5)~'s /2

N('?) _

()
r(/2)

_ ()
- T r(3/2)

N(t17?2)

+yO =97 s

y(0)
r(/2)

No(t172) + No((t +1)717?)

~T@3E/2)
bulunur.

Son denklemin her tarafina Vy — doniisiimiiniin tersini uygulayarak baslangic deger

probleminin ¢6ziimii

18



5 0 -
y(t) = W/Z)tm +%/)2)(t + 1Y% t=0,1,2,..

olarak elde edilir.

Bir sonraki ornekte kesirli V — fark denklemini, kesirli A — fark denklemini ve

¢Oziimlerini karsilastiracagiz.

Ornek 2.1.2:
AY?y(t) = 5; t=0,1,2,..
-1/2 1
AT 72y ()] t=0 = ¥ —5)=¢a

baslangi¢ deger problemini ele alalim.
Bu baslangic deger probleminin ¢éziimii

1/2 y(=1/2) -1/2
rey/2) - ry/2) t

y(t) = (2.8)

seklindedir.

Lemma 2.2° yi kullanarak kesirli A — fark denklemini kesirli V — fark denklemine

doniistiirecegiz.
Dolayisiyla
AN 2y =MV 2yt —-1+41/2) =VV /[yt +1/2)=5 t=012,..

yazilir.

Ayrica V] — doniisiimiinii uygulayabilmek i¢in

19



1/2

vy +1/2) =V 2t +1);  t=0,1,2, ..

1/2

esitligini ispatlamaliyiz.

t+1/2

Ve /D= Y (t+1/2-p() ()

s=-1/2

t+1

= Z(t +1/2—p(u— 1/2))T/2y(u —1/2)
u=0

t+1
Z(t +1-pw) Pyu-1/2)
u=0
=722t + 1); 2(t) = y(t — 1/2)

olur. Burada z(t) = y(t — 1/2) dir.

Bu esitlik sonucunda V — farka karsilik gelen denklem

v, /22(t) = 5; t=1,2,..

Vo_l/zz(t)| t=0 =2(0) =a

olarak bulunur.

Ornek 2.1.1° den bu kesirli V — fark denkleminin ¢oziimii

z(0)

m F(l/Z) (t+1)" 1/2 t eN, (2.9

z(t) =
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olur.

Basit bir hesaplama ile (2.8) ve (2.9) ¢oziimlerinin benzer oldugu goriilebilir.

Simdi Gamma fonksiyonu igin iki yeni 6zdeslik verilebilir. Bunun i¢in a — Laplace

dontigiim kullanilmastr.

Ozellikle

o

1 (1
%(1O)6) = ) (57)
JO)© =) (55) FO
t=a
kullanilmis ve
4 rw)
Ry (BE1)(s) = —
oldugu gosterilmistir.
Bu 6zdesligin s = 1 i¢in degeri
® t+1
rv) = Z (E) =1y eR\{..,—2,—1,0} (2.10)
t=v-1

olarak elde edilir.

Nabla Laplace doniisiimiiniin tanimiyla Lemma 2.1.1, (i) de verilen 6zdesligin s=1/2

degeri i¢in

riv) = z (—) tv=1,  veR\{..,—2-1,0} (2.11)
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olarak elde edilir. m
2.2 Laplace Doniisiimii

f: T, — R fonsiyonunun genel zaman skalasi tizerinde ki Laplace doniisiimii, s € D{f}

i¢in
LiA®) = | egcaf @, 2.12)

seklinde tanimlanir.

Burada a € R sabit, T,, a dan basglayan sinirsiz zaman skalasi ve D{f} karmagik

sabitlerin kiimesidir.
N,=Ny+{a}={a,a+1,a+2,..}

izole zaman skalasin1 géz Oniine alalim.a € R sabit say1 olmak iizere (2.12) serisinin

sadelestirilmis gosterimi

o)

f(k+a)

L{f}(s) = kzom

(2.13)

seklindedir.

Tamm 2.2.1 Yeteri kadar biiyiik t € N i¢in |f(¢t)| < Ar® olacak sekilde A > 0 sabiti
varsa f:N, - R fonksiyonuna r iistel mertebedendir denir. Burada r > 0 dir. Eger

f:N, » R, r > 0 lstel mertebeden ise tim s € C\ B_,(r) ler igin

La{f}(s) (2.14)
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mevcuttur.

Ornegin, e,(t,a) = (1+ p)E=% genellesmis iistel fonksiyonunun Laplace déniisiimii

# olup Vs € C\ B_;(1+ p) icin yakinsaktir. Ozel olarak, s € C\ B_;(1) i¢in

1
L{1(s) =

seklindedir.

Laplace doniistimii lineer ve birebirdir. Bu iki 6zellik, asagidaki doniisiim formiilleri ile

birlikte daha sonra gelistirilecek sonuglari elde etmek i¢in olduk¢a dnemlidir.

m € Ny olarak verilsin ve varsayalim ki f:N,_,, > R ve g:N, —» R fonksiyonlar

r > 0 ustel mertebeden fonksiyonlar olsun. Bu durumda s € C\ B_;(r) igin,

= flk+a—m)

k=0

Lo-mif}(s) = Lo{f3}(s) +

1
(s+1)m

ve
m—1
Lasm{g}(s) = (s + D™ La{g}(s) - Z s+ D™ kgk+a)  (2.16)
k=0
seklindedir.
Tanim 2.2.2
hO(tJ a) =1
t
h(n+1)(t, a) = f hn(s, a)AS ; ne NO (217)
a
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ardisik ifadeleri Taylor tek terimlileri olarak tanimlanir.

N, 6zel tanim kiimesi i¢in,

(t—a)?
—

h,(t,a) = n €N, teN,

yazilabilir 6yle ki burada genellestirilmis azalan fonksiyon ifadesi t,u € R

u ri+1) _
ST+ 1-p’

seklinde verilmektedir.
Burada t + 1 — u € (—N,) oldugunda t£ = 0 dir.

Tamm 2.2.3 Her p € R\(—N) ig¢in g-inci Taylor tek terimlisi, t € N, i¢in

(t—a)t

R RSy

seklinde tanimlidir.

Lemma 2.2.1 u € R\(—N) olsun. Kabul edelim ki a,b € R 6yle ki b —a = p olsun.

Budurumdas € C\ B_;(1) i¢in

1HH
Lof{hu ) = o 2.18)
dir.

Ispat Genel binom formiilii, |x| < |y| olmak iizere, v, x,y € R igin

(x + y)v — Z (Z) xkyv—k



seklinde olup
k

vy rv+1) v
Q)_r@+1—mrw+1y“ﬁ

dir. k € Ny vev > 0 igin,

- (=E () (v—k+ 1)
(k)_ k' k!

(k+v—1k
= (_1)kT

(1) (k +v-— 1)
=D,y
dir. Yukarida ki bilgilere dayanarak v € R ve |y| < 1 igin,

1

Ty - ((=»+1D7

I
s

() opa

&
I
o

= > or(,)vt
k=0

<k+v—1) K
v—1 Y

[N

==
I

0

yazilabilir.
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Dolayisityla, b —a = u oldugundan s € C\ B_;(1) i¢in

(s+D* 1 1
s T s 41 RGE
(1_s+1)
1 i(k+,u) 1
T s+1 u J(s+ 1)k

Nkt 1
B L T(u+1)(s + 1)k+1

% 1
=kz_0hﬂ(k+b,a)m

= Lp{h, (6, )}(s)
elde edilir.

Uyart 2.2.1 (14) den de biliyoruz ki; eger h,(t,a) r > 0 iistel mertebeden ise tiim

s € C\ B_1(r)igin

Ly{hy(t, a)}(s)

mevcuttur. Simdi her 7 > 1 i¢in h, (¢, a) Taylor tek terimlisinin r iiste] mertebeden
oldugunu gosterecegiz. hy, , u € R(—N) i¢in tammli oldugundan agagidaki iki durumu

g0z Oniine alalim.
[k olarak u & (—N) ve u < 0 oldugunu varsayalim. t € N igin,

, _ rt—a+1) < 1
. (t @) T T+ DIt—a+1l—p) Tu+)
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yazilir. Yani hy, sinirhidir.
Ikinci olarak M € N olmak iizere M —1 < u <M ve u >0 oldugunu varsayalim.

Herhangi bir r > 1 igin,

(t—a)t
WD =T
B rt—a+1)
T T(u+Dr(t—a+1-p)
rt—a+1)
ST+ DIrt—ati—M)
_(t-a).t—a-M+1)
- I(u+1)
(t—a)"
r(u+1)
T't
<m; tENa

seklindedir.

Dolayistyla 7 > 1 olmak iizere her u € R\(—N) i¢in h, r iistel mertebedendir. (2.14)
den La{h# (t,a) t}(s),

e mmm ) - m(ﬂ ) ) = C\BL(D

uzerinde mevcuttur.
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Fakat bu durum hy,, bir iistel mertebedendir anlamina gelmez. Baska bir deyisle (2.14)

iin tersi genellikle gecerli degildir.

Gergekten y > 0 oldugunda, t € N, icin

rt—a+1)
r'u+Dr(t—a+1-p

h,(t,a) =

rt—a+1)
T+ DIt—a+2—p)

_(t—a)...(t—a—M+2)
ru+1)

dir.
Yani t - oo i¢in h,(t,a) — oo olur.

Tamm 2.2.4 f, g: N, - R i¢in, f ve g nin konvoliisyonu, t € N, i¢in

t—1
(Fr9® =) fFOgt—1-71+a) (2.19)

seklinde tanimlanir.

Burada (f * g)(a) = 0 dur.
Lemma222f, g:N, - R, r > 0 tstel mertebeden olsun. s € C\ B_,(r) igin

Lo{f * g3(s) = La{f}(s)La{g}(s) (2.20)
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seklindedir.
Ispats € C\ B_,(r) igin,

(00 . k
L =YY - ?i);la)

k+a-1

Z(s+1)k+1 z fmgk+a—-r—1+a)

_ N f(r+a)g(k—r—1+a)
_z (5+1)k+1

olur.

T =k —r — 1 degisken degisimi yaparsak,

Lo{f * g}(s) = z Zf(r +a)g(t +a)
7=071=0

(s + 1)T+r+2

C fr+a) O g +a)
(S + 1)+ L (s + 1)+t

= La{f}()La{g}(s), s €C\B_,(r)

elde edilir.
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3. AYRIK KESIRLi ANALIiZDE LAPLACE DONUSUMU

Bu boliimde, dogal sayilar iizerinde kesirli bir baslangi¢ degeri probleminin Laplace

doniisiimii ile ¢oziimiinii inceleyecegiz.

fiN,—>R ve v>0 olmak iizere NEN, N—1<v <N araligindan segilsin.

Hatirlayalim ki f fonksiyonunun v-ncii mertebeden kesirli toplami

1 t—v .
821 = 505 ) (=0 @FTF @), € Nawue

seklinde tammmlanir ve burada A4,Yf , {a +v —N,..,a+ v — 1} kiimesi tizerinde

stfirdir.

Benzer sekilde f fonksiyonunun v-ncii mertebeden kesirli farki
a4f(0) = AVaNVf (), £ € Nagn-y

olarak tanimlanur.

Yukarida ki tanim Ay f igin

t+v
1 v-1
ALF () =4 T ;(t —I®) ), £ € Noynoy
AV £ (D), v=N

tanimina esdegerdir.

Laplace doniisiimleri teoreminden hatirlanacag iizere N € N i¢in,

Lo
Lz 1)) = 2 (3D
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ve
N-1

Lo AAVFY(5) = M L{f)(s) = ) TAN I f (@) (3.2)

j=0
sonugclar1 bilinmektedir.

Simdi kesirli mertebeden toplamlarin ve farklarin Laplace dontisiimiinii inceleyelim.
3.1 Ustel Mertebeden Kesirli Operatorler

Oncelikle f nin iistel mertebesinin A7Yf ve AY%f nin iistel mertebeleriyle nasil iliskili

oldugunu belirlemeliyiz.
Lemma 3.1.1 Varsayalim ki f: N, — R, r > 1 iistel mertebeden bir fonksiyon ve
v > 0 olarak verilsin. Ve >0 i¢in A4,"f ve Ay f kesirli operatorleri r + € istel
mertebedendir.
Ispat f, r iistel merteben bir fonksiyon oldugundan, t € N, ve t > T i¢in

If ()] < Art (3.3)

olacak sekilde A > 0 ve T € N,mevcuttur.

(0,00) araliginda I'(x) > 0 ve [2,00) araliginda I'(x) monoton artan oldugundan

N—-1<v <N ve t>=v+ 2 olmak iizere herhangi bir v, N ve t igin,

B ri+1) - r+1) 3
T Tr(t4+1-v) T Ir(t+1-N)

tt—-1D..t-(N-1)) <tV (34

seklindedir.
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Bu dogrultuda, dncelikle A" f kesirli toplamin {istel mertebesini inceleyelim. € > 0 ve

t € Ny, ., belirlendigine gore,

T—

Z( ‘7()) f()+z(t U()) f&+vft—v-1+f(t—-v)

143" (©)] = o o

(3.3) esitsizliginden

t—v—2

(t— o) = G(S)) S Aptved 4 gty
z o) If (s )|+Z T ArS +vArtTVTI 4+ Ar

yazilir. (3.4) esitsizligi kullanilarak ve t—o(s) =2 (v—-1)+2=s<t—-v-—-2

oldugundan
JIOT\y, At” 1f )
< < 4 F(V) Z —v + 1)1"
yazilir.
Egerr = 1ise
T-1
£ (s)l AtV
A7F(®)] < —— |tV A
s=a
<(1+e) t € Ngyy
olur.

Diger yandan, r > 1 ise
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B SN o ANtV g g t
|Aaf(t)|<<;F(v)>tNl+r(v) T+ S ()

< )l A, v AtV
< ( riv) )tN_l (r_v(l + ;) + rw)(r- 1)rV+1>rt

olur.

Ciinkii (r + €)*, sonunda atV~1 + (B + yt"~1)r! formundan daha hizl1 biiyiir. Bundan
dolay1 A,V f, r + € iistel mertebedendir.

Simdi ise Ayf = ANA;(N_V) f kesirli farkina donelim. Ispatin ilk béliimiinden

bildigimiz tizere A;(N_V) f, 1+ e iistel mertebedendir. Oyleyse t > T, olan her

t € Nyin_y i¢in bir T, € N, y_, mevcuttur ve
20| < @+ eyt

olur.

t >T.olanhert € N, y_, icin,

s ()] = |av 8. @)

i(—l)k (’Z) 8"V +N =)
k=0

> (1)

k=0

2NFE N = k)|
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< (IZ) (r+e)ttN-k

N
k=0

= (Z (IZ) (r+ e)N‘k> (r+e)t

k=0
seklindedir. Sonug olarak Ay, f , r + € iistel mertebedendir.

Sonu¢ 3.1.1 Varsayalim ki f:N, — R, r > 1 {iste] mertebeden bir fonksiyon ve

N—1<v<N araliginda v>0 olarak \verilsin. Vse&€C\B_{(r) i¢in
La+v—N{Aavf}(S) ve La+v—N{A1c/1f}(S) yaklnsaktlr-

Ispat f,r ve v sonug ifadesinde oldugu gibi oldugunu varsayalim ve s, € C\B_, (1)

olarak secilsin ve sabit olsun. d(sO,B_l(r)) > 0 oldugu i¢in sy € C\B_;(r + €p)
olacak sekilde yeterince kiigiik bir €y > 0 vardir. Lemma 3.1.1, 4V f ve AYf kesirli
operatorleri r + €, TUstel mertebeden oldugunu soyler. (14)° den hem

Lawv-n{42Vf}(so) hemde L,,,_n{47Vf}(so) iyi tanimlanmis oldugu goriiliir.
3.2 Ayrik Kesirli Operatorlerin Laplace Doniisiimii
Bu boliimde Laplace doniistimiiniin kesirli operatdrlere uygulanmasi incelenecektir.

Teorem 3.2.1 f: N, — R, r > 1 iistel mertebeden bir fonksiyon ve N -1 <v <N

araliginda v > 0 oldugunu varsayalim. s € C\B_(7) igin,

1 v
Lanld 1) = 22 1) (35)
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ve

Lanntt e = S L (36)

esitlikleri saglanir.

Ispat f, r,vve N teoremin ifadesinde verildigi gibi olsun. f , r € (0,1) iistel
mertebeden bir fonksiyon ise f, 1. istel mertebeden bir fonksiyon oldugunu
hatirlayalim.

r = 1 olarak varsaymanin amaci r € (0,1) iistel mertebeden f fonksiyonlarini harig¢
tutmamaktir. Daha dogrusu s’ nin £,,,{4;"f} i¢in yakinsama kiimesinde oldugunda

Lemma 2.2.1 in uygulanacagini garanti etmektir.

Oncelikle (3.5) ve (3.6) arasinda olan iliskiyi ortaya ¢ikarmak icin (2.15) déniisiim

formiiliinii uygulayalim.

Gergekten de her s € C\B_4(r) i¢in,

flk+a+v—N)
(S+1)k+1

N-1
1 A
Lowy-n{47"f}(s) = mﬁaw{l\?’f}(s) + Z
k=0

1 -V
= mLa+v{Aa f3(s)

olarak aldiktan sonra A" f kesirli operatoriin sifirlar1 hesaba katilir.

Diger taraftan,

o)

Lownld3' 1)) = )

AV f(k+a+v)
(s + 1)k+1
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3 = (k+a+v—a(r))"1
- kz G+ 1)k+1 ) @

0o k+a

1
= Z(S_'_1)k+1Zf(r)hv—1((k+a)_T'+a,a—(V—l))

_i(f*hv—l(t,a—(V—l))) (k+a+1)

(s + DFH , (2.19)tanimini uygularsak

k=0

= Loma{f *hy_1(t,a— (v = 1))}(s), (2.16) ve (2.19) kullanilarak
=(s+ 1)£a{f * hv_l(t, a—(v-— 1))}(5)

= (s + 1) L{f}() La{hy-1(t a = v = 1))}(s)

_ G+ 1)v

Lalf}(s)

olur.

Diger taraftan (2.15) doniisiim formiilii uygulanirsa

1
Lawy-n{4a"f3(s) = )N Lo {457 3(s)

(s+1

DT s seBa®

(3.6) esitligi ispatlanmis olur.
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Uyan 3.2.1 Yukaridaki (3.6) esitliginde v = N oldugu zaman iyi bilinen (3.1) formiilii

elde edilir. Bu durum kesirli bir farkin Laplace doniisiimii i¢in de gegerlidir.

Teorem 3.2.2 f: N, — R, r > 1 iistel mertebeden bir fonksiyon ve N—1<v <N

araliginda v > 0 oldugunu varsayalim.

s € C\B_ (r) igin,
Loanl86F)(s) = 57 (5 + DV Lo{fH(s) - Zsm” Tf@rN-v) (37

dir.
Ispat f,r,v ve N teoremin ifadesinde verildigi gibi olsun. Biliyoruz ki (3.7) esitliginde

v = N olursa iyi bilinen (3.2) formiilii elde edilir. Diger taraftan eger N —1 <v < N
iIse 0 < N —v < 1olurve (3.2) ve (3.5) uygulanirsa

La+N V{A f}(S) - a+N V{ANA = V)f}(s)

N-1
= M Lan (8.} = ) ST A Y pa N =)
j=0
N-1
s+ DNV , N
=s (s—) Lo{f}s) = ) STa A @+ N =)
j=0

= (s + D LFYS) - ) AT I flat N = v)

j=0

ispat tamamlanir.
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Ornek 3.2.1 t € N¢,, i¢in

f@®)={t—-5E=r(m+ 1)h,(t,5)
seklinde tanimlansin.
Uyar1 2.2.1° 1 hatirlatarak s € C \T(l) icin

Lsin{f}(s) = I'(m+ 1) Lsyrihy(t,5)}(s)

s+ 1"

=F(T[+1)W

(S a8 1)3,142
54,142

~ 7,188
elde edilir.
Diger taraftan (3.6) ile

1 e—3 1 n
Loinselldsin f3(s) = %( e )

rm+1) prere)

s+1 m+e—3

m+e+1

(S + 1)2,860

~ 7,188 5o,

hesaplanir ve (3.7) uygun kuvvet kurali ile birlikte
e e 3—e (S + 1)7r N
Lom-elbun ) = 526 + D3¢ (T + D) = D s
j=0

38
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s € C\B_,(1) icin
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=I'(m+1)

(s + 1)ret3 ZZ: jB+m— e)T—etitt
— > s

sT—e+l - rm—e+j+2)
]:

m—e+3 _ _
D) <(s -:,Tl_)eﬂ B B+mn e)2(2 +mT—e)

—(3+n—e)s—sz)

(S + 1)3,423

~ 7,188 55— — 29,815 — 24,6075 — 7,188s”

bulunur. Burada s € C\ B_,(1) dir.
3.3 Kuvvet Kural ve Bilesim Kurah

Kesirli toplam ve fark operatorleri ile ilgili bircok 6zellik ve formiil gelistirilmistir.
Bunlar Laplace doniisiimii olmasa da gesitli araglar kullanilarak ispatlanan bilesim
kurallarin1 ve kesirli kuvvet kurallarin1 igerir. Ancak bu sonuglarin bazilar1 da Laplace

dontisiimii kullanilarak ispatlanabilir.
Teorem 3.3.1 v, u > 0 olarak verilsin. t € Ny, icin,

_y _ I(p+1) v
At — )t = T+1+v) (t —a)==

olur.

Ispat Lemma 3.1.1 ile beraber Uyar1 2.2.1 uygulamirsa her € > 0 igin (t — a)¥, 1 + €
iiste] mertebeden ve dolaysiyla 4;Y,(t —a)¥ ise 1+ 2¢ iistel mertebeden oldugu

sonucuna varilir. Bdylece Sonug 3.1.1 de verilen ispatlara benzer bir ispat kullanilarak

Loy {t—a)} ve Lyyu4{45%,(t —a)2} nin tim s € C\ B_;(1) i¢in yakisak

oldugu sonucuna varilir.
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Dolayistyla herhangi bir s € C\ B_;(1) i¢in, (3.5) esitligini kullanarak

1)V
La+u+v{AaIu(t a)#}(s) (s +v ) a+/.t{(t — a)=}(s)

ur(u + 1Ly u{hu (6, @)}(s), (2.18) den

(s+1)V (s+ DH
= S—VF(LH' DW

(s + DY
Su+v+1

=I'(p+1)

=I'(p+ 1)La+u+v{hu+v(t: a)}(s)

B ru+1) v
= Layu+v {m( - a)“—} (s)

olur.

Laplace doniisiimiiniin birebir olma 6zelliginden

ru+1)

u+v
—(t—a)—, teN
F(ﬂ +v4 1) ( a) at+u+v

a+u(t - )H =

dir.

Teorem 3.3.2 Varsayalim ki f: N, — R r > 1 iistel mertebeden bir fonksiyon olsun.

v,u > 0 olarak verilsin. Her t € Ng, ;. icin,
AN A () = 477FF () = 454, 43V F(®)
olur.
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Ispat Teoremin agiklamasinda oldugu gibi f,7,v ve u degerleri verilsin. Sonug 3.1.1°

den

L“”“‘V{Aa{# A;”f}’ La+u{ A;uf} ve £a+(v+u){ A;(W“)f}

her biri C\ B_,(1) iizerindedir. Dolayisiyla her s € C\ B_;(1) icin (3.5) esitligini
birden ¢ok uygulayarak

1 v
Lannltzt 821 = S5 1 (a2

y s+ 1DV (s+1)*

S LN
1v+u
- L

= £a+(v+u){ _(V-W)f} (s)

= La+u+v{ A;v_ﬂf}(s)

dir.

41



4. LAPLACE DONUSUM YONTEMI

Bu boliimde Laplace doniisiim yontemini kullanarak bir kesirli baslangic degeri

probleminin ¢ézliimiinii inceleyelim.

Teorem 4.1 f:N, — R, r > 1 iistel mertebeden bir fonksiyon ve N—1<v <N

araliginda v > 0 oldugunu varsayalim.

{ A syny(@®) = f(D), t €Ng (4.1)

Ay(a+v—N) =4, i € {0,1,..,N—1}; A, €R
kesirli baglangi¢ deger probleminin tek ¢oziimii i € {0,1,..., N — 1} igin

i

> = () ()4

a; =
p=0 k=0

olmak lizere

N-1

YO = ) ailt— N4 AZF(O, £ENaruny

i=0

seklindedir.

ispat f, r iistel mertebeden bir fonksiyon oldugu igin C\ B_;(1) iizerinde L,{f}

mevcut oldugunu biliyoruz. Yani, Laplace doniisiimiinii (4.1) diferensiyel denkleminin

her iki tarafina uygulanir ve ardindan (3.7) kullanilarak s € C \ B_;(1) igin,

La{AZHv—Ny}(S) = La{f}(s)

N-1

= 575 + DV Loy wI6) = ) SA (@ = La{f)(S)
j=0
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N-1 v—j—1
A ]

_ L{f}(s) - Agn_yy(a)
= Lopy-n{y}(s) = SV (s + DV + ]Z:(; s/ S7i(s + DN

olur. Onceki (3.6) esitliginden

Lalf}(s)

V(s + DV - Lasv-n{43"f}(s)

olarak bulunur. Sonraki toplam terimleri g6z Oniinde bulundurarak her sabit j €

{0,1,..., N —1}ig¢in,

1 B 1 (s + 1)Vt
sVi(s+ DNV (s + 1)N-J-1 sv—i g

(2.18) esitliginden

1
~ (s + N1 Lasy-j-1{hy-j-1(t, )}(s),  (2.15)ile
N—j—Zh " N.a)
—j— +a+v—N,a
= Lowr( @) - ) = G+ D
=0

= La+v—N{hv—j—1 (t, a)}(s)

olur. Burada her k € {0,..., N —j — 2} igin,

(k +v — N)Y=2
rev-j

hy_j-1(k+a+v—N,a) =

B 'k+v—-N+1)
(k=N —j=2)Irw—j)

=0

dir.
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Yukaridaki adimlari bir araya getirdigimizde s € C\ B_;(1) i¢in,

N-1
La+v—N{y}(s) = £a+v—N{Aavf}(S) + Z AZ:.{,_ij(a) La+v—N{hv—j—1(t, a)}(s)
j=0

N-1

= Lawvn] Y A @hy s (6@) + 42°F { (5)
j=0

olur.

Laplace dontistimiiniin birebir 6zelliginin uygulanmasi t € N, 4, i¢in,

y® = Y A y(@h, i1 (ta) + 477 (1)
j=0
N— AVt
“a+v-N 7\"/ Ny(a) v—j—1 —v
Z SIS (- a4 A0
N-1

arvy y(a) N
L <F(l+v—N+ 1)>(t—a)—+Aa F®

sonucuna ulagsmamizi saglar.
Diger taraftan i € {0,1,..., N — 1} igin

i i-p
Al +v N Y(a) (_1

elde edilir.
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Teorem 4.1’ in ispati Laplace donilisiim yontemi kullanilarak (4.1) kesirli baslangic

deger probleminin nasil ¢6ziildiiglinii gosterir.

Ornek 4.1:

{Ag_4 y(t) = n*t?, teN, (4.2)

y(m—4)=2, Ay(m—4)=3, A’y(n—4)=5 Aly(n—4)=7
1’inci mertebeden baglangi¢ deger problemini goz oniine alalim.

(4.1) ve (4.2) ifadelerinden

yazilir. Buna gore,

3
YO = ) gt AT ()

i=0
3

= z ottt + ACT(m*t2), 2 =t(t—1)
i=0

~ 0,303t™=% + 5,040t™=2 + 6,977t%=2 + 4,876t"=1 + 3,272t™*2

dir. Burada

seklindedir.
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5. SONUC ve ONERILER

Miihendislik ve bilimin farkli alanlarinda yaygin olarak kullanilan ayrik kesirli
hesaplamalar bir¢ok matematik¢i tarafindan ¢alisilmaktadir ve ayrica kesirli
hesaplamalarla ilgili yapilmakta olan calismalar teknolojik gelismelere de biiyiik
katkilar saglamaktadir. Bu sayede bu alanda yapilan calismalar daha c¢ok Onem

kazanmaktadir.
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