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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

ZAMFIRESCU DONUSUMUNUN BAZI GENELLESTIRMELERI

Hakan ERGUL

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1
Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi Bilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Murat OZDEMIR

Bu tezde, ¥ — ¢p-zayif Zamfirescu doniisiimii ilk olarak verilmis ve bu doniisiimiiniin
tam metrik ve kuvvetli b-metrik uzaylarda bir tek sabit noktaya sahip oldugu
gosterilmistir. Ayrica Y ve ¢ uzaklik degistiren fonksiyonlarina konvekslik sarti
eklenerek Y — ¢-zayif daraltan donisiimlerin sabit noktalarna Mann ve Ishikawa

iterasyonuyla yaklasilmistir.

2018, 50 sayfa
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dontigimii, b-metrik uzay, kuvvetli b-metrik uzay, Mann iterasyonu, Ishikawa

iterasyonu.
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MS Thesis

SOME GENERALIZATIONS OF ZAMFIRESCU MAPPING
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Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Murat OZDEMIR

In this thesis, it is for the first time introduced y — ¢-weak Zamfirescu mapping and it
is showed that ¢ — ¢-weak Zamfirescu mapping has a unique fixed point in complete
metric and complete strong b-metric spaces. Also by adding convexity condition to the
altering distance functions ¥ and ¢, it is approximated to fixed points of ¥ — ¢p-weak

contraction mapping with the Mann and Ishikawa iterations.
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SIMGELER DiZIiNi

B,(xo; 1) (X, d) metrik uzayinda x, merkezli r yarigapl agik yuvar

B, (x¢; 1) (X, d) metrik uzayinda x, merkezli r yarigaph delinmis yuvar
Dy (xo; 1) (X, d) metrik uzayinda x, merkezli r yarigaph kapali yuvar
Sa(xg; 1) (X, d) metrik uzayinda x, merkezli r yaricapl yuvar yiizeyi
d(A) (X, d) metrik uzayinda A kiimesinin ¢ap1

A kiimesinin i¢i

Reel sayilar kiimesi

+ Negatif olmayan reel sayilar kiimesi

Rasyonel sayilar kiimesi

Dogal sayilar kiimesi

6 2 6 B #B

Kompleks sayilar kiimesi

(N -1D Normlu lineer uzay

(H' (I)) I(;‘ garpim uzayl

F(f) f doniisiimiiniin sabit noktalarinin kiimesi

fx x noktasinin f doniistimii altindaki n-inci iterasyonu

f' f fonksiyonunun tiirevi

L(X,Y) Tanim kiimesi X deger kiimesi Y olan lineer doniisiimlerin kiimesi
CX,Y) Tanim kiimesi X deger kiimesi Y olan siirekli lineer doniisiimlerin

kiimesi



CIZELGELER DIiZiNi

Cizelge 2.1. ik 8 adimda Picard iterasyonunun aldig1 degerler...........ccccovvrrirverennne.

Cizelge 4.1. 0.5 ve 6 baslangi¢ degerli Picard iterasyonu

Vi



1. GIRIS

Sabit Nokta Teorisi, belirli uzaylarda verilen fonksiyonlarin hangi sartlar altinda sabit
noktaya yani f(x) = x sartin1 saglayan bir x noktasina sahip oldugu konusuna
odaklanir. Basta uygulamali matematik, miihendislik ve ekonomi olmak iizere sayisal
goriintii isleme, popiilasyon biyolojisi, oyun teorisi, internet arama motorlari gibi birgok
farkli alanda uygulamasi bulunan sabit nokta teoremleri, bu alanlarda karsilasilan
diferansiyel ve integral denklemlerin ¢oziimlerinin varlig1 ve tekligi probleminde sikca
kullanilan araglardir. Diger yandan bazi sabit nokta teoremlerinin metrik tamlig1

karakterize etmek gibi islevleri de vardir (Subrahmanyam 1975).

Sabit nokta teoremleri arasinda Banach Daralma ilkesi 6zel bir 6nemi haizdir. Esasinda
bu teorem 1922 yilinda S. Banach’in doktora tezindeki haliyle tam normlu lineer
uzaylarda ifade edilmistir. Aym yillarda F. Hausdorff tarafindan metrik uzay
kavraminin ortaya atilmasiyla ilk kez 1930°da R. Caccioppoli, bu teoremi metrik

uzaylara uygulamistir.

Daha ¢ok metrik uzaylardaki ifadesiyle bilinen Banach Daralma Ilkesi, kullanislilig1 ve
basitligi nedeniyle ¢ok¢a kullanilmis ve bir¢cok genellestirmesi yapilmistir. Edelstein
(1961), Rakotch (1962), Chu and Diaz (1965), Boyd and Wong (1969) bu teoremin ilk
genellestirmelerinden bazilaridir. Bu konuda daha fazla bilgi i¢in 149 tane daralma

sartinin karsilagtirildigi Rhoades (1977) galismasina bakilabilir.

Daralma sart1 lizerinde yapilan baz1 degisikliklerle elde edilen bu ¢alismalarin yaninda
caligtlan metrik uzay yapisi degistirilerek elde edilmis bircok genellestirme de
mevcuttur. Yarimetrik, b-metrik, kuvvetli b-metrik, fuzzy, sirali metrik uzaylar

bunlardan sadece birkagidir.

Sunulan tez bes boliimden olusmaktadir. Giris bolimiinden sonra, ikinci boliim olan

Kuramsal Temeller boliimiinde tezde kullanilan bazi tanim ve teoremlere yer



verilmigtir. Yine bu boéliimde sabit nokta kavrami ve Orneklerine yer verilmis ve
daraltan, genislemeyen ve kesin daraltan doniisiimler tanimlanmistir. Ayrica metrik
sabit nokta teorisinde sik¢a karsilasilan bazi sabit nokta teoremleri ve ispatlar

verilmistir.

Ugiincii béliimde oncelikle tezde kullanilacak olan iterasyon ydntemlerinden Picard,
Krasneselskij, Mann ve Ishikawa iterasyon yontemleri tanitilmistir. Ayrica metrik
uzaylarin bir genellestirmesi olan b-metrik ve Kkuvvetli b-metrik uzay kavramlari
verilmis, yine tezin ana konusu olan zayif daraltan doniisiim siniflar1 ve Zamfirescu

sabit nokta teoremi ifade ve ispat edilmistir.

Dordiincii bolim olan Arastirma Bulgulari bolimiintin birinci kisminda ¢ — ¢p-zayif
Zamfirescu doniisimiiniin tam metrik uzaylarda ve tam kuvvetli b-metrik uzaylarda bir
tek sabit noktasi oldugu gosterilmis, ikinci kisminda ise Y — ¢p-zayif daraltan
donligimiin verilen bazi sartlar altinda Mann ve Ishikawa iterasyonlar1 ile sabit

noktasina yaklasilmistir.

Besinci boliimde ise calismamizda elde ettigimiz sonuglara yer verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Bu boliimde c¢alismamizda kullanacagimiz bazi temel tanim, teorem ve Ornekler

verilecektir.

Tamim 2.1.1: X bos olmayan bir kiime ve d : X X X = R bir doniisiim olmak {izere her

X,y,Z € X i¢gin

i. dlx,y)=0ox=y
i. d(x,y) =d(y,x)
iii. d(x,z) <d(x,y) +d(y,z)

sartlar1 saglaniyorsa d ye X tizerinde bir metrik ve d ile birlikte X e metrik uzay denir

ve X = (X, d) ile gosterilir (Kolmogorov and Fomin 1963).

Tamm 2.1.2 : (X, d) bir metrik uzay, x, € X ve r > 0 olmak tizere

Bi(xg;r) ={x € X: d(x,xy) <r}
kiimesine x, merkezli r yarigapli agik yuvar,

Bi(xg;r) ={x €X:0<d(x,x) <r}

kiimesine x, merkezli r yarigapli delinmis yuvar,

Dy(xp;r) ={x€X: d(x,x5) <71}
kiimesine x, merkezli r yaricaph kapali yuvar ve

Sa(xo;r) ={x € X : d(x,%) =1}

kiimesine x, merkezli r yaricaph yuvar yiizeyi denir (Kreyszig 1978).



Tamm 2.1.3: (X,d) bir metrik uzay ve A € X bos olmayan bir kiime olmak tizere A

kiimesinin ¢ap1
d(A) = sup{d(x,y) : x,y € A}
seklinde tanimlanir. Sayet d(A) < o ise A kiimesine smirh kiime denir (Kreyszig

1978).

Tanmm 2.1.4: (X, d) bir metrik uzay ve A, B € X bos olmayan iki kiime olsun. A ve B

kiimeleri arasindaki uzaklik
d(A,B) = inf{d(x,y) : x € A,y € B}

olarak tanimlanir. Eger A kiimesi bir tek noktadan olusuyorsa bu x € X noktasinin B

kiimesine uzaklig1
d(x,B) = inf{d(x,y) : y € B}

seklinde tanimlanir (Kreyszig 1978).

Tamim 2.1.5: (X, d) bir metrik uzay olmak tizere A c X altkiimesi verilsin. Bir x € A
icin B;(x;r) € A olacak sekilde bir r > 0 sayis1 varsa x noktasina A kiimesinin ig
noktas1 denir. A kiimesinin tiim i¢ noktalarmin kiimesine A nin i¢i denir ve A’ ile

gosterilir (Kolmogorov and Fomin 1963).

Tamim 2.1.6: (X, d) bir metrik uzay olmak iizere A c X altkiimesi verilsin. A" = A ise

A kiimesine agik kiime denir. Tiimleyeni agik olan kiimeye de kapali kiime denir

(Kreyszig 1978).

Tanmim 2.1.7: (X, d) bir metrik uzay ve {x,,} bu uzayda bir dizi olsun. Eger her € > 0
icin n > N, oldugunda d(x,, x) < € olacak sekilde bir N, € N sayisi1 varsa {x,,} dizisi x

e yakinsak, x e de bu dizinin limiti denir ve x,, = x ile gosterilir (Kreyszig 1978).



Tamim 2.1.8: (X, d) bir metrik uzay ve {x,,} bu uzayda bir dizi olsun. Eger her € > 0
icin m,n > N, oldugunda d(x,,, x,) < € olacak sekilde bir N, € N sayis1 varsa {x,,}
dizisine Cauchy dizisi denir (Kreyszig 1978).

Tanmmm 2.1.9: (X, d) metrik uzayinda her Cauchy dizisi yine bu uzayda bir noktaya

yakinsiyorsa X uzayina tam metrik uzay denir (Kreyszig 1978).

Tamm 2.1.10: (X, d) bir metrik uzay ve {x,} bu uzayda bir dizi olsun. {n;} dizisi n, <
n, < ny < -+ olacak sekilde bir pozitif terimli dizi olmak tizere {xnk} dizisine {x,}

dizisinin bir altdizisi denir (Rudin 1976).

Tamim 2.1.11: (X, d) metrik uzayinda her dizi yakinsak bir altdiziye sahipse bu uzaya
(dizisel) kompakt metrik uzay denir (Kreyszig 1978).

Tanmm 2.1.12: (X,d) ve (Y,p) iki metrik uzay, f : X - Y bir doniisim ve x, € X

olsun. Eger her € > 0 sayis1 igin

d(x,y) < & oldugunda p(f(x),f(y)) <e

veya denk bir ifadeyle

f(Ba(xo; 8)) € By(f (x0); €)

sartin1 saglayan bir § = 6(¢,xy) > 0 sayisi varsa f doniisiimii x, noktasinda siireklidir
denir. Sayet f donilisiimii X in her noktasinda siirekli ise f doniisiimii X de stireklidir

denir.

Tamim 2.1.13: (X, d) ve (Y, p) iki metrik uzay, f : X = Y bir doniisiim olsun. Sayet X
uzayindaki x, — x olacak sekildeki her {x,} dizisi i¢in f(x,) = f(x) oluyorsa f

dontisimii dizisel siireklidir denir.



Tamim 2.1.14: V bos olmayan bir kiime ve F bir cisimolsun. +: VXV -V ve-: F X
V — V seklinde ikili islemleri tanimlansin. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa V ye F

cismi tizerinde bir vektor uzay denir.

I. (V,+) degismeli gruptur. Yani her x,y,z € V i¢in

. x+y€evV (kapalilik 6zelligi)
i x+(y+2)=(C+y)+z (birlesme 6zelligi)
. x+y=y+x (degisme ozelligi)
iv. x+60 =x (birim 6zelligi)
V. x + (—x) = 0 olacak sekilde —x € V elemani vardir. (ters eleman 6zelligi)

Il. Hera,B € F ve her x,y € V igin

a a-x€evV

b. a-(x+y)=a-x+a-y
c. (@+B) x=a-x+p-x
d. (af) - x=a-(B-x)

e. 1-x=x

Burada F =R ise V ye reel vektor uzay, F = C ise kompleks vektor uzay denir
(Kreyszig 1978).

Tamm 2.1.15: V bir vektor uzay ve A € V, bu uzaym bos olmayan bir altkiimesi olsun.
Her x,y € A ve 1 € [0,1] i¢in Ax + (1 — 1)y € A oluyorsa A kiimesine konveks kiime
denir (Kreyszig 1978).

Tamm 2.1.16: V bir F cismi iizerinde vektor uzay ve Q < V olsun. Eger her x,y € Q ve
a,f €EF igina-x+ -y € Qoluyorsa Q uzayma V vektor uzaymin altuzayidir denir
(Kreyszig 1978).

Tanim 2.1.17: V; ve V,, F cismi lizerinde iki vektor uzayi ve T:V; — V, bir doniisiim

olsun. Eger T dontlisiimii her x,y € V; ve a € K igin



Tx+y)=Tx) +T)
T(ax) = aT(x)

sartlarin1 sagliyorsa T ye lineer doniisiim (veya lineer operator) denir. Tanim kiimesi X,
deger kiimesi Y olan tiim lineer doniisiimlerin kiimesi L(X,Y) ile, siirekli lineer
dontigimlerin kiimesi ise C(X,Y) ile gosterilir. Deger kiimesi F cismi olan lineer

doniistimlere ise lineer fonksiyonel denir (Kreyszig 1978).

Tammm 2.1.18: V bir reel vektdr uzayi, M € V konveks bir kiime ve f: M — R bir
fonksiyonel olsun. Her x,y € M ve 1 € [0,1] i¢gin

fAx+ (1 =Dy) SAf () + A =Df()

sartin1 saglayan f doniistimiine konveks doniisiim denir (Reed and Simon 1980).

Teorem 2.1.19: I € R bos olmayan bir aralik ve f: I — R konveks bir fonksiyon olsun.

O halde f fonksiyonu I° kiimesinde siireklidir (Papadopoulos 2005).

Tamim 2.1.20: N, bir F cismi tizerinde vektor uzay ve ||-|| : N — R bir fonksiyon olsun.

|lx]|, fonksiyonun x noktasindaki degerini gostermek tizere her x,y € N igin

i [xl=0ex=6
ii. |la-x|l =lalllxll, (a€F)
iii. llx + yll < llxll + llyll

sartlarin1 saglayan ||-|| fonksiyonuna N iizerinde bir norm ve (N, ||-||) ikilisine de

normlu uzay denir (Kreyszig 1978).

Tamm 2.1.21: (Ny, |I-||1), (N2, |I-1l2) iki normlu uzay ve T: N; = N, bir lineer doniistim

olsun. Her v € N; i¢in

ITvll, < Mllv]l,



olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa T ye smirl lineer doniisiim denir (Reed and
Simon 1980).

Tamim 2.1.22: (N, ||-||) bir normlu uzay ve {x,,} bu uzayda bir dizi olsun. Eger
lim |[x, — x| =0
n—-0o

olacak sekilde bir x € X varsa {x,} dizisi x ¢ yakinsaktir denir ve x,, = x ile gosterilir
(Kreyszig 1978).

(N, |I[) normlu uzay1 olmak iizere ||x — y|| = d(x,y) olarak tanimlanirsa bu durumda

N bir metrik uzay olur. Buradaki d metrigine norm metrigi denir.

Tammm 2.1.23: (N, ||])) normlu uzay d(x,y) = ||lx — y|| seklinde tanimlanan norm

metrigine gore tam ise N uzayina Banach uzay1 denir.

Tamim 2.1.24: H bir reel vektor uzay ve (-,-) : H X H = R bir fonksiyon olsun. Her

X,v,Z € Hve her a € F igin

i (x,y) = (y,x)
ii. (x,x)=0x=0
iii. (x,x) =0

iv. {ax,y) = a(x,y)
V. {x,y +z) =(x,y) + (x,2)

sartlarini saglayan (:,-) fonksiyonuna H tizerinde bir i¢ ¢arpim ve (H, (-,-)) ikilisine de ig

carpim uzayi denir (Kreyszig 1978).

Tanmm 2.1.25: H bir i¢ ¢arpim uzay1 olmak iizere d(x,y) = /{x —y,x — y) seklinde

tanimlanirsa d donilisimii bir metriktir. Eger H bu metrige gore tam ise H uzayimna

Hilbert uzay1 denir (Kreyszig 1978).



2.2. Sabit Nokta Kavramm

Tanim 2.2.1: X bos olmayan bir kiime ve f : X — X bir doniisim olsun. Sayet f(x) =
x olacak sekilde bir x € X noktasi varsa bu noktaya f doniisiimiiniin sabit noktasi denir.

f nin sabit noktalarmin kiimesi F (f) ile gosterilir.
Asagida baz1 doniistimlerin sabit noktalarina ait 6rnekler verilmistir.

Ornek 2.2.2: 1) f : [0,1] - [0,1], f(x) = x? déniisiimii icin F(f) = {0, 1} dir.

2) X bos olmayan herhangi bir kiime olmak tizere f : X = X Ozdes doniisimii igin
F(f) = X tir.

3)f:(01] - (0,1], f(x) = g doniisiimiiniin sabit noktas1 yoktur, yani F(f) = @ dir.

4) f:R - R, f(x) = arctan x — % + x doniistimiiniin higbir sabit noktas: yoktur.

5 fQ-Q f(x) = g + % doniisiimii de sabit noktasi olmayan bir dontistiimdiir.

Tanmm 2.2.3: (X, d) bir metrik uzay ve f : X = X bir doniisim olsun. Keyfi bir x € X
icin fO(x) = x ve f™1(x) = f(f™(x)) olarak tamimlanan f™(x) €, x noktasinin f

doniisiimii altindaki n-inci iterasyonu denir.

Herhangi bir x, € X igin

Xn = f(xn—l) = fn(xO)ﬂ n= 1,2,

seklinde elde ettigimiz {x,} dizisine x, baslangi¢c degerli ardisik yaklasimlar dizisi
denir. Bu dizi ayn1 zamanda x, noktasinda baslayan Picard iterasyonu olarak da
adlandirilir (Berinde 2007).

Ornek 2.2.4: f:[0,1] —» [0,1] doniisimii f(x) = x?> olarak tanimlansin. Bu
fonksiyonun x, = 0,99 baslangig degerli Picard iterasyon dizisinin ilk 8 terimi

asagidaki gibidir:
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Cizelge 2.1. Ik 8 adimda Picard iterasyonunun aldig1 degerler

Picard iterasyonu

xo_ | 0,99
x, | 0,9801

x, | 0,96059601

xs | 0,92274469442792

x, | 0,851457771094875
xs | 0,724980335957853
xe | 0,525596487525562
x, | 0,276251667699208
xg | 0,0763149839065936

Bundan sonra f dontistimiiniin x deki degerini f (x) yerine fx sembolii ile gosterecegiz.

Tanim 2.2.5: ¢ : [0, 00) — [0, c0) fonksiyonu

I. Sirekli ve azalmayan,

i. W) =0et=0

sartlarin1 sagliyorsa bu fonksiyona uzaklik degistiren fonksiyon (altering distance
function) denir (Khan, Swaleh and Sessa 1984).

Tamim 2.2.6: (X, d) bir metrik uzay, f : X — X bir fonksiyon ve f™ bu fonksiyonun n-

inci iterasyonu olmak {izere bir x, € X i¢in
lim d(f™1xo, f"xp) = 0

oluyorsa f fonksiyonu x, noktasinda asimptotik regiilerdir denir. Eger f fonksiyonu her

x € X i¢in bu sart1 sagliyorsa f fonksiyonu asimptotik regiilerdir denir (Browder and
Petryshyn 1966).

Tamim 2.2.7: (X, d) bir metrik uzay, f : X — X bir déniisiim ve @ = 0 olmak tizere

d(fx,fy) <ad(x,y)
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sartin1 saglayan f donlisiimiine Lipschitzian doniisiim ve bu sart1 saglayan en kiiciik o

sayisina da Lipschitz sabiti denir (Ansari 2010).

Tanmm 2.2.8: (X,d) bir metrik uzay ve f : X - X donistimii Lipschitz sabiti o < 1

olan bir Lipscihtzian doniisiim yani @ € [0,1) olmak tizere

d(fx,fy) <ad(xy)

sartin1 saglayan bir doniisiim olsun. Bu doniisiime daraltan veya biiziilme doniisiimii

denir (Ansari 2010).

Ornek 2.2.9: f : [0,1] - [0, 1] fonksiyonu fx = Z?x seklinde tanimlansin. f fonksiyonu

daraltan bir doniisiimdiir. Gergekten

2x 2y

2
— = |l—— 2| < = —
|fx — fyl 373 _3Ix yl

oldugundan a = g icin f bir daraltan dontistimdiir.

Onerme 2.2.10: f : [a,b] — [a, b] tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. f nin daraltan
doniisiim olmasi igin gerek ve yeter sart her x € (a, b) igin |f'(x)| < a olacak sekilde

bir « < 1 sayisinin olmasidir (Ansari 2010).

Ispat: f bir daraltan doniisiim olsun. O halde her x,y € [a, b] i¢in

If() = fOII < alx—yl

olacak sekilde bir @ < 1 vardir. Buradan her x, x + h € [a, b] i¢in

lf(x+h) = f)] < alhl

olup h # 0 igin

fx+h) - fx)
h

<a«a
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olur. Boylece

<«

fx+h) - fx)
h

f'() = lim
elde edilir.

Tersine her x € (a,b) igin |f'(x)| < a olacak sekilde bir @ <1 oldugunu kabul

edelim. Ortalama Deger Teoremi’ nden x # y sartin1 saglayan her x,y € [a, b] i¢in

fO -

f(e) = x—y

olacak sekilde bir ¢ € (a, b) vardir. Ayrica |f'(x)| < a oldugu i¢in

‘f(xi:i(Y) = 1f'(©)] < a

yani

If() —fOIl < alx—yl

olup buradan f nin daraltan oldugu gortiliir.

Ornek 2.2.11: f : [0,1] = [0,1], fx = % doniisiimii verilsin. Her x € [0,1] igin

olup f doniisiimii Lipschitz sabiti @ = % olan bir daraltan dontistimdiir.

Ornek 2.2.12: f : R - R déniisiimiinii fx = cos x seklinde tanmimlayalim. Bu doniisiim
daraltan donistim degildir. Yani |cosx — cosy| < a |x — y| olacak sekilde bir a €
(0,1) bulamay1z. Gergekten bu sekilde bir « sayisi olsaydi x # y olacak sekildeki her
x,y € Rigin
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‘cosx—cosy
xX=Yy

ifadesinde y — x igin limit alinirsa
|sinx| < «
elde edilir. Buda x = g degeri i¢in yanlis olur.

Tanmim 2.2.13: (X,d) bir metrik uzay ve f : X - X bir doniisim olsun. Birbirinden
farkli her x, y € X i¢in

d(fx, fy) <d(x,y)

sartin1 saglayan f doniisiimiine kesin daraltan (contractive, strict contraction, shrinking)
dontisiim denir (Edelstein 1962).

Ornek 2.2.14: f :[1,0) — [1,0) doniisimii fx = x +i seklinde tanimlansin. Bu

fonksiyon kesin daraltandir. Gergekten birbirinden farkli her x,y € [1, ) i¢in 1 — % €

(0,1) oldugundan

1 1
Fr—fyl=|et =y
1 1

:P‘y+;—;
Slx—yl|1—l

Xy

<|x—yl

olur. Ustelik f nin higbir sabit noktas1 yoktur.

Tamim 2.2.15: (X, d) bir metrik uzay, f : X - X bir doniisiim olsun. Her x,y € X igin

d(fx, fy) <d(x,y)
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sartin1 saglayan f doniisiimiine genislemeyen (nonexpansive) doniisiim denir (Edelstein

1964).

Ornek 2.2.16: f:X - X, fx =x + 1 seklinde verilen f déniisiimii, sabit noktas

olmayan ve genislemeyen bir doniistimdiir.

Not: Yukarida tanimladigimiz bazi doniisiim siniflar1 arasindaki iliskiyi soyle

gosterebiliriz:

kesin daraltan = daraltan = genislemeyen = Lipschitzian
2.3. Sabit Nokta Teoremleri
Bu baslik altinda dncelikle Banach Daralma ilkesi, Kannan ve Chatterjea sabit nokta
teoremleri ve diger bazi sabit nokta teoremlerine yer verilecektir.

Teorem 2.3.1: f : [a, b] = [a, b] siirekli fonksiyonu en az bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat: f(a),f(b) € [a,b] oldugu igin f(a) = a ve f(b) < b dir. Dolayisiyla f(a) —
a=>0 ve f(b)—b <0 dir. Diger yandan g(x) = f(x) — x seklinde bir fonksiyon
tanimlayalim. Bu g fonksiyonu da [a, b] araliginda siireklidir ve g(b) < 0 < g(a) dir.
Ara Deger Teoremi geregi bir ¢ € (a, b) vardir dyle ki g(c) = 0 dir. Buradan

9()=f()—c=0
olup f(c) = c dir.
Teorem 2.3.2 (Banach Daralma ilkesi): (X,d) bir tam metrik uzay olmak iizere f :

X — X daraltan doniisimiiniin bir tek sabit noktasi vardir ve her x € X i¢in {f"x}

iterasyon dizisi bu doniisiimiiniin sabit noktasina yakinsar (Banach 1922).
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Ispat: f doniisiimii i¢in daralma sabiti « € [0,1) olsun. Keyfi bir x € X eleman1 i¢in
{f™x} iterasyon dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Oncelikle n = 0,1,2, ...

icin
d(f™x, f1x0) < @ d(f* ', fx) < -+ < @™ d(x, fx)
elde edilir. Buradan m > n igin

d(f™x, fx) < d(f™x, f**%) + d(f"x, f12x) + o+ d(F 7, M)
<a™d(x, fx)+a™d(x, fx)+ -+ a™rd(x, fx)
<atd(,fx)[1+a+a®+ -4+ am "]

an

<

d(x, fx)

1—«a

olup m,n — oo i¢in limit alinirsa d(f™x, f™x) — 0 elde edilir. Bu bize {f™x} dizisinin
Cauchy dizisi oldugunu gosterir. Ayrica X metrik uzayi tam oldugu i¢in bu dizi x, € X

gibi bir noktaya yakinsar. f doniisiimii siirekli oldugu i¢in
xo = lim f™*ix = f | lim f7x| = fxq
n—oo n—-oo

olur. Boylece x, noktasi, f doniistimiiniin sabit noktasidir.

Simdi sabit noktanin tekligini gosterelim. Kabul edelim ki x, ve x, f donilisiimiiniin iki

farkli sabit noktasi olsun. Buradan
d(xO’f) = d(fxOlf f) <a d(xOlf)

esitsizligini elde edilir. Bu esitsizlikte d(x,, X¥) # 0 olmas1 halinde 1 < a ¢eliskisi elde

edilir. Demekki d(x,, X) = 0 olmalidir. Yani x, = X olup sabit nokta tektir.

Not: i. Tam olmayan bir metrik uzayda bir daraltan doniisiimiin sabit noktasi

olmayabilir. Ornegin f : (O, g) - (O, g) fonksiyonu fx = x? seklinde tanimlansm. Bu
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fonksiyon a =§ icin daraltan bir doniisiimdiir. Fakat sabit noktas1 olabilecek 0 ve 1

elemanlari (0, g) kiimesinde olmadigindan sabit noktas1 yoktur.

Ii. Tam metrik uzayda, daraltan olmayan bir doniisiimiin sabit noktasi olmayabilir.
Ormegin £:[0,2] - [0,2] déniisiimii

;, x € [0,1)
fx=

[1

k}, X € (1,2]

seklinde verilsin. f doniisiimii daraltan bir doniisiim degildir ve sabit noktas1 da yoktur.

Onerme 2.3.3: (X,d) bir tam metrik uzay olmak iizere f:X — X daraltan
dontligiimiiniin daralma sabiti a ise f™ donisimii de daraltan donisiimdiir ve daralma

sabiti a™ dir. Dahasi f doniigtimiiniin sabit noktasi f™ doniisiimiiniin de sabit noktasidir.

Dolayistyla F(f) < F(f™) dir (Berinde 2007).

Not: i. Daraltan doniisiimler, siirekli doniisiimlerdir. Bu nedenle siirekli olmayan bir

doniisiim, daraltan da olamaz.
ii. f doniisimii daraltan ise f™ de daraltandir, fakat tersi her zaman dogru olmayabilir.

Ornek 2.3.4: f : R - R déniisiimii

1, x€EQ
fx_%, X €Q

seklinde tanimlansin. Bu doniisiim siirekli degildir dolayisiyla daraltan da degildir.

Fakat f?x = 1 olup sabit fonksiyon oldugundan f? doniisiimii daraltandur.
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Onerme 2.3.5: (X,d) tam metrik uzay ve f : X — X bir doniisiim ve bir n € N icin f™

bir daraltan doniisiim ise f donisiimiiniin bir tek sabit noktast vardir (Chu and Diaz

1965).

Ispat: Banach Daralma ilkesi geregi f™ doniisiimiiniin bir tek sabit noktas1 vardir. Bu

sabit noktaya a diyelim. Buradan

fa=f(f"a) = f"(fa)

olup fa da f™ doniisiimiiniin bir sabit noktasi olur. f™ donilisiimiiniin sabit noktas1 tek
oldugu i¢in fa =a olup a noktasi f doniisiminiin bir sabit noktasi olur. f
doniistimiiniin sabit noktasi ayni zamanda f™ doniisimiiniin de sabit noktasi

oldugundan f doniisiimiiniin sabit noktasinin tekligi asikardir.

Teorem 2.3.6: (X,d) kompakt metrik uzay ve f : X - X kesin daraltan bir doniisiim
olsun. f dontsiimiiniin bir tek sabit noktasi vardir ve keyfi bir x noktas1 i¢in {f™x}

iterasyon dizisi bu doniisiimiin sabit noktasina yakinsar (Edelstein 1962).

Ispat: ¥ : X - R, doniisiimii

P(x) = d(x, fx)

seklinde tanimlansin. ¥ donilisiimii kompakt kiimede siirekli bir donilisiim oldugundan
bu kiimede minimum degerini alir. Diyelim ki x, € X noktasinda minimum degerini

alsi. Ayrica kabul edelim ki fx, # x, dir. Buradan

Y(fxo) = d(fxo, f2x0) < d(xg, fX0) = P(x0)

olup ¥(fxy) < Y(xy) elde edilir. Bu ise Y doniisimiiniin x, noktasinda minimum
degerini almasiyla celisir. Demekki fx, = xy olmalidir yani x, noktas1 f doniistimiiniin

sabit noktasidir.

Simdi sabit noktanin tekligini gosterelim. Kabul edelim ki x ve y noktalar1 f

dontisiimiiniin iki farkli sabit noktasidir. Bu durumda
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d(x,y) = d(fx, fy) <d(x,y)

celiskisi elde edilir. O halde kabuliimiiz yanlis olup f doniisiimiiniin sabit noktasi tektir.

Ornek 2.3.7: f : [0,1] = [0,1] déniisiimii fx = ﬁ seklinde tanimlansin. Birbirinden

farkli her x, y € [0,1] igin

d(fx, fy) = |fx = fyl

1
==Y e naey
<|x -yl
=d(x,y)

oldugundan f kesin daraltan bir doniisiimdiir. Ayrica [0,1] kiimesi kompakt oldugundan

Teorem 2.3.6 geregince bir tek sabit noktasi vardir ve bu sabit nokta % dir.

Teorem 2.3.8: (X,d) bir tam metrik uzay ve f : X - X bir doniisiim olsun. Eger f
déniisiimii bir a € [0, %) icin

d(fx, fy) < ald(x, fx) +d(y, fy)]
sartim1 sagliyorsa f doniisiimiiniin bir tek sabit noktasi vardir. Ustelik her x € X icin

{f™x} iterasyon dizisi bu fonksiyonun sabit noktasina yakinsar (Kannan 1969).

Ispat: Oncelikle keyfi bir x, € X elemam i¢in x,, = f™x, = fx,_, iterasyon dizisinin

bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Buna gore n = 0,1,2, ... i¢in

d(xn'xn+1) = d(fxn—lf fxn)
<a [d(xn—lf fxn—l) + d(xn' fxn)]
<a [d(xn_1, xn) + d(xn’xn+1)]

elde edilir. Buradan 1 := ﬁ denirse
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d(x‘m xn+1) < Ad(xn—li xn)

d(xn’ xn+1) < Azd(xn—Z' xn—l)

d(xp, Xne1) < A"d(X0, %1)
olur. Boylece m,n € Nvem > n i¢in

d(xn: xm) < d(xnr xn+1) + d(xn+1' xn+2) + ot d(xm—li xm)

S [)\Tl + )\n+1 + e + }{m_l]d(xO,xl)

1— gmn

= Anﬂd(xo,xl)
n

S 1 _ Ad(x01x1)

ifadesi bulunur. Burada A € [0, 1) oldugundan n — oo igin limit alinirsa d (x,, x,,) = 0
olup {x,} iterasyon dizisi Cauchy dizisi olur. Dolayisiyla X tam oldugu igin x,, = p

olacak sekilde bir p € X eleman1 vardir. Buradan hareketle

d(xp, fp) = d(fxp-1, fP) < ald(xp_1, fXn_1) + d(p, fP)]

ifadesinde n — oo i¢in limit alinirsa

d(p, fr) < al0+d(p, fpr)] < ad(p, fP)

elde edilir. Sonug¢ olarak d(p,fp) =0 yani fp =p oldugundan p noktasinin, f

doniisiimiiniin bir sabit noktas1 oldugu goriiliir.

Simdi sabit noktanin tekligini gosterelim. Kabul edelim ki p ve x*, f doniisiimiiniin

farkli sabit noktalaridir. O halde

d(p,x") = d(fp, fx")
< ald(p, fp) +d(x", fx)]
<0

olur ki bu p = x* olmasin1 gerektirir. Bu sonug¢ bastaki kabuliimiizle ¢elistigi i¢in sabit

nokta tektir.
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Not: Kannan doniisiimii siirekli olmak zorunda degildir ve Banach sabit nokta

teoreminin bir genellestirmesi de degildir.
Ornek 2.3.9: f : [0,1] - [0, 1] fonksiyonu

elo 1)
) x ) 2

5 *<]

seklinde verilsin. f fonksiyonu siireksizdir dolayisiyla daraltan doniisiim degildir fakat

fx=

Ul R DR

Kannan doniisiimiidiir. Bir tek sabit noktasi vardir ve sabit noktast 0 dir.

Ornek 2.3.10: f : [0, 1] - [0, 1] fonksiyonu fx = g olarak tanimlansin. f fonksiyonu

daraltan doniisiimdiir fakat Kannan dontistimii degildir.

Teorem 2.3.11: (X, d) bir tam metrik uzay ve f : X - X bir dontisiim olsun. Eger f

d6niisiimii bir a € [0, %) icin

d(fx, fy) < ald(x, fy) + d(y, fx)]

sartim1 sagliyorsa f doniisiimiiniin bir tek sabit noktasi vardir. Ustelik her x € X icin

{f"x} iterasyon dizisi bu fonksiyonun sabit noktasina yakinsar (Chatterjea 1972).

Ispat: x, € X keyfi bir nokta olmak iizere x,, = f"x, = fx,,_, iterasyon dizisinin bir

Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. n = 0,1,2, ... i¢in

d(xn, Xn41) = d(fxn_1, fX3)
< a[d(xn-1, f2) + d(xn, fX-1)]
< a [d(xXp-1, Xn11) + d(xp, xn)]
< ad(xp_1,Xp4+1)

< aZ d(xn—Z’ xn)
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< a™ d(xg, x;)
elde edilir. Boylece m,n € N ve m > n igin

d(xn: xm) < d(xnr xn+1) + d(xn+1' xn+2) + ot d(xm—li xm)

< [a™ 4+ o™ + -+ a™ ] d(x, x3)
n
<

1 —a d(x01x2)

ifadesi bulunur. Burada a € [0, 1) oldugundan n — oo igin limit alinirsa d(x,,, x,,) = 0
olup {x,} bir Cauchy dizisidir. Dolayisiyla X tam oldugu i¢in x,, = p olacak sekilde bir

p € X elemani vardir. Buradan hareketle

d(xn, fr) = d(fxn_1, fD)
< ald(xp-_1, fD) + d(p, fxn-1)]
< ald(xp-1, fP) + d(p, )]

ifadesinde n — oo i¢in limit alinirsa

d(, fp) < ald(p, fr) + d(p,p)] < ad(p, fp)

elde edilir. Sonu¢ olarak d(p,fp) =0 yani fp =p oldugundan p noktasinin, f

doniisiimiiniin bir sabit noktas1 oldugu goriiliir.

Simdi sabit noktanin tekligini gosterelim. Kabul edelim ki p ve x*, f doniisiimiiniin

farkli sabit noktalaridir. O halde

d(p,x™) = d(fp, fx")
< ald(p, fx") +d(x", fp)]
< ald(p,x”) +d(x",p)]
< 2ad(p,x")

olur ki bu p = x" olmasmi gerektirir. Aksi halde « 2% olur. Bu sonug¢ bastaki

kabuliimiizle ¢elistigi i¢in sabit nokta tektir.
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Not: Chatterjea doniisiimii, siirekli olmak zorunda degildir ve Banach sabit nokta

teoreminden ve Kannan doniisiimiinden bagimsizdir.

Ornek 2.3.12: f: R - R fonksiyonu fx = —g olarak tanimlansin. f fonksiyonu

Kannan dontistimii olup Chatterjea doniisiimii degildir.

Ornek 2.3.13: f : [0,1] - [0, 1] fonksiyonu

olarak tanimlansin. f fonksiyonu Chatterjea doniistimii olup Kannan doniistimi

degildir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde b-metrik uzaylar, zayif daraltanlik, ) — ¢p —zayif daraltanlik, Zamfirescu

doniisiimii ve bazi iterasyon yontemleri ile ilgili temel bilgiler verilecektir.

3.1. iterasyon Yontemleri

Bir doniigsiimiin sabit noktasini veya noktalarini bulurken gesitli iterasyon metotlari
kullanilir. Bunlardan bazilari, Picard iterasyonu, Krasnoselskij iterasyonu, Mann

iterasyonu, Ishikawa iterasyonudur.

Picard Iterasyonu: (X,d) bir metrik uzay ve f : X — X bir doniisiim olmak iizere

Picard iterasyonu,

{xOEX

Xnt1 = fXn, NEN

seklinde tanimlanir (Picard 1890). Picard iterasyonu literatiirde ardisik yaklasikliklar

dizisi olarak da adlandirilir.

Daraltan doniisiimlerin sabit noktalarina tam metrik uzaylarda yaklagmak i¢in kullanilan
iterasyon yontemlerinden biri de Picard iterasyonudur. Ancak daraltan doniisiim yerine

bagska bir doniisiim sinifi alindiginda, o doniisiimiin sabit noktasina yakinsamayabilir.

Ornek 3.1.1: f:[0,1] - [0,1] doniisimii fx =1 —x biciminde tanimlansin. f

doniistimiiniin bir tek sabit noktast vardir ve bu da > noktasidir. Picard iterasyonu i¢in

baslangi¢ degeri olarak x, # % alindiginda Picard iterasyon dizisi

{x,} = {x0, 1 — x9, %0, 1 — x¢, ... }
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seklinde olup yakinsak bir dizi degildir. Dolayisiyla bu doniigiimiin sabit noktasina
Picard iterasyonuyla yaklagsamayacagimiz igin baska iterasyon yontemlerini géz oniine

almamiz gereKir.

Krasnoselskij Iterasyonu: (N, ||-]|) reel normlu uzay ve f : N — N bir déniisiim olsun.

A € (0,1) ve x, € N keyfi bir nokta olmak tizere Krasnoselskij iterasyonu,
Xpe1 = (1 —Dx, + Afx,, n€N

seklinde tanimlanir. Krasnoselskij iterasyonu, ilk olarak A = % icin Krasnoselskij (1955)

tarafindan ortaya atilmis, yukarida verdigimiz sekline ise Schaefer (1957)

genellestirmistir.

Mann Iterasyonu: (N, ||-]|) reel normlu uzay, K © N bos olmayan konveks bir kiime

ve f : N - N bir doniisiim olsun. x, € N keyfi bir nokta olmak iizere Mann iterasyonu,
Xny1 = (L —ap)xn, + anfxy, n€N

seklinde tanimlanir ve M (x,, a,, f) ile gosterilir. Burada {a,} dizisi [0,1] araligindadir
(Mann 1953).

Mann iterasyonu a, = A seklinde sabit dizi olarak alindiginda Krasnoselskij

iterasyonuna indirgenir.

Ishikawa Iterasyonu: (N, ||-||) reel normlu uzay, K € N bos olmayan konveks bir
kiime ve f : N = N bir doniisiim olsun. x, € N keyfi bir nokta olmak {izere Ishikawa

iterasyonu,

{xn+1 = (1 - an)xn + anfyn
Yn = (1 - bn)xn + bnfxn' neN

seklinde tanimlanir ve I(xg, a,, by, f) ile gosterilir. Burada {a,} ve {b,} dizileri [0,1]
araligindadir (Ishikawa 1974).
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Ishikawa iterasyonu, b,, = 0 seklinde sabit dizi olarak alindiginda Mann iterasyonuna

indirgenir.

3.2. b-metrik Uzay Kavram ve Genel Ozellikleri

b-metrik kavrami, 1993 yilinda Czerwik tarafindan Banach Daralma Ilkesi’ nin metrik
uzaylardan daha genel uzaylara tasinmasi amaciyla ortaya atilmistir. Esasinda ti¢gen
esitsizligi tizerinde yapilan degisiklik ile daha genel bir uzaklik fonksiyonu elde
edilmistir. Optimal tasima gilizergdh1 (Xia 2009), SAR (sentetik aralikli radar)
goriintiilerinden buz kiitleleri analizi (McConnell, Kwok, Curlander, Kober and Pang
1991) ve ticari marka amblemleri (Cortelazzo, Mian, Vezzi and Zamperoni 1994) gibi

bir¢ok farkli alanda uygulamasi vardir.

Tamm 3.2.1: X bos olmayan bir kiilme ve s = 1 bir reel say1 olsun. p : X X X - R,

fonksiyonu her x, y, z € X i¢in asagidaki sartlar1 saglasin.

i pr,y)=0ex=y
i p(x,y) =p,x)
iii. p(x,2) < s [p(x,y) + p(y,2)]

Bu durumda p fonksiyonuna b-metrik (bazi kaynaklarda metric-type veya quasi-
distance) denir. Bu fonksiyonla birlikte X e b-metrik uzay denir ve (X, p, s) ile gosterilir
(Macias and Segovia 1979), (Bakhtin 1989), (Czerwik 1993).

Not: i. b-metrik uzay, metrik uzaym bir genellestirmesidir. Ger¢ekten s = 1 alinirsa iii.

sart1 p(x, z) < p(x,y) + p(y, z) sartina doniisiir. Fakat tersi her zaman dogru degildir.
ii. b-metrik uzaylarda dizilerin limiti tektir.

iii. b-metrik fonksiyonu her zaman siirekli degildir. Dolayisiyla {q,} dizisi q sayisina

yakinsamak lizere
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lim d(p, q,) = d(p, q)
olmasi durumu s # 1 igin genelde dogru olmaz.
Ornek 3.22: p:[0,6] x[0,6] > R, fonksiyonu p(x,y) =|x—y|?> seklinde
tanimlansin. Metrik ve aynm1 zamanda b-metrik sartlarindan i ve ii saglanir. Fakat

metrigin iii sarti x = 2,y = 4 ve z = 6 i¢in saglanmadigindan p fonksiyonu bir metrik

degildir. Diger yandan

Ix —zI* < (Ix =yl + ly — z])?

=lx—yPP+ly—zP+2|x—ylly — 7|
olup 2 |x—y| |y —z| <|x—y|* + |y — z|? oldugundan
Ix =z <2(x—yl*+ |y —z?)
yani
p(x,2) <2 (p(x,y) + p(y,2))

elde edilir. O halde s = 2 i¢in b-metrigin iii sart1 saglanir.

Ornek 3.2.3: X = {0,1,%, ...,%, ... } kiimesi tizerinde

0, X=7y
5.7) 1, x #y €{0,1}
pPX,y) = 1, _
lx — |, xqtyE{O}U{g-n—l,Z,...}
k 4, aksi halde.

seklinde tanimlanan uzaklik fonksiyonu, s = g icin bir b-metriktir fakat stirekli degildir.

Gergekten

I @ 1>—r |1|—o
im p (0, = lim |- =

n—-oo Z‘n n—oo
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olup {%} dizisi 0 sayisina yakinsar. Diger yandan 1 sayisina yakinsadigina bildigimiz
{1} sabit dizisini alalim. Buradan

1
li (1—) =4#1= ,
im p n * p(1,0)

n—-oo

elde edilir. Bu bize p fonksiyonunun siirekli olmadigini gosterir (Van An, Tuyen and
Van Dung 2015).

b-metrik uzaylarda verilen bir¢cok sabit nokta teoreminde b-metrik doniisiimiiniin
stirekli olmasina ihtiyag duyulmaktadir. Bu nedenle b-metrigin her zaman siirekli
olmamasi durumunu ortadan kaldirmak i¢in 2014 yilinda Kirk ve Shahzad kuvvetli b-

metrik kavramini ortaya atmistir.

Tamm 3.2.4: X bos olmayan bir kilme ve s = 1 bir reel say1 olsun. p : X X X - R,

fonksiyonu her x, y, z € X i¢in asagidaki sartlar1 saglasin:

i. plx,y)=0ox=y
. plx,y) =py,x)
ii. p(x,z) <p(x,y) +sp(y,2)

Bu durumda p fonksiyonuna kuvvetli b-metrik veya sb-metrik denir. Bu fonksiyonla
birlikte X kiimesine kuvvetli b-metrik uzay veya sb-metrik uzay denir (Kirk and
Shahzad 2014).

Not: i. Her kuvvetli metrik ayn1 zamanda b-metriktir. Gergekten kuvvetli metrigin ii ve

iii sart1 geregi
p(x,z) < p(x,y) +sp(y,z)
ve

p(z,x) < p(z,y) +sp(y,x)
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olup

1
p(x,2) < %(p(x, v) +p(,2))

elde edilir. Burada % > 1 oldugundan p ayni1 zamanda bir b-metrik olur.

ii. Kuvvetli metrik dontisimii siireklidir. {x,} ve {y,} sirasiyla x ve y sayilarina

yakinsayan iki dizi olsun. d bir kuvvetli metrik dontisiimii olmak tizere

d(x,y) < d(x,y,) + sd(Vn,y)
< sd(x, xn) + d(xp, Yn) + AV, y)

olup
d(x,y) — d(xn, ¥n) < sd(x,x,) + sd(Vn, y)

elde edilir. Benzer olarak

d(Xn Yn) < d(xp, ) + 5d (Y, yn)
< sd(xp,x) +d(x,y) +sd(y, v,)

ifadesinden
d(x,y) = d(xn, yn) < sd(x,xp) + sd(Yn, ¥)
bulunur. Dolayistyla
|d(x, ) — d(xp, )| < sd(x, %) + 5d (¥, ¥)
esitsizligi elde edilir. Bu ifadede n — oo i¢in limit alinirsa
lim d(xn, yn) = d(x,y)

bulunur. Bu bize d doniisiimiiniin (dizisel) stirekli oldugunu gosterir.
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b-metrik ve kuvvetli metrik uzaylarda yakinsaklik, Cauchy dizisi ve tamlik kavramlari

asagidaki sekilde tanimlanir.

Tamim 3.2.5: (X, p, s) bir b-metrik(veya kuvvetli metrik) uzay ve {x,,} , {v,} bu uzayda
keyfi iki dizi olsun.

a) n — oo iken p(x,,x) = 0 olacak sekilde bir x € X varsa {x,} dizisine b-yakinsak
dizi denir.

b) m,n — oo iken p(x,,, x,,) = 0 ise {x,} dizisine b-Cauchy dizisi denir.

c) (X,p,s) b-metrik uzayinda her b-Cauchy dizisi, b-yakinsak ise bu uzay tamdir
(Khamsi ve Hussain 2010).

3.3. Zayif Daraltan ve Y — ¢p —Zayif Daraltan Doniisiimler

Rhoades (2001), bir uzaklik degistiren fonksiyon yardimiyla daraltan doniisiim

simifindan daha genel olan bir doniisiim sinifin1 asagidaki sekilde tanimlamstir.

Teorem 3.3.1: (X,d) tam metrik uzay, f:X — X bir donlisim ve ¢ bir uzaklik

degistiren fonksiyon olmak iizere her x,y € X i¢in

d(fx, fy) < d(x,y) — ¢(d(x,y))

sartin1 saglayan f doniisiimiine zayif daraltan doniisiim denir. Tam metrik uzayda bir
tek sabit noktas1 vardir (Rhoades 2001).

Not: Teorem 3.3.1°de k € (0,1) olmak iizere ¢(t) = kt alinirsa Banach Daralma ilkesi
(Teorem 2.3.2) elde edilir.

2008 yilinda Dutta ve Choudhury, Rhoades (2001)’ in vermis oldugu zayif daraltan

dontisiimden daha genel olan ¢ — ¢ —zayif daraltan doniisiim tanimini1 vermistir.

Teorem 3.3.2: (X,d) tam metrik uzay, f : X = X bir doniisim ve ¢ ve 1 uzaklik

degistiren fonksiyonlar olmak iizere her x,y € X i¢in
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Y(d(fx fy)) < (d(xy)) — d(d(x,y))

oluyorsa f doniisiimiine Y — ¢ —zayif daraltan doniisiim denir ve tam metrik uzayda bir
tek sabit noktaya sahiptir (Dutta and Choudhury 2008).

Not: i. Yukaridaki teoremde gecen i sabit fonksiyon alinirsa f, zayif daraltan

doniistime (Teorem 3.3.1) indirgenmis olur.

ii. i. sartina ek olarak k € [0,1) olmak tizere ¢p(t) = kt alindiginda Banach Daralma
Tlkesi(Teorem 2.3.2) elde edilir.

3.4. Zamfirescu Doniistimii

1972 yilinda T. Zamfirescu, Banach Daralma ilkesi, Kannan ve Chatterjea sabit nokta
teoremlerinin bir genellestirmesi olan asagidaki teoremi vermistir. Zamfirescu
doniligiimiiniin sabit noktalarma yaklasirken kullanilan gesitli iterasyon yontemlerinin
yakinsama hizlari Akbulut ve Ozdemir (2012) tarafindan c¢ahisilmistir. Simdi

Zamfirescu tarafindan 1972°de ortaya atilan teoremi veriyoruz:

Teorem 3.4.1: (X, d) bir tam metrik uzay, f : X — X bir dontisiim, a € [0,1) ve B,y €

[O, %) olmak tzere

o d(fx, fy) <ad(xy)
i d(fx, fy) < B [d(x, fx) +d(y, fy)]
ii. d(fx, fy) <y [d(x, fy) + d(y, fx)]

sartlarindan en az biri saglaniyorsa f doniistimiiniin bir tek sabit noktas1 vardir. Dahasi
her x € X icin {f™x} iterasyon dizisi bu fonksiyonun sabit noktasina yakinsar

(Zamfirescu 1972).
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Ispat: Oncelikle {x,} = {f™x} iterasyon dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterelim.

(1) sart1 saglaniyorsa

d(Xp41) Xni2) < a d(xp, Xp41)

olur. (ii) sart1 saglaniyorsa

B
d(Xp41) Xni2) < — d(xp, Xp41)

1-p

elde edilir. (iii) sart1 saglaniyorsa

14
d(Xp41, Xne2) < m d(xp, Xnt1)

elde edilir. § :== max {a, %, L} dersek 6 € [0,1) olup yukarida elde edilen {ig

1-y

durum sonucunda

d(xn+1'xn+2) <6 d(xn' xn+1)

bulunur. Bu bize {x,} iterasyon dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X tam
oldugu igin x, — x' olacak sekilde bir x’ € X vardir. Simdi bu x' noktasinn, f

doniisiimiiniin bir sabit noktas1 oldugunu gosterecegiz: (i) sart1 saglaniyorsa
d(xn, fx) = d(fxn-1, fX') < @ d(xy-1,%")
olup bu esitsizlikte n — oo i¢in limit alinirsa x” = fx’ elde edilir. (ii) sart1 saglaniyorsa
d(xn, fx') = d(fxn-1, fX) < B [d(xn-1,%n) + d (X, fx)]
olup bu esitsizlikte n — oo igin limit alinirsa x’ = fx’ elde edilir. (iii) sart1 saglaniyorsa
d(xn, fx) = d(fxn—1, fx) Sy [d(xn-1,x") + d(xn, fx)]

olup bu esitsizlikte n — oo igin limit alinirsa x" = fx’ elde edilir. O halde her ii¢ sartta

da x', f doniistimiiniin sabit noktasi olur.
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Sabit noktanin tek oldugunu gostermek igin x’ noktasindan farkli bir z sabit noktasi

oldugunu kabul edelim. Bu durumda

d(fz,fx') <ad(zx")
d(fz,fx') < Bld(z fz) +d(x', fx")]
d(fz fx) <yld(z fx) +d(x', f2)]

esitsizliklerinin ti¢li de z = x' olmadigi siirece ¢eliski olusturur. Dolayisiyla f

donisiimiiniin sabit noktas: tektir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu kisimda ¢aligmamizda elde ettigimiz bazi sonuglara yer verecegiz. Ilk olarak 1 —
¢ —zayif daraltan doniisiim sartlarini kullanarak Zamfirescu Sabit Nokta Teoremini
(Teorem 3.4.1) genellestirecegiz. Daha sonra bu genellestirmenin kuvvetli b-metrik

uzaylarda daha genel halini verecegiz. Asagidaki tanimi ilk olarak veriyoruz.

4.1 ¢ — ¢ —zayif Zamfirescu Doniisiimii

Tamm 4.1.1: (X,d) bir metrik uzay, f:X — X bir doniisim, ¥, ¢ de iki uzaklik

degistiren fonksiyon olsun. Her x, y € X i¢in

d(x,fx)+d(y.fy) d(x,fy)+d(y,fX)}
2 ! 2

Mg (x,y) = max {d (x,y),
olmak iizere

w(d(fx, ) < (Mpey)) = ¢ (My (7)) (4.1)

esitsizligini saglayan f doniisiimiine Y — ¢ —zay1f Zamfirescu doniistimii denir.
Simdi ¥ — ¢ —zayif Zamfirescu doniislimiiniin asimptotik regiilerligini gosterelim.

Lemma 4.1.2: (X,d) bir metrik uzay, f:X = X bir y — ¢ —zayif Zamfirescu

doniisiimii ise {x,} = {fx,,} iterasyon dizisi i¢in lim M, (xp, x541) = 0 dur.
n—->oo

Ispat: x,, # x,,,, olmak iizere Mg (x,y) nin tanimindan

d(xn, fxn)+d(Xn+1,f Xn+1)
2

d(Xn+1,f%n)+dXn,fXn41)
2

d(le' x‘l’l‘l‘l)i

)

Mf(xn'xn+1) = max

d(xpxne1)+d(Xns1,X042)
2

d(Xn+1,Xn+1)+d(XnXn42)
2

d(xn' xn+1)'
= max

)
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d(xXnXne1)+d(Xni1,Xn42) d(xn'xn+2)}

= max {d(xnr xn+1): > ’ >

yazilabilir. Uggen esitsizliginden d(xn';"”) < d(xn'xn+1)+g(xn+1'xn+2) olup

d(xn'xn+1)+d(xn+1;xn+2)}

Mf(xn’xn+1) = max {d(xn: Xn41) >

elde edilir. Burada iki durum s6z konusudur:

d(xXnXn+1)+dXne1,Xn42) is

1. Durum: Eger M¢(xp, Xp41) = >

e

d(xp,xnse1)+d(Xni1,Xn42)
2

d(xnl xn+1) < < d(xn+1' xn+2)

olur. Ayrica

1/)(d(xn+1:xn+2)) = lp(d(fxn' fxn+1))

< w (d(xn,xn+1)+;i(xn+1,xn+2)) - ¢ (d(xn,xn+1)+2d(xn+1,xn+2))

d(en,Xne1)+d(Xns1,Xn42)
<w( :

olup ¥ azalmayan oldugundan

d(xpxnse1)+d(Xni1,Xn42)
2

d(xn+1:xn+2) < < d(xn: xn+1)

elde edilir. Dolayisiyla d(xp41, Xpt2) = d(Xy, Xne1) Olur ki bu da {d(x,, x,+1)}

dizisini sabit dizi yapar. Diger yandan

1nb(d(xn+1:xn+2)) = lp(d(fxnr fxn+1))
< l,lJ(d(Xn, xn+1)) - ¢(d(xw xn+1))

olup ¢(d(xp, X41)) = 0 olur. Bu durum x,, # x,,,; olmastyla celisir.

2. Durum: Eger My (xp, Xp41) = d(xy, Xp4q) i€

w(d(xn+1»xn+2)) = lp(d(fxn' fxn+1))
< l/)(d(xn' xn+1)) - d)(d(xw xn+1))
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< l/)(d(xn, xn+1))

olup ¥ azalmayan oldugundan d(x,4q,Xn42) < d(X,, Xn41) elde edilir. Yani
{d(xy, x41)} dizisi monoton azalan (artmayan) bir dizidir. Dolayisiyla bu dizi bir r >

0 sayisina yakinsar. Buradan hareketle
Y(dCtni1 Xne2)) < Y(d 0 Xn41)) — G(dCn, Xns1))
ifadesinin n — oo i¢in limiti alinirsa
Y(r) <) —¢(r)

bulunur. Bu da r = 0 olmasmi gerektirir. Sonug olarak Mg (xp, Xp41) = d(Xp, Xp41)

oldugundan d (xy, Xp41) = Mg (xy, Xp41) — 0 dir.

Teorem 4.1.3: (X,d) tam metrik uzay ve f:X — X bir y — ¢ —zayif Zamfirescu
dontisiimii olsun. Bu durumda f bir tek sabit noktaya sahiptir ve Picard iterasyon dizisi

bu sabit noktaya yakinsar.

Ispat: Oncelikle {x,,} = {f™x} seklinde tanimlanan iterasyon dizisinin bir Cauchy dizisi
oldugunu gosterelim. Varsayalim ki Cauchy dizisi olmasin. Bu durumda m(k) >

n(k) > k sartin1 saglayan her k € N i¢in

d(Xm(k)s Xnk)) = €

olacak sekilde bir € > 0 sayis1 vardir. Ustelik m(k) sayisi, n(k) sayisindan biiyiik en

kiiciik tam say1 alinirsa

d(Xmk)-1, Xn()) < €
olur. Buradan
€< d(xm(k)'xn(k))

= d(xm(k)' xm(k)—l) + d(Xm) -1, Xn(k))

< d(Xmaoy Xmy-1) + €
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elde edilir. k — oo i¢in limit alinirsa

d(Xm@) Xnwy) = € (4.2)

bulunur. Ayrica

d(Xm@ey X)) < A(Xmaey Xmo-1) + A(Xmay-1, Xny-1) + 4Cno-1, Xngio)
< d(%may Xmao-1) + A Xmao-1 Xno-1) + 2d (Xna) Xnio-1)

esitsizliginde k — oo i¢in limit alinirsa

d(Xm()-1 Xn(o-1) = € (4.3)

olur. Benzer sekilde

d(Xmaicy Xn()) < d(*ma Xmio-1) + (Xm-1 Xnao))
< d(Xm@) Xmao-1) + d(Xmio-1, Xnt-1) + A Xny-1, X))

ifadesinde k — oo i¢in limit alinirsa

d(xm(k)_l,xn(k)) - € (4.4)

elde edilir. Aynt muhakeme ile

A%y Xn(0) < A%y Xnto-1) + (Xngo)—1 Xno)
< d(%m@) ¥m@-1) + d(Fm)-1 Xng)-1) + A(Xnwo) Xno-1)
esitsizliginde k — oo i¢in limit alinirsa

d(Xm(e) Xn()-1) = € (4.5)

bulunur. Diger taraftan 1) azalmayan oldugundan

lli(é) < 17[) (d(xm(k)’ xn(k)))
=y (d(fxm(k)—l'fxn(k)—l))

<y (Mf(xm(k)—l'xn(k)—l)) —¢ (Mf(xm(k)—l' xn(k)—l))
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olur. Ayrica (4.2), (4.3), (4.4) ve (4.5)" den
lim My (%mo-1, Xngo-1) = lim max{d (xmao-1, Xngo-1),
1
5 [d(emao-1,%ma0) + d(%ngo-1 a0 )|

1
5 [d(emao-1%n0)) + d(xn(k)_l,xm(k))]}

= max{g, 0, €}

=€
olur. Bu sonug (4.1)’ de yerine yazilirsa

Y(e) < P(e) — p(e)

cikar. Buradan ¢(€) < 0 olur ki bu da € = 0 olmasin1 gerektirir. Bu sonug, € > 0
olmasiyla geligir. O halde kabuliimiiz yanhstir ve {x,,} Cauchy dizisi olmalidir. X tam

metrik uzayinda bu dizi bir x* € X noktasina yakinsar. Buradan

1
hm M(XTUX*) = hm max{d(xnl X*)IE [d(xn:xn+1) + d(x*l fx*)]'
n—oo n—»oo

1
2 [dGen f37) + G, i)

d(x*, fx*)
= 2 (4.6)

bulunur. x == fx, ve y :== fx* alinarak (4.1)’ de yerine yazilirsa

Y(d(fxn, f27)) < (Mp G, x)) = ¢ (My (2, x))

olur. (4.6) esitligi de gézoniine alinarak n — oo i¢in bu ifadenin limiti alinirsa

d *, * d *, *
Y(dG', fx)) < ¥ (%) i <w>

yani

o () =0 (L) vtace )
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elde edilir. ¥ azalmayan oldugundan d(x*, fx*) # 0 oldugu siirece esitsizligin sag
tarafi negatif olup ¢’nin negatif olmamasi ile geligir. Boylece d(x*, fx*) = 0 & x™ =

fx* dir. Yani x* noktasi1 f fonksiyonun bir sabit noktasidir.

Son olarak sabit noktanin tekligini gosterelim. Kabul edelim ki x* ve x™ noktalar1 f

fonksiyonunun birbirinden farkli iki sabit noktasidir. Bu durumda

P(dxr,x™)) = p(d(fx™, fx*))
<y (Mf(x*,x**)) —¢ (Mf(x*,x**))
<yP(d(x*,x™)) — p(d(x*, x™))

yazilabilir. Buradan ¢(d(x*, x**)) < 0 elde edilir ki bu da x* = x** olmasini gerektirir.

Ornek 4.1.4: X = [0,1] U {2,3,4, ... } kiimesi

0, x =y,

d(x,y) = {Ix -y, x#yvex,y €[0,1],
x + 7y, aksihalde

seklinde verilen metrik fonksiyonuyla birlikte bir tam metrik uzaydir (Boyd and Wong,
1969). ¥, ¢: [0, 0) — [0, 0) olmak iizere

t, te[o,1],
o

t2, t>1.

ve

tZ

-, t €[0,1],
() =

15 t>1

seklinde tanimlanan dontigsiimler uzaklik degistiren fonksiyonlardir. Ayrica f: X — X

doniistimii
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X
. x—7, x € [0,1],
x:

x—1, x €{2,3,..}.

seklinde tanimlansin. Simdi bu sartlarla verilen f doniistimiiniin Teorem 4.1.3° teki
sartlar1 saglayan bir ¢ — ¢ —zayif Zamfirescu donlisimi oldugunu gosterelim.

Ispatimizda x > y kabul edecegiz ve 3 durum sézkonusu olacaktir.

1. Durum: x,y € [0, 1] olmasi halinde

2 2
Y(d(fx ) =x -5 - <y _y?>

1

< (x—y)—i(x—y)2
1

= d(x,y) ~5(d()"

elde edilir.

2.Durum: x = 2 ve y € [0,1] olmas1 halinde fx = 1 ve d(fx, fy) = |1 -

(y — %y2)| < 1 dir. Buradan
Y(d(fx, fy) <9 =1
elde edilir. Ayrica d(x,y) = 2 + y oldugundan
P(d(x ) = d(dx, ) = 2 +)* — (2 +»)?)
=(2+y)? L
7
=S +4y+ y*>1

> y(d(fx, fy))

bulunur.
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3. Durum: x € {3,4, ... } olmasi durumunu inceleyelim. Eger y € [0,1] ise

A fy) = d(x -1y -3y?)

<x+y-1
elde edilir. Aksi halde yani y € {2,3, ...} olursa

d(fx,fy) =dx—-1y—-1)
<x+y-—-1

bulunur. Sonug olarak

P(d(fx, ) = (d(fx, f))

< (x+y—1)>2
1
<(X+y)2—z

= ll}(d(x, y)) - qb(d(x, y))

elde edilir.

Boylece f doniisiimii, Y — ¢ —zayif daraltan bir dontlistimdiir. Dolayisiyla bir tek sabit
noktasi vardir ve sabit noktas1 0 dir (Dutta and Choudhury 2008).

Bu sabit noktaya x, = 0.5 ve x, =6 baslangic degerli Picard iterasyonlariyla

yaklastigimizda elde edilen sonuglar asagidaki tabloda gosterilmistir:

Cizelge 4.1. 0.5 ve 6 baslangi¢ degerli Picard iterasyonu

xo = 0.5 baslangic degerli | xo = 6 baslangic degerli Picard
Picard iterasyonu iterasyonu
x; 3.750000E-01 5.000000
X, 3.046875E-01 4.000000
X3 2.582703E-01 3.000000
X4 2.249185E-01 2.000000
Xs 1.996243E-01 1.000000
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X 1.796994E-01 5.000000E-01
X, 1.635535E-01 3.750000E-01
Xg 1.501786E-01 3.046875E-01
Xso 3.521213E-02 3.946050E-02

X100 1.861500E-02 1.972738E-02

1000 1.980816E-03 1.992669E-03

Simdi Teorem 4.1.3” {in kuvvetli b-metrik uzaylardaki daha genel halini verecegiz.
Teorem 4.1.5: (X, d, s) kuvvetli b-metrik uzay: tam bir uzay, f: X — X bir doniisiim ve
1 ve ¢ bir uzaklik degistiren fonksiyonlar olsun. Her x,y € X i¢in

d(x,fx)+d(y,fy) d(x,fy)+dy,fx)
d(x, y )' 2 ’ 2s }

Me(x,y) = max{

olmak tzere

p(d(fx, ) <9 (Mpey)) = ¢ (My (7)) (4.7)

esitsizligini saglayan f doniisimiiniin bir tek sabit noktas1 vardir ve Picard iterasyon

dizisi bu sabit noktaya yakinsar.

Ispat: Ispatimiz iki boliimden olusacak. Oncelikle {M; (x,, x4, )} dizisinin 0 sayisma

yakinsadiim gosterecegiz. X, # X, 41 olmak tizere Mg (x,y) nin tanimindan

d(xn, fxn)+d(Xn+1,f Xn+1)
2 )

d(xn+1,fXn)+d(Xn,fXn+1))
2s

d(xn' x‘l’l‘l‘l)i
Mf(xn' Xp41) = Max

d(xp,xpt1)+d(Xns1,Xn42)
2 )
d(xpt1,Xn41)+d(Xn,Xn42)
2S

d(xn' x‘l’l‘l‘l)i
= max

d(xpxne1)+d(Xni1,Xn42) d(xn;xn+2)}

= max {d (xn, xn+1)’ 2 ’ 2s
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yazilabilir. Kuvvetli b-metrigin liggen esitsizliginden

d(xpn, Xn42) < d(xp, Xpt1) + 5Ad(Xpy1, Xny2)
2s - 2s

< d(xn: xn+1) + d(xn+1'xn+2)
o 2

oldugundan

d(xn.xn+1)+d(xn+1,xn+z)}

Mf(xn'xn+1) = max {d(xn' Xn+1)) 2

elde edilir. Lemma 4.1.2 den d(xy, Xp41) = 0 0lup M (xp, Xp41) = d(xp, Xp41) oldugu
igin M¢(xp, Xp41) = 0 dir. Simdi {x,,} = {f"x} iterasyon dizisinin bir Cauchy dizisi
oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki {x,,} Cauchy dizisi olmasin. Bu durumda k <

n(k) < m(k) sartin1 saglayan her k € N igin

d(Xm(k)s Xnk)) = €

olacak sekilde bir € > 0 sayis1 vardir. Ustelik m(k) sayis1, n(k) sayisindan biiyiik en

kiiclik tam say1 alinirsa

d(Xmm)-1, X)) < €

olur. Buradan

€ < d(Xmk), Xn(k))
< sd(Xm@ey Xm0 -1) + AXmgo -1, Xn o))

< sd(xm(k),xm(k)_l) + €

elde edilir. k — oo i¢in limit alinirsa

d(xm(k),xn(k)) — € (48)

bulunur. Ayrica

d(Xm Xnao) < SA(Xmay Xmao-1) + A(m -1, Xnio-1) + S Xny-1, X))
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< sd(Xmay Xm@-1) + A(Xmao-1 Xno-1) + 25 (X Xny-1)

esitsizliginde k — oo i¢in limit alinirsa

d(xm(k)—l;xn(k)—l) — € (4.9)

olur. Benzer sekilde

d(Xmae) Xni)) < SA(Xmey Xm@-1) + d(Fm)-1 Xni))

< $d(Xm@) Xm()-1) + A(Xm(k)—1 Xn0-1) + SAXn(io)—1 Xn(ic))

ifadesinde k — oo i¢in limit alinirsa

d(Xm@o)-1, Xn(i)) = € (4.10)

elde edilir. Ayn1t muhakeme ile

d(Xme)y Xni)) < (X Fno-1) + SE(Xng0-1 Xn(e))

< 5d(Xm@) Xm-1) + A(Xm@0-1 Xno-1) + 54 (Xn(ky Xn(o-1)

esitsizliginde k — oo igin limit alinirsa

d(Xim(iey Xn(i-1) = € (4.11)

bulunur. Diger taraftan 1 azalmayan oldugundan

Y(e) <y (d(xm(k)' xn(k)))
= d(fxm(k)_p fxn(k)—l)

=y (Mf (xm(k)_l,xn(k)_l)) —¢ (Mf(xm(k)—p xn(k)—l))
olur. Ayrica (4.8), (4.9), (4.10) ve (4.11)’ den
lim My (%m0-1 Xngo-1) = Jim max{d (Xmao-1 Xngo-1),
2 [4Gomg0-1.5m00) + a1, 5000)]

1
(@m0 -1 3000 + 4Gty -1. B}
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= max {e, 0, S}

=€
olur. Bu sonug (4.7)’ de yerine yazilirsa

Y(e) < P(e) — p(e)

cikar. Buradan ¢(e) < 0 olur ki bu da € = 0 olmasimi gerektirir. Bu sonug, € > 0
olmasiyla ¢eligir. O halde kabuliimiiz yanlis olup {x,} Cauchy dizisi olmalidir. X tam

kuvvetli b-metrik uzay olup bu dizi bir x* € X noktasina yakinsar. Buradan

1
lim My ey, x) = lim max(d(en, x°), 5 [d o, Xns1) + d ", f)],

1
o [ACo, f37) + AG", %))

_ 40 fx) (4.12)
2

bulunur. x := fx, ve y := fx* olarak (4.7)’ de yerine yazilirsa

YA, £37)) < W (My G, 2)) = b (M G, x)

olur. Burada (4.12) de gozoniine alinarak n — oo i¢in bu ifadenin limiti alinirsa

i N e e
(A, fx)) < Y (%) - (%)

yani
L N e
o () =0 (L) vtace )

elde edilir. Y azalmayan oldugundan d(x*, fx*) # 0 oldugu siirece esitsizligin sag
tarafi negatif olup ¢’nin negatif olmamasi ile gelisir. Boylece d(x*, fx*) = 0 & x* =

fx* dir. Yani x* noktas1 f fonksiyonun bir sabit noktasidir.
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Simdi sabit noktanin tekligini gosterelim. Kabul edelim ki x* ve x**, f fonksiyonunun

birbirinden farkl: iki sabit noktasidir. Bu durumda

P(dx,x™)) = p(d(fx*, fx7))
<y (Mf(x*,x**)) —¢ (Mf(x*,x**))
< l/)(d(x*,x**)) — qb(d(x*,x**))

yazilir. Buradan gb(d(x*,x**)) < 0 elde edilir ki bu da x* = x™ olmasin1 gerektirir.

4.2. ¢ — ¢-zayif Daraltan Doniisiimiin Sabit Noktalarina Mann ve Ishikawa

Iterasyonlariyla Yaklasma

Bu kisimda Dutta ve Choudhury (2011)’ in vermis oldugu iy — ¢-zayif daraltan
dontisiimiin baz1 sartlar1 degistirilerek, doniisiimiin sabit noktalarina Mann ve Ishikawa

iterasyonlariyla yaklasilacaktir.

Teorem 4.2.1: X bir reel Banach uzayi, K da bu uzayin kapali ve konveks bir altkiimesi
ve f:K—> K bir i —¢ —zayif daraltan doniisim olsun. 1, ¢:[0,0) — [0, )

azalmayan fonksiyonlari

L. ¢~1(0) = y~(0) = {0},

ii. Y konveks bir fonksiyon ve tlir51+ Y(t) =0,

iii. ¢ stirekli fonksiyon

sartlarint saglasin. Bu durumda f doniisiimiiniin bu uzayda bir tek sabit noktas: vardir
ve Yo a, = oo sartim saglayan M(x,,a,, f) Mann iterasyonu bu sabit noktaya

kuvvetli yakinsar.

Ispat: 1 fonksiyonu konveks oldugundan Teorem 2.1.19’den (0, ) ’da siireklidir.
Ayrica teoremdeki sartlar1 saglayan ¥ ve ¢, uzaklik degistiren fonksiyonlar olup sabit
noktanin varligir ve tekligi Teorem 3.3.2°den dolay1 asikardir. Bu sabit noktaya p

diyelim. O halde M (x,, a,, f) Mann iterasyonunun tanimindan
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Yllxnsa = plD) = YA = an)xn + anfx, = pl)
< P(( = apllx, = pll + anllfx, = pll)
< (1= a )y (llx, = pID) + anp(llfxn — pID
< (1= a)yP(llx, = pID + an[Y(lixn = plD) = ¢(lx = pID]
< Y(llxn = plD) = and(llxn = pID

olup a,¢(llx, —pll) =0 ve Y azalmayan oldugundan ||x,+; — pll < |lx,, — pl| elde
ederiz. Yani {||x,, — pl|} alttan sinirli monoton azalan bir dizi olur. Dolayisiyla bir r >

0 sayisina yakinsar. Bir an i¢in > 0 kabul edilirse ¢(r) > 0 olup herhangi bir N € N

i¢in
PR ICEDITET D
n=N n=N

< > @ Uixn =) = ¥(llxss - pID)
< llxy —

olup Yo-1 a,, = oo olmasi ile gelisir. Celiski r > 0 olmasindan kaynaklandigi i¢in r =

0 olmalidir. Dolayisiyla |[x,+; — pl| = 0 dur.

Teorem 4.2.2: X bir reel Banach uzayi, K da bu uzayin kapali ve konveks bir altkiimesi
ve f:K—> K bir i —¢ —zayif daraltan doniisim olsun. 1, ¢:[0,0) — [0, )
azalmayan fonksiyonlar ve @ konveks bir fonksiyon olmak tizere bu fonksiyonlar
Teorem 4.2.1°deki sartlar1 saglasin. Bu durumda f doniisiimiiniin bu uzayda bir tek sabit
noktas1 vardir ve Yo, a,b, = oo sartin1 saglayan I(x,, an, by, f) Ishikawa iterasyonu

bu sabit noktaya kuvvetli yakinsar.

Ispat: Teorem 4.4’teki gibi sabit noktanin varlig1 ve tekligi asikardir. Bu sabit noktaya

p denilirse I(xy, a,, by, f) Ishikawa iterasyonunun tanimindan

YUlxper =2l = »UIQA = an)xn + anfyn —plD
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< YP((1 = apllx, = pll + anllfyn —pll)

< (1 = a )y (llx, = pID) + anp(lfyn — pID

< (1= a)¥lx, = pID + an(@ly, — pID = ¢Ulyn — pID)
< (1= a)¥llx, = pID + an(@lyn — pID) (4.13)

elde edilir. Burada

Y(lyn = pID = YAl = bp)xn + bpfxn — pl)
< (1= b)Y(llxn = pID) + bap (Il fxn — pID
< (1 = b)Yl — pID) + by (¥ (llxn — pID — SCllx, — pID)
= Y(llxn = plD) = bap(llxn = pID

oldugundan (4.13) den

Wllxne1 =D < (1 = @) llxn = pID + an (Pl = pID = bag(llxs = pl))
< Y(llxn =PI = anbad(llxn = pID

bulunur. Buradan a,b,¢(||x, —pll) =0 ve Y azalmayan oldugundan {||x,, — pl|[}
monoton azalan ve terimleri negatif olmayan bir dizi oldugundan 7 > 0 sayisina

yakinsar. Bir an i¢in 7 # 0 oldugu kabul edilirse

> aubud) < Y anbud(ll, - plD
n=N n=N

< > (@l = pID) = plxnss - pID)
< y(llxy — pID

elde ederiz. Bu sonug ),;_; a,b, = o olmasi ile ¢eligir. Dolayisiyla r # 0 kabuliimiiz
yanlistir ve ||x, —p|l = 0 olup Ishikawa iterasyon dizisi f fonksiyonunun sabit

noktasina kuvvetli yakinsar.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu c¢alismada ilk olarak Y — ¢ —zayif daraltan doniisiim sartlar1  kullanilarak
Zamfirescu doniistimiinden daha genel bir doniisiim sinifi elde edilmistir. Y — ¢ —zay1f
Zamfirescu doniisiimii olarak adlandirilan bu doniisiim sinifinin, Teorem 4.1.3” te tam
metrik uzaylarda ve Teorem 4.1.5’ te ise tam kuvvetli b-metrik uzaylarda bir tek sabit
noktas1 oldugu gosterilmistir. Bu sonuglar Teorem 2.3.2, Teorem 2.3.8, Teorem 2.3.11,

Teorem 3.3.1 ve Teorem 3.3.2 teoremlerinin birer genellestirmesidir.

Ikinci olarak Teorem 3.3.2°de verilen zayif daraltan doniisiimiin uzaklik degistiren
fonksiyonlarma konvekslik sarti eklenerek, sabit noktalarina Teorem 4.2.1’de Mann

iterasyonuyla ve Teorem 4.2.2°de ise Ishikawa iterasyonuyla yaklasilmistir.
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