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Bu çalışma beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde, circulant matrisler ve q Binom 

katsayıları ile ilgili yapılan bazı çalışmalara yer verilmiştir. İkinci bölümde, circulant matrisler tanıtılmış, 

üçüncü bölümde  q Binom katsayıları ve özellikleri verilmiştir. Dördüncü bölümde ise q Binom 

katsayıları ile circulant matrisler tanımlanarak, bu matrislerin özdeğer, determinant ve normları 

incelenmiştir. Beşinci bölümde ise bu çalışma ile ilgili sonuç ve önerilere yer verilmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: Determinant, Norm, Özdeğer, q Binom Katsayılar. 
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Assist. Prof. Dr. Nihat AKGUNES                            

 
This study consist of five sections. In the first section, some studies related to circulant matrices 

and q Binomial coefficients were given. In the second section, some properties connected with 

circulant matrices were given. In the third section, definitions and some properities of q Binomial 

coefficients were given. In the fourth section, circulant matrices with q Binomial coefficients were 

defined and investigated eigenvalues, determinants and norms. In the fifth section, some conclusions and 

suggestions were given. 

Keywords: Determinants, Eigenvalues, Norms, q Binomial coefficients . 
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1. GİRİŞ  

Circulant matrislerin ve qBinom katsayılarının çok geniş bir uygulama alanı 

vardır. Bu nedenle literatürde bu konular ile ilgili birçok çalışma vardır. Bu bölümde bu 

konular ile ilgili yapılan çalışmaların bir kısmını göz önüne alacağız. 

Ernst (2003), q analizin tarihi gelişimini ele almış ve bazı özel 

q fonksiyonların hesaplanması için yeni bir metod vermiştir.  

Carciono (2008), qBinom katsayılarının daha genel hali olan ,p qBinom 

katsayılarını tanımlamış ve bu katsayıların bazı özelliklerini incelemiştir. 

Good (1986), Ters circulant matrisleri diğer bir adıyla negacyclic matrisleri 

tanımlamış ve özelliklerini incelemiştir. 

Gould (1967), qBinom katsayılarının özelliklerini kullanarak Stirling sayıları 

için yeni formüller elde etmiştir. 

Gould (1969), 1915 yılında Georges Fontené tarafından ortaya atılan binom 

katsayılarının bir genellemesini göz önüne almıştır. Bu genelleştrilmiş Fontené-Ward 

Binom katsayılarının Fibonomial ve qBinom katsayıları ile ilişkisi ve bazı özellikleri 

incelenmiştir. 

Geller, Kra, Popescu ve Simanca (2004), circulant matrislerin determinantını ve 

karakteristik polinomunu, birimin n  inci dereceden primitif kökünü kullanarak elde 

etmişlerdir. Circulant matrislerin oluşturduğu uzayın sonlu boyutlu değişmeli bir cebir 

yapısında olduğunu göstermişlerdir. Circulant matrislerin tersinir olması için gerek ve 

yeter şartlar verilmiştir. 

Kac ve Cheung (2002), Quantum Calculus isimli kitabında birçok fonksiyonun 

q benzerlerini ele almış ve bu q benzerlerin birçok özelliğine değinmiştir. 

Koçer (2007), Modified Pell, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayıları ile tanımlı 

circulant, negacyclic ve semicirculant matrislerin özdeğerleri, determinantları ve 

normlarını elde etmiştir. 

Koçer, Mansour ve Tuğlu (2007), Horadam sayıları ile circulant ve 

semicirculant matrisleri tanımlayıp bu matrislerin özdeğerlerini, spektral normlarını ve 

Euclidean normunu elde etmişlerdir. 

Koçer ve Özmen (2017), Binom katsayıları ile r circulant matrisleri 

tanımlamış ve bu matrislerin özdeğerleri, determinantları ve normlarını elde etmiştir 
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Rabago (2012), Binom katsayıları ile circulant matrisleri tanımlayarak bu 

matrislerin özdeğer ve normlarını incelemiştir. 

Rabago (2013), Binom katsayıları ile tanımlı circulant matrislerin determinant 

dizilerini göz önüne almış ve bazı özelliklerini vermiştir. 

Radicic (2016), geometrik dizilerle k  circulant matrisleri tanımlamış ve bu 

matrislerin; özdeğerlerini, determinantlarını ve Euclidean normlarını hesaplamıştır. 

Solak (2005), Fibonacci sayıları ve Lucas sayıları ile circulant matrisleri 

tanımlayarak, bu matrisin normlarını incelemiştir. 

Zhou (2014), elemanları Fibonacci ve Lucas sayıları ile Binom katsayılarının 

çarpımı olan circulant matrisleri göz önüne almış ve bu matrislerin spektral normlarını 

hesaplamıştır. 
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2. CİRCULANT MATRİSLER 

Bu bölümde çok geniş bir uygulama alanına sahip olan circulant matrisler ile 

ilgili geniş bir bilgi vereceğiz. 

Tanım 2.1. 
na   ve  

0 1 1( , ,..., )T

na a a a   olsun. n n  tipindeki circulant matris 

 C a ile gösterilir ve 

 

0 1 1

1 0 2

1 2 0

n

n n

a a a

a a a
C a

a a a



 

 
 
 
 
 
 

                                                                                     (2.1)                                                         

şeklinde tanımlanır (Davis, 1979).  

Circulant matrislerin her bir satırının elemanları aynıdır. Satırlar arasındaki tek 

fark sağa doğru bir adım kaymalarıdır. Bu nedenle bütün circulant matrisler ilk satır ya 

da sütunları tarafından tanımlanabililer. Dolayısıyla circulant matrisleri kısaca 

0 1 1( ) ( , ,..., )nC a a a a   ile gösterebiliriz. 

Teorem 2.1. (0,1,...,0)circ   permütasyon matrisi olmak üzere, bir  C a  matrisi 

  1

0 1 1... n

nC a a a a  

     şeklinde yazılabiliyorsa  C a  matrisi circulant matristir 

(Davis, 1979). 

Teorem 2.2. (0,1,...,0)circ   permütasyon matrisi ve A  n n  bir matris olsun. A  

matrisinin circulant matris olması için gerek ve yeter şart  A A  olmasıdır (Davis, 

1979). 

İspat: (1,2,..., )n   deviri ve  ( )ijA a  olsun.  Bu taktirde  ( ) ( )i jP AP a   

  dir. Bu 

eşitlikte P   yazılırsa   *

( ) ( )i jA a     elde edilir. A  matrisinin circulant matris 

olması için gerek ve yeter şart, ( ) ( )ij i ja a   olmasıdır. Bu ise A A     olması ile 

mümkündür.  Ayrıca
* 1 1T n        olduğundan  A A   elde edilir. 

Sonuç 2.1.  A matrisinin circulant matris olması için gerek ve yeter şart A
 matrisinin 

de circulant matris olmasıdır (Davis, 1979). 
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Tanım 2.2. n  bileşenli  0 1 1, ,..., na a a a   ile ilgili polinom 

1

0 1 1( ) ... n

np z a a z a z 

      olsun.  0,1,...,0circ 
 permütasyon matrisi olmak 

üzere,  ( )C a p   olup, ( )p z  polinomuna ( )C a  circulant matrisini temsil eden 

polinom denir (Kra ve Simanca, 2012). 

Tanım 2.3. 
na   ve   0 1 1, ,...,

T

na a a a   olsun. n n   tipindeki 

0 1 2 1

0 1 2

0 3

0

0

( ) 0 0

0 0 0

n

n

n

a a a a

a a a

S a a a

a







 
 
 
 
 
 
 
 

                                                                                  (2.2) 

matrisine semicirculant matris denir (Davis, 1979). 

Tanım 2.4.  
na   ve   0 1 1, ,...,

T

na a a a   olsun. n n   tipindeki 

0 1 2 1

1 0 1 2

2 1 0 3

1 2 3 0

( )

n

n n

n n n

a a a a

a a a a

N a a a a a

a a a a



 

  

 
 
 

   
 
 
    

                                                                     (2.3) 

matrisine negacyclic ya da ters circulant matris denir (Good, 1986).  

Teorem 2.3. n n  tipinde bir A   matrisinin negacyclic matris olması için gerek ve 

yeter şart 

11

11

0 1 0 0

0 0 1 0
00

00
0 0 1

1 0 0

n

n

 




 
 
     
      

     
 
  

  

olmak üzere A A   sağlanmasıdır (Davis, 1979). 
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Circulant matris ve çeşitlerinden bahsettikten sonra şimdi de circulant 

matrislerin normları ve özdeğerlerinin nasıl bulunacağını inceleyeceğiz. 

 0 1 1( ) , ,..., nC a a a a   circulant matrisini temsil eden 

polinom
1

0 1 1( ) ... n

np z a a z a z 

     olmak üzere ( ) ( )C a p   olduğunu biliyoruz.   

permütasyon matrisinin karakteristik polinomu  1n   olup bu polinomun kökleri 

birimin n  inci  primitif kökleridir. Circulant matrisin özdeğerleri 0,1,..., 1j n   için 

   
1

0

( )
n

j j

j j

j

C a p w a w




                                                                                        (2.4) 

dir (Kra ve Simanca, 2012).  

Bu özdeğerlere karşılık gelen özvektörü ise  

 1 2 2 11, , ,..., nx n w w w                                                                                              (2.5) 

dir. 
2 i

nw e


  olduğundan circulant matrisin özdeğerleri  

 
1

2

0

( )
n

ij n

j j

j

C a a e 




                                                                                         (2.6) 

ve özvektörleri ise 

   
2 2 ( 1)1

1, ,...,
i i nn nx e e

n

  

                                                                                         (2.7) 

şeklindedir  (Wyn- Jones, 2013). 

Teorem 2.4.    matrisinin karakteristik polinomu ( 1) ( 1)n n  dir ve  w  birimin 

n  inci primitif kökü olmak üzere      matrisinin özdeğerleri 
2 1

2

j

j w


  dir (Davis, 

1979). 

Benzer şekilde Teorem 2.4 kullanılırsa ( ) ( )N a p   olduğundan ( )N a  

negacyclic matrisin özdeğerleri 

2 11

2

0

( ( ))
jn

j k

k

N a a w




                                                                                                (2.8)                                                                              

dir (Davis,1979). 

 Teorem 2.5. A  ve B  n n  tipinde circulant matrisler ve 
k  lar skaler olmak üzere, 

TA ,
*A ,

1 2A B  , AB  ve 
0

r
k

k

k

A


  circulant matristir. Ayrıca A  ve B  circulant 

matrisleri değişmelidir ve A  tersinir bir matris ise tersi de circulant matristir (Davis, 

1979).  
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Teorem 2.6.  
0 1 1( , ,..., ) n

na a a a    için ve  0 1 1( ) , , , nC a a a a   n n  circulant 

matrisin determinantı w  birimin n  inci primitif kökü ve 0,1,..., 1j n   olmak üzere  

 
1 1

00

det ( ) ( )
n n

j

j

ji

C a a w
 



                                                                                     (2.9) 

dir (Davis, 1979).  

Şimdi çalışmamızın esas kısmında kullanacağımız bazı matris normu çeşitlerini 

verelim. 

 ijA a  n n  bir matris olsun. A  matrisinin satır ve sütun normu sırasıyla 

1
1

max
n

ij
i n

i

A a
  



             (2.10) 

ve 

 
1 1

1

max
n

ij
j n

i

A a
 



             (2.11) 

dir. A  matrisinin Euclidean normu ise 

1
2

2

1 1

n n

ijE
i j

A a
 

 
  
 
                                      (2.12) 

ile ifade edilir. Son olarak A  matrisinin spektral normu  

 
1 2

*

2 0 1
max ( )i

i n
A A A

  
                                                                                (2.13) 

şeklinde tanımlanır (Horn ve Johnson, 1991). 

 Şimdide normal bir matrisin singüler değerleri ile ilgili olan aşağıdaki teoremi 

verelim. 

Teorem 2.7. A  matrisinin özdeğerleri 1 2, ,..., n    olsun. A matrisinin normal matris 

olması için gerek ve yeter şart 
*AA  matrisinin özdeğerlerinin 

2 2 2

1 2, ,..., n    

olmasıdır (Horn ve Johnson, 1991). 
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3. qBİNOM KATSAYILARI 

Bu bölümde, binom katsayısının q benzeri olarak bilinen qBinom 

katsayılarının tanım ve özellikleri incelenecektir. 

Tanım 3.1. n  ve k   negatif olmayan tamsayılar olmak üzere  

   11
... 1

1

n
nq

n q
q


   


  

 olsun. Buradan q faktöriyel 

 
    

1, 0
!

1 1 , 1,2,

n
n

n n n


 

 
 

dir (Ernst, 2012). 

 

Bu ifadeler göz önünde bulundurularak, qBinom katsayıları 

 

 
   

    
  

! 1 ... 1

! ! 1 ...1
q

n n n n n k

k n k k k k

   
  

  
                                                                (3.1) 

şeklinde tanımlanır. Burada  1q   yaklaştığında  

   1 2

1 1
lim lim ... 1n n

q q
n q q n

 

 

 
      

 olur. Buradan  

1
lim
q

q

n n

k k

   
   

   
   

 elde edilir bu da standart binom katsayısıdır.  

Örnek 3.1. 3n   ve 1k   için 

 
   

3 2

2

3 3 ! ( 1)( 1)

1 2 ! 1 ! ( 1)( 1)
q

q q

q q

   
  

  
  

        2 1q q     

dir. Ayrıca 4n   ve 2k   

 
   

4 3

2

4 4 ! ( 1)( 1)

2 2 ! 2 ! ( 1)( 1)
q

q q

q q

   
  

  
 

        2 2( 1)( 1)q q q      

 dir. 
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Önerme 3.1. qBinom katsayıları simetriktir. Yani   

q q

n n

k n k

   
   

   
                                                                                                            (3.2) 

dir (Kac ve Cheung, 2002).  

İspat: 

q

n

k

 
 
 

k  yerine n k  yazılırsa qBinom katsayılarının tanımından 

 
   

!

! !
q q

n nn

k n kn k k

   
    

   
   

eşitliği elde edilir.   

Klasik binom katsayıları ile verilen Pascal üçgenine benzer olarak qBinom 

katsayıları kullanılarak elde edilen Pascal üçgenini aşağıdaki gibi verebiliriz. qBinom 

katsayıları, Pascal üçgeninde görüldüğü gibi simetri özelliğine sahiptir. Fakat Pascal 

özdeşliğinin standart formunu sağlamazlar. qBinom katsayıları için Pascal 

özdeşliğini Önerme 3.2. ile verebiliriz. 

 

 

 1   

 1                1 

 1                  1+q                 1 

1       21 q q                     21 q q                 1  

                    1           2 31 q q q         2 2(1 )(1 )q q q        2 31 q q q          1 

   

Önerme 3.2. 1 1j n    için qBinom katsayıları için Pascal kuralları  

1 1

1

k

q q q

n n n
q

k k k

      
      

     
      

ve                (3.3) 

1 1

1

n k

q q q

n n n
q

k k k


      

      
     

                                                               

dir (Kac ve Cheung, 2002).  
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İspat: 1 1j n    için 

  1 2 ... 1n nn q q      

     1 2 1... ... 1n n k kq q q q            

    
1 2 1( ... 1) ( ... 1)n k n k k kq q q q q q               

       kq n k k     

dir. Bu ifade (3.1) de yerine yazılırsa 

 
   

   
   

     
   

! 1 ! 1 !( )

! ! ! ! ! !

k

q

n n n n n k q n k

k n k k n k k n k k

    
   

   
  

       
 

   
 

   

1 ! 1 !

! 1 ! 1 ! !

kn q n

n k k n k k

 
 

   
  

      
1 1

1

k

q q

n n
q

k k

    
    

   
   

elde edilir. Eşitliklerden birincisi ispatlanmış olur. İkinci eşitlik ise 

 

1 1

1

n k

q q q q

n n n n
q

k n k n k n k


        

         
          

 

       
1 1

1

n k

q q

n n
q

k k


    

    
   

 

 

şeklinde elde edilir. 

Sonuç 3.1. Her qBinom katsayısı q  nun  ( )k n k  inci dereceden bir polinomudur 

(Kac ve Cheung, 2002) . 

İspat: Negatif olmayan bir n  tamsayısı için 

1
0

q q

n n

n

   
    

   
  

Bu derecesi sıfır olan sabit bir polinomdur. 

 
   

    
  

! 1 ... 1

! ! 1 ...1
q

n n n n n k

k n k k k k

   
  

  
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1 1

1

1 1 1
...

1 1 1

1 1
...1

1 1

n n n k

k k

q q q

q q q

q q

q q

  



  

  


 

 

  

       
1 1

1

( 1)( 1)...( 1)

( 1)( 1)...1

n n n k

k k

q q q

q q

  



  


 
                                                                            (3.4) 

(3.4),  payı ve paydası katsayıları 1 olan q nun bir polinomudur. Bu polinomun derecesi 

ise pay ve paydada yer alan polinomların dereceleri farkıdır. Yani 

( 1) ( 2) ... ( 1) ( ( 1) ( 2) ... 1) ( )n n n n k k k k k n k                   

elde edilir. İspat tamamlanmış olur. 

Tanım 3.2.  1n   için  

      1...
n n

q
x y x y x qy x q y        

ve 

  2

0

k
n

n n k k

q
k q

n
x y q x y

k

 
 

 



 
   

 
                                                                               (3.5) 

dir. Buradan 

1
2

0 0

( )

k
nn

n k k r

k rq

n
q x y x q y

k

 
 

 

 

 
  

 
                                                                                 (3.6) 

dir (Kac ve Cheung, 2002). 

 1q   için  
1

lim
q

q

n n

k k

   
   

   
 olduğunu ifade etmiştik. Buradan  

0

( )
n

n n k k

k

n
x y x y

k





 
   

 
  

 standart binom açılımına dönüştüğünü görürüz.  

Tanım 3.3.   
q

n

k

 
 
 

,  qBinom katsayısı olmak üzere,  

0

n

n

k q

n
G

k

 
  

 
  

şeklinde tanımlanan sayı dizisine Galois Sayıları dizisi denir. Bu sayılar,  



 

 

11 

 1 12 1n

n n nG G q G     

rekürans bağıntısını sağlar (Kac ve Cheung, 2002). 

Teorem 3.1. q , x  ve y  ile komütatif ve yx qxy  ise  

 
0

n
n k n k

k q

n
x y x y

k





 
   

 
   

dir (Kac ve Cheung, 2002). 

İspat: İspatı tümevarım yöntemi ile yapalım.  

1n   için eşitlik doğrudur. q , x  ve y  ile komütatif ve yx qxy   olduğundan  

1 2 2 2k k k k ky x qy xy q y xy q xy      elde edilir.  

Eşitliğin n  için doğru olduğunu kabul edelim ve 1n  için doğru olduğunu gösterelim.  

       
1

0

n
n n k n k

k q

n
x y x y x y x y x y

k

 



  
          

   

                 1

0 0

n n
k n k k n k

k kq q

n n
x y x x y

k k

  

 

   
    

   
   

                 1

0 0

n n
k n k n k k n k

k kq q

n n
x q xy x y

k k

   

 

   
    

   
    

               
1

1 1 1

1 01

n n
n k k n k k n k

k kq q

n n
q x y x y

k k


     

 

   
    

   
    

               
1

1 1 1

1 1

n
n n k k n k n

k q q

n n
y q x y x

k k


    



    
            

   

               
1

1

0

1n
k n k

k q

n
x y

k


 



 
  

 
  

elde edilir. 

 

Teorem 3.2. n , m ve  k  pozitif tamsayıları için 

q q q q q q

n m n n k n n m k

m k k m k m k k

             
            

            
  

dir (Charalambıdes, 2002). 
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İspat: 

q q

n m

m k

   
   
   

= 
 

   
 

   

! !

! ! ! !

n m

n m m m k k 
  

olur. n k  olduğundan payı ve paydayı  !n k  ile çarparsak 

 
   

 
   

! !

! ! ! !
q q

n m n n k

m k n k k m k n m

   
   

     
  

                  
q q

n n k

k m k

   
    

   
 

dir. Şimdi 
q q q q

n n k n n m k

k m k m k k

         
       

        
 eşitliğinin doğruluğunu gösterelim. 

 
   

 
   

! !

! !
 

! !
 

q q

n n k n n k

k m k n k k m k n m

    
   

      
  

0n m k    olduğundan eşitliğin payını ve paydasını  !n m k   ile çarpalım. 

 
   

 
   

! !

! !
 

! !
 

q q

n n k n n m k

k m k m k n m k k n m

     
   

       
  

                         
q q

n n m k

m k k

    
    

   
 

dir. 

Teorem 3.3. n , m ve  k  pozitif tamsayıları için 

q q q q q q

n n m n n k n m k

m k k m m k m

             
            

           
  

dir (Charalambıdes, 2002). 

İspat: 

q q

n n m

m k

   
   
   

= 
 

   
 

   

! !

! ! ! !

n n m

n m m n m k k



  
  

olur. n k  olduğundan payı ve paydayı  !n k  ile çarparsak 

 
   

 
   

! !

! ! ! !
q q

n n m n n k

m k n k k n m k m

    
   

     
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q q

n n k

k m

   
    
   

 

dir. Şimdi 
q q q q

n n k n m k

k m m k m

        
       

       
 eşitliğinin doğruluğunu gösterelim. 

 
   

 
   

! !

! !
 

! !
 

q q

n n k n n k

k m n k k m n k m

    
   

     
  

0m k   olduğundan eşitliğin payını ve paydasını  !m k  ile çarpalım. 

 
   

 
   

! !

!
   

! ! !
q q

n n k n m k

k m m k n m k k m

    
   

     
  

                       
q q

n m k

m k m

   
    

   
 

dir. 

Teorem 3.4. ,m n ve r  negatif olmayan tamsayılar olmak üzere qVandermonde 

formülü 

( )( )

0

r
m k r k

k q q q

m n m n
q

k r k r

 



     
     

     
                                                                         (3.7) 

dir (Ernst, 2012). 

 

Sonuç 3.2. n  ve k  negatif olmayan tamsayılar olmak üzere 

2

2

0

2n
k

k q q

n n
q

k n

   
   

   
                                                                                                     (3.8) 

dir. 

İspat: Teorem 3.4. de r n  ve m n  yazarsak 

( )( )

0

n
n k n k

k q q q

n n n n
q

k n k n

 



     
     

     
      

olur. (3.2) den qBinom katsayılar simetri özelliğine sahip olduğundan n k  yerine k  

yazarsak  

2

2

0

2n
k

k q q

n n
q

k n

   
   

   
      

elde edilir.  



 

 

14 

Teorem 3.5.   1,2,...,nA n   ve ,n kA , 
nA in k  elemanlı alt kümelerinin bir ailesi olsun.   

( )
s S

w S s


  olmak üzere 

( ) ( 1)/2w S k k

s Sq

n
q

k

 



 
 

 
                                                                                                  (3.9) 

dir (Kac ve Cheung, 2002). 

İspat: Teoremi tümevarım ile ispatlayalım. İlk olarak 1n   0,1k   için doğruluğunu 

gösterelim.  

0k   için  1,0A    ve buradan    0w    olurki bunda sağ taraf  ve sol taraf 1 ve 

birbirine eşittir. 

1k  için   1,1 1A  ve buradan   1 1w  olacaktır. (3.5) te yerine yazılırsa 

1,1

1,1

( ) 1(1 1)/2 1
1

1

w A

s A q

q
 



 
   

 
  olur. 

1 1n m    ve 2m  olsun. 1m n    için doğru olduğunu kabul edelim. Şimdi n m  

için doğruluğunu araştıralım.  0k   için 
,0 { }mA    ve buradan  ( ) 0w    olacaktır 

bu 1n   ile aynıdır.  

1k    için ,m kA B B  ,  ,m kB S A m S    ve  ,m kB S A m S     olacak şekilde  

m  elemanını bulunduran ve bulundurmayan k  elemanlı alt kümelerin birleşimi olarak 

yazılabilir. Buradaki B kümesinin tüm elemanları 
1mA 
 ink  elemanlı alt kümeleridir. 

Benzer şekilde B  kümesinin elemanları da , 
1mA 
in 1k   elemanlı alt kümeleridir. 

Böylece  

,

( ) ( 1)/2 ( ) ( 1)/2 ( ) ( 1)/2

m k

w S k k w S k k w S k k

s A s B s B

q q q     

  

         

                        
1 1, 1

( ) ( 1)/2 ( ( ) ) ( 1)/2

,m m k

w S k k w S m k k

s A k s A

q q
  

    

 

     

                         
1 1, 1

( ) ( 1)/2 ( ) ( 1)/2

,m m k

w S k k w S k k m k

s A k s A

q q q
  

    

 

    

                       
1 1

1

m k

q q q

m m m
q

k k k


      

       
     

 

dir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 
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Teorem 3.6.  q  asal bir sayının kuvveti olmak üzere  qF  bir cisim ise, 
q

n

k

 
 
 

 n   

boyutlu n

qF  vektör uzayının  k  boyutlu alt uzaylarının sayısıdır (Kac ve Cheung, 

2002). 

İspat:  
n

qF , qF üzerinde tanımlı bir vektör uzayı olsun. 0k   için  

1
0

q

n 
 

 
  

dir. n  boyutlu  vektör uzayının sıfır boyutlu vektör uzayı sayısına eşittir. 1k   için 

doğru olduğunu gösterelim.  

V   vektör uzayında k   boyutlu bir alt uzay oluşturabilmek için V   vektör uzayında k   

tane lineer bağımsız vektör seçilmelidir. Bu vektörler 
1 2, ,..., kv v v  olsun. V  vektör uzayı 

olduğundan sıfır vektörünü içermektedir. Her bir baz elemanı da sıfırdan farklı 

olmalıdır. Bu nedenle 
1v  baz vektörü 1nq    şekilde seçilebilir. 

1v   ve 
2v  lineer 

bağımsız olmalıdır. Bu nedenle, 
2v  vektörü, 1v tarafından gerilen alt uzayın elemanı 

olmamalıdır. 
1v  baz vektörünün oluşturduğu alt uzay  1 1 1: 0, qV av v a F     şeklinde 

olacağından, 
1v  tarafından gerilen alt uzayın q tane elemanı vardır. O halde 

2v  vektörü  

nq q  farklı şekilde seçilebilir. Benzer şekilde kalan vektörlerde seçilir. Bu durumda 

n  boyutlu 
n

qF  vektör uzayından k  tane lineer bağımsız baz vektörü 

1( 1)( )...( )n n n kq q q q q                                                                                           (3.10) 

farklı yolda seçilebilir. 

Bu k  lıların bazıları aynı alt uzayı oluşturacağından,  (3.10) i,  k  boyutlu bir uzayın 

gerebileceği farklı uzay sayısına bölmeliyiz. k  boyutlu herhangi bir uzayı  ele alalım. 

k  boyutlu uzayın kq  tane elemanı vardır. Tanımlanan alt uzay 

 1 1 2 2 ... : 0,k k k k qa v a v a v v a F       

şeklinde olacaktır. 

 Her ka   yerine q  tane değer yazılabileceğinden, k  boyutlu bir alt uzayın kq  elemanı 

vardır. k  boyutlu uzaydan  k  tane lineer bağımsız vektör 

1( 1)( )...( )k k k kq q q q q      
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şeklinde seçilebilir. Yani k  boyutlu uzay 1( 1)( )...( )k k k kq q q q q     farklı lineer 

bağımsız vektörü gerebilir. Sonuç olarak birbirinden faklı k  boyutlu alt uzayların sayısı 

 

2 1 2 3 1 1 1

2 1 2 3 1 1

( 1)( )( )...( ) ... ( 1)( 1)...( 1)

( 1)( )( )...( ) . ... ( 1)( 1)...( 1)

n n n n k k n n n k

k k k k k k k k

q

nq q q q q q q qq q q q q q

kq q q q q q q q q q q q q q

    

  

       
   

        
  

dir. 
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4. qBİNOM KATSAYILARI İLE TANIMLI CİRCULANT MATRİSLER 

Çalışmamızın esas bölümü olan bu bölümde elemanları qBinom katsayıları 

olan circulant ve negacyclic matrisler göz önüne alınacak. Bu matrislerin özdeğerleri, 

determinantları ve normları incelenecektir. 

Tanım 4.1. 
q

n

k

 
 
 

 qBinom katsayısı olmak üzere ij  inci elemanı 
ij

q

n
c

i j

 
  

 
 

olan n n  tipindeki   ,n q ijC c   matrisine qBinom katsayıları ile tanımlı circulant 

matris denir ve 

 

1

2

1 1

2 2

,

0 1 1

1 0 2

1 2 0

n

q q q

n n

n q
q q q

q q q

n n n
q

n

n n n
q q

C n n

n n n
q

 
 
 

    
   
   

      
      

      
 
      
              
 
 
      
             

  

 

şeklinde gösterilir. Bu matrisi kısaca  

 

1

2 2

, , ,..., ,...,
0 1 1

k n

n q

q q q q

n n n n
C q q

k n

   
   
   

        
                  

 

ile gösterebiliriz. 

 qBinom katsayısında 1q   durumunda binom katsayıları elde edildiğini 

biliyoruz. Dolayısıyla ,n qC  matrisinde 1q  durumunda Rabago tarafından tanımlanan 

binom katsayıları ile tanımlı circulant matrisi elde ederiz. 

Örneğin, qBinom katsayıları  ile tanımlı 4 4 tipindeki circulant matris 

2 3 2 3 4 5 3 4 5 6

3 4 5 6 2 3 2 3 4 5

4, 2 3 4 5 3 4 5 6 2 3

2 3 2 3 4 5 3 4 5 6

1 1 2

1 1 2

2 1 1

1 2 1

q

q q q q q q q q q q q q

q q q q q q q q q q q q
C

q q q q q q q q q q q q

q q q q q q q q q q q q

          
 

          
          
            

 

şeklindedir. Bu matriste 1q   için 
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4,1

1 4 6 4

4 1 4 6

6 4 1 4

4 6 4 1

C

 
 
 
 
 
 

  

 

elde edilir. Bu matris ise, binom katsayıları  ile tanımlı 4 4  tipindeki circulant 

matristir. 

  qBinom katsayıları ile tanımlı ,n qC   circulant matrisi tanımladık. Şimdi bu 

matrisi temsil eden polinomu ve bu polinomu kullanarak tanımladığımız ,n qC  matrisinin 

özdeğerlerini ve determinantını ele alacağız.  

Tanım 4.2. n n  tipindeki qBinom katsayıları ile tanımlı ,n qC   circulant matrisini 

temsil eden polinom, 

1

22 1( ) ...
0 2 1

 
1

n

n

q q q q

n n n n
p z z qz q z

n

 
 

 
       

           
       

 

dir. 

qBinom katsayıları ile tanımlı circulant matrisi temsil eden polinom Tanım 

3.2. kullanılarak 

 
1

2 2

0

( ) 1

k n
n

nk n

q
k q

n
p z q z z q z

k

   
    

   



 
    

 
                                                         (4.1) 

ve 

 
1

2

0

( ) 1

n
n

r n

r

p z q z q z

 
  

 



                                                                                            (4.2)   

şeklinde ifade edilebilir.  

Teorem 4.1.  ,n qC , qBinom katsayıları ile tanımlı n n  tipindeki circulant matris, w   

birimin n  inci primitif kökü ve 0,1,..., 1j n   olmak üzere ,n qC  matrisinin 

özdeğerleri   

   
1

2 2

,

0

( ) 1 1

n n
n

n
j r j

j n q q
r

C w q q w q

   
   

   



                                                              (4.3) 

dir. 
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İspat:  (2.4) eşitiliğinden circulant matrisin özdeğerlerinin  ( ) ( )j

j C a P w   olduğunu 

biliyoruz. Buradan  qBinom katsayıları ile tanımlı circulant matrisi temsil eden 

polinom göz önüne alınırsa ,n qC  matrisinin özdeğerleri 

 
1

2

0

n
n

j j

k q

n
P w q w

k

 
  

 



 
  

 
   

olur. Burada (4.1) ve (4.2) ifadeleri kullanılırsa  

   
1

2 2

,

0

( ) 1 1

n n
n

n
j r j

j n q q
r

C w q q w q

   
   

   



       

elde edilir.  

Sonuç 4.1. Binom katsayıları ile tanımlı circulant matrisin özdeğerleri 0,1, , 1j n   

için 

,1( ) (1 ) 1j n

j nC w      

dir. 

Örnek 4.1. qBinom katsayıları ile tanımlı 3 3  tipindeki circulant matris 

2 2 3

2 3 2

3.

2 2 3

1 1

1 1

1 1

q

q q q q q

C q q q q q

q q q q q

    
 

     
     

  

matrisini alalım. Teorem 4.1 den 
2

3

i

w e


  olmak üzere, 3,qC   matrisinin özdeğerleri 

 
2

3

0 3,

0

( ) 1 k

q

k

C q q


     

 
2

3

1 3,

0

( ) 1 k

q

k

C q w q


     

 
2

2 3

2 3,

0

( ) 1 k

q

k

C q w q


     

dir. Buradan 3,qC  matrisinin özdeğerleri 

2 3

0 3,( ) 2 2 2qC q q q      

 2 3 3

1 3,

1 1 1
( ) 3 1

2 2 2
qC q q q i q

 
       

 
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 2 3 3

2 3,

1 1 1
( ) 3 1

2 2 2
qC q q q i q

 
       

 
 

şeklinde elde edilir. 

Sonuç 4.1. kullanılırsa binom katsayıları ile tanımlı 3 3   tipindeki circulant 

matrisin özdeğerleri 

     0 3,1 1 3,1 2 3,17, 2C C C       

şeklinde elde edilir. 

Matrisin özdeğerleri ve determinantı arasındaki ilişki kullanılarak qBinom 

katsayıları ile tanımlı circulant matrisin determinantını aşağıdaki teorem ile ifade 

edebiliriz. 

Teorem 4.2. ,n qC , qBinom katsayıları ile tanımlı n n  tipindeki circulant matrisinin 

determinantı w   birimin n  inci primitif kökü olmak üzere  

   
1 1 1

2 2

,

0 0 0

det( ) 1 1

n n
n n n

n
j k j

n q q
j j k

C w q q w q

   
     

   

  

   
        
   
   

                                        (4.4) 

dir. 

Sonuç 4.2. Binom katsayıları ile tanımlı circulant matrisin determinantı  

1

,1

0

det( ) ((1 ) 1)
n

j n

n

j

C w




      

dir. 

 Şimdi qBinom katsayıları ile tanımlı ,n qC   circulant matrisin maksimum 

satır(sütun) ve spectral normlarını ele alacağız. 

Teorem 4.3. ,n qC , qBinom katsayıları ile tanımlı n n  tipindeki circulant matrisinin 

spektral normu 

 
1

2

, 2
0

1

n
n

k

n q

k

C q q

 
  

 



                                                                                             (4.5) 

dir. 

İspat: Bir matrisin spektral norm tanımından 

 
1
2

*

, , ,2 0 1
max ( )n q j n q n q

j n
C C C

  
   

dir. Circulant matrisler normal matrisler olduğundan Teorem 2.7 den  
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 
1 2

2

, 2 0 1
maxn q j

j n
C 

  
   

olduğunu biliyoruz. ,n qC  matrisinin özdeğerleri 0j   için maksimum değerini alır.  

Böylece qBinom katsayıları ile tanımlı circulant matrisin spektral normu                                                                                                      

 
1

2

, 2
0

1

n
n

k

n q

k

C q q

 
  

 



         

olarak elde edilir. 

Sonuç 4.3. Binom katsayıları ile tanımlı circulant matrisin spektral normu 

,1 2
2 1n

nC    

dir. 

Teorem 4.4. ,n qC , qBinom katsayıları ile tanımlı circulant matrisin  maksimum satır 

ve sütun normu sırasıyla 

 
1

2

, ,1
0

1

n
n

r

n q n q

r

C C q q

 
  

 




                                                                                  (4.6) 

dir. 

İspat: Circulant matrisin satır ve sütunları aynı olduğu için maksimum satır ve sütun 

normu eşit olacaktır. Bir matrisin maksimum satır ve sütun normu tanımından 

1
2

, ,1
0

k
n

n q n q

k q

n
C C q

k

 
  

 




 
   

 
  

elde edilir. (3.2) denkleminde 1x   ve 1y   yazılırsa 

2

0

(1 1)

k
n

n

q

k q

n
q

k

 
 
 



 
   

 
   

olur. Her iki taraftan n  inci terimi çıkarırsak  

2

, ,1
(2)

n

n

n q n q qC C q

 
 
 


     

elde edilir. (3.3) ifadesi kullanılırsa 

1
2

, ,1
0

(1 )

n
n

r

n q n q

r

C C q q

 
  

 




     

dir. 
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Sonuç 4.4. Binom katsayıları ile tanımlı cirulant matrisin maksimum satır ve sütun 

normu 

,1 ,11
2 1n

n nC C


    

dir.   

Örnek 4.2. 3,qC  qBinom katsayıları ile tanımlı 3 3  tipindeki circulant matrisin 

maksimum  satır  ve sütun normu 

   
3

2
3 2 3

3, 3,1
0

2 1 r

q q q
r

C C q q q

 
 
 




       

olduğundan maksimum satır ve sütun normu 

2 3 2 3

3, 3,1
2(1 )(1 ) 2 2 2q qC C q q q q q q


           

olur. 

 Bu bölümde şu ana kadar qBinom katsayıları ile tanımlı ,n qC   circulant 

matrisinin özdeğer, determinant ve normlarını ele aldık. Şimdi ise qBinom katsayıları 

ile negacyclic matrisleri tanımlayarak, bu matrisin özdeğerleri, determinantı ve 

normlarını inceleyeceğiz. 

Tanım 4.3. 
q

n

k

 
 
 

, q  Binom katsayısı olmak üzere 

1

2

1 1

2 2

,

0 1 1

1 0 2

1 2 0

n

q q q

n n

n q
q q q

q q q

n n n
q

n

n n n
q q

N n n

n n n
q

 
 
 

    
   
   

      
      

      
 
      
              
 
 
      

              

 

şeklinde tanımlanan ,n qN   matrisine qBinom katsayıları ile tanımlı negacyclic matris 

denir ve kısaca 

2 2

, , ,..., ,...,
0 1 1

k n

n q

q q q q

n n n n
N sc q q

k n

   
   
   

        
                  

  

şeklinde gösterilir. 
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 qBinom katsayıları ile tanımlı ,n qC   circulant matrisine benzer şekilde ,n qN  

matrisinde de 1q    durumunda binom katsayıları ile tanımlı negacyclic matris elde 

edilir. 

  

Örnek 4.3.  4,qN , qBinom katsayıları ile tanımlı 4 4  tipindeki negacyclic matris  

2 3 2 3 4 5 3 4 5 6

3 4 5 6 2 3 2 3 4 5

4, 2 3 4 5 3 4 5 6 2 3

2 3 2 3 4 5 3 4 5 6

1 1 2

( ) 1 1 2

( 2 ) ( ) 1 1

(1 ) ( 2 ) ( ) 1

q

q q q q q q q q q q q q

q q q q q q q q q q q q
N

q q q q q q q q q q q q

q q q q q q q q q q q q

          
 

           
            
               

 

dir.  

 

Teorem 4.5. ,n qN  qBinom katsayıları ile tanımlı bir negacyclic matris, 

0,1, 1j n   ve w , birimin n  inci primitif  kökü olmak üzere ,n qN   matrisinin 

özdeğerleri 

 
2 1 2 11

2 22 2
,

0

1 1

n n nj jn
r

j n q

rq

N w q q w q

       
   



   
        
   

                                              (4.7)                 

dir. 

 İspat: Teorem 2.4. ten , ( )n qN p   olduğundan ,n qN  negacyclic matrisin özdeğerleri 

2 1

2( )
j

p w


 dır. Negacyclic matrisi temsil eden polinomun 

1
2 2

0

( ) (1 )

k n
n

k n n

q

k q

n
p z q z z q z

k

   
    

   



 
    

 
  olduğunu biliyoruz. Bu eşitlikte 

2 1

2

j

z w


  yazarsak  

 
2 1 2 11

2 22 2
,

0

1 1

n n nj jn
r

j n q

rq

N w q q w q

       
   



   
        
   

      

elde edilir.  
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Sonuç 4.5. Binom katsayıları ile tanımlı negacyclic matrisin özdeğerleri 

0,1, , 1j n   için, 

   ,1 1 1 1
n

jn

j nN w      

dir. 

Örnek 4.4. 3,qN  qBinom katsayıları ile tanımlı 3 3  tipindeki 

2 2 3

2 3 2

3,

2 2 3

1 1

( ) 1 1

(1 ) ( ) 1

q

q q q q q

N q q q q q

q q q q q

    
 

      
       

 

negacyclic matrisini göz önüne alalım. 
2

3

i

w e


  olmak üzere bu matrisin özdeğerleri 

 
12

32
0 3,

0

1 r

q

r

N q w q


 
   

 
   

 
32

32
1 3,

0

1 r

q

r

N q w q


 
   

 
   

 
52

32
2 3,

0

1 r

q

r

N q w q


 
   

 
  

dir. Buradan 3,qN  nun özdeğerleri, 

   3 3 2

0 3,

1 3 3
2 2 1

2 2 2
q

i
N q q q q

 
       

 
  

  3

1 3,qN q   

   3 3 2

2 3,

1 3 3
2 2 1

2 2 2
q

i
N q q q q

 
       

 
 

dir. 

 qBinom katsayıları ile tanımlı ,n qN   negacyclic matrisin determinantını 

özdeğerleri kullanılarak aşağıdaki teorem ile verebiliriz. 

 

Teorem 4.6.  ,n qN  qBinom katsayıları ile tanımlı negacyclic matris ve w , birimin 

n  inci primitif kökü olmak üzere ,n qN   matrisinin determinantı 

 
2 11 1

22
,

0 0

det 1

njn n
k

n q

j k

N q w q

    
 

 

  
    
   

                (4.8) 
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dir. 

 

Sonuç 4.6. Binom katsayıları ile tanımlı negacyclic matrisin determinantı 

    
1

,1

0

det 1 1 1
n n

jn

n

j

N w




     

dir. 

Örnek 4.5. 3,qN  qBinom katsayıları ile tanımlı 3 3  tipindeki negacyclic matrisin 

determinantı 

3
2 12

32
3,

0

det( ) 1
j

q

j q

N w q




  
    
   


2 12 2

32

0 0

1
j

k

j k

q w q


 

  
     

  
   

   9 8 7 6 5 4 33 6 6 6 3 3q q q q q q q        

dir.          

 qBinom katsayıları ile tanımlı ,n qN   negacyclic matrisini özdeğerlerini ve 

determinantını verdikten sonra son olarak bu matrisin maksimum satır (sütun) ve 

spektral normlarını ele alacağız. 

Teorem 4.7. ,n qN  qBinom katsayıları ile tanımlı n n  tipindeki  negacyclic matris ve 

w , birimin n  inci  primitif  kökü olmak üzere ,n qN   matrisinin spektral normu 

1 2
2

2 11
22

, 2 0 1
0

max (1 )

njn
k

n q
j n

k

N q w q

   
 

  


 
   
  
 

                                                                                          

şeklindedir. 

  

İspat: Bir matrisin Spektral norm tanımından 

 
1
2

*

, , ,2 0 1
max ( )n q j n q n q

j n
N N N

  
   

dir. Teorem 2.7. den  

 
1 2

2

, 2 0 1
maxn q j

j n
N 

  
   

olduğunu biliyoruz. Böylece qBinom katsayıları ile tanımlı negacyclic matrisin 

spektral normu                                                                                                      
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1 2
2

2 11
22

, 2 0 1
0

max (1 )

njn
k

n q
j n

k

N q w q

   
 

  


 
   
  
 

       

olarak elde edilir. 

Teorem 4.8. ,n qN  qBinom katsayıları ile tanımlı negacyclic matrisin  maksimum satır 

ve sütun normu 

  2

, ,1
2

n

n

n q n q q
N N q

 
 
 


                                                                                       (4.9)  

dir. 

İspat: Bir matrisin maksimum satır ve sütun normu tanımı kullanılırsa 

1
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i
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i q
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 
  

 

   


 
   

 
  

olur. Negacyclic matrisin özelliğinden 
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n q n q
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N N q

i

 
  

 




 
   

 
  

elde edilir. Dolayısıyla  

  2

, ,1
2

n

n

n q n q q
N N q

 
 
 


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dir. 

Örnek 4.6. 4,qN  qBinom katsayıları ile tanımlı 4 4  tipindeki negacyclic 4,qN  

matrisinin maksimum  satır  ve sütun normu 

 
4 6

4, 4,1
2q q q

N N q


   =    2 3 32 1 1 1q q q q     

                            2 3 4 5 62 2 2 4 2 2q q q q q q        

dir. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu çalışmada q  Binom katsayıları ile tanımlı circulant matrisler göz önüne 

alınmıştır. Bu matrislerin özdeğerleri, determinantı ve normları elde edilmiştir. Ayrıca 

ters circulant matris olarakta bilinen negacyclic matrisler qBinom katsayıları ile göz 

önüne alınarak bu matrisinde özdeğerleri, determinantı, spektral ve maksimum satır ve 

sütun normları elde edilmiştir. 

Circulant matrislerin genel hali olan r circulant ve geometrik circulant 

matrisler  qBinom katsayıları ile tanımlanıp özdeğerleri, determinantları ve normları  

incelenebilir.  
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