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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

g — BINOM KATSAYILARI iLE TANIMLI CIRCULANT MATRISLER

Seyda DALKILIC
Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Emine Gok¢cen KOCER
2018 , 37 Sayfa

Jiiri
Damisman Prof. Dr. Emine Gok¢en KOCER
Prof. Dr. Ayse Dilek MADEN
Dr. Ogr. Uyesi Nihat AKGUNES

Bu calisma bes boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde, circulant matrisler ve ¢ — Binom

katsayilari ile ilgili yapilan bazi1 ¢aligmalara yer verilmistir. Ikinci béliimde, circulant matrisler tanitilmus,
ticiincti bolimde (— Binom katsayilart ve ozellikleri verilmistir. Dérdiincii bolimde ise ( — Binom

katsayilar1 ile circulant matrisler tamimlanarak, bu matrislerin 6zdeger, determinant ve normlart
incelenmistir. Beginci boliimde ise bu ¢aligma ile ilgili sonug ve Onerilere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Determinant, Norm, Ozdeger, g — Binom Katsayilar.



ABSTRACT

MS THESIS

CIRCULANT MATRICES WITH q—-BINOMIAL COEFFICIENTS

Seyda DALKILIC
THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITY
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

Advisor: Prof. Dr. Emine Gokcen KOCER
2018, 37 Pages
Jury
Advisor Prof. Dr. Emine Gokcen KOCER

Prof. Dr. Ayse Dilek MADEN
Assist. Prof. Dr. Nihat AKGUNES

This study consist of five sections. In the first section, some studies related to circulant matrices

and (— Binomial coefficients were given. In the second section, some properties connected with
circulant matrices were given. In the third section, definitions and some properities of — Binomial
coefficients were given. In the fourth section, circulant matrices with g — Binomial coefficients were
defined and investigated eigenvalues, determinants and norms. In the fifth section, some conclusions and

suggestions were given.

Keywords: Determinants, Eigenvalues, Norms, (| — Binomial coefficients .



ONSOZ

Bu calisma, Necmettin Erbakan Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik-
Bilgisayar Bilimleri Boliimii Cebir ve Sayilar Teorisi Anabilim Dali Ogretim Uyesi
Prof. Dr. Emine Gok¢en KOCER yonetiminde hazirlanarak Necmettin  Erbakan
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii’ne Yiiksek Lisans Tezi olarak sunulmustur.

Calismalarim boyunca bilgilerini benimle paylagsmaktan ¢ekinmeyen, fikirleriyle
bakis a¢imi genisletip zenginlestiren ve ¢alismam siiresince sabirla destegini siirdiiren
Prof. Dr. Emine Gok¢en KOCER hocama saygilarimi ve tesekkiirlerimi sunarim.

Ayrica; bu ¢alisma siiresince sabir gostererek beni daima destekleyen aileme ve
degerli meslektasim Meltem SALCI’ya en igten tesekkiirlerimi sunarim.

Seyda DALKILIC
KONYA-2018



ICINDEKILER

OZET ..ottt ettt i
ABSTRACT ..ottt sttt en et n et en et i
ONSOZ ...ttt ettt iii
ICINDEKILER .........cooooiviiieeeeeeeeeeeeeeee ettt iv
T €] 1 21 1T 1
2. CIRCULANT MATRISLER .........ccocooiiiiiiiieieeeeeeese e 3
3. q—BINOM KATSAYILARLI ..........cooviiiiiisieiieeessesese et ene s 7
4. q—BINOM KATSAYILARI iLE TANIMLI CIRCULANT MATRISLER...... 17
5.SONUC VE ONERILER............cocoosiiiitiieeeeeteeeee et 27
KAYNAKLAR ...ooovitiiseeeste st sss st ess s tass st st sns st anestensesnsanensenes 28
07 0317 I 15RO 30



1. GIRIS

Circulant matrislerin ve g— Binom katsayilarinin ¢ok genis bir uygulama alani
vardir. Bu nedenle literatiirde bu konular ile ilgili birgok ¢alisma vardir. Bu béliimde bu
konular ile ilgili yapilan ¢alismalarin bir kismini géz oniine alacagiz.

Ernst (2003), Q-analizin tarihi gelisimini ele almis ve baz1 0Gzel
g — fonksiyonlarin hesaplanmasi igin yeni bir metod vermistir.

Carciono (2008), q—Binom katsayilarinin daha genel hali olan p,q—Binom
katsayilarini tanimlamis ve bu katsayilarin bazi 6zelliklerini incelemistir.

Good (1986), Ters circulant matrisleri diger bir adiyla negacyclic matrisleri
tanimlamis ve 6zelliklerini incelemistir.

Gould (1967), q— Binom katsayilarinin 6zelliklerini kullanarak Stirling sayilari
icin yeni formiiller elde etmistir.

Gould (1969), 1915 yilinda Georges Fontené tarafindan ortaya atilan binom
katsayilarinin bir genellemesini gz oniine almistir. Bu genellestrilmis Fontené-Ward
Binom katsayilarimin Fibonomial ve q— Binom katsayilari ile iliskisi ve bazi 6zellikleri
incelenmistir.

Geller, Kra, Popescu ve Simanca (2004), circulant matrislerin determinantini ve
karakteristik polinomunu, birimin n—inci dereceden primitif kokiini kullanarak elde
etmislerdir. Circulant matrislerin olusturdugu uzayin sonlu boyutlu degismeli bir cebir
yapisinda oldugunu géstermislerdir. Circulant matrislerin tersinir olmasi i¢in gerek ve
yeter sartlar verilmistir.

Kac ve Cheung (2002), Quantum Calculus isimli kitabinda bir¢ok fonksiyonun
g — benzerlerini ele almis ve bu g — benzerlerin bir¢ok 6zelligine deginmistir.

Koger (2007), Modified Pell, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas say:lar: ile tanimli
circulant, negacyclic ve semicirculant matrislerin 6zdegerleri, determinantlart ve
normlarini elde etmistir.

Koger, Mansour ve Tuglu (2007), Horadam sayilari ile circulant ve
semicirculant matrisleri tanimlayip bu matrislerin 6zdegerlerini, spektral normlarini ve
Euclidean normunu elde etmislerdir.

Koger ve Ozmen (2017), Binom katsayilar: ile r—circulant matrisleri

tanimlamis ve bu matrislerin 6zdegerleri, determinantlari ve normlarini elde etmistir



Rabago (2012), Binom katsayilar: ile circulant matrisleri tanimlayarak bu
matrislerin 6zdeger ve normlarini incelemistir.

Rabago (2013), Binom katsayilar: ile tanimli circulant matrislerin determinant
dizilerini g6z 6niine almis ve baz1 6zelliklerini vermistir.

Radicic (2016), geometrik dizilerle k —circulant matrisleri tanimlamis ve bu
matrislerin; 6zdegerlerini, determinantlarini ve Euclidean normlarini hesaplamistir.

Solak (2005), Fibonacci sayilart ve Lucas sayilar: ile circulant matrisleri
tanimlayarak, bu matrisin normlarini incelemistir.

Zhou (2014), elemanlar1 Fibonacci ve Lucas sayilart ile Binom katsayilarinin
carpimi olan circulant matrisleri goz oniline almig ve bu matrislerin spektral normlarini

hesaplamustir.



2. CIRCULANT MATRISLER
Bu boliimde ¢ok genis bir uygulama alanina sahip olan circulant matrisler ile
ilgili genis bir bilgi verecegiz.

Tanm 2.1. aeR" ve a:(ao,al,...,an_l)T olsun. nxn tipindeki circulant matris

C (a) ile gosterilir ve

N n-1
C(a)- an:_l a‘0 . an:_2 21)
a a ..

seklinde tanimlanir (Davis, 1979).

Circulant matrislerin her bir satirinin elemanlar1 aynidir. Satirlar arasindaki tek
fark saga dogru bir adim kaymalaridir. Bu nedenle biitiin circulant matrisler ilk satir ya
da siitunlar1 tarafindan tanimlanabililer. Dolayisiyla circulant matrisleri kisaca

C(a)=(ay,a,...,a, ,) ile gosterebiliriz.

Teorem 2.1. 7w =circ(0,1,...,0) permiitasyon matrisi olmak iizere, bir C(a) matrisi

C(a)=al+az+..+a, 7" seklinde yazilabiliyorsa C(a) matrisi circulant matristir
(Davis, 1979).
Teorem 2.2. 7 =circ(0,1,...,0) permiitasyon matrisi ve A nxn bir matris olsun. A

matrisinin circulant matris olmasi i¢in gerek ve yeter sart Az =z Aolmasidir (Davis,
1979).

Ispat: o=(12,..,n) deviri ve A=(a;) olsun. Bu taktirde P, AP, =(aa(i)a(j))dir. Bu

esitlikte P, =7z yazilirsa 7Z'A72'*=(a ) elde edilir. A matrisinin circulant matris

o(i)o()
olmasi igin gerek ve yeter sart, a; =a,,;, olmasidir. Bu ise 7A7 = A olmasi ile
miimkiindiir. Ayricaz’ =7 =z =7z"" oldugundan Az =rA elde edilir.

Sonug 2.1. A matrisinin circulant matris olmasi igin gerek ve yeter sart A" matrisinin

de circulant matris olmasidir (Davis, 1979).



Tamm 22. n  bilesenli a=(a,a,..a,,) ile ilgili  polinom
p(z)=a,+az+..+a,,z"" olsun. z=circ(0,1,..,0) permiitasyon matrisi olmak

lizere, C(a):p(zr) olup, p(z) polinomuna C(a) circulant matrisini temsil eden

polinom denir (Kra ve Simanca, 2012).

Tanmm 2.3. acR" ve a:(ao,ai,...,an_l)T olsun. nxn tipindeki

Q@ & & Ay
0 a a - a,

S@={0 0 a - a,, (2.2)
0 0 0 - @

matrisine semicirculant matris denir (Davis, 1979).

Tanm 2.4. a€R" ve a=(a,a,..,a,,) olsun. nxn tipindeki

a0 a’l a2 n-1
—a,, a, aQ R

N(a): —a,, —a,,; a4 - G, (2-3)

-8 a8 T8 G
matrisine negacyclic ya da ters circulant matris denir (Good, 1986).

Teorem 2.3. nxn tipinde bir A matrisinin negacyclic matris olmasi i¢in gerek ve

yeter sart
0 10 -0
0 01 -0
. . o I, -1, 0
=| : : = =7
7 4,00 0 I,
0 O o1
-1 0 0

olmak iizere 7A = A saglanmasidir (Davis, 1979).



Circulant matris ve c¢esitlerinden bahsettikten sonra simdi de circulant

matrislerin normlar1 ve 6zdegerlerinin nasil bulunacagini inceleyecegiz.
C(a)=(ay,a,....a,,) circulant matrisini temsil eden

n-1

polinom p(z) =a,+&z+...+a,,z"" olmak tizere C(a)= p(z) oldugunu biliyoruz. 7

permiitasyon matrisinin karakteristik polinomu A"—1 olup bu polinomun kokleri
birimin n—inci primitif kokleridir. Circulant matrisin 6zdegerleri j =0,1,...,n—1 i¢in
n-1
A (C@)=p(w)=aw (2.4)
j=0

dir (Kra ve Simanca, 2012).

Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorii ise
x=n"?(Lw,w,..,w") (2.5)

27i
dir. w=e " oldugundan circulant matrisin 6zdegerleri

=

2;(C(a)) Za]ez””/n (2.6)
ve Ozvektorleri ise
_ 1 eri/n eri(n—l)/n
x_ﬁ(l,e yern, € ) (2.7)

seklindedir (Wyn- Jones, 2013).

Teorem 2.4. n matrisinin karakteristik polinomu (-1)"(z" +1)dir ve w birimin

2j+1
—inci primitif kokii olmak iizere 7 matrisinin 6zdegerleri 4, =w 2 dir (Davis,

1979).
Benzer sekilde Teorem 2.4 kullanilirsaN(a)= p(r) oldugundan N(a)

negacyclic matrisin 6zdegerleri

2j+1

A;(N(a)) = Zakw 2 (2.8)

dir (Davis,1979).

Teorem 2.5. A ve B nxn tipinde circulant matrisler ve ¢, lar skaler olmak iizere,
r

A", A*,a1A+ a,B,AB ve Zak A" circulant matristir. Ayrica A ve B circulant
k=0

matrisleri degismelidir ve A tersinir bir matris ise tersi de circulant matristir (Davis,

1979).



Teorem 2.6. a=(a,a,.4a,,)eR" i¢in ve C(a)=(a,,a,...,8,,) nxn circulant

matrisin determinantt W birimin n— inci primitif kokii ve j=0,1,...,n—1 olmak iizere

detc(@) =[S aw) (2.9)

i=0 j
dir (Davis, 1979).

Simdi ¢alismamizin esas kisminda kullanacagimiz bazi matris normu ¢esitlerini

1l
o

verelim.

A= (aij ) nxn bir matris olsun. A matrisinin satir ve siitun normu sirastyla

|A| = rlnaxZ\aJ\ (2.10)
ve
A, = max Z\au\ 2.11)

dir. A matrisinin Euclidean normu ise

|Ae = (ZZ\%\ ] 2.12)

i=1 j=1

ile ifade edilir. Son olarak A matrisinin spektral normu

A, = (max A (A A)) (2.13)

0<i<n-1
seklinde tanimlanir (Horn ve Johnson, 1991).

Simdide normal bir matrisin singiiler degerleri ile ilgili olan asagidaki teoremi
verelim.
Teorem 2.7. A matrisinin 6zdegerleri A4, A4,,...,A4, olsun. Amatrisinin normal matris

olmasi i¢in gerek ve yeter sart AA" matrisinin 6zdegerlerinin |21|2,|/12|2,...,|1n|2

olmasidir (Horn ve Johnson, 1991).



3. q—BINOM KATSAYILARI

Bu bolimde, binom katsayisinin q-—benzeri olarak bilinen g-Binom

katsayilarinin tanim ve Ozellikleri incelenecektir.

Tamim 3.1. n ve k negatif olmayan tamsayilar olmak iizere

[n]:q—_lzq”’1+...+l
g-1
olsun. Buradan q - faktoriyel
1, n=0

[n]!:{[n][n—l]...[l], n=12,..

dir (Ernst, 2012).

Bu ifadeler g6z ontinde bulundurularak, q— Binom katsayilari

[nj: [n]! :[n][n—l]...[n—k+1]
k), [n—k]{[k]! [k][k-1]...1

seklinde tanimlanir. Burada q —1" yaklastiginda

H I H n-1 n-2 _
(!Lrp[n]_(!LT(q +q" % +..+1)=n

olur. Buradan

LIHEN

elde edilir bu da standart binom katsayisidir.
Ornek 3.1. n=3 ve k=1 igin

ﬁ _ Bl _ (@ -n@* -
1), [2M] (@ -1(a-D

=0°+q+1

dir. Ayrica n=4 ve k=2

@ _ [ @ -ne’-y
2), [21[2]' (@®-D(@-D)

=(9*+1)(9* +q+1)
dir.

3.1)



Onerme 3.1. g— Binom katsayilar1 simetriktir. Yani

R 2

dir (Kac ve Cheung, 2002).

. n . .
Ispat: (kj k yerine n—k yazilirsa q— Binom katsayilarinin tanimindan
q

W, )

esitligi elde edilir.
Klasik binom katsayilar1 ile verilen Pascal liggenine benzer olarak ¢— Binom
katsayilar1 kullanilarak elde edilen Pascal tiggenini asagidaki gibi verebiliriz. ¢— Binom

katsayilari, Pascal iiggeninde goriildiigli gibi simetri 6zelligine sahiptir. Fakat Pascal
Ozdesliginin standart formunu saglamazlar. Q- Binom katsayilar1 i¢in Pascal

6zdesligini Onerme 3.2. ile verebiliriz.

1
1 1
1 1+q 1
1 1+q+0° 1+q+0° 1
1 1+9+q9°+q®  (@(+gq+9°)1+9®) 1+q+9°+qg® 1

Onerme 3.2. 1< j<n-1 i¢in q—Binom katsayilar1 igin Pascal kurallari

ALY

ve (3.3)

=) (),

dir (Kac ve Cheung, 2002).



Ispat: 1< j<n-1igin
[N]=g""+q" 2 +..+1

=9 +g" +. g g+

n—-k-1 n

=" +q" P+ g+ DG+ (0 +...+q+D)
=q“[n—k]+[k]
dir. Bu ifade (3.1) de yerine

{nj [n]! [n-1]'[n] [n-1]!(k]+q"[n-K])

[n—K][K]! " [n—K][k] [n—K][K]

[n-1]! . q“[n-1]!
[n=k]i[k=1]t [n—k-1]![k]!

_(n-1 g n-1
“lk-1) Tk
q q
elde edilir. Esitliklerden birincisi ispatlanmus olur. Ikinci esitlik ise
n n n-1 e n=1
K n—k n—k-1 n—k
q q q q
n-1 e(n-1
k k-1
q q

seklinde elde edilir.

yazilirsa

Sonug 3.1. Her gq—Binom katsayist g nun k(n—k)—inci dereceden bir polinomudur

(Kac ve Cheung, 2002) .

Ispat: Negatif olmayan bir n tamsayisi igin

o), 10

Bu derecesi sifir olan sabit bir polinomdur.

U[ () _[olfn-1.fn—k+1]

k), [n—kJk]r  [K][k-1]..1
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qn 1qn—1 1 qn—k+l l
_9g-1 g-1 " g-1
- qk_lqk—l_l .

q-1 q-1

_@-1(@"-D..(q"" -1
(@ -1 -1)..1

(3.4), pay1 ve paydasi katsayilar1 1 olan gnun bir polinomudur. Bu polinomun derecesi

(3.4)

ise pay ve paydada yer alan polinomlarin dereceleri farkidir. Yani
n+(n-D)+M-2)+...+(n—-k+D)—(k+(k=1D)+(k—2)+...+1) =k(n—k)

elde edilir. Ispat tamamlanmus olur.

Tanmm 3.2. n>1 i¢in

(x+ y): =(x+ y)(x+qy)...(x+q”‘ly)

ve
k
n (N ol
(x+y). => q[ZJX “y« (3.5)
v &k,
dir. Buradan

Z[E] Py < Foceay) 56

dir (Kac ve Cheung, 2002).

. n n
g—1 i¢in lim (k] = (kj oldugunu ifade etmistik. Buradan
a

g1

(X+ y)n — Zn:(rk]]xn—k yk

k=0

standart binom ag¢ilimina doniistiigiinii goriiriiz.

n
Tanim 3.3. (kj , - Binom katsayis1 olmak iizere,
q

)

seklinde tanimlanan say1 dizisine Galois Sayilar: dizisi denir. Bu sayilar,



Gn+l = 2Gn +(qn _l)Gn—l

rekiirans bagimtisini saglar (Kac ve Cheung, 2002).

Teorem 3.1. g, x ve y ile komiitatif ve yx=qgxy ise

o =3 o] e

k=0

dir (Kac ve Cheung, 2002).

Ispat: Ispat: tiimevarim yontemi ile yapalim.

n=1 igin esitlik dogrudur. q,x ve vy ile komiitatif ve yx=qxy

yx = qy*ixy = g2y 2xy? =--- =g xy* elde edilir.

11

oldugundan

Esitligin n igin dogru oldugunu kabul edelim ve n+1 i¢in dogru oldugunu gésterelim.

(x+y)"™ =(X+y)"(X+y)=(i[£jquy"‘kJ(X+v)

k=0

k=0 k=0
n+l n n n

_Z nk+1( j Xk yn—k+1+z ] Xkyn—k+1
k=1 k_l q k=0 k q

— nZJrl[n +1j Xk yn+l—k
k=0 k q

elde edilir.

Teorem 3.2. n, mve K pozitif tamsayilari i¢in

TR A ]

dir (Charalambudes, 2002).
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Ispat:

M(‘U [n—[r:]]!![mmm—[rl]:[k]!

olur. n>k oldugundan payi1 ve payday1 [n — k]! ile carparsak

BINE s o e
(el

dir. Simdi ny(n-k n n-m+Kk lisini dogrulus sstereli
1. D1mai = es1tl1ginin dogrulugunu gostereliim.
k) m=k), \m-k).| & qsg giugunn &

(El (r::l;]q B [n—[:]]!![k]! [m—[l?];[l:]]i m]!

n—m+Kk >0 oldugundan esitligin payini ve paydasini [n m -+ k] ile carpalim.

@q [;__Uq K [m—k]![[rr:]im+k]! [[:]T[r:j :1]]:

(o n—-m+Kk
\m-k k
q q
Teorem 3.3. n, mve K pozitif tamsayilari i¢in

A A ()

dir (Charalambides, 2002).

dir.

Ispat:

o=

olur. n>k oldugundan payi ve payday1 [n - k]! ile ¢arparsak

[:Jq (n?ml i [n_[C]]f[k]! [n—[r:: :]]!![m]!
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e g (DY) Nk n m+k) iy :
dir. Simdi = esitliginin dogrulugunu gosterelim.
k q . \m+ k Mmoo

WIS o =

m+Kk >0 oldugundan esitligin payini ve paydasini [m + k]! ile garpalim.

@, (n%kl i [m+k]![[';]ﬂm_k]! [[Ln][rkn]]

:(mikl(m; kl

Teorem 3.4. m,nve r negatif olmayan tamsayilar olmak iizere ¢—Vandermonde

dir.

formila

r (m=Kk)(r=k) m n _ m+n
(D)7

dir (Ernst, 2012).

Sonug¢ 3.2. n ve k negatif olmayan tamsayilar olmak {izere

e (n 2_ 2n
AR

dir.

Ispat: Teorem 3.4. de r =n ve m=n yazarsak

iq(”‘k)(”‘k) n n _(n+n
e k) \n=k n
q q q

olur. (3.2) den g— Binom katsayilar simetri 6zelligine sahip oldugundan n—Kk yerine k

yazarsak

£ (e -7)

elde edilir.
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Teorem3.5. A ={1,2,..,n} ve A, A in k elemanl alt kiimelerinin bir ailesi olsun.

w(S) = Zs olmak tizere

seS

[Ej _ Z qw(S)—k(k+1)/2 (3.9)
q

seS

dir (Kac ve Cheung, 2002).

Ispat: Teoremi tiimevarim ile ispatlayalm. ilk olarak n=1 k =0,1 i¢in dogrulugunu
gosterelim.

k=0 i¢in A,={J} ve buradan W({@}) =0 olurki bunda sag taraf ve sol taraf 1 ve
birbirine esittir.

k=ligin A, ={{1}}ve buradan w{{1}} =1olacaktir. (3.5) te yerine yazilirsa

Z qw(Ai,l)fl(lﬂ)’? — = G] olur.
q

seA

1<n<m-1ve m>2 olsun. m—1=n igin dogru oldugunu kabul edelim. Simdi n=m
i¢in dogrulugunu arastiralm. k=0 i¢in A, ={&} ve buradan w({&}) =0 olacaktir
bu n=1 ile aynidur.

k>1 igin A, =BUB', B={Se A  |meS}| veB'={Se A, |meS} olacak sekilde

m elemanini bulunduran ve bulundurmayan k elemanl: alt kiimelerin birlesimi olarak
yazilabilir. Buradaki B kiimesinin tim elemanlar1 A , ink elemanli alt kiimeleridir.

Benzer sekilde B' kiimesinin elemanlarida, A ,in k-1 elemanl alt kiimeleridir.

Boylece
w(S)—k(k+1)/2 _ W(S)—k (k+1)/2 w(S)—k (k+1)/2
z q + _zq + +Zq +
seAnk seB seB’
_ z qW(S)—k(k+l)/2+ z q(w(S)+m)—k(k+1)/2
seAp.k S€AN 1K1
_ Z qw(S)—k(kJrl)/Z n Z qw(S)—k(k—l)Iqu—k
seAy gk S€AN 1K1

(2 () (5]

dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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L n
Teorem 3.6. ¢ asal bir saymin kuvveti olmak iizere F, bir cisim ise, (k} n—
q

boyutlu F; vektor uzaymin K—boyutlu alt uzaylarinin sayisidir (Kac ve Cheung,

2002).

Ispat: Fqn , F,lizerinde tamimli bir vektdr uzayi olsun. k =0 i¢in

o,

dir. n—boyutlu vektdr uzayinin sifir boyutlu vektor uzayr sayisina esittir. K>1 igin
dogru oldugunu gosterelim.
V  vektor uzaymda k — boyutlu bir alt uzay olusturabilmek i¢in V  vektor uzayinda k

tane lineer bagimsiz vektor secilmelidir. Bu vektorler v,,V,,...,v, olsun. V vektor uzay1

oldugundan sifir vektoriinii igermektedir. Her bir baz elemani da sifirdan farkli

olmalidir. Bu nedenle Vv, baz vektori q" -1 sekilde secilebilir. v, ve v, lineer

bagimsiz olmalidir. Bu nedenle, v, vektori,V, tarafindan gerilen alt uzaym eleman:
olmamalidir. v, baz vektoriiniin olusturdugu alt uzay V, = {avl v, #0,ae Fq} seklinde

olacagindan, v, tarafindan gerilen alt uzayin g tane elemani vardir. O halde v, vektorii

q"—q farkl sekilde segilebilir. Benzer sekilde kalan vektorlerde segilir. Bu durumda

n—boyutlu F' vektér uzaymdan Kk tane lineer bagimsiz baz vektorii

@ -D@"-a).-@"-9"") (3.10)
farkli yolda segilebilir.

Bu k lilarin bazilari ayni alt uzay: olusturacagindan, (3.10) i, k —boyutlu bir uzayin

gerebilecegi farkli uzay sayisina bélmeliyiz. k —boyutlu herhangi bir uzayi ele alalim.

k —boyutlu uzaymn g tane elemani vardir. Tanimlanan alt uzay
(aiv1 +a,V, +...+aV, v, #0,a, € Fq)
seklinde olacaktir.

Her a_ yerine q tane deger yazilabileceginden, k —boyutlu bir alt uzaym g* eleman

vardir. K —boyutlu uzaydan k tane lineer bagimsiz vektor

@ -D(@* -a)..(q“ -g*")
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seklinde secilebilir. Yani k—boyutlu uzay (q“-1)(g*-0q)...(q"—g“*") farkli lineer

bagimsiz vektorii gerebilir. Sonug olarak birbirinden fakli k boyutlu alt uzaylarin sayisi

@ -D@"-9@" -9°).-@"-9*) _a9’e’..9*(@"-1(q"* ~1)...(a" ** -1) :(nj
@ -D@ -9)(@* -g*)-(a* -a")  aa’a’.9 7@ - -D)..(a-) k),

dir.
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4. q—BINOM KATSAYILARI iLE TANIMLI CIRCULANT MATRISLER
Calismamizin esas boliimii olan bu bdliimde elemanlar1 q— Binom katsayilari

olan circulant ve negacyclic matrisler géz oniine alinacak. Bu matrislerin 6zdegerleri,

determinantlar1 ve normlar1 incelenecektir.

n L n
Tanim 4.1. (kj g — Binom katsayis1 olmak tizere Ij —inci elemani ¢; = (|| JJ
q q

olan nxn tipindeki C, =(Cij) matrisine - Binom katsayilar1 ile tanimli circulant

matris denir ve

o, ] - L
Cra = (nn_llq[“?] @ (nizlqm

-

>
N—
o
O

~

>

N
N>

q
q

c. L@@@ ) q[";J]

ile gosterebiliriz.
g—Binom katsayisinda q—1 durumunda binom katsayilar1 elde edildigini

biliyoruz. Dolayisiyla C, . matrisinde g —1 durumunda Rabago tarafindan tanimlanan

q
binom katsayilari ile tanimli circulant matrisi elde ederiz.

Ornegin, q— Binom katsayilar1 ile tamml1 4x 4tipindeki circulant matris

1 1+9+q9*+q° q+9°+20°+q* +q° g*+9'+9°+q°
g +9'+9°+q° 1 1+9+q9*+q° q+9°+20°+q* +q°
C4vq= 2 3 4 5 3 4 5 6 2 3
g+q°+29°+q" +q g°+q9°+q°+q 1 1+g9+9°+q
1+q+q*+q° q+9°+20°+q* +q° g*+9'+9°+q° 1

seklindedir. Bu matriste q -1 i¢in
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1 4 6 4
C_4146
“le 41 4
4 6 41

elde edilir. Bu matris ise, binom Kkatsayilar1 ile tanimli 4x4 tipindeki circulant

matristir.

g-—Binom katsayilar1 ile tanimli C, , circulant matrisi tanimladik. Simdi bu

n.q
matrisi temsil eden polinomu ve bu polinomu kullanarak tanimladigimiz C, , matrisinin

Ozdegerlerini ve determinantini ele alacagiz.

Tamm 4.2. nxn tipindeki q—Binom katsayilari ile tanimli C_, circulant matrisini

temsil eden polinom,

p(z) :(EJ +(:] z+(2j q22+...+[nrllj q[zjz“

dir.
g— Binom katsayilar1 ile tanimli circulant matrisi temsil eden polinom Tanim

3.2. kullanilarak

k

p(z)=nZ_1:(Ej q@zk =(1+2), —q@zn (4.1)
k=0 q

ve

p(2) :ﬁ(1+q'z)—q(2jz” (4.2)

seklinde ifade edilebilir.

Teorem 4.1. C, ., q—Binom katsayilari ile tamml1 nxn tipindeki circulant matris, w

birimin  n—inci primitif koki ve j=0,1,..,n-1 olmak iizere C,, matrisinin

Ozdegerleri
A4(C,q) = (14w ): —q[zJ :ﬁ(1+ qrwj)—q(zj (4.3)

dir.
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Ispat: (2.4) esitiliginden circulant matrisin 6zdegerlerinin 4;(C (a)) = P(w') oldugunu
biliyoruz. Buradan - Binom katsayilar1 ile tanimli circulant matrisi temsil eden
polinom goz 6niine almirsa C, , matrisinin 6zdegerleri

P(w)= i[rk]l q(gjwj

k=0

olur. Burada (4.1) ve (4.2) ifadeleri kullanilirsa

4;,(C,0) =(1+Wj ): _q@ zﬁ(1+qrwj )_q[gj

r=0
elde edilir.

Sonug¢ 4.1. Binom katsayilari ile tanimli circulant matrisin 6zdegerleri j=0,1,---,n—1
i¢in

2,(C,) =@+w')" -1
dir.

Ornek 4.1. q— Binom katsayilari ile tammli 3x3 tipindeki circulant matris

1 1+9+9° q+qg°+q°
Cio=|0+0°+0° 1 1+q+q°
1+9+9° q+q°+q° 1

27i

matrisini alalim. Teorem 4.1 den w=e 3 olmak iizere, C,, matrisinin 6zdegerleri

3.9

ACi) =] (1+a") -0
A€ =TT aw)-a

2(Coq) = T(1+a'w*)-q°

dir. Buradan C, , matrisinin 6zdegerleri

3.9

C,.)=2+2q+29°+q°
A,(Cy) q+2q9°+q

2,1 3 1y, 1. 3
%(Cg,q)=—(q +54 +q—§)+§|ﬁ(1—q )
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2 1 5 1) 1. 5
%(Cs,q):_(q +§q +q—5j—§|\/§(1_q )

seklinde elde edilir.
Sonug 4.1. kullanilirsa binom katsayilari ile tanimli 3x3 tipindeki circulant

matrisin 6zdegerleri

2(Ca1) = 7.4 (Cs1) = 2 (Car) = -2
seklinde elde edilir.
Matrisin 6zdegerleri ve determinanti arasindaki iliski kullanilarak ¢—Binom

katsayilar1 ile tanimli circulant matrisin determinantin1 asagidaki teorem ile ifade
edebiliriz.

Teorem 4.2. C, ., q— Binom katsayilar1 ile tanimli nxn tipindeki circulant matrisinin

n,q'

determinantt W birimin n—inci primitif kokii olmak tizere

det(C,,) = ﬁ[(u w! ): y q(ng = ﬁ[ﬁ(u g w! )— q@] (4.4)

j=0\ k=0

dir.

Sonug¢ 4.2. Binom katsayilari ile tanimli circulant matrisin determinanti
n-1 .

det(C,,) = [J(@+w') -1)
j=0

dir.
Simdi gq-Binom katsayilar1 ile tammli C,, circulant matrisin maksimum

satir(siitun) ve spectral normlarini ele alacagiz.

Teorem 4.3. C,,, q—Binom katsayilari ile tanimli nxn tipindeki circulant matrisinin

spektral normu

dir.

Ispat: Bir matrisin spektral norm tanimindan

dir. Circulant matrisler normal matrisler oldugundan Teorem 2.7 den

n

C 2=ﬁ(1+qk)—q@ (4.5)

n,q

C

ng

, :( max A.(C .C ))%

0<jgn-1 JrmaTnag
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‘Cn,q ﬂ’j‘z )]/2

oldugunu biliyoruz. C,

‘2 :( max

0<j<n-1

o matrisinin 6zdegerleri j =0 igin maksimum degerini alr.

Boylece q— Binom katsayilari ile tanimli circulant matrisin spektral normu
u K (;j
‘Cn,q _H(1+q )_q

2_

olarak elde edilir.

Sonuc 4.3. Binom katsayilar1 ile tanimli circulant matrisin spektral normu

dir.

Cn,l

=21
2

Teorem 4.4. C ., q—Binom katsayilar ile taniml circulant matrisin maksimum satir

ve siitun normu sirastyla

S ﬁ(“@l“)—q[zj (4.6)

IC+

Chg

1 __‘

dir.
Ispat: Circulant matrisin satir ve siitunlar1 aym1 oldugu igin maksimum satir ve siitun

normu esit olacaktir. Bir matrisin maksimum satir ve siitun normu tanimindan

b=l =57 o

elde edilir. (3.2) denkleminde x=1 ve y =1 yazilirsa

L) = i@qq@

k=0

Cug

Cug

olur. Her iki taraftan n—inci terimi ¢ikarirsak

‘ 1_‘

elde edilir. (3.3) ifadesi kullanilirsa

Coal, =[Cnal. =25 —q[Zj

n-1 [2]
IC e =[Ta+a)-q
r=0

Cha

1_‘

dir.
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Sonu¢ 4.4. Binom katsayilari ile tanimli cirulant matrisin maksimum satir ve siitun

normu

[C sl =ICnal, =22

dir.

Ornek 4.2. C,, g-—Binom katsayilari ile tanimli 3x3 tipindeki circulant matrisin

maksimum satir ve siitun normu

e, =(2F ~a? =[Tea)

r=0

3qu1

oldugundan maksimum satir ve siitun normu

ICsl, =[Cal, =20+ )@+0*)—° =2+29+2¢% +¢°

Bu bdliimde su ana kadar - Binom Kkatsayilari ile tamml C, ~ circulant

matrisinin 6zdeger, determinant ve normlarini ele aldik. Simdi ise g— Binom katsayilari

ile negacyclic matrisleri tanimlayarak, bu matrisin 06zdegerleri, determinanti ve

normlarini inceleyecegiz.

n
Tamim 4.3. (kj , g— Binom katsayis1 olmak iizere
q

WA AN
Nn,q—(nnllq[ZJ [g] [nnzlq[z]

0 e 0

seklinde tanimlanan N, . matrisine g— Binom katsayilari ile tanimli negacyclic matris

denir ve kisaca

seklinde gosterilir.
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g —Binom katsayilar ile tammli C, , circulant matrisine benzer sekilde N,

matrisinde de q—1 durumunda binom katsayilar ile tanimli negacyclic matris elde

edilir.

Ornek 4.3. N,,  g—Binom katsayilari ile tanimli 4x 4 tipindeki negacyclic matris

1 1+9+9°+q° q+9°+29°+q*+q° g®+9'+9°+q°
N | “@+at+a ) 1 l+g+0°+q°  9+09°+29°+q"+q°
Mol ? 208 +q +0°)  ~(q°+qt g+ ) 1 1+q+q*+q°
~1+q+0°+q°) —(g+9*+20°+q*+9°) —-(@°+q"+q°+q°) 1
dir.

Teorem 45. N,, g-Binom Kkatsayilar1 ile tanimli bir negacyclic matris,

j=01...n=1 ve w, birimin n—inci primitif kokii olmak tizere N, , matrisinin

Ozdegerleri

2, (Nn,q )= (1+ sz;ljn + q[gj - ﬁ[u qu2j2+lj+ q(g] 4.7)

q r=0

dir.

Ispat: Teorem 2.4. ten N,, = P(77) oldugundan N, ., negacyclic matrisin 6zdegerleri

2j+
p(w 2 ) dir. Negacyclic matrisi temsil eden polinomun

k

n—1 n n
p(z) :Z(kj q@zk =(1+2), —CI(ZJZn oldugunu biliyoruz. Bu esitlikte
k=0 q

2j+1

z=w 2 vyazarsak

ENCETAE
Aj(Nn’q):(Hw 2 } +q :H(1+qrw 2 j+q2

elde edilir.
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Sonu¢ 4.5. Binom katsayillar1 ile tanimli negacyclic matrisin 0zdegerleri
j=0,1---,n-1 igin,
2;(N,,)= (1+ Y= )n +1
dir.
Ornek 4.4. N,, - Binom katsayilari ile tammli 3x3 tipindeki
1 1+q+9° q+q9°+q°

=| —(q+9°+q°) 1 1+q+0°
~1+9+9®) —(q+9°+q%) 1

24

negacyclic matrisini géz Oniine alalim. w=e 3 olmak iizere bu matrisin 6zdegerleri

Jo (N )= ﬁ(l+q wij+q

r=0

A(Nye) ﬁ[l+q'w2j+q3

r=0
5
[1+ q'w2 J +q°

dir. Buradan N,, nun 6zdegerleri,

%(Na,q)=—(§q —§j+i(q +20° +2q+1)

I~

%(Nqu):

Il
o

r

Al ( N3,q ) = q3
iv/3
@(Nqu)z—(zq Ej——(q +2q° +2q+1)
dir.
g—Binom katsayilar1 ile tanomli N, ,  negacyclic matrisin determinantim

0zdegerleri kullanilarak asagidaki teorem ile verebiliriz.

Teorem 4.6. N, , g-—Binom katsayilari ile tamimli negacyclic matris ve w, birimin

— inci primitif kokii olmak iizere N, , matrisinin determinanti

det(Nn’q)=ﬁ(ﬁ[l+q wm}qu (4.8)

j=0 | k=0
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dir.

Sonug 4.6. Binom katsayilari ile tanimli negacyclic matrisin determinanti
n-l N

det(N,, )= H((l+ Q/—_le) +1)

j=0

dir.

Ornek 4.5. N,, - Binom katsayilar1 ile tanimli 3x3 tipindeki negacyclic matrisin

determinanti

det(N, ) _f[([1+wziﬂ} +qu =f[(f[(1+qszj2ﬂj+q3J

q j=0 \ k=0
=g’ +39°+6q’ +69°+69° +3q"* +3q°
dir.

gq—Binom katsayilar1 ile tanimli N negacyclic matrisini 6zdegerlerini ve

ng
determinantin1 verdikten sonra son olarak bu matrisin maksimum satir (siitun) ve
spektral normlarin ele alacagiz.

Teorem 4.7. N, . q—Binom katsayilari ile tamiml1 nxn tipindeki negacyclic matris ve
w, birimin n—inci primitif kokii olmak iizere N, , matrisinin spektral normu

2\¥2

‘ =| MmaX
2 0<j<n-1

HNn’q ﬁ(1+ qszjgl)jtq[;j
k=0

seklindedir.

Ispat: Bir matrisin Spektral norm tanimindan

*

\2 :( max ﬂ.(Nn’an’q))

o<j<n-1

[N

dir. Teorem 2.7. den
2\¥2
z,.\ )

oldugunu biliyoruz. Boylece q—Binom katsayilar1 ile tanimli negacyclic matrisin

[N

::( max
2

0<j<n-1

spektral normu
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N

n,q

i) ool
[T@+a'w 2 )+q
k=0

= [ max
2 0<j<n-1

olarak elde edilir.

2 ]]/ 2
Teorem 4.8.N, , q—Binom katsayilari ile tanimli negacyclic matrisin maksimum satir

ve situn normu

dir.

N _=(2), —q@ (4.9)

n.q

N

n.q

1_

Ispat: Bir matrisin maksimum satir ve slitun normu tanimi kullanilirsa

@ iy
|

q
olur. Negacyclic matrisin 6zelliginden

w :Zm 2

N

n.q

l_

N

n.q

n-1
= max Z
o 0sj<n-14=

N

n.q

1_

N

n.q

elde edilir. Dolayisiyla

n

N =(2), —qEZJ

n,q

N

n.q

1:
dir.
Ornek 4.6. N,, 0-Binom katsayilar ile tanimli 4x4 tipindeki negacyclic N,,

matrisinin maksimum satir ve siitun normu

INeal, =[Nuall, =(2); -0 =2(1+a) (1+ 4*) (1+0°) 0"
=2+20+29°+49° + 29" +29° +q°

dir.
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5. SONUC VE ONERILER
Bu calismada q— Binom katsayilar1 ile tanimli circulant matrisler gbz Oniine
alinmistir. Bu matrislerin 6zdegerleri, determinant1 ve normlar1 elde edilmistir. Ayrica
ters circulant matris olarakta bilinen negacyclic matrisler q— Binom katsayilar ile goz
Ontine aliarak bu matrisinde 6zdegerleri, determinanti, spektral ve maksimum satir ve

stitun normlari elde edilmistir.
Circulant matrislerin genel hali olan r—circulant ve geometrik circulant

matrisler g-— Binom katsayilari ile tanimlanip 6zdegerleri, determinantlar1 ve normlari

incelenebilir.
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