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OZET
Doktora Tezi

YONLU CIZGELERIN DONGUSUZLUK KOMPLEKSLERININ
TOPOLOJiSi, RENKLENDIRME VE DONGU-KIRAN SAYILARI

Zakir DENIZ

Siileyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Yusuf CIVAN

Bu tez calismasinda basit baglantisiz turnuvalarin bir alt sinifi olan iigboliinebilir
turnuvalarin dongiisiizliik komplekslerinin topolojik yapilart incelenmistir. Buradan
elde edilen bilgiler ile boyle turnuvalarin kromatik sayis1 ve dongii-kiran sayis1 gibi
kombinatoryal yapis1 arasindaki iligki incelenmistir.

Calisma beg boliimden olugmaktadir; ilk iki boliimde calisma motivasyonu agik bir
sekilde ifade edilmis ve kullanilan terminoloji ile beraber ¢alisma boyunca ihtiyac
duyulacak temel kavramlar ve araclara yer verilmistir. Uciincii boliimde (Burzio ve
Demaria, 1987a,b) makalelerinde tanitilan basit baglantisiz turnuvalarin kombinatoryal
yapist yardimiyla bu turnuvalara iligkilendirilen dongiisiizliik komplekslerinin topolojik
yapist aragtirilmistir. 7 = R3(P,R,K) formundaki kalitsal turnuvalar ticboliinebilir
olarak adlandirilmig ve bu boliimiiniin ana sonucu olarak bu turnuvalarin dongiisiizliik
komplekslerinin kiirelerin kama toplamina homotopik oldugu ispatlanmigtir. Bu
yapidaki en biiyiik kiirenin boyutu der(7') olarak tanimlanmustir.

Dordiincii boliimde, iicilincii boliimde elde edilen ligboliinebilir turnuvalarin topolojik
yapisindaki der(7') parametresi ile turnuvanin kombinatoryal yapisi arasindaki iligki

incelenmistir. 11k olarak turnuvalarin kose renklendirmesi icin; eger T iicb6liinebilir
bir turnuva ise, x,(7T) < c(der(T) + 1)%’1 — 1 olacak sekilde € = {12 ve 1.62 <
¢ < 2 sayilarinin varhi§1 kanitlanmigtir. Ayrica turnuvalarin diger bir kombinatoryal
parametresi olan dongii-kiran sayilar1 ele alinmis ve n koseli bir 7' ii¢cboliinebilir

turnuvast i¢in dk(7') = n —der(7) — 1 esitligi kanitlanmugtir.
Tezin son boliimiinde ise elde edilen sonuglar degerlendirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Turnuva, dongiisiizlik kompleksi, dongiisiiz renklendirme,
dongii-kiran sayisi.

2018, 42 sayfa
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ABSTRACT
Ph.D. Thesis

TOPOLOGY OF ACYCLIC COMPLEXES OF DIGRAPHS, COLORING AND
FEEDBACK NUMBERS

Zakir DENIZ

Siilleyman Demirel University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Yusuf CIVAN

In this thesis, the topological structure of acyclic complexes of ‘“trisectionable
tournaments” which is a subclass of simply disconnected tournaments is studied. We
also investigate the relation between topological results and the combinatorial structure
such as their chromatic and feedback numbers of the tournaments.

This study consists of five chapters; in the first two chapters, we explicitly describe
our motivation for the studied problems, and provide the basic notations and tools that
are needed throughout the dissertation including the necessary terminology. In chapter
three, we study the topological structure of acyclic complexes associated to simply
disconnected tournaments which is introduced in (Burzio ve Demaria, 1987a,b) with
the help of its combinatorial structure. We call trisectionable the tournaments of the
form T = R3(P,R,K) and prove the main result of this chapter, states that the acyclic
complexes of such tournaments is homotopy equivalent to a wedge of spheres where
der(T) is defined as the highest dimension of a sphere occurring in such a wedge of
sphere decomposition.

In chapter four, we investigate the relation between the combinatorial structure of
tournaments and the invariant der(7), related to topological structure of trisectionable
tournaments obtained in the previous chapter. Firstly, we deal with the vertex coloring of
tournaments and obtain the following result; for trisectionable tournament 7 there exists
a fix number € = % satisfies x,(T) < c(der(T) + l)é_l —1 forsome 1.62 < ¢ <2.In
the rest of this chapter, we study the feedback number of tournaments and we proved
that dk(7') = n —der(T) — 1 for trisectionable tournament 7.

The concluding chapter reviews the overall results of this thesis.
Keywords: Tournament, acyclic complex, acyclic coloring, feedback number.

2018, 42 pages
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1. GIRIS

Bilim insanlar yiizyillardir, karsilagilan problemleri farkli alanlara tagiyarak ¢oziimleme
yoluna gitmislerdir. Problemin dogasin1 koruyacak sekilde gerceklesen disiplinlerarasi
bu gecis, bir kavramin bagka parametreler cinsinden ifade edilerek farkli bakis agilar
sayesinde ¢Oziilmesini saglamaktadir. “Topolojik Kombinatorik™ bu etkilesimin en
giizel orneklerinden biridir. Cift yonlii calismasiyla, birbiri igerisinde kayda deger

yaklagimlarda bulunarak etkinligini kabul ettirmistir.

Basit anlamda topoloji, siirekli deformasyonlar altinda uzaylarin korudugu temel
ozellikleri inceleyerek verilen uzaylarin birbirinden ayirt edilmesini saglamaktadir.
Diger bir deyisle iki uzayin birbirine ne kadar benzer oldugunu, yani benzerlik oranin
tespit etmektedir. Verilen iki uzayin homeomorfik olmasi bu benzerligin en yalin hali
olup, ardindan homotopi denkligi ve homoloji gruplarinin denkliginden bahsedilebilir.
Uzaylar siniflandirarak temel yapilarini inceleyen topolojinin kombinatorikteki etkinligi
ise Kneser sanisinin (Kneser, 1955), Lovasz (1978) tarafindan gerceklestirilen ispati
ile baglamaktadir. Topolojik kombinatorik olarak ortaya cikan bu alan i¢in bir¢cok
calisma yapilmis ve farkl disiplinlerdeki etkinligi ¢calisilmistir (Daneshpajouh, 2018;
Merrifield ve Simmons, 1989; Chari, 1997; Arnold ve Khesin, 1999; Regge ve Zecchina,
2000). Ozellikle son yillarda, cesitli tiirdeki biiyiik verilerin (big data) analiz ederek
yapisal 6zelliklerin incelendigi Topolojik Veri Analizi (Topological Data Analysis) de
bu etkilesimin en giizel 6rneklerinden biridir (Edelsbrunner vd., 2000; Zomorodian ve

Carlsson, 2005; Carlsson, 2009).

Topolojik kombinatorik alanindaki caligsmalarin baglamasina neden olan Kneser sanisi
su sekilde ifade edilebilir. Her n,k pozitif tamsayilar igin {1,2,...,n} kiimesinin k
elemanl alt kiimelerinin birer koseye karsilik geldigi ve ayrik herhangi iki kiimeye
karsilik gelen koselerin arasinda kenar bulundugu ¢izge Kneser cizgesi (K (n,k)) olarak
adlandirilir ve Kneser savi; K (n,k) ¢izgelerin kromatik sayisinin n — 2k + 2 oldugunu
iddia eder (Kneser, 1955). Kromatik sayimnin n — 2k + 2 sayisindan kiigiik oldugu
kolaylikla goriilebilirken diger kisim uzun siire ¢oziilememistir. Lovasz, herhangi bir G

cizgesine komsuluk kompleksi (.4 (G)) karsilik getirip bu kompleksin baglantililiginin



baslangictaki ¢izgenin kromatik sayisi tarafindan sinirlandigini gostererek asagidaki

iligskiyi ortaya ¢ikarmistir ve bunun bir sonucu olarak Kneser sanisini kanitlamistir.

Teorem 1.1. (Lovdsz, 1978) Bir G c¢izgesi icin eger N (G) komsuluk kompleksi
k-baglannli ise x(G) > k+ 3 esitsizligi saglanr.

Lovdsz, calismasinda .4 (K (n,k)) kompleksinin baglantiliginin n — 2k — 1 oldugunu da
ispatlayarak Kneser sanisinin kanitin1 tamamlamistir. Boylece basit ¢izgeler iizerinde
insaa edilen bir (komsuluk) kompleksin topolojisinin ¢izgenin kromatik sayisi ile
dogrudan iligkili oldugu ortaya konulmustur. Bu, bir ¢izgenin 6nemli parametrelerinden
biri olan kromatik say1y1 topolojik bir degismezle sinirlamaktir ki, kombinatoryal bir

problem i¢in topolojik yaklasim sunmasi bakimindan ciddi 6nem arz eden bir sonugtur.

Lovasz’in yaptig1 calismada basit ¢izgelerin ele alinmis olmasi, yonlii ¢izgeler icin
de benzer bir bagintinin varligini sorgulatmaktadir. Calismanin temel motivasyonunu
olusturan bu diisiince ile yonlii ¢izgelerin kombinatoryal dzelliklerinin olas1 topolojik

parametrelerle kontrol edilmesi amag¢lanmustir.

Basit cizgelerdeki renklendirme kavrami, bagimsiz kiimeler ile dongiisiiz kiimelerin
yer de8isiminin dogal bir sonucu olarak yonlii ¢izgelere genisletilebilir. Yonlii
cizgelerdeki bu renklendirme, basit cizgelerden farkli olarak yeni problemleri de
beraberinde getirmektedir. Ornegin, tam ¢izgelerin yonlendirilmis hali olan turnuvalarin
renklendirilmesi diisiiniildiigiinde, H bir turnuva olmak tizere, H-yoksun turnuvalarin
kromatik sayilar1 sinirlandirilmigtir. Berger vd. (2013), boyle turnuvalari kahraman
turnuva olarak isimlendirmis olup, detayli bir karakterizasyonunu vermiglerdir.
Topolojik agidan bakildiginda, basit ¢izgeler ile ilintilendirilen bagimsizlik kompleksi,
yonlii cizgeler iizerinde yiizleri dongiisiiz kiimeler olan dongiisiizliik kompleksine dogal
olarak genisletilebilir. Bagimsizlik kompleksinden farkli olarak, dongiisiizliik kompleksi
bayrak olmak zorunda degildir. Dongiisiizliik kompleksleri iizerindeki bu ¢aligma
en azindan turnuvalar i¢in yeni degildir. Burzio ve Demaria (1987a), dongiisiizliik
komplekslerinin temel grubu gayri-asikar olan turnuvalar i¢in kombinatoryal

karakterizasyon belirlemistir (bu turnuvalar basit baglantisiz olarak adlandirilmistir).



Bu caligmanin amaci su sekilde 6zetlenebilir: Simpleksel kompleksler i¢in temel
indirgeme yontemleri kullanilarak, icerdigi her kose ¢ifti arasinda yonlii bir kenar
bulunduran turnuvalarin dongiisiizliik komplekslerinin topolojik yapisinin belirlenmesi
icin bir genellemeye varmak ve bu sayede kromatik say1r ve dongii-kiran say1 gibi
bazi cizge parametreleriyle olan iligkilerini ortaya ¢cikarmaktir. Oncelikle turnuvalara
bir topolojik bir yap1 olan simpleksel kompleksler karsilik getirilmistir. Dongiisiizliik
kompleksi (don(T')) olarak adlandirilan bu kompleksin kdseleri turnuvanin koseleri ile
ayni olup, yiizleri de turnuvanin gecismeli (dongiisiiz) kose kiimelerinden olusmaktadir.
Turnuvalarin kombinatoryal ozellikleri detayl bir sekilde Burzio ve Demaria (1987a,b)
tarafindan incelenmis ve bu caligmanin altyapisini olusturmaktadir. Burzio ve Demaria
(1987b), calismasinda {vi,vy,...,vok11} seklinde bir kdse siralamasinin oldugu ve
her bir kdseden ardisik k koseye yonlii kenarlarin oldugu turnuvalar hayli regiiler
olarak tanmimlamistir. Ardindan R, hayli regiiler turnuvasi i¢in 7 = R, (P!, P?,... P™)
formunda yazilabilen turnuvalar1 hayli parcalanabilir olarak ifade etmis ve bu ¢alisma
icin temel arag¢ olan su sonucu vermislerdir: “Bir T turnuvast icin don(T) dongiisiizliik
kompleksi basit baglantisizdir ancak ve ancak T hayli parcalanabilirdir’. Bu
sayede basit baglantisiz turnuvalarin, yani dongiisiizliik komplekslerinin temel grubu
gayri-agikar olan turnuvalarin kombinatoryal yapis1 hakkinda fikir edinilebilmektedir.
Bu kapsamda oncelikle dongiisiizliik komplekslerinin homotopi yapisinin belirlenmesi
amaclanmis ve Ehrenborg ve Hetyei (2006), Marietti ve Testa (2008) tarafindan
gelistirilen baz1 temel indirgeme yontemleri (Onerme 2.23 ve Teorem 2.25) baz alinarak
basit baglantisiz turnuvalarin topolojik yapisi Boliim 3’te arastirilmistir. Bu boliimiin
temel sonucu olarak, turnuvalarin kombinatoryal 6zellikleri kullanilarak tigboliinebilir
turnuvalarin dongiisiizliik komplekslerinin kiirelerin kama toplamina homotopik oldugu
gosterilmistir. Bu homotopi denkligindeki en yiiksek kiirenin boyutu derinlik (der(T))

olarak tanimlanmigtir.

Boliim 3’te topolojik yapis1 belirlenen tigbdliinebilir turnuvalarin, Boliim 4’te topolojik
yapist ve turnuvanin kombinatoryal Ozellikleri arasindaki iligkisi incelenmistir. Bu
boliimde ilk olarak turnuvalarin kose renklendirmesi ele alinmis ve calismanin temel
sonuc¢larindan biri ortaya konulmustur: € = % olmak tiizere eger T li¢cboliinebilir

turnuvaise x,(7) < c(der(T)+1 el 1 olacak sekilde 1.62 < ¢ < 2 sayis1 vardir. Bu
$ y



ise der(T') parametresinin turnuvanin kromatik sayisi x,(7) ile dogrudan iligkili oldugu
belirtmekte ve bu iligkinin (esitsizligin) sik1 oldugu ayrica 6rneklerle gosterilmistir. Elde
edilen sonug, herhangi bir H turnuvasini icermeyen turnuvalarin kromatik sayisinin
sinirlandirilmasi iizerine yapilan (Berger vd., 2013) calismasi ile ayn1 dogrultudadir.
(Choromanski ve Jebara, 2015; Harutyunyan vd., 2017) turnuvalarin kromatik sayisinin
kontrol altinda tutulabilmesi i¢in yapilan diger ¢calismalardir.

Bu boliimdeki diger sonug ise dongii-kiran sayilar ile ilgilidir ve n koseli bir T
ticholiinebilir turnuvasi i¢in dk(7') = n —der(T) — 1 esitligi kanitlanmigtir. Oldukca
keskin olan bu sonug ile n koseli bir turnuvanin dongii-kiran sayisinin yalnizca
turnuvanin derinliginin bilinmesi ile hesaplanabildigi, diger bir deyisle dk(7") ve der(7T)

ikilisinin dogrusal bir bagintiya sahip oldugu ortaya cikarilmstir.

Bu tez calismasinin ii¢ temel sonucu asagidaki sekilde listelenebilir;

(a) iicboliinebilir turnuvalarin dongiisiizlik komplekslerinin topolojik yapisinin
belirlenmesi (Teorem 3.19),

(b) elde edilen ticboliinebilir turnuvalarin topolojik yapisindaki der(7) degismezinin
cizgenin (dongiisiiz) kromatik sayisi ile olan iligkisinin ortaya ¢ikarilmasi (Teorem
4.2),

(c) der(T)’nin ¢izgenin bir kombinatoryal parametresi olan dongii-kiran say1 (dk (7))

ile olan dogrusal bagintisinin tespit edilmesi (Teorem 4.5).

Boliim 3 ve Boliim 4.1°de yer alan caligsmalar Deniz (2015) makalesine dayanmaktadir.



2. BAZI ON BILGILER

Bu boliimde c¢alisma boyunca kullanilacak bazi tanim ve temel kavramlara yer
verilmistir. Ilk olarak yapilan ¢alismanin kombinatoryal kismu ile ilgili olan cizge
teori kuramindan bazi1 kavramlara yer verilecektir, daha genis bilgi i¢cin West (2001);
Bondy ve Murty (2008) incelenebilir. Bu boliimiin geriye kalan kisminda ise simpleksel
kompleksler ve temel indirgeme yontemleri ele alinacaktir (Hatcher, 2002; Kozlov,

2007; Jonsson, 2008).
2.1. Cizge Teori

V sonlu bir kilme ve E C V x V olmak iizere, G = (V, E) ikilisine bir ¢izge denir. Burada
V ye G nin koselerinin kiimesi ve E ye de G nin kenarlarinin kiimesi denir. Herhangi
bir G ¢izgesinde u ve v birer kose olmak tizere uu = {u,u} formunda tanimlanan her bir
kenara bir diigiim denir ve {uv,uv, ...} formunda tanimlanan yapiya da, u ve v koseleri
arasindaki katli kenar denir. Eger bir G cizgesinde hi¢cbir diigiim ve katli kenar yoksa

bu cizgeye basit cizge denir.

Ornek 2.1. Sekil 2.1°de kose kiimesi V = {vi,v2,v3,14} ve e] = vivi, e =
ViV, €3 = VaV3, €4 = VpV4, €5 = V3V4, € = V3vV4 olmak iizere kenar kiimesi E =
{e1,e2,e3,e4,e5,¢6} olan bir G = (V,E) c¢izge ornedi gosterilmektedir. Buradan
goriilecegi lizere e bir diigimdir ve v3,v4 koseleri arasinda iki kath kenar

bulunmaktadir.

V4

€6
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Q
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Sekil 2.1. G = ({vi,v2,v3,wa}, {e1,e2,...,e6}) gizgesi.

Kose kiimesi V # &, kenar kiimesi V' nin sirali ikililerinden olusan ¢izgeye yonlii ¢izge
denir ve D = (V,A) ile gosterilir (bknz. Sekil 2.3). Yonlii bir ¢cizgedeki kenarlar yénlii

kenar olarak tanimlanir. Burada (u,v) yonlii kenar1 u dan v kgesine bir yonlii kenar



belirtir ve ub veya kisaca uv seklinde gosterilir. Bir up yonlii kenarinda u, v kselerine

u¢ kogeler denir ve 0zel olarak u kdsesine kuyruk kose, v ye de bas kose denir.

Bu calisma boyunca yonlii ¢izgeler ele alinacak olup, D ile ifade edilen ¢izge bir yonlii

cizge belirtecektir.

Yonlii bir D ¢izgesinde v € V(D) kosesi ile arasinda kenar bulunan koselere v nin
komgular: denir ve bu koselerden olusan kiime Np(v) (veya N(v)) ile gosterilir.
Kenarlarm yonlii olmasindan dolay1 v kdsesinin komsulart Np(v) = Np (v) UN, (v)
seklinde iki kisma ayrilir. Burada Ny (v), Ny, (v) kiimeleri sirastyla Vi, ub seklindeki
u koselerinden olugur. |Np(v)| sayisina v nin derecesi denir ve dp(v) ile gosterilir.
Diger taraftan, dj (v) = [N (v)] (sirastyla dp, (v) = |[Np (v)]) sayisina ise v kogesinin

dig-derecesi (sirasiyla i¢-derecesi) denir.
Tamm 2.2. D; = (V},A;) ve Dy = (V,,A3) birer yonlii ¢izge olmak iizere
weA & f(u)f(v) €As

olacak sekildeki f: V(D;) — V(D) birebir ve orten fonksiyonuna (yonlii ¢gizge)
izomorfizma denir. Eger D) ve D; cizgeleri arasinda bir izomorfizma mevcut ise

D1 ve D, cizgelerine izomorfiktir denir ve D1 = D, seklinde yazilir.

Tanim 2.3. Bir D = (V,A) ¢izgesinde V' CV ve A’ C A olacak sekildeki H = (V/,A")
cizgesine D ¢izgesinin bir alt ¢izgesi denir ve H C D ile gosterilir.

Herhangi bir S C V(D) i¢in, D[S] = (S,AN (S x S)) ¢izgesine D ¢izgesinin S tarafindan
indirgenmig bir alt ¢izgesi denir. Eger H ¢izgesi D cizgesinin bir indirgenmis alt ¢izgesi

ise H < D ile gosterilir.

D = (V,A) bir ¢izge ve S C V olmak tizere D — S = D[V — §] dir. Ayrica D ve H birer
cizge olmak iizere, eger H cizgesi, G nin bir indirgenmis alt cizgesi degilse, G ye

H-yoksun ¢izge denir.

Tanim 2.4. Baz1 6zel cizgeler;



(i) n koseli bir basit ¢izgede tiim koge ¢iftleri arasinda bir kenar varsa bu ¢izgeye
n-tam ¢izge denir ve K, ile gosterilir.

(ii) D = (V,A) yonli ¢izgesi igin eger V = {vi,va,....,w} ve A =
{viva,vav3,...,vi_1v} ise D ¢izgesine yonlii vi,vi-yol ¢izgesi (veya kisaca
yonlii k-yol ¢izgesi) denir ve F;Z ile gosterilir.

(iif) V ={v1,v2,..., v } kose kiimesi iizerinde tanimlanan yonlii vy, vg-yol ¢izgesi igin
eger v, € A ise D = (V,A) cizgesine yonlii k-dongii ¢izgesi denir ve C_‘Z ile
gosterilir.

(iv) D= (V,A) yonlii ¢izgesinde her u,v € V ¢ifti i¢in uv ve vu yonlii kenarlarindan
bir ve yalniz bir tanesi mevcut ise bu cizgeye n-tam yonlii cizge (veya turnuva)

denir ve n koseli bir turnuva 7}, ile gosterilir.

Sekil 2.2’de baz1 6zel ¢izgeler gorsel olarak belirtilmistir.

N
M N L7 K

_>
Sekil 2.2. K4 tam cizgesi (a); 174) yonlii yol ¢izgesi (b); Cs yonlii dongii ¢izgesi (¢); Ty
turnuvasi (d).

Eger P, C, cizgelerinde yon dikkate alinmaz ise yonsiiz kenarlardan olusan sirasiyla

k-yol ¢izge (Py), k-dongii ¢izge (Cy) tanimlanur.

Yonlii dongii igermeyen cizgelere dongiisiiz (gegismeli) cizge denir. Yonlii bir D ¢izgesi
ve v € V(D) kosesi i¢in eger dp, (v) = 0 ise v ye kaynak kose, eger d} (v) =0 ise v ye
hedef koge denir.

Ornek 2.5. Sekil 2.3°de verilen D cizgesi bir yonlii cizge olup burada C_‘; indirgenmis
alt ¢izge olarak bulunmadigindan a-yoksun cizgedir. Bu gizgede {vi,vs,v3} kose
dizisi bir C_‘3> yonlii 3-dongii olusturdugundan D ¢izgesi gecismeli degildir. Ayrica vy
kosesi igin NT(v4) = {v2}, N~ (v4) = {v1,vs} dir. Ozel olarak vs bir kaynak kose ve
v3 bir hedef kosedir.
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Sekil 2.3. D = ({vi,va,...,vs}, {viva,vavi,vav3,vavy,vsva, vsva }) yonlii ¢izgesi.

Dongiisiiz cizgeler icin temel bir 6zellik olan agagidaki ifadeye yer verilecektir.

Onerme 2.6. (Bang-Jensen ve Gutin, 2008) Eger D = (V,A) yénlii ¢izgesinde yonlii

bir dongii mevcut degilse D ¢izgesi en az bir kaynak ve en az bir hedef koge icerir.

k > 4 icin basit bir k-dongii cizgesinde komsu olmayan iki kdgeyi birbirine baglayan
kenara kiris denir. Eger bir G basit ¢izgesinde k > 4 i¢in her k-dongii ¢izgesi kirigli ise

G ye iicgensel cizge denir.
2.2. Simpleksel Kompleksler

Bir A kiimesinin tiim alt kiimelerinden olusan #?(A) ailesine A kiimesinin gii¢ kiimesi

denir.

Tanmm 2.7. Sonlu bir V kiimesinin alt kiimelerinden olusan ve asagidaki iki kosulu

saglayan A C & (V) kiime ailesine simpleksel kompleks denir.

(i) Herv € V icin {v} € A.
(1) Eger F e Ave H C F ise H € A dir.

A nin elemanlarina A nin yiizleri ve & (V) \ A elemanlarina da A nin gayri-yiizleri
denir. Bir F yiiziiniin boyutu boy(F) := |F| — 1 olup A nin boyutu boy(A) :=
max{boy(F): F € A} dir. A simpleksel kompleksinin O ve 1 boyutlu yiizlerine sirasiyla
koseler ve kenarlar denir. Bagka bir yiiz tarafindan icerilmeyen yiizlere maksimal
yiiz denir ve A nin maksimal yiizlerinin ailesi de F(A) ile gosterilir. Bir A simpleksel
kompleksinde bir C gayri-yiiziiniin biitiin 6zalt kiimeleri A nin yiizleri ise C ye minimal

gayri-yiiz denir.



A1, A; birer simpleksel kompleks olmak iizere eger her ¢ € A; icin 0 € A, oluyorsa A;

simpleksel kompleksine A; nin bir alt simpleksel kompleksi denir.

Tamm 2.8. A bir simpleksel kompleks ve 6 € A olsun. Bu takdirde o nin bagi; bag, (o)

ve silinimi; silp (o) sirasiyla agagidaki sekilde tanimlanur.

bag, (o) :={tr€A:tNo=2vetUo € A}

sila(0):={t€A: 0 Z 1}

Eger 6 = {x} olacak gekilde tek bir elemandan olusuyorsa, kisaca bag, (x) ve sila(x)

seklinde yazilir.

Ornek 2.9. {1,2,3,4,5} kose kiimesi iizerinde taniml1

A :{@, {13,425, {33, {43, {53 A1, 23, {1,5},{2,5},{2,4},{2,3}, {3,4}, {4,5},
{1,2,54,{2.3,4}}.

simpleksel kompleksi Sekil 2.4’te gorsel olarak cizilmistir. Bu simpleksel komplekste
maksimal yiizler {4,5},{1,2,5},{2,3,4} tiir ve dolayisiyla boyut 2 dir. Ornegin,
{1,2,4,5} kiimesi bir gayri-yiizdiir, ancak minimal degildir; {2,4,5} kiimesi
ise bir minimal gayri-yiizdiir. A kompleksinin diger minimal gayri-yiizleri ise
{1,4},{1,3},{3,5} dir. Ozel olarak {4} yiizii i¢in silinim ve bag alt kompleksleri
srrastyla sila(4) = {@,{1},{2},{3},{5}.{1,2},{1,5},{2,5},{2,3},{1,2,5}} ve
bag,(4) = {2,{2},{3},{5}.{2,3}} seklindedir.

1 2 3

Sekil 2.4. Ornek 2.9°da verilen A simpleksel kompleksi.

G = (V,E) bir basit ¢izge olsun, eger F C V i¢in G[F] indirgenmig ¢izgesi bir tam
cizgeye izomorfik ise, F' ye G nin fanu denir. V kose kiimesi tizerinde insaa edilen,

yiizleri G nin tam1 olan simpleksel komplekse G nin tamsal kompleksi denir.



n > 0icin S, D" sirastyla n-boyutlu kiire ve n-boyutlu disk ifade etsin. Ozel olarak S!

cember, D? daire belirtmektedir.

Tamm 2.10. A; ve A; birer simpleksel kompleks olsun. A; xAy ={cU7T |0 €A}, T €

Ay} sekilde tanimlanan A x A, kiime ailesine A ve Ay nin simpleksel toplami denir.

Ozel olarak A simpleksel kompleksi ile 0-boyutlu kiire S° = {@, {a}, {b} } 1n simpleksel
toplamina A nin genlesmesi denir ve LA = S x A seklinde ifade edilir. Benzer sekilde A

ile {@,{v}} nin simpleksel toplamina tepe noktasi v olan koni denir ve CA ile gosterilir.

Tamim geregi £5" = §"+1, C§" = D"+ ve CD" = D"+ saglanir.

Tanim 2.11. A; ve A; simpleksel kompleksler ve x; € V(A}), x, € V(Az) olsun.

(i) AfjWwA, ={0 | 0 € A| veya 0 € Ay} sekilde tanimlanan A} WA, kiime ailesine
Ay ve Ay nin ayrik birlegimi denir.
(if) Ay WA, ayrik birlesimde x; ve x, noktalarinin eglenmesiyle olugan simpleksel

komplekse A; ve Ay nin kama toplami denir ve Ay V A, ile gosterilir.
2.3. Homotopi ve Temel Grup
2.3.1. Homotopi

Tanim 2.12. X bir topolojik uzay ve a,b € X olsun. f(0) =a ve f(1) = b olacak
sekildeki siirekli f : [0, 1] — X fonksiyonuna X de a dan b ye bir egri denir.

Tamm 2.13. X ve Y iki topolojik uzay ve f,g : X — Y bu uzaylar {izerinde tanimli
iki fonksiyon olmak iizere eger F : X x [0,1] — Y siirekli fonksiyonu mevcut ve
asagidaki iki kosul saglaniyorsa F' ye f ve g fonksiyonlari arasinda bir homotopi ve f, g

fonksiyonlarina homotopik denir, f ~ g ile gosterilir.

(i) Herx € X i¢in F(x,0) = f(x).
(ii) Her x € X i¢in F(x,1) = g(x).

Bir f fonksiyonuna homotopi altinda denk olan fonksiyonlarin denklik sinifina f nin

homotopi sinifi denir ve [f] ile gosterilir.
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Teorem 2.14. X bir topolojik uzay ve x,y € X olsun. x den y ye olan tiim egriler ailesi

homotopi bagintist altinda bir denklik bagintisidir.

Ispat. Her t € [0,1] igin F(x,t) = f(x) olacak sekildeki F: X x [0,1] — X fonksiyonu
f den kendisine bir homotopi belirtir, dolayisiyla f ~ f olup, yansima 6zelligi
saglanir. Simetri 6zellidi i¢in de f ~ g olsun, o halde F(x,0) = f(x) ve F(x,1) = g(x)
olacak sekilde F: X x [0,1] — X homotopisi mevcuttur. Buradan G(x,7) = F(x,1 —1)
olarak tamimlanan F : X x [0,1] — Y fonksiyonu i¢in G(x,0) = g(x) ve G(x,1) = f(x)
saglandigindan G fonksiyonu g den f ye bir homotopi belirtir. Dolayisiyla g >~ f olup,
simetri ozelligi saglamir. Kabul edelim ki f ~ g ve g ~ k olsun. O halde F(x,0) = f(x)
ve F(x,1) = g(x) olacak sekilde F: X x [0,1] — X homotopisi ve G(x,0) = g(x) ve
F(x,1) = k(x) olacak sekilde G: X x [0,1] — X homotopisi mevcuttur. Bu takdirde

F(x,2t) ,0<r <
(F+G)(x,t) =

H(x2t—1) ,1<r<1

fonksiyonu f den k ya bir homotopi belirtir ve boylece gecisme 6zelligi saglanir. [

Bir X kiimesi iizerindeki birim fonksiyon ly ile ifade edilsin. O halde iki topolojik

uzayin homotopik anlamda denk olmasi1 asagidaki sekilde verilir.

Tanmm 2.15. X ve Y iki topolojik uzay olmak iizere eger go f ~ 1y ve fog ~ 1y olacak
sekilde siirekli f: X — Y ve g : Y — X fonksiyonlar1 mevcut ise f ye homotopi

denkligi ve X, Y uzaylarina da homotopik olarak denktir denir, X ~ Y ile gosterilir.

Tamim 2.16. X bir topolojik uzay olmak iizere, e§er X uzayinin birim fonksiyonu
bir sabit fonksiyona homotopik ise X uzayina biiziilebilir denir. Biiziilebilir olan bir
topolojik uzay bir nokta ile ayn1 homotopi tipine sahiptir ve bu homotopi denklik X ~ x

seklinde gosterilir.
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2.3.2. Temel Grup

Tamm 2.17. X bir topolojik uzay, xo € X ve f:[0,1] — X bir egri olsun. Eger
f(0) = f(1) =xq ise f ye bir kapali egri denir. f kapali egrisinin baglangic ve bitis

noktasi olan xp noktasina taban-noktasi denir.

Tanmm 2.18. f(1) = g(0) olacak sekilde iki f,g: [0,1] — X egri verilsin. O halde
egri carpumi (f.g) asagidaki sekilde tanimlanir.

g(zs_ 1)7

o
AN
[2)
IN
DI—

fgls)=

D=
IN
9
IA

Yukarida tanimlanan eg8ri ¢carpimu altinda x( taban noktasindaki f egrisinin homotopi

sinifi [f] grup 6zelliklerini saglar, simdi bu teoremi ifade edelim.

Teorem 2.19. (Hatcher, 2002) X bir topolojik uzay ve xy taban noktasindaki f :
[0,1] — X egrisinin homotopi suifi [f] olmak iizere [f].[g] = [f.g] carpimi altinda [f]

bir gruptur.

Yukarida belirtilen gruba X topolojik uzayinin xy taban-noktasindaki temel grubu denir
ve 1 (X, xp) ile gosterilir. Dikkat edilecegi iizere bu grup 6zel olarak xy taban-noktasina
bagimhdir. Siradaki teorem sayesinde X uzayi egrisel-baglantili oldugununda X

uzayinin temel grubu xp noktasindan bagimsiz hale doniisecektir.

X bir topolojik uzay olmak iizere her x,y € X noktasi i¢in eer f(0) =xve f(1) =y

olacak sekilde siirekli bir yol fonksiyonu mevcut ise X uzayina egrisel-baglantili denir.

Teorem 2.20. (Hatcher, 2002) X egrisel-baglantili bir topolojik uzay ve xo,x1 € X

olsun. O halde 1\ (X ,xo) ve m(X,x1) gruplart arasinda bir izomorfizma vardir.

Teorem 2.20 geregince egrisel-baglantili bir X uzayinda temel grup taban-noktasindan
bagimsiz sekilde diisiiniiliir. O ylizden egrisel-baglantili uzaylar i¢cin temel grup artik

kisaca 7y (X) ile ifade edilebilir.
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Bilindigi lizere tek bir elemana sahip gruplar asikar (trivial) olarak ifade edilir.

Tammm 2.21. Egrisel-baglantili ve temel grubu asikar olan topolojik uzaylara

basit-baglantili denir. Aksi durumda basit-baglantisiz olarak tanimlanir.
2.4. Simpleksel Kompleksler Uzerinde Bazi Temel Indirgeme Yontemleri

Onerme 2.22. A, Ay ve Az ayrik kise kiimeleri iizerinde simpleksel kompleksler olmak

lizere asagidakiler saglanir.

(i) ApxAy = Ay kA,
(ii) Ap*(Ag*A3) = (Ap % A) % A,

(iii) Ar*(A2VA3) = (A1) V (Ar %A3),
(iv) Z(AjWAY) ~ ZA; VSTV EA,,

Ispat. Simpleksel toplam tanim geregi degismelidir. Ayrica A x (Ap x Az) ve (Ap xAy) *
Az simpleksel kompleksleri izomorfik olup birlesme 6zelligi saglanir, bu yiizden (i) ve
(ii) agiktir. (iii) ve (iv) ozellikleri de sirasiyla Bukh (2015) ve Matousek (2003) den

goriliir. [

Simpleksel kompleksler iizerinde oldukca kullanigh olan yukaridaki denkliklerin yani
sira Onerme 2.22 geregince S" x S =2 S F(A] % Ay) =~ (ZA1) x Ay ve A% S" ~
Y"*+1A homotopi denklikleri saglanir. Ayrica k > 2 icin (S9)* = 0 % 0% ... xS0

ifadesinin S*~! uzayma homoemorfik oldugu goriiliir.

Asagidaki onerme simpleksel kompleksler i¢in temel indirgeme yontemlerinden biri

olup detayl bir ispat icin (Taylan, 2016) ¢alismasi incelenebilir.

Onerme 2.23. (Marietti ve Testa, 2008) A bir simpleksel kompleks ve x € V(D) olsun.

Eger bag,(x) alt kompleksi sils(x) alt kompleksinde biiziilebilir ise,
A ~silp(x) VX bag, (x)

homotopi denkligi saglanir.
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Bir topolojik uzayin biiziilebilir olmasinin yaninda A simpleksel kompleksinde

homotopi yapisi korunarak bazi indirgemeler yapmak miimkiindiir.

Tamm 2.24 (Kenar Biizme). Bir {x,y} € A kenar i¢in kenar biizme operasyonu
asagidaki kosullar1 saglayan bir f: V — (V\{x,y}) U {wy} doniisimii olarak

tanimlanir.

f doniisiimii benzer sekilde

FE) :={f(0), f(v1)s-- F i)}

alinarak A nin tim F = {vg,vy,...,v;} simplekslerine uygulanabilir. Boylelikle {x,y}
kenarina gore A simpleksel kompleksinin biiziilmesi olan A/, := {f(F) : F € A}

kompleksi olusturulur.

A, V kose kiimesi tizerinde bir simpleksel kompleks ve {x,y} € A bir kenar1 olsun.
Eger cU{x} € Ave cU{y} € A kosulunu saglayan her o € A yiizii i¢in ayn1 zamanda
o U{x,y} € Aise {x,y} kenarma A simpleksel kompleksi icinde biiziilebilir denir. Diger
bir deyisle eger {x,y} kenar1 A kompleksinin hi¢cbir minimal gayri-yiizii tarafindan

icerilmiyorsa {x,y} kenar1 A simpleksel kompleksinde biiziilebilirdir.

Simpleksel kompleksler {izerindeki kenar-biizme kavramina ilk olarak Hoppe (1996)
makalesinde rastlanmaktadir ve ardindan (Ehrenborg ve Hetyei, 2006; Attali vd., 2012)

caligmalarinda bagimsizlik komplekslerin yapisi lizerinde detaylica incelenmistir.

Teorem 2.25. (Ehrenborg ve Hetyei, 2006) A bir simpleksel kompleks ve {x,y} € A bir
kenar olsun. Eger {x,y} kenari A kompleksinde biiziilebilir ise A ve A || xy simpleksel

kompleksleri homotopik olarak denktir.
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Gozlemlenecegi iizere simpleksel komplekslerde herhangi bir kenarin biiziilmesi
genel anlamda homotopi yapisint korumak zorunda degildir. Bu durum ele alinan
kenarin biiziilebilir olmasina baglhdir. Ornegin Sekil 2.5(a) ile belirtilen A simpleksel
kompleksinde {v, y} kenarinin biiziilmesi durumunda {v, y,z} gayri-yiizii yok olmaktadir
ve acgikca goriilecegi lizere ortaya ¢ikan bu simpleksel kompleks A ya homotopik
degildir. Fakat, Teorem 2.25 den goriilecegi iizere herhangi bir kenarin A kompleksinde
biiziilebilir olmas1 durumunda homotopik yapisi korunmaktadir. Bu yiizden Sekil
2.5(a)’da biiziilebilir olma kosulunu saglayan yalmzca {u,v} ve {u,y} olup, A ~
A JJuv ~ A J/ uy saglanir. Bu biizme iglemi sonucunda Sekil 2.5(b)’de yer alan simpleksel

kompleks elde edilir ve bu kompleks S! ile homotopik olarak denktir.

Z Z

y % yAv

u

(a) (b)

Sekil 2.5. Sirasiyla A ve A // uv simpleksel kompleksleri.

15



3. TURNUVALAR VE DONGUSUZLUK KOMPLEKSLERI

Kombinatorikteki ayrik yapilardan biri olan turnuvalara bu boliimde simpleksel
kompleks (dongiisiizliik kompleksi) karsilik getirilerek topolojiye dogal bir doniisiimii
saglanacaktir. Ardindan bazi temel indirgeme yontemleri kullanilarak bu topolojik
uzayin homotopik yapisi belirlenecektir. Boylelikle simpleksel kompleksin homotopik
yapist ile baslangictaki turnuvanin kombinatoryal 6zelliklerinin arasindaki iligkinin

ortaya ¢ikmasi saglanacaktir.

D = (V,E) yonlii ¢izgesinde her u,v € V ¢ifti i¢in uv ve vu yonli kenarlarindan tam
olarak bir tanesi mevcut ise bu cizgeye turnuva denir ve T ile gosterilir. Genel olarak n
koseli bir turnuva 7, seklinde yazilir. Her v € V(T) i¢ind ™ (v) =d~(v) ise T ye regiiler

turnuva denir. Ayrica k > 1 ve n = 2k + 1 i¢in n koseli bir regiiler 7' turnuvasinda eger

vivi €E(Ty), i€[n] & j=i+{(modn), £k

kosulunu saglayan vy, va,...,vor1 siralamasi varsa T ye hayli regiiler turnuva denir.
Bu ¢alisma boyunca n koseli hayli regiiler bir turnuva R,, ile gosterilecektir. Sekil 3.1°de

R3, Rs ve R7 hayli regiiler turnuvalar yer almaktadir.

Sekil 3.1. Swrasiyla R3, R5 ve Ry hayli regiiler cizgeleri.

k > 3 olmak iizere kose kiimesi {uy,u,...,u;} olan yonlii bir ¢izgede, eger kenarlar
her i € [k] i¢in uju;1; € E (mod k) formunda ise ¢izgeye yonlii dongii denir ve Cy, ile
gosterilir. Bir 7' turnuvasinda k > 3 i¢in C = C;, olacak sekilde bir C alt ¢izgesi mevcut

ise C ye T nin yonlii dongiisii denir.
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T, kose kiimesi V olan bir turnuva olsun. Herhangi bir S C V alt kiimesi, eger T'[S] yonlii
dongii icermiyorsa, T nin bir dongiisiiz (gecismeli) kiimesi olarak adlandirilir. Ozellikle,
V gecismeli ise T ye gecismeli turnuva denir; aksi durumda T ye gayri-gecismeli denir.
A, B CV kose kiimeleri verilsin. Eger hera € A ve b € Biginab € E(T) oluyorsa A = B
yazilir. Bir T turnuvasinda V = AUB icin A = B veya B = A olacak sekilde A,BCV
kose kiimeleri varsa T ye indirgenebilir turnuva denir; aksi durumda indirgenemez
turnuva olarak adlandirilir. P C V alt kiimesi i¢in eger her ¢ € V \ P i¢in g = P veya

P = g saglamyorsa P ye denk koseli denir.

Sekil 3.2°de gosterilen P ve R turnuvalarim dikkate alalim. Acikca goriildiigii iizere
P turnuvast yonlii bir dongii icermez bu yiizden gecismelidir. R turnuvasinda ise
V1, V4, Vs koseleri bir yonlii 3-dongii indirger; bu yiizden gecismeli turnuva degildir.
R icin A = {vy,v3} ve B = {v1,v4,vs5} olmak lizere A = B saglanir, ayn1 zamanda
V(R) = AUB oldugundan R bir indirgenebilir turnuvadir. Ayrica bu A ve B kiimeleri

denk koseli kiimelerdir.

(@) (b)

Sekil 3.2. Sirasiyla P ve R turnuvalart.

Eger bir T turnuvasinin koseleri her biri denk kiseli olan P', P2, ..., P™ alt turnuvalarina

parcalanabiliyor ve kose kiimesi wi,w», ..., w,, olan Q,, turnuvasinda
wiw; € E(Q,;) ancak ve ancak P = pJ

saglantyorsa T = Q,,(P',P?,...,P") seklinde yazilir. Burada 7 turnuvasina
Q,, bolimiiyle P!,P?,....P" turnuvalarimin bilegimi denir. Ozel olarak, 7, =
Qm(Pl,Pz, ...,P™) kosulunu saglayan bir 7, turnuvasinda eger m = 1 veyam = n
ise T ye basit turnuva denir. (Demaria ve Kiihl, 1991) makalesinde de belirtildigi tizere

gayri-agikar her turnuva i¢in bir ve yalniz bir tane gayri-asikar basit boliim turnuvasi
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vardir. Diger bir yandan, eger T = Q,,(P',P?,...,P™) ise i € [m] igin ['r o(P') = w;

seklinde tanimlanan I'7 o : T — Q y0nlii ¢izge homomorfizmas1 mevcuttur.

Bir T turnuvasiin gayri-agikar basit boliim turnuvasi hayli regiiler ise, yani m > 3
ve R,, hayli regiiler turnuvasi i¢in T = R,,(P',P?,...,P") ise T turnuvasina hayli

parcalanabilirdir denir (bknz. Sekil 3.3).

(@ T (b) T =R3(R3,R3,T1)

Sekil 3.3. Hayli pargalanabilir bir 7" turnuvasi ve bilesenleri.

3.1. Turnuvalarm Dongiisiizliik Kompleksleri

Tanim 3.1. Herhangi bir T turnuvasinin déngiisiizliik kompleksi don(T'), kose kiimesi

V(T) ve yiizleri T nin gecismeli alt kiimeleri olan bir simpleksel komplekstir.

Sekil 3.4’te 4 koseli bir T turnuvasi ve karsilik gelen don(7') dongiisiizliik kompleksi
cizilmigtir. Burada, goriilecegi iizere, {v, v, v3} gecismeli bir alt ¢izge indirgediginden
don(T') simpleksel kompleksinde bir yiiz belirtir; ancak {vi,v,,v4} bir yonlii 3-dongii

olup don(T') kompleksinde bir gayri-yiizdiir.

V3

(a) (b)

Sekil 3.4. Bir T turnuvasi ve karsilik gelen don(7) dongiisiizliik kompleksi.
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Bir 7 turnuvasi, T = Q,(P!,P%,...,P™) seklinde yazlabiliyorsa, I'rg: T — Q
homomorfizma doniisiimii don(7) ve don(Q) arasindaki simpleksel doniisiime

genisletilebilir.

Onerme 3.2. Eger T = Q,(P',P?,...,P™) ise F € F(don(T)) icin Tro(F) €
F(don(Q)) dir. Ayrica don(Q) nin her bir maksimal yiizii bu formdadir.

Ispat. Aksini kabul edelim, o halde I'7o(F) ¢ F(don(Q)) olacak sekilde F €
F(don(T)) vardir. Boylece I'r o(F) U {w;} € don(Q) olacak sekilde w; € V(Q) \
I'7o(F) oldugu sdylenebilir. Fakat bu durum F’ € don(P') igin F' UF € don(T)
oldugunu ifade eder, bu ise kabul ile ¢eligki olusturur.

Simdi kabul edelim ki D = {w;,,...,w;, } € F(don(Q)) olsun. Her bir j € [t] igin
D;; € F(don(P')) alimrsa ve D' := D; U...UD,, olarak tammlanirsa, o halde
D' € F(don(T)) ve I'r o(D') = D elde edilir. O

Tanm 3.3. C, T turnuvasiin yonlii bir dongiisii ve v € V\V(C) olsun.

(i) Eger T turnuvasinda v = C veya C = v saglamirsa C ye v kdsesiyle koniktir denir.
Aksi durumda C ye gayri-konik yonlii dongii denir.
(ii) Eger T turnuvasinda her bir ¢ € V\V(C) i¢in ¢ = C veya C = ¢ saglanirsa C ye

daraltilabilir denir. Aksi durumda C daraltilamaz denir.

Tanimdan gozlemlenecegi iizere bir C yonlii dongiisiiniin daraltilabilir olmasi, 7' de
denk koseli olmas1 demektir. Ayrica her bir daraltilabilir yonlii dongii koniktir.

Bir T turnuvasinda herhangi bir kenar1 i¢ceren yonlii 3-dongii varsa o kenara doymus
kenar denir, aksi takdirde doymamus denir. Eger bir T turnuvasinin tiim kenarlari

doymus ise T ye doymus turnuva denir.

Ornek 3.4. Sekil 3.5’te gosterilen R ve S turnuvalarii dikkate alalim. R turnuvasinda
{v1,v4,vs} yonlii 3-dongiisii v3 kosesi ile koniktir; ancak {vy,v;,v3} yonlii 3-dongiisii
gayri-koniktir. Ayrica R turnuvasinda {v,v4,vs} yonlii 3-dongiisii daraltilamazdir.
Diger yandan S turnuvasinda C = {vy,v4,vs} yonlii 3-dongiisii i¢in v, = C ve v3 = C
oldugundan C daraltilabilir yonlii 3-dongiidiir. S turnuvasindaki doymus kenarlar ise

yalnizca vivg, vqvs, vsvy dir.
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(b)

Sekil 3.5. Sirasiyla R ve S turnuvalart

Burzio ve Demaria (1987a,b) makalelerinde basit baglantisiz turnuvalarin kombinatoryal
karaterizasyonunu elde etmislerdir. Bu caligmalardan, bizim ic¢in gerekli olan bazi

sonuclar agsagida verilmistir.

Onerme 3.5. (Burzio ve Demaria, 1987a) Hayli regiiler turnuvalardaki her bir yonlii

3-dongii gayri-koniktir.

(Burzio ve Demaria, 1987a) makalesinin ana sonucu olan asagidaki teorem yonlii
3-dongiiler kullanilarak basit baglantisiz turnuvalarin kombinatoryal karakterizasyonunu

vermektedir.

Teorem 3.6. (Burzio ve Demaria, 1987a) Bir T turnuvast i¢cin don(T) dongiisiizliik
kompleksi basit baglantisizdir ancak ve ancak T de gayri-konik yonlii 3-dongii vardir

ve tiim konik yonlii 3-dongiiler daraltilabilirdir.

Basit baglantisiz turnuvalarin asagidaki kombinatoryal karakterizasyonu, bu
turnuvalarin topolojik yapisinin belirlenmesinde etkin rol oynamaktadir. Bu teorem
sayesinde basit baglantisiz turnuvalarin hayli parcalanabilir formda oldugu ifade

edilmektedir.

Teorem 3.7. (Burzio ve Demaria, 1987b) Bir T turnuvast i¢cin don(T) dongiisiizliik

kompleksi basit baglantisizdir ancak ve ancak T hayli parcalanabilir.

Siradaki hedefimiz bir simpleksel kompleksteki en basit indirgeme yontemi olan
kenar biizme isleminin turnuvalarin dongiisiizlik kompleksleri iizerindeki etkisi

incelemek olacaktir. Bu sayede verilen bir turnuvanin dongiisiizlilk kompleksi tizerinde
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homotopi yapisi korunacak sekilde indirgemeler yaparak daha basit formda dongiisiizliik

kompleksine ulagilmasi: amaglanmaktadir.

Ozellik 3.8. T turnuvasindaki her bir doymamus uv kenart icin don(T) ~ don(T) /J uv

saglanir.

Ispat. uv kenar1 doymamis oldugundan, don(7T') de {u,v} yi igeren hicbir minimal

gayri-yiiz yoktur. O halde Teorem 2.25 geregince iddia saglanir. [

Onerme 3.9. Hayli regiiler turnuvalar doymus birer turnuvadur.

Ispat. R = Ry 1 hayli regiiler bir turnuva ve v;v; de R nin bir kenar1 olsun. Eger r =
Jj+k (mod 2k + 1) alinirsa, {v;,v;,v,} kiimesi v;v; kenarini igeren bir y6nlii 3-dongiidiir.
viv; keyfi oldugundan diger tiim kenarlar i¢in de bu 6zellik saglanir, dolayisiyla R

doymus bir turnuvadir. O

Onerme 3.10. R,, hayli regiiler bir turnuva olsun. O halde éyle bir v € V(Ry) vardir

ki, Ry, — v turnuvasinda bir ve yalniz bir tane doymamig kenar vardur.

Ispat. m = 2k + 1 ve kabul edelim ki {v{,v2,...,vpr11}, Ry’ nin yonlii dongii siralamasi
olsun, ayrica v := viy| ve R’ := R,, — v olarak tamimlansin. Dikkat edilecegi iizere
Vor+1v1 kenart R’ turnuvasinda doymamustir. Aksi takdirde eger vyv JEE (R') olsaydi
J <kvevjvyy ¢ E(R") olmasi gerekirdi, bu ise geligkidir. vz vy kenarinin tekligi

de Onerme 3.9 geregince saglanir. 0

Hatirlanacag iizere bir T turnuvasinda herhangi bir uv kenarinin doymamaig olmasi o
kenarin hi¢bir yonlii 3-dongii tarafindan igerilmedigi anlamina gelmektedir. Bu ifadenin
don(T') dongiisiizlik kompleksi tarafindaki karsiligi ise bu kenarin higbir minimal
gayri-yliz tarafindan icerilmedigidir, diger bir deyisle bu kenarin kompleks iizerinde
biiziilebilir olmas1 demektir. Dolayisiyla Teorem 2.25’teki on kosul saglandigindan
don(T') dongiisiizliik kompleksinde homotopi yapist korunarak kenar biizme isleminin
yapilabilmesi miimkiindiir. Bunun i¢in 6ncelikle kompleks iizerindeki kenar biizmenin

turnuva acisindan karsiligi asagidaki tanim ile ele alinacaktir.
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Tamm 3.11. 7 bir turnuva ve uv de bu turnuvanin bir doymamis kenar1 olsun. Bu
durumda, (V\{u,v})U{w,, } kose kiimesi iizerinde yeni bir 7, turnuvasi tanimlanabilir.
Bu turnuvanin kenar kiimesi E(T[V\{u,v}]) olmak iizere her bir x € (V\{u,v}) i¢in

asagidaki kenarlardan olusur;

(i) egerxu € E(T) vexv € E(T) ise xwy, € E(T,),
(ii) egerux € E(T) ve vx € E(T) ise wyx € E(Ty,),
(iii) eger ux bir doymamis kenar veya ux, xv kenarlar1 T de doymus ise w,,,x € E(T},,),
(iv) eger xu bir doymamus kenar veya xu, vx kenarlar1 7' de doymus ise xwy, € E(T,,),
(v) eger T de xv kenari doymamug iken ux kenar1 doymus ise xw,, € E(T,,),

(vi) eger T de vx kenart doymamis iken xu kenart doymus ise w,,x € E(T,,) dir.

Onerme 3.12. Bir T turnuvasindaki her bir doymamus uv kenart icin don(T) /| uv =2

don(T,,) saglanr.

Ispat. F € don(T) /) uv olsun. Eger wy, ¢ F ise F € don(T) ve bodylece F €
don(7T,,). Bu yiizden wy, € F oldugunu kabul edelim, yani F = {x,x2,...,X, Wi}
olsun. uv doymamis bir kenar oldugundan uv yi iceren hi¢bir yonlii 3-dongii yoktur.
Dolayisiyla {xj,x2,...,x¢,u,v} € don(T) dir ve ayrica {xj,xp,...,x;:} € don(Ty,)
oldugu agiktir. Her x; € F \ {wy, } i¢cin, x;wy, € E(T,,) veya wy,x; € E(T,,) oldugundan

F ={x1,x2,..., X, Wy} € don(T,,) dir.

Simdi de F € don(T7,,) oldugunu kabul edelim. Eger w,,, ¢ F ise F € don(T') // uv dir.
Bu yiizden w,, € F, yani F = {x1,x2,...,X, Wy } olsun. F\ wy, € don(T) // uv oldugu
agiktir. Diger taraftan, T, turnuvasinin tanimi gere8i herhangi bir x € V/(T) \ {u, v}
icin eger xu,xv (sirastyla ux, vx) kenarlarindan biri 7 de doymamus ise buna kargilik
xwy, (sirastyla wy,x) kenar1 da T, de doymamisgtir. Dolayisiyla, ¢ € don(7) i¢in
eger c U{u} € don(T) veya c U{v} € don(T) ise o U{w,,} € don(T,,) olur. Bu ise
F € don(T) // uv oldugunu belirtir. O

Onerme 3.13. R = Ry hayli regiiler bir turnuva olsun. O halde (R — x),, hayli
regiiler turnuva olacak sekilde R de x,u,v koseleri vardir.

Ispat. Onerme 3.10’da, e@er x = vy, u = v| ve v = vy olarak secilirse uv

kenart R = R — x turnuvasinda doymamis olup (R'),, iyi tammhdir. Boylece

22



Wips V2, V3, -« s Vi, Vit 2, - - -, Voi Siralamasi (R'),, turnuvasimin hayli regiiler turnuva

olmasini saglayan dongii siralamasidir. [

Teorem 3.14. R, hayli regiiler tunuvast icin don(R,,) ~ S' saglanr.

Ispat. Eger m = 3 ise, don(R) ~ S ! olmas1 agik olup, m > 3 oldugunu kabul edelim.
X = Vi41 olsun ve baggsp g) (x) alt kompleksini ele alalim. Dikkat edilecegi iizere,
Onerme 3.5 geregince hayli regiiler turnuvalardaki her yonlii 3-dongii gayri-konik
oldugundan bagy;,g)(x) alt kompleksinin herhangi bir gayri-yiizii tam olarak
iki elemana sahiptir, difer bir deyisle bag g, ) (), {V1,V2ye ey Vi, Via2y e s Vol 1
tizerindeki Gy ¢izgesinin A(Gy) tamsal kompleksidir, yani bad s, g)(x) = A(Gy) dir.
(Biyikoglu ve Civan, 2012, Ozellik 4.5) geregince iicgensel cizgelerin tamsal kompleksi
biiziilebilirdir. O halde bagygy,g) (x) kompleksinin biiziilebilir oldugunu géstermek
icin G, ¢izgesinin iliggensel oldugu gostermek yeterlidir. Dolayisiyla G, ¢izgesinin
ticgensel oldugunu iddia edelim. Hayli regiiler turnuva tamimindan kolay bir sekilde
goriilecegi lizere N~ (x) = {v1,...,vx} ve NT(x) = {vii2, ..., vars1 } kOse kiimeleri Gy
cizgesinde birer tamsal ¢izge belirtir, yani G, ¢izgesi yalnizca indirgenmis 4-dongii
icerebilir (bknz. Sekil 3.6). Kabul edelim ki, 1 <ij <ip <kvek+2 < j1 < jo <2k+1
icin {v;,,vi,,vj,,vj,} kose kiimesi v; v,,vj,vj,,vi,vj, Ve v;,v; kenarlar ile birlikte
boyle bir 4-dongii indirgesin. v;,,vi, € N~ (x) ve vj,,vj, € N*(x) oldugu i¢in v; v}, ve
vi,vj, kenarlar1 R ye ait olmalidir. Ancak bu durum, v; v; € E (R) olmasin1 belirtir,
dolayistyla v, v, € E(Gy) olup, bu 4-dongii bir kiris icermek zorunda kalir. Bu ise kabul
ile celismekte olup, Gy cizgesinin iicgensel oldugunu ifade eder. Boylece bag sy ) (x)

kompleksi, tiggensel bir ¢izgenin tamsal kompleksi oldugundan biiziilebilirdir.

bag ysn(g) (x) biiziilebilir oldugundan, Onerme 2.23 geregince don(R) ~ don(R — x) dir.
Eger u = v ve v = vy olarak alimirsa, vu kenari, R — x turnuvasinda doymamuis
kenardir ve (R — x),, hayli regiiler bir turnuvadir. Diger taraftan, Ozellik 3.8 homotopi
denkliginden ve Onerme 3.12 izomorfizmasindan don(R — x) ~ doén(R — x) J uv =
don((R —x),y) olur. Tiimevarim iizerinde hareket edilirse don((R — x),,) ~ S' olup ve

boylece don(R) ~ don(R — x) ~ don((R — x),,) ~ S' olarak elde edilir. O

23



Sekil 3.6. G, ¢izgesinin liggenselligi.

Sonug 3.15. R, hayli regiiler bir turnuva ve her i € [m)] icin P gecismeli olmak iizere

eger T =Ry,(P',P?,...,P™) ise don(T) ~ S' dir.

Ispat. Dikkat edilecegi iizere eger her bir P’ tek koseden olusuyorsa Teorem 3.14
geregince iddia saglanir. O yiizden |P!| > 2 olmasi durumunu ele alalim ve u,v € V(P!)
icin uv € E(P') olsun. Kabulden dolay1 bu uv kenar1 T turnuvasinda doymamustir
ve Ozellik 3.8 geregince don(T) ~ don(T) / uv dir. Diger bir yandan Onerme 3.12
geregince don(T) // uv = don(T,,) dir. Ayrica T, = R, (P}

L P2,...,P") olup, P
turnuvasi da ayn1 zamanda gecismelidir. Dolayisiyla 7 nin kdse sayisi iizerinden

tiimevarim ile istenen sonug elde edilir. [
3.2. Ucboliinebilir Turnuvalarin Homotopik Yapisi

Bu boliimde hayli parcalanabilir T = R,,,(P!, P?, ..., P™) turnuvalarinin 6zel formu olan

m =3 durumu ele alinacak ve bu sekildeki turnuvalarin homotopik yapisi belirlenecektir.

Tanim 3.16. 7;, bir turnuva olsun. Her bir P, R ve K ¢izgeleri T,, turnuvasinin denk koseli
alt turnuvalar1 olmak tizere eger 7, = R3(P,R,K) ise T,, cizgesine iicholme turnuvasi
denir. Ozel olarak, eger T;, gecismeli ya da n > 3 ve iicboliinebilir P,R, K turnuvalar

icin T, = R3(P, R, K) seklinde yazilabiliyorsa T,, turnuvasina iichbéliinebilir denir.
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Acik bir sekilde goriilecegi iizere T = R3(P,R,K) seklinde yazilan ii¢boliinebilir
bir turnuva gecismeli olamaz. Ayrica her bir P,R,K alt turnuvalar1 ticboliinebilir
oldugundan tiimevarimsal bir turnuva ailesi tespit etmek miimkiindiir. Kabul edelim ki
gecismeli olmayan bir P turnuvasi i¢in 7, = R3(P, R, K) ii¢b6liinebilir turnuvasi verilsin.
Ohalde 1 <i<sicin P*! = R3(P!, R, K") ve P=P’, R = R*, K = K* ve P! = R; olacak
sekilde P!, R', K iicbdliinebilir turnuvalarinin bir dizisi vardir. Boyle bir dizide miimkiin
olabilecek en bilyiik s degerine P ye gore T, nin uzunlugu denir ve ¢(T,, P) ile gosterilir.
Dikkat edilecegi iizere, P alt turnuvasinin gegismeli olmasi durumunda ¢(7,,, P) = 0 dir.
Boylelikle, 7, turnuvasinin yiiksekligi h(T,) := max{{(T,,P),¢(T,,R),{(T,,K)} + 1
olarak tanimlanir (bknz. Sekil 3.7).

Sekil 3.7. Ugbéliinebilir bir turnuva.

Onerme 3.17. T = R3(P,R,K) bir iichiliinebilir turnuva olsun. O halde
bag s, () (X) = bag sy p) (x) * (d6n(R) Wdon(K))

olacak sekilde x € V (P) vardur.

Ispat. {(T,P) = s =1 durumu agik oldugundan, s > 1 oldugunu kabul edelim. O
halde her bir i < s ve P = P%, R = R*, K = K® i¢in P'"! = R;(P',R',K") olmak iizere

1 <i<sicin P',R, K’ tigh6liinebilir turnuvalari vardir. Ozel olarak P! = R3 oldugunu
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kabul edebiliriz. x € V(P!) icin iddianin dogru oldugunu gosterelim. ilk olarak T
turnuvasinda x = R, R = K ve K = x oldugundan bag;,r)(x) alt kompleksinin
herhangi bir F yiizii i¢in, F N R ve F'N K kesisimlerinden en az biri bog olmak zorundadir.
Ayrica, eger S € badys, p)(x) ise, herhangi bir L € don(R) (sirastyla H € don(K)) i¢in
SUL € badysnp)(x) (strastyla SUH € badys,ry(x)) dir ve dolayisiyla iddia saglanir.

O

Onerme 3.18. T = R3(P,R,K) bir iicholiinebilir turnuva olsun. O halde asagidaki

homotopi denkligi saglanir,

don(T;,) ~S! VX [d6n(P) Vv dén(R) Vv don(K)| V (don(P) *don(R))

V (don(P) xdon(K)) V (don(R) xdon(K))

Ispat. Oncelikle, eger P,R ve K gecismeli ise, Sonug 3.15 geregince iddia saglanir.
Bu yiizden genelligi bozmadan P nin gayri-gecismeli bir turnuva oldugunu kabul
edelim. O halde her bir 1 <i < sve P=P’, R=R’, K = K* icin P'*! = R;(P', R, K")
olacak sekilde P',R! K’ ii¢boliinebilir turnuvalar1 vardir. Ozel olarak P' = Rz ve
V(P') = {v,u,w} oldugunu kabul edebiliriz. bag g1y (v) alt kompleksini ele alalim.
Oncelikle bag (7 (v) kompleksinin silgs,(7)(v) kompleksi icinde biiziilebilir oldugu
gosterilecektir. Dikkat edilecegi tizere {u,w} kenarini igeren silggy(7)(v) kompleksinin
bir gayri-ytizi yoktur ve bdylece silgsn(r)(v) = Silgsn(r)(v) / uw dir. Ancak bu
durum, bag g7 (v) alt kompleksinin silysy(r) (v) / uw kompleksinde {u, w} ikilisinin
biiziildiigii kdse olan x tepesi ile koni olusturdufunu belirtir. Bu yiizden bagys, ) (v),
silgsn(r) (v) / uw kompleksinde biiziilebilirdir. Dolayisiyla, Onerme 2.23 geregince

don(T') = silgen(r) (V) V Ebaggsn( (v) dir.

silggn(ry(v) = don(T —v) ve ayrnica T —v = Ry(P — v,R,K) bir iigboliinebilir
turnuva oldugundan, 7 nin kose sayisi izerinden homotopi denkligi i¢in tiimevarim

uygulayabiliriz. O halde;

don(T —v) ~ S' VE[don(P —v) vdon(R) v don(K)] V (don(P — v) +don(R))

V (don(P —v) *dén(K)) Vv (don(R) *dén(K))
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saglanir. Boylelikle,

don(T) ~ §' vZ[dén(P—v)Vdoén(R) v dén(K)] V (don(P —v) xdén(R))

V (don(P —v) xdoén(K)) V (don(R) = don(K)) V Ebadgsn () (v)-
Onerme 3.17 ve Onerme 2.22 6zelliklerini asagida belirtildigi sekilde uygulayalim.

don(T) ~ S' VX [don(P —v) v don(R) Vv don(K)] V (don(P —v) *don(R))
V (don(P —v) *dén(K)) Vv (don(R) * dén(K))
V E[bagsp) (v) * (don(R) wdon(K))], (Onerme 3.17)
~ S' VX [don(P—v) v don(R) Vdon(K)] v (don(P —v) *don(R))
V (dén(P —v)*dén(K)) V (don(R) xdon(K))
V bag gsn(p) (v) * (Edon(R) v S' VEdon(K)),  (Onerme 2.22.(iv))
~ S' VX [don(P —v) v don(R) Vdon(K)] v (don(P —v) *don(R))
V (dén(P —v) xdén(K)) V (don(R) *don(K))
V (Zbagysn(p)(v) * don(R)) V (> baggon(p) (v))
V (Zbagsn(p) (v) ¥ don(K)), (Onerme 2.22.(iii))
~ S'VE[(d6n(P —v) V E bad jsn(p) (v)) Vdon(R) V don(K)]
v ( (dcsn(P — V)V Ebaggsnp) (v)) * don(R))
V ((don(P —v) V Zbagsnp) (v)) *don(K))

V (dén(R) xdon(K)), (Onerme 2.22.(iii))

Son olarak bag,s,p)(v) alt kompleksi don(P —v) = silgsnp)(v) kompleksinde
biiziilebilir oldugundan don(P) = silysn(p)(v) V Zbagsnp) (v) denkligi kullanilarak

istenen sonuca ulagilmis olur.

Simdi yapilan calismanin topoloji kismindaki ana sonucu olan asagidaki teorem

verilecektir. Bu sonug¢ geregince ii¢boliinebilir turnuvalarin homotopi yapisi kiirelerin

kama toplam1 formundadir.
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Teorem 3.19. T = R3(P,R,K) bir iicholiinebilir turnuva olsun. O halde
dy ds dy
don(T) ~S'v (\/SHV(\/ ) v...v(\/ 5. (3.1)
i=1 i=1 i=1

olacak sekilde negatif olmayan {dy,ds, ... dy} tamsay: dizisi vardur.

Ispat. Negatif olmayan n ve m tamsayilari icin §" * S" ~ §"*"*1 oldugundan T
turnuvasinin kose sayisi iizerinden tiimevarim uygulanarak Onerme 3.18 yardimiyla

iddia saglanur. O

Tanim 3.20. 7 = R3(P,R, K) bir tigbdliinebilir turnuva olsun. dén(7') kompleksi i¢in
Teorem 3.19’da belirtilen kiirelerin kama toplami1 seklindeki homotopi yapisinda olusan

en yiiksek kiirenin boyutuna 7T nin derinligi denir ve der(T') ile gosterilir.
Onerme 3.18’in bir sonucu olarak asagidaki esitlik gerceklenir.

Sonug 3.21. n > 1 olmak iizere T = R3(P,R,K) bir iichéliinebilir turnuva olsun. O
halde

der(T) = max{der(P) +der(R) + 1,der(P) +der(K) + 1,der(R) +der(K) + 1}.

Ornek 3.22. Berger vd. (2013) calismasindan goriilecegi iizere, eger H bir kahraman
turnuva ve S;, j koseli gegismeli turnuva ise, R3(H,S1,Sk) ve R3(H,Sk,S1) tigholmeli
turnuvalart kahraman turnuvadir. Bu baglamda ii¢boliinebilir turnuvalarin bir
timevarimsal alt sinifi olan miikemmel kahraman turnuvalarini tanimlamak miimkiindiir.
R3(S1,S81,S;) ve R3(S1,Sk,S1) turnuvalari birer mitkkemmel kahraman turnuvadir
ve genel anlamda eger bir 7 turnuvasi, k > 1 i¢in R3(H,S1,S;) ve R3(H,Sk,S1)
turnuvalarindan birine izomorfik olacak sekilde H miikemmel kahraman turnuvasi
varsa T turnuvasina mitkkemmel kahraman turnuva denir. Boylece Teorem 3.19
geregince herhangi bir 7 miimkemmel kahraman turnuvasi i¢in m = h(T') olmak tizere

don(T) ~ S' v §?V...V 8" saglanir.
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4. TURNUVALARDA RENKLENDIRME VE DONGU-KIRAN KUMELER

Onceki boliimde homotopik yapisi tespit edilen ii¢boliinebilir turnuvalarin bu boliimde

renklendirme ve dongii-kiran sayilari ile arasindaki iligkisi incelenecektir.
4.1. Turnuvalarda Kose Renklendirme

Bu boliimde ii¢boliinebilir turnuvalarin renklendirmesi ele alinacak ve ilk olarak bazi

teknik sonuglara yer verilecektir.

T bir turnuva olsun. Her i € [k] i¢in {v € V: u(v) = i} kose kiimesi T
turnuvasinda gegismeli olacak gekildeki tt: V — [k] fonksiyonuna T turnuvasinin bir
k-renklendirmesi denir. Boyle bir (t fonksiyonunda gayri-gecismeli her kose kiimesi en
az iki renk ile isaretlendiginden bu fonksiyon 7 icin bir diizgiin renklendirme belirtir. 7
turnuvasinda k-renklendirilebilir olacak sekildeki en kiigiik k sayisina 7" turnuvasinin

(dongiisiiz) kromatik sayist denir ve x,(T) ile gosterilir.

Onerme 4.1. T = R3(P', P2, P?) iicbéliinebilir turnuva olsun. Eger her 1 < i < 3 icin

xa(Pi) =r; ise, Xqo(T) < max{ [%_‘ ,ri}.

Ispat. Kabul edelim ki P!, P? ve P? sirastyla A = {ay, as, wyar s B=A{b1,b2,....0,, },
ve C = {cy,c2,...,cr, } ayrik renk kiimeleri ile renklendirilsin. Bu takdirde ry, r ve r3
arasindaki iliski analiz edilerek, sirasiyla P!, P? ve P3 turnuvalarinin iddia edildigi kadar
renk kullanmilarak bir diizgiin renklendirmesi elde edilecektir. Genelligi bozmaksizin

r1 > ry > r3 oldugunu kabul edelim.

1. Durum: ry =ry =r3=r. Budurumda {a,as,...,a|,2),b1,b2,...,b1/21},
{b1,b2,-. b asc1502,5ca) b Ve {ar,a2,.,a0,027,€15€2,-,C 0 b TEDK
bolmelerini ele alalim. Dikkat edilecegi izere her bir renk tam olarak iki bolmede yer
almaktadir ve boylece her bir yonlii 3-dongiide en az iki farkli renk bulunur. Dolayisiyla

bu bolmeler T turnuvast i¢in bir diizgiin renklendirme saglar.
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2. Durum: r; > ry + r3. Bu durumda P!, P? ve P3 turnuvalariin koseleri sirasiyla A,
{a1,a2,...,a,,} and {a,,41,a,,+2,...,ar,1r, } renk siniflari ile igaretlenerek 7" turnuvasi

i¢in bir diizgiin renklendirme saglanir.

3. Durum: ri < rn+r3 ve rp < r + rs. Genelligi bozmaksizin r, >

W%”-‘ olarak ifade edilsin. Bu

durumda P', P? ve P3 turnuvalarinin koseleri swrasiyla A, {ai,az,...,ar,—w,

r3 oldugunu kabul edelim ve w := {

bi,ba,....by} ve {ar,— i1, -, Ay, —(r,—w)» b1, b2, ...,by } renk siniflaryla isaretlenerek 7

turnuvasi i¢in bir diizgiin renklendirme saglanir.

. r .
4. Durum: r; = r, > r3. Ilk olarak w = (53-‘ seklinde yazalim. O halde A,
{ar,a2,...;ar,—y,c1,¢2,...,c} Ve {c1,€2,...;C, Ar— s 1, A, — w425 -, ar, } DOImMeleri T

turnuvasi icin bir diizgiin renklendirme saglar. [

Simdi bu boliimdeki ana sonuglardan biri olan Teorem 4.2’ye yer verilecektir. Bu
sonug ile licbodliinebilir turnuvalarin kiirelerin kama toplami olan homotopi yapisi
ve bu yapidaki der(7') parametresinin turnuvanin x,(7") kromotik sayisini sinirladigi

ispatlanacaktir.

Teorem 4.2. Her T = R3(P', P?, P?) iicholiinebilir turnuvast icin € = % olmak iizere,

Xa(T) < c(der(T) + 1)%‘1 |

olacak sekilde 1.62 < ¢ < 2 sayist vardir.

Ispat. der(T) = d ve logaritma tabam 2 olmak iizere iddia asagidaki sekilde yazilabilir.

3log(d+1)
Xa(T) <c d——f—l —1 (4.1)

T nin kose sayis1 iizerinden tiimevarim uygulanarak 4.1 esitsizligi ispatlanacaktir. 11k

olarak eger |V(T)| =3 ise T = C;3 olup, ¢ =2 i¢in ),(T) =2 = 2% — 1 bulunur. O

halde |V(T)| > 3 ve der(P") = d; oldugunu varsayalim ve her 1 <i < 3 igin y,(P) <
3log(d;+1)

ci(*z77) — 1 olacak sekilde ¢; € (1.62,2] sayis1 mevcut olsun. Dikkat edilecegi
tizere Sonug 3.21°den d = max{d, +d> + 1,d; +d3 + 1,dr +d3 + 1} dir. Buradan
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¢ :=max{cy,cz,c3} olsun. Eger bazi i € [3] sayilari igin x,(T) < x4(P') ise iddia agik
bir sekilde goriiliir. O yiizden her i € [3] igin y,(T) > x.(P') olsun. Ayrica genelligi

bozmaksizin d = dy +dy + 1 ve di > dy > d3 oldugunu kabul edelim.

1. Durum: di = d». Onerme 4.1 uygulanarak

3. 3log(dy+1) _3 3. 3log(d;+1) _3 +1
T) < [ di+1 w _ { di+1 J
Xa( )_ 2 2 9
3log(2d;+2) . 3log(d+1) .
<le o — 1l =le.— _
= {C 2d;, +2 J LC d+1 J
310g(d+1)

<ct— 1
- d+1 ’

elde edilir. Burada son esitsizlikte d = 2d; + 1 bilgisi kullamilmustir.

2. Durum: d\ # d>. Bu durumda 0 < #; < 1 olmak iizere her j = 1,2 icin ¢; :=

log(%) olsun. Yeniden Onerme 4.1 uygulanarak

3log(d)+1) 3log(dy+1) 3log(d3+1)

Xa(T) < (€1 g €2 T O3 "ot _3W
a > ’
2
3log(d+1) 3log(dy+1) 3log(dz+1)
| AR T T T T _1J
= | 2 ’
3log(dy+1) 3log(dy+1)
< ’ d|+1 +2C d2+1 . 1J
= | 2 ’
_ 1 3logldi+1) 3log(da+1) |
—C- +c- —
— L2 di+1 dr+1 J’

1 3 log(di+1)+t—1 3 log(da+1)+1—1
=12 (5) e (5) -1,
L2\, (3 2 (3 .
<L) <G) )

2t1—1+2 310g(d1+d2+2)
= ( 3 )C'd+d +2_1J’
L 1 2
3log(d+d>+2) 3log(d+1)
< C-——IJ <c - ————1,
L di+dy+2 d+1

elde edilir. Burada 0 < #; < 1 oldugu i¢in ZH_TIH < 1 bilgisi dikkate alinmigtr. [

Iddia edildigi iizere temel teoremimizdeki iist stnir siki olup, asagida verilen 6rnek ile

bu kanitlanacaktir.
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Ornek 4.3. T(1) := R3 olmak iizere her n > 1 igin T(n) := R3(T'(n —1),T(n —
1),T(n—1)) seklinde T'(n) turnuvalari tammlansin. Her n > 3 igin x,(T(n)) =
- er(r(n) + 1)t
Teorem 4.2°deki iist sinirin siki oldugunu kanitlayacaktir. Dikkat edilecek olursa

Onerme 4.1°den x,(T (n)) < {(%) Xa(T(n — l))—‘ dir. Ik olarak T'(n) turnuvasinin

- IJ olacak sekilde ¢ € (1.62,2] sayist mevcuttur. Bu iddia

kromatik sayisinin bu iist sinira esit oldugu ispatlanacaktir. Bunu gostermek icin
Xa(T(n—1))=rvek:= {37’-‘ olsun ve iddianin aksini kabul edelim. Diger bir deyisle,
T (n) turnuvasi (k — 1)-diizgiin renklendirilebilir olsun ve ayrica k: V(T (n)) — [k —1]
bu renklendirme fonksiyonunu ifade etsin. Her i € [3] i¢in V; kiimesi, 7'(n) nin i.
bileseninde bulunan turnuvanin kdse kiimesini temsil etsin. Burada, goriilecegi iizere
bu kiime 7'(n — 1) indirger. Ayrica B; := {k(v): v € V;} olmak iizere B := B; UB, UB3
olarak alinsin. Kolaylikla goriilecegi lizere B deki her bir rengin katlhilig1 en fazla
2 dir; yani bir renk en fazla iki bilesende (B;) bulunabilir. Aksi takdirde tek renkli
yonlii 3-dongiiler olusacaktir. Boylece katlilik 2 ve y,(7(n— 1)) = r oldugundan
2(k—1) > 3r = |B| esitligi saglanmak zorunda kalir. Ancak bu ifade 2 M 2>y
olmasini belirtir ki, bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla x, (7T (n)) = ((%) Xa(T(n—1))] dir.

Simdi ise tiimevarimsal olarak ifade edilen 7'(n) turnuvasinin kromatik sayisinin
tam degeri hesaplanacaktir. Gozlemlenecegi iizere {y,(T(n)): n > 1} tamsay1
dizisi Odlyzko ve Wilf (1991) ¢alismasinda ele alinmis olup A061419 numarasiyla
listelenen bir dizidir (Sloane, 2003). Bu dizinin tam formiilii ¢y ~ 1.62227 olmak
iizere x,(T(n)) = |co- (3)"] dir. Diger bir yandan Sonug 3.21 yardimtyla 7 (n)
turnuvasinin derinligi der(7(n)) = 2der(T(n — 1)) + 1 = 2" — 1 olarak hesaplanr.
Simdi, n > 3 oldugundan, e8er ¢ := cg + (%)” olarak alinirsa ¢ € (1.62,2] dir. Bu

yilizden LCO‘ (%)nj = Lc- (%)n — IJ oldugu goriiliir. Dolayisiyla € = % olmak iizere

Lc(der(T(n))—Fl)%f1 — IJ = {c- (%)”_ 1J = Xa(T (1)),

elde edilir. Dolayisiyla her n > 3 icin Teorem 3.19’daki ist sinirin siki olmasim

gercekleyen 7' (n) turnuvalart vardir.
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4.2. Turnuvalarda Dongii-Kiran Kiimeler

Onceki boliimde iigboliinebilir turnuvalarin kromatik sayismin topolojik bir parametre
olan der(7) ile kontrol altinda tutuldugu ispatlanmigtir. Bu boliimde yine benzer sekilde
der(T) parametresinin turnuvanin dongii-kiran sayisi tizerindeki etkisi incelecektir ve
Teorem 4.5 ile bu etkilesimin aslinda dongii-kiran say1 icin bir esitlik dogurdugu ispat

edilecektir.

Tanim 4.4. Yonlii bir G cizgesinde G — A dongiisiiz (gecismeli) olacak sekildeki A C
V(G) kiimesine dongii-kiran kiime denir. Bir G ¢izgesinde en az elemanli dongii-kiran

kiimenin boyutuna dongii-kiran sayt denir ve dk(G) ile gosterilir.

Sekil 4.1°deki G yonlii ¢izgesinde, {vi,va,vs}, {vi,vs,ve}, {v2,va,vs} ve {vi,va,vs,v6}
kose kiimeleri birer yonlii dongii indirger. Bu gizgede {v,v2}, {ve,v2} ve {vs} seklinde
bir¢ok dongii-kiran kiime bulunabilir, ancak bunlardan en az elemanli {vs} olup,

dk(G) = 1 dir.
Sekil 4.1. Dongii kiran sayist dk(G) = 1 olan bir G turnuvasi.

Turnuvalarin dongii-kiran sayilari ile ilgili bilinen ilk ¢aligmalar (Moon, 1971; Lempel
ve Cederbaum, 1966) dir. Moon (1971), n koseli tiim turnuvalar arasinda maksimum
dk(T) sayisim M(n);= max{dk(T) : T,nkoselibir turnuva} ile tanimlamig ve

yeterince biiyiik n sayilari icin
1.4757" < M(n) < 1.7170"

esitsizligini kanitlamistir.  Yakin zamanda yapilan (Gaspers ve Mnich, 2013)

caligsmasinda ise bu smurlar asagidaki sekilde gelistirilmisgtir.

1.5448" < M(n) < 1.6740"
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(Fomin vd., 2016; Woeginger, 2008; Mnich ve Teutrine, 2017) ¢alismalarinda M (n)
degeri i¢in daha keskin sonuclar elde edilmistir.

Calismamizda ise basit baglantisiz turnuvalarin dk(7') degeri ele alinmistir. Bu boliimiin
temel sonucu, 7 iigbdliinebilir turnuvalari i¢in dongii-kiran sayis1 dk(7') ile der(T')
parametresi arasindaki bagintiy1 ifade edilen asagidaki teoremdir: Onerme 4.6 ve

Onerme 4.8’in sonucu olarak elde edilmistir.

Teorem 4.5. n koseli bir T ii¢chbéliinebilir turnuvast i¢in dk(T) = n—der(T) — 1 esitligi

saglanir.
Teorem 4.5’in ispat1 agagidaki onerme dizisiyle yapilacaktir.

Onerme 4.6. n koseli bir T iicholiinebilir turnuvast icin dk(T) < n — der(T) — 1

saglanir.

Ispat. T ti¢boliinebilir turnuvasi igin d = der(T) ve n = |[V(T)| olsun. O halde
T turnuvasimin dongiisiizlik kompleksinde d + 1 elemanli bir F ylizii mevcuttur.
Hatirlanacag iizere dongiisiizliik kompleksindeki yiizler turnuvanin gecismeli kose
kiimelerinde olusur, dolayisiyla F' yiiziiniin kose kiimesi 7' de ge¢ismeli bir alt cizge

indirger. Boylece T nin dongii-kiran sayisi en fazlan —d — 1 dir. U

Onerme 4.7. T = R3(P,R,K) bir iicholiinebilir turnuva olmak iizere asagidaki esitlik

saglanr.

dk(T) = min{|V(P)| +dk(R) + dk(K), |V (R)| + dk(K) +dk(P),|V(K)|+ dk(P) 4+ dk(R) }
4.2)

Ispat. Ugboliinebilir T = R3(P,R,K) turnuvamin yapisindan dolay1 gegismeli kose
kiimeleri, P,R ve K alt turnuvalarindan en c¢ok ikisinden eleman icerir. Diger bir deyisle
P, R ve K nin her birinden en az bir elemanin oldugu kiime gecismeli olamaz. Bu yiizden
T — A gecgismeli olacak sekildeki A kose kiimesi, P,R ve K alt turnuvalarindan en az
birinin tiim koselerini icermek zorunda kalir. Ardindan geriye kalan turnuva icin her bir
boliimden en az sayida kdsenin ¢ikarilmasiyla gecismeli alt turnuva elde edilmis olur

ve bu say1 4.2 esitligine karsilik gelir. [
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Onerme 4.8. n koseli bir T iichéliinebilir turnuvast icin dk(T) > n — der(T) — 1

saglanr.

Ispat. T = R, (P',P% P3) bir iicboliinebilir turnuva, |V (P')| = n;, der(P') = d; ve
der(T) = d olsun. Boylece |V (T)| = n = n; +ny + n3 olup, Sonug 3.21 geregince

der(T) =max{d; +dr+ 1,dy +ds+ 1,dy +d3+ 1} 4.3)
saglanir. Ayrica Onerme 4.7°den

dk(T) = min {n; +dk(P?) +dk(P?),ny + dk(P") + dk(P?),n3 + dk(P") + dk(P?) }
(4.4)

esitligi mevcuttur.

n iizerinden tiimevarim uygulayalim. Oncelikle n = 3 icin T =2 C3 olup dk(T) =
1 >n—der(T)—1=3—1-—1 dir. Kabul edelim ki kise sayisi n den az olan tiim

ticboliinebilir turnuvalar i¢in iddia saglansin. O halde
ni—d; — 1 < dk(P") (4.5)
olup ve boylece asagidaki esitsizlikler elde edilir.

n—(dy+ds+1)—1=n;+(ny—dy— 1)+ (n3 —d3 — 1) < ny +dk(P?) + dk(P?)
(4.6)

n—(di+ds+1)—1=ny+(ny—d; — 1)+ (n3 —d3 — 1) < ny + dk(P") + dk(P?)
(4.7)

n—(di+dy+1)—1=n3+ (ny —dy — 1)+ (na —dy — 1) < n3 +dk(P") + dk(P?)
(4.8)

4.3 esitligi geregince d icin ii¢ farkli durum sz konusudur. 11k olarak d = d; +d» + 1

oldugunu kabul edelim. 4.8 esitli§inden,

n—d—1<n3+dk(P")+dk(P?)
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ve ayrica

n—(di+dy+1)—1<n—(di+d3+1)—1

n—(di+dy+1)—1<n—(dr+d3+1)—1
olup
n—d—1<min{n; +dk(P?) +dk(P?),ny +dk(P") + dk(P?),n3 + dk(P") + dk(P?)}

saglanir. Benzer sekilde diger durumlar da incelenerek dk(7) > n —der(T) — 1

esitsizliginin saglandig1 goriiliir. [
Onerme 4.6 ile dk(T) < n —der(T) — 1 esitsizligi ve Onerme 4.8 ile dk(T) > n —

der(T') — 1 esitsizligi kanitlanmustir. Dolayisiyla dk(7") = n—der(T') — 1 esitligi saglanir

ve boylece Teorem 4.5’in ispati tamamlanmais olur.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda turnuvalarin dongiisiizliik komplekslerinin topolojisi belirlenerek
turnuvanin kombinatoryal parametreleri tizerindeki etkileri incelenmigtir. Caligmanin
temel motivasyonunu uzun siire acik bir problem olarak kalan Kneser sanisinin (Kneser,
1955) Lovéasz (1978) tarafindan yapilan ispat metodu olusturmaktadir. Bu ispat
metodu, "Topolojik Kombinatorik" olarak adlandirilan yeni bir alanin ortaya ¢ikmasini
saglamistir. Kneser sanisi kisaca, K (n, k) kneser ¢izgelerin kromatik sayisinin n — 2k +2
oldugunu belirtmektedir. Lovész, topolojide 6nemli teoremlerden biri olarak bilinen
Borsuk-Ulam teoremini kullanarak cizgeye iligkilendirilen komsuluk kompleksinin
baglantililik sayisinin ¢izgenin kromatik sayisini sinirladigini gostermistir. Bu iligkinin
ortaya ¢ikarilmasi ile saninin ispati yapilabilmistir. Lovéasz’in basit ¢izgeler icin ortaya
cikardigr iligki, yonlii ¢izgelerdeki karsiligini da sorgulatmakta ve bu tez calismasinin

temel amacini olusturmustur.

Turnuvalara, 6ncelikle her gecismeli kose kiimesinin bir yiize karsilik geldigi simpleksel
kompleksler (dongiisiizlik kompleksi) iliskilendirilmistir, bu sayede kombinatorikten
topolojiye gecis saglanmustir. Iliskilendirilen bu kompleksin topolojik yapisinin
belirlenerek turnuvanin kombinatoryal parameterleri ile arasindaki iliskinin saptanmasi

amaclanmustir.

Basit baglantisiz turnuvalarin karakteristik yapilari (Burzio ve Demaria, 1987a,b)
calismalarinda detayli incelenmis ve bu calismanin alt yapisini olusturmaktadir.
Burzio ve Demaria (1987b), R,, hayli regiiler turnuvast i¢cin 7 = Ry, (PI,PZ, Y )
formunda yazilabilen turnuvalart hayli pargalanabilir olarak tamimlamis ve bu
caligma icin temel ara¢ olan su sonucu vermislerdir; bir 7 turnuvasi igin don(7)
dongiisiizliik kompleksi basit baglantisizdir ancak ve ancak 7" hayli par¢alanabilirdir.
Bu karakterizasyon sayesinde basit baglantisiz turnuvalarin oldukca diizenli bir
formda oldugu goriilmektedir. Hayli parcalanabilir turnuvalarin topolojik yapisinin
belirlenebilmesi adina ilk olarak bu turnuvalarin en yalin hali olan hayli regiiler
turnuvalar1 ele alinmig ve topolojideki bazi temel indirgeme yontemleri kullanilarak
homotopik yapilarmin S! ile denk oldugu kamtlanmistir. Ardindan bu bilgi ve

turnuvanin kombinatoryal 6zellikleri (Burzio ve Demaria, 1987a,b) yardimiyla T =
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R3(P', P?, P3) iicboliinebilir turnuvalarin kiirelerin kama toplamina homotopik olarak
denk oldugu gosterilmistir. Bu homotopi denkligindeki en yiiksek kiirenin boyutu

derinlik (der(7')) olarak adlandirilmistur.

Calismanin son boliimiinde, kiirelerin kama toplamina homotopik olarak denk
oldugu tespit edilen ii¢cboliinebilir turnuvalarin dongiisiizliik kompleksindeki der(7")
parametresi ile turnuvanin kombinatoryal 6zellikleri arasindaki iligki arastirilmistir.
Ik olarak, iigboliinebilir turnuvalarin kromatik sayismnin der(7) parametresinin bir
fonksiyonu cinsinden sinirlandirilabildigi ispatlanmistir. Bu iist sinirin siki oldugu
ayrica ornekler ile kanmitlanmigtir. Calismanin geriye kalan kismaninda der(T) ile
turnuvanin dongii-kiran sayis1 dk(7') arasindaki iliski aragtirilmig ve tigbdliinebilir bir

T turnuvast igin dk(7') = n—der(T) — 1 esitligi kanitlanmustir.

Turnuvalarin topolojik yapisimin tespit edilmesi ve cizgenin kombinatoryal
parametreleri ile arasindaki iligkinin ortaya c¢ikarilmasinin amaclandigi bu caligmada
T = R3(P',P?,P?) formundaki iicboliinebilir turnuvalar icin hedeflenen amaclar
gerceklestirilmistir. ~ Yapilan calisma T = R, (P!,P?,...,P™) formundaki hayli
parcgalanabilir turnuvalara genisletilerek turnuvalarin topolojik yapisinin tespit edilmesi
saglanabilir.  Bdylece tiim basit baglantisiz turnuvalarin homotopik yapisinin
belirlenebilmesi miimkiin olabilir. Ancak bu ¢alismada kullanilan temel topolojik
indirgeme yontemlerinin hayli parcalanabilir turnuvalarin dongiisiizliik komplekslerinin
topolojik yapilarinin belirlenmesinde yetersiz kalacag: diistiniilmektedir. Bu baglamda
yakin zamanda Forman (1998) tarafindan ortaya konulan ve topolojik kombinatorikte
giiclii bir ara¢ olarak etkinligini kabul ettirmis ayrik Morse teori kullanilarak bu
komplekslerin topolojik yapilarinin belirlenmesi miimkiin olabilir. Bu sayede Berger vd.
(2013) calismasinda oldugu gibi kromatik sayi ile ilgili acik birakilan problemlere yanit

bulunabilir ve kromatik sayinin belirlenebilmesi adina farkli yaklagimlar olusturulabilir.
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