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ÖZET

GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ RHALY CESARO MATR·IS·IN·IN c0 VE c

ÜZER·INDEK·I SPEKTRUMU, F·INE SPEKTRUMU VE AYRIK

OLMAYAN SPEKTRUMU

Ça¼gla DO¼GAN

Yüksek Lisans Tezi

Matematik Ana Bilim Dal¬

Dan¬̧sman: Doç. Dr. Mustafa YILDIRIM

2018, 50+xi sayfa

Bu tez dört bölümden oluşmaktad¬r:

Birinci bölümde, tezde kullan¬lan temel tan¬m ve teoremler verilmi̧stir. Ba-

nach uzaylar¬ üzerinde s¬n¬rl¬ lineer operatörlerin spektrumu ve çeşitli spektral

ayr¬̧s¬mlar¬ndan bahsedilmi̧stir.

·Ikinci ve üçüncü bölümler orijinal bölümlerdir.

·Ikinci bölümde Genelleştirilmi̧s Rhaly Cesaro Matrisinin c0 üzerindeki S¬n¬rl¬

ve kompakt oldu¼gu gösterilmi̧stir. Ayr¬ca Bu matrisin c0 üzerindeki spektrumu

belirlenmi̧s ve çeşitli spektral ayr¬̧s¬mlar¬ elde edilmi̧stir.

Üçüncü bölümde Genelleştirilmi̧s Rhaly Cesaro Matrisinin c üzerindeki S¬n¬rl¬

ve kompakt oldu¼gu gösterilmi̧stir. Ayr¬ca Bu matrisin c0 üzerindeki spektrumu

belirlenmi̧s ve çeşitli spektral ayr¬̧s¬mlar¬ elde edilmi̧stir.

Dördüncü bölümde Genelleştirilmi̧s Rhaly Cesaro Matrisinin `2 Hilbert uzay¬

üzerindeki S¬n¬rl¬ ve kompakt oldu¼gu gösterilmi̧stir. Ayr¬ca bu matrisin `2 üz-

erindeki spektrumu belirlenmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: Cesaro operatörü, p-Cesaro operatörü, Rhaly operatörü,

Genelleştirilmi̧s Rhaly Cesaro operatörü,

Spectrum ve Fine spektrum.
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ABSTRACT

SPECTRUM, FINE SPECTRUM AND DISJOINT SPECTRUM

OF THE GENERALIZED RHALY CESARO MATRIX ON c0

AND c

Ça¼gla DO¼GAN

Master of Science Thesis

Department of Mathematics

Supervisor: Associate Prof. Dr. Mustafa YILDIRIM

2018, 50+xi pages

This thesis consists of three parts.

In the �rst part, basic de�nitions and theorems used in the thesis are given.

The spectrum and various spectral separations of bounded linear operators are

mentioned on Banach spaces.

The second and third chapters are the original parts.

The second chapter shows that the Generalized Rhaly CesaroMatrix is bounded

and compact on c0. Furthermore, the spectrum of this matrix over c0 was de-

termined and various spectral decompositions were obtained.

The third chapter shows that the Generalized Rhaly Cesaro Matrix is bounded

and compact on c. Furthermore, the spectrum of this matrix over c0 was de-

termined and various spectral decompositions were obtained.

In the fourth chapter, it is shown that the Generalized Rhaly Cesaro Matrix

is bounded and compact on the `2 Hilbert space. In addition, the spectrum of

this matrix over `2 has been determined.

Keywords: Cesaro operator, p-Cesaro operator, Rhaly operator,

Generalized Rhaly Cesaro operator,

Spectrum and Fine spectrum.
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B(X;Y) X uzay¬ndan Y uzay¬ üzerinde verilen bütün s¬n¬rl¬ lineer operatörlerin kümesi

B(X) X uzay¬ üzerinde verilen bütün s¬n¬rl¬ lineer operatörlerin kümesi

dim (X) X uzay¬n¬n boyutu

Ran (T) T operatörünün de¼ger kümesi

� (T) T operatörünün rezolvent kümesi

� (T) T operatörünün spekturumu

R� (T) (�I � T )�1 operatörü

�p (T) T operatörünün özde¼gerlerinin kümesi (T operatörünün point spektrumu)

�c (T) T operatörünün sürekli spektrumunun kümesi
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�co (T) T nin compression (s¬k¬̧st¬rma) spektrumu
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1. ÖN B·ILG·ILER

Bu bölümde s¬n¬rl¬ lineer operatörlerin Banach cebiri ic.indeki bir eleman¬n spek-

trumu ve ince spektrumu kavramlar¬ ile ilerideki bölümlerde kullan¬lacak olan kom-

pakt operatör kavram¬ ve kompakt operatörlerin baz¬ özellikleri verilmis.tir.

1.1 S¬n¬rl¬ Lineer Operatörlerin Banach Cebiri

Tan¬m 1.1 (Lineer Operatör) X ve Y vektör uzaylar¬ olsun. Her x; y 2 X ve

�; � 2 C (veya R) ic. in

T (�x+ �y) = �T (x) + �T (y)

özelli¼gini gerc.ekleyen T : X ! Y fonksiyonuna Lineer Operatör (veya Lineer

dönüs.üm ) denir. X uzay¬ndan Y uzay¬ ic. ine tan¬ml¬ bütün lineer operatörlerin

cümlesi L(X; Y ) ile gösterilir. ([27] , Kreyzing, 1978)

Tan¬m 1.2 (S¬n¬rl¬ Lineer Operatör) X ve Y normlu uzaylar ve T : X ! Y

bir lineer operatör olsun. E¼ger her x 2 X ic. in;

kTxk � C kxk

olacak bic. imde bir C > 0 say¬s¬ varsa T operatörüne X uzay¬ndan Y uzay¬ ic. ine

tan¬ml¬ bir S¬n¬rl¬ Lineer Operatör denir. X uzay¬ndan Y uzay¬ ic. ine bütün s¬n¬rl¬

lineer operatörlerin kümesi B(X;Y ) ile gösterilir. E¼ger X = Y ise B(X;X) yerine

k¬saca B(X) yaz¬l¬r.

E¼ger T s¬n¬rl¬ lineer operatör ise

kTk := sup
x2D(T )

x 6=�

kTxk
kxk (1.1)

say¬s¬na T nin normu denir. Dolay¬s¬ ile, T s¬n¬rl¬ ise

kTxk � kTk kxk

dir.

1



Teorem 1.1 X ve Y normlu uzaylar ise B(X; Y ) toplama ve skaler çarpma is. lemleri

ile bir vektör uzay¬d¬r ve (1.1) ile tan¬mlanan norma göre bir normlu uzayd¬r ve

ayr¬ca Y bir Banach uzay¬ ise B(X; Y ) de bir Banach uzay¬d¬r. ([9] , Brown and

Page 1970, sh.105 )

Tan¬m 1.3 (Dual Uzay) X herhangi bir normlu uzay ise X den C (veya R) ye

tüm s¬n¬rl¬ lineer dönüs.ümlerin cümlesine X in sürekli duali denir ve X� ile göster-

ilir. Yani X� = B(X;C) dir. ([27] , Kreyzing, 1978)

S. imdi de bir X normlu uzay¬ üzerindeki bir operatörün adjointini tan¬mlayal¬m.

Tan¬m 1.4 (Lineer Operatörün Adjointi) X ve Y normlu uzaylar T 2 B (X; Y )
olsun.

T x : Y
0 �! X

0

g �! f = T xg = g � T
, f(x) = g(Tx) (4)

oparatörüne T nin adjoint oparatörü denir. ([27] , Kreyzing, 1978) ve ([14] , Çakar,

1993)

Tan¬m 1.5 (yans¬mal¬ uzay) X bir normlu uzay olmak üzere

C : X ! X
00

x 7! C(x) = gx
, gx(f) = f(x),

f de¼gişken, X sabit dönüşümü kanonik örten ise X e yans¬mal¬ uzay denir. ([27]

, Kreyzing, 1978) ve ([14] , Çakar, 1993)

1.2 Dizi Uzaylar¬ ve Matris Dönüs.ümleri

Bu bölümde, baz¬ dizi uzaylar¬ ve bu dizi uzaylar¬ aras¬nda tan¬ml¬ matris dönüs.ümleri

ile ilgili tan¬mlar ve teoremler verilecektir.

� Kompleks ya da reel terimli tüm dizilerin uzay¬n¬: s

� s¬n¬rl¬ diziler uzay¬n¬:

`1 := fx = (xn) : sup
n
jxnj <1g

2



� yak¬nsak diziler uzay¬n¬:

c := fx = (xn) : lim
n
xn = cx; mevcutg

� s¬f¬ra yak¬nsak diziler uzay¬n¬:

c0 := fx = (xn) : lim
n
xn = 0g

ile göstece¼giz.

� c, c0 ve `1 uzaylar¬

kxk1 = sup
n
jxnj

normuyla birlikte birer Banach uzay¬d¬rlar.

� 1 � p <1 olmak üzere p:inci kuvvetleri mutlak yak¬nsak seri olus.turan diziler

uzay¬n¬

`p := fx = (xn) :
X

n

jxnjp <1g

ile gösterece¼giz.

� `p, (1 � p <1) uzay¬,

kxkp =
 

X

n

jxnjp
! 1

p

normuyla birlikte bir Banach uzay¬d¬r.

c� = c�0
�= `1; `

�
1
�= `1 ve `�p �= `q, (

1

p
+
1

q
= 1)

dir.

Ayr¬ca `1; c; c0 yans¬mal¬ uzay de¼gildir fakat p > 1 ic.in `p bir yans¬mal¬ uzayd¬r.

� A = (ank); (n; k = 0; 1; 2; :::) kompleks terimli bir sonsuz matris olsun. Verilen

bir x = (xn) dizisi ic.in

yn := An(x) :=

1
X

k=0

ankxk, (n = 0; 1; 2; : : :) (1.2)

mevcut ise Ax = (An(x)) dönüs.üm dizisi mevcuttur denir. E¼ger X ve Y , s

nin iki altcümlesi olmak üzere her x 2 X ic.in (An(x)) dönüs.üm dizisi mevcut
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ve (An(x)) 2 Y ise A matrisi X den Y ye bir dönüs.üm tan¬mlar denir ve

A 2 (X; Y ) ile gösterilir. Toplam¬ veya limiti koruyan matrislerin s¬n¬f¬ ise
(X; Y; p) ile gösterilir.

E¼ger A 2 (c; c) ise A ya konservatif , A 2 (c; c; p) ise A ya regüler matris

denir.

(1.2) serisi her n ic.in yak¬nsak olaca¼g¬ndan matris dönüs.ümlerinin lineer oldu¼gu

ac.¬kt¬r.

S. imdi toplanabilme teorisinde büyük öneme sahip iki matris örne¼gi verelim.

Örnek 1.1 Bir x = (xn) dizisini, onun aritmetik ortalamas¬ olan

y = yn =
x0 + x1 + � � �+ xn

n+ 1

dizisine dönüs.türen operatöre Cesàro operatörü denir ve (C; 1) veya C1 ile gösterilir.

Ac. ¬kc.a bu operatöre kars.¬l¬k gelen matris

C1 =

0

B

B

B

B

B

B

@

1 0 0 : : :

1
2

1
2
0 : : :

1
3

1
3

1
3

: : :
...
...
...
. . .

1

C

C

C

C

C

C

A

ile verilir. Di¼ger önemli matris ise

Cp =

0

B

B

B

B

B

B

@

1 0 0 : : :

1
2p

1
2p

0 : : :

1
3p

1
3p

1
3p

: : :
...

...
...
. . .

1

C

C

C

C

C

C

A

p�Cesàro matrisidir (p � 1).

Teorem 1.2 A = (ank) 2 B(`1) ()

kAk1 := sup
n

X

k

jankj <1

dir. ([30] , Maddox 1970, sh.174 )
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Teorem 1.3 A = (ank) 2 B(`1) ()

kAk`1 := sup
k

X

n

jankj <1

dir. ([30] , Maddox, 1970, sh.167 )

Teorem 1.4 A = (ank) 2 B(c0) ()
i)

kAk1 := sup
n

X

k

jankj <1

ii) limn ank = 0 (her sabit k ic. in )

özelliklerinin gerc.eklenmesidir. ([30] , Maddox, 1970, sh.220 )

Teorem 1.5 (Kojima-Schur) A = (ank) 2 B(c) ()
i)

kAk1 := sup
n

X

k

jankj <1 (1.3)

ii)

lim
n

1
X

k=p

ank = ap (her sabit p için)

özelliklerinin gerc.eklenmesidir. ([30] , Maddox, 1970, sh.170 )

Teorem 1.6 A 2 B(c) olsun. E¼ger A (1.3) özelli¼gini gerc.ekleyen bir A�1 inverse

sahip ise A�1 2 B(c) dir. ([47] , Wilansky 1984, sh.92 )

Lemma 1.1 X(= c0; c; `p; `1) ve Y (= c0; c; `p; `1) olmak üzere her s¬n¬rl¬ T :

X �! Y lineer operatörü kompleks terimli bir sonsuz matris ile verilebilir. ([40]

, Taylor 1980, sh.221-223 )

Lemma 1.2 T : c0 7�! c0 bir lineer dönüs.üm ve T � : `1 7�! `1, T �g = g � T ,
g 2 c�0 �= `1 ise bu durumda T ve T � Lemma 1.1 den bir matris gösterimine sahiptir

ve ayr¬ca T � : `1 7�! `1, T nin transpozudur. ([47] , Wilansky 1984, sh.266 )

Lemma 1.3 T : c 7�! c bir lineer dönüs.üm ve T � : `1 7�! `1, T �g = g � T ,
g 2 c� �= `1 ise T ve T � Lemma 1.1 den birer matris gösterimine sahiptirler. Ayr¬ca

5



T � : `1 7�! `1 dönüs.ümü,

T � = A� =

0

@

�(limA) (#n)
1
n=0

(ak)
1
k=0 M t

1

A

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

� (limA) #0 #1 #2 : : :

a0 a00 a10 a20 : : :

a1 a01 a11 a21 : : :

a2 a02 a12 a22 : : :
...

...
...

...
. . .

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

(1.4)

ile verilir. Burada

�(limA) = limA e�
1
X

k=0

limA ek;

#n = �(Pn � T );

ank = Pn(T (ek)) = (T (ek))n

([47] , Wilansky 1984, sh.267 )

Tan¬m 1.6 X ve Y normlu uzaylar D (T ) � X olmak üzere T : D (T )! Y lineer

bir operatör olsun. E¼ger T nin

G (T ) := f(x; y) : x 2 D (T ) , y = Txg

şeklinde tan¬mlanan gra�¼gi, X � Y normlu uzay¬nda kapal¬ ise T ye kapal¬ lineer

operatör denir. ([27] , Kreyzing, 1978) ve ([14] , Çakar, 1993)

Teorem 1.7 (Kapal¬ Gra�k Teoremi) X ve Y normlu uzaylar D (T ) � X ol-

mak üzere T : D (T )! Y kapal¬ lineer bir operatör olsun. E¼ger D (T ) tan¬m kümesi

X de kapal¬ ise T operatörü s¬n¬rl¬d¬r. ([27] , Kreyzing, 1978) ve ([14] , Çakar, 1993)

1.3 S¬n¬rl¬ Lineer Operatörlerin Spektrumlar¬

Spektral teori, modern fonksiyonel analizin ana dallar¬ndan birisi olup, belirli ters

operatörlerle bunlar¬n genel özelliklerine ve esas operatörle olan ba¼g¬nt¬lar¬yla il-

i̧skilidir. Operatörlerin spektral teorisi, operatörlerin kendilerini anlayabilmemiz

aç¬s¬ndan çok önemlidir.
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Tan¬m 1.7 X aşikar olmayan kompleks normlu bir uzay ve D(T ) � X olmak üzere,

T : D(T ) �! X lineer bir operatör olsun. � kompleks bir say¬ ve I, D(T ) üzerindeki

özdeşlik operatör olmak üzere, T operatör ile,

T� := T � �I (1.5)

operatörünü eşleyelim.

T� n¬n bir tersi varsa, bunu R (�;T ), yani,

R (�;T ) := T�1� = (T � �I)�1 (1.6)

ile gösterip, buna T nin resolvent operatörü ya da k¬saca T nin resolventi diyece¼giz.

T operatörünün belirli olmas¬ halinde, yazmada kolayl¬k sa¼glamak üzere R (�;T )

yerine R� yazaca¼g¬z. ([27] , Kreyzing, 1978) ve ([14] , Çakar, 1993)

� R (�;T ), T�x = y denklemini çözmemize yard¬mc¬ oldu¼gundan, kullan¬lan "

resolvent " sözcü¼günün uygunlu¼gu ortaya ç¬kmaktad¬r. Buna göre, R (�;T )

mevcut olmak üzere, x = T�1� y = R (�;T ) y yazabiliriz.

� Daha da önemlisi, R� n¬n özelliklerinin incelenmesi, T operatörünün kendisinin
anlaş¬lmas¬ için esas olmaktad¬r.

� Do¼gal olarak, T� ve R� n¬n bir çok özellikleri � ya ba¼gl¬ olmaktad¬r. Ve spektral
teori bu özelliklerle ilgilenen bir dald¬r.

� Bunlar¬n yan¬ s¬ra, R (�;T ) nin lineer bir operatör oldu¼gunu belirtip, T , T� ve
R� n¬n incelenmesinde gereksinim duyaca¼g¬m¬z, baz¬ temel kavramlar¬ tan¬m-

layarak konumuza devam edece¼giz.

Tan¬m 1.8 (Regüler De¼ger, Resolvent Cümle, Spektrum) X 6= f0g kom-
pleks normlu bir uzay ve T : D(T ) �! X, D(T ) � X olmak üzere, lineer bir

operatör olsun. T nin bir � regüler de¼geri,

(R1) R (�;T ) mevcut,

(R2) R (�;T ) s¬n¬rl¬,

(R3) R (�;T ) X de yo¼gun bir cümle üzerinde tan¬ml¬

olacak şekilde kompleks bir say¬d¬r. ([27] , Kreyzing, 1978) ve ([14] , Çakar, 1993)

7



T nin bütün regüler de¼gerleri olan � lar¬n oluşturdu¼gu �(T;X) cümlesine ise, T nin

resolvent kümesi denir.

�(T;X) = Cn�(T;X) (1.7)

cümlesine de T nin spektrumu denir ve bir � 2 �(T;X) say¬s¬na da T nin spektral
de¼geri denir. E¼ger T�x = (T � �I)x = 0 ( yani Tx = �x ) olacak şekilde s¬f¬rdan

farkl¬ bir x vektörü varsa, bu durumda � ya T nin bir öz de¼geri ve x e de � ya kaŗs¬l¬k

gelen bir öz vektör denir. D(T ) nin, T nin � öz-de¼gerine kaŗs¬l¬k gelen bütün öz-

vektörleriyle, 0 dan oluşan altuzay¬na, T nin, � öz-de¼gerine kaŗs¬l¬k gelen öz-uzay¬

denir. T nin tüm öz de¼gerlerinin cümlesine T nin point spektrumu denir ve �p(T;X)

ile gösterilir. �p (T;X) � �(T;X) oldu¼gu aç¬kt¬r.

Baz¬ dizi uzaylar¬ üzerinde çeşitli matris dönüşümlerinin spektrumu belirlenmi̧stir.

Bunlardan baz¬lar¬na kaynaklar k¬sm¬nda yer verilmi̧stir: [2] ,[10] ,[11] ,[15] ,[31] ,[32]

,[32] ,[33] ,[41] .

1.3.1 S¬n¬rl¬ Lineer Operatörlerin Do¼gal Spektral Ayr¬̧s¬m¬

Böylece �(T;X) = C� �(T;X) oldu¼gundan, e¼ger � 2 �(T;X) ise
(1) (�I � T )�1 mevcut,

(2) (�I � T )�1 s¬n¬rl¬,

(3) (�I � T )�1 X ic.inde yo¼gun bir cümle üzerinde tan¬ml¬

özelliklerinden en az biri gerc.eklenmez.

E¼gerX bir Banach uzay¬ ise �(T;X), C nin ac.¬k bir altcümlesi ve dolay¬s¬yla �(T;X),

C nin kapal¬ bir altkümesidir.

Şimdi bu ayr¬̧s¬m¬n ilkini verelim.

X bir Banach uzay¬ ve T 2 B(X) olsun. �(T ) spektrumu aşa¼g¬daki şekilde tan¬m-
lanan ayr¬k üç cümleye parçalanabilir:

| R�(T ) mevcut olmayacak şekildeki cümleye nokta spektrum ya da diskret

spektrum ad¬ verilir, ve �p(T ) ile gösterilir. Tan¬m gere¼gi, � 2 �p(T ) ise �, T nin
öz-de¼geri olur. Yani

�p (T ) = �p (T;X) := f� 2 K : Tx = �x, x 6= 0g (1.8)

dir.
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| �c(T ) sürekli spektrumu ise, R�(T ) mevcut olup (R3) ü sa¼glayacak ancak (R2)

yi sa¼glamayacak, yani R�(T ) s¬n¬rs¬z olacak şekilde bir cümledir.

| �r(T ) rezüdü spektrumu da, R�(T ) mevcut olup ( s¬n¬rl¬ ya da s¬n¬rs¬z ), (R3)

gerçeklemeyecek şekilde bir cümledir. Yani e¼ger R�(T ) resolvent operatörü mevcut,

fakat onun R (T�) = R (�I � T ) tan¬m bölgesi (s¬n¬rl¬ ya da s¬n¬rs¬z olarak) X de

yo¼gun de¼gilse, bu durumda � 2 K ya T nin �r(T ) rezüdü spektrumuna aittir denir.
Burada ad¬ geçen baz¬ cümleler boş olabilir. Aşa¼g¬daki Teoremden de görülece¼gi

gibi, sonlu boyutlu hallerde, �c(T ) = �r(T ) = ; dir, yani spektrum sadece nokta

spektrumdan oluşur.

Teorem 1.8 X 6= f�g sonlu boyutlu bir normlu uzay ve T : X ! X lineer operatör

olsun. Bu durumda �p (T;X) = �(T;X) dir. ([27] , Kreyzing, 1978) ve ([14] , Çakar,

1993)

E¼gerX sonsuz boyutlu uzay ve T 2 B(X) ise �p(T;X) � �(T;X) ba¼g¬nt¬s¬ genellikle

kesin bir ba¼g¬nt¬d¬r.

Ac.¬k olarak � 2 �p (T;X)() �I�T dönüs.ümü 1-1 de¼gildir. ([9] , Brown and Page
1970, sh.230 )

Bu kavramlar¬ daha iyi anlayabilmek için, baz¬ genel uyar¬lar verece¼giz.

·Ilk olarak, yukardaki tabloda ad¬ geçen dört cümlenin ayr¬k oldu¼gunu ve bunlar¬n

bileşiminin bütün kompleks düzlemi oluşturdu¼gunu söylemeliyiz, yani

�(T ) = �p(T ) [ �c(T ) [ �r(T ), �p(T ) [ �c(T ) [ �r(T ) [ � (T ) = C (1.9)

�p(T ) \ �c(T ) = ;, �p(T ) \ �r(T ) = ;, �c(T ) [ �r(T ) = ; (1.10)

dir. Ayrca, e¼ger, R (�;T ) resolventi mevcut ise, daha önce de söyledi¼gimiz gibi

lineerdir. Ayr¬ca R (�;T ) : R(T�) �! D(T�) n¬n mevcut olmas¬ için gerek ve yeterli

koşulun, T�x = 0 ¬n x = 0 sonucunu, yani; T� n¬n s¬f¬r uzay¬n¬n f0g oldu¼gunu
gerektirmesi oldu¼gunu da biliyoruz. Burada R(T�), T� n¬n de¼ger bölgesidir.

Hilbert uzaylar¬ndaki self-adjoint operatörler için �r(T ) = ; d¬r. Dolay¬s¬ ile bu
ayr¬̧s¬m yaln¬zca �p(T ) ve �c(T ) den oluşur.

� Yukar¬daki kavramlar¬ daha iyi anlamam¬za yard¬mc¬ olacak baz¬ ifadeler aşa¼g¬-
dad¬r:
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Lemma 1.4 (R� n¬n tan¬m bölgesi) X kompleks bir Banach uzay¬, T : X �!
X lineer bir operatör ve � 2 �(T ) olsun.
(a) T nin kapal¬, ya da,

(b) T nin s¬n¬rl¬

oldu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda, R (�;T ), X uzay¬n¬n tümü üzerinde tan¬ml¬

olup s¬n¬rl¬d¬r. ([27] , Kreyzing, 1978) ve ([14] , Çakar, 1993)

Tan¬m 1.8 de verdi¼gimiz koşullar aşa¼g¬daki tablo ile özetleyebiliriz:

R (�;T ) R (�;T ) R (�;T )

mevcut ve s¬n¬rl¬ mevcut ve s¬n¬rs¬z mevcut de¼gil

R (�I � T ) = X � 2 � (T ) � � 2 �p (T )
R (�I � T ) 6= X,

R (�I � T ) = X � 2 � (T ) � 2 �c (T ) � 2 �p (T )

R (�I � T ) 6= X � 2 �r (T ) � 2 �r (T ) � 2 �p (T )
Tablo 1 Spektrumun Ayr¬̧s¬m¬

Tablo 1 de "�" ile gösterilen k¬s¬m imkans¬zd¬r. ÇünküX bir Banach Uzay¬ oldu¼gun-

dan Teorem 1.7 (Kapal¬ Gra�k Teoremi) dan,

R(�I � T ) = X ) R(�I � T ) = X = X = R(�I � T ) kapal¬ ) �I � T s¬n¬rl¬d¬r.

Sonuç olarak, kapal¬ gra�k teoreminden

R (�;T ) := (�I � T )�1 (� 2 � (T )) (1.11)

ters operatörü � (T ) rezolvent kümesi üzerinde daima s¬n¬rl¬d¬r.

� Tablo 1 de verilen ayr¬̧s¬ma spektrumun do¼gal ayr¬̧s¬m¬ denir.

Teorem 1.9 X 6= f�g bir normlu uzay ve T 2 B(X) olsun. Bu durumda
�(T �; X�) � �(T;X) dir. E¼ger X bir Banach uzay¬ ise �(T �; X�) = �(T;X) dir.

([9] , Brown ve Page 1970, sh.242 )
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[6] de, D (r; 0; 0; s) operatörünün `p ve bvp üzerindeki spektrumu belirlenmi̧s ve point,

rezidü ve sürekli spekral ayr¬̧s¬m¬ yap¬lm¬̧st¬r. [3] de, Alt üçgensel double-bant ma-

trislerinin `p üzerindeki spektrumu belirlenmi̧s ve point, rezidü ve sürekli spekral

ayr¬̧s¬m¬ yap¬lm¬̧st¬r. Dizi uzaylar¬ üzerindeki operatörlerin bu spektral ayr¬̧s¬m

birçok yazar taraf¬ndan yap¬lm¬̧s olup, halen yap¬lmaya devam etmektedir.

1.3.2 S¬n¬rl¬ Lineer Operatörün ·Ince Spektrumu (Goldberg S¬n¬�and¬r-

mas¬)

X bir Banach uzay¬ ve T 2 B(X) olsun. T nin görüntü uzay¬ R(T ) ve R(T ) nin X
ic.indeki kapan¬s.¬n¬ R(T ) ile gösterelim. Bu durumda R(T ) ic.in:

(I) R(T ) = X

(II) R(T ) = X, fakat R(T ) 6= X,

(III) R(T ) 6= X

ve R(T ) üzerinde göz önüne al¬nan T�1 ic.in:

(1) T�1 mevcut ve sürekli,

(2) T�1 mevcut fakat sürekli de¼gil,

(3) T�1 mevcut de¼gil.

durumlar¬ vard¬r. ([22] , Goldberg 1966, sh.58 )

Mümkün olan bütün olas¬l¬klar düşünüldü¼günde dokuz farkl¬ durum oluşur. Bunlar¬,

I1; I2; I3; II1; II2; II3; III1; III2; III3

ile numaraland¬r¬laca¼g¬z.

Örne¼gin, e¼ger bir operatör III2 durumunda ise R (T ) 6= X ve T�1 mevcut fakat

sürekli de¼gildir. Ayr¬ca kapal¬ gra�k teoreminden I2 = ; dir.
S. imdi Goldberg in bu s¬n¬�and¬rmas¬n¬ T 2 B(X) olmak üzere T� := �I � T oper-

atörü ic.in tekrar yazarsak, R(T� = �I � T ) ic.in:

(I) (�I � T )�1 örtendir.

(II) R(�I � T ) = X, fakat R(�I � T ) 6= X,

(III) R(�I � T ) 6= X

ve R(�I � T ) üzerinde göz önüne al¬nan (�I � T )�1 ic.in:

(1) �I � T dönüs.ümü 1-1 ve (�I � T )�1 s¬n¬rl¬
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(2) �I � T dönüs.ümü 1-1 fakat (�I � T )�1 s¬n¬rs¬z

(3) �I � T dönüs.ümü 1-1 de¼gil.

dir. ([35] , Rhoades, 1989 )

Buna göre �, T� = �I � T 2 I1 veya II1 olacak s.ekilde bir kompleks say¬ ise

ac.¬kc.a � 2 �(T;X) ve II1 = ; ve di¼ger durumlarda � 2 �(T;X) dir. Dolay¬s¬yla T
operatörünün spektrumunu alt¬ parc.aya ay¬rabiliriz. Örne¼gin T� = �I � T 2 II2 ise
� 2 II2�(T;X) yazar¬z. Böylece �(T;X) cümlesini;

I3�(T;X); II2�(T;X); II3�(T;X); III1�(T;X); III2�(T;X); III3�(T;X)

s.eklinde parc.alara ay¬rabiliriz. Bu ayr¬s.¬ma T operatörünün ince Spektrumu denir.

Örne¼gin, e¼ger T� = �I � T 2 III2 ise � 2 III2� (T;X) yazaca¼g¬z.

(1) (2) (3)

R (�;T ) R (�;T ) R (�;T )

mevcut ve s¬n¬rl¬ mevcut ve s¬n¬rs¬z mevcut de¼gil

(I) R (�I � T ) = X � 2 � (T ) � � 2 �p (T )

R (�I � T ) 6= X

(II) R (�I � T ) = X � 2 � (T ) � 2 �c (T ) � 2 �p (T )

(III) R (�I � T ) 6= X � 2 �r (T ) � 2 �r (T ) � 2 �p (T )

Tablo 2 Spektrumun Goldberg S¬n¬�and¬rmas¬

Şimdi bu spektral ayr¬̧st¬rmada çok faydal¬ olan aşa¼g¬daki Teoremleri ispats¬z olarak

verelim.

Teorem 1.10 E¼ger T � dönüs.ümü s¬n¬rl¬ bir inverse sahip ise R(T �) kapal¬d¬r. ([22]

, Goldberg 1966, sh.58 )
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Teorem 1.11 i) R (T �)? � N (T )

ii) E¼ger D (T �) total ise, bu durumda N (T ) = R (T �)? \D (T ) dir.
iii) R (T �) � N (T )? dir.

Özellikle, T nin yo¼gun görüntüye sahip olmas¬ için gerekli ve yeterli koşul T � dönüşümünün

1-1 olmas¬d¬r. ([22] , Goldberg 1966, sh.59 )

Teorem 1.12 E¼ger T ve T � ¬n her ikisi de birer inverse sahip iseler (T �)�1 =

(T�1)� dir. ([22] , Goldberg, 1966, sh.60 )

Teorem 1.13 R(T �) = X� olmas¬ ic. in gerekli ve yeterli kos.ul T nin s¬n¬rl¬ bir

inverse sahip olmas¬d¬r. ([22] , Goldberg, 1966, sh.60 )

Teorem 1.14 R(T ) = X ve T nin bir s¬n¬rl¬ inverse sahip olmas¬ ic. in gerekli ve

yeterli kos.ul R(T �) = X� ve T � ¬n s¬n¬rl¬ bir inverse sahip olmas¬d¬r. ([22] , Goldberg,

1966, sh.60 )

X Banach uzay¬ yans¬mal¬ de¼gil ise B(X) ve B(X�) ic.in as.a¼g¬daki diyagram Wenger

taraf¬ndan 1975 y¬l¬nda verilmis.tir.
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Tablo 3. E¼ger X Banach uzay¬

yans¬mal¬de¼gil ise B(X) ve B(X�) için tablo
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Örne¼gin T nin s¬n¬rl¬ bir inverse sahip olmas¬ ic.in gerek ve yeterli kos.ul R(T
�) = X�

olmas¬ gerekti¼gi tablodan izlenebilir.

Yildirim [42] ,[43] ,[44] ve birkaç makalede daha Rhaly operatörünün çeşitli dizi uzay-

lar¬ üzerindeki spektrumu ve �ne spektrumunu belirlemi̧stir, örne¼gin bunlar¬n baz¬lar¬

[4] , [8] , [12] ,[13] ,[16] ,[20] ,[23] ,[24] ,[26] ,[29] ,[34] ,[35] ,[37] ,[42] ,[46] referanslar k¬sm¬nda

yer almaktad¬r. Bu konuda bir çok makale bulunmaktad¬r ve bu konuda çal¬̧smalar

halen devam etmektedir.

1.3.3 Apporoximate point spektrum, defect spektrum ve compression

spektrum

Tan¬m 1.9 a) X bir K cismi üzerinde Banach uzay¬ ve T 2 B (X) olsun. (xn) �
X dizisi için e¼ger, n!1 iken kTxnk ! 0 ve kxnk = 1 ise (xn) ye T için bir Weyl
dizisi denir.

Örne¼gin, `p deki ek = (0; 0; : : : ; 1; 0; 0; : : :) = �jk olmak üzere fekg taban elemanlar¬
(Txn)n =

�

xn
n

�

operatörü için bir Weyl dizisidir.

b)

�ap (T ) := f� 2 K : �I � T için bir Weyl dizisi mevcutturg (1.12)

kümesine T nin apporoximate point spektrumu denir.

c)

�� (T ) := f� 2 K : �I � T örten de¼gilg (1.13)

alt spekturumuna T nin defect (eksik) spektrumu denir.

Tan¬mdan e¼ger � 2 �ap(T ) ise 8x 2 X için k�x� Txk � c kxk dir. Denk olarak bu,

inf fk�e� Tek : e 2 S1(X)g > 0 (� =2 �ap(T )) (1.14)

biçiminde ifade edilebilir.

(1.12) ve (1.13) altspektrumlar¬

�(T ) = �ap(T ) [ ��(T ) (1.15)

spektrumunun (ayr¬k olmas¬ gerekmeyen) bir ayr¬ş¬m¬d¬r.

d)

�co (T ) :=
n

� 2 K : R (�I � T ) 6= X
o

(1.16)
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kümesine de T nin compression (s¬k¬şt¬rma) spektrumu denir. ([5] , Appell ve ark,

2004)

�ap (T ), �� (T ), �co (T ) alt spektrumlar¬

� (T ) = �ap (T ) [ �� (T )
� (T ) = �ap (T ) [ �co (T )

(1.17)

spektrumun ayr¬k olmas¬ gerekmeyen bir ayr¬̧s¬m¬d¬r. �p (T ) � �ap (T ) ve �co (T ) �
�� (T ) oldu¼gu aç¬kt¬r. Ayr¬ca � (T ) = �p (T ) [ �c (T ) [ �r (T ) eşitli¼gi ile bu alt
spektrumlar¬ k¬yaslarsak

�r (T ) = �co (L) n�p (T )
�c (T ) = � (T ) n [�p (T ) [ �co (T )]

(1.18)

elde ederiz.

Bazen bir s¬n¬rl¬ lineer operatörün spektrumunu hesaplamak için onun adjoint oper-

atörü faydal¬ olabilir. Bunun için aşa¼g¬daki teorem çok kullan¬̧sl¬d¬r.

Teorem 1.15 Bir T 2 B (X) operatörünün ve onun T � 2 B (X�) adjointinin

spektrumu ve alt spektrumu için aşa¼g¬daki ilişkiler do¼grudur.

a) � (T �) = � (T )

b) �c (T �) � �ap (T )

c) �ap (T �) = �� (T )

d) �� (T �) = �ap (T )

e) �p (T �) = �co (T )

f) �co (T �) � �p (T )

g) � (T ) = �ap (T ) [ �p (T �) = �p (T ) [ �ap (T �). ([5] , Appell ve ark, 2004)

Biz bu k¬sm¬ approximate point spektrumun önemli bir topolojik özelli¼gi ile kapat-

aca¼g¬z.

Teorem 1.16 Aşa¼g¬dakiler do¼grudur

a) T 2 B(X) için @� (T ) � �ap (T )

b) T 2 K(X) için @� (T ) = �ap (T ) dir. ([5] , Appell ve ark, 2004)
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Şimdi, bunlar¬ aşa¼g¬daki tablada özetleyelim.

(1) (2) (3)

R (�;T ) R (�;T ) R (�;T )

mevcut ve s¬n¬rl¬ mevcut ve s¬n¬rs¬z mevcut de¼gil

(I) R (�I � T ) = X � 2 � (T ) � � 2 �ap (T )

R (�I � T ) 6= X

(II) R (�I � T ) = X � 2 � (T ) � 2 �ap (T ) � 2 �ap (T )
� 2 �� (T ) � 2 �� (T )

(III) R (�I � T ) 6= X � 2 �� (T ) � 2 �ap (T ) � 2 �ap (T )
� 2 �� (T ) � 2 �� (T )

� 2 �co (T ) � 2 �co (T ) � 2 �co (T )
Tablo 4. Spektrumun Altbölümü

Tablo 4 ilk kez Başar-Durna-Yildirim taraf¬ndan 2010 y¬l¬nda [7] bildiri olarak sunul-

muştur. Sonra Amirov-Durna-Yildirim taraf¬ndan 2011 y¬l¬nda[1] de Cesàro, Rhaly

ve a¼g¬rl¬kl¬ ortalama operatörünün c0, c ve `p üzerinde daha önce belirlenmi̧s olan

spektrumunun bu ayr¬̧s¬m¬ verilmi̧stir. Bu tablo birçok yazar taraf¬ndan kullan¬lm¬̧st¬r,

örne¼gin [17] , [18] ,[19] , [45] , [21] makalelerden baz¬lar¬d¬r.

Şimdiye kadar verilen tan¬mlar yard¬m¬yla, spektrumun bu ayr¬̧s¬mlar¬ aras¬ndaki

ili̧skiyi veren Tablo 1.1 ve Tablo 1.2 yi birlikte düşünürsek aşa¼g¬daki tabloyu oluş-
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turabiliriz.

(1) (2) (3)

R (�;T ) R (�;T ) R (�;T )

mevcut ve s¬n¬rl¬ mevcut ve s¬n¬rs¬z mevcut de¼gil

� 2 �p (T )
(I) R (�I � T ) = X � 2 � (T ) � � 2 �ap (T )

R (�I � T ) 6= X � 2 �c (T ) � 2 �p (T )
(II) R (�I � T ) = X � 2 � (T ) � 2 �ap (T ) � 2 �ap (T )

� 2 �� (T ) � 2 �� (T )

� 2 �r (T ) � 2 �r (T ) � 2 �p (T )
(III) R (�I � T ) 6= X � 2 �� (T ) � 2 �ap (T ) � 2 �ap (T )

� 2 �� (T ) � 2 �� (T )
� 2 �co (T ) � 2 �co (T ) � 2 �co (T )

Tablo 5. Spektrumun tüm ayr¬̧s¬mlar¬

1.4 Kompakt lineer operatörler

Kompakt lineer operatörleri k¬saca hat¬rlatay¬m.

Tan¬m 1.10 (Kompakt lineer operatörler) X ve Y iki normlu uzay ve T :

X �! Y lineer operatör olsun. Bu durumda X in her M s¬n¬rl¬ alt kümesi için

T (M) rölatif kompakt, yani T (M) kompakt ise T ye kompakt lineer operatör ( yada

tümüyle sürekli lineer operatör ) denir. ([27] , Kreyzing, 1978) ve ([14] , Çakar, 1993)

Bir kümenin kompaktl¬¼g¬ tan¬m¬ndan operatörlere ili̧skin yararl¬ bir kriter elde ed-

eriz:

Teorem 1.17 (Kompaktl¬k Kriteri) X ve Y normlu uzaylar ve T : X �! Y

lineer bir operatör olsun. Bu durumda,

T kompakt operatördür () X deki her s¬n¬rl¬ (xn) dizisinin T alt¬ndaki (Txn)

görüntüsü Y de yak¬nsak bir alt diziye sahiptir. ([27] , Kreyzing, 1978) ve ([14] ,

Çakar, 1993)
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Şimdi de bir operatörün kompaktl¬¼g¬n¬ göstermekte kullan¬̧sl¬ olan iki teorem

verelim.

Teorem 1.18 (Sonlu Boyutlu Tan¬m ya da De¼ger Kümesi) X ve Y normlu

uzaylar ve T : X �! Y lineer bir operatör olsun. Bu durumda,

a) T s¬n¬rl¬ ve dimR (T ) <1 ise T operatörü kompaktt¬r.

b) dimX < 1 ise T operatörü kompaktt¬r.([27] , Kreyzing, 1978) ve ([14] , Çakar,

1993)

Teorem 1.19 X ve Y Banach uzaylar¬ ve T 2 B (X; Y ) olsun. Bu durumda T nin
bir kompakt operatör olmas¬ için gerekli ve yeterli koşul T � operatörünün kompakt

olmas¬d¬r. ([38] , Rudin 1973, sh.99)

Bir T operatörün kompaktl¬¼g¬, T ye düzgün operatör yak¬nsak olan bir (Tn) kompakt

lineer operatörlerin bir dizisini bulmakla aşa¼g¬daki teorem ile gösterilebilir.

Teorem 1.20 (Kompakt Lineer Operatörlerin Dizisi) X ve Y birer Banach

uzay¬, T 2 B (X; Y ) ve her n için Tn 2 B (X; Y ) ve dimR (Tn) < 1 olsun. Bu

durumda

lim
n!1

kTn � Tk = 0

ise T bir kompakt operatördür.([38] , Rudin 1973, sh.106)

1.4.1 Kompakt lineer operatörün Spektrumu

Teorem 1.21 E¼ger X bir Banach uzay¬, boyX = 1; T 2 B (X) ve T kompakt

operatör ise 0 2 � (T ) dir. ([38] , Rudin, 1973, sh.99)

Teorem 1.22 (Eigen-de¼gerler) X bir Banach uzay¬, T 2 B (X) ve T kompakt

operatör olsun. Bu durumda e¼ger � 6= 0 ve � 2 � (T ) ise �; T ve T � operatörlerinin
bir özde¼geridir. ([38] , Rudin, 1973, sh.99)

Teorem 1.23 E¼ger X bir Banach uzay¬, T 2 B (X), T bir kompakt operatör ve

� 6= 0 ise T � �I kapal¬ görüntüye sahiptir. ([38] , Rudin 1973, sh.101)
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2. GENELLEŞT·IR·ILMIŞ RHALY CESARO MATR·IS·IN·IN C0 ÜZ-

ERINDEK·I SPEKTRUMU, FINE SPEKTRUMUVEAYR¬KOLMAYAN

SPEKTRUMU (APPOROXIMATE POINT SPEKTRUMU, DEFECT

SPEKTRUMU VE COMPRESSION SPEKTRUMU)

C1 =

0

B

B

B

B

B

B

@

1 0 0 : : :

1
2

1
2
0 : : :

1
3

1
3

1
3

: : :
...
...
...
. . .

1

C

C

C

C

C

C

A

(2.1)

Cesaro matrisini c0 üzerindeki spektrumu Reade taraf¬ndan 1985 [32] de aşa¼g¬daki

şekilde belirlenmi̧stir.

� Cesaro operatörü regülerdir, yani C1 2 (c; c; p) dir.

� c�0 uzay¬na izometrik olarak izomorf olan `1 üzerinde göz önüne al¬nan C�1

adjoint operatörü (2.1) ile verilen C = (cnk) matrisinin transpozu, yani

c�nk =

8

<

:

1
k+1

; 0 � n � k

0; k < n
(2.2)

olmak üzere C� = (c�nk) ile verilir. ([31] , Okutoyi 1986).

� �p (C; c0) = ; d¬r.

� �p (C
�; `1) =

�

� 2 C :
�

��� 1
2

�

� < 1
2

	

[ f1g dir.

� � (C; c0) =
�

� 2 C :
�

��� 1
2

�

� � 1
2

	

dir.

A� =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1 0 0 0 � � � � � �
�
2

1
2

0 0 � � � � � �
�2

3
�
3

1
3
0 � � � � � �

�3

4
�2

4
�
4

1
4

0 � � �
...

...
...
...
. . . . . .

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

matrisine Genelleştirilmi̧s Rhaly Cesaro Matrisi denir. � = 1 al¬nd¬¼g¬nda yukar¬daki

C1 Cesaro matrisi elde edilir ve bunun c0 üzerindeki spektrumu yukar¬daki gibi

belirlenmi̧stir.
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Genelleştirilmi̧s Rhaly Cesaro operatorsünün `p üzerinde alt s¬n¬r¬ [36] taraf¬ndan

belirlenmi̧sir.

Ayr¬ca baz¬ yazarlar taraf¬ndan kompakt olan baz¬ matrislerin c0 dizi uzay¬ üz-

erindeki spektrumlar¬ belirlenmi̧stir. Şimdi aşa¼g¬da buna ili̧skin örnekler verelim.

Cp =

0

B

B

B

B

B

B

@

1 0 0 : : :

1
2p

1
2p

0 : : :

1
3p

1
3p

1
3p

: : :
...

...
...
. . .

1

C

C

C

C

C

C

A

(2.3)

p�Cesàro (p � 1) matrisinin c0 üzerindeki spektrumu Coşkun taraf¬ndan 1997

y¬l¬nda [13] de aşa¼g¬daki şekilde belirlenmi̧stir.

� Cp 2 B (c0) ve kCpk = 1 dir.

� Cp, c0 üzerinde kompakt lineer operatördür.

� �p (Cp; c0) =

�

1

(m+ 1)p
: m = 0; 1; 2; : : :

�

dir.

� �p
�

C
0

p; (c0)
0 ' `1

�

=

�

1

(m+ 1)p
: m = 0; 1; 2; : : :

�

dir.

� � (Cp; c0) =

�

1

(m+ 1)p
: m = 0; 1; 2; : : :

�

[ f0g d¬r.

� 0 2 II2� (Cp; c0) d¬r.

� m = 0; 1; 2; : : : için � =
1

(m+ 1)p
2 III3� (Cp; c0) d¬r.

M =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

a0 0 0 0 � � � � � �
a1 a1 0 0 � � � � � �
a2 a2 a2 0 � � � � � �
a3 a3 a3 a3 0 � � �
...

...
...

...
. . . . . .

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

şeklindeki sonsuz matrise Rhaly matrisi denir. E¼ger an = 1
n+1

al¬n¬rsa Cesaro matrisi

ve an = 1
(n+1)p

, p > 1 al¬n¬rsa p�Cesaro matrisi elde edilir. L = limn(n + 1)an = 0

oldu¼gu durumda, bu matrisin c0 üzerinde kompakt lineer bir operatör oldu¼gu 1996

y¬l¬nda [42] de Y¬ld¬r¬m taraf¬ndan gösterilmi̧s ve aşa¼g¬dakiler elde edilmi̧stir.
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� L = limn(n + 1)an = 0 =) M Rhaly matrisi c0 üzerinde s¬n¬rl¬ lineer bir

operatördür.

� L = limn(n+ 1)an = 0 =) M , c0 üzerinde kompakt bir operatördür.

� L = limn(n+ 1)an = 0 =) �p(M; c0) = S dir .

� L = limn(n+ 1)an = 0 =) �p(M
�; c�0

�= `1) = S dir.

� L = limn(n+ 1)an = 0 =) �(M; c0) = S [ f0g d¬r.

� L = limn(n+ 1)an = 0 =) 0 2 II2�(M; c0) dir.

� L = limn(n+ 1)an = 0 =) � = am; (m = 0; 1; 2; :::) ic.in � 2 III3�(M; c0) d¬r.

Şimdi 0 < � < 1 için A� Genelleştirilmi̧s Rhaly Cesaro Matrisinin c0 üzerindeki

Spektrumu ve çeşitli spektral ayr¬̧s¬mlar¬n¬ elde edelim.

2.1 Genelleştirilmi̧s Rhaly Cesaro Matrisinin c0 üzerindeki S¬n¬rl¬l¬¼g¬

Şimdi Genelleştirilmi̧s Rhaly-Cesàro matrisinin c0 dizi uzay¬ üzerinde s¬n¬rl¬ lineer

bir operatör oldu¼gunu gösterip normunu bulal¬m. Bu tez boyunca

0 < � < 1

al¬nacakt¬r.

Teorem 2.1 A� 2 B (c0) ve kA�kB(c0) = 1 dir.

·Ispat. Teorem 1.4 den,

A� 2 B (c0)()

8

>

<

>

:

i) kA�k = sup
n

X

k

jankj <1

ii) lim
n
ank = 0

özellikleri gerçeklenmelidir.

i) kA�k = sup
n

P

k jankj = sup
n

Pn
k=0

�

�

�

�n�k

n+1

�

�

�
� sup

n

1
n+1

Pn
k=0 1 = 1
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ii) lim
n
ank = lim

n

�n�k

n+1

0<�<1
= 0 d¬r.

yani; kA�k � 1 dir. Böylece A� 2 B (c0) d¬r. Ayr¬ca,

kA�k = sup
x 6=�

kAxkc0
kxkc0

= sup
x 6=�













�

x0;
�x0+x1

2
;
�2x0+�x1+x2

3
;
�3x0+�

2x1+�x2+x3
4

;:::

�












kxkc0

x=(1;0;0;:::)2c0
� sup

x 6=�










�

1;�
2
;�
2

3
;:::
�









c0

1
= sup

n

�

�

�n

n+1

�

� = 1

olaca¼g¬ndan kA�kB(c0) = 1 dir.

2.2 Genelleştirilmi̧s Rhaly Cesaro Matrisinin c0 üzerindeki Kompaktl¬¼g¬

Şimdi Genelleştirilmi̧s Rhaly-Cesàro matrisinin c0 dizi uzay¬ üzerinde Kompakt li-

neer bir operatör oldu¼gunu gösterelim.

Teorem 2.2 A�, c0 üzerinde kompakt bir operatördür.

·Ispat.

A(r)� (x) =

 

x0;
1

2
(�x0 + x1) ;

1

3

�

�2x0 + �x1 + x2
�

; : : : ;
1

r + 1

r
X

k=0

�n�rxk; 0; 0; : : :

!

olsun. 8r 2 N için dim (Ar� (c0)) = r + 1 < 1 dur. Teorem 1.18-b den 8r 2 N için
Ar�; c0 üzerinde kompakt operatördür. 8x 2 c0 için







�

A� � A(r)�
�

(x)






c0
=
















 

0; 0; :::;
1

r + 2

r+1
X

k=0

�n�r�1xk;
1

r + 3

r+1
X

k=0

�n�r�2xk; :::

!














c0

= supn�r

�

�

�

�

�

1
n+1

r
X

k=0

�n�rxk

�

�

�

�

�

�
 

supn�r
1
n+1

r
X

k=0

�n�r

!

kxk
C0

= supn�r
1
n+1

(�n + �n�1 + � � �+ � + 1) kxk
C0

= kxk supn�r 1
n+1

1��n�1

1��
= kxk

1��
supn�r

�

1��n+1

n+1

�

� kxk
1��

1
r+1

�! 0; (r !1 iken)

=)




A� � A(r)�




 � sup
x 6=�










�

A� � A
(r)
�

�

(x)









kxk � 1

1� �
sup
n�r

1� �n+1

n+ 1
�! 0; (r !1 iken)

dir. Buradan Teorem 1.20 den,

=) A(r)� �! A� (D:O:Y ) =) A� kompakt operatördür.
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2.3 Genelleştirilmi̧s Rhaly Cesaro Matrisinin c0 üzerindeki Spektrumu

Şimdi Genelleştirilmi̧s Rhaly-Cesàro matrisinin c0 dizi uzay¬ üzerinde spektrumunu

belirleyelim.

Teorem 2.3 �p (A�; c0) =
�

1
n
: n 2 N

	

=: S dir.

·Ispat.

A�x = �x()

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

x0 = �x0

1
2
(�x0 + x1) = �x1

1
3
(�2x0 + �x1 + x2) = �x2

1
4
(�3x0 + �

2x1 + �x2 + x3) = �x3
...

1
n+1

 

n
X

k=0

�n�kxk

!

= �xn

...

(2.4)

olsun.

i) 1. denklemden (1� �) x0 = 0 d¬r. E¼ger x0 6= 0 ise bu durumda � = 1 dir.

) 1
2
(�x0 + x1) = x1 ) 1

2
�x0 =

1
2
x1 ) x1 = �x0

) 1
3
(�2x0 + �x1 + x2) = x2 ) 2

3
�2x0 =

2
3
x2 ) x2 = �2x0

...

) xn = �nx0; x0 6= 0; 0 < � < 1

) (xn) = (�nx0) ; x0 = 1 al¬rsak, � 2 (0; 1) için (xn) = (�n) �! 0 d¬r. Böylece

0 6= x = (xn) 2 c0 d¬r. Dolay¬s¬ ile � = 1 2 �p (c0) dir.
ii) Şimdi de x0 = 0 olsun.

) 1

2
x1 = �x1 )

�

�� 1
2

�

x1 = 0) x1 6= 0) � =
1

2

) 1
3
(�x1 + x2) = �x2 ) 1

3
�x1 =

1
6
x2 ) x2 = 2�x1

) 1
4
(�2x1 + �x2 + x3) = �x3 ) 4

3
�2x1 =

1
4
x3 ) x3 = 3�

2x1
...
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) xn = n�n�1x1, x0 = 0; x1 = 1; � 2 (0; 1)
X

n

jxnj ;
�

�

�

�

xn+1
xn

�

�

�

�

=
n+ 1

n
;
�n�1+1

�n�1
! j�j < 1

)
X

n

jxnj <1) xn �! 0) x = (xn) 2 c0

) � =
1

2
2 �p (c0)

E¼ger x = (xn) dizisinin s¬f¬rdan farkl¬ ilk bileşeni xm ise 1
m+1

 

m
X

n=0

�m�kxk

!

= �xm

denkleminde x0 = x1 = � � � = xm�1 = 0 olaca¼g¬ndan

1

m+ 1
xm = �xm )

�

�� 1

m+ 1

�

xm = 0; xm 6= 0 iken � =
1

m+ 1

dir. Böylece (2.4) denkleminden

Her n > m için
1

n+ 1

 

n
X

k=m

�m+1�kxk

!

=
1

m+ 1
xn

denklemleri gerçeklenir.

1
m+2

(�xm + xm+1) =
1

m+1
xm+1 =) xm+1 = (m+ 1)�xm

1
m+3

 

m+2
X

k=m

�m+2�kxk

!

= 1
m+1

xm+2 =) xm+2 =
(m+1)(m+2)

2!
�2xm

1
m+4

 

m+3
X

k=m

�m+3�kxk

!

= 1
m+1

xm+3 =) xm+3 =
(m+1)(m+2)(m+3)

3!
�3xm

1
m+5

 

m+4
X

k=m

�m+4�kxk

!

= 1
m+1

xm+4 =) xm+4 =
(m+1)(m+2)(m+3)(m+4)

4!
�4xm

...

=) 8n � 1 için xm+n =
(m+ 1) (m+ 2) � � � (m+ n)

n!
�nxm

elde edilir. Buradan
�

�

�

�

xm+n+1
xm+n

�

�

�

�

=
(m+ 1) (m+ 2) � � � (m+ n) (m+ n+ 1)

(m+ 1) (m+ 2) � � � (m+ n)
j�j ! j�j < 1

oldu¼gundan
X

n

jxm+nj <1 ve böylece (xm+n) 2 c0 d¬r. Böylece

� =
1

m+ 1
2 �p (A�; c0)

dir. Böylece 8m için öz de¼gerler basittir ve 1
m
2 �p (A�; c0) d¬r. Yani �p (A�; c0) =

�

1
m
: m = 1; 2; :::

	

= S d¬r.
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Lemma 2.1 c�0
�= `1 üzerinde göz önüne al¬nan A� Genelleştirilmiş-Rhaly-Cesaro

matrisinin (A�)
� adjoint operatörü A� matrisinin transpozudur, yani

a�nk =

8

<

:

�k�n

k+1
, 0 � n � k

0 , n > k

şeklindedir.

·Ispat. Lemma 1.2 dan aç¬kt¬r.

Teorem 2.4 �p (A
�
�; c

�
0
�= `1) = S dir.

·Ispat. Lenmma 3.1 dan, A��, A n¬n transpozudur. A
�
�x = �x olsun. x 6= 0 olmak

üzere n � 1 için

x0 +
�

2
x1 +

�2

3
x2 +

�3

4
x3 + � � � = �x0

1

2
x1 +

�

3
x2 +

�2

4
x3 + � � � = �x1

1

3
x2 +

�

4
x3 + � � � = �x2

1

4
x3 + � � � = �x3

...

denklemleri geçerlidir.

x0 +
�
2
x1 +

�2

3
x2 +

�3

4
x3 + � � � = �x0

1
2
x1 +

�
3
x2 +

�2

4
x3 + � � � = �x1

9

=

;

) x1 =
�� 1
��

x0

1
2
x1 +

�
3
x2 +

�2

4
x3 + � � � = �x1

1
3
x2 +

�
4
x3 + � � � = �x2

9

=

;

) x2 =

�

�� 1
2

�

(�� 1)
(��)2

x0

...

Her n için xn =
1

�n

�

�� 1
n

� �

�� 1
n�1

�

::: (�� 1)
�n

x0 (2.5)

denklemleri geçerlidir.

� = 1 e kaŗs¬l¬k gelen öz vektör x = (1; 0; 0; :::) 2 `1 olmak üzere � = 1 2
�p (A

�
�; c

�
0
�= `1) d¬r.

� = 1
2
e kaŗs¬l¬k gelen öz vektör x =

�

1; �1
�
; 0; 0; :::

�

2 `1 olmak üzere � = 1
2
2
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�p (A
�
�; `1) dir.

� = 1
3
e kaŗs¬l¬k gelen öz vektör x =

�

1; �2
�
; 2
�2
; 0; 0; :::

�

2 `1 olmak üzere � =

1
3
2 �p (A

�
�; `1) dir. Benzer şekilde her n 2 N için � = 1

n
2 �p (A

�
�; `1) dir. Yani

S =
�

1
n
: n 2 N

	

� �p (A
�
�; c

�
0
�= `1) dir. (2.5) dan

xn =
1

�n

n
Y

k=1

�

1� 1

k�

�

d¬r.

Acaba başka öz de¼ger var m¬? Ax = �x iken
P

n jxnj <1 olacak şekilde � 6= x 2 X
var m¬?

�

�

�

�

xn+1
xn

�

�

�

�

=
1

�

�

�

�

�

1� 1

� (n+ 1)

�

�

�

�

! 1

�
> 1; (n!1)

oldu¼gundan
X

n

jxnj <1 olan başka � 2 C yoktur. Dolay¬s¬yla

�p (A
�
�; `1) = S =

�

1

n
: n = 1; 2; :::

�

elde edilir.

Teorem 2.5 � (A�; c0) = S [ f0g d¬r.

·Ispat. dim c0 =1 oldu¼gundan, Teorem 1.21 den 0 2 � (A�; c0) d¬r ve A� kompakt
lineer operatör oldu¼gundan Teorem 1.22 den 8� 2 � (A�; c0) iken � 2 �p (A�; c0)

d¬r. Dolay¬s¬yla � (A�; c0) = S [ f0g elde edilir.

2.4 Genelleştirilmi̧s Rhaly Cesaro Matrisinin c0 üzerindeki �ne Spek-

trumu

Bu k¬s¬mda, Genelleştirilmi̧s Rhaly-Cesàro matrisinin c0 dizi uzay¬ üzerinde �ne

(ayr¬k) spektrumunu belirleyelim.

Teorem 2.6 0 2 II2� (A�; c0).

·Ispat. Teorem 2.3 den, �p (A�; c0) = S, 0 =2 �p (A�; c0) oldu¼gunu biliyoruz. Böylece,
(A�)

�1 vard¬r. Bu nedenle, A� 2 (1) [ (2) dir. Şimdi A� 2 II, yani, R(A�) = c0 ve

R(A�) 6= c0 oldu¼g¬nu gösterece¼giz. Teorem 2.4 den, �p (A��; c
�
0
�= `1) = S oldu¼gundan
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ve 0 =2 �p (A��; `1) d¬r. Dolay¬s¬ ile A�� operatörü 1-1 dir. Böylece, Teorem 1.11 den,

R(A�) = c0 elde ederiz. Şimdi R(A�) 6= c0 oldu¼gunu gösterece¼giz. E¼ger A�x = y ise

bu durumda

yn =
1

n+ 1

n
X

k=0

�n�kxk

olur. Böylece,

x0 = y0 ve xn = (n+ 1) yn � �nyn�1

denklemlerden

(n+ 1) yn = �nx0 + �n�1x1 + � � �+ �xn�1 + xn

�nyn�1 = � (�n�1x0 + �n�2x1 + � � �+ xn�1) .

elde ederiz. Bundan dolay¬, A�1� = (bnk) matrisi

bnk =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

n+ 1 , k = n

��n , k = n� 1
0 , bunun d¬̧s¬nda

.

şeklinde verilir. y = (yn) =
�

(�1)n

n+1

�

2 c0 al¬rsak, her n için

(xn) =

�

(n+ 1)
(�1)n
n+ 1

� (�1)n�1 n�
n

�

= ((�1)n (1 + �)) .

olur. Bu nedenle, x =2 c0 dir. Dolay¬s¬ ile, y = (yn) 2 c0 d¬r, fakat x = (xn) =2 c0 d¬r;
yani A� örten de¼gil. Sonuç olarak R(A�) 6= c0 d¬r. Böylece A� 2 II dir. Buradan,
A� 2 II1 veya A� 2 II2 dir. 0 2 � (A�; c0) oldu¼gunda, A� =2 II1 olur. Böylece

A� 2 II2 bulunur, yani, 0 2 II2� (A�; c0) d¬r.

Teorem 2.7 Her � = 1
m
; m = (1; 2; :::) için, � 2 III3� (A�; c0) d¬r.

·Ispat. Her m için � = 1
m
2 �p (A�; c0) = S oldu¼gunda, �p (A�; c0) = S dir. Dolay¬s¬

ile, T� = (�I � A�) n¬n tersi yoktur; buradan T 2 (3) tür. � = 1
m
2 �p (A

�
�; c0)

oldu¼gundan, � = 1
m
için T � = �I � A�� adjoint operatörü 1-1 de¼gildir. Teorem 1.11

den, T� = �I�A� yo¼gun bir görüntüye sahip de¼gildir. Bu nedenle, R (T ) 6= c0; yani,

T� 2 III elde edilir. Buradan, T 1
m
= 1

m
I � A� 2 III3 ve � = 1

m
2 III3� (A�; c0)

bulunur.
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2.5 Genelleştirilmi̧s Rhaly CesaroMatrisinin c0 üzerindeki ayr¬k olmayan

Spektrumu (Apporoximate point spektrumu, defect spektrumu ve

compression spektrumu)

Bu bölümün son k¬sm¬nda da, Genelleştirilmi̧s Rhaly-Cesàro matrisinin c0 dizi uzay¬

üzerinde ayr¬k olmayan spektrumu (Apporoximate point spektrumu, defect spek-

trumu ve compression spektrumu) belirleyelim.

Teorem 2.8 A� için,

a) �ap (A�; c0) = S [ f0g,
b) �� (A�; c0) = S [ f0g,
c) �co (A�; c0) = S d¬r:

·Ispat. a) Teorem 2.5 den � (A�; c0) = S [ f0g, Teorem 3.7 den III3� (A�; c0) = S

den ve Teorem 3.6 den II2� (A�; c0) = f0g oldu¼gundan, Tablo 5 den III1� (A�; c0) =
; oldu¼gunu görürüz. Bu nedenle, yine tablo 5 den

�ap (A�; c0) = � (A�; c0)�III1� (A�; c0) = S [ f0g

olur.

b) Tablo 2 den I3� (A�; c0) = ; bulunur, çünkü s¬ras¬yla Teorem 2.5, 3.7 ve 3.6 den

� (A�; c0) = S [ f0g , III3� (A�; c0) = S ve II2� (A�; c0) = f0g

d¬r. Bu nedenle, Tablo 5 den

�� (A�; c0) = � (A�; c0)�I3� (A�; c0) = S [ f0g

elde edilir.

c) S¬ras¬yla Teorem 2.5, 3.7 ve 3.6 den

� (A�; c0) = S [ f0g , III3� (A�; c0) = S ve II2� (A�; c0) = f0g

için, Tablo 2 den III1� (A�; c0) = ; d¬r. Sonuç olarak, Tablo 5 den

�co (A�; c0) = III1� (A�; c0) [ III2� (A�; c0) [ III3� (A�; c0) = S

dir.
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3. GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ RHALY CESARO MATR·IS·IN·IN C ÜZ-

ER·INDEK·I SPEKTRUMU, FINE SPEKTRUMUVEAYRIKOLMAYAN

SPEKTRUMU (APPOROXIMATE POINT SPEKTRUMU, DEFECT

SPEKTRUMU VE COMPRESSION SPEKTRUMU)

C1 Cesaro matrisini c üzerindeki spektrumuOkutayi taraf¬ndan 1985 [31] de aşa¼g¬daki

şekilde belirlenmi̧stir.

� Cesaro operatörü regülerdir, yani C1 2 (c; c; p) dir.

� c� uzay¬na izometrik olarak izomorf olan `1 üzerinde göz önüne al¬nan C�1

adjoint operatörü

c�nk =

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

1 , n = k = 0

0 , n = 0; n < k

1
k
, 1 � n � k

0 , 0 < k < n

(3.1)

ile verilir.

� �p (C; c) = f1g d¬r.

� �p (C
�; `1) =

�

� 2 C :
�

��� 1
2

�

� < 1
2

	

[ f1g dir.

� � (C; c) =
�

� 2 C :
�

��� 1
2

�

� � 1
2

	

dir.

A� Genelleştirilmi̧s Rhaly Cesaro Matrisinde � = 1 al¬nd¬¼g¬nda yukar¬daki C1 Cesaro

matrisi elde edilir ve bunun c üzerindeki spektrumu yukar¬daki gibi belirlenmi̧stir.

Ayr¬ca baz¬ yazarlar taraf¬ndan kompakt olan baz¬ matrislerin c dizi uzay¬ üzerindeki

spektrumlar¬ belirlenmi̧stir. Şimdi aşa¼g¬da buna ili̧skin örnekler verelim.

Cp =

0

B

B

B

B

B

B

@

1 0 0 : : :

1
2p

1
2p

0 : : :

1
3p

1
3p

1
3p

: : :
...

...
...
. . .

1

C

C

C

C

C

C

A

(3.2)

p�Cesàro (p � 1) matrisinin c üzerindeki spektrumu Coşkun taraf¬ndan 1992 [12] de
aşa¼g¬daki şekilde belirlenmi̧stir.
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� Cp 2 B (c) ve kCpk = 1 dir.

� Cp, c üzerinde kompakt lineer operatördür.

� �p (Cp; c) =

�

1

(m+ 1)p
: m = 0; 1; 2; : : :

�

dir.

� �p
�

C
0

p; (c)
0 ' `1

�

=

�

1

(m+ 1)p
: m = 0; 1; 2; : : :

�

dir.

� � (Cp; c) =

�

1

(m+ 1)p
: m = 0; 1; 2; : : :

�

[ f0g d¬r.

� 0 2 II2� (Cp; c) d¬r.

� m = 0; 1; 2; : : : için � =
1

(m+ 1)p
2 III3� (Cp; c) d¬r.

L = limn(n + 1)an = 0 oldu¼gu durumda, Rhaly matrisinin c üzerinde kompakt

lineer bir operatör oldu¼gu 1996 y¬l¬nda [42] de Y¬ld¬r¬m taraf¬ndan gösterilmi̧s ve

aşa¼g¬dakiler elde edilmi̧stir.

� L = limn(n + 1)an = 0 =) M Rhaly matrisi c üzerinde s¬n¬rl¬ lineer bir

operatördür.

� L = limn(n+ 1)an = 0 =) M , c üzerinde kompakt bir operatördür.

� L = limn(n+ 1)an = 0 =) �p(M; c) = S dir .

� L = limn(n+ 1)an = 0 =) �p(M
�; c� �= `1) = S dir.

� L = limn(n+ 1)an = 0 =) �(M; c) = S [ f0g d¬r.

� L = limn(n+ 1)an = 0 =) 0 2 II2�(M; c) dir.

� L = limn(n+ 1)an = 0 =) � = am; (m = 0; 1; 2; :::) ic.in � 2 III3�(M; c) d¬r.

Şimdi 0 < � < 1 için A� Genelleştirilmi̧s Rhaly Cesaro Matrisinin c üzerindeki

Spektrumu ve çeşitli spektral ayr¬̧s¬mlar¬n¬ elde edelim.
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3.1 Genelleştirilmi̧s Rhaly Cesaro Matrisinin c üzerindeki S¬n¬rl¬l¬¼g¬

Şimdi Genelleştirilmi̧s Rhaly-Cesàro matrisinin c dizi uzay¬ üzerinde s¬n¬rl¬ lineer bir

operatör oldu¼gunu gösterip normunu bulal¬m.

Teorem 3.1 A� 2 B (c) ve kA�kB(c) = 1 dir.

·Ispat. A� 2 B (c) olmas¬ için gerekli ve yeterli koşul
i) kA�k1 := sup

n

X

k

jankj <1

ii) lim
n

1
X

k=p

ank = ap, (her sabit p için);

yani; Teorem 1.5 in özellikleri gerçeklenmelidir.

kA�k1 = sup
n

X

k

jankj = sup
n

n
X

k=0

�

�

�

�

�n�k

n+ 1

�

�

�

�

j�j=1

� sup
n

1

n+ 1

n
X

k=0

1 = 1,

yani; kA�k � 1 ve lim
n!n0

�n�k

n+1

j�j<1
= 0 sa¼glan¬r. Böylece A 2 B (c) dir.

kA�k = sup
x6=�

kAxkc
kxkc

= sup
x6=�













�

x0;
�x0+x1

2
;
�2x0+�x1+x2

3
;
�3x0+�

2x1+�x2+x3
4

;:::

�












c

kxkx

x=e1� sup
x 6=�










�

1;�
2
;�
2

3
;:::
�









c

1
= sup

n

�

�

�n

n

�

� = 1

=) kA�kB(c) = 1 dir.

3.2 Genelleştirilmi̧s Rhaly-Cesàro matrisinin c üzerindeki Kompaktl¬¼g¬

Şimdi Teorem 1.18 ve 1.20 i kullanarak A� operatörünün c üzerinde kompaktl¬¼g¬n¬

gösterelim.

Teorem 3.2 A�, c üzerinde kompakt bir operatördür.

·Ispat. Kompakt operatörlerin bir dizisini aşa¼g¬daki şekilde,

Ar� (x) :=

 

x0;
1

2
(�x0 + x1) ;

1

3

�

�2x0 + �x1 + x2
�

; : : : ;
1

r + 1

r
X

k=0

�n�rxk; 0; 0; : : :

!
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olarak tan¬mlayal¬m. 8r 2 N için dim (Ar� (c)) = r + 1 < 1 oldu¼gundan, Teorem

1.18 den, 8r 2 N için Ar�; c üzerinde kompakt operatördür. 8x 2 c için

k(A� � Ar�) (x)kc =















 

0; 0; : : : ;
1

r + 2

r+1
X

k=0

�n�r�1xk;
1

r + 3

r+1
X

k=0

�n�r�2xk; : : :

!














c

= supn�r

�

�

�

�

�

1
r+1

r
X

k=0

�n�rxk

�

�

�

�

�

�
 

supn�r
1
n+1

r
X

k=0

�n�r

!

kxk
c

= supn�r
1
n+1

(�n + �n�1 + � � �+ �+ 1) kxkc
= kxk supn�r 1

n+1
1��n�1

1��
= kxk

1��
supn�r

�

1��n+1

n+1

�

=)








A� � A

(r)
�









� supx 6=�










�

A��A
(r)
�

�

(x)









kxk

� 1
1��

supn�r
1��n+1

n+1
= 1

1��
1
r+1

�! 0; (r !1 iken)

=) A(r)� �! A� (D:O:Y ) =) Teorem 1.20 den A� kompakt operatördür.

3.3 Genelleştirilmi̧s Rhaly Cesaro Matrisinin c üzerindeki Spektrumu

Şimdi Genelleştirilmi̧s Rhaly-Cesàro matrisinin c dizi uzay¬ üzerinde spektrumunu

belirleyelim.

Teorem 3.3 �p (A�; c) =
�

1
n
: n 2 N

	

=: S [ f0g dir.

·Ispat. Teorem in ispat¬na benzerdir.

Lemma 3.1 c�0
�= `1 üzerinde göz önüne al¬nan A� Genelleştirilmiş-Rhaly-Cesaro

matrisinin (A�)
� adjoint operatörü A� matrisinin transpozudur, yani

a�nk =

8

<

:

�k�n

k+1
, 0 � n � k

0 , n > k

şeklindedir, yani; c üzerinde A� n¬n adjointi,

A�� =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

0 0 0 0 0 � � �
0 1 �

2
�2

3
�3

4
� � �

0 0 1
2

�
3

�2

4
� � �

0 0 0 1
3

�
4

� � �
0 0 0 0 1

4
� � �

...
...
...

...
...

. . .

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A
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ile verilir.

·Ispat. Hesaplamalar¬ Lemma 1.3 e göre yapal¬m.

� (A�) = limn!1

1
X

k=0

ank = limn!1

n
X

k=0

ank = limn
�n

n+1

n
X

k=0

1
�k

= limn!1
�n

n+1

�

1 + 1
�
+ 1

�2
+ � � �+ 1

�n

�

= limn!1
�n

n+1

1�( 1�)
n+1

1� 1
�

= limn!1
�n� 1

�

(n+1)(1��)

= 1
�(��1)

limn!1
1��n+1

n+1
= 0

elde edilir ve böylece A� co-null bir matristir.

Ayr¬ca

ak = lim
n
ank = lim

n!1

�n�k

n+ 1
= 0

ve
n
X

k=0

ank =
n
X

k=0

�n�k

n+ 1
=

�n

n+ 1

n
X

k=0

�

1

�

�k

=
�n

n+ 1

�

1 +
1

�
+ � � �+

�

1
�

�n
�

=
�n

n+ 1

�

1� 1
�n+1

1� 1
�

�

=
�n

n+ 1

�

�� 1

�

1� 1

�n+1

�

=
1

(�� 1) (n+ 1) f�
n+1 � 1g

elde ederiz.

Son olarak

(Pn � A�) e =

�

�nx0 + �n�1x1 + � � �+ �xn�1 + xn
n+ 1

�

e

=
�n + �n�1 + � � �+ � + 1

n+ 1
=

1

n+ 1

1� �n+1

1� �

#n = (Pn � A�) e�
n
X

k=0

ank

= 1
n+1

n

1��n+1

1��
� 1

(��1)
(�n+1 � 1)

o

= 1
(n+1)(1��)

f1� �n+1 + �n+1 � 1g = 0

bulunur. Bu da Lemmay¬ ispatlar.

Şimdi aşa¼g¬daki Teoremi ispatlamaya haz¬r¬z.

Teorem 3.4 �p (A
�
�; c

� �= `1) =
�

1
n
: n = 1; 2; :::

	

[ f0g dir.
33



·Ispat. x 6= 0 ve A��x = �x olsun. Yani

A��x =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

0 0 0 0 0 � � �
0 1 �

2
�2

3
�3

4
� � �

0 0 1
2

�
3

�2

4
� � �

0 0 0 1
3

�
4

� � �
0 0 0 0 1

4
� � �

...
...
...

...
...

. . .

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

x0

x1

x2
...

xn
...

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

�x0

�x1

�x2
...

�xn
...

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

()

�x0 = 0

�x1 = x1 +
�
2
x2 +

�2

3
x3 + � � �

�x2 = 1
2
x2 +

�
3
x3 +

�2

4
x4 + � � �

�x3 = 1
3
x3 +

�
4
x4 + � � �

�x4 = 1
4
x4 + � � �

...

�xn = 1
n
xn +

�
n+1

xn+1 + � � �
...

0 = �x0

� = 0 veya x0 = 0 olur. � = 0 a kaŗs¬l¬k gelen öz vektör x = (1; 0; 0; : : :) d¬r.

x1 +
�
2
x2 +

�2

3
x3 + � � � = �x1

1
2
x2 +

�
3
x3 +

�2

4
x4 + � � � = �x2

9

=

;

=) x1 = �x1 � ��x2 ) x2 =
�� 1
��

x1

1
2
x2 +

�
3
x3 +

�2

4
x4 + � � � = �x2

1
3
x3 +

�
4
x4 + � � � = �x3

9

=

;

=) x3 =

�

�� 1
2

�

(�� 1)
(��)2

x1

...

Her n için xn =
1

�n�1

�

�� 1
n�1

�

::: (�� 1)
�n�1

x1 (3.3)

� = 1 e kaŗs¬l¬k gelen öz vektör x0 6= 0 için x = (x0; x1; 0; 0; : : :) 2 `1 olmak üzere

A��x = x d¬r. � = 1 2 �p (A
�
�; c

� �= `1) dir. Her n 2 N için � = 1
n
2 �p (A

�
�; `1) dir.

(3.3) dan

xn =
1

�n�1

n�1
Y

k=1

�

1� 1

k�

�

x1
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elde edilir. E¼ger bir m tamsay¬s¬ için � = am ise bu durumda her n � 1 için xn = 0
olaca¼g¬ndan x = (xn) 2 `1 olaca¼g¬ aç¬kt¬r. Yani m tamsay¬lar¬ için � = am ler A�� ¬n

birer özde¼geri olmaktad¬r. Acaba başka öz de¼ger var m¬?

� 6= 0 ve her m 2 N için � 6= am ise buradan
�

�

�

�

xn+1
xn

�

�

�

�

�6= 1
k=
1

�

�

�

�

�

1� 1

�n

�

�

�

�

! 1

�
> 1; (n!1)

yani;
X

n

jxnj <1 yapan başka � 2 C yoktur. Dolay¬s¬yla

�p (A
�
�; `1) = S =

�

1

n
: n = 1; 2; : : :

�

[ f0g

elde edilir.

Teorem 3.5 � (A�; c) = S [ f0g d¬r.

·Ispat. dim c = 1 oldu¼gundan, Teorem 1.21 ile 0 2 � (A�; c) d¬r ve Teorem 3.2

den A� kompakt lineer operatör oldu¼gundan Teorem 1.22 dan 8� 2 � (A�; c) iken

� 2 �p (A�; c) d¬r. Dolay¬s¬yla Teorem 3.3 den � (A�; c) = S [ f0g elde edilir.

3.4 Genelleştirilmi̧s Rhaly Cesaro Matrisinin c üzerindeki �ne Spek-

trumu

Bu k¬s¬mda, Genelleştirilmi̧s Rhaly-Cesàro matrisinin c dizi uzay¬ üzerinde �ne

(ayr¬k) spektrumunu belirleyelim.

Teorem 3.6 0 2 III2 (A�; c) d¬r.

·Ispat. Teorem 3.3 den, �p (A�; c) = S, 0 =2 �p (A�; c) oldu¼gunu biliyoruz. Böylece,
(A�)

�1 mevcuttur. Bu nedenle, A� 2 (1) [ (2) dir. Şimdi A� 2 II oldu¼gunu, yani,
R(A�) = c ve R(A�) 6= c oldu¼gunu gösterece¼giz. Teorem 3.5 den, �p (A��; c

�
0
�= `1) =

S oldu¼gundan ve bu yüzden 0 2 �p (A
�
�; `1) oldu¼gundan, A

�
� operatörü 1-1 dir.

Böylece, Teorem 1.11 den, R(A�) = c elde ederiz. Şimdi de R(A�) 6= c oldu¼gunu

gösterelim. E¼ger A�x = y dersek, bu durumda

yn =
1

n+ 1

n
X

k=0

�n�kxk
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elde ederiz. Buradan,

(n+ 1) yn = �nx0 + �n�1x1 + � � �+ �xn�1 + xn

�nyn�1 = � (�n�1x0 + �n�2x1 + � � �+ xn�1) .

yazabiliriz. Bu denklemler taraf tarafa ç¬kar¬l¬rsa

x0 = y0 ve xn = (n+ 1) yn � �nyn�1

elde edilir. Bundan dolay¬, A�1� = (bnk) matrisi şu şekilde verilir:

bnk =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

n+ 1 , k = n

��n , k = n� 1
0 , di¼ger yerde

.

E¼ger y = (yn) =

�

(�1)n
n+ 1

�

2 c al¬rsak, her n için

(xn) =

�

(n+ 1)
(�1)n
n+ 1

� (�1)n�1 n�
n

�

= ((�1)n (1 + �)) .

olur. Bu nedenle, x =2 c dir. Dolay¬s¬ ile, y = (yn) 2 c, fakat x = (xn) =2 c dir.

Sonuç olarak A� örten de¼gil, yani R(A�) 6= c d¬r. Buradan, A� 2 II dir. Dolay¬s¬

ile, A� 2 II1 veya A� 2 III2 dir. Tablo 2 den II1� (A�; c) = ; olaca¼g¬ndan ve
0 2 � (A�; c) oldu¼gunda, A� =2 II1 elde edilir. Buradan A� 2 III2 olur, yani,

0 2 III2� (A�; c) d¬r.

Teorem 3.7 E¼ger m = 1; 2; ::: için � = 1
m
ise bu durumda, � 2 III3� (A�; c) dir.

·Ispat. Teorem 3.3 den, her m için

� =
1

m
2 �p (A�; c) = S

dir. Dolay¬s¬ ile, T� = (�I � A�) nin tersi yoktur; T 2 (3) tür. Teorem 3.4 den

� =
1

m
2 �p (A��; c) = S

oldu¼gundan, � = 1
m
için T � = �I � A�� adjoint operatörü 1-1 de¼gildir. Teorem 1.11

den, T� = �I �A� yo¼gun bir görüntüye sahip de¼gildir. Bu nedenle, R (T ) 6= c; yani,

T� 2 III dir.. Buradan, T 1
m
= 1

m
I � A� 2 III3 ve � = 1

m
2 III3� (A�; c) elde

edildir.
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3.5 Genelleştirilmi̧s Rhaly Cesaro Matrisinin c üzerindeki ayr¬k olmayan

Spektrumu (Apporoximate point spektrumu, defect spektrumu ve

compression spektrumu)

Bu bölümün son k¬sm¬nda da, Genelleştirilmi̧s Rhaly-Cesàro matrisinin c dizi uzay¬

üzerinde ayr¬k olmayan spektrumu (Apporoximate point spektrumu, defect spek-

trumu ve compression spektrumu) belirleyelim.

Teorem 3.8 A� için,

a) �ap (A�; c) = S [ f0g,
b) �� (A�; c) = S [ f0g,
c) �co (A�; c) = S [ f0g d¬r.

·Ispat. a) Teorem 3.5 den,

� (A�; c) = S [ f0g ,

Teorem 3.6 den

III3� (A�; c) = S

ve Teorem 3.7 den

II2� (A�; c) = f0g

oldu¼gundan, Tablo 2 yard¬m¬ ile

III1� (A�; c) = ;

elde ederiz Bu nedenle, Tablo 4 den

�ap (A�; c) = � (A�; c)�III1� (A�; c) = S [ f0g

buluruz.

b) Tablo 2 den I3� (A�; c) = ; elde ederiz, çünkü s¬ras¬yla Teorem 3.5 dan

� (A�; c) = S [ f0g

Teorem 3.6 den

III3� (A�; c) = S
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ve Teorem 3.7 den

II2� (A�; c) = f0g

d¬r. Bu nedenle, Tablo 5 den

�� (A�; c) = � (A�; c)�I3� (A�; c) = S [ f0g

elde ederiz.

c) S¬ras¬yla Theorem 3.5 den

� (A�; c) = S [ f0g ,

Teorem 3.6 den

III3� (A�; c) = S

ve Teorem 3.7 den

II2� (A�; c) = f0g

oldu¼gundan, Tablo 2 den

III1� (A�; c) = ;

d¬r. Sonuç olarak, Tablo 5 den

�co (A�; c) = III1� (A�; c) [ III2� (A�; c) [ III3� (A�; c) = S

elde ederiz.
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4. GENELLEŞT·IR·ILMIŞ RHALY CESARO MATR·IS·IN·IN `2 ÜZ-

ERINDEK·I SPEKTRUMU

Tan¬m 4.1 (H (D) lokal konveks uzay¬) C içinde aç¬k birim daireyi D ile ve D

nin s¬n¬r¬n¬ @D := DnD ile gösterece¼giz. H (D) ile her f : D! C holomorf fonksiy-

onlar¬n vektör uzay¬n¬ gösterece¼giz. E¼ger f 2 H (D) fonksiyonu, f nin Taylor dizisi
ile verilirse H (D) lineer bölüm uzay¬na bir dizi uzay¬ olarak bak¬l¬r. Ayr¬ca s¬n¬rl¬

fonksiyonlar¬n kümesini H1 ile gösterece¼giz.

Tan¬m 4.2 (Hp uzaylar¬) 0 < p < 1 olsun. Bir f 2 H (D) fonksiyonu ve 0 �
r < 1 için

Mp (r; f) :=

8

<

:

1

2�

2�
Z

0

�

�f
�

reit
��

�

p
dt

9

=

;

1
p

tan¬mlayal¬m. Bu integral ortalamas¬ yard¬m¬yla

kfkp := sup
0�r<1

Mp (r; f)

eşitli¼gi tan¬mlan¬r. Bu durumda

Hp :=
n

f 2 H (D) : kfkp <1
o

ifadesine Hp Hardy-uzay¬ denir.

Teorem 4.1 (Hp nin özellikleri) (a) Herhangi bir f 2 H (D) için genelleştir-

ilmiş integral ortalamas¬ p =1 için

M1 (r; f) := max
0�t�2�

�

�f
�

reit
��

�

olarak tan¬mlan¬rsa basit bir hesaplama ile

sup
0�r<1

M1 (r:f) = kfk1

elde edilir.

(b) Hp nin tan¬m¬ndan Hölder eşitsizli¼gi yard¬m¬yla ve (a) ile 8f 2 H (D) ve 0 <

p < q � 1 için kfkp � kfkq elde edilir. Bununla birlikte Hp � Hq içermesi
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geçerlidir.

(c) f 2 Hp fonksiyonunun normu için

kfkp = lim
r�!1�

Mp (r; f)

geçerlidir, çünkü 8f 2 H (D) ve 0 < p � 1 için Mp (r; f) integral ortalamas¬

r 2 [0; 1] için monoton artand¬r. ([39] , Rudin, 1987, sh.338).
d) 1 � p <1 için

�

Hp; k:kp
�

,
�

Lp [0; 2�] ; k:kp
�

nin kapal¬ bir alt uzay¬na izometrik

izomorftur. Bu

Lp+ :=

8

<

:

f � 2 Lp [0; 2�] : 1
2�

2�
Z

0

f � (+) e�intdt = 0; n 2 Z; n < 0

9

=

;

d¬r.

f 2 Hp nin Taylor katsay¬lar¬, gösterilen izometrik izomorfun f � 2 Lp+ fonksiy-

onunun Fourier katsay¬lar¬ ile uygun düşer. Bu sonuçlar hakk¬nda daha geniş aç¬k-

lamalar ( [39] , Rudin, 1987, sh.335) de yer al¬r.

Riemann-Lebesgue teoremi yard¬m¬yla Hp hakk¬ndaki bilgiler bir dizi uzay¬na in-

dirgenebilir.

e) 1 � p � 1 için Hp � c0 d¬r. Çünkü; f nin Taylor katsay¬lar¬ dizisine

(bn) := (b0; b1; b2; : : :) dersek f (z) =
P

k

bkz
k ve

P

k

bkz
k serisi k ! 1 için f (z)

ye yak¬nsad¬¼g¬ndan ve yak¬nsak serilerin genel terimi s¬f¬ra gidece¼ginden bk ! 0 d¬r.

Dolay¬s¬yla yukar¬daki düşüncelerden Hp � c0 elde edilir.

Teorem 4.2 (H2 nin karakterizasyonu) b := (b0; b1; b2; : : :) Taylor katsay¬lar¬

ile f 2 H (D) olsun. Bu durumda

a) f 2 H2 ,
1
X

n=0

jbnj2 <1

b) kfk2 = kbk2
geçerlidir.

j�j � 1 için, H2 Hardy uzay¬ üzerinde, A�� operatörü formal olarak;

(A��f) (z) = � (�� z)�1
Z z

�

f (s) ds; jzj < 1:

tan¬mlan¬r. � = 1 ise, bu durumda A1 discrete Cesàro operatörü al¬narak `2 ile

H2 özdeş olur. Burada, s¬n¬rl¬l¬k, spektrum, birimsel denklik, kompaktl¬k ve A�

operatörleri için altnormallik ile ilgili sorular¬ yan¬tl¬yoruz.
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Karesi toplanabilir kompleks (an) dizilerinin `2 Hilbert uzay¬ üzerinde tan¬m-

lanan C1 Cesàro operatörü,

bn =
n
X

j=0

aj
n+ 1

; n = 0; 1; 2; : : :

olmak üzere

C1 (an) = (bn)

ile verilir. Bu operatör, [10] de Brown ve arkadaşlar¬ taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧s ve C1

kC1k = 2 ile s¬n¬rl¬ ve spektrumunun

� (C1,`2) = fz : j1� zj � 1g

oldu¼gunu gösterdiler. Kriete ve Trutt [28] de C1 ¬n altnormal bir operator oldu¼gu

ispatland¬.

0 < j�j � 1 için, `2 üzerinde

cn =

n
X

j=0

�n�jaj
n+ 1

olmak üzere, A� (an) = (cn) ile A� operatörü tan¬mlan¬r. Ayn¬ zamanda, A0,

A0 (an) = (an= (n+ 1)) n = 0; 1; 2; : : : ile verilir. Dikkat edersek A1 = C1 d¬r.

(an)
1
n=0 yi f (z) =

P1
n=0 anz

n ye göndererek `2 ile H2 Hardy uzay¬ izometrik olarak

izomorf olur. Bu durumda A�, H2 üzerinde bir operatördür.

A��, aşa¼g¬daki gibi kapal¬ formda ifade edilebilir. E¼ger f (z) =
P1

n=0 anz
n ise,

bu durumda

ck =
1
X

n=k

an�
n�k= (n+ 1)

olmak üzere

(A��f) (z) =
1
X

k=0

ckz
k

d¬r. ·Integrasyon yolu yeterince düzgün olmak üzere
Z

�

f (s) ds

yi düşünelim. E¼ger � = 1 ve yol, biri 1 den 0 a di¼geri 0 dan z ye olan iki do¼gru

parças¬n¬n birleşimi ise, bu durumda
Z z

1

f (s) ds =

Z z

0

f (s) ds�
Z 1

0

f (s) ds
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dir, son integral Fejér-Riesz eşitsizli¼gi ile mevcuttur. f için, Taylor serisinden terim

terim intagral alarak,

Z z

�

f (s) ds =

1
X

n=0

anz
n+1

n+ 1
�

1
X

n=0

an�
n+1

n+ 1

elde ederiz. (�� z) (A��f) (z) n¬n Taylor katsay¬lar¬ ile Taylor katsay¬lar¬n¬ kaŗs¬laşt¬r¬r-

sak,

(�� z) (A��f) (z) = �
Z z

�

f (s) ds, jzj < 1

oldu¼gunu görürüz. Böylece,

(A��f) (z) = � (�� z)�1
Z z

�

f (s) ds

olur.

Matris formunda,

A�� =

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

1 �
2

�2

3
�3

4
� � �

0 1
2

�
3

�2

4
� � �

0 0 1
3

�
4

� � �
0 0 0 1

4
� � �

...
...
...

...
. . .

3

7

7

7

7

7

7

7

7

7

5

:

elde ederiz. kA�fk � kC1(jf j)k oldu¼gundan, A�, kA�k � 2 ile s¬n¬rl¬d¬r. Daha

fazla bilgi için, baz¬ lemmalara ihtiyac¬m¬z var. Aşa¼g¬daki Lemman¬n ispat¬ [25] de

bulunmaktad¬r.

Lemma 4.1 E¼ger �ij � 0 (i; j = 0; 1; 2; : : :), pi > 0 (i = 0; 1; 2; : : : ve e¼ger � ve 
,

X

i

�ijpj � �pj (j = 0; 1; 2; ::)

X

j

�ijpj � 
pi (i = 0; 1; 2; : : :) ;

olacak şekilde pozitif say¬lar ise bu durumda kAk2 � �
 ile `2 üzerinde bir A op-

eratörü ve (uygun bir ortonormal baza göre) (�ij) matrisi vard¬r. ( [33] , Rhaly,

1982)
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Lemma 4.2 0 � � � 1 alal¬m ve n pozitif bir tam say¬ olsun.

�ij =

8

<

:

�i�j=(i+ 1) , i � j + n için

0 , di¼ger yerde

ile B� (n) =
�

�ij
�1

i;j=1
tan¬mlayal¬m. B� (n) (`2 üzerinde) s¬n¬rl¬d¬r ve kB� (n)k �

2�n dir. ( [33] , Rhaly, 1982)

·Ispat. � > 0 için, pi = �j=
p
i+ 1 alarak Lemma 4.1 i uygulayal¬m. (� = 0 durumu

aşikard¬r.) i = 0; 1; 2; : : : ; n� 1 için,
X

j

�ijpj = 0 = 0pi

elde edilir. j � n için,

P

j

�ijpj =
i�n
P

j=0

�i�j

i+ 1

�jp
j + 1

� �i

i+ 1

R i�n+�

0

dxp
x

=
�i

i+ 1
2
p
i� n+ 1 � 2 �ip

i+ 1
= 2pi:

dir. Her j için,

P

i

�ijpi =
1
P

i=j+n

�i�j

i+ 1

�ip
i+ 1

=
1
P

i=j+n

�2i�j

(i+ 1)3=2

� �j+2n
R1

j+n

dx

x3=2
=
2�j+2np
j + n

� 2�2n �jp
j + 1

= 2�2npj

dir. Böylece

kB� (n)k2 � 2
�

2�2n
�

= (2�n)2

dir.

Teorem 4.3 A�, j�j � 1 için kA�k � 1 + 2 j�j ile s¬n¬rl¬d¬r. ( [33] , Rhaly, 1982)

·Ispat. D � Aj�j � Bj�j (1),
�

1
n

�

diyagonali ile diyagonal operatör oldu¼gu görülür.

kA�k � jjAj�j oldu¼gundan, Lemma 4.2 den

kA�k � kBj�j (1) +Dk � 2 j�j+ 1

olur.

Önerme 4.1 0 < j�j � 1 için; A�, Aj�j ya üniter olarak denktir. ( [33] , Rhaly,

1982)
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·Ispat. f(�= j�j)ng1n=0 diagonali ile D� diyagonal operatörünü düşünelim. D� üni-

terdir ve Aj�jD� = D�A� oldu¼gunu görülür.

Bu sonuç bizim çal¬̧smam¬z¬, 0 � � � 1 için A� ya indirger. A0 diyagonal

operatörü kompaktt¬r ve Hermitian ve spektrumu

� (A0; `2) =

�

1

n
: n 2 N

�

[ f0g

d¬r. A1 Cesàro operatörü ise [10] ve [28] de incelenmi̧stir. Şimdi kendimizi 0 < � < 1

ya k¬s¬tlayal¬m.

Teorem 4.4 0 < � < 1, A� n¬n nokta spektrumu
�

1
n

�

kümesidir. 1
n
özde¼gerine

karş¬l¬k gelen öz vektör, kapal¬

f(z) = zn�1 (1� �z)�n

dir. A� n¬n özvektörleri H2 yi gerer. ( [33] , Rhaly, 1982)

·Ispat. E¼ger Aaf = g, f (0) = g (0) için, ve e¼ger n � 1 ise bu durumda f (n) =

(n+ 1) g (n)��ng (n� 1) dir. Sonuç olarak, e¼ger A�f = 
f ise, bu durumda n � 1
için

f (n) = 
 [(n+ 1) f (n)� �nf (n� 1)]

veya

[
 (n+ 1)� 1] f (n) = �n
f (n� 1)

dir. E¼ger m, f (m) 6= 0 olacak şekilde en küçük tamsay¬ ise bu durumda 
 =

1= (m+ 1) dir; yani 0 < 
 � 1 dir. Böylece, n < m için f (n) = 0 ve n > m için

f (n) = �nf (n� 1) = (n�m)

dir. Bu

f (m+ n) = �n
n
Y

j=1

�

m

j
+ 1

�

f (m) ; n � 1 için (4.1)

olmas¬n¬ sa¼glar. Buradan bütün özde¼gerlerin basit oldu¼gunu elde ederiz.

n!1 iken
jf (m+ n+ 1)j2

jf (m+ n)j2
= �2

�

m

n+ 1
+ 1

�2

! �2
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oldu¼gundan, oran testinden f 2 `2 dir. Böylece, 1= (m+ 1)A için basit bir özde¼gerdir;
(4.1) e kaŗs¬l¬k gelen özvektör

f(z) = zm +
1
X

n=1

�n (m+1)(m+2)���(m+n)
n!

zm+n

= zm (1� �z)�(m+1)

dir. Sonuç olarak, g 2 H2 varsayal¬m ve g, A� n¬n tüm özvektörlerine dik olsun. Bu

durumda, her m için

1

2�

Z 2�

0

g
�

ei�
�

(ei�)m (1� �ei�)�m�1d� = 0

dir, böylece  � (z) = z (1� �z)�1 olmak üzere her m için

1

2�

Z 2�

0

ei�g
�

ei�
�

 � (e
i�)m+1d� = 0

dir.  �, D � fz : jzj < 1g de analitik ve D de tekde¼gerli oldu¼gundan, herhangi bir

negatif olmayan k tamsay¬s¬ için, pj � a ! zk, D da düzgün olacak şekilde bir fpjg
polinom dizisi vard¬r; sonuç olarak, f n�g1n=0, H2 yi gerer [28] . Böylece zg (z), H2

de sabittir. Bundan dolay¬ g = 0 d¬r. Bu ispat¬ tamamlar.

Devam etmeden önce, � < 1 durumunda; Aa n¬n aşa¼g¬daki kapal¬ forma sahip

oldu¼gu gösterelim:

(A�f) (z) = z�1
Z z

0

(1� �s)�1 f (s) ds; jzj < 1

dir.

Teorem 4.5 0 < � < 1 için A�� n¬n nokta spektrumu,
�

1
n

	1

n=1
kümedir. 1

n
basit

özde¼gerine karş¬l¬k gelen öz vektörler, kapal¬

f (z) = (�� z)n�1

formuna sahiptir. A�a ¬n özvektörleri H
2 uzay¬n¬ gerer. ( [33] , Rhaly, 1982)

·Ispat. Öncelikle

(A�af) (n) =

1
X

k=n

�k�nf (k)

k + 1

oldu¼guna bakal¬m. E¼ger A��f = g ise, bu durumda

n = 0; 1; 2; : : : için f (n) = (n+ 1) [g (n)� �g (n+ 1)]
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d¬r. Sonuç olarak, e¼ger A��f = 
f ise, bu durumda

f (n) = 
 (n+ 1) [f (n)� �f (n+ 1)]

dir. Bu durumda 0; A�� nin bir özde¼geri de¼gildir (çünkü her n için 
 = 0 ise, f (n) = 0

d¬r). Böylece

f (n+ 1) = ��1
�

1� 1


 (n+ 1)

�

f (n)

dir. Bu e¼ger n � 1 ise bu durumda

f (n) = ��n
n
Y

j=1

�

1� 1

j


�

f (0) (4.2)

olmas¬n¬ sa¼glar. Buradan, bütün özde¼gerler basittir. Kabul edelim ki, 
 62
�

1
m

	1

m=1

olsun. Bu durumda

n!1 için
jf (n+ 1)j2

jf (n)j2
! ��2 > 1

dir, ve oran testinden f =2 `2 dir. Şimdi m pozitif bir tam say¬, 
 = 1
m
alal¬m. (4.2)

de f (0) = �m�1 alal¬m; bu durumda

f(z) =
m�1
X

k=0

0

@

m� 1
k

1

A�m�1�k (�z)k = (�� z)m�1

olur, böylece f 2 H2 dir. Buradan 1
m
, A�� için bir özde¼gerdir.

1
n�
özde¼gerine kaŗs¬l¬k

gelen öz vektör, (m� 1) : dereceden bir polinomdur; bu A�� ¬n özvektörlerinin H2

uzay¬n¬ gerdi¼gini gösterir.

Teorem 4.6 0 < � < 1 için, A� kompakt ve

� (A�) =

�

1

n
: n 2 N

�

[ f0g

dir. E¼ger 0 < � < 1 ise Aa hyponormal de¼gildir (ve böylece altnormal de¼gildir.) (

[33] , Rhaly, 1982)

·Ispat. Lemma 4.2 den bir n pozitif tamsay¬s¬ için,

kAa � (A� �B� (n))k = kB� (n)k � 2�n
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oldu¼gunu görürüz. n!1 için limit al¬rsak, A�, A��B� (n) kompakt operatörlerin
düzgün operatör yak¬nsak limitidir. Dolay¬s¬yla A� kompaktt¬r. � (A�) kapal¬ ve

Teorem 4.4 ile
�

1
n

	1

n=1
� � (A�) oldu¼gundan 0 2 � (A�) d¬r. A� kompakt oldu¼gun-

dan, e¼ger 
 6= 0 ve 
 2 � (A�) ise, bu durumda Teorem 1.21 dan 
 2 �p (A�) ve


 2 �p (A
�
�) d¬r. Böylece � (A�) =

�

1
n

	1

n=1
[ f0g elde edilir. E¼ger A� hyponormal

ise, bu durumda kA�k = r (A�) d¬r (A� n¬n spektral yar¬çap¬) ([25] , Halmos, 1967).

E¼ger � < 1 ise bu durumda r (A�) = 1 dir. kA�k � kA�1k > 1 oldu¼gundan, e¼ger

0 < � < 1 ise bu durumda A� n¬n hyponormal olamayaca¼g¬ aç¬kt¬r.
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[12] Coşkun, C., (1992) A¼g¬rl¬kl¬ ortalama ve p-Cesàro Operatörlerinin Spektrum-
lar¬, Dok.Tezi. Ankara Üniversitesi.
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