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Gözde2
Yeni Damga


OZET
GENELLESTIRILMIS RHALY CESARO MATRISININ ¢, VE ¢
UZERINDEKI SPEKTRUMU, FINE SPEKTRUMU VE AYRIK
OLMAYAN SPEKTRUMU
Cagla DOGAN
Yiiksek Lisans Tezi
Matematik Ana Bilim Dal
Danisman: Dog. Dr. Mustafa YILDIRIM
2018, 50+xi sayfa

Bu tez dort boliimden olusmaktadir:

Birinci boliimde, tezde kullanilan temel tanim ve teoremler verilmigtir. Ba-
nach uzaylar: iizerinde sinirh lineer operatorlerin spektrumu ve cesitli spektral

ayrisimlarindan bahsedilmistir.
Ikinci ve ticiincii boliimler orijinal boliimlerdir.

Ikinci boliimde Genellestirilmis Rhaly Cesaro Matrisinin cq tizerindeki Smirh
ve kompakt oldugu gosterilmistir. Ayrica Bu matrisin ¢, tizerindeki spektrumu

belirlenmis ve gesitli spektral ayrisimlar: elde edilmistir.

Uctincii boliimde Genellestirilmis Rhaly Cesaro Matrisinin ¢ tizerindeki Smirh
ve kompakt oldugu gosterilmistir. Ayrica Bu matrisin ¢, iizerindeki spektrumu

belirlenmis ve gesitli spektral ayrisimlar: elde edilmistir.

Dordiincii boliimde Genellegtirilmis Rhaly Cesaro Matrisinin /5 Hilbert uzayi
tizerindeki Siirli ve kompakt oldugu gosterilmigtir. Ayrica bu matrisin /5 iiz-

erindeki spektrumu belirlenmigtir.

Anahtar Kelimeler: Cesaro operatorii, p-Cesaro operatorii, Rhaly operatorii,
Genellestirilmis Rhaly Cesaro operatorii,

Spectrum ve Fine spektrum.
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ABSTRACT
SPECTRUM, FINE SPECTRUM AND DISJOINT SPECTRUM
OF THE GENERALIZED RHALY CESARO MATRIX ON ¢
AND ¢
Cagla DOGAN
Master of Science Thesis
Department of Mathematics
Supervisor: Associate Prof. Dr. Mustafa YILDIRIM
2018, 50+xi pages

This thesis consists of three parts.

In the first part, basic definitions and theorems used in the thesis are given.
The spectrum and various spectral separations of bounded linear operators are

mentioned on Banach spaces.
The second and third chapters are the original parts.

The second chapter shows that the Generalized Rhaly Cesaro Matrix is bounded
and compact on ¢g. Furthermore, the spectrum of this matrix over ¢y was de-

termined and various spectral decompositions were obtained.

The third chapter shows that the Generalized Rhaly Cesaro Matrix is bounded
and compact on c. Furthermore, the spectrum of this matrix over ¢y was de-

termined and various spectral decompositions were obtained.

In the fourth chapter, it is shown that the Generalized Rhaly Cesaro Matrix
is bounded and compact on the /5 Hilbert space. In addition, the spectrum of

this matrix over ¢, has been determined.

Keywords: Cesaro operator, p-Cesaro operator, Rhaly operator,
Generalized Rhaly Cesaro operator,

Spectrum and Fine spectrum.
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X uzaymdan Y uzay1 iizerinde verilen biitiin simirli lineer operatorlerin kiimesi
X uzay iizerinde verilen biitiin sinirh lineer operatorlerin kiimesi

X uzaymin boyutu

T operatoriiniin deger kiimesi

T operatoriiniin rezolvent kiimesi

T operatoriiniin spekturumu

(M —T)~" operatorii

T operatoriiniin 6zdegerlerinin kiimesi (7" operatériiniin point spektrumu)
T operatoriiniin siirekli spektrumunun kiimesi

T operatoriiniin rezidii spektrumunun kiimesi

T nin apporoximate point spektrumu

T nin defect (eksik) spektrumu

T nin compression (sikigtirma) spektrumu
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1. ON BILGILER

Bu boliimde sinirh lineer operatorlerin Banach cebiri icindeki bir elemanin spek-
trumu ve ince spektrumu kavramlar ile ilerideki boliimlerde kullanilacak olan kom-

pakt operator kavrami ve kompakt operatorlerin bazi 6zellikleri verilmistir.

1.1 Sinirh Lineer Operatorlerin Banach Cebiri

Tanim 1.1 (Lineer Operator) X ve Y wektor uzaylari olsun. Her x,y € X wve

A\ i € C (veya R) icin
Tt + py) = M) + uT(y)

ozelligini gercekleyen T : X — Y fonksiyonuna Lineer Operator (veya Lineer
dontistim ) denir. X wuzayindan Y uzayr icine tanwvmly biitin lineer operatérlerin

ctimlesi L(X,Y') ile gosterilir. (27] , Kreyzing, 1978)

Tanim 1.2 (Smirh Lineer Operator) X ve Y normiu uzaylar ve T : X — Y

bir lineer operator olsun. Eger her x € X icin;
[Tz|| < Cllz|

olacak bicimde bir C' > 0 sayst varsa T operatorine X wzayindan Y uzayr icine
tamamly bir Swnarly Lineer Operator denir. X uzayindan Y wuzay icine biitin sinwrh
lineer operatorlerin kiimesi B(X,Y") ile gosterilir. Eger X =Y ise B(X, X) yerine
kisaca B(X) yazilr.

Eger T sinwrly lineer operator ise

Tx
1T = sup LE21 )
zeD(T) [Eea
x#0

sayrsina T nin normu denir. Dolaysi ile, T sinarl ise
[T || < [|T°[| ||

dir.



Teorem 1.1 X veY normlu uzaylar ise B(X,Y') toplama ve skaler ¢carpma islemleri
ile bir vektor uzayudir ve (1.1) ile tanvmlanan norma gére bir normlu uzaydir ve
ayrica Y bir Banach uzay ise B(X,Y) de bir Banach uzaydir. ([o] , Brown and
Page 1970, sh.105 )

Tanim 1.3 (Dual Uzay) X herhangi bir normlu uzay ise X den C (veya R) ye
tiim swnarl lineer dondisiimlerin ciimlesine X in siirekli duali denir ve X* ile goster-

ilir. Yani X* = B(X,C) dir. ([27] , Kreyzing, 1978)
Simdi de bir X normlu uzay: iizerindeki bir operatoriin adjointini tanimlayalim.

Tanim 1.4 (Lineer Operatériin Adjointi) X veY normlu uzaylarT € B (X,Y)

olsun.
T « Y — X
f(@) =g(Tx) (4)
g — [ = T = goT
oparatorine T' nin adjoint oparatori denir. ([27) , Kreyzing, 1978) ve (14] , Cakar,

1993)

Tanim 1.5 (yansumali uzay) X bir normlu uzay olmak zere

cC X - X
: 9 (f) = f(2),
v o C@) =g

f degisken, X sabit donisimi kanonik orten ise X e yansymaly uzay denir. ([27]

, Kreyzing, 1978) ve ([14] , Cakar, 1993)

1.2 Dizi Uzaylar:1 ve Matris Doniistimleri

Bu boliimde, baz1 dizi uzaylar: ve bu dizi uzaylar1 arasinda tanimli matris doniisiimleri

ile ilgili tanimlar ve teoremler verilecektir.
e Kompleks ya da reel terimli tiim dizilerin uzaymi: s
e sinirhl diziler uzayini:

loo :={x = (x,) : sup|z,| < oo}

2



yakinsak diziler uzaymi:

c:={z=(x,):limz, = ¢,, mevcut}

sifira yakinsak diziler uzayimi:

co:={xr = (x,): liyrlnxn =0}
ile gostecegiz.
¢, ¢o ve Ly uzaylari

2]l = sup [z
n

normuyla birlikte birer Banach uzayidirlar.

1 < p < 0o olmak iizere p.inci kuvvetleri mutlak yakinsak seri olusturan diziler

uzaymi
by, = {z = (x,): Z |z, P < oo}

ile gosterecegiz.

lp, (1 < p < 00) uzayn,

e, = (; :W’)é

normuyla birlikte bir Banach uzayidir.
C:Cozgl,glzgooVegpzﬂq’(5_‘_5:1)

dir.

Ayrica {4, ¢, ¢y yansimali uzay degildir fakat p > 1 icin ¢, bir yansimal uzaydir.

A = (an), (n,k =0,1,2,...) kompleks terimli bir sonsuz matris olsun. Verilen
bir z = (x,,) dizisi icin

o0

Yn = An(‘r> = Zankxkv (TL =0,1,2,.. ) (1'2)
k=0

mevcut ise Ar = (A4,(z)) doniisiim dizisi mevcuttur denir. Eger X ve Y, s

nin iki altciimlesi olmak iizere her = € X icin (A, (z)) doniisiim dizisi mevcut
3



ve (A,(x)) € Y ise A matrisi X den Y ye bir doniisiim tanimlar denir ve
A € (X,Y) ile gosterilir. Toplami veya limiti koruyan matrislerin simfi ise
(X, Y, p) ile gosterilir.

Eger A € (c¢,c) ise A ya konservatif, A € (c,c;p) ise A ya regiiler matris
denir.

(1.2) serisi her n icin yakinsak olacagindan matris doniisiimlerinin lineer oldugu

aciktir.
Simdi toplanabilme teorisinde biiyiik 6neme sahip iki matris 6rnegi verelim.

Ornek 1.1 Bir x = (z,,) dizisini, onun aritmetik ortalamas: olan

_$0+$1+"‘+$n
n—+1

Y="Yn

dizisine dondistiiren operatire Cesaro operatori denir ve (C,1) veya Cy ile gosterilir.

Acikca bu operatore karsilik gelen matris

1 00
11
o-|z27"
' 11
3 3 3
ile verilir. Diger énemli matris ise
1 0 0
11
= 5 0
O — 2P 2P
P 101 1

p— Cesaro matrisidir (p > 1).
Teorem 1.2 A = (a,;) € B(ly) <
1Al == sup Y _ |ans| < o0
"ok

dir. ([30] , Maddox 1970, sh.17} )



Teorem 1.3 A = (a,;) € B(l) <
T S
dir. ([30] , Maddoz, 1970, sh.167 )

Teorem 1.4 A = (a,;) € B(cy) <=
i)
1Al := sup Y |ans| < oo
"ok

i) lim, a,, = 0 (her sabit k icin )

ozelliklerinin gerceklenmesidir. ([30] , Maddox, 1970, sh.220 )

Teorem 1.5 (Kojima-Schur) A = (a,;) € B(c) <~
i)
1A o :=sup Y _ |ank| < o0 (1.3)
"ok

lim Z ang = ap (her sabit p igin)
k=p

ozelliklerinin gerceklenmesidir. ([30] , Maddoz, 1970, sh.170 )

Teorem 1.6 A € B(c) olsun. Eger A (1.3) ézelligini gercekleyen bir A~ inverse
sahip ise A=t € B(c) dir. ([a7) , Wilansky 1984, sh.92 )

Lemma 1.1 X(= ¢, ¢, 0y, l) ve Y (= co, ¢, by, ls) olmak tzere her swmrl T :
X — Y lineer operatiri kompleks terimli bir sonsuz matris ile verilebilir. (]ao]

, Taylor 1980, sh.221-223 )

Lemma 1.2 T : ¢y — ¢q bir lineer dontistim ve T : b1 —— (1, T*g=go T,
g € ¢ = 4y 1se bu durumda T ve T* Lemma 1.1 den bir matris gosterimine sahiptir

ve ayrica T* : by — {1, T nin transpozudur. ([a7] , Wilansky 1984, sh.266 )

Lemma 1.3 T : ¢ —— c¢ bir lineer doniisim ve T* : {y — ly, T*g = go T,

gec* =Vl iseT veT* Lemma 1.1 den birer matris gosterimine sahiptirler. Ayrica
5



T* : 01 — {1 doniistimii,

x(lima)  (9n)50
(ar)io M!

T =A* =

X (hmA> 190 191 192

(1.4)
Qo Qoo a1p G20
= a Qo1 @11 a1
a2 Qo2 dA12 (22

ile verilir. Burada

X(limy) = limy e — ZlimA s
k=0

U = X(Pn © T)a
ank = Pa(T(ex)) = (T(ex))n
(1a7] , Wilansky 1984, sh.267 )

Tanim 1.6 X ve Y normlu uzaylar D (T) C X olmak tizere T : D (T) — Y lineer

bir operator olsun. Eger T nin
G(T)=A{(z,y):2€ D(T), y=Tx}

seklinde tamimlanan grafigi, X XY normiu uzayinda kapali ise T ye kapaly lineer

operator denir. ([27] , Kreyzing, 1978) ve (14] , Cakar, 1993)

Teorem 1.7 (Kapali Grafik Teoremi) X ve Y normlu uzaylar D (T) C X ol-
mak tzere T : D (T) — Y kapali lineer bir operator olsun. Eger D (T') tanim kiimesi

X de kapaly ise T operatori sinvrludur. ([27] , Kreyzing, 1978) ve (4] , Cakar, 1993)

1.3 Sinirh Lineer Operatorlerin Spektrumlar:

Spektral teori, modern fonksiyonel analizin ana dallarindan birisi olup, belirli ters
operatorlerle bunlarin genel ¢zelliklerine ve esas operatorle olan bagimtilariyla il-
igkilidir. Operatorlerin spektral teorisi, operatorlerin kendilerini anlayabilmemiz

acisindan ¢ok onemlidir.



Tamim 1.7 X agikar olmayan kompleks normlu bir uzay ve D(T) C X olmak tizere,
T : D(T) — X lineer bir operator olsun. \ kompleks bir sayr ve I, D(T') tizerindeki

Ozdeslik operator olmak tizere, T operator ile,
Ty =T — M\ (1.5)

operatorini esleyelim.

T\ man bir tersi varsa, bunu R (\;T'), yani,
RONT) =T = (T — )~ (1.6)

ile gosterip, buna T nin resolvent operatéri ya da kisaca T min resolventi diyecegiz.
T operatorinin belirli olmasy halinde, yazmada kolaylk saglamak tzere R (X\;T)

yerine Ry yazacagiz. ([27] , Kreyzing, 1978) ve ([14] , Cakar, 1993)

e R(\;T), Thx = y denklemini ¢dzmemize yardimc1 oldugundan, kullanilan "
resolvent " sozciigiiniin uygunlugu ortaya ¢ikmaktadir. Buna gore, R (A\;T)

mevcut olmak tizere, r = Ty 'y = R (\; T) y yazabiliriz.

e Daha da 6nemlisi, Ry nin 6zelliklerinin incelenmesi, 7" operatoriiniin kendisinin

anlagilmasi icin esas olmaktadir.

e Dogal olarak, T ve Ry nin bir ¢ok tzellikleri A ya bagli olmaktadir. Ve spektral

teori bu ozelliklerle ilgilenen bir daldir.

e Bunlarmm yani sira, R (\;7T) nin lineer bir operatér oldugunu belirtip, 7', T) ve
Ry nin incelenmesinde gereksinim duyacagimiz, baz temel kavramlar: tanim-

layarak konumuza devam edecegiz.

Tanmim 1.8 (Regiiler Deger, Resolvent Ciimle, Spektrum) X # {0} kom-
pleks normlu bir uzay ve T : D(T) — X, D(T) C X olmak dizere, lineer bir
operator olsun. T nin bir \ regiiler degert,

(R1) R(X\;T) mevcut,

(R2) R(\;T) swnarh,

(R3) R(\;T) X de yogun bir ciimle tizerinde taniml

olacak sekilde kompleks bir saypdir. ([27] , Kreyzing, 1978) ve (4] , Cakar, 1993)
7



T nin biitiin regiiler degerleri olan A larin olugturdugu p(7', X) ciimlesine ise, 7" nin
resolvent kiimesi denir.

(T, X) = C\p(T, X) (1.7)

ciimlesine de T nin spektrumu denir ve bir A € o(T', X) sayisina da T nin spektral
degeri denir. Eger Thx = (T'— M )x = 0 ( yani Tx = Az ) olacak sekilde sifirdan
farkl bir x vektorii varsa, bu durumda A ya 7" nin bir 6z degeri ve x e de \ ya karsilik
gelen bir 6z vektor denir. D(T') nin, 7" nin A 6z-degerine kargilik gelen biitiin 6z-
vektorleriyle, 0 dan olusan altuzayina, 7' nin, A 6z-degerine karsilik gelen 6z-uzay1
denir. T nin tiim 6z degerlerinin climlesine 7" nin point spektrumu denir ve o, (7, X)
ile gosterilir. o, (1, X) C o(T, X) oldugu aciktir.

Baz1 dizi uzaylan tizerinde c¢esitli matris doniigiimlerinin spektrumu belirlenmigtir.

Bunlardan bazilarina kaynaklar kisminda yer verilmistir: [2] ,[10] ,[11] ,[15] ,[31] ,[32]

J[32] ,[33] ,[41] .

1.3.1 Smnirh Lineer Operatorlerin Dogal Spektral Ayrisimi

Boylece (T, X) = C — p(T, X) oldugundan, eger A € (T, X) ise

(1) (A = T)~! mevcut,

(2) (M —T)7" sirhy,

(3) (M —T)~! X icinde yogun bir ciimle {izerinde tanmimh
ozelliklerinden en az biri gerceklenmez.
Eger X bir Banach uzayi ise p(T', X), C nin acik bir altciimlesi ve dolayisiyla o (T, X),
C nin kapali bir altkiimesidir.
Simdi bu ayrigimin ilkini verelim.
X bir Banach uzay1 ve T' € B(X) olsun. o(7T) spektrumu agagidaki sekilde tanim-
lanan ayrik ii¢ ciimleye parcalanabilir:
& R, (T) mevcut olmayacak sekildeki ciimleye nokta spektrum ya da diskret
spektrum ad verilir, ve 0,(7") ile gosterilir. Tanim geregi, A € 0,(7") ise A, 7" nin

0z-degeri olur. Yani
op (1) =0,(T,X) ={NeK: Tz =z, v # 0} (1.8)

dir.



& 0.(7T) siirekli spektrumu ise, R)(7") mevcut olup (R3) ii saglayacak ancak (R2)
yi saglamayacak, yani R)(7") simrsiz olacak sekilde bir ciimledir.

& 0, (T) reziidii spektrumu da, R,(7") mevcut olup ( smurh ya da siirsiz ), (R3)
gerceklemeyecek sekilde bir ciimledir. Yani eger Ry (T') resolvent operatorii mevcut,
fakat onun R (7)) = R (A —T) tamm bolgesi (smirh ya da sinirsiz olarak) X de
yogun degilse, bu durumda A\ € K ya 7" nin 0,(7") reziidii spektrumuna aittir denir.
Burada adi gecen bazi ciimleler bog olabilir. Asagidaki Teoremden de goriilecegi
gibi, sonlu boyutlu hallerde, o.(T) = 0,(T) = 0 dir, yani spektrum sadece nokta

spektrumdan olusur.

Teorem 1.8 X # {0} sonlu boyutlu bir normlu uzay ve T : X — X lineer operator
olsun. Bu durumda o, (T, X) = o(T, X) dir. ([27] , Kreyzing, 1978) ve ([14] , Cakar,
1993)

Eger X sonsuz boyutlu uzay ve T' € B(X) ise 0,(T, X) C o(T, X) bagintis1 genellikle
kesin bir bagintidir.

Acik olarak A € 0, (T, X)) <= A\ — T doniistimii 1-1 degildir. ([9] , Brown and Page
1970, sh.230 )

Bu kavramlar1 daha iyi anlayabilmek icin, bazi genel uyarilar verecegiz.

Ik olarak, yukardaki tabloda adi gecen dort ciimlenin ayrik oldugunu ve bunlarin

bilesiminin biitiin kompleks diizlemi olusturdugunu soylemeliyiz, yani
o(T)=0,(T)Uo(T)Uo,(T), 0,(T)Jo(T)Uo,(T)Up(T)=C (1.9)

o) (T) N oo(T) =0, 0,(T) N 0n(T) = 0, 5o(T) Uy (T) = 0 (1.10)

dir. Ayrca, eger, R(\;T) resolventi mevcut ise, daha 6nce de soyledigimiz gibi
lineerdir. Ayrica R (\;7T) : R(Ty) — D(T)) nin mevcut olmasi igin gerek ve yeterli
kogulun, Thx = 0 mn x = 0 sonucunu, yani; 7\ nin sifir uzaymin {0} oldugunu
gerektirmesi oldugunu da biliyoruz. Burada R(7)), T\ nin deger bolgesidir.

Hilbert uzaylarindaki self-adjoint operatorler i¢in o,.(7') = () dir. Dolayist ile bu

ayrigim yalmzca o,(7") ve o.(7) den olusur.

e Yukaridaki kavramlar: daha iyi anlamamiza yardimci olacak bazi ifadeler agagi-

dadar:



Lemma 1.4 (R, nin tanim bolgesi) X kompleks bir Banach uzay, T : X —
X lineer bir operator ve A € p(T') olsun.

(a) T nin kapals, ya da,

(b) T nin sinarl

oldugunu varsayalim. Bu durumda, R (X\;T), X wzayimn timi dzerinde taniml

olup synarlidur. ([27] , Kreyzing, 1978) ve ([14] , Cakar, 1993)

Tanim 1.8 de verdigimiz kosullar asagidaki tablo ile tzetleyebiliriz:

R(NT) R(\T) R(\T)

mevcut ve sinirli | mevcut ve sinirsiz | meveut degil

RN -T)=X Aep(T) — A€o, (T)
R —T)#X,

RN -T)=X Aep(T) A€o (T) A€o, (T)
RN -T)#X A€o, (T) A€o, (T) A€o, (T)

Tablo 1 Spektrumun Ayrigimi

Tablo 1 de "-" ile gosterilen kisim imkansizdir. Ciinkii X bir Banach Uzay1 oldugun-

dan Teorem 1.7 (Kapali Grafik Teoremi) dan,
RM—-T)=X = RN -T)=X =X = R\ - T) kapali = A — T siurhdr.
Sonug olarak, kapali grafik teoreminden

RNT):=M-T)"  (Aep(T) (1.11)
ters operatorii p (T') rezolvent kiimesi iizerinde daima sinirhdir.

e Tablo 1 de verilen ayrisima spektrumun dogal ayrisimi denir.

Teorem 1.9 X # {0} bir normlu uzay ve T' € B(X) olsun. Bu durumda
o(T*, X*) C o(T,X) dir. Eger X bir Banach uzay ise o(T*, X*) = o(T,X) dir.
(Is] , Brown ve Page 1970, sh.242 )
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6] de, D (7, 0,0, s) operatoriiniin £, ve bv,, iizerindeki spektrumu belirlenmis ve point,
rezidii ve siirekli spekral ayrigimi yapilmigtir. [3] de, Alt ii¢gensel double-bant ma-
trislerinin ¢, tizerindeki spektrumu belirlenmis ve point, rezidii ve siirekli spekral
ayrisimi yapilmistir.  Dizi uzaylar iizerindeki operatorlerin bu spektral ayrigim

bircok yazar tarafindan yapilmis olup, halen yapilmaya devam etmektedir.

1.3.2 Smrh Lineer Operatoriin Ince Spektrumu (Goldberg Simiflandir-

masi)

X bir Banach uzay1 ve T € B(X) olsun. 7" nin goriintii uzay1 R(T") ve R(T) nin X
icindeki kapamsim R(T) ile gosterelim. Bu durumda R(T') icin:

(I) R(T) =X

(I1) R(T) = X, fakat R(T) # X,

(L) R(T) # X

ve R(T) iizerinde g6z 6niine alman 7! icin:

(1) T~ mevcut ve siirekli,

(2) T~ mevcut fakat siirekli degil,

(3) T-! mevcut degil.

durumlar: vardir. ([22] , Goldberg 1966, sh.58 )

Miimkiin olan biitiin olasiliklar diigiiniildiigiinde dokuz farkli durum olusur. Bunlari,
Iy, I, I3, 11y, I 15, 15, 111,111, 1113

ile numaralandirilacagiz.

Ornegin, eger bir operatér 11, durumunda ise W 4 X ve T~! mevcut fakat
stirekli degildir. Ayrica kapali grafik teoreminden I, = () dir.

Simdi Goldberg in bu simflandirmasin1 7" € B(X) olmak iizere T\ := A\ — T oper-
atorii icin tekrar yazarsak, R(T\ = A\ — T)) icin:

(I) (M —T)~! ortendir.

(II) ROM —T) = X, fakat RN —T) # X,

() RO = T) # X

ve R(A — T) iizerinde goz 6niine alnan (A — T')~! icin:

(1) A — T déniistimii 1-1 ve (A —T)~! simirh
11



(2) M — T déniistimii 1-1 fakat (Al — T)~! sirsiz

(3) M — T doniisiimii 1-1 degil.

dir. ([3s] , Rhoades, 1989 )

Buna gore A\, T\ = M — T € I, veya II; olacak sekilde bir kompleks say1 ise
acikca A € p(T,X) ve I = ) ve diger durumlarda A € o(T, X) dir. Dolayisiyla T
operatoriiniin spektrumunu alt1 parcaya ayirabiliriz. Ornegin T\ = A\ — T € I1, ise

A € 11,0(T, X) yazariz. Boylece o(T, X) ciimlesini;
Lo(T, X), [1,0(T, X), [ I0(T, X), [T 1,o(T, X)), [T 1,0 (T, X), [1 I;0(T, X)

seklinde parcalara ayirabiliriz. Bu ayrisima T operatoriiniin ince Spektrumu denir.

Ornegin, eger Th = A — T € [11y ise A € [11,0 (T, X) yazacagiz.

(3)
R(NT)

(2)
R(\T)

(1)
R(\T)

mevcut ve simirh

mevcut ve siirsiz

mevcut degil

(I) |RM-T)=X| Xep(T) - A€o, (T)
RO —T)#X

(II) |[RM-T)=X| Xep(T) A€o, (T) A€o, (T)

(IIN | RM-T)£X | Xeo,(T) A€o, (T) A€o, (T)

Simdi bu spektral ayristirmada cok faydali olan asagidaki Teoremleri ispatsiz olarak

verelim.

Teorem 1.10 Eger T* donisimi sinarl bir inverse sahip ise R(T*) kapalidir. ([22]

Tablo 2 Spektrumun Goldberg Siniflandirmasi

, Goldberg 1966, sh.58 )
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Teorem 1.11 i) R(T*)" > N (T)

ii) Eger D (T*) total ise, bu durumda N (T) = R(T*)" N D (T) dir-.

iii) R(T*) ¢ N (T)" dir.

Ozellikle, T nin yogun géorintiye sahip olmasu icin gerekli ve yeterli kosul T* doniisiiminiin

1-1 olmasidur. ([22] , Goldberg 1966, sh.59 )

Teorem 1.12 Eger T wve T* wn her ikisi de birer inverse sahip iseler (T*)™! =

(T—1)* dir. ([22] , Goldberg, 1966, sh.60 )

Teorem 1.13 R(T*) = X* olmasi icin gerekli ve yeterli kosul T nin sinarl bir

inverse sahip olmasidur. ([22] , Goldberg, 1966, sh.60 )

Teorem 1.14 R(T) = X wve T nin bir stmarl inverse sahip olmast icin gerekli ve

yeterli kosul R(T*) = X* ve T wn sinarle bir inverse sahip olmasider. ([22] , Goldbery,

1966, sh.60 )

X Banach uzay1 yansimah degil ise B(X) ve B(X™) icin asagidaki diyagram Wenger

tarafindan 1975 yilinda verilmistir.

e
111,
1T
11
11,
15
I3
Iy

I

T*

I, I, I3 IT, I, ILITLITLIT],

T

Tablo 3. Eger X Banach uzay:
yansimalidegil ise B(X) ve B(X™) i¢in tablo
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Ornegin T nin siirh bir inverse sahip olmast icin gerek ve yeterli kosul R(7T*) = X*
olmas1 gerektigi tablodan izlenebilir.

Yildirim [42] ,[43] ,[44] ve birkag makalede daha Rhaly operatoriiniin gesitli dizi uzay-
lar1 tizerindeki spektrumu ve fine spektrumunu belirlemistir, 6rnegin bunlarin bazilar
4] , [8] , [12] ,[13] ,[16] ,[20] ,[23] ,[24] ,[26] ,[29] ,[34] ,[35] ,[37] ,[42] ,[46] referanslar kisminda
yer almaktadir. Bu konuda bir ¢gok makale bulunmaktadir ve bu konuda caligmalar

halen devam etmektedir.

1.3.3 Apporoximate point spektrum, defect spektrum ve compression

spektrum

Tanim 1.9 a) X bir K cismi tizerinde Banach uzay ve T' € B (X) olsun. (x,) C
X dizisi i¢in eger, n — oo iken | Tx,|| — 0 ve ||z,|| = 1 ise (z,,) ye T igin bir Weyl
dizisi denar.
Ornegin, £, deki ex = (0,0,...,1,0,0,...) = ;i olmak tizere {e;} taban elemanlar:
(Tzy), = (%) operatérii igin bir Weyl dizisidir.
b)

Oap (T) :={N € K: X[ =T i¢in bir Weyl dizisi mevcuttur} (1.12)

kiimesine T' nin apporoximate point spektrumu denir.

¢)
o5 (T) :={N € K: X =T orten degil} (1.13)

alt spekturumuna T nin defect (eksik) spektrumu denir.

Tamvmdan eger X € 04,(T) ise Vo € X igin |A\x — Tx|| > c||z|| dir. Denk olarak bu,
inf {||[Ae = Te|| : e € S1(X)} >0 (A & 04,(T)) (1.14)

biciminde ifade edilebilir.

(1.12) ve (1.13) altspektrumlar
0(T) = 04p(T)Uos(T) (1.15)

spektrumunun (ayrik olmasi gerekmeyen) bir ayrisgymadar.
d)
oo (T) = {AeK:R(M—T) ;éX} (1.16)
14



kiimesine de T nin compression (sikistirma) spektrumu denir. (5] , Appell ve ark,

2004)

Oap (1), 05 (T), e (T') alt spektrumlar

o(T) =04 (T)Uos(T)

(1.17)
o(T) =04 (T)Uo.,(T)

spektrumun ayrik olmasi gerekmeyen bir ayrisimdir. o, (17') C 04, (1) ve 0., (T') C
o5 (T) oldugu agiktir. Ayrica o (T) = 0, (T) U o.(T) U o, (T) esitligi ile bu alt

spektrumlar: kiyaslarsak

0, (T) =0c(L)\o,(T)

(1.18)
oo (T) =0 (T)\[op(T) Uoeo (T)]

elde ederiz.
Bazen bir sinirh lineer operatoriin spektrumunu hesaplamak i¢in onun adjoint oper-

atorii faydali olabilir. Bunun i¢in agagidaki teorem cok kullanighdir.

Teorem 1.15 Bir T € B (X) operatorinin ve onun T* € B(X*) adjointinin

spektrumu ve alt spektrumu i¢in asagidaki iliskiler dogrudur.

Biz bu kismi approximate point spektrumun oénemli bir topolojik ozelligi ile kapat-

acaglz.

Teorem 1.16 Asagqidakiler dogrudur

a) T € B(X) igin 0o (T') C 04y (T)

b) T € K(X) i¢in 0o (T') = 04, (T) dir. (5] , Appell ve ark, 2004)
15



Simdi, bunlar1 asagidaki tablada 6zetleyelim.

(1)

(2)

(3)

R(\T)

mevcut ve sinirh

R(NT)

mevcut ve sinirsiz

R(NT)

mevcut degil

() |ROI=T)=X| Xep(D) - € o (T)
RO —T) #X

() |RO0M=T)=X | Aep(T) N€ow(T) | A€ ou(T)

)\EO’g(T) )\EO'(;(T)

(IID) | RM-T)#X| Aeos(T) A€ oy (T) A€ ooy (T)

)\EO'(;(T) )\EO'(;(T)

A€ oe(T) A€ oe(T) A€ oe(T)

Tablo 4 ilk kez Bagsar-Durna-Yildirim tarafindan 2010 yilinda [7] bildiri olarak sunul-
mugtur. Sonra Amirov-Durna-Yildirim tarafindan 2011 yilinda[i] de Cesaro, Rhaly
ve agirlikh ortalama operatoriiniin ¢y, ¢ ve ¢, tizerinde daha 6nce belirlenmis olan

spektrumunun bu ayrigimi verilmistir. Bu tablo bir¢ok yazar tarafindan kullamilmistir,

Tablo 4. Spektrumun Altboliimii

ornegin [17] , [18] ,[19] , [45] , [21] makalelerden bazlaridir.

Simdiye kadar verilen tamimlar yardimiyla, spektrumun bu ayrigimlari arasindaki

iligkiyi veren Tablo 1.1 ve Tablo 1.2 yi birlikte diisiiniirsek asagidaki tabloyu olus-
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turabiliriz.

(1) (2) (3)
R(NT) R(NT) R(NT)

mevcut ve siirll | mevcut ve simirsiz | meveut degil

A€o, (T)

(I) | RIM-T)=X Aep(T) - A€ g (T)
RN -T)#X Aeo.(T) A€o, (T)

(II) |RAM-T)=X Aep(T) A€ aa(T) A€ g (T)
A€ os(T) A€ as(T)

A€o, (T) A€o, (T) A€o, (T)

(III) | R\ —-T) # X A€o (T) A€ oy (T) A€ agp(T)
Aeos(T) Aeos(T)

A€ g (T) A€ e (T) A€ e (T)

Tablo 5. Spektrumun tiim ayrigimlar

1.4 Kompakt lineer operatorler

Kompakt lineer operatorleri kisaca hatirlatayim.

Tanim 1.10 (Kompakt lineer operatorler) X wve Y iki normiu uzay ve T :
X — Y lineer operator olsun. Bu durumda X in her M swmrlh alt kiimesi icin

T (M) rolatif kompakt, yani T (M) kompakt ise T' ye kompakt lineer operator ( yada

timiyle siirekli lineer operator ) denir. ([27] , Kreyzing, 1978) ve ([14] , Cakar, 1993)

Bir kiimenin kompakthgi tanimindan operatorlere iligkin yararhi bir kriter elde ed-

eriz:

Teorem 1.17 (Kompaktlik Kriteri) X ve Y normlu uzaylar ve T : X — Y
lineer bir operatéor olsun. Bu durumda,

T kompakt operatordir <= X deki her simarl (x,) dizisinin T altindaki (Txy,)
gorintisi Y de yakinsak bir alt diziye sahiptir. ([27] , Kreyzing, 1978) ve ([14] ,

Cakar, 1993)
17



Simdi de bir operatoriin kompaktligini gostermekte kullanigh olan iki teorem

verelim.

Teorem 1.18 (Sonlu Boyutlu Tanim ya da Deger Kiimesi) X ve Y normlu
uzaylar ve T : X — Y lineer bir operator olsun. Bu durumda,

a) T sirl ve dim R (T') < oo ise T' operatoric kompakttar.

b) dim X < oo ise T' operatori kompakttur.([27] , Kreyzing, 1978) ve ([14] , Cakar,
1993)

Teorem 1.19 X ve Y Banach uzaylar ve T € B (X,Y) olsun. Bu durumda T nin
bir kompakt operatér olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul T operatériinin kompakt

olmasidur. ([38] , Rudin 1973, sh.99)

Bir T" operatoriin kompakthgy, 7" ye diizgiin operator yakinsak olan bir (7},) kompakt

lineer operatorlerin bir dizisini bulmakla agagidaki teorem ile gosterilebilir.

Teorem 1.20 (Kompakt Lineer Operatorlerin Dizisi) X ve Y birer Banach
uwzayr, T € B(X,Y) ve her n i¢in T,, € B(X,Y) ve dim R (T,,) < oo olsun. Bu
durumda

lim ||, — T =0

ise T bir kompakt operatordiir. ([38] , Rudin 1978, sh.106)

1.4.1 Kompakt lineer operatoriin Spektrumu
Teorem 1.21 Eger X bir Banach uzay, boyX = oo, T € B(X) ve T kompakt

operator ise 0 € o (T) dir. ([38] , Rudin, 1973, sh.99)

Teorem 1.22 (Eigen-degerler) X bir Banach uzay, T € B (X) ve T kompakt
operator olsun. Bu durumda eger A # 0 ve A € o (T) ise A, T ve T* operatirlerinin

bir ézdegeridir. ([3s] , Rudin, 1973, sh.99)

Teorem 1.23 Eger X bir Banach uzayp, T € B(X), T bir kompakt operator ve
A # 0 ise T — N kapaly gorintiye sahiptir. ([38] , Rudin 1973, sh.101)
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2.

GENELLESTIRILMIS RHALY CESARO MATRISININ ¢, UZz-

ERINDEKI SPEKTRUMU, FINE SPEKTRUMU VE AYRiIK OLMAYAN
SPEKTRUMU (APPOROXIMATE POINT SPEKTRUMU, DEFECT
SPEKTRUMU VE COMPRESSION SPEKTRUMU)

—_
=)
o O

0y = (2.1)

¢ Wl N
¢ Wl N

¢ Wl

Cesaro matrisini ¢, tizerindeki spektrumu Reade tarafindan 1985 [32] de asagidaki

sekilde belirlenmigtir.

Cesaro operatorii regiilerdir, yani C; € (¢, ¢;p) dir.

¢ uzayma izometrik olarak izomorf olan /¢; iizerinde goz ¢niine alman Cf

adjoint operatorii (2.1) ile verilen C' = (¢,x) matrisinin transpozu, yani

L 0<n<k
* k+1 — = (22)

olmak tizere C* = (c,.) ile verilir. ([31] , Okutoyi 1986).
o, (C,c) =0 dur.
o, (C*, 0) ={AeC: |- <1} U{l} dir

o (C,c) ={NeC: ‘)\—%| < 11 dir.

1 0 00

2 2 00
SEEEX

£ ¢ %40

matrisine Genellestirilmig Rhaly Cesaro Matrisi denir. o = 1 alindiginda yukaridaki

C; Cesaro matrisi elde edilir ve bunun ¢, tizerindeki spektrumu yukaridaki gibi

belirlenmigtir.
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Genellestirilmis Rhaly Cesaro operatorsiiniin ¢? iizerinde alt siniri [36] tarafindan
belirlenmisgir.
Ayrica bazi yazarlar tarafindan kompakt olan bazi matrislerin ¢q dizi uzay1 iiz-

erindeki spektrumlar1 belirlenmistir. Simdi asagida buna iliskin ¢rnekler verelim.

1 0 O
1 1
% 3 0
C,=1 " 21 , (2.3)
3 3 3P

p—Cesaro (p > 1) matrisinin ¢y iizerindeki spektrumu Cogkun tarafindan 1997

yilinda [13] de asagidaki sekilde belirlenmigtir.
o C, € B(c) ve |Gyl =1 dir.
o (), ¢ lizerinde kompakt lineer operatordiir.

1
® O'p(Cp,Co): {mm—0,172,} dir.

/ / 1 :
° O'p(Cp,(Co) zﬁl)z{mmzo,l,l} dir.
L] O'(Cp,C())I{mlmzo,l,Q,...}U{O}dlr.

o 0¢€ Ilo(Cp, cp) dir.

e m=20,1,2,...0i¢in A = 5 € 11130 (C), co) dir.

1
(m+1)

a 0 0 0

a; aq 0 0

as das as das 0

seklindeki sonsuz matrise Rhaly matrisi denir. Eger a, = 5 alnirsa Cesaro matrisi

ve a, = ﬁ, p > 1 alimirsa p—Cesaro matrisi elde edilir. L = lim,(n + 1)a, =0

oldugu durumda, bu matrisin ¢, iizerinde kompakt lineer bir operatér oldugu 1996

yilinda [42] de Yildirim tarafindan gosterilmis ve agagidakiler elde edilmigtir.
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e L = lim,(n+ 1)a, = 0 = M Rhaly matrisi ¢y iizerinde simrh lineer bir

operatordiir.
e L =1lim,(n+ 1)a, =0 = M, ¢, iizerinde kompakt bir operatordiir.
o L=Ilim,(n+1)a, =0= 0,(M,cy) =5 dir .
o L =Ilim,(n+1)a, =0= o,(M* ¢} =) =25 dir.
e L=Ilim,(n+1)a, =0= o(M,cy) =S U{0} dir.
o L =Ilim,(n+1)a, =0= 0¢ [I,0(M,cp) dir.

o L=Ilim,(n+1)a,=0= A=a,,(m=0,1,2,..)icin X\ € [1130(M,cp) dir.

Simdi 0 < a < 1 i¢in A, Genellestirilmis Rhaly Cesaro Matrisinin ¢, tizerindeki

Spektrumu ve gesitli spektral ayrisimlarini elde edelim.

2.1 Genellestirilmis Rhaly Cesaro Matrisinin ¢ iizerindeki Simirlilig:

Simdi Genellestirilmis Rhaly-Cesaro matrisinin ¢y dizi uzay: tizerinde siirh lineer

bir operator oldugunu gosterip normunu bulalim. Bu tez boyunca
O<a<l1

alimacaktir.
Teorem 2.1 A, € B(co) ve [[Aal gy =1 dir.

Ispat. Teorem 1.4 den,

D) [ Aall = sup Y |an| < o0
Ay € Bc) <= oy
i) limap, =0

ozellikleri gerceklenmelidir.

. n an—k n
1) [|Aall = sup 3y lank| = sup3_;_g ’n_—‘,—l < SUP%H dkol=1
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an—Fk 0<a<1
n+1 0 dur

yani; || Ayl < 1 dir. Boylece A, € B (cp) dir. Ayrica,

i) lima,;, = lim
n

azgtzy a2mo+am1 +z9 a3z0+a2ml+am2+m3
zo, 2 ) 3 5 1 PRE

|| Az||
A p— CO p—
H Ot” Sig H ”CO okt Ha:”co
2=(1,0,0,...)€co H( ‘*%) B
?j}e) 1 _Sup}n—i—ll 1

olacagindan [|A. |5, =1 dir. =

2.2 Genellestirilmis Rhaly Cesaro Matrisinin ¢, tizerindeki Kompakthgi

Simdi Genellesgtirilmis Rhaly-Cesaro matrisinin ¢y dizi uzay: tizerinde Kompakt li-

neer bir operator oldugunu gosterelim.
Teorem 2.2 A,, ¢y tizerinde kompakt bir operatordiir.

ispat .

Wl =

1
Ag) (x) = (:Uo,ﬁ(axo—l—a:l), (a 330+a.7cl+x2 Z&n "1, 0,0, )

olsun. Vr € N i¢in dim (A}, (co)) = r + 1 < oo dur. Teorem 1.18-b den Vr € N i¢in

AL, ¢y tizerinde kompakt operatordiir. Vo € ¢ igin

1 r+1 1 r+1
n—r—1 § n—r—2
(070’.”’7“4——2 E « iEk,T+3 (0% .flfk,)

k=0 k=0

W%—Mmmu{

€0

= SUp,>,

T T
1 Z a" | < (Suanr et Z Oén_T) [l

k=0 k=0
= SUp,>, 37 (0" +a" a1 2]

_anfl —am 1
= [l sup,s, 7555 = 12 sup,, (1 e )
< 1H_”$ — 0, (r — oo iken)
[(e— D)@ 1 aoae .
— ||Aa ‘ <sup Tz < 1_Oésgp 1 — 0, (r — oo iken)

dir. Buradan Teorem 1.20 den,

— A" — A, (D.0.Y) = A, kompakt operatordiir.
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2.3 Genellestirilmis Rhaly Cesaro Matrisinin ¢, iizerindeki Spektrumu

Simdi Genellestirilmis Rhaly-Cesaro matrisinin ¢y dizi uzay iizerinde spektrumunu

belirleyelim.

Teorem 2.3 0, (Aq,c0) = {1 :neN} =5 dir

ispat.
4
o = /\ZL’O
5 (azg + 21) = A1y
5 (@Pmg + azy + 12) = \29
Ayt = A1 <= (2.4)
1 (@Pzo + o’z + aws + 13) = Ax3
k=0
\ c
olsun.

i) 1. denklemden (1 — X) zo = 0 dir. Eger g # 0 ise bu durumda A = 1 dir.

= % (axg + 1) = 11 = %aa:o = %xl = I = axy
= 1 (a®zo+ azy + 1) =12 = 20’10 =210 = 22 = o’
= Tp,=0a"xy, 19 # 0, 0<a<1

= (z,) = (a™zg), ©op = 1 alirsak, o € (0,1) i¢in (z,,) = (o) — 0 dir. Boylece
0# x = (z,) € ¢y dir. Dolayisiile A =1 € g, () dir.

ii) Simdi de x¢ = 0 olsun.

1 1 1
:>§I1:)\ZL’1:><)\—§)ZL’1:0:>ZE17£0:>)\:§

= % (g + xg) = Ao = %04561 = %xg = 19 = 207

= % (aPx1 + azs + 23) = A\vg = %ale = }lxg = 13 = 301,

23



=, =na" o, 20=0, 1 =1, a € (0,1)

Tn+41
Tn

Y

" S la] <1

>zl
n

= Tyl <o0o=x, —0=x=(x,) €
>
n

1
:>)\:§EO'Z)(C())

Eger x = (x,) dizisinin sifirdan farkh ilk bilegeni z,, ise m;—l—l (Z Ozm_kxk) = A\,
n=0
denkleminde x¢g = z; = --- = x,,_1 = 0 olacagindan

1
m—+ 1

dir. Boylece (2.4) denkleminden

1 - 1
H > . Z m+1—k _ .
er n 7”I”L1(;1nn_|_1 (k:ma T m+1$

denklemleri gerceklenir.

1 1
m = ATm AN —— )2, =0, z,, #0 iken A = ——
x x :>< m+1)x Ty # 0 iken e

1 1
P (AT + Ty1) = i Tmt1 = Tpmi1 = (Mm+1)az,
m+2
1 2—k _4! _ (m4+1)(m+2) 2
m+3 E :aWr Tk | = mqtm+2 =7 Tmy2 = g O Tm
k=m
m—+3
1 3—k 1 _ (m+1)(m+2)(m+3) 3
m+a E :a"” Tk | = mg¥m+3 = Tmg3 = ( 3l Q" Tm
k=m
m—+4
1 4—k _ 1 _ (m4+1)(m+2)(m+3)(m+4) 4
m+5 § :O‘m+ Tk | = miqTmtd = Tmta = el i(, Jm+d) (g,
k=m
.. m+1)(m+2)---(m+n
= Vn > 1i¢in x4 = ( ) )-( )a”xm

n!

elde edilir. Buradan

A mt2) (i) (mtntl),
— (m—+1)(m+2)--(m+n) la] = o] <1

Tm+n+1

mm—i—n

oldugundan Z |Tmin| < 00 ve boylece (,1,) € o dir. Boylece

n

1
)\:m—i—l € 0, (Aa, o)

dir. Boylece Vm igin 6z degerler basittir ve L € 0, (A,, o) dir. Yani 0y, (Aa, co) =

{% m = 1,2,...} =Sdir. m
24



Lemma 2.1 ¢ = {; ‘zerinde goz oniine alinan A, Genellestirilmis-Rhaly-Cesaro

matrisinin (A,)* adjoint operatérii A, matrisinin transpozudur, yani

akfn
* k+1 ’Ognék
App =

0 ,n>k

seklindedir.
Ispat. Lemma 1.2 dan aciktir. m
Teorem 2.4 o, (A%, c; = 0) =S dir.

Ispat. Lenmma 3.1 dan, A?, A nin transpozudur. A’z = Az olsun. x # 0 olmak
tizere n > 1 i¢in

o? a?

o
I‘0+§I1+?l’2+z$3+"':)\l’0
1 o o?
5%14‘51}2‘*‘11‘34"":/\1}1
+ Ty =
—Tog+ —x3+ = AT
3 2 4 3 2
! + A
- e = AT
4 3 3
denklemleri gegerlidir.
2 3
x0+%x1+%x2+%x3+--- = A1y A—1
) = I = h\ X
%$1+%$2+%$3+"' :>\LE1 o
%I1+%I’2+%2$3+"' :)\371 (A—%)(A-l)
= To = 2 Zo
%3324-%3334—"‘ :)\$2 (Oé)‘)
1 A=-H A -L)..(A—1
Her n igin z,, = o (A=) )\’;—1) ( )3:0 (2.5)

denklemleri gegerlidir.

A = 1 e karsihk gelen 6z vektor x = (1,0,0,...) € ¢; olmak iizere A = 1 €

-1
) o)

25
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=2
) o)

A = 1 e karsihk gelen 6z vektor o = (1 %,0,0,...) € (1 olmak fiizere A\ =

3
€ 0, (A%, 01) dir. Benzer sekilde her n € Nigin A = L € 0, (A}, ;) dir. Yani

1
3
S={:neN}Co,(A; ¢ =) dir. (2.5) dan

dir.
Acaba bagka 6z deger var m1? Az = Az iken ) |z,| < oo olacak gekilde 6 # z € X

var mi?
Tnt1 o l
«

«

! 1>1(n 00)
_— | = — —
T A(n+1) ’

oldugundan Z |z,| < 0o olan bagka A € C yoktur. Dolayisiyla

n

op (A5, 01) =85 = {l i = 1,2,...}

n

elde edilir. m
Teorem 2.5 o (A,,co) =S U{0} dur.

Ispat. dim ¢y = oo oldugundan, Teorem 1.21 den 0 € o (A, o) dir ve A, kompakt
lineer operator oldugundan Teorem 1.22 den VA € o (A,, o) iken A € 0, (Aq, co)
dir. Dolaysiyla o (A, o) = S U {0} elde edilir. m

2.4 Genellestirilmis Rhaly Cesaro Matrisinin ¢, tizerindeki fine Spek-

trumu

Bu kisimda, Genellestirilmis Rhaly-Cesaro matrisinin ¢y dizi uzay: itizerinde fine

(ayrik) spektrumunu belirleyelim.
Teorem 2.6 0 € [1,0 (A, o).

Ispat. Teorem 2.3 den, 0, (A4, o) = S, 0 ¢ 0, (Ag, ¢o) oldugunu biliyoruz. Boylece,

(Ag)~" vardir. Bu nedenle, A, € (1)U (2) dir. Simdi A, € II, yani, R(A,) = ¢y ve

R(A,) # co olduginu gosterecegiz. Teorem 2.4 den, o, (A%, ¢ = (1) = S oldugundan
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ve 0 ¢ 0, (A%, ¢;) dir. Dolayist ile A* operatorii 1-1 dir. Boylece, Teorem 1.11 den,
R(A,) = ¢ elde ederiz. Simdi R(A,) # co oldugunu gosterecegiz. Eger A,x = y ise

bu durumda

1 - n—k
e DOLN
n+1 ps
olur. Boylece,

Ty =Yo ve T, = (n+ 1)y, — any, 1
denklemlerden

m+1Dy, =a"rg+a" o+ +ar, 1+ T,

anyn—1 =@ trg+a" P 4 )

elde ederiz. Bundan dolay1, AJ' = (b)) matrisi

n+1l ,k=n
bk =9 —an ,k=n-—1
0 , bunun diginda

=n"
n+1

(_1>n n—1 N
e Ay

seklinde verilir. y = (y,) = ( ) € ¢g alirsak, her n igin

() = (1) ) = (1),

olur. Bu nedenle, = ¢ ¢y dir. Dolayist ile, y = (y) € ¢y dir, fakat x = (z,,) ¢ ¢y dur;
yani A, orten degil. Sonug olarak R(A,) # ¢o dir. Boylece A, € II dir. Buradan,
A, € I veya A, € I, dir. 0 € 0 (A4, ) oldugunda, A, ¢ II; olur. Boylece
A, € 115 bulunur, yani, 0 € Ily0 (A, o) dir. m

Teorem 2.7 Her A= -, m = (1,2,...) igin, X € I1130 (Aq,co) dur.

Ispat. Her m icin \ = L € 0, (Aa, co) = S oldugunda, o, (A, o) = S dir. Dolayisi
ile, T\ = (A — A,) nmn tersi yoktur; buradan 7' € (3) tiir. A = = € 0, (A%, co)
oldugundan, A\ = % icin 7" = A\ — A?, adjoint operatorii 1-1 degildir. Teorem 1.11
den, T\ = A\ — A, yogun bir goriintiiye sahip degildir. Bu nedenle, W # cp; yani,
Ty € II1I elde edilir. Buradan, T% = %] — A, €113 ve N = % € 11130 (Aa, co)
bulunur. m
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2.5 Genellestirilmis Rhaly Cesaro Matrisinin ¢, iizerindeki ayrik olmayan
Spektrumu (Apporoximate point spektrumu, defect spektrumu ve

compression spektrumu)

Bu boliimiin son kisminda da, Genellegtirilmis Rhaly-Cesaro matrisinin ¢ dizi uzay1
iizerinde ayrik olmayan spektrumu (Apporoximate point spektrumu, defect spek-

trumu ve compression spektrumu) belirleyelim.

Teorem 2.8 A, i¢in,
a) o4 (An,co) = SU{0},
b) 05 (Aasco) = SU{0},
c) 0o (A, o) =S dar.

Ispat. a) Teorem 2.5 den o (A,, o) = S U {0}, Teorem 3.7 den 1150 (Aq, co) = S
den ve Teorem 3.6 den I 150 (A,, ¢y) = {0} oldugundan, Tablo 5 den 11,0 (A,, ¢o) =

() oldugunu goriiriiz. Bu nedenle, yine tablo 5 den
Oap (Aa, o) = 0 (An, co) \I1110 (Aa, o) = SU{0}

olur.

b) Tablo 2 den I30 (A,, ¢o) = ) bulunur, ¢iinkii sirasiyla Teorem 2.5, 3.7 ve 3.6 den
0 (Au,c0) = SU{0}, 11130 (An,co) = S ve 1150 (An, co) = {0}
dir. Bu nedenle, Tablo 5 den
05 (Aa, o) = 0 (Aa, co) \J30 (A, o) = SU{0}

elde edilir.
c) Sirasiyla Teorem 2.5, 3.7 ve 3.6 den

0 (Aa,co) = SU{0}, 1130 (A, o) = S ve I1y0 (Ay, o) = {0}
i¢in, Tablo 2 den 110 (A,, ¢o) = () dir. Sonug olarak, Tablo 5 den
Oco (An, o) = I1110 (An,co) UTII0 (Ay,co) UTlIz0 (Ay,co) =S

dir. =
28



3. GENELLESTIRILMIiS RHALY CESARO MATRISININ ¢ Uz-
ERINDEKI SPEKTRUMU, FINE SPEKTRUMU VE AYRIK OLMAYAN
SPEKTRUMU (APPOROXIMATE POINT SPEKTRUMU, DEFECT
SPEKTRUMU VE COMPRESSION SPEKTRUMU)

(' Cesaro matrisini ¢ iizerindeki spektrumu Okutayi tarafindan 1985 [31] de agsagidaki

sekilde belirlenmistir.
e Cesaro operatorii regiilerdir, yani C € (¢, ¢; p) dir.

e " uzayma izometrik olarak izomorf olan ¢; iizerinde goz oniine alman Cf

adjoint operatorii

1 ,n=k=0

. 0 ,n=0,n<k

Cnk = 1 (31)
0 ,0<k<n

ile verilir.
e 0,(C,c)={1} dur.

o 0,(C*0)={ eC:|x=3|<i}u{l}di.

A, Genellestirilmig Rhaly Cesaro Matrisinde o = 1 alindiginda yukaridaki C'; Cesaro
matrisi elde edilir ve bunun c iizerindeki spektrumu yukaridaki gibi belirlenmigtir.
Ayrica baz yazarlar tarafindan kompakt olan bazi matrislerin ¢ dizi uzay iizerindeki

spektrumlar: belirlenmistir. Simdi asagida buna iliskin 6rnekler verelim.

1 0 O
1 1
1 1 9
_ 2P 2P
C = 101 1 (3:2)
3p 3p 3p

p—Cesaro (p > 1) matrisinin ¢ iizerindeki spektrumu Cogkun tarafindan 1992 [12] de

asagidaki sekilde belirlenmistir.
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e C, € B(c)ve |G| =1 dir.

e (), c lizerinde kompakt lineer operatordiir.

1

(] Up(Cp,C):{m:m:0,1,2,...} dir.

b 1 :
° UP(CP7(C) 261) :{mm:0,1,2,} dir.

o J(Cp,c)—{;'m—o,l,l...}u{()} dir.

(m+1)""
e 0¢€ Ilo(Cpc) dur.

e m=0,1,2,...i¢cin A = 5 € 11150 (C,, c) dur.

1
(m+1)
L = lim,(n + 1)a, = 0 oldugu durumda, Rhaly matrisinin ¢ iizerinde kompakt

lineer bir operator oldugu 1996 yilinda [42] de Yildirim tarafindan gosterilmis ve

asagidakiler elde edilmistir.

e L = lim,(n + 1)a, = 0 = M Rhaly matrisi ¢ tizerinde smirh lineer bir

operatordiir.
e L =lim,(n+ 1)a, =0 = M, c iizerinde kompakt bir operatordiir.
e L =Ilim,(n+1)a, =0= 0,(M,c) =95 dir .
o L =Ilim,(n+1)a, =0= o0,(M*,c" =) =25 dir.
e L =Ilim,(n+1)a, =0= o(M,c)=SU{0} dir.
e L=Ilim,(n+1)a, =0= 0¢ [L,o(M,c) dir.

o L=Ilim,(n+1)a,=0= A=a,,(m=0,1,2,...) icin A € [1130(M,c) dir.

Simdi 0 < a < 1 igin A, Genellestirilmis Rhaly Cesaro Matrisinin ¢ iizerindeki

Spektrumu ve cesitli spektral ayrisimlarini elde edelim.
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3.1 Genellestirilmis Rhaly Cesaro Matrisinin c tizerindeki Sinirlilig:

Simdi Genellestirilmis Rhaly-Cesaro matrisinin ¢ dizi uzay: iizerinde sinirh lineer bir

operator oldugunu gosterip normunu bulalim.
Teorem 3.1 A, € B(c) ve [|Aql () =1 dir.

Ispat. A, € B (c) olmas icin gerekli ve yeterli kosul
1) ||Ao¢Hoo = Supz |ank| <
L

[e o]

i) lim Z Ank, = @y, (her sabit p icin),
k=p
yani; Teorem 1.5 in ozellikleri gerceklenmelidir.

n &n_k la|=1 1 n
“AQH“’:S?PZM"'“':S?Z nvi| = S?lpn+1zl:17
k k=0 k=0
yani; [[Aq| <1 ve lim C::J: o=t saglanir. Boylece A € B (c) dir.
n—ng

azgtxy a2:c0+a:c1 +x9 a3a:0+a2m1 +azg+tx3
o, 2 ) 3 ) 4 [AA

c

= sup
o P
2
r=e1 H 1,5,%, "
S sup 02T o -
x#£0 n

3.2 Genellestirilmis Rhaly-Cesaro matrisinin ¢ tizerindeki Kompakthgi

Simdi Teorem 1.18 ve 1.20 i kullanarak A, operatoriiniin ¢ iizerinde kompakthgini

gosterelim.
Teorem 3.2 A, c tzerinde kompakt bir operatordiir.

Ispat. Kompakt operatorlerin bir dizisini asagidaki sekilde,

1 1 1 <
Al (x) == <£L‘0,§(Oéxo+$1)’§ (Oé2$o+041'1 +x2),...,r+1 Za”ra:k,o,(),...)
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olarak tamimlayalim. Vr € N i¢in dim (A% (¢)) = r + 1 < oo oldugundan, Teorem

1.18 den, Vr € N i¢in A}, c tizerinde kompakt operatordiir. Va € c i¢in

1 r+1 1 r+1
n—r—1 n—r—2
(0’0"”’7“—{—22& xk,r+32a xk,)

k=0 k=0
r
1 E n—r
r+1 @ Tk
k=0

T
. (p —z) ol
k=0

= SUP,>, oy (@ + a4 a1 |z,

1(Aa = A3) (@)l = ‘

C

— Supnzr

o 1 l_an—l o ”IH l_an+1
- Hx” SUPp>r i 1—a — 1—a SUPn>r n+1

(r)
(r) Aa—As’ ) (z)
— HA‘“ ~Aa ‘ S SUPazo ] e
1 1—qnt! 1 1 .
< T SWnzr g = Tageg O (17— 00 iken)

— AV —— A, (D.OY

~—

— Teorem 1.20 den A, kompakt operatordiir.

3.3 Genellestirilmis Rhaly Cesaro Matrisinin c iizerindeki Spektrumu

Simdi Genellestirilmis Rhaly-Cesaro matrisinin ¢ dizi uzay: iizerinde spektrumunu

belirleyelim.
Teorem 3.3 0, (Aa,c) ={:neN} = SU{0} dir.
Ispat. Teorem in ispatina benzerdir. m

Lemma 3.1 ¢ = {; tzerinde goz oniine alinan A, Genellestirilmis-Rhaly-Cesaro

matrisinin (A,)* adjoint operatérii A, matrisinin transpozudur, yani

ak—n

* k+1
Ay
0 ,n>k

seklindedir, yani; ¢ tzerinde A, nmin adjointi,

o o o o o
o o o = O
[a)

o O I IR
o wie e R, O
e omle w8, RR, ©

w
[\



ile verilir.

Ispat. Hesaplamalar: Lemma 1.3 e gore yapalm.

X (Ay) = lim,, Z Qe = lim, oo Z Ay = lim,, 4~ n+1 ﬁ
k=0
= 25 ()
. (l)n_‘—l . oz”—l
= hmn_,oo il _ é = hmn_wo m
o 1— an+1
o oz(oz 1) limy, 00 n+l =0
elde edilir ve boylece A, co-null bir matristir.
Ayrica
anfk
=1 = 1li =0
ap = lim an; = lim — 1
ve

. B g a/nfk y o e 1 k
Za”k r n 1_n+120<5>

k=0 k

elde ederiz.

Son olarak
a"ro+a" tey 4+ ax,q + Ty
(Faoda)e :{ 0 1n-l—l 1 }e
S a"+a" '+ a4+l 11—t
N n+1 T n41 -«

9, = (PnoAa)e—Zank

k=0
—antl n
:%H{llfa — @ (@ +1_1)}

S{l—ampamtt —1} =0

= (n+1

bulunur. Bu da Lemmay: ispatlar. =

Simdi agsagidaki Teoremi ispatlamaya haziriz.

Teorem 3.4 o, (A%, ¢ = 0)={L:n=1,2..} U{0} dir.
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Ispat. 7 # 0 ve A%z = Az olsun. Yani

0 0 O 0 0 ZTo >\$0

01 % %2 %3 T )\fEl
A* . 00 % % %2 To B )\132
@ - 1 « -

000 L ¢

000 0 1 Tn AT,

/\ZL‘() =0

)\1’1 :$1+%$2+%2$3+"'

ALy = imy+ Sas4+ Loy 4o

2 2Tz T 3X3 T X4

A3 :%x3+%x4+---

A:L‘4 :ixll—'l_'

ATy, :%xn—i—n%lxn+1+~~

O:)\LCO

A =0 veya xq = 0 olur. A =0 a karsilik gelen 6z vektor = = (1,0,0,...) dir.

2
T+ ST+ Sa3s+--= v A—1
b2 323 ! — X1 = A\l — QA\Ty = Ty = )\xl
%$2+%I3+%$4+"': )\332 «Q
1 a o? 1
STo+ Sr3+ S+ o= A A—35)(A—1
o2 343 4 4 2 :$3:< 2)(2 )371
%ZE3+%ZL’4+"': )\ﬁg (CJ[)\)
1 A=) (A—1
Her n i¢in =, = I ( "/1\1_1 ( )xl (3.3)

A =1 e karsilik gelen 6z vektor o # 0 igin x = (79, 21,0,0,...) € {1 olmak iizere
Atz =z dir. A=1¢€ 0,(A;, ¢ =) dir. Hern € Nigin A = 1 € 0, (4%, 4,) dir.
(3.3) dan




elde edilir. Eger bir m tamsayisi i¢in A = a,, ise bu durumda her n > 1 i¢in z, = 0
olacagindan = = (z,,) € ¢; olacag aciktir. Yani m tamsayilar1 i¢in A = a,, ler AX
birer 6zdegeri olmaktadir. Acaba baska ¢z deger var mi1?

A # 0 ve her m € N i¢in A # a,, ise buradan

Tni1

Tn

yani; Z |z,| < oo yapan bagka A € C yoktur. Dolaysiyla

n

gp(A;,el):sz{l:n:1,2,...}u{o}

n

elde edilir. m
Teorem 3.5 o (A,,c) =SU{0} dur

Ispat. dimc¢ = oo oldugundan, Teorem 1.21 ile 0 € o (A4, c) dir ve Teorem 3.2
den A, kompakt lineer operator oldugundan Teorem 1.22 dan VA € o (A,,¢) iken
A € 0, (Aa, c) dir. Dolayisiyla Teorem 3.3 den o (A,,¢) = SU {0} elde edilir. m

3.4 Genellestirilmis Rhaly Cesaro Matrisinin ¢ iizerindeki fine Spek-

trumu

Bu kisimda, Genellestirilmis Rhaly-Cesaro matrisinin ¢ dizi uzay:1 iizerinde fine

(ayrik) spektrumunu belirleyelim.
Teorem 3.6 0¢€ [11,(A,,c) dur

Ispat. Teorem 3.3 den, 0, (A,,c) = S, 0 & 7, (Aq, ¢) oldugunu biliyoruz. Boylece,
(A)”" meveuttur. Bu nedenle, A, € (1) U (2) dir. Simdi A, € IT oldugunu, yani,
R(A,) = ¢ ve R(A,) # ¢ oldugunu gosterecegiz. Teorem 3.5 den, o, (A%, ci = (,) =
S oldugundan ve bu yiizden 0 € o, (A}, ¢;) oldugundan, A} operatorii 1-1 dir.

Boylece, Teorem 1.11 den, R(A,) = c elde ederiz. Simdi de R(A,) # ¢ oldugunu

gosterelim. Eger A,x = y dersek, bu durumda

1 6 n—k
n = o'
Y n+1;_0 F
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elde ederiz. Buradan,

(n+ 1)y, =a"rg+a" o+ +av, 1+ 2,

aNYn—1 =a(a"rg+a" P+ x,).

yazabiliriz. Bu denklemler taraf tarafa ¢ikarilirsa
Lo = Yo ve Tn = (n+ 1) yn — anypy

elde edilir. Bundan dolay1, AJ! = (b,;) matrisi su sekilde verilir:

n+1 ,k=n
buk = —an ,k=n-—1
0 , diger yerde

—1"
Eger y = (y,) = ((n +)1 ) € c alirsak, her n icin

)= (040 S = 1 22— (-1 ).

olur. Bu nedenle, z ¢ ¢ dir. Dolayisi ile, y = (y,) € ¢, fakat x = (z,,) ¢ c dir.
Sonug olarak A, orten degil, yani R(A,) # ¢ dir. Buradan, A, € II dir. Dolayisi
ile, A, € II; veya A, € III, dir. Tablo 2 den II,0(A,,c) = 0 olacagimdan ve
0 € o(A,,c) oldugunda, A, ¢ I elde edilir. Buradan A, € [[I; olur, yani,
0€ 10 (A, c) dir. =

Teorem 3.7 Eger m =1,2,... icin A = % ise bu durumda, A\ € 11130 (A,,c) dir.

Ispat. Teorem 3.3 den, her m icin

1
A=—¢€0,(An,c)=9

m

dir. Dolayisi ile, T\ = (A — A,) nin tersi yoktur; 7" € (3) tiir. Teorem 3.4 den
A ! c€o,(AL,c)=5
= — g Cc) =
m P

oldugundan, A\ = % icin 7% = A\ — A?, adjoint operatorii 1-1 degildir. Teorem 1.11
den, T\, = A\ — A, yogun bir goériintiiye sahip degildir. Bu nedenle, W = ¢; yani,
Ty € III dir.. Buradan, T% = %] — A, € Ill3 ve A = % € I1130 (A, ) elde
edildir. m
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3.5 Genellestirilmis Rhaly Cesaro Matrisinin c iizerindeki ayrik olmayan
Spektrumu (Apporoximate point spektrumu, defect spektrumu ve

compression spektrumu)

Bu boliimiin son kisminda da, Genellegtirilmig Rhaly-Cesaro matrisinin ¢ dizi uzay1
iizerinde ayrik olmayan spektrumu (Apporoximate point spektrumu, defect spek-

trumu ve compression spektrumu) belirleyelim.

Teorem 3.8 A, icin,

a) 04y (Aa,c) =S U{0},

b) 05 (Aa,c) =S U{0},

c) 0c (An,c) = S U{0} dur.

Ispat. a) Teorem 3.5 den,
0 (A, ) =SU{0},

Teorem 3.6 den

11150 (Ag,c) = S

ve Teorem 3.7 den

I1,0 (Ay,c) = {0}

oldugundan, Tablo 2 yardimu ile
I1o (Ay,c) =0
elde ederiz Bu nedenle, Tablo 4 den
Oap (An,¢) = 0 (Ap, c)\I1110 (Ay,c) = SU{0}

buluruz.

b) Tablo 2 den I30 (A,, ¢) = 0 elde ederiz, ¢iinkii sirasiyla Teorem 3.5 dan
o (Ay,c) =SU{0}

Teorem 3.6 den

11130 (Ay,c) =S
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ve Teorem 3.7 den

[0 (Ay,c) = {0}

dir. Bu nedenle, Tablo 5 den
05 (Aa,¢) = 0 (An, ) \J30 (An, c) = SU{0}

elde ederiz.

c) Sirasiyla Theorem 3.5 den
U<Aaac) = SU{O}?

Teorem 3.6 den

[0 (Ay,0) = S

ve Teorem 3.7 den

1150 (Aa,c) = {0}

oldugundan, Tablo 2 den
I1Lo (Ay,c) =10

dir. Sonug olarak, Tablo 5 den
Oco (A, ) = 1110 (An,c) UlII0 (An,c) Ulllz0 (Ay,c) =S

elde ederiz. m
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4. GENELLESTIRILMIS RHALY CESARO MATRISININ 2 UZ-
ERINDEKi SPEKTRUMU

Tanim 4.1 (H (D) lokal konveks uzay1) C iginde agik birim daireyi D ile ve D
nin starime O := D\D ile gdsterecegiz. H (D) ile her f : D — C holomorf fonksiy-
onlarin vektor uzayin gosterecegiz. Eger f € H (D) fonksiyonu, f nin Taylor dizisi
ile verilirse H (D) lineer bolim uzayina bir dizi uzay olarak bakiur. Ayrica sinarl

fonksiyonlarin kiimesini H* ile gosterecegiz.

Tanim 4.2 (H? uzaylar1) 0 < p < oo olsun. Bir f € H (D) fonksiyonu ve 0 <

r <1 i¢cin

3 =

2
1 ity |P
M, (r, f) = §/|f (ret)‘ dt
0
tanimlayalim. Bu integral ortalamast yardimayla

1N, == sup M, (r, f)
0<r<1

egitligi tanvmlanyr. Bu durumda

H = {feHD):|fl|, <o}

ifadesine HP Hardy-uzay denir.

Teorem 4.1 (H? nin 6zellikleri) (a) Herhangi bir f € H (D) i¢in genellestir-

ilmig integral ortalamast p = oo i¢in

Moo (r, f) :== max |f (re")]

0<t<2m

olarak tamimlanirsa basit bir hesaplama ile

sup Moo (r.f) = [/l

0<r<1
elde edilir.
(b) H? nin tanvmindan Holder esitsizligi yardimayla ve (a) ile Vf € H (D) ve 0 <

p < q < ooigin |||, < [Ifll, elde edilir. Bununla birlikte H* > H? icermesi
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gecerlidir.

(c¢) f € H? fonksiyonunun normu i¢in

171, = T M, (r, )

gegerlidir, ¢inki Vf € H (D) ve 0 < p < oo idgin M, (r, f) integral ortalamas:
r € [0,1] i¢in monoton artandur. ([39] , Rudin, 1987, sh.338).
d) 1 <p< oo igin (Hp, ||||p> , (Lp 0, 27], ||||p> nin kapaly bir olt uzayina izometrik

1zomorftur. Bu
2m

1 .
L =< f*e LP|0,2n] : Q—/f* (+)e ™dt =0,n € Z,n <0
T
0
dar.

f € H? nin Taylor katsaylar, gdsterilen izometrik izomorfun f* € LY fonksiy-
onunun Fourier katsayilar: ile uygun diiser. Bu sonuclar hakkinda daha genis agik-
lamalar ( [39] , Rudin, 1987, sh.335) de yer alur.

Riemann-Lebesque teoremi yardimiyla HP hakkindaki bilgiler bir dizi uzayina in-
dirgenebilir.

e) 1 < p < oo igin HP C c¢o dr.  Clnki; f nin Taylor katsaylary dizisine
(bn) = (bo, b1, ba,...) dersek f(2) = S bp2* ve S bp2* serisi k — oo igin f(2)
ye yakinsadigandan ve yakinsak serilem”rzC genel terinkzi sifira gideceginden by, — 0 dar.

Dolapsyla yukaridaki diisiincelerden HP C cq elde edilir.
Teorem 4.2 (H? nin karakterizasyonu) b := (bg, by, bs,...) Taylor katsaylar
ile f € H (D) olsun. Bu durumda
a)f€H2<:)Z|bn|2<oo
n=0
b) £l = ll®ll,
gecerlidir.

|| <1 igin, H? Hardy uzay1 iizerinde, A% operatorii formal olarak,

(AS) (2) = = (a—2)7" /Zf(s) ds, |z| < 1.

tammmlanir. o = 1 ise, bu durumda A; discrete Cesaro operatorii almarak (2 ile
H? 6zdes olur. Burada, smurhilik, spektrum, birimsel denklik, kompakthik ve A,

operatorleri i¢in altnormallik ile ilgili sorular1 yanitliyoruz.
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Karesi toplanabilir kompleks (a,,) dizilerinin ¢? Hilbert uzay1 iizerinde tanim-

lanan (' Cesaro operatorii,

olmak {izere

ile verilir. Bu operatér, [10] de Brown ve arkadaglar tarafindan ¢aligilmig ve C4

IIC1]| = 2 ile simirhi ve spektrumunun
o (Cils) ={2z:|1 -2 <1}

oldugunu gosterdiler. Kriete ve Trutt [28] de C m altnormal bir operator oldugu
ispatlanda.

0 < |a| <1 igin, ¢* iizerinde

. @”‘jaj
e — :
— n +
olmak iizere, A, (a,) = (c,) ile A, operatorii tamimlanir.  Aymi zamanda, A,

Ag(a,) = (an/(n+1)) n = 0,1,2,... ile verilir. Dikkat edersek A; = C; dir.
(an)olo ¥ f(2) = D207 janz™ ye gondererek (2 ile H? Hardy uzay izometrik olarak
izomorf olur. Bu durumda A,, H? {izerinde bir operatordiir.

Af, asagidaki gibi kapal formda ifade edilebilir. Eger f (2) =Y 7 a,2" ise,

bu durumda

k= Zana”_k/ (n+1)

n=~k

olmak {izere
(Anf)(2) =) e
k=0

dir. Integrasyon yolu yeterince diizgiin olmak tizere

/af(S)ds

yi diistinelim. Eger v = 1 ve yol, biri 1 den 0 a digeri 0 dan 2z ye olan iki dogru

parcasinin birlegimi ise, bu durumda

/1zf(s)ds:/Ozf(s)ds—/olf(s)ds
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dir, son integral Fejér-Riesz esitsizligi ile mevcuttur. f icin, Taylor serisinden terim

terim intagral alarak,

z 00 anzn—H 0 anan—H
[ reoas =yt oy
a n=0

n=0

elde ederiz. (o — z) (A% f) (z) min Taylor katsayilar: ile Taylor katsayilarimi kargilagtirir-

sak,

(=) (A ()=~ [ F(o)ds, 2] <1
oldugunu goriiriiz. Boylece,

(A5f) (2) = — (a— =) / Cf(s)ds

olur.

Matris formunda,

N
w

By —

Q
(@) (@] e} —
(e [N V)

O wi= w|R le
e L o) _,;l@k7 ,,;lQ

elde ederiz. [[Aof| < [|Ci(|f])| oldugundan, A,, [|[A.| < 2 ile smurhdir. Daha

fazla bilgi i¢in, baz1 lemmalara ihtiyacimiz var. Asagidaki Lemmanin ispat1 [25] de

bulunmaktadir.
Lemma 4.1 Eger a;; >0 (i, =0,1,2,...), p; >0 (1 =0,1,2,... ve eger 3 ve v,

> aip; < Bp; (j=0,1,2,..)

J
olacak sekilde pozitif saylar ise bu durumda ||AH2 < B ile ? dizerinde bir A op-
eratort ve (uygun bir ortonormal baza gére) («u;) matrisi vardur. ( [33] , Rhaly,

1982)
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Lemma 4.2 0 < o <1 alalim ve n pozitif bir tam sayr olsun.

5 oI/ +1) ,i>j+n igin
K 0 , diger yerde
ile B, (n) = (ﬁij)jj:l tammlayalm. B, (n) (0 dizerinde) sumarhdir ve | By (n)]| <

2a" dir. ([33] , Rhaly, 1982)

Ispat. o > 0 icin, p; = o/ /\/i + 1 alarak Lemma 4.1 i uygulayahm. (o = 0 durumu
agikardir.) i =0,1,2,...,n — 1 igin,

Z ﬂijpj =0=0p;
J

elde edilir. j > n igin,

ion o od Q' ing, dT

. < &

;BWPJ ;iJrl\/m_z’Jrlfo NG
al al

=% oi—n+i<2 = 2p;.

i1 =“Viz1 P

dir. Her j icin,

DD S S L
i bt i=j+n t+1vi+1 1=j+n (2 + 1)3/2
o oo dz 203720 ’
< it ro_ @ <9a2n L — 20°"p;

g3 [T+ n Vi+1
dir. Boylece
|Ba (n)]|* < 2 (20°") = (2a™)°

dir. m

Teorem 4.3 A,, |a| <1 i¢in ||As]] < 1+ 2o ile ssnarhder. ([33] , Rhaly, 1982)

Ispat. D = Ao — Bjoy (1), (%) diyagonali ile diyagonal operator oldugu goriiliir.
|Aall < [|Ajq oldugundan, Lemma 4.2 den

[Aall [ Bjaj (1) + DI} < 2| +1
olur. m

Onerme 4.1 0 < |a| < 1 igin, A,, Aja| ya dniter olarak denktir. ( [s3] , Rhaly,

1982)
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Ispat. {(a/|a])"}>2, diagonali ile D, diyagonal operatériinii diisiinelim. D, {ini-
terdir ve Ajy Do = Dy A, oldugunu goriiliir. =
Bu sonug bizim ¢alismamizi, 0 < o < 1 i¢in A, ya indirger. Ay diyagonal

operatorii kompakttir ve Hermitian ve spektrumu

o (Ao, ) = {%:nEN} {0}

dir. A; Cesaro operatorii ise [10] ve [28] de incelenmigtir. Simdi kendimizi 0 < o < 1

ya kisitlayalim.

Teorem 4.4 0 < a < 1, A, mn nokta spektrumu (%) kiimesidir. % ozdegerine

karsilik gelen oz vektor, kapaly
fle)=2"" (1 —az)™
dir. A, man 6zvektirleri H* yi gerer. ([33] , Rhaly, 1982)

Ispat. Eger A.f = g, f(0) = g(0) icin, ve eger n > 1 ise bu durumda f (n) =
(n+1)g(n)—ang (n — 1) dir. Sonug olarak, eger A, f = ~f ise, bu durumda n > 1
icin

fn)=~[(n+1) f(n)—anf(n—1)
veya

[y (n+1) =1 f (n) = anyf(n —1)

dir. Eger m, f(m) # 0 olacak sekilde en kiigiik tamsay1 ise bu durumda v =

1/(m+ 1) dir; yani 0 < v < 1 dir. Boylece, n < m i¢in f (n) =0 ve n > m igin

f(n)=anf(n—1)/(n—m)

dir. Bu

f(m+n)=a"

J

- <? + 1) f(m), n>1icn (4.1)

1

olmasini saglar. Buradan biitiin 6zdegerlerin basit oldugunu elde ederiz.

NE 2
n — oo iken |f(m+n+ 2)| —az(Lle) —a?
|f (m +n)| n+1
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oldugundan, oran testinden f € ¢? dir. Boylece, 1/ (m + 1) A i¢in basit bir 6zdegerdir;
(4.1) e kargilik gelen 6zvektor

flz) =2m+ Zan (mA )t 2)-(mAn) ,motn
=2"(1— az) (m+1)

dir. Sonug olarak, g € H? varsayalim ve g, A, nin tiim 6zvektorlerine dik olsun. Bu

durumda, her m i¢in

L[ T :
Dy g (€7) (e®)™ (1 — ae®) ™ 'dh =0
7T

dir, boylece 9, (2) = z (1 — az) " olmak iizere her m i¢in
L[ i0 (0N 0 (Hi0\L
oy g (€”) ¢, (e?)™df = 0

dir. ¢, D = {2z : |2| < 1} de analitik ve D de tekdegerli oldugundan, herhangi bir
negatif olmayan k tamsayisi igin, p; o, — z¥, D da diizgiin olacak sekilde bir {p;}
polinom dizisi vardir; sonug olarak, {¢}>2 ., H? yi gerer [2s] . Boylece zg (z), H?
de sabittir. Bundan dolay1 ¢ = 0 dir. Bu ispat1 tamamlar. m

Devam etmeden ¢nce, o < 1 durumunda, A, nin agagidaki kapali forma sahip

oldugu gosterelim:
(Anf) (2) = z_l/ (1— ozs)_l f(s)ds, |z| <1
0
dir.

Teorem 4.5 0 < a < 1 wgin AL mn nokta spektrumau, { %}Zo:l kiimedar. % basit

ozdegerine kargilik gelen 6z vektorler, kapal

formuna sahiptir. A* wn ézvektorleri H? uzaymm gerer. ( [33] , Rhaly, 1982)

Ispat. Oncelikle

olduguna bakalim. Eger A’ f = g ise, bu durumda

n=0,1,2,... icin f(n) =(n+1)[g(n) —ag(n+1)]
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dir. Sonug olarak, eger A’ f = v f ise, bu durumda

fn)=ymn+1)[f(n) —af(n+1)]

dir. Bu durumda 0, A% nin bir 6zdegeri degildir (¢iinkii her n igin v = O ise, f (n) =0
dir). Boylece

1 1
fn+1) =« [1_—7(n+1)] f(n)
dir. Bu eger n > 1 ise bu durumda
arrl 1
rw =L 1- | o) (42)

7j=1

olmasimi saglar. Buradan, biitiin 6zdegerler basittir. Kabul edelim ki, v ¢ {%}:;1
olsun. Bu durumda
12
AU
| (n)]
dir, ve oran testinden f ¢ ¢ dir. Simdi m pozitif bir tam say1, v = - alalhm. (4.2)

de f(0) = a™ ! alahm; bu durumda

n — o0 i¢in >1

m—1

f2) =)

k=0 k

m—1
amflfk (_Z>k _ (Oé _ Z)m—l

olur, boylece f € H? dir. Buradan %, A? icin bir 6zdegerdir. % ozdegerine karsilik
gelen 6z vektor, (m — 1). dereceden bir polinomdur; bu A* m 6zvektorlerinin H?

uzaymi gerdigini gosterir. m
Teorem 4.6 0 < o < 1 i¢in, A, kompakt ve

a@%):{%:neN}U{@

dir. Eger 0 < a < 1 ise A, hyponormal degildir (ve boylece altnormal degildir.) (
33] , Rhaly, 1982)

Ispat. Lemma 4.2 den bir n pozitif tamsayis: icin,

[Aa = (Ao = Ba (n))|| = || Ba (n)[| < 20"
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oldugunu goriiriiz. n — oo igin limit alirsak, A,, A, — B, (n) kompakt operatorlerin
diizgiin operator yakinsak limitidir. Dolaysiyla A, kompakttir. o (A4,) kapali ve
Teorem 4.4 ile {%}:ozl C 0 (A,) oldugundan 0 € o (A4,) dir. A, kompakt oldugun-
dan, eger v # 0 ve v € o (A,) ise, bu durumda Teorem 1.21 dan v € 0, (A4,) ve
v € 0, (A%) dir. Boylece o0 (A,) = {%}20:1 U {0} elde edilir. Eger A, hyponormal
ise, bu durumda || A,|| = r (A,) dir (A, nin spektral yarigap1) ([25] , Halmos, 1967).
Eger a < 1 ise bu durumda r (A4,) = 1 dir. ||A.|| > ||Aa1|| > 1 oldugundan, eger

0 < a < 1ise bu durumda A, nin hyponormal olamayacag1 agiktir. m
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