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Bu caligmada basit, goklu ve ¢ok degiskenli dogrusal regresyon modelleri
tamtildiktan sonra gozlemlenmig veri kiimesi i¢inde etkili gozlemleri saptamamzi
saglayan tanilama yontemleri anlatilmistir. Ayrica Billor ve Loynes (1992) ’un goklu
dogrusal regresyonda tammladiklant LD" 6lgiisii gok degiskenli dogrusal regresyon

modellerine uyarlanmgtir.
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ABSTRACT

In this study, after giving some introductory information about simple,
multiple, and multivariate linear regression models, diagnostic methods are given for
assessing influential (outlier) observations in the observed data set. In addition to this,
LD’ method proposed by Billor and Loynes (1992) is adapted to multivariate linear

regression models.



1. BOLUM
DOGRUSAL REGRESYON MODELLERI

1.1 GIRIS

Fizik, ekonomi, biyoloji, miihendislik, sosyal bilimler gibi pek¢ok alanda
kullamlan regresyon analizi degiskenler arasinda var olan kangik iligkilerin ortaya
¢tkariimasim saflayan son derece kullamgh yinelemeli bir yontemdir. Bu yontem
yardimiyla eldeki verilere en uygun model kurulmaya gahsthr. Bu konu iizerine yapilan
galigmalar son yirmi yildir yogunluk kazanmigtir.

En kigiik kareler (ekk.) ile kestirilmiy dogrusal regresyon modelleri
istatistiksel islemlerde genis bir kullanima sahiptir. Bu nedenle ¢aliymamizda e.k k. ile
kestirilmig dogrusal regresyon modellerini kullanip, kestirimi belirleyen g¢arpanlan ve bu
garpanlann kestirim iizerindeki etkilerini aragtiracagiz.

k Kestirilmis regresyon eitligini belirleyen elemanlar,

o degiskenler,

e gizlemler ve

e model varsayimlandir.

Modeli tam olarak temsil edemeyen degigkenlerin modelde kalmas: regresyon
katsayllannin degigmesine neden olabilir. Kestiimde meydana gelen bu degigim ve
model iizerindeki etkisinin degerlendirilmesi 6nemlidir. Bu konu ile ilgili gok sayida
yontem bulunmaktadir. Bu yéntemlerin ortaya ¢ikisi rezidii analizi galigmalan ile baglar.
Bu galiymalann ¢ogu 1960’k yillardan once F. Anscombe, JW. Tukey, G.E.P. Box,
D.R. Cox, C. Daniel ve K.S. Srikantan tarafindan yapilmgtir.

1970°li willarda bireysel gozlemlerin etkisinin deZerlendirilmesi ve ilgili
yontemlerin ortaya gikist ve geligimi ile rezidii analizine duyulan ilgi biyik 6lgiide

artirmugtir,
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1970 ve 1975°1i yillar arasinda yapilan galiymalar yogunluk kazanmig ve bugiine
kadar yogunlugunu siirdiirmiigtiir.

Yapilan galigmalardan birkagt,

Nelder ve Wedderburn (1972): Genellestirilmis dofrusal modeller igin
kestirilmi§ modelin duyarhilifim 6lgme,

Chatterjee ve Price (1977) ve Belsley ve ark. (1980): Coklu ig iliskive neden
olan g6zlemlerin saptanmasi,

Chatterjee ve Price (1977), Judge ve ark. (1985) : Sabit varyansh olmama
problemi ve oto korelasyon,

Huber (1981) ve Rausseeuw ve Leroy (1987): Robust regresyon,

Cook ve Weisberg (1982): Rezidiilerin regresyon iginde etkinin saptanmast,

Moolgavkor, Lustbader ve Venson (1984): Ussel aileler tizerinde satir silmenin
etkisi,

Storer ve Crowley (1985): Genel kogullu likelihooddaki parametre
tahminlerindeki degisiklik iizerinde satir silmenin etkisi,

Atkinson (1985) ve Carroll ve Ruppert (1988): Agiklayici ve cevap
degiskenlerinin doniigiimleri,

Chatterjee ve Hadi (1988): Dogrusal regresyonda etkili satirlarin saptanmasi,
konulan {izerinde ¢aligmiglardir.

Eldeki verilere uygun dogrusal modelin ek.k. ile uydurulmas: iglemi veri
kiimesinin uzafginda bulunan bir veya birkag gozlemin modele dahil edilmesi (veya
¢ikanilmasi) isleminden biiyiik dlgiide etkilenebilir. Modelin verileri saglikh bir sekilde
temsil edebilmesi igin bu gozlemlerin ortaya ¢ikanlmasi ve etkilerinin saptanmasi
gereklidir. Bu gozlemlerin belirlenmesini saglayan ¢ok sayida yontem bulunmaktadir.
Bu yontemierden kullanimi en yaygin olanlan:

o Cook (1977) un D, uzakhg,

o Hoaglin ve Welsch (1978) 'in H sapka matrisi,

e Andrews ve Pregibon (1978) 'un AP,si,

o Welsch (1982)'in W;s1,

e Belsley ve ark. (1980) 'n DFBETAS, COVRATIO, FVARATIO, DFFITS;

lan ve

o Gentleman ve Wilk (1975) in Q; sidir.
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Bu yontemlerin ¢ogu SAS, SPSS, MINITAB gibi bir ¢ok istastiksel paket
programlarda uygulanabilmektedir.

Tanilama yontemleri ad1 altinda inceleyecegimiz bu olgiilerin gogu satir silinmesi
ya da eklenmesi yontemi kullamlarak yapilmaktadir. Belsley ve ark. (1980) ve Cook
(1977, 1979) tarafindan yapilan agiklamalarda satir silmesi yerine satir ya da satirlarin
alt kiimesini bozulma terimi etkilettirerek etkinin aragtirilmastyla daha saghkl sonuglar
elde edilecegi soylenmistir. Bu mantikla Cook tarafindan D,(w) ve Cook ve Weisberg
(1982) tarafindan da LD(w) olgiileri tantmlanmgtir.

Dyw) ve LD(w) olgiileri her ne kadar diger olgiilere goére daha iyi sonug verse
de model bozulmasinda bir takim eksik tamimlamalara neden olabilir. Bu eksik
tammlamalar Billor ve Loynes (1992)un tammladign LD olgiisiiniin kullanilmastyla
giderilebilir.

Tek bir satinn etkisinin aragtirilmas: iglemi yukanida tammladifimuz 6lgilerin
kullaniimasiyla ¢ok kolay bir sekilde yapilirken, birden fazla satir igin bu iglemlerin
yapilmast o kadar kolay olmamaktadir. Bu problem Jones ve Ling (1988) tarafindan,
Gray (1983,1985,1986) ve Hocking (1984) ¢ahigmalarindan yararlamilarak ¢oziilmeye
caligilmgtir.

Gray (1983,1985,1986) tek satir iizerindeki etkiyi dlgmemizi saglayan olgiileri
rezidii, etki (leverage) elemanlan ve basit regresyon parametrelerinin bir fonksiyonu
olarak yazilabilecegini géstermiy, Hocking (1983) tarafindan da buna benzer ¢ahgmalar
yapilmgtir. Bu sayede birbirleri ile iligkisiz goriilen birgok 6l¢ii birbiri cinsinden ifade
edilebilmigtir. Jones ve Ling (1988) bu gahgmalardan yola ¢ikarak ¢oklu regresyon
iginde tammbh 6lgiileri, (leverage) etki, rezidii ve skalerler cinsinden ifade etmig ve bu
olgiileri J; sinifi adm verdigi bir simfa dahil etmigtir. Bu konunun gok degiskenli
dogrusal regresyona uyarlanmasi Barrett ve Ling (1992) tarafindan yapilmigtir. Bu
sayede dogrusal regresyon problemlerinde satirlarin alt kiimeleri iizerinde etki
hesaplamada fazla islem yapmadan kurtuluruz.

Bu ¢aligma baghica bes boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde basit ve ¢oklu
dogrusal regresyon modelleri tanttilip standart e.k.k. regresyon sonuglarinin bir 6zeti,
bu sonuglann bagh oldufu varsayimlar ve g¢aliyma iginde kullamlacak gosterimler
verilecektir, ikinci boliimde bir regresyon esitligi iginde satirlarin rolind incelememizi
saglayan tanilama yontemleri verilip kestirim lizerinde bireysel ya da grup halinde
gozlemlerin etkisi incelenecektir. Uglincii boliimde gok degigkenli dogrusal regresyon
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modeli tamtiip bu model iginde etkili gozlemleri saptamaya ve degerlendirmeye
yarayan tamlama yontemleri anlatilacaktir. Dordiincii boliimde Cook (1986) tarafindan
tammlanan yerel etki, Billor ve Loynes (1992) tarafindan tammlanan yerel etkiye yeni
yaklagim yontemi tanitilarak ¢ok degigkenli regresyon modellerine uyarlamalan
incelenecektir. Son olarak besinci boliimde ise anlatilan tim 6lgiiler bir veri grubu

iizerinde uygulanacaktir.
1.2 Gosterimler

Birim matris, sifir matrisi ve birlerin vektori sirastyla 7, 0 ve 1 olarak
tammlanirken, herhangi bir A matrisinin transpozu, tersi, ranki, izi (trace), determinanti
ve spektral normu; M’, M’, rank(M), trace(M), det(M) ve | M| ifadeleri ile gosterilir.

Y nin i. satn y, Xin i. satin x] ve j. kolonu x; (i = 1,....n), (j = 1,..k) ile
gosterilir.

Indise yazilan (i) gosterimi, ilgili matris ya da vektoriin i. satinmn iptal edilmis
oldugunu gosterir. Birden fazla satirin silinmesi durumu ise; / silinmek istenen satirlarin
indis kiimesini géstermek iizere, i indisi yerine / min yazilmasi ile ifade edilir.

B ) I- satir silindikten sonra elde edilen parametrelerin e.k k. kestirimi ve s7,, i.

satir silindikten sonra elde edilen varyansin kestirimini ifade etmek iizere

~ ~ - e
By =B-(XX)"x,— (1.1)
1-h,
€)%
St =(;t;;;—,) (1.2

esitlikleri ile tammlamr.
E(), V() ve cov(,) gosterimleri sirasiyla rastgele deBiskenlerin beklenen
degeri, varyansi ve kovaryansin: temsil eder.

Regresyon analizinde dnemli yeri olan diger bir gosterim H gapka matrisi olup

H=Xx(Xxx)"Xx' (1.3)



ile gosterilir. H nin J. kosegen eleman etki (leverage) elemam olarak adlandinlip
h, =x)(XX)"x, G=1,....n) (1.4)

esitligi ile gosterilir.

Rezidiilerin vektérii

e=Y—-XB (1.5)

ve ¢’ nin yansiz kestiricisi

Y
n-p n—p

(1.6)

esitlikleri ile tammlanir.

Vip)» I satir silindikten sonra elde edilen uydurulmus degerler vektoriiniin i.

satirint ifade eder ve

f';m =xBg) (1.7)
ile tammlanir,

Cok degiskenli dogrusal regresyonda karsilagacagimiz gosterimler:

H;, I'ile indisli A nin temel mindriine kargilik gefen matris olup
H =X, (XX)" X} (1.8)

ile temsil edilir.
E adi (ordinary) rezidiilerin matrisini ifade etmek tizere, Q nun / satirini igeren

alt matrisi

>

Q, =E(EE)'E] (1.9)



ile gosterilir. Burada /, silinmek istenen satirlarin indis kiimesi ve
Eg=Y,, - X1,B,, (1.10)

olarak tamimhidir.

A

B,;,; veri kiimesini temsil eden matrisin / satint silindikten sonra elde edilen

parametre kestirim matrisidir.

qu i. standart rezidii olup

g, =¢/le’e) e, (L11)

esitligi ile tammlanir.
A; mxp tipinde bir matris olmak iizere 4 mn kolonlanmn ilk kolondan
baslayarak alt alta yazilmas: ile elde edilen npx/ tipindeki vektor Vec(d4) ile ifade

edilir. Kisaca
Vec(A)= A" =(a,a;,....a.) (1.12)

ile gosterilir.

X in herhangi I satinm iceren alt matris X; ile gosterilirken, Xy, ile; / satin
silinmig X in alt matrisi ifade edilir. ¥;5) ve ¥; iginde benzer tammiamalar yapilabilir.

® ; sembolii ise direkt carpimu ifade etmektedir (Graybill (1983)).

1.3 Tek Degiskenli Dogrusal Regresyon Modelleri

Bu bolimde basit dogrusal regresyon ve c¢oklu dogrusal regresyon modeli
tanstiip, modeller ile ilgili varsayimlar ile kestirim yontemleri kisaca anlatilacaktir.,

1.3.1 Basit Dogrusal Regresyon Modeli

Uzerinde galisufimiz degisken sayist iki ve degiskenler arasinda dogrusal bir
iligki varsa bu iligkiyi gosteren regresyon esitlifi X bagimsiz ve Y bafimh defigken
olmak iizere;



Y=f(X)=B,+B,X (L13)

seklindedir.
(1.13) esitligi ile gosterilen model, yalmzca iki degisken igermesi ve degigkenler
arasindaki iligkinin dogrusal olmasi nedentyle basit dogrusal regresyon modeli olarak

tammlanur.
Orneklem verilerinden yararlanarak olusturdugumuz model her zaman kitleyi
tam olarak temsil etmeyebilir. Bu nedenle £ hata terimi modele eklenerek 6nceden hata

yapilabilecegi kabul edilir. Bu durumda model

Y=8,+p,X+¢ (1.14)

formuna sahip olup, kitle regresyon modeli olarak adlandinlir.
Burada;
Y: cevap degiskeni,
o ve B : regresyon parametreleri,
X: gozlem degerlerini veren agiklayict degisken,
¢ sifir ortalamali, o? varyansh, rastgele iligkisiz hata degiskenlerdir.

Y cevap degiskenleri rastgele degiskenler olmak iizere X agikiayict
degiskenlerini 6nemsiz hata ile dlgiilen ve veri analizi ile kontrol edilebilen degiskenler
olarak diisiinmek gerekir. Yani; X in miimkiin olan her degerinde Y igin bir olasihk
dagilim vardir. Bu dagilimin ortalamast

E(Y|X=x)=B, +B,x
ve varyanst
V(Y| X=x)= V(B, +B,x +¢) = o
dir.
Goriildiigii gibi Y nin ortalamasi, X in dogrusal bir fonksiyonu olmasina ragmen
~ ¥ nin varyans: X in defierlerinden bagimstzdir. Hata terimieri iligkisiz oldugundan cevap
degiskenleri de iligkisizdir.

(1.14) nolu regresyon modelindeki regresyon parametreleri, regresyon
katsayilan olarak adlandinlirlar. f;, regresyon dogrusunun efimi olup X icindeki bir
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birimlik degismeye kargihk Y nin olasihk dagiliminin ortalamasinda meydana gelen
degigimi gosterir. [, parametresi ise regresyon dogrusunun Y kesigim noktasidir.

(1.14) modeli igindeki By ve [, regresyon parametrelerinin degerleri bilinmez.
Bu regresyon parametrelerinin kestirimleri (x,y) (i=1,2,..,n) Orneklem verisi
kullanilarak en kiigiik kareler (e.k.k.) ya da maksimum likelihood ySntemlerinden elde

edilir.

1.3.1.1 Basit Dogrusal Regresyon Modellerinde Parametrelerin En Kilcitk

Kareler Kestiricileri

(Y1), (X2Y2), .., (Xnys) gibi, n veri ¢iftine sahip oldugumuzu digiinelim. Bu

veriler i¢in 6rneklem regresyon modeli

Y, =B, +B,x, +¢, (i=1.2,...,n (1.15)
olarak yazilmak iizere bu verilere uygun olarak regresyon dogrusu, 5, ve f; in kestirimi
ile elde edilir. Kestirimler en kiigiik kareler (e.k.k.) yontemi yardimiyla; y; gézlemleri
ile uydurulmus dogru arasindaki uzakliklanin kareleri toplamimin minimum yapilmastyla
elde edilir.

o ve B; parametrelerinin kestirimi,

S(Bo.B:)=2.(y,—Bo—B,x, )

i=l

fonksiyonunun minimize eden degerlere karsiik gelir. Bu nedenle bu minimizasyon

problemi yardimiyla
oS n Ao
= _22(}’1 ~Bo—Bix,)=0
B, la,.s, i
ve
oS z A A
A | = "22 (y:— Bo—Byx )x, =0
aBD 60-61 i=1

denklemlerinin B, ve B; ¢ gore ¢dziilmesi bize istenen kestirimleri verir. Bu iki esitlifin
diizenlenmest ile e k. k. normal egitlikleri



~ ~ n n
- n, +B]§xi =§yf

A n ~ n n
Boiz]:xf +B12x12 = Z;yixi
- =

i=l

formuna sahip olur.

Normal esitliklerin ¢6ziimii ile;
B,=7-p,X (1.16a)

ve

B =f—5 (1.16b)

_ ZJ’: _ in
olarak elde edilir.| ¥ =-’in——, X:'i;l—-—

(1.16a,b) deki P, ve B, esitlikleri srastyla B, ve B, in ekk. kestiricileridir.
Bu durumda uydurulmus basit dogrusal regresyon modeli
f =By + BIX

formuna sahip olacaktir.
B, ve P, kestirimlerine ek olarak hata varyansi o nin kestirimi rezidi kareler

toplamundan (SSE) elde edilir ve

olarak tanimlamir.



(1.14) nolu denklemi ¥, X, £ve f mn

Y1 I x
Y I x

matrisel formlanimin kullanilmastyla

Y=XB+¢

olarak ta ifade edilebilir.

10

I

ve B

B

(1.17)

En kiigiik kareler sonuglann ve bunlara dayali istatistiksel analiz asagidaki

 varsayimlan gerektirir.

o Dogrusallik Varsaynm: Tim gozlemlenmis ¥ cevap degiskenlerinin vektorii

X' in lineer fonksiyonu olarak yazlabilir.

Y=XB+e

(1.18a)

o Hesaplamadaki Varsayimlar: 3 *mn bir tek kestiricisini bulmak igin rank(X)

= 2 olmaldir.

(1.18b)

o Dagihmla ilgili varsayimlar: EX k.’e dayal istatistiksel analizler (6rnegin;

t-testleri, F-testleri) yapilirken bir takim varsayimlara gereksinim duyanz.

Bunlar;

a) X ler 6lciim hatasiz defiskenlerdir.

b) &ler (i=1,2,..n) x, den bagimsizdir.

(1.18c)

c) §~N(0,62) birbiriyle iligkisiz rastgele hata terimleridir.

(1.18a,b,c) de verilen varsayimlar altinda e.k k kestiricileri agagidaki 6zelliklere

sahiptir (Searle (1971) ve Graybill (1976)),

a) f} , P min yansiz kestiricisidir.
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E@)=8
b) N(11,6°); pz ortalamali o varyansl normal dagilimi ifade etmek uizere
B~N(B,o*(XX)")

dagilimina sahiptir.

¢) E.k.k. kestiricileri ﬁ ile ilgili diger bir 6zellik Gauss-Markoff teoremi olarak
bilinir. Bu teoreme gore E(g)=0, V(g)=0’ ve iliskisiz hatalar varsayim altinda kurulan
(1.17) nolu regresyon modelinin e.k.k. kestiricileri (ﬁ ); yansiz ve y; nin .dogrusal

kombinasyonu olarak yazilabilen tiim diger yansiz kestiricilerle kargilagtinldiginda

minimum varyansa sahiptir.
Y =[§.] ve e=fe,] i=1,2,...,n ile ilgili ozellikler:

o ¥ nx/ tipinde uydurulmus degerlerin vektorii ve H= X(X'X)™ X" olarak

tanimlanmak {izere

»

F=XB=X(XX)' XY =HY
olarak ifade edilip agagrdaki 6zelliklere sahiptir.

a) E(Y)=Xp
b) Var(Y)=c’H
¢) Y ~N(XB,o’H)

e ¢, nx/ tipinde adi rezidii vektoriini ifade etmek iizere

A

e=Y-Y
=(I-H)Y

agafindaki ozelliklere sahiptir.

a)E(e)=0
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b)Var(e)=c’(I-H)
c)e~N(0,c’(I-H))

e'e
d)— ~y,
)02 Ain-p)

Burada ¥,,_,)° n-p serbestlik dereceli y” dagilimun ifade eder.

e Herhangi bir regresyon modeli i¢inde rezidiiler toplamu sifirdir.
Z(}’t ~-¥)= Zei =0.
i=1 i=1
o y, gozlemlenmis degerleri toplams; $, uydurulmus degerleri toplamina esittir.

Zyi = Z.f’i .
=1 i=1

o Aciklayict degiskenler ile onlara karsilik gelen rezidilerin garpimlanntn
toplam her zaman sifirdir.

zn:x,e, =0.

=1

¢ Rezidiilerin kargilik gelen uydurulmus degerlerle ¢arpimlaninin toplam her
zaman sifirdir.

Zf/,e, =0.

i=1

1.3.1.2 Maksimum Likelihood Yontemi ile Kestirim

Hata terimleri olan & (i=1,2,..,n) lerin O ortalamah, ¢’ varyansh bir dagiimdan
geldigi ve bu dafilimin gekli biliniyorsa parametre kestirimleri yapilirken e.k k. yerine

maksimum likelihood yontemi kullanilir. Biz &zel olarak hatalann normal dagilimh
olmast durumunu inceleyecefiiz.

& ler normal dagihimdan (NID(0,0°)) geldiginden y; lerde normal dagihma
sahiptir. y, nin olasthk yoguntuk fonksiyonu
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_%(y.—(wam))’

[

e ~o<y< o

(y,,8)=
Sy e
olup, parametre kestirimleri y; lerin ortak olasilik yogunluk fonksiyonunun kullamimas:
ile elde edilir.

Bu yontemde

I (}’: (BotBsx )]

o]

(1.19)

L=L(y,,y5YB0:B1,0°) = H

esitlifiyle tamml likelihood fonksiyonu ya da buna denk olarak tammii

n n 1 ‘ 2
I(B.6’)=InL=~7In2n-"Inc’ -%;g;(y, ~B,-B,x,) (1.20)

log-likelihood fonksiyonunu maksimum yapan degerler ( EO,E,,E’ ) aragtinlir. Bu

degerler;

olnL
OB, 1B

oinL _
o2 |Pebrd® ™

esitliklerinin ¢6ziimii ile bulunur.
Esitliklerin  ¢6ziimii sonunda, ﬁo,ﬁ,,izmaksimum likelihood kestiricileri

(m.Lk.) sirastyla

Bo =?—B|X (1.21a)
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~ zy; (xi - )—()

B =t—— (1.21b)
g(xi - X)z
Z(.V: - Eo - ﬁlxi )2

§P=H (1.21c)

n

olarak elde edilir.

ﬁo, El ve§? maksimum likelihood kestiricileri icin asagidaki esitlikler

yazilabilir.

B, =B, (1.22)

1.3.2 Coklu Dogrusal Regresyon Modeli

Basit dogrusal regresyon modelinde X agiklayici degiskenlerin vektorii nxp
tipinde bir matris ve £ bilinmeyen parametreleri px1 tipinde bir vektér (p>2) ise bu
model “goklu dogrusal regresyon modeli” olarak adlandinlir.

k tane acgiklayici degisken iceren goklu dogrusal regresyon modeli kitle igin

Y=8,+B,x, +B,x,+.+B,x, +¢ (1.23)
olarak tammlanirken 6meklem igin

Y, =B, +B,x, +B,x,+. 4B, x, +¢,

k
=Bo +ZB1XU +ei (i=1’2v-~°n 'j=1’2""k)
J=1



15

formunda ifade edilebilir (p=k+1). (1.23) denklemi ¥, X, £ve fmn

¥, 1 x, .. x, g, B,
. 1l x x
. e Xy . ..
Y= X= &= ve p=
Yn nxl 1 Xar o X me(k+1) &, nxl B Edrk+n)xl

matrisel formlannin kullaniimastyla

Y = Xp+e (1.24)

olarak ifade edilebilir.
Burada ;
Y: gozlemlerin vektorii,
X : tam rankl sabitlerin (veya agiklayici degigkenlerin) matrisi,
B : parametrelerin vektoril,
& sifir ortalama ve ¢°I kovaryans matrisli bagims:z rastgele hata

terimlerinin vektériidiir.

Kestirilmig regresyon katsayilar vektorii ﬁ = [ﬁo ,ﬁ ,,]

S(B) = is,’ =g's

i=1
= (Y - XB)'(Y - XB)
fonksiyonunun sirastyla 55, £, ..., [0 ya gore minimize edilmesiyle
B=(XX)' XY (1.25)

olarak elde edilir.

Bu kestiriciler basit dofrusal regresyon modelinin kestiricileri igin
tammladifimiz tiim Ozelliklere sahiptir.
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2. BOLUM

TEK DEGISKENLi DOGRUSAL REGRESYON
MODELLERINDE TANILAMA YONTEMLERI

2.1 GIRIS

Eldeki verilere uygun regresyon modelinin kurulmasi ve modelin uygunlugunun
aragtinlmasi regresyon analizinin temel konularindan biridir. Model uygunlugunun
kontrolii (1. /8a,b,c) varsayimlarinin gegerliliginin arastiriimast ile yapilir.

Regresyon analizi bir dizi analitik tekniklerin kullanimi olup, bu analiz
yinelemeli bir stireg olarak degerlendirilebilir. Bu yinelemeli siireg bir sema ile verilebilir
(Chatterjee ve Hadi (1988)).

o ¥ 1- Uygun degigken kiimesini seg
A ( fﬁro emi Formiilize ) 2- Modelin formunu seg
Etme 3- Uydurma yintemini seg
v

( Modeli Uydurma ) EKK metodunun
kullamimas ile

1- Rezidii Plotlan
(Gen;erli Varsawmlar) 2- Exkili gizlemlerin

l saptarunas1 analizi
Hawr
, 4 ’ Tamam
F——-—————

3-Sapan deger igin test vh.
| Evet

Uygun Modelin lyi bir uydurma igin test
Degeriendirilmesi
+

Hayir
o
Evet

Sekil 2.1 Yinelemeli Regresyon Yonteminin Akig Diagramu ile Gosterimi
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Model kurulduktan sonra uygunlugunun test edilmesi igin ¢ok sayida yontem
bulunmaktadir. Bunlann ¢ogu, sapan degerlerin model iizerindeki etkilerini saptamada
kullambir,

Tamlama yontemleri ad: altinda inceleyecegimiz bu olgiilerin her biri- farklt

etkiyi dl¢tiigiinden herbiri ayn ayn ele alimp incelenecektir. Ama oncelikle sapan deger,
etkili nokta, yiiksek etki kavramlan verilecektir.

e Sapan Deger (Outlier):

Dogrusal regresyonda uydurulmus regresyon dogrusunun uzaginda olan yani
uydurulmug regresyon modeli ile uyusmayan rezidiisii biiyitk olan noktalar sapan
deger olarak adlandirilir,

oYiiksek Etkili Gozlemler (High Leverage Observations):

Eldeki veri grubunun yogunlagtifi boélgenin uzaginda bulunan gézlemler
yiiksek etkiye sahiptir. Bu g6zlemler genellikle X uzayimn uzaginda bulunup sapan
deger ozellifi gosterirler.

eEtkili Gozlemler (Influential Observations) :

Veri kiimesi i¢inde diger veriler ile kargilagtinldiginda bireysel olarak ya da
grup halinde uydurulmusg regresyon esitliini bityiik 6lgiide etkileyen noktalardir.

Bir gozlem her regresyon sonucu izerinde aym etkiyi gostermeyebilir.
Oncelikle etkinin ne tizerine oldugu onemlidir. Ornegin; ﬁﬁzerinde etki, ﬁ mn
varyans!t iizerinde étki, tahmin edilen deger Uizerindeki etki ya da kestirilmig deger
iizerine etkiyi aragtirabiliriz. Bu analizde asil amacimuz hangi etkinin tercih edilecegi
sorusuna cevap bulmaktir. Omegin; f iizerindeki kestirim asil hedefimiz ise o zaman
ﬁ tizerinde gozlemlerin etkilerinin 6lgisi, 6n kestirim (prediction) asil amacimz ise o
zaman 6n kestirilen degerler (', ) tizerinde etkinin 6l¢tist ile ugrasinz.

Bu tanimladiyimiz kavramlar iizerinde baz1 6nemli noktalar agafidaki gibi
ifade edilebilir.
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a) Sapan degerler etkili gozlem olmak zorunda degillerdir.
'b) Etkili gozlemler sapan deger olmak zorunda degillerdir.

¢) E.k k. kestiricileri belirlenirken veri kiimesi igindeki noktalarin
birbirleri ile uyusabilme olasiliklarnimin artirdmast igin bityiik rezidilye
sahip gbzlemler veri  kiimesine dahil edilmek istenmez.

d) Sapan degerde oldugu gibi yiiksek etkili noktalarda etkili gozlem
olmak zorunda degildir. Aym sekilde etkili gozlemlerde yiiksek etkiye
sahip olmak zorunda degillerdir. Buna kargin yiiksek etkiye sahip
gozlemler etkili gozlemler olma olasiligs vardir.

(Chatterjee ve Hadi, 1988)

2.2 Tek Degiskenli Dogrusal Regresyon Modellerinde Tanilama

Yontemleri

En kigiik kareler (e.k.k.) yontemi ile model uydurma igleminde ve bundan
kaynaklanan istatistiksel modellerde etkinin belirlenmesi islemleri iizerine yapilan
¢aligmalar son 25 yildir biiyiik artig géstermigtir.

Bir regresyon denklemini belirleyen elemanlar,

o goziemler,
o degiskenler,
© model varsayimlandir.

Veriler ile varsayilan model arasindaki ¢esitli uyumsuzluk tiplerinin belirlenmesi
istatistiksel modellerde esastir.

Verilen bir veri kiimesine genel bir dogrusal modelin e k k. ile uydurulmasinin
dogurdugu sonuglar bir veya birkag gozlemin ¢ikanlmasi (veya eklenmesi) ile Gnemli
olarak degisebilir (veya etkilenebilir). Bu nedenle bu tip gbzlemlerin belirlenmesi ve
analizin ¢eyitli agilardan etkilerinin saptanmasi bir veri analisti i¢in 6nemlidir.

Analiz sonuglanim etkileyen bu gozlemlerin belirlenmesi igin birbirleriyle iligkili
¢ok sayida yontem vardir. Bu yontemler asaghida verilen niceliklere dayalidir.

e rezidiiler, .

e x-y uzayinda noktalarin uzakhg,
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o etki egrisi,
e giiven elipsoidlerinin hacmi,
e likelihood fonksiyonu

olarak verilebilir.

2.2.1 Tek Degiskenli Dogrusal Regresyon Modellerinde Tek Bir Satirin
Etkisini Olgmemizi Saglayan Tamlama Yontemleri

e Rezidiiler

Rezidiiler regresyon tamlama yontemleri iginde dnemli bir rol oynar. Hig bir
analiz rezidiilerin tam bir incelemesi olmaksizin tamamlanamaz. Regresyon sonuglarinin
standart analizi (7.6) varsayimlanna dayahdir. Dogru analizin yapilabilmesi igin bu
varsayimlanin gegerliliginin kontrol edilmesi gereklidir.

Rezidii vektorleri (e), hata vektérleri (&) cinsinden

e =(I-H)e (2.1)

ifade edilebilirler. Bu esitlikte e nin & igin uygun bir nicelik olabilmesi igin H nin
kogsegen tizerinde olmayan noktalarimin kiigiik olmasi gereklidir. Hata terimleri & ler
birbirleri ile iligkisiz ve aym varyansa sahip olmalanna ragmen rezidii terimleri e, lerin
bagimsizhk (H kogegenel olmadikga), aym varyansa sahip olma (H nin kogegenel
elemanlan egit olmadi1 siirece) 6zellikleri yoktur.

Sonug olarak rezidiilerin & lerin yerini alabilmesi i¢in X in satirlaninin homojen
bu nedenle H nin kogegen elemanlan yaklagik olarak esit ve kogegen haricinde
bulunanlar (off-diagonal) da yeteri kadar kiigiik olmalidir.

Bu gibi durumlarda varyans: sabitlegtirmek i¢in varyansin doniigiim yapilmg
formlan kullanihr.

Bunlar, o;i. rezidiiniin standart sapmas1 olmak iizere e, yerine,

f(e,0,)=— (2.2a)
oi
kullanabilir. (2.2a) nmin dért 6zel durumu vardir. Bunlar;
¢ normallegtirilmis rezidiiler,



21

olarak ifade edilir.

Kiigiik veri kiimelerinde Student rezidiller daha kullamghdir. Ciinkii rezidii
varyanslarindaki farkhliklar daha oOnemlidir. n biyiikse gozlemlerin uydurulmug
regresyon dofrusuna olan uzakliklan olarak tammlanan rezidillerin biyik degerli
olmas etkinin olabilecegi uyarisim verir. Bu durumda, olgeklenmis ve olgeklenmemis

rezidii arasinda pek fark yoktur.
e Sapka Matrisi (H)

Hoaglin ve Welsch (1978) tarafindan tammlanan bu olgi ile;
H=X(XX)"X" matrisinin (sapka matrisi), kogsegenel elemanlari olan
h, = x}( X'X )™ x, leri kullamlarak X uzayimmn uzagindaki noktalar saptanr.

Bu 6l¢ii igin egik deger;

Zhﬁ = RankH = RankX = p
i=]

esitligi yardimtyla 2p/n olarak elde edilmigtir (Chatterjee ve Hadi (1988) sh:100).
Daha kaba bir inceleme yapiliyorsa; A; >1 esitligini saflayan noktalann X
uzayinn uzaginda oldugu soylenebilir.

e DFBETAS

Belsley ve ark. (1980) tarafindan tammlanan bu 6l¢i 7. gozlemin parametre
kestirimi iizerindeki etkisini dlger.
ﬁm; i. gozlem gikanldiktan sonra elde edilen parametre kestiricisi olmak {izere

bu ol¢i
DFBETAS, =B —B,,, - (2.3
olarak tammlanir. Bu egitlik

X("}X(t} = X:X"— x,-’xi (2.40)
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Y(;)Y(i) =Y'Y-yy, (2.4b)

esitlikleri ve Sherman-Morrison ve Woodbury teoreminin (Rao (1973) sh:33) bir
sonucu olarak yazilabilen

(X'X) xx,(XX)"!

(X[ X) " =(XX)" + T (2.4¢)
ii
formu yardimiyla,
XX) " x]
DFBETAS, = (__1_);_"_‘1 (2.5)
L]

olarak ifade edilebilir (Miller 1964).
(2.5) esitliinden elde edilen deger g¢ok biiyilk ise 7. gbzlemin, parametre

kestirimi tizerine etkisinin biiyiik oldugu s6ylenir.
Bu o6lgii, 7. g6zlemin j. parametre kestirimi (] ﬁ ;) uzerindeki etkisini de dlger.

Bunun igin;

DFBETAS. = (ﬁf_ﬁj(l)) _ (ﬁj _ﬁj(i))

- (2.6)
’ \/ st ( XX )3 \/ 5,Cy

formundan yararlandir. (2.6) esitliginde, Cy;; (X'X)” matrisinin j. kogegenel

elemanidir. Bu 6l¢i igin esik deger2/ Jn olup, (2.6) dan elde edilen deger bu esik
degerden biiyiikse i. gézlemin j. katsay: lizerinde etkisinin oldugu s6ylenir.

o DFFITS

Belsley ve ark. (1980) (sh:15) tarafindan tammlanan bu 6lgii, i. g6zlemin
uydurulmug deger iizerindeki etkisini olger.
7, i. gozlemin uydurulmus degeri ve j,,,, i. gozlem ¢ikanldiktan sonra elde

edilen i. g6zlemin uydurulmug degeri olmak iizere bu dlgil
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h..e,
= ' 2.7
I1-h, (2.7)

DFFIT, = 3, _j;i(i) = xi[B_B(i)]z

seklinde ifade edilebilir.
(2.7) esitliginin, P, nin standart hatasi of ‘/E ) ye boliinmesi ve ¢ yerine i.

gozlemin silinmesi durumunda elde edilen ¢ mn kestirici olan sy nin konulmastyla bu

6l¢ii tam olarak ifade edilebilir.

e

N (2.8)

12
DFFITS, = by
i 1-h, )

Bu o6lgii igin esik deger 2,/p/ n olarak bulunmustur (Belsley ve ark. (1980)
sh:28).
(2.8) esitlifinin karesi alimip gerekli diizenlemeler yapilirsa

(B"B(:))'-::X(ﬁ"ﬁ(u) (2.9)

i)

DFFITS? =

ifadesi elde edilir. Bu formun kullamm ileride J; siufi anlatiirken detayl olarak

incelenecektir.
¢ Cook Uzakh@ (D)

Bir ¢ok o6lgii, verinin X veya ¥ uzayindaki yerini inceleyerek potansiyel olarak
etkili olan noktalan ortaya gikarirken; esas olarak, hem noktanm bulundugu yerin hem
de cevap degiskenlerinin 6l¢ii igindeki etkisinin birlikte degerlendirilmesi istenir.

Cook (1977, 1979) bu amagla D, Cook istatistigini tammlads. B, i. gozlem

ctkarildiktan sonra elde edilen parametre kestirimi olmak {izere bu 6lgii en genel
formda;
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(BB, ) M(B-B,,)

c

D(Mc)= =1..n (2.10)

olarak tamimlanabilir.

(2.10) esitligindeki M bir norm, ¢ de standartlagtirma igin kullamlan bir
skalerdir. Amaca uygun olarak M ve c igin farkh segimler yapilabilir. Bunlar Tablo 2.1
de gorilmektedir.

M c Istatistik
X'X ps’ D(X'X, ps?)
X'X s D(X'X, psy)

XX ps D(X{, X »ps")
XX pso D(X¢, X i)»PSgy)

Tablo 2.1 Normlu Etki Olgiileri

Bunlarin yorumlant sonraki boliimlerde yapilacaktir. Ama en ¢ok kullamlan
norm M = X'X vec = ps’ olmast durumudur. Bu durumda (2. 70) esitlii,
(B-Bu))' XX(B-B,))
ps’ ’

D(M,c)=D, = =1l...n (2.11)
formuna doéniigiir.

D, nin biiytik degerli olmasina neden olan noktalar, e.k.k. kestiricisi [3 lizerinde
etkili olarak ele alinir,

D, nin buyikliaga F, ,, , tablo degeri ile kargilagtinlarak da degerlendirilebilir.
D;=F,;,, , ise i gdzlemin silinmesi ile B tim verilere bagimh olarak elde edilen
%50 lik giiven bolgesi siirlanna tagnir. Fp; ,, =1 oldugu igin, D; > / olan noktalar
e.k k. kestiricisi p tzerinde etkili olarak varsayilirlar.

D, istatistigii (1.1) ve (1.6) esitlikleri yardimyla
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D=t—1— i=4..n (2.12)

olarak ifade edilebilir.

Goruldugu gibi D, istatistifi, Student rezidiller (z) ve etki elemanlan
(leverageler) () nin ¢arpim formunda ifade edilir. Bu oran sayesinde X yada Y
yoniinde bir problem olup olmadig kolayhikla degerlendirilebilir. Bu degerlendirme D,
nin bilyiik ya da kiigiikk degerli oluguna gére yapulir.

e COVRATIO;

Simdiye kadar incelediimiz tamlama yéntemleri tek bir satinn model
tizerindeki etkisini ortaya ¢ikartmakta ama kestirimin kesinligi hakkinda tam olarak bir
bilgi vermemektedir.

Bu amagla Belsley ve ark. (1980), kesinlii gosteren uygun bir skaler olarak
genellestirilmig varyans kavramindan yararlanmig ve determinantal oran fikri altinda
COVRATIO blgistinii tammlamugtir

i. gozlem gikartildifinda bu goézlemin giiven elipsoidinin hacminde ne kadarlik
degisim ortaya gikardifint gosteren bu 6lcii, kovaryans matrisler oram olarak bilinir ve

v(ﬁ(r)) N
‘v(ﬁ_)_l' i=1,....n (2.13)

(2.13) esitligi v(ﬁ(,))=s(’;)(X(',)X(,))" ve v(PB)=s(XX)" esitlikler

COVRATIO, = CVR, =

olarak tammlanir.

yardimiyla

_ |(X('1)X(,))"‘sf,)|
'| (XX)'s? |’

COVRATIO, =1,...n (2.14)

olarak diizenlenebilir.
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Bu dl¢ii sonuclar: kabaca asagidaki gibi degerlendirilebilir.

a) COVRATIO, > 1 ise i. gdzlem modelin kesinligini gereksiz yere
vurgular,

b) COVRATIO, < 1 ise i. gozlemin modele katilmas: kestirimin
kesinligini azaltir,

c) COVRATIO, = 1 ise tim g6zlemler kovaryans matrisi {izerinde egit
etkiye sahiptir.

Hesaplamada, (2.14) esitligi (2.4c) eitliginin yerine konulmas: ve bazi matris
Ozelliklerinin (Graybill (1983)) kullanilmas: ile

2

»
A
COVRATIO, = [;‘;—) ! !

1_h11=(n‘p‘1)+ ) 1-hy
n-p n-p

(2.15)

formunda ifade edilebilir.

Bu 6l¢ii igin eyik deger, Belsley ve ark. (1980) tarafindan p parametre sayisi, n

gozlem sayist olmak iizere;
3p
COVRATIO, > 1+—r;- (2.16a)
ya da
3p
COVRATIO, <1+-;’— (2.16b)
olarak tanimlanmgtir.

e FVARATIO;

COVRATIO olgisiniin tammlanmasindaki mantikla, Belsley ve ark. (1980)
tarafindan sunulan bu o6l¢ii ile , i. gozlemin y, nin varyansinda meydana getirdigi
degisim saptanir,

Genel olarak;
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V(3iry)

FVARATIO, =255
i

(2.17)

olarak tanimlanir.

h
(2.17) de V(3 )=s(2, ) 1—-ﬁh ve V(3 )=s2h,.,' degerlerinin  yerine
i

konulmasiyla

SZ
FVARATIO, = -;#_’{——— (2.18)

hy)

olarak daha agik formda yazilabilir.

s2

Bu ifade % nin p. kuvveti diginda, COVRATIO tammlamasi ile aymdir. Bu

olgit COVRATIO da oldugu gibi gsapka matrisinin kosegenel elemanlan 4, ve Student

rezidilerin aldig1 degerlere bagh olarak yorumlamirlar.

[ wi
Welsch (1980) veri kiimesinden silme ile indirgenmiy veri yerine alt kiime
iizerinde satir eklemenin etkisini aragtirmak istemis ve bu nedenle W; odlgiisini

tammlamgtir. Bu 6l¢ii karesel formda

7 = B/(Xn)X 0) )B, .19
(n-1)s;,,
esitligi ile gﬁsterilir. Burada
B = (n—])(X(',)X(,))"’x,’(y, -xB)) (2.20)

olarak tammianir.
(2.20),(2.4c)  esitliklerinin  yerine konmast ve A, =x/(XX)"'x,,

q, =e/(e'e) e, esitlikleri yardim ile

W =(n-1-p)(n—-1)hq,(1-h,~q,)" (1-h,)> (2.21)
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seklinde ifade edilebilir.
Bu ol¢ii hakkindaki yorumlar sonraki boliimde J; simfi iginde anlatilacaktir.

o AP;

Andrews ve Pregibon (1978), Bnin giiven elipsoidinin hacminin det(X'X)e
bagimh olusu ve biiyiik rezidiiye sahip gozlemlerin veri kiimesinden atilmasiyla rezida
kareler toplamu (SSE) iginde biiyliik bir digiis olacagi dusiincesinden hareketle i
gbzlemin model tzerindeki etkisi det( X'X ) ile SSE deZerlerinde meydana gelen

degisimi Slgerek elde etmek istemis ve bu nedenle

_ SSE,,, det( X}, X))
‘7 SSEdet(X'X)

i=12,....n (2.22)

oramini tammlanmuglardir.

X matrisinin kolonuna y vektoriinii ekleyerek elde edilen matris Z olmak tizere

(Z=(Xy)

i [X?( Xﬁv]

yXxX yy

matrisel formu yazlabilir.

Matris 6zellikleri yardimiyla (Graybill, 1983)

det(Z'Z) = det( X'X )SSE
ve benzer olarak
det(Z(',)Z(,)) = det(X(',)X(,))SSE(,,

esitlikleri elde edilebilir.
Boéylece (2.22) esitligi

SSE,,det( X}, X,,) det(Z},Z,,)
SSEdet(X'X) ~ del(Z'Z)

(2.23a)

formuna dontistr. Bu oran i. gozlem silindiginde det(Z'Z) iginde meydana gelen
degisimi 6lger. Verilerin yogunlasgtifi bélgenin diginda kalan noktalann veri kiimesinden
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atiimas: determinant oraninda biiyitk bir disiige, dolayisiyla da hacimdeki biiyiik artiga
neden olacaktir. Bu durumda (2.23@) nin kigiik degerleri 6zel bir inceleme
gerektirmektedir. Bu nedenle (2.23a) oram1 daha uygun bir tanimla

del(Z;,2))
=] 2.23h
AR, det(Z'Z) ( )
olarak verilmistir (Andrews ve Pregibon (1978)).
(2.23b) esitliginin biiyilk degerleri 6zel bir incelemenin yapilmast gerekliligini
ortaya gikarr.

Chatterje ve Hadi (1988) Lemma 2.4 den yararlamrsak

det(Z},,Z,,,) = det(Z'Z ~ z,2])
~det(Z'Z)(1-2)(2'Z)"'z,)
= det(Z'Z)(1-h,,)

esitligi elde edilir.
Dolayisiyla
del(ZipZy) _,_,
det(Z'Z) g
dir. Gerekli diizenleme ile
AP;=h (2.24)

2y

olacaktir. Burada h, Z nin gapka matrisinin i. kdgegen elemamdir.
(2.24) den gorildugu gibi AP nin, h, ye denk oldugu gorilir. 0 < h, < 1

oldugundan 0 < AP, < 1 esitsizlifi yazilabilir. Dolaysiyla bu 6lgii igin esik deger 1
olacaktir.

o Likelihood Fonksiyonuna Bagh Olgiiler

n gozlem iizerine kurulan, paremetreleri 8 ve o olan log-likelihood fonksiyonu
ve maksimum likelihood kestiricileri E ve 57 (1.21) esitlikleri ile tammlanmigti. i.

gozlemin silinmesi durumunda bu kestiriciler B;, ve 5/’ ile ifade edilirler.

ﬁ(, =B (2.25a)
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v 2_ 2-p-1
Sty = Sy
n—1

(2.25b)

(1.21) ve (2.25a,b) esitlikleri ile tammlanan kestiriciler i¢in log-likelihood

fonksiyonlan sirastyla

(Y- XB)'(Y - XB)

~ n n
I(B,5%)=~-= -—=In¥? - .26,
(B,5°) 21n21t > n's YT (2.26)
ve
~ ~ n n - 1 n 'N
1By ) = =5 In2m == I3, =52 (y, —x/By))" (227)
(i} r=1

olarak yazilabilir. x, X in r-inci satin, y,, y nin r-inci satirmm ifade eder.

i. gozlemin likelihood fonksiyonu iizerindeki etkisi (2.26) ile (2.27) egitlikleri
arasindaki farkin alinmas: ile olgiliir. Bu fark Cook ve Weisberg (1982) tarafindan

tanimlanan

LDi(B.O")=2[1(5,52)—l(ﬁ(,,,ﬁzm)], i=12,.n  (2.28)

Olgiisiiniin kullanilmast ile elde edilir.

(2.28) ile verilen esitlik B ve 7 igin 100(1-a) % lik asimtotik giiven araligina

(5.0°)41(5.5)-1p.0")| = 1%

benzediginden (Cox-Hinkley (1974), Lehman (1982) ), etki degerlendirmesi, LD, &)
degerinin o’ dagiimu ile kargilagtinimas: ile yapilabilir.
Likelihood displacement yontemi olarak tammlanan LD, 0°) formu 8 ve o
nin ortak kestirimi yapiimak istenildiginde kuliamlan kullaniglt bir yontemdir.
Likelihood fonksiyonunu kullanarak sadece 8 ya da o lzerindeki etki de

incelenebilir. Bu durumda kullamlmas: gereken likelihood displacement formlan

sirastyla

LD,(B|o?)= 2[1(6,32 )-—mglxl(ﬁ(, 52 )], i=1,2,..,n
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LD,(c’ | [3):2[l(§,§2)—mgle(§,§2(,))] i=1,2,.,n

olacaktir. Burada

~ n n.o .~ n
m(?xl(B(i),sz):—EInZTC—'Elnsz(B(i))_E

ve
max I(B ??):—zln2n~£ln§? —~—’1§—2
p W2 27 2%
olarak tanimlanmugtir.

Burada LD,(B,c’) ve LD,(B | o’) kullamlan olasithk modeline dayahdir,

Halbuki, daha once verilen etki olgileri tamamen sayisal degerlerdir. Likelihood
uzakhfmin bir avantaji, normal dogrusal modelin digindaki modellere de uygulanabilir
olmasidir.
2.2.2 Tek Degiskenli Dogrusal Regresyon Modellerinde Birden Fazla
Satinn Ortak Etkisini Aragtirmamiz Saglayan Tanilama Olgiileri ve J; Sinifi

Gray (1983-1986) tek bir satir iizerine yapilan etki olgiilerinin etki elemanlan
(leverage values), rezidiller ve temel regresyon parametrelerinin bir fonksiyonu
oldugunu gostermisti. Hocking (1983)’de etki elemanlan ve rezidiilere dayali olarak
benzer tek satirh tanilamalan ve etki 6l¢iilerini verdi. Fakat ¢oklu satir igin bu iglemler
yapilmamgtir. Bu nedenle Jones ve Ling (1988) yapilan ¢aligmalardan yola ¢ikarak
coklu satinn etkisinin aragtinlmasinda kullanilan 6lgiileri bir simf altinda toplayip,
bunlann etki, rezidii elemanlar1 ve skalerlerin bir fonksiyonu olarak ifade etmistir.

Jr smifi adi altinda incelenen bu 6lgiiler 7 silinen satwrlann indis kiimesini

gostermek iizere genel olarak

J(fuve)=le, (1-H, )"‘H,"e,lf(m,n, p)/c (2.29)

formunda tamimlamr.
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J: problemin biiyiikliigiiniin yani m, n ve p nin, bir fonksiyonu ( m :

silinen alt kiimelerin sayisi, p: parametre sayisi, # : gozlem saysi),

I : mxm tipinde birim matris,

H; : H nin alt matrisi (Hy=X,(XX)" X, ),
u ve v : sifirdan farkh tam sayilar,

¢ : standartlagtirma igin kullamlan bir skalerdir.

Jr sintfinin tanimli olabilmesi i¢in, (7-H)) mn tersinin oldugu varsayilir.

Tim veri kiimesinden 7 ile indisli bir grup goézlemin silinmesi ile ortaya

¢ikacak etkinin belirlenmesi ile ilgili pek ¢ok farkli 6lgii literatiirde bulunabilir.

Burada mevcut olan olgillerin gergekte ¢ofunun J; simf olgiilerinin dzel
durumlan oldugunu gosterecegiz. Bu iglemler J, smifindaki argiimanlarin uygun
segimi vasitasiyla kesin kargiliklant verilerek yapilabilir. Bununla beraber, bu
yaklagimda bazi etki olgilern vardir ki J; simfinin  dyeleri olarak ifade
edilemezler.(Cook (1986)' un LD si, bazi satir silme ile elde edilen etki olgiileri
(Johnson ve Geisser (1983) in olgiisii) gibi.

Bu bolimde hangi olgilerin J; simnifina ait olduklan islemler yapilarak

gosterilecektir.
oCook Uzakhg: (D)

Tek bir satirin etkisinin incelenmesi i¢in, Cook (1977) tarafindan tanimlanan

Cook uzakhig (D), birden fazla satinn etkisinin degerlendirilmesi amactyla

(ﬁ - ﬁ(z))'M(ﬁ - ﬁu—))

D,(Mc)= -

(2.30)

olarak tammlanabilir (Cook ve Weisberg, (1982)).
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Burada M bir norm ve ¢ bir dlgekleme faktorii olup en fazla M = X'X ve

¢ = ps’ formu kullanimaktadir.

N 'y A A
I),(XX,pS2)= B B(/)) pS:Y(B B(l)) (2.31)

formunda yazilabilir (s* =e’e/n—-p).

Bir takim diizenlemelerden sonra;
D, (XX,ps)=e;(1-H, )" H,(I-H )¢ / ps’

elde edilir (Cook ve Weisberg (1982)).
Bu esitlik, H;ve (I-Hy)"' in degigebilirlik 6zelliginden yararlanarak,

'(1-H,)?H
D,(X?(,ps’)=e’( p;2) v (2.32)

formuna doniisiir.

Bu form (2.29) esitliginde f(.) =

1
P ¢c=5 u=2vev = 1 segilmesi ile elde

edilebilir.

oD; Cook Uzakhginin Diger Formlan

Cook (1979) ve Cook ve Weisberg (1982); (2.30) eitligi ile verilen DyM,c)
icindeki dlgekleme faktorleri ve normlann farkll kullammlanm ele almslardir. Diger
aragtirmacilarda, D; (M, ¢) nin 6zel durumlan olarak gosterilebilen olgiileri digerlerinden
bagimsiz olarak ileri sirmiglerdir. Belsley ve ark. (1980) in MDFFIT, ve Little (1985)
tarafindan sunulan Z; olgiisi bunlara 6rnek olarak verilebilir. Her iki dl¢timde M igin
X/,,X;,ve cigin 1 degerinin kullaniimasi durumuna kargilik gelir. Bu nedenle
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MDFFIT;=Li=Di(X,;, X, , 1)
= (B_B(I))'X(I) X(])(B'B(I)) (2.33)
Cook ve Weisberg (1982) (sh:132) (3.6.4.) esitliginden yararlamrsak (2.33)
MDFFIT, =e!(I-H,)" H,e, (2.34)

formuna dontigiir.

Bu istatistik f()) = 1, ¢ = I, u = 1, v = I degerleri ile J; simfinin bir elemamdir.

(2.33) ve (2.34) den
Di(X/, X, ps’)=e/(I-H, )" He, /ps’ (2.35)
D, (X(,X 1), psiy)=e;-(I1-H, )" Hye; / psiy, (2.36)

esitlikleri yazilabilir.

(2.35) ve (2.36) da f() = 1/p, u = v = 1 ve sirastyla ¢ = s° ve ¢ = sq° olarak

segilirse bu dlgiler J; stmfimn 6zel durumlan olurlar.

Son olarak (2.30) daki M igin X/, X, w1 kullanrsak

esitligi elde edilir. Burada da # = v = 2 olarak segilirse (2.37) esitligi J; simfimn 6zel

formudur deriz.
e DFFITS;?

Belsley ve ark. (1980 sh:15) tek bir satir silindiginde (i), y, nin uydurulmus
degerinde nasil bir degigim olduunu 6lgmek i¢in DFFIT, (2.7) 8lgisiini ve bunun
standartlagtinilmig formunda 619ekleme faktorii olarak s° yerine s;° kullanarak
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DFFITS; (2.9) olgiimiini tamtmuglardi. Birden fazla satinn silinmesi durumunda aym

islemi yapmak istedigimizde

(BB, ) XX(B-B,,)

2
Si1)

DFFITS,? = (2.38)

sekline donuigiir. Bu nedenle DFFITS] = D,(X'X, s(’, )J dir. (2.32) den yararlanarak
DFFITS,” =el(I-H,)? H,e, /8,y (2.39)

esitligi yazilabilir.

Bu esitlik /() = 1, ¢ = sg°, u = 2, v = I olarak alimirsa (2.29) in 6zel

durumuna déniigiir.
eWelsch’in W,* él¢iimii

Welsch (1982) sonsuz biiyiikliikteki érmekleme satirlanin bir alt kiimesinin
eklenmesi ile ortaya gikacak etkinin uygun sekilde normlu oélgiisiine sonlu bir

orneklem yaklagimi verdi. Bu 6l
W’ =Bi(X(,,X1))B, /((n—m)s(,)z) (2.40)

esitligi ile tammhdir. Burada

1 -1 A
B, = ”;g(n—m)(X('“X(,)) X/(Y, - XiB(I)) (2.41)

dir.
Bu form gerekli diizenlemelerin yapilmasiyla

_ (n—mej(I-H, )" H,e,

w? 7. 2
m S(“

(2.42)
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seklinde ifade edilebilir.

() = (n-m)/m’, ¢ = sg, u = 3 ve v = I olarak segilirse, (2.42) J; siufimn bir

tiyesi olur.
oGentleman ve Wilk’in Q; dl¢limii

Gentleman ve Wilk (1975), I ile indislenen satirlarin bir alt kiimesinin silinmesi
durumunda, indirgenmis rezidii kareler toplamina bagimh bir 6l¢ii tammladi. Bu 6lgii
en biiyiikk O; degerine sahip m biiyiikliikteki alt kiimenin m biyiikligiindeki “en gok

olasi sapan deger kiime” olacag diigiincesinden hareketle

an2 ~ 2 :
0, =[r - x| -|r,, - 2, 8., (2.43)

olarak yazilabilir. Bu olgii gerekli dizenlemeler yapildiktan sonra

Q] =ez'(1“H1)—le1 (2.44)
olarak tammlanabilir.

f() = c =u=1vev = 0 olarak segildiginde bu 6lgiiniin (2.29) un ozel bir
durumu oldugu kolaylikla goriilebilir.
. eBasit ve On Kestirilmig Rezidii Kareler Toplam
Silinen kiimenin, basit rezidiilerinin kareleri toplami olan

SSE, =eje,

egitligi f(.) =c = 1veu = v = 0ile (2.29) un dzel bir durumudur. Diger taraftan 6n

kestirilmis rezidiilerin kareleri toplam1 olan;
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. a 2
SSPE, = "YI - XIB(I)"
da kolayhkla
eI'(I—HI)_zeI

formunda ifade edilebilecegi agiktir ve bu nedenle {) =c=1,u=2vev=20

segilmesiyle bu 6lgiiniin (2.29) in 6zel bir durumu oldugu kolaylikla goriilebilir.

Simdiye kadar gordiigimiiz J; smfina ait bitiin olgiler 7ablo 2.2 de

Ozetlenmigtir.
v
u 0 1 2
0 SS (Silinen Rezidiiler)
=e¢je,(SSE, )
1 Q MDFFIT; (Belsley ve
1975) (1985))

2| D (X(',)Xm,.ps‘?)

D, (X(’,,X(,,,ps(,)’)

(Cook ve Weisberg
(1982)

=“Y ')ﬂz 'ﬂ% —X;,)ﬁ(,)‘

2 SS (on kestirilmis | DFFITS? (Belsley ve D(x:x,,ps)
rezidiiler) ark. (1980)

’ 2
= "YI - X]ﬁ“)uz D,(X'X,sf,)) DI(X1X1vPS(1) )

D,(x'X,ps?)

(Cook 1979)

3 Wi (Welsch, 1982)

Tablo 2.2. (2.29) daki J; sinifimin 6zel durumlarin gésteren tamlama Olgiileri
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2.2.3 J, Simfimin Ozellikleri

Ji sinifina ait tiim Olgiiler, bu smifin ¢ekirdegi olarak tamimlanan
K,(u,v)ze;(I—H,)‘"H,"e, (2.45)
nin birer fonksiyonu olarak yazlabililer. Burada H, =X, (XX)"'X] ve
e, =Y, -X ,ﬁ olarak tammbidir.
Tablo 2.3 de; J; simfina ait olgilerin, gekirdek K, (u,v) fonksiyon f(mn,p)

ve skalerler (1, ps®, ps;;,) ya bagh olarak nasil ifade edilebilecekleri ozetlenmistir.

Olgiiler u v Olgiilerin K;{u,v) cinsinden ifadeleri
Cook's D; 2 1 K@ Dps
DFFITS? 2 1 Ki2,1)/sq07

MDFFIT;= I, 1 1 Ki(1,1)
Di( X}, X,;,.p5) 1 1 Ki(1,1)/ps’
DA X!, X, PS0)) 1 1 Ki(1,1)/psqf
Di( X! X,.ps’) 2 2 Ki(2,2)/ps’
Dy X; X, .psq) 2 2 Ki(2,2)/psaf
Wi’ 3 1 (n-m)im[K (3,1)/ s'r |
SSPE; 2 0 Ki(2,0)
O 1 0 Ki(1,0)
SSE; 0 0 K,(0,0)

Tablo 2.3. Cekirdek K,(u,v) ye bagh olarak yazilabilen etki ve tanilama dlgiileri ve
skaler ¢arpanlar:

Bu tablo kullammu ve J; simfinin  Kj(u,v) fonksiyonu ile ilgili 6zellikleri
yardimyla dl¢iilerin degerlerinin hesaplanmast daha kolaylikla yapilabilir.

Ozellik 1: Segilen bir / alt kiimesi iizerinde u, v ve k nin verilen degerleri igin

K+ D)2 K [u,(v+ 1)) (2.46)



39
X, [(u+1),v]=§ K[, (v + #)]
olmast

K [uv)+ K [(u+ 1),(v + D)= K, [(u + 1), ] (2.47)

ifadesini gerektirdigi gosterilebilir.
Bu esitlikler sayesinde segilen 7 alt kiimesi {izerinde, J; simfina ait dlgiiler birbiri

cinsinden rahathikla ifade edilebilir ya da karsilagtinilabilir.
Ornek 1: (2.46) nolu esitsizlii u=2, v=1 ve k=0 i¢in
K,[3.1]=2 k,[2.1]
ve u=1, v=1 ve k=0 i¢in

K, [21]zk,[11]
olarak yazilabilir. Bu esitsizlikleri birlestirirsek
K, [3.1)= K, [2.1]= K, [1.1]

elde edilir. Tablo 2.3 in kullanimiyla

m2

W7 2 DFFITS? 2 D,(X},X,1,,5%,)

n—m
yazilabilir. Boylece verilen 7 alt kiimesi tizerinde W, , DFFITS; , D, (X X ,),sa))

lgtilerin birbirleri ile iliskisi goriilebilir.

Ornek 2: (2.47) nolu esitlik u=0, v=0 igin

K [001+K,[11]=K,[10]
olarak yazilabilir. Bu esitlik Tablo 2.3 yardimiyla

SSE, + MDFFIT, = Q,
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olarak yazilabilir .
Buradan SSE, ve MDFFIT, degerleri bilindiginde Q, olgiisiini hesaplamak

i¢in sadece bir toplama iglemi yapmamz gerektigi kolaylikla goriilebilir.

Ozellik 2: Herhangi iki J ve J alt kiimeleri iizerinde, ve v nin verilen

degerlerine gore
K, [u,v]s K, [u,v]
K [(u+1)v]2 K, [(u+1)]

esitsizlikleri saglanirsa

K([(u+1),(v+ D]z K,[(u+1),(v+1)] (2.48)
esitsizligi yazilabilir.

Ornek 3 : Verilen I ve J alt kiimeleri igin SSE, < SSE, ve O, > Q, ise segilen

bir olgii Gizerinde, 1 alt kiimesinin elemanlannin outlier (sapandeger) olmasi olasihif J

alt kimesinden daha yiiksektir. (2.48) 6zdesliinden I alt kimesi MDFFIT, ve
DI(X(’I)X(I) ,ps(zl)) olgtilerine gore J alt kiimesinden daha etkili oldugunu soyleyebiliriz.

Buna ek olarak, sayet her iki alt kiime aym biyiklikte ve (), = Q, esitligi
saglamyorsa s’y < s%y) olur. O zaman da 7 alt kiimesi D,(X(',)Xm,ps(zn)élciisiine

gore J alt kiimesinden daha etkili olur. Aksine Q, <, fakat / alt kiimesi J alt kiimesi

silindikten sonra kétii bir kestirim veriyorsa (dr: SSPE; >2SSPE; ) o zaman Cook
uzakh@ina gore / alt kiimesinin J alt kiimesinden daha etkili oldugu sonucuna varilir.

2.2.4 J; Sintfimin Kullanimindaki Yararlar

J; smifi zellikle birkac dl¢i tizerinden satirlanin etkili alt kiimeleri araghinimak
istenildiinde hesaplamada biiyiik kolayliklar saglamaktadir.
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Varsayilan birgok 6l¢giiniin ilk tammlamalaninda, tanimlamalar direkt olarak
kullailiyorsa ve ozellikle tek bir dlgii kullamilarak bu islem yapilacaksa satirlarin tekil
alt kiimelerinin etkili degerlerini elde etmede olduk¢a ¢ok miktarda hesaplama

yapilmasi gerekmektedir. Ornegin; / ile indislenen bir alt kiime i¢in D; Cook uzakhigim
hesaplamada kisi B,;, yeni kestirimini hesaplayip (B —B,;,) vektorinii pxp tipindeki
X'X matrisi ile sagdan ve soldan ¢arpmasi gerekmektedir. p bityiik oldugunda ﬁ( N

elde etmek igin mantikli bir algoritma kullamilsa bile aritmetik islemlerin sayisi
artabilmektedir. Biitiin bu islemleri yapma yerine (2.32) esitligi ile tammladigimz Cook
uzakli formunu kullanarak hesaplamalarn buyik bir boliimiinden kurtulabiliriz.
XX in sonuglanmin o6nceden verildigi varsaymu altinda D,(X'X,ps’) Cook
uzakhginm degerleri (2.31) in kullamm ile p’ tincii dereceden hesaplama yapilarak elde
edilir. Buna kargin (2.32) esitliginin kullanlmas: sadece m’ uncii dereceden bir
hesaplama gerektirmektedir. Dolayisiyla m <<p oldugunda (2.32) hesaplamada biiyiik
kolayliklar saglayacaktir.

J, siufi farkh etki Olgiilerin kiimesi igin, [ ile indislenen bir alt kiimenin etkisi
aragtinimak istenildiginde de biiyiik hesaplama kolayhklan saglamaktadir. (2.35) formu

ve Tablo 2.3 yardimiyla hesaplamanin biiyilkk bir bolimii birbirinden farklt
{u, v} tamsayilan igin K(u,v) nin degerlendirilmesi ile yapilir. Tablo 2.2 iginde 6lgiilerin
birbirlerinin kombinasyonu olarak sirayla hesaplanmas: ile aritmetik islemlerin sayistmn
miimkiin oldugunca azalmaktadir. Ornegin;
(1-#,)",(1-H,)'H,, (1-H,)"H, ve (I - H,)” H? formlan sagidan ve soldan
e; vee ile carptir ve swrastyla I, I, ps’ve ps° ye  bolinirse
Q,. MDFFIT,, D,, D,(X]X,,ps?) olgi degerleri elde edilebilir.

Bu simfi kullanmadaki diger bir avantaj, segilen her alt kiime iizerinde niimerik

bir Gist siur bulabilecegimizdir. Bu konu hakkindaki detayh bilgi sonraki boliimde

verilecektir.



3. BOLUM

COK DEGISKENLI DOGRUSAL REGRESYCN
MODELLERINDE TANILAMA YONTEMLERI

3.1 COK DEGISKENLI DOGRUSAL REGRESYON MODELIJ

Dogrusal regresyon modeli uydurulurken j. denemede elde edilen agiklayici

degiskenler (x,), cevap degiskenleri (3,) ve hatalar () sirastyla
X, =[xj,, ..... ,xjp]

Y =[yjl’yj2"""yjr]

g =[aj,,sﬂ, ..... ej,]
esitlikleri ile gosterilirse (j=1,2,..,n); Y, X, B ve & matrisleri

Yuu - - Vi Vi
Ya - - Va2 3 )
Y= =
;_ynl c ynr_m, L_yn_
Xn X Xip
X = =[x, Xy X5 e x,,]
xnl xnz xnp
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Bll BIZ L Blr BI

B= =
Bpl Bp) . Bpr e Bp
€, . . & €,
€2 €2 €
€= =
_8"1 [N E"r_‘m _En*

matris formlarina sahip olacaktir.
Bu tamimlamalar ve E(g) = 0, cov(g,&) = oul i, k = 1,...,r varsayimlan
altinda kurulan

Y=XB+g 3.1)
modeli ¢ok degiskenli dogrusal regresyon modeli olarak adlandinhr.

Burada B ve oy bilinmeyen parametreler olup, j. deneme iizerinde p gozlemin
varyans kovaryans matrisi 3’ = {oy} ile ifade edilir. Farkli denemelerden elde edilen
gozlemler iliskisizdir,

Bu modelde tek degiskenli regresyonda oldugu gibi e.k.k. yontemi kullamlarak

B nin elemanlan tahmin edilmek istenir. Bunun iginde
Tr[(Y _XB) (Y- XB)]

esitlifini minimize eden B yi bulmak gerekir. Bu egsitliin ¢6ziimi ile elde edilen normal
esitlikler
(XX)B=X7

ve e.k k. ¢6ziimii

B=(xx%x)"Xx7Y (3.20)
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veya uj, Y veri matrisinin j. kolonunu ifade etmek iizere

B=(xx)"xTu, w, . . u]=[8, B, . . B] (3.2b)

olarak ifade edilebilir.

Y nin herbir kolonu bir degisken olarak diigtiniiliirse 3, nin e.k k. kestiricisi
B, =(XX)" xu,
olarak verilir.

Bu durumda uydurulmus degerlerin matrisi

P=XB (3.3)
ve rezidii terimlerinin matrisi
E=Y-XB (3.4)
ile ifade edilir.
2. nin bir yansiz kestiricisi
(r- xB) (- xB)
S= (3.5a)
n-p .
(I, - x(XX)" x')r
= (1, - ¥ x) (3.58)
n-—p
esitlifiyle tanimlanir.

(3.1) esitligi ile tammli model ¢esitli tamlama yéntemlerinin elde edilmesinde

islem kolaylif: saglamasi agisindan

VecY =Y, , = (I, ® X)WB;,,, +E,,
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olarak da ifade edilebilir. VecY; Y nin kolonlanmn alt alta yazilmasiyla elde edilen

vektorii ifade ediyor olup

4

VecY =Y" =(y,’ Yy .. )
matrisel esitligi ile tammlidir. Aynt tanimlamalar VecB ve VecE igin de gegerlidir.

Vec’li formun kullanilmast durumun da E” ve Y’ n beklenen deger ve varyans-

kovaryans matrisleri sirastyla,
E(s')=0

Cov(s*)=2®I,
ve

E(r")=(I, ® X)ecB

Cov (Y*) = (X&1,)
olarak verilebilir.

Cok degiskenli dogrusal regresyon modelleri igin vermemiz gereken varsayimlar
ve kestirim teorileri birinci bolimde tek degiskenli regresyon modelleri igin

tammladiklarimizla aym olup burada tekrar verilmeyecektir.

3.2 Cok Degiskenli Dogrusal Regresyon Modellerinde Tanilama

Yintemleri

Tek degiskenli dogrusal regresyon modelleri igin siradan  e.k.k. regresyon
analizi iginde tammladifimiz tamlama olgiilerinin ¢ok degiskenli regresyon modelerine
uyarlamas: yapilabilir. Bu élgiiler diginda etki saptamaya yarayan farkli yontemler de
gelistirilmigtir. Naik (1987)'in ¢ok degiskenli dogrusal regresyon modellerinde
doniigtiirilmils rezidilerin kullanimiyla ¢ok degigkenli yitksekliine (kurtosisine) dayah
olarak sapan degerlerin aragtinilmasi i¢in tammladifit yéntemi bunlara 6rnek olarak
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verebiliriz. Bu bolimde sadece iglincti béliimde verilen tanilama yontemlerinin pek

cofunun ¢ok degiskenli dogrusal regresyon modellerine uyarlamas: ele alinacaktir.

3.2.1 Cok Degiskenli Dogrusal Regresyon Modellerinde Bir Satirin Etkisinin

Arastiriimasim Saglayan Tamlama Yontemleri
o Rezidiiler, hy, DFBETAS,

Tek degigkenli dogrusal regresyon modelleri i¢in tammladigimiz bu yontemler
cok degiskenli dogrusal regresyon modellerinde de benzer formlara sahip olup burada

tekrar anlatilmayacaktir.
e D, Cook Istatistigi

Cook ve Weisberg (1982) tarafindan (2.10) esitligi ile tammlanan bu ol¢ii, gok
degiskenli dogrusal regresyonda, M ve V pozitif taumli matrisler olmak tzere

D, =[vec(B- B, )]' (v ®M)vec(B-B,)]  i=12...n (3.6)

~

seklinde ifade edilir. Burada B,,,; i. gozlem gikarildiktan sonra elde edilen parametre
kestirimidir.

Bu 6lgii M = X'X ve V =pSigin

D, =|vec(3- 8, )]' (pS)" ® XX vee(B-B,,)|  i=12...n(37)

formuna donusiir.
Bu egitlik,
(Vec C)'(A® B)(Vec D) = tr(C’'BDA’) (3.7a)
ve
52

ve (1.1) nolu esitligin B ya uyarlanmasi ile
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n-p - .
D, = p hy(1-h,)7q, i=12,..n (3.8)

olarak hy ve g ler cinsinden ifade edilebilir. Burada hy ve g; sirasiyla (1.4) ve (1.11)

esitlikleri ile tanimhidir.
o DFFITS;

Tek degiskenli dogrusal regresyon modellerinde Belsley ve ark. (1980)
tarafindan karesel formda (2.9) esitligi ile tammlanan bu 6l¢ii gok degiskenli dogrusal

regresyonda

DFFITS? =|vec(B ~ B, )| ((pS.))" ® XX Joec(B-B,,)] (39

olarak tammlanir. Burada Sp); i gozlem g¢ikarildiktan sonra elde edilen varyans-
kovaryans matrisinin kestirimidir.
Bu form (1.1), (1.2) ve (3.7a) esitlikleri yardimiyla

(n-p-1)

DFFITS; = hq.(1-h, —q, )" (1-h, )" (3.10)

olarak yazilabilir.
e COVRATIO,

Tek degiskenli regresyonda (2.13) esitligi ile tanimlanan bu 6l¢ii gok degiskenli
dogrusal regresyonda

det{cov[vec(ﬁ(, ))]} _ det{S(, ) ®(X IS (u)‘z}

COVRATIO, = det{cov[vec(ﬁ)]}  det {S >10:¢ 'X)—I}

_ (det S(i))"(det(X(',)X(,))"’ y
T (detS)*(det(X'X)")
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) Bet[(l'}(’i g Yn=p=1)" ]]"[det(X'X )N

) [det[(E'E)(n - p)"]]p[det(X;, X)|

:( n-p ]W [det(E(',.)E(,.))]p [der( X X))}
1

n-p=) et BB e x;, x,,)|
lr4
_ n-p P -r=p
w(n-—p—l) (I—hii_qii) (I—hii) (3.11)
olarak ifade edilir.
s FVARATIO;

Tek degiskenli dogrusal regresyonda (2.17) esitligi ile tammlanan bu 6lgii ¢ok

degiskenli regresyonda
. det {cov[ vec(x, B, ,)]} _delS,, ®(1-H, )" H]]
N det{cov[vec(xiﬁ)]} h det[S ®H, :]
4 ' —r-
- (n'—zp{ 1) (I-h,i —qi,)(l—hﬁ) ‘ (3.12)

olarak tammlanir. Burada H,=h, dir. Dikkat edilecek olursa p = I i¢in FVARATIO, =
COVRATIO; drr.

e Welsch’in W;? Olgiisii

Tek degiskenli dogrusal regresyon modellerinde Welsch (1980) tarafindan
karesel formda (2.19) esitlifi ile tammlanan bu olgii ¢ok degiskenli dogrusal
regresyonda

W, =

(veeG,) [57 ®(( X7 X, ]veet G (3.13)

esitlifi ile gosterilebilir. Burada
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G, = (n_l)(X(’i)X(i))—lxll(yi —xi‘é('i))

olarak tammlidir. Gerekli diizenlemelerin yapilmast ile

VV{Z = (n P~ 1)()’1 - I)hiiqii (1 - hii - qu)ml(l - hﬁ)—z (3.14)
formuna doniisir.
6 AP;

Andrews ve Pregibon (1978) tarafindan (2.23a) esitligi ile verilen bu olgide ¥
gozlemlerin vektoriiniin, goklu gézlem matrisi ¥ ile yer degismesiyle ¢ok degiskenli

dogrusal regresyona uyarlanabilir. Bu durumda

XX X7

Z =[X l Y] ve Z'Zz{Y,X Y'YJ formlarina sahip olup Jones ve Ling

(1992) Lemma A.2 yardimiyla

det(2Z) = det( X'X) det(Y'Y - Y'X(XX)™ X )

(3.15)
= det( X 'X)det(E'E)
esitligi elde edilir.
Benzer olarak
det(Z},2,,)) = det( X, X ) det(E}, E,,)) (3.16)
yazilabilir.

(3.15) ve (3.16) nin (2.23) de yerine konulmasi ve bazi matris ozellikleri
yardimiyla (Barrett ve Ling (1992), sh 190)

AP, =(1-h, )(1-h; ~q, )(l*hn)_l

(3.17)
= I'hu ~ Gy

elde edilir.
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3.2.2 Cok Degiskenli Dogrusal Regresyonda Birden Fazla Satirin Etkisini
Aragtirmamiz Saglayan Tamlama Olgiileri ve J; Sinifi

Jones ve Ling (1988) tarafindan tek degiskenli dogrusal regresyon iginde
tanimlanan etki olgiilerinin birlegsiminden meydana gelen J; simifinin ¢ok degiskenliye
uyarlanmas1 Barrett ve Ling (1992) tarafindan yapilmstir. Bu sinif, Olgiilerin

ozelliklerine gore iki farkli formda tammlanmstir (J;*, J,").

Bu smiflarda élgiiler / silinen satirlanin kiimesini gostermek ilizere H; etki

(leverage) ve (; rezidii matrislerinin birer fonksiyonu olarak ifade edilirler.

J,"(f:ab)=f()elH,Q(I-H -0, ) (1-H,)] (3.18)
J, (f:ab)=f()ded|(I-H, -0, ) (I-H,)"] (3.19)
Burada,

ave b : dlgii dzelliklerine bagh olarak degisen tamsayilar,
f: matrislerin boyutlarinin skaler bir fonksiyonu,
Hy: Tindisli yapka matrisi(H, = X,(XX)" X}),

Or: 1indisli rezidilerin matrisidir (Q, = E,(E'E)"'E} ).
3.2.2.1 J Swnifina Ait Olciiler

o Dy Cook Uzakh1 ve Difer Formian

Cook (1978) tarafindan tanimlanan bu istatistiin ok degiskenli regresyonda
birden fazla satinn etkisini aragtirmak igin kullanilan formu, M ve V pozitif tammli

matrisler olmak tizere

D, =vec(B-B,,, )V ® M)vec(B-B,,,) (3.20)
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seklindedir.

Bu form

(vecC)'(A® B)(vecD) = tr(C'BDA’)
tr(AB) = (vecA’)'(vecB)
vec(ABC) = (C' ® A)vecB

matris 6zelliklerinden yararlanarak yazlabilen

tr(C'(BDA')) = (vecC)'vec(BDA') = (vecC)'(AQ B)(vecD)  (3.21)

esitligi yardimiyla

Dy(MY)=t|(I-H, )" X,(XX)" M(XX)" X}(I-H, )" EVE]] (3.22)

olarak ifade edilebilir.
M ve Vnin segimlerine gore bu istatistik farkh formlara sahip olur.
e M=XX veV=pS§ igin D,(X'X,pS) istatistiSini
D, (XX,pS) =|Vec(B~B,,,)| (pS)" ® XX [Vec(B~B,,)|
=tr(1-H, )" X,(XX)" XX(XX)" X;(1-H,)" E,(pS)" E}]

=" Bl - 1) X, ey xx(exy X, - 1) E (BB i

L 'I;p of(r- 1) m,0] (3.23)

olarak yazabiliriz.

o M=XXveV=p§,,isin D,(XX,pS,,,) istatistigini



52

A~

D,(x%,pS,,,) = [vec(B -B, ))]'((pS(, ) X'X)[ve B-5,)]

=t :(1 ~H,) X, exy” ) xxy” x;(1-#,) E,(pS,,) E; ]

B ’ -1
=t (1-8,) x,(xx)" x:(1-H,)'E, [p%;f’;—j E;}

—

n-p-m

ofr-1) (-1 0,1~ 1, -0) (1~ )]

n-p-m
p

tr[H, o,(c1-5,-0,)"(1-H, )"’] (3.24)

olarak elde ederiz.

o M=X,X,, veV=pS,, igin D, (X[, X, PS,,)istatistigini

D, (X('I)Xrl)’psu)) =

tr[(l ~H,) X, (X0 (%) X}, X, (XX) X)(1-H,)"E,(pS,,))” E,’]

-1
=t (I—H,)"X,(XX)"(X'X—X;X,)(X',Y)"X;(I—H,)”E,[ Eoylay ‘,} E]
pln-p-m)

n-p-m

tr[[(l 1) X, xx(xx) x;(1-H,) " E,(E; ) E,’]

-1

- [(1 -H,)" x,(xx)" x;X,(x%)" x;(1 - H,)"E,(E}, E,1)) Eﬂ

=(”“P‘"’jtr[(z-H,)"H,(I—H,)"Q,(I -H,-0,) (1-#,)
(

p
1-H,) ' HH(1-8) 0,(1-H,-0,)"(1 —Hz)]

- (n—p_m)tr[(l -H,) ' H,0,(1-8,-0,)'(1-H,)

P
~(1-m) HQ(r-H,-0,) (1-1,)|

(=2 ) -, -0) - - 1) B0, -, - )
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- [?"—f)i—”—’)tr:((l-ﬂ,)"ﬂ,g, (1-~, -Q,)")(l -4, )]

- (—————” - ’I’) - ’") o|H,0,(1-H, -0, )"] (3.25)

olarak elde ederiz.

o M=X/,X,, veV=pSicin D,(X;,X,, pS) istatistigi

?

D,(X{) X, pS) =[vec( B~ B,))| ((pS)" ® X7y, X, Jvec( B~ B,,))

= lr[(] —H, )_I XI(X'X)‘I(X('”X”))(X’X)"I X;(I - Hl)—l E, (PS)MI El']

i

e\ -1
tr[([ ~H,) X, (X0 (XX - X; X, X XX) " XIE, (—11:—5) E,’}

n-p

h—-p
pP

- tr[([ ~H,)7 x,(xx)" X X,(XX)" X}E,(EE)"E] ]]

[tr[(l - H,)" X, (xx)"' xx(xx%)' X:E,(EE)”’ E;]

=1~ 1) x,Ceny” x|~ o1 ), 1,0
- n;ptr;(I—H,)_zH,Q, A AN

- ";ptr:(}—H,)"H,Q,(I-Hz)]
=";ptr:H,Q,(I—H1)_I] 3.20

olarak gosterilebilir,
Biitiin bu islemler Tablo 3.1 de dzetlenmistir.

(3.29), (3.14), (3.25), (3.26) esitliklerinin herbiri .(3. 18) in farkh tammlamalan
olup J” sintfinin tiyeleridir. Tablo 3.2 de bu istatistiklerin hangi tammlamalar altinda
Ji" nin elemant oldugu ifade edilmistir.
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M A% Istatistik Formu

X'X pS D,/(X'X,pS) n-p

tr[(l AN ]

X('I)X(I) pS DI(X('I)X(])ipS) ”_’ptr
14

[m0,(r-#,)"]

X'X  pSo  D(X'X.pSy) n-p-m : -
® i PSu)) ——%tr[H,Q,(I—H;-Qz) I(I“H')l]

XX S D, (X(, X, PS Y -
() POm i (Xir) X1 PSi1)) e 1; mtr[H1Q1(l"H1_QI) ’]

Tablo 3.1 M ve V nin segimlerine gore Cook istatistiginin formlar:

Okii f(n,p,r,m) a b Simf
D,(xx, ps) n-p 0 -2 i
P
tr
D, (X(’I)X(I)’ps) n-p P ! g
P
tr
D,(x%.pS,,)) n-p-m 1 1 X
p
tr
DX X, 0S,1)) n-p-m -1 0 h
p

Tablo 3.2 Cook istatistiginin formlarmm Ji" sinifinin elemanlar: oldugunu gosteren

tablo.

e DFFITS,

D, (X X,pS, )) formu, Belsley ve ark. (1980) tarafindan tammlanan

DFFITS; in karesinin ¢ok degigkenliye uyarlanms formu olup burada tekrar

incelenmeyecektir,
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D, (X X,pS,, )) olgiisii J;™ smifinin bir iiyesi oldugundan, DFFITS? de bu

stnifin bir Gyesidir.

‘OWI

(3.42) esitligi ile tammb bu istatistiin ¢ok degiskenli regresyonda birden fazla

satirin etkisinin incelenmesi igin kullamlan formu

W, = (vecG ) [(S(,) X/, (,))](vecG,)/n—m (3.27)
dir. Burada
G, ==X, X0,)” X1(¥, - X, B,,))
olarak tammbhdir.

(3.27) formunun (3.2]) esitliginin kullamm ve gerekli diizenlemelerin

yapilmastyla

W, = n_l =i (G,' (X(',)X(,))G,(S(“,'))')

’

X’[(X('I)Xm)_l] (X0 X (X0 X))

xi(x, - X,B(,,)(S;f,)']

’

— M”IZ(YI - X,B(“)

(n—mm?

! ’

o, [(1 i{, )J H,(I-H, )"((, - i }[(f (IQE",;) ]

n-— mpn—m -
n-p- )( )[E (EtEq, E,(I-H,)’H,]
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(n—p—m)n—m)

tr[Q, (1-H,-0)"(1-#,)1-1,)" A, |

SR S5 L PPy LA ol I

formuna doniigiir. Bu form

: (n~m—p)(n~—m) N . :
f= 2 ,a=1ve b=-2 iginJ;" simfimn bir Giyesi oldugu

gorilebilir.
3.2.2.2 J™ Sumifina Ait Olgiller
® AP 1

Andrews ve Pregibon (1978) 'un, (2.23a) esitligi ile tammladiklan bu 8l¢iiniin
¢ok degiskenli regresyonda birden fazla satinn etkisinin aragtinimasim saglayan

formu:
- det(2,,Z,,)
™ det(2'Z)
seklindedir. Bu form

det(Z('I)Z(”) = det(X(',)X(,))det(E(',)Em)

ve

det(Z'Z) = det( X 'X) det(E'E)
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esitlikleri yardimiyla asagidaki sekilde diizenlenebilir.

AP = det(X(’,)X(,))det(E(’,,E{,))
- det( X'X) det(E'E)

det(X'X)der(I - H, ) dei(E}, E,,)
B det(X'X)det(E'E)

det( (’,)E(,))

= ded(l - H,) det(E'E)

det(E'E) det '(I -H, -0, )(I - H, )—I]
det(E'E)

= det(I - H,)

= de(I - H, )det[([ ~H, -0, XI- Hf)—I]

=det(I-H,-Q,) (3.29)

(3.29) esitliginde

f=1,a=1veb = 0 olarak segilirse bu 8lgiiniin J* sinifinin bir iiyesidir.
o COVRATIO;

Belsley ve ark. (1980) tarafindan (2.13) esitlii ile tammlanan bu 6l¢iiniin gok
degiskenli regresyonda birden fazla satinn etkisinin aragtinlmasim saglayan formu

det»(cov(vec(é( ; )))) _ det(S(, ) ®(X ('“X (1))_1)
det(cov(vecé))  det (S ®(x 'X)_I)

COVRATIO, = (3.30)

olarak verilebilir.
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Bu form det(Am ® Bm,) = [det(4)][det(B)]" matris 6zelligi yardimiyla

COVRATIO — kfet(n ~p-m)"E} E,, ]"[det(X x)J
1 .[dei(n - p)“’E'E]p[det(X(’l)X”))]n

olarak yazilabilir. Burada

-1

det(E} E,)) = ded( E'E)ded (1 - H, - 0, {1 - H,)” ]
ve

det(X},, X)) = det(x'X) der(1 ~ H,)

esitlikleri yerine konulur ve gerekli diizenleme yapilirsa

w
COVRATIO, = (;1{-’—;—‘_”_—’-”-) dez[(l ~-H,-0,)(r-H, )"’”’)] (3.31)

formuna déniigecektir.

(3.31) esitligi

P
nmp o ® ai . v g
f= (;1_:___:._) ,a=pveb= -(r + p) icin Ji* siifinin bir Gyesidir.

¢ FVARATIO;

Belsley ve ark (1980) tarafindan tammlanan bu 6lgiiniin ¢ok degiskenli

regresyonda birden fazla satinn etkisini aragtirmamiz1 sa§layan formu,
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det(cov(vec(X r B))) ) ”d)e_t (S ®H l)

det(cov(vec(X B(, ) ) det[S ® ] H) H,]
FVARATIO, =

(3.32)

olup bu form (1.2), (1.8), (1.6) esitliklerinin ¢ok deBiskenliye uyarlanmig formu ve

gerekli matris 6zellikleri yardimiyla

def (1~ #,)" 1, ][ [deds,., ]
[det(S)]"[det(H, )]

] [dee(r - 1,)]” [dez(%)]

o ZE)]

FVARATIO, =

=(n:’;{’m) [det(1 - 1,)] | de(E1, B )| [ter(EE)) ™

- ( n-p )m[det(l — )| [dee(i - 1, - 0, )] [aer(1 - 1,)] "

n-p-m

- (n f ;,fmjm[de’(l ~H, )]_(Hm)[de’(l -H,-0) (3.33)

olarak diizenlenebilir.
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(3.33) nolu esitlik

n-— m
f= (;l—:—p—i)m-) , a=mve b={r+m) igin J* simfinmn bir iiyesidir.

OLCU SINIF f(n,p,r,m) a b
Di(X'X,pS) A n-p 0 )
P
Di(X' 0 XmpS) I n-p 0 -1
p
Di(X"X,pSq) 5 n-p-m -1 -1
p
Di(X'oXm»PSw) I n-p-m -1 0
p
Wi I m-m-p)n-m) -1 2
m2
AP, I 1 1 0
COVRATIO; '™ ( n-p ),,, p «(r+p)
n—-p-m
FVARATIO; Jp ( n-p )"ﬂ m -(r+m)
n-p-m

Tablo 3.3 J|" ve J/* siniflar1 iginde tammli tamlama olgiileri

3.3 Etki ve Rezidii Elemanlarinin Belirlenmesi

Bir ve birden fazla satinn etkisini 6lgen tamilama yontemleri, rezidii ve (veya)
etki elemanlarina bagh olarak yazilabilirler (Gray (1985)). Bu ybéntemlerin sonuglannin
degerlendirilmesinde grafiksel gosterimler bilyitk kolayliklar saglar. Atkinson (1986) ve
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Fung (1993) veri analizi yapilirken robust kestiriminin kullamlmas: ve etkili gzlemlerin

ve sapan degerlerin saptanmasinda grafiksel yontemlerin kullamlmasini 6nermislerdir.
McCulloch ve Meeter (1983), Gray (1983,1985,1986) ve Hadi (1992) de bir satinn
etkisinin arastinlmasinda leverage(etki)-rezidii plotlanm kullanmiglardir.

Etki ve rezidii bilesenlerine dayali olarak ortak ¢oklu satinn etkisinin
saptanmasi, hem tek degiskenli hem de ¢ok degiskenli durumlarda hala genig bir gekilde
aragtinilmasi gereken bir konudur. Bu konu iizerine yapilan ¢aligmalar, etki (leverage)
ve rezidi elemanlanmn rollerinin, ayn ayn etkinin birinden mi yoksa onlann
birlesimlerinden mi olduéunun incelenmesiyle yapilir.

Tanilama olgiilerinin formlannda rezidiilere bagh olmayan ifade genel etki
(leverage) matrisi (L)), geri kalan matris ¢arpimu ise genel rezidii matrisi (R) olarak
tamimlamr. R; ve L;'mn belirlenmesi rezidii formunun aragtirmaci tarafindan segimine
baglidir. Tek degiskenli durumda farkh rezidii tammlamalar: ¢ok degiskenliye ve goklu
satir etkisinin aragtirilmasina genellestirilmisi ele alinarak yapilir.

Ornegin:

i. dahili standart rezidii (e, (e’e)™ 2) niin karesel formu;
0, =E,(E'E)"E],
= . -l2
i. harici standart rezidii (e, (e(',)e(,)) ) niin karesel formu;

-1

E(EWEy) E=0,(1-H,-0),

i. dahili Student rezidii (e, / .s(l —h, )1/2) niin karesel formu;

-12

(r-8)"0(-a)",
i. harici Student rezidii (e, / s(,)(l -h, )1/2) niin karesel formu,

-y2

(1-#)"0(1-H,-0) (1-H,)
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olarak ¢oklu satir igin gok degiskenliye genellestirilebilir.

Student rezidiilerin genellestirilmis formu kullammu ile verilen J; igindeki
olgiiler icin R, genel rezidii ve L; genel etki matrisi Tablo 3.4 de verildi. Bu tabloya
gbre J; smnifina ait dlgiler (ff)tr(L;R)) formuna sahiptir ve J* sinifina ait olgiiler,
J()det(LiR) olarak ifade edilebilir.

Tek satir etkisinin belirlenmesi igin etki ve rezidi bilesenlerinin benzer bir
parcalanig1t diger Olgiiler i¢in 7ablo 3.4 deki matrislerin skaler kargiliklanyla yer
degistirilmesi sayesinde elde edilebilir.

Cok degiskenli dogrusal regresyon modellerinde birden fazla satir etkisinin
incelenmesinde etki ve rezidii elemanlarinin ayn ayn belirlenmesi oldukga zordur.
Ciinkii mxm tipindeki etki veya rezidii matrisi i¢indeki bilgiler bir skalere indirgenip i¢

carpima dayah olarak J; igindeki 6lgiiler igin etkinin karakterleri incelenmelidir.
tr(AB) = (vec(A”)) (vec(B)) matris 6zelliginden yararlanarak,

tr(L, R,) = [vec( L, )] [vec( R, )]
esitligi yazilabilir. Bu form skaler ¢arpma 6zelligi yardimyla,

(L, R,) = |vec( L, )|, |vec(R, )|, Cosb, (3.34)

olarak da ifade edilebilir. Burada ©,; vec(L,) ile vec(R,) arasindaki agi, [|fl, de;
Euclid normu ifade eder. iglemleri biraz daha basite indirgemek igin [[vec4| yerine

Frobenius matris formu olan

2
veca = || 4] = [Z ajj
1.y

esitliini yazalim. L; ve R, pozitif semi definite matrisler (Graybill (1983))
olduklarindan bunlarin normlan, 8zdegerleri A, (.) lara bagh olarak
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m

pect, |- .0 -(Eacz,))

k=1

m 12
ek =11 =3 440%, )

ifade edilebilirler.
Kisaca "L, || icin I, ve IIR, " icin R, formlanm kullanalim. Bu niceliklerin her

biri etki (leverage) ve rezidii bilegenlerinin toplam etkiye goreceli katkisini temsil
etmektedir. Her bir bilesenin goreceli katkisi agi ile degismemesine ragmen, gergek etki
Cos9, ya bagimhidir. Alt kiimeler arasinda anlamh kargilagtirmalar yapmak igin her bir

alt kiime igin I', ve R, min 8lgeklendirilmesi gerekir ve boylece goreceli katk: gergek
etkiyi yansitir.
Bu dl¢eklendirilmig nicelikleri,

T =T,(Cos®, )"

ve
R; =R, (Cosd, )’
olarak tanimlarsak,
tr(L,R,)=T,R;
esitligi elde edilir.

J¥icindeki olgiilerin, skaler leverage ve rezidii bilegenlerinin ayngtinimast,
Tablo 3.4 iginde verilen rezidii ve leverage matrislerin determinantlarimn basit bir
sekilde kullanimu ile elde edilebilir. Oregin, 1/ AP, dlgiisiiniin etki bilegeni
det(X'X)] det(X},,X 1)) = det|(1 - 7,

ve rezidii bilegeni,

det(E'E)/ det(E}, E,,,) = det[(l -H,-0,)"(1-H, )]
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ile belirlenebilir.

OLCULER ETKILER(L) REZIDULER(R

DX wXo:pS) & (1-#,)"0/(1-1,)"

Dy(X'X,pS) BN (o) 0, (1 1)

DX XwpSo) i (-#)"0-1,-0(r-m)"
Di(X'X,pSqy) Hi(I-H) ( I ) G (- H -0, ( )1/.7
" HOHS (1m0, 1 -, -0,y (1 -H,)”
VAP (-H) (-, -0,)(1-H,)

1/COVRATIO, (I-H)" [(I—H, _QI)_,(I_HI )]p
1/FVARATIO, (I-H)' [(I-H, _QI)_,(I_HI )]m

Tablo 3.4. J|" ve J™ smiflar: iginde tammii tamlama dlgileri igin rezidii ve etki

matrislerinin genel formlari

Etki ve rezidii bilegenlerinin ayrilabilir olmasi birden fazla satinn etkisinin
incelenmesi igin, grafiksel bir gosterimin yapilabilecegini ortaya gikanr. J simfi iginde
det(L,)’in det(R,)’e karsp Jsmifi iginde ise I;” m R;’a kary serpilme

diyagramlarimin olugturulmas: ile etki ve rezidii niceliklerinin rolleri kolayhkla

incelenebilir.
1
Sabit etkinin egrileri y = > formuna sahip olup, noktalar grafigin sol alt

kogesine dogru kiimelestiklerinden J! iginde; I'; yerine logI;[, R, yerine logR;
formu ve J*iginde; det(L,) yerine logdet(L, ), det(R,) yerine logdet(R,) formu
kullanilarak kiimelegsme ortadan kaldinlabilir, Bu durumda egriler eg§imi -1 olan
dogrulardan meydana gelir ve koordinatlann toplam, etkinin logaritmasim
vermektedir. McCulloch ve Meeter (1983); tek satinn Cook uzakhg yardimiyla

etkisinin incelenmesi igin; Student rezidilerin geri kalan leverage fonksiyonlarina karsin



65
rezidi elemanlanimin goreceli katkilanim temsil eder). I', olgiilerinin maksimum ortak
etkisi ve R, oOlgulerinin maksimum ortak rezidiisii (sapan degerlilifi) olmak uzere
logT, mn logR, ya kargt benzer grafifini incelemeye ilgi duyabiliriz. Onceki grafik
gergek etkiyi gozler 6niine sererken sonraki etki igin bir iist sinir vermemektedir. m=/
oldugunda bunlar birbirleriyle uyugmaktadir.

Cos8, mn roli, hangi alt kiimenin en biiyilk olasi etkiye (HL, IﬂlR, H) sahip
oldugunu yansitmak igindir. Etki ve rezidii elemanlar ile Cos0, tam olarak o6lgiilebilir.

Fakat Zhyqy terimi ile bu elemanlann biri digerinden ustiin olabilir ve bu nedenle
i,gel

bunlann herbiri A; ve gy nin benzer ya da farkl isaretlere sahip oldugunun derecesini
olger. (Chatterjee ve Hadi (1988 sh: 97-99)) basit regresyonda terimlerin ortak etkileri
i¢inde satir ekleme veya gikarma olaylanimin nasil olacag: hakkinda giizel agiklamalar
sunmuglardir.

Bu grafiklerin kargilagtiriimas: ortak etkili gozlemler oldugunda birinin digerini
iptal eden alt kiimelerinin belirlenmesine yardimc1 olur. Yani etki ya da rezidii
elemanlan iginde ug olan herhangi bir alt kiime incelenebilir ve bu alt kiime igin gergek
etki ile bu degerler kargilagtinlabilir. Hatta ii¢ boyutlu plotlann hareketlendirilmesini
safilayan programlar bulunursa, I', kargin R, karsin CosO, grafigi hareket ettirilip
incelenebilir ve belki de renk katarak etkinin siddeti saptanabilir.

3.4 J; Sintfimin Kullamimindaki Yararlar

I indisli verilen bir alt kiime iizerinde bir tek 6lgiiniin hesaplanmasi pek gok
tamlama olgilerinin, ¢ok degiskenliye uzammlan ve tek degigkenliler igin verilen
ifadelerin orijinal formlari sayisal hesaplamalar icin uygun degildir. Ornegin, X'X in
sonucunun Onceden verildigi varsayim ile Cook uzakhgt (D,(X X, pS) ) nin
hesaplamasi igin p’. dereceden hesaplama yapilmasi gerekirken, Cook uzakhigmin gok

degiskenliye uyarlanmis formu igin benzer olarak p’xr’ uincii dereceden hesaplama
yapiimasi gerekir, Diger taraftan (3.20) e kargin (3.23) iin kullamm: sadece m satin
silinen bir matrisin tersinin alinmas1 ve ¢arpma iglemlerini igermektedir. Bu sadece m’
iincii dereceden bir hesaplama gerektirmektedir. Silinen alt kiimenin biytikligi m
genellikle p den ¢ok daha kiigiik olacafindan hesaplamada énemli kolayliklar olacaktir.



66
Satirlarin her bir alt kiimesi tizerinde gegsitli etki dlgiileri digtinildigi zaman
carpmalar akilhca yapilirsa (3.18) ve (3.19) un kullammu bize olduk¢a onemli ek

hesaplama kolayli§ verir.

Ornek; Tablo3.3 den gorilebilir ki Cook uzakh@i (D,(X'X,pS))’mn
hesaplanmasindan sonra (/- H,)?H,Q, nun degeri mevcuttur. Oyle ki tek bir
(I-H,-Q,)" ek carpmu ile (I-H,)?H,Q,(I-H,-Q,)" formu kolayhkla
elde edilebilir.

Genel olarak, eger alt kiimelerin bazt kolleksiyonunun her alt kiimesi tizerinde
elde edilen belirli bir 6lgii kiimesi, dnceden bilinirse bir alt kime i¢in J; ve
J ¥ simfinin gesitli tiyelerinin elde edilmesindeki marjinal maliyet 6nemsenmez.

Bu smifin kullanilmasindaki diger bir avantaj incelenen herbir alt kiime igin
istenen 6lgli tizerinde bir {ist simnn hesaplanabilmesidir. Onemli sayida alt kiime iist
sinir temel alinarak elendigi durumda, etkili alt kiimelerin belirlenmesi igin yapiimasi
gereken iglem sayisi azalacaktir.

Omegin; ¢ok degiskenli dogrusal regresyonda tammlanan (D,(XX,pS))
Cook uzakhi@

D, (x%.pS)="=Enl(1-1,) " H,0]

icin bir st smr elde edelim. Bu form #(ABC) < tr(A)wr(B)tr(C) 6zelliginden

yardimiyla,
tr(H, )ir
P_p,(xx,ps)< THIO) oy )< 1)
n-p [1-er¢n, )]
r(H, ir
olarak yazilabilir. Dolayisiyla Cook uzaklif igin tist simr —';(-—'—)—-(Q'T) olarak elde
[1-trcH,)]

edilir. Bu ifade Cook ve Weisberg (1982) in tek degiskenli dogrusal regresyon

modelleri i¢in verdigi stmrin genellestirilmesi olarak diigiiniilebilir.
Benzer bir yaklagim kullanlarak J; simufindaki Slgiiler igin st siurlar elde
edilebilir (Barrett ve Ling (1992)).
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4. BOLUM

YEREL ETKi YAKLASIMI
4.1 GIRIS

Tanilama yontemlerinin ¢ogu satir silme iglemine dayali olarak yapilirken, son
yillarda satir ya da satirlann alt kiimesine bozulma (perturbation) uygulayarak etkinin

degerlendirilmesi islemi yogunluk kazanmstir.

Bu yontem ilk olarak Cook (1986) tarafindan sunulmus daha sonra birgok
aragtirmacinin  galigmalanna 1§k tutmugtur. Bu ydntemden yararlanlarak yapilan
¢aligmalardan birkagin goyle siralayabiliriz.

Tsai (1986): Istatistiksel model iizerinde kiigiik bozulmalarin yerel etkisi ve
score (blgekleme) test istatistigi arasindaki iligkiyi incelemistir.

Beckman ve ark. (1987): Varyans analiz modeli igindeki genel varsayimlardan

hareketle bozulmamn etkisini degerlendirmede yerel etki yéntemini kullanmugtir.

Lawrence (1988): Sabit varyans varsayim iizerinde kiigiik bozulmalarin neden
oldufu parametre kestirim doniigiimlerinin yerel degigikliklerini incelemek igin
tammladifh tamlama yonteminde Cook’un yaklagimindan yararlanmustir. Tsai ve Wu
(1992) de Box-Cox regresyon modeli iginde kuvvet kestirim dénisiimii iizerinde
satirlardaki bozulmalann etkisini degerlendirmede Lawrence’nin yerel etki analizini
kullanmig ve bu ybntemin Cook (1986) tarafindan Snerilen yerel etki analizi ile aym
oldugunu gostermislerdir.

Thomas ve Cook (1989): Genellestiriimiy dogrusal modellerde verilerin cevap
degiskenlerinin vektoriinde, satwlann aBuliklannda ve agiklayict degiskenlerde
meydé,na gelen kigiik bozulmalann etkisini degerlendirmede Cook yaklagimim
kullanmuglardir.
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Thomas (1990): Genellestirilmis dogrusal modellerde regresyon katsayilanmn
giiven elipsoidinin hacmi iizerindeki etkisi igin bir ol¢li diiginmis ve yerel etki
yonteminin kullanim ile veri igindeki kiigitk degiisikliklerin giiven elipsiodi tizerindeki

etkilerini incelemigtir.

Thomas ve Cook (1990): Genellestiriimis dogrusal modelden ozellegtirilmis
nokta kestirimi iizerinde verideki kiigiikk bozulmalann etkisini degerlendirmede bu

yontemi kullanmigtir.

Schwarzmann (1991): Lineer regresyon modellerinde Y cevap degigkeninin
satirlarinda meydana gelen bozulma igin e rezidiilerin vekt6rii ve maksimum egriligin
dogrultusu arasindaki iligkiyi incelemigtir. wo=0 noktasindaki LD fonksiyonunun

maksimum egrilifinin dogrultusu olan 7,,, in e rezidii vektorii ile orantili oldugunu ve

yazilabilecegini gdstermigtir.

Schall ve Dunne (1992): Varyans sigirme c¢arpam ile yerel etki arasindaki
iligkinin varh@im ortaya ¢1kanmslardlr.

Paula, G.A. (1993, 1995): Kisitlanmig regresyon modellerinde yerel etkinin
degerlendirilmesi (7993), daha sonra da; kisitlanmg genellestiriimig lineer modellerde
etki ve rezidiiler (71995) konusu iizerine ¢aligmigtir,

Bozulma igeren tamlama yontemleri daha ¢cok Cook ve Weisberg (1982) ve
Welsch (1982) tarafindan incelenmistir. Islemler dogru dagihim fonksiyonu altinda, bir
fonksiyonel yaklagim ile egrinin etkinligi incelenerek yapiimaktadir.

Bu bolimde istatiksel bir modelin varsayimlaninda meydana gelen kiigik
bozulmalarimin meydana getirdifi etkiyi saptamak i¢in Cook (1986) tarafindan
tammlanan ‘yerel etki’ yontemi ve bu yontemdeki eksiklikleri ortadan kaldirmak
amaciyla Billor ve Loynes (1992) tarafindan tammlanan ‘yerel etkiye yeni yaklagim’
yOntemi verilecektir. Ama Oncelikle bu konulara temel olusturacak bozulma ve etki
grafigi kavramlarim verelim.
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4.2 Bozulma

Veride ya da model varsayimlarinda yapilan degisiklikler  bozulma
(perturbation) olarak adlandinlr

Iki farkli bozulma tipi vardir:
1) Model Bozulmas:

2) Veri Bozulmasi

1) Model Bozulmasi: Model varsayimlaninda yapilan degisiklikler model
bozulmast olarak adlandirihr. Ornegin; normal dagihima sahip hata terimlerinin o sabit
varyansina sahip olmasi ozellifi, sabit varyansh olmama ozelligi ile yer degistirirse bir
model bozulmasi yapilmig olur. Daha agik olarak, e~N(0,o’]) varsayimi; w; bir bozulma
terimi olmak tzere (i=1,2,..,n); &~N(0,0°diag’'(w)) ile yer degisirse model

bozulmustur.

2) Veri Bozulmasi: Miimkiin olan bozulmanin tipi veri kiimesine bagimli olursa
veri bozulmasi yapimugtir. Omegin; normal dogrusal regresyonda agiklayici
degiskenlerin matrisi ya da cevap degigkenlerinin vektériinde degisiklik yaparsak veri

bozulmasi yapmis oluruz.
Veri bozulmasinin yapilmasim gerektiren iki ana neden vardir.
e Olgiim hatalarinin varligs,

o Sapan degerlerin varhig.

Sapan degerler dlgiim hatalanndan kaynaklanabildigi gibi fonksiyonel formun
uydurulmasi ile de ortaya ¢ikabilirler.

Model yada veri bozuldugunda, bozulma tiplerinin etkisinin nasil incelenmesi
gerektii Cook (1986) 'un taumladif olgiide yeterince agik degildir. Bu konu Billor ve
Loynes (1992) 'un tammlamig oldugu yontem anlatilirken detayh olarak verilecektir.
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4.3 Cook’un Diw) Ol¢iisil

(1.12) esitligi ile tammli Y=XB+¢£ ¢oklu dogrusal regresyon modelini ele alalim.
nxl tipindeki £ vektoriiniin & elemanlan sifir ortalamah o bilinen varyansh bagimsiz
normal rastgele degisken, X; nxp tipinde agiklayici degiskenlerin matrisi ve ¥; nx/
tipinde cevap degiskenlerinin bir vektorii olarak tammlansin. Bu model iizerinde i.
satinn uydurulmus deger (zerindeki etkisi D, Cook istatistifi kullanilarak
hesaplanabiliyordu. Bu istatistik

"’} "I;(i)lr

D, =-—p7— (4.1)

olarak ifade edilebilir. Bu yontemde D; nin biiyiik olmast ile i. satinn analiz sonuglarini
etkilemektedir sonucuna varilir ve satir veri kiimesinden atilarak model yeniden
duzenlenir. Fakat bu gekilde hareket etmek her zaman igin saglikli sonug vermeyebilir.
Ciinkti satinn etkili ¢tkmasinin nedeni veriden degil de model varsayimlanindaki bazi
eksikliklerden kaynaklanmug olabilir. Cook bu olaylan diigiinerek D, istatistigini
tammladiktan sonra varyans esitsizlifi olayim da beraber inceleyebilmek igin agirhgin
(bozulmanin) 6nemli oldugu Dyfw) istatistifini tamimladi. Bu istatistik, varyansin sabit
olmasi konusunda giiphe edildiinde model varsayimlarindan & nun o sabit varyansh
olmasi ozellifi yerine i. satira w bozulma terimi etkilettirilip sabit varyanshhk ozelligi
bozularak uygulanmaktadir. Bu durumda (4. J) ile ifade edilen Cook istatistigi

D,(w)= po; (4.2)

olarak tammlamr. Burada fw; i. satira w bozulma terimi etkilettirildikten sonra elde
edilen uydurulmug degerler vektdriidiir. w nun baz: degerleri i¢in D, Diw) ya esit
sonuglar verir. Yapilan islem sonucu D,w) degeri bilyilk bulunursa i gdzlemin
varyansmmn o° degilde o’/w oldugu s6ylenir. Bozulma tek bir satira etkilettirilebildigi
gibi birden fazla satira da etkilettirilebilir.
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(1.24) esitligi ile tanimladiimiz modelde A ve B gibi iki satira bozulma terimi
etkilettirelim. Yapilan bozulmalar ve bozulma sonucu istatistigin aldigy degerler Seki/

4.1 de goriilmektedir.

Sekil 4.1. (1.24) nolu modelde A ve B satirlar1 igin w kargin pD(w) grafigi

Bu sekil incelenerek her iki satir icin w ya 0 ve 1 degerleri verilerek yapilan
bozulmalann, esit etkiye sahip oldugu, ama bozulma 0<w</ arasinda degisiyorken, B
satinmn sabit varyanshilik 6zelligini yitirmig olmas: olasihiinin, 4 satinminkinden daha
¢ok oldugu soylenebilir. Bozulma tim satirlar i¢in ayn ayn yapilirsa kargimza
yukaridakine benzer n tane grafik ¢ikar. Bu grafiklerin biiyiik bir bélimii tist iiste yer
alirken bazilan o gruptan farkli yerlerde bulunabilirler. Farkli yerlerde bulunan bu
grafikler hangi satinn temsil ediyorsa o satir i¢in modelin sabit varyanshiik 6zellifini

biyiik olgiide etkileyen satirdir yorumu yapalir.

Goruldugi gibi satir silme olgiileri tek bagina biiyitkk hatalan ortaya gikarma
disinda ki problemleri ¢6zmek igin yeterli olamazlar.

(4.2) esitligi ile tammli ifade gerekli diizenlemelerin yapilmas: ile

-2l -
D,(w) -[ po,z

olarak ta ifade edilebilir. Bu esitlik agafidaki diizenlemelerin yapilmas: ile

21884

pD,(w)= [ i
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;(y, -7) - 20~ 7]
= | — 02 -
1 ;L 20 o, 2k
=2 —Elog21t—-310go e ™ —Eloan—Elogc - 257
= LB~ LeB. )] (4.3

formuna donigiir. Burada f; £ nin m.Lk.si ve ﬁw; f nin i. satin w bozulma terimini

iceriyorken elde edilen m.Lk si dir.

~—

4.4 Cook Yaklagiminda Model Tanitimi ve Etki Grafigi

Cook (1986) 'un tammiamig oldugu yontemde,

0 . pxI tipinde, m.Lk.si 6 olan bilinmeyen parametrelerin vektori,

L(0) : godzlemlenmis veri ve bozulmamig model igin log-likehood
fonksiyonu,

Q : kigitk bozulmalan igeren agik bir kiime,
w: € iginde tanimh model i¢indeki bozulmalan ifade eden mx! tipinde
bir vektor,
L(8/w) : modele bozulma uygulandiktan sonra elde edilen log-likelihood

fonksiyonu,

<>

» - modele bozulma uygulandiktan sonra elde edilen 8 nin m.1k si olarak

tamimh olsun.
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Q iginde dyle bir w, noktast vardir ki bu nokta hi¢bir bozulmayt temsil etmez.

Yani L(0/wy)=L(6). L(6/w), (é',w{,) niin bir komsulugu iginde iki kez tiirevienebilir
sirekli bir fonksiyon olsun. w bozulmasimin etkisi, 6 ile éw kargilagtirilarak elde

edilmek isteniyorsa Cook ve Weisberg (1982) tarafindan tammlanan likelihood

displacement

LD(w) = 2| L(§)- (6,)]
kullanlir.

LD(w) nun w’a karsin grafigi, bozulmamin meydana getirdigi etkiyi ortaya
cikanir. Bu grafik w; Q iginde degisiyorken, o(w) vektoriiniin degerleri ile olugturulan

w
ow)= (w(w))

(m+1)xl

geometrik ylizeyidir.

Diferansiyel geometride bu formun yiizeyi MONGE PATCH (Milliman ve
Parker (1977)) ile adlandintlirken, w nun boyutu olan m, 1 e esit oldugunda a(w) “etki
grafigi” olarak ifade edilir.

Parametrelerin kiimesi € = (6,6 olarak parcalanir. € min bir alt kiimesi

lizerinde etkinin saptanmasi iglemi de yerel etki yonteminin kullamlmas ile incelenmigtir
(Cook, 1986).

Bozulma uygulanan satir sayis1 m, 2 den kiigiik oldugunda gerekli bilgi direkt
olarak etki grafifinden elde edilirr Ama m>2 ise bozulmamn etkisi birtakim
yontemlerden yararlamlarak bulunur. Bu yontemlerden biri Cook (1986) tarafindan
sunulan “yerel etki” yontemidir.

4.5 Yerel Etki

Herhangi bir w, noktas: etrafindaki etki grafiginin davramglanm karakterize
etmek igin yerel etki yonteminden yararlamlir, Bu ydntem etki grafiinin w, etrafindaki
yerel hareketlerine bagh olarak yiriitilmektedir. Bu hareketler incelenirken geometrik
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normal edri kullanilir. Likelihood displacement yiizeyinin normal egriligi (C)), w, daki
egriye en iyi uyan ¢emberin yancapimn tersi ya da efri boyunca istenen ‘yay
vzunluundaki tefet vektoriin yatay eksenle yaptifn agidaki deBisim oram olarak
distiniilebilir.

4.5.1 Egriligin (C) Formu

wg noktasindaki diiz egrilerin egrilikleri ;

_ x|
_ 2=

A

esitligi yardimiyla hesaplanir. Burada Xve X sirasyla X vektoriiniin w, noktasindaki

birinci ve ikinci tiirevleri, “x” ise vektorel garpim ifade etmektedir,
X=o(w)=(w,LD(w))’ olarak segilirse wp, noktasindaki etki grafidinin
egriligi

_ WLD(w) - LD(w %]
T (WP + LD(w))*?

olarak elde edilir. w = 1, w = 0, LD(w) = 0 esitliklerinden yararlamirsak egrilik
G = |LD( W)I
formuna indirgenir. LD(w ) tiirevi zincir kurali yardimiyla hesaplanirsa
C = JI'Fi] (4.4)
esitligi elde edilir. Burada F'; mxm tipinde elemanlan

3*L®,)

owyow, Gk=1,...,m)
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olan bir matristir.

F min formu yine zincir kurah yardimiyla

F=JLJ

A

iw

ow

olarak yazilabilir. Burada J; pxm tipinde elemanlan , i=12...p j=12,...m
J
&°L(6)
N2
i
noktasinda bozulmug model i¢in goziemlenmis bilgi matrisidir (observed information

matrix).)

ve L; pxp tipinde elemanlan i=12,..,p olan bir matristir. (—i; w=wg

Islem kolayligx agisindan J

J=—(L)"A
olarak ifade edilirse F,

F=A(L)'A (4.5)

K ‘ y oL@ ]|w) i
formuna donigir. Burada A; pxm tipinde elemanlan ——— olan bir
m’awj 6=é.w=w,,
matristir.
Biituin bu esitliklerin (4.4) de yerine konulmasi ile egrilik;
C,=2'A(L)" Al (4.6)

olarak karesel formda ifade edilir.

Yerel etki yontemini geometrik olarak soyle agiklayabiliriz. Bozulma hedef
modele uygulamir. Q iginde, wo noktasindaki tanjant diizZlemine normal olan !/
dogrultusu segilir. (Oyle ki bu dogrultu |l] = 7 kosulunu saglar.) Segilen dogrultunun
belirledigi diizlemle yiizey kesistirilip kesisim kiimesindeki dofrular belirlenir. Bu
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dogrular “agirhk dogrusu” (lifted line) olarak adlandinilir. / nin herbir dogrultusu igin
farklh bir agihk dogrusu elde edilir. / dogrultusundaki afirhk dogrularimn normal

egrilikleri (4.4) esitligi ile hesaplamr (C, =2|'Fl]). Bu hesaplama F mn
ozdegerlerinin bulunmas: ile yapithr. C; nin bityiikk degerleri, / dogrultusundaki

bozulmanin model iizerinde etkili oldugunu ifade eder. Hesaplanan 6zdegerlerden en
bilyiigt maksimum egriligi ifade eder ve

Coe = MaX 2y (4.7)

ile formiilize edilir.

Maksimum 6zdegere kargilik gelen dzvektor ise maksimum dogrultu vektori
olup I ile gosterilir. . vektorinin elemanlan incelenerek en bilyiik yerel etkiye

neden olan satir belirlenir.

Maksimum egrilik (Cpe), maksimum dogrultu Jpex ve Jua. dogrultusundaki
agrhik dogrulanmin grafifi (dr: LD(Wy+alne) karsm a, aeR’ ) Cook’un yerel etki

yonteminde etkinin degerlendirilmesini saglayan en 6nemli niceliklerdir.
Incelemeler sonucu elde edilen Cpax ve b, igin asagidaki yorumlar yapilabilir.

e Caxin biiyiik degerleri / dogrultusundaki bozulmanin duyarh olugunun
bir gdstergesidir.

o Maksimum dogrultu L., likelihood displacement igindeki en bityik

yerel degisikligi elde etmek icin modeli nasil bozabiliriz sorusunu
yamitlar.

o Crnax maksimum egriligi gibi /nex dogrultusundaki afirlik dogrusunun
grafigi yerel etkinin degerlendirilmesini saglayan diger dnemli bilesen-

dir.
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4.6 Normal Dogrusal Regresyonda Satirlarin Bozulmasi

(1.12) esitligi ile tammmh goklu dogrusal regresyon modelini ele alahm. w; nx/
tipinde bozulma terimlerini igeren bir vektor olmak tizere bozulmus model i¢in log-
likelihood fonksiyonu

LS w(y, - x) (4.8)

L(B | w) = Sabit - pucp)

olarak ifade edilir. Burada w; ve y;; sirasiyla w ve y nin i. elemanlan ve x,; X'in i.

satinini ifade etmektedir. Bu model igin kullanilmas: gereken egriligin formu,

a) & biliniyorken;
FLBIw) , —.
elemanlan ——— i=12,...,p j=1,2,...,m olan pxm tipindeki
aBiawj
As X Dz(e)
c
.. oO’L .
matrisi ve elemanlan -——(E)-, i,j =1,2,..., p olan pxp tipindeki,
6[3163;
A XX
Ip)=-—

matrislerinin (4.6) da yerine konulmas: ile

_ 2|r'D(e)HD(e)i]

G p (4.9)



olarak elde edilir. Burada D(e) = diag(e,, e, ...

tanmmbidir.
b)? bilinmediginde;

[ o L(B|w,)
oPow,

oBow,

ve

o°L(9)

o’ L(c’ lw,) .

&°L(B|w,)
Pow,

w,)

o’ L(c’? -

oBow, |

o°L(0) XX

6B2

o'op | | 57
L) |~

oBoo’

e’ )

esitliklerinin (4.6) da yerine konulmas: ile;

. 21'[D(e JHD(e)+e, e, / 2n§2k

1

3:2
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,e) ve H=X(X'X)"' X' olarak

X'D(e)

~2

25°

(4.10)

olarak elde edilir. Burada 37;0” nin m.Lk.’s, e,, ise elemanlan e/ olan nx/ tipinde bir

vektorii ifade etmektedir.

(4.9) ve (4.10) ile tammlanan egriliklerden elde edilecek olan /.. i¢in analitik

bir form bulunamamaktatir.

Cook (1986) tarafindan, C; igin esik deger; basit rastgele drneklem (¥=Fo+¢)

tizerine yapilan inceleme sonucu 2 olarak elde edilmistir.

4.7 Yerel Etki Yaklasimindaki Eksiklikler

Billor ve Loynes (1992) tarafindan yapilan galismada; Cook (1986)’un yerel etki

yontemindeki eksiklikler ortaya gikarilmig ve bu eksiklikleri ortadan kaldinp daha
giivenilir sonug elde edilmesini saflayan yeni bir ydntem sunulmugtur.
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Cook (1986) 'un yaklagiminda dort pratik ve teorik zorluk bulunmaktadir.
¢ Kargilagtirma yapmamzi saglayan egik degerin segimi,
e Maksimum egriligin (C,.,) degerlendirilmesi,

e Bozulmanin yeniden paremetrize edilmesi altinda egriligin degigmezliginin
eksikligi (Bu problem Schall veDunne tarafindan ¢oziildii.),

e Parametrelerin tanimlamasindaki eksiklik (en énemli problem).

J
/

1. Esik Degerin Secimi: Cook (1986) tarafindan hesaplanan esik deger basit
rastgele 6reklem modeli kullamlarak hesaplandifindan veri kiimesinden tamamyla
bagimsizdir. Bu nedenle verinin 6nemli oldufu konumlarda pek saglikh sonug

vermemektedir.

2. Cpax in Degerlendirilmesi: Etkili satirlanin belirlenmesinde sadece Cpo. 8
bakarak yorum yapilmamalidir. Ciinkii Cper gok kiigiikken /.., a baktifimizda ok etkili
satirlarla kargilagabiliriz. Yani C,.. tek bagina bir kriter degildir.

3. Egriligin Degismezliginin Eksikligi: Cook yerel etkiyi olgerken model
bozulmasim kullandifinda deglisen her parametre igin farkh bir egrilik elde etmektedir.

Parametrelerin degigmesi sadece efrinin belli oranda biiyiiyip kiigiilmesine
neden olup egrinin geklinde bir degisiklik meydana getirmemektedir. Dolayisiyla
bozulma altinda egriliklerin birbirine esit gikmasi beklenmektedir. Ama Cook (1986) un
yaklagiminda degisen her parametre igin farkh bir egrilik elde edilmigtir. Bu da diger bir
celigkidir (Billor ve Loynes (1992)).

4. Parametrelerin Tamimlanmasindaki Eksiklik: Model degisiminde bazi

parametreler 6zelliklerini korurken bazilan koruyamaz. Bu problem veri bozulmasindan
degil model bozulmasindan kaynaklanir.

Y=Xp+& modelini diiginelim. Modeli S yerine 8,=(1+w)f koyarak, datay: ise
X yerine X;=(1+w)X koyarak bozalim.
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Y=Xp+¢ (4.11)

Y=X,p+e (4.12)
Her iki durum igin aym kestirimler elde edilmesine ragmen, yorumlar farkh
yapilmalidir. (4. /2) nolu modelden ﬁ parametre kestirimleri tizerinde veri bozulmasinin
etkileri, bozulmug agiklayic1 degiskenlerin matrisine bakarak gorilebilir. Ama (4./1)

nolu modelde ﬁ parametresi lizerinde yaptifimiz model bozulmasmn etkisinin

yorumlamasi o kadar agik degildir. Bu nedenle problemlerle karsilagmamak igin model
bozuldu@unda parametrelerin degisebilecegi fikrinden hareketle model bozulmasimin
etkisi (4.1/1) nolu model igindeki parametre tahminlerindense “uydurulmus model”

tizerinde hesaplama daha dogru sonug verecektir.

Cook (1986) model bozulmasimu yaparken, sadece model varsayimlarim
degistirmig bu degisiklikten verinin etkilenebilecegini diigiinmemigtir. Aym gekilde veri
bozulmas: yaparken de sadece veride degisiklik yapmig bundan model parametrelerinin

etkilenebilecegini dikkate almamugtir. Bu da hesaplamalarda yanhs sonuglarin ¢ikmasina

neden vermektedir.

(4.11) ve (4; 12) esitlikleri ile tammlanmig bozulmug modeller agilirsa
Veri bozulmasi igin, Y=X(1+w)B+¢&
Model bozulmast i¢in, Y=X(1+w)pB+¢
formlan elde edilir.

Gorilldigi gibi iki farkh bozulma yapilmasina ramen modeller birbirinin aym
kaliyor. Bu parametre tammlanmasindaki eksiklikten kaynaklanmaktadir. Yapilan
islemde model bozulmasindan verinin etkilenebilece§i yada veri bozulmasinda 8 nin
etkilenecegi dusiinilmeden yapildigindan yanhg sonuglarla kargilagabiliriz.

Etki hakkinda saghkh sonu¢ elde edilebilmesi igin en dogru yol; etkinin
uydurulmus model {izerinde aragtiriimasidir.

Parametre tammlamasindaki eksiklifi asafidaki Omegi inceleyerekte
anlyabiliriz.
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Ornek : Bozulmamig model

Y=Xf3+o¢ (4.13)
bozulmus model

Y=Xp+(1+w)oe (4.14)

olarak tammlansin. o bilinmiyor ve w bir skaler olsun. Cook (1986) un tammlamisg
oldugu yontemle hareket edilirse LD=nw-nlog(i+w) ve C,, = LD =n olarak elde
edilir.

(4.13) ve (4.14) modelleri o bilinmediginde ayni modelleri ifade etmektedir.
Sadece o parametresi (4./4) de yeniden tanimlanmig formdadir yani bir doniigiim soz
konusudur, Bu durumda bozulmug ve bozulmamiy model arasinda bir fark
olmadigindan LD nin sifir ¢ikmasi beklenir ancak LD =n=C__ elde edilmigtir. Bu
hata parametrelerin tammlanmasindaki eksiklikten kaynaklanmaktadir. Ciinkii Cook un

yonteminde model bozulduktan sonra parametrelerin bozulmug olacag diigiiniilmeden
islem yapilmaktadr.

4.8 Yerel Etkiye Yeni Yaklasim

Bolim 4.7. de ifade edilen problemleri ortadan kaldirmak igin Cook (1986)’un
tammladif LD 'ye benzer daha kullamgli bir form, Billor ve Loynes (1992) tarafindan
tammlanmugtir. LD" ile gosterilen bu form

1D" = -1(6)- 28, | )]

olarak ifade edilmektedir. Burada L(6,|w) parametrelendirmenin segiminden
bagimsiz olmak {izere bozulmug model altinda likelihood fonksiyonunu maksimize eden
degerdir. Bir omekle bu tammlamamn parametre tamimlamasindaki eksikligi nasil
ortadan kaldirdi goriilebilir.
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(4.13) ve (4.14) ile verilen normal dogrusal regresyon modelini digtinelim.
(4.13) in bozulmug formu (4./4) e benzer bigimde W=diag(w+Ilw+l,..,w+l1)
seklinde tammmli iken Y=XB+& modeli igin Var(s)=c’W~ olarak yazlabilir. Bu
durumda dogrusal regresyon i¢in yeni 6l

10" = -4 1(v.8,6°)- L(r.3,.62 | w)

olarak yazlabilir. Burada ﬁve $?;PB ve 67 nin bozulmamig model altindaki m.Lksi,

B, ve 62 ise Pvec’nin bozulmus model altindaki m.Lk. lerini ifade etmektedir.

Kestirimlerden sonra bozulmarmg mode! i¢in log-likelihood fonksiyonu

L{r.8,6°) =~ log 211~ log&” -7

ve bozulmug model igin log-likelihood

r

(v - xp) (- 1)

i
21 +w)o?

2

L(Y B,67 | w) = ~—log 211 ——;—log(l +w)o? -

olarak tanimlidir. Likelihood kestiricileri

B, =(XWX) XxWY
ve

62 =(1+w)" 6’

nin kullamimasiyla log-likelihood fonksiyonunun formu
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L(r.B,.6% |w)=-Zlog 211~ 2 1ogd” -2

olarak elde edilir. Burada W=diag(l+w,I+w,..., I+w) olarak tammhdir. Dikkat
edilecek olursa bu form w dan bagimsizdir. Varyans igin parametrik formun degismesi
gercegi altinda model gergekte degismediginden  LD'=0 bulunur. Béoylece

parametrelerin tammlama eksiklifi ortadan kalkar.

4.8.1 Yerel Etkiye Yeni Yaklasim Yonteminde Satir Silme

Cook un LD sinde oldugu gibi satir silme iglemini LD" igin diigiinebiliriz. Fakat
eger model bozulmas: ele alinirsa verilerin defiymemesi gerekir. Halbuki satir silme
verinin boyutunu degistirdifinden bunu bozulma olarak ele almak uygun degildir. Bu
nedenle Ortalamasi Degisen Sapan Deger Modelin tiim veri kiimesine uygulanmasiyla

ortaya gikacak kestiriciler 7 inci satirin silinmesi ile elde edilecek olan [3(, ) ve o’ ye

denk olacagindan LD’ igin benzer motivasyon Ortalamasi Degisen Sapan Deger
Modelinden yararlamlarak elde edilebilir. '

Y=Xp+e¢ standart dogrusal regresyon modelini diigiinelim. Hata terimlerinin
varyansinin ¢’ olmasi haricinde tim varsayimlanmiz gegerli olsun. Cook (1986) 'un
yerel etkisi, Cook (1977) tarafindan tanimlanan D istatistifinden esinleniyordu. Billor
ve Loynes (1992)'m LD, tzerine yaptiklan ¢aligmada, D, istatistifine benzer olarak

tammladiklan D,” istatistifinden yararlamlmistir. D,’; ﬁile ﬁﬂ) arasindaki uzakhg

6lcen D; ye benzer bir dlglidiir. Burada ﬁ ; B nin mlk.sive ﬁ,, )5 I gozlem silindikten

sonra elde edilen B nin m.Lk dir. Boylece L(f) orijinal model igin log-likelihood ve
Lns() ortalamast degisen sapan defer model

Y=XB+ld+¢

igin log-likelihood olmak iizere LD, dlgiisii

D = _2[ L(ﬁ) - Lm(ﬁ(:)'$)]
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olarak tammlanir. Burada /,; nx! tipinde i. elemam 1 difer tiim elemanlan sifir olan bir

vektdr, ¢; w/B formuna sahip 7 satirdaki bozulmayr temsil eden elemam iginde

bulunduran bir deger ve ¢ , mean shift outlier model icinde ¢ nin m.1k. dir.

. A
LDi B (1- hli )62

olarak ifade edilebilir. Gortildiigii gibi bu olgti LD de oldugu gibi iki ana nicelige (e, 4,
bagimhdir. Aynca LD, i-inci Student rezidiiniin karesi formundadir. D; Cook
uzakhgma benzer olarak

seklinde tammlanabilir. Cook (1986)'un tammladif yontem Dyw) ve likelihood
uzakh@1 LD arasindaki iligkiyle motive edilmigken, Billor ve Loynes (1992) 'un yontemi
D] ve LD'likelihood uzakligy arasindaki iligkiden yararlanarak tammlanmugtir. Yani

pD; (w)=-2|L(B)- L(B, | )]

dir. Burada B ; bozulmug model altinda B nin m.1Lk. dir. Billor ve Loynes (1992)’un
olgusiinde tammlanan D," slgiisis, D, dlgiisiine gore biiyiik 4, lerden daha az etkilenir.

Genel olarak; Cook’un LD igin yapti iglemler LD iginde yapilabilir. Bunun
igin (w,LD"(w)) yiizeyi ve bu yilizey uzerinde degisik dogrultularda afirhk dogrulan
elde edilir ve sabit bir / igin w=wo+al olmak tizere LD'(wo+al) nin davramglan
incelenir. LD" olgiisinde birinci tirev sfirdan farkh ve / nin bir fonksiyonu
formundadir. Bu sayede LD" m yerel davraniglan hakkindaki bilgiler birinci tiirevden
elde edilebilir.

w nun boyutu (m) birden farkh oldugunda etki hakkindaki yorumlar maksimum
efim Sy ve bunun dogrultusuna bakilarak yapilir.

Maksimum e§im '
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S, =|VLD*(w)|

ile gosterilir. Burada VLD'(wo) ; wo noktasindaki gradyam ifade etmektedir.

ALD"(w) LD (w) ow
éa ~ ow da

) Z{aL(éwlw) aL(elw)aé_,]

w8  ow

aL(e | w)

=2/ EW

0=§,w=wa

olup maksimum egim Sy,

S = AVL(E | W)

olarak ta ifade edilebilir. Bu teorinin normal dogrusal regresyona uyarlanmas: Billor ve
Loynes (1992) tarafindan yapilmgtir. Bunun igin o7 biliniyor ve W genel bozulma

matrisi
We=diag(1+w, 1+w,,...,1+w,)

olarak tammlanmak tzere Y=Xf+& dogrusal regresyon modelinin ele alindigim
varsayahm (Var(g)=c’W’). 1ik olarak W, nin tek bir satira bozulma uygulanmig dzel

durumu olan
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W=diag(l+w,,1,...,1) (4.15)

formunu ele éllp LD'(w) fonksiyonundaki degisim oram olgiiliir. m=1 oldugundan
fonksiyonun degigim oram tanjant dogrusunun incelenmesi ile elde edilebilir. LD" m w,

noktasindaki tanjant dogrusu,

formuna sahip olup bu formun ﬁ m.Lk.si ve w;=0 da ki degeri

1 _el_
_02

olarak elde edilir (Billor ve Loynes (1992)).

Daha sonra aym problem igin 1. ve 2. satiwrlara esanh olarak
W=(1+w;, 1+w,, 1, ..., 1) bozulmasinn etkilettirilmesi ile benzer sonuglar elde edilmigtir.
Son olarak da elde edilen sonuclardan yola ¢ikarak tiim satirlara birden eganh olarak
bozulma uygulamp sonug¢ genellegtirilmistir. Bu genellestirme agafidaki iglemlerin
yapilmasi ile goriilebilir.

Tiim satirlara eganli olarak bozulma uygulanirsa #, bozulma matrisi,
We=diag(1+w, 1+w;,...,1+wy)

formuna sahiptir. Bu bozulma altinda LD" fonksiyonunun degigim oran

. oLD" 8LD®  8LD"
VLD (wo)=( v 6w,,)

gradyamn ile 6lgiiliir. w=0 da



oLD"
ow,

2
e
i
=1-—%
(o)
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olarak tammhdir (Billor ve Loynes (1992)). LD m artigindaki maksimum oran

VLD'(w,,) in dogrultusunda gergeklesir. Bu deger

olarak verilir. LD" n maksimum oranda azalist ise — VLD'(wo) in dogrultusunda
gerceklesip l-— VLD'(w,,)I ile hesaplanur, S,..,"1n kosiniis dogrultusu
oLD’

ow,
VLD

Cos9, =

dir.

Bu yontem herhangi bir w’' noktast etrafindaki grafigin yerel davramglan
incelenmek istenildiginde kullanilir. Bu yontemin hesaplamasinda sadece birinci tiirev
kullamldifindan, wy dan farkli bir nokta igin iglem yapilmak istenildifinde verilen
noktadaki tanjant diizleminin elde edilip w* daki maksimum artiy orammn elde edilmesi

yeterlidir.
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Yerel etkinin degerlendirilmesinde bu yeni yaklagim kangik iglemleri
icermediginden Cook (1986) 'un tanimladif1 ydntemden daha kullamglidir.

4.9 Spmax tn Oneminin Degerlendirilmesi

Yerel etki ¢caligmasinin sonuglarinin yorumlanmasinda, Sy, 1n belirlenmesi ¢ok
6nemlidir.

Tek bir satir lizerinde (i. satir) bozulma uygulamp yerel etki aragtinimak

o,

istenildiinde i=1,2,...,n elemanlarini temsil eden vektor belirlenir. Vektor

icindeki elemanlardan hangisi biiyiikkse o elemanin temsil ettigi satinn etkili oldugu

soylenir, Spa, igin bir esik degerin kullanilmast gerekir.

Esik degerin belirlenmesinde birgok yol vardir. Bunlardan biri tiim satirlara
bozulma uygulanip normal dogrusal regresyon modeli kullamlarak elde edilmistir.

Bunun igin LD mn artigindaki maksimum oram temsil edebilecek bir form
diistiniilmiis ve

i=1

formunun momenti aragtinlmugtir. Iglem yapilirken kangik tammlamalan ortadan
kaldirmak igin A igindeki e yerine & hata terimi konulmustur (e~N(0,d%)). Islem
sonunda A mn beklenen degeri 2n olarak elde edilmistir. & ler A mn varyansindan

bagimsiz oldugundan Var(4)=56n olarak elde edilir. En uygun esik deger E(4)+20(A)
degeridir. Dolayisiyla p+20=2n+4 714 n bulunur.

Dabha iyi bagka bir yaklagim doéniisiimler ile elde edilebilir. Bu durumda A nin
dagiimu carpiklasabilir. Ornegin: A min kesirsel kuvveti almp bu yaklagimn en iyi
kuvvetinin ne olacag belirlenebilir. Fakat gimdi buldugumuz 2n+414 n degeri yerel
etkinin dlgiisii icinde kabaca bir esik defer olarak degerlendirilebilir.
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4.10 Cok Degiskenli Dogrusal Regresyonda Yerel Etki

Cook (1986) tarafindan tammlanan yerel etki yontemi, ¢gok degiskenli dogrusal
regresyona Kim (1995) tarafindan uyarlanmgtir.

Cok degiskenli dogrusal regresyonda yerel etki, herbir hata terimi igin
kovaryans matrisine uygulanan bozulma terimlerinin etkilerinin degerlendirilmesi ile

aragtinhir,

4.10.1 Model Tanitimu ve Bozulma

y, =B'x, +¢,, i=12,...,n ¢ok degiskenli dogrusal regresyon modelinde;

yi: rxl tipinde cevap degiskenlerinin vektoril,

x; : pxl1 tipinde agiklayic1 degiskenlerin vektori,

& : rx] tipinde sifir ortalamali } kovaryans matrisli bafimsiz r degiskenli
normal dagihima sahip hata terimlerinin vektorii,

B : pxr tipinde bilinmeyen parametrelerin matrisi

olarak tantmlansin.

Modele W=(w,w; ..,w,)’ bozulmasi uygulandifinda hata terimlerinin
birbirinden bagimsiz, sifir ortalama ve Z/w, kovaryans matrisli 7-degigkenli normal

daghmh oldugu varsayihr. Burada w; lerin hepsi birden 1 olursa bozulmug model
bozulmamig modele indirgenir.

Islem kolayhg agisindan 37 kovaryans matrisi A4’ olarak tammiamr. A=(a;)
kosegenel elemanlan pozitif olan alt tiggensel matris, 47 = C’ esithigindeki C=(cy) ise

iist tiggensel matristir. ' kovaryans matrisinin tersi,
It =cc

ve bozulmamis model i¢in B parametre vektoriiniin m.Lk. si



90

B=(xx)"x7
olarak tammlamr. A sapka matrisi
H=X(XX)'X'
olmak iizere, E rezidii matrisi
E=(,-H)Y

olarak ifade edilir. Bu tammlamalar altinda 3 nin m.Lk. si

2=EE
n

ve m.Lk. nin degismemesi temeli altinda 4 nin m.Lk.si E'E /n nin Cholesky kokiidiir.
(Bir matrisin Cholesky kokil; alt ve st iiggensel iki matrisin ¢arpimmin karekoékiinii

ifade eder.) Yani E'E =nAA’ diir. Bu durumda C’ = A~ olarak tammlanabilir.

B nin kolonlan ile C matrisinin kolonlanindaki sifirdan farkh elemanlarin alt alta

stralanmast ile elde edilen vektor ©,,,, ., /2., ile gosterilsin,

Bozulmugy ve bozulmamiy modeller igin log-likelihood fonksiyonlan
L(8|w), L(8) ve likelihood displacement LD(w)=2[L(8)~L(§,)] ile gosteril.

éw ved; 6'mn bozulmug ve bozulmamig model altindaki m.1k.leridir.

4.10.2 Egrilik

w nun LD(w) ya kary: grafi§i, w degistikce bir yiizey meydana getirirken bu
ylizeyin maksimum egrilifi (Cms) ile iligkili 6zdegerde agafidaki iglemlerin yapilmas:
ile elde edilir.
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I,; nxI tipinde tim elemanlan 1 e esit olan bir vektdr olmak tzere

o d*L(0 |w)
) matrisleri, elemanlan ——— ve

A dow’ | .
0=0,w=1,

(r(r+2p+1)m) ve L(r(r+2p+l) r(r+2p+l)
2 C.3

2 2

0’ L(0)
000" |,

olacak gekilde tammlanarak belirlenir. Belirlenen matrisler (4.5) esitliginde

yerine konularak F olusturulur. 2F min 6zdegerleri elde edilir. Elde edilen mutlak
degerce en biiyitk 6zdeger, egrinin maksimum egriligi olup C,. ile, bu egrilige karsilik
gelen 6zvektor ise [y ile gosterilir. Bu egri I4.y ve (1..,0)" (Cook 1986, sh.138-
139) vektorlerinin gerdigi diizlem ile ylizeyin kesigiminden elde edilir. Burada /; i.
satint 1 diger satirlan sifir olan ix/ tipinde bir vektordiir. /... in bilyitk elemanlan 6zel

inceleme gerektirmektedir.
4.10.3 Formlarin Atk Bir Sekilde Gosterimi

Bozulmami model igin log-likelihood fonksiyonu sabit terimler harig

L) = ni log(c, ) - éi{i(c;(yf . B"‘f))z}

i=1 J=1 U=l
olarak yazilir. L(6) nin B, ya gore 1. pargal tiirevi;

aL(e)

aB,

- Z":{ﬁ(c;(yj —B'xj))cuxj}

0=6 J=1 \i=k

ile hesaplanirken, 2. parcal tiirevi;

9’ L(0)

o8B, | . AGafen)xx

o=b
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esitligi ile belirlenir. ¢;,), C nin s. satinnt ifade eder.

Bu egitlikler yardumiyla L(@) nin Vec(B) ye goére 2. pargal tiirevi

8’ L(p)
oVec(B)oVec(B)

-~ matrisel formda;
-(E¢)e(xx)

olarak yazilabilir.

E ninj. satint e} olmak dzere
x(1,-H)r=Yxe =0
J=1
dir. Dolayistyla L(6) mn B, ve cy ye gore ikinci pargal tiirevleri 0 = 6 datim#k, i ve Jj
ler igin sifirdir.

n
r AAI
Zejej =ndA

s=1

esitligi yardimiyla L(Q) mn 0 = 0 dacy ve cy ye gore ikinci pargal tirevleri;

o’ L(0) N ap A
a? —na, —na;,a;,
H
ve
o’ L(0) ar A

=-Ha,, ad
(k)% (a)
de,oc,

olarak elde edilirken, diger yerlerde sifirdir. Burada 4y, ; A mn k. satinm ifade eder.

vech(C); C matrisinin kdgegen iizerinde ve stiindeki elemanlarinin kolon kolon alt
alta yaziimast ile elde edilen vektorii ifade etmek tizere, L(@) nin Vech(C) ye gore 2.
pargal tiirevi;
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0’ L(0)
oVech(C)oVech(C) '

elemanlan

~ ndiag(a2 1,1, + 4,4))

olan blok-kogegenel matris formundadir. ;4, ; A mn ilk 7 satir ve stitununu igeren bir alt

matristir.
L nin kdgegen haricinde bulunan matrisleri sifir matrisi olarak elde edilir.

Ttim bulunan sonuglarin £ da yerine konulmas: ile £ ; blok-késegenel matrise

dontigir.

;| CC®xx 0
0 —ndiag(a} 1,1, + A, 4]

agl, I, + A 4! nintersi C,C;- Ey1aCinsy 7/ 2 olup, L nmn tersi de
¥ 1 . 1A wY oWall 2 At
L7 = -~ diag(n{A4") ® (X %) " :C.Cy = &y Bl / 2)

formuna sahip blok-kdsegenel matristir. Burada c,,.); ix! tipinde c, nin ilk /i elemanim

iceren bir vektor olarak tanimhidir,

Bozulmus modelden A y1 hesaplayabiliiz. Bozulmug model altinda log-
likelihood fonksiyonu sabit terim hari¢

L(e | w) = %jz:;lo wj)+n§ log(c,,)—égwj {i‘(c,’(y, - B'xj))z}

i=1
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’

olarak ifade edilir. & nin elemanlan (B,c,m )) formunda oldugundan A nin elemanian

’

belirlenirken tiirevler B ve c,,,, ye gbre ainmalidir. Bu mantikla A = (A;,.A;,...,A;)

matrisi
_ LB |w) e A = °L(8 | w)
o~ ' - '
oVec(B)ow 0B, 'Oce,,,0w obmer
formlarinin hesaplanmasi ile elde edilir.
Benzer olarak hareket edilirse
o’L(0 | w)
={c¢/,,C'e,)x
OB, 0w, oeborei, ((U f) J

esitligi elde edilir. Dolayisiyla A, mn j. kolonu

o’L(6 | w)
OVec(B)ow,

=(CCe,)®x, j=12..n

0=§.w=l,,
ile ifade edilirken, i # 0 i¢in A, nin elemanlan
A, =-1,E'D,

olarak yazilir. Iy, ixr tipinde, ilk kolonlan ixi tipinde birim matris geri kalan kolonlan
sifir matrisi olan bir matris ve D; mxn tipinde kosegenel bir matris olup, kdgegen

tizerindeki elemanlan ¢/E’ (i=1,2,...,n) formundadir.

A ve L igin bulunan formlar (4.5) de yerine konulursa
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»e A A I r
‘-=_ LY 7; ':' W e '4‘ ‘1"
it = ~(BCCE)* H " 2‘ ’:1),1(),1 D,

esitligi elde edilir. H ve ECC’E’ matrislerinin jj. elemanlanmmn garpim (E(:'(:‘ 'E’)* H

matrisinin ij. elemamnt verir. Q; rxr tipinde elemanlari

0 - cE o 1 (&m,éfm) 0)
f 0 0/ 2 0 0

olarak tanimlanmg bir matristir. Burada C', ; € nm ilk i satir ve i siitununa sahip alt

matristir.

r; 1 e esit oldugunda, F tek degiskenli dogrusal regresyondaki formiile
dénisiir (Cook (1986).

Imaxigin analitik bir ifade yukanda tammli £ igin elde edilememistir.

4.11 YEREL ETKIYE YENI YAKLASIMIN COK DEGISKENLI
DOGRUSAL REGRESYONA UYARLANMASI

(4.10) da verildigi gibi Cook (1986) tarafindan tammlanan yerel etki yontemi
Kim (1995) tarafindan ¢ok degiskenli doZrusal regresyona uyarlanmigti. Bu béliimde
ise Billor ve Loynes (1992) tarafindan tammlanan LD’

LD’ (w)=-2|L(8)- L(8,|w)]

dlgiisii gok degiskenli dogrusal regresyona uyarlanacaktir. Bunun igin B, , L( ) ve

L( éwl w) nun gok degiskenli dogrusal regresyona uyarlanmas: gerekir. L(6)mn

L) =nZIog(cﬁ)—‘§‘z”:{Z(C{(yj - B'xj))z}

i=1 j=1 Li=1

oldugunu biliyoruz. Bu nedenle sadece B, ve L( éwl w) formlan belirlenmelidir.
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Béliim 4.10.1 de tammlanan gok degiskenli dogrusal regresyon modelini ele

alalim. Tek bir satira bozulma uygulayarak I,(Owl w) nun formunun belirlenmesi igin

oncelikle B, belirlenmelidir.

B, nun belirlenmesi:
Bilindigi gibi,
B,=(XxWwx)' Xxwy
olarak ifade ediliyordu. Bu formun ¢ok degiskenli dogrusal regresyonda agik olarak
yazmak igin ( X'WX )" ve ( X'WY) formlannin agik halini belirlemeliyiz.
XWX =XX+wx x|
ve X'WY:
XWY=XY+w,x,y,
olarak ifade edilebilir. (XWX ), Sherman, Morrison ve Woodbury teoremi (Rao
1973) nin sonucu (2.4c) esitligine benzer olarak;

(XX)" wxx(XX)!
1+w,x!(XX)"x,

(Xx)'

formunda yazilabilir. O halde
B, =(XWX)' XWr
(it WA XX) " xx ) (XX) ) , ,
((X)O 1+wx!(XX)x, (X7 wix,)
w (XX ) x,x!(X'X)!
I+wxl(X'X) " x,

=(XX)'XY+(XX)"'wx,y! - XY

w (XX ) e (XX)
- ool W, X, ),
I+wx(XX) " x,
(XX) " x 1B wl(XX) " x1x,(XX) " 5,
I+wh, | 1+wx](XX)'x,
wi(XX) " xi(y; - x1B) - wi(X'X) " x,yihy,
I+wh,
L2 (XX XX (XX) 'x,y)
T Ivwxl(X'X ) x,
g (XX xe  wlXX) %y,
B, 1+wh, 1+wh,

=B+ Wz[i(X'X)-lxz)’z' -

B+
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(w?’li terimleri o(w, ) ile gosterirsek)

A W (XX) xe!
:B 1 11 +
Y e, o)

olur. Burada A;; H sapka matrisinin i. kégegen elemam, 0 <h, </ ve 0<w, <1 olup
h,w

W, ¢ok kugiik bir deger olacagindan 6nemsenmez ve payda 1 olur. Bu durumda

B,=B+w,(XX)" xel +o(w,) (4.16)

olarak elde edilir. ¢; adi (ordinary) rezidii matrisinin ilk satir vektoridiir.

L(Gwl w) yu belirlemeden 6nce form iginde kargilasacagimiz bazi esitlikleri

belirleyelim.(0 ; (4. /0) uncu bolimde tanitildig: gibi alimyor.)
(y, - x!B,,)? nin belirlenmesi:

(4.6) esitligi yardimiyla,

52 ~]§;x, xy, —(I§+w,(X£X)"’x,e;)'x,
~ Y _B'xl _elxl,(X')()_lxlwl
Y, _B'xl —eh,w,

(4.17)
me -ehw,
=e -ehw, +oWw,)
dir. Bu esitlik
(y, B'x )=(e,—eh,w, +of(w,)) (4.18)

olarak genellestirilirken, (4. /8) in karesi

(v, - B,x,)'(y, - B,x,) = (e, e w, )" (e, ~ehyw,)
~ plo _ ol —wh! olp — wh! p!
~eje, —eje,w, —wihjele, —wihjelehw,
~ele, —eeh,w, —(eleh,w,)
= ele, —2ejeh,w,

=eje, —2ejeh,w,+o(w,)
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formuna sahiptir.
L(® wl w) nun belirlenmesi:
¥ matrisinin j inci kolonu igin olasilik yogunluk fonksiyonu

1 I v
1 -3y B 13wy 03y Bl )

(i

f(y,:0,)

r/2

Wj

formuna sahip olup Y matrisi igin olasilik yogunluk fonksiyonu
l —:Z Wil vy~ By, )Z”(.\'., BLx,)

IZI "/;U A1

F(Y,'ew)=l:lf(yj"'ew)= -r/2

(27)""\diagw;

olarak yazlabilir. Uslii terimlerden kurtulabilmek igin bu esitligin logaritmastni alalim.

log F = log ” f(y::0,)= —n%l()g 21— Iogldiagw;’/z + -'21~I()g|Z| !
i=1

1 n
=52 w,(%, = Bix, )T (v, - Blx,)
J=

Bu esitlik,

ldiagwj"/ ?

n
— w212 -r/2 __ -r/2
=w;Pwy P w = w;

i
ve

, 2
-1 _ | _ =
1= =1CC" = ¢;,6330-€, €1 CpenrC0r = (nc,.,)

esitlikleri yardimiyla

n r 1 n r
logF = —"7rl()g27t +—;—Zlog(wj)+n210gcﬂ —EZWJ.Z(C,’(yj - b”"v)rj))2
j=l i=1

=1 =l

olarak yazilabilir. Gerekli diizenlemeleri yapip sabit terimi ihmal edersek,
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e N r 1 n r ,
log I = %Zlag w, + nZ log(c, )~ —Z-Z w, Z(c,.'(yj - B.x, )
gl i=1 I i1
esitligini elde ederiz. Bu esitlik tizerinde w;

I+w, J =1 ise,
YiT j 1 ise,

olarak segilsin (yani sadece 1. satira bozulma uygulansin). Bu durumda

log F=1(0, Iw):—(/og(1+w J)+logl+.. +/ogl)+nZl()gc

il

—-(1+w)2(c'(y, Bix,)) - ZZ(c'(y ~Bix,))’

1 =2 i=1
r 2
= Elog(l+w,)+nZlogc” Z(c'(y, B!x, ) ~~ZZ(¢ (y,—Bix, )
i=1 _] =2 i=l

- 21 Z(ci'(yl _—B‘:'xl)):
oy
olur,

LD =~2[L(8)~ L(B |w )

= -2['72108‘3:: —-ZZ( ¢(y, ~ E;,xj))’ —%Iog(1+w,)—nZlog6ﬁ
i=1

j=1 i=1

j=2 i=1

Ay 1Y) w : ] $Y) 2

+~Z(c'(y, ~Bx, )5 ZZ(c (v, = Blx, ) + - 22(cl(y, - Blx,) }

i=1
= [ Ly, -Buy ——log(1+w,)+ zz(e'(y, Bix, )y
] =1 i=] 1*1 =1
w’ A2 g0 '
+TZ(61 (eje, ~2elelhllwl))j|
i=1
rlog(l 1w, )-w, D (E%(ele, — 2ele,h,w,))
i=1

,
=rlog(l+ w,)—w,ele, D ¢’ +2w? Zc"ze,e h,,
i=1

r
= rlog(1+w,)-w,ele, 2 &% +ow,)
i=1
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4.11.1 ok Degiskenli Dogrusal Regresyonda LD’ Ol¢iisiiniin

Genel Formlar

LD’ (w), R? iginde basit bir egri tammlar. LD igindeki biyiik yerel degisiklikleri
ortaya gikarmak igin farkh dogrultularda egrinin degisim oramnin belirlenmesi gerekir.
wy noktasindaki efrinin egimi (tanjant vektorii), LD'(w) nun w; e gore 1 tiirevi ile elde
edilir.

oD’ r
I +w,

r
- el'el Z(‘A'i,)z
] ;

w, -0

zr—efzr:(é,.’)z
i1
1. ve 2. satir birlikte bozuldugunda yani;
W=diag(l+w,, I+w,, I, ..., 1)
olarak tanimlandifinda yapilan iglemler tekrarlanirsa, l§w
B,=B+w/(XX)" xle, +w,(XX) " xle, +o(w,)+o(w,)

olarak elde edilir.

n satira birden bozulma uygularsak, bozulma matrisinin formu,

W=diag(1+w,, 1+w,, ..., 1+w,)

olur. Yine aynr iglemlerin yapilmastyla;

B, =B+ ;(WJ(X’X)”'xJ'.ej +o(w,))

esitligi elde edilir. Bu durumda likelihood displacementin formu;

LD (w)=[Trlog(1+w,)-3 (wele, D (&) +o(w,))
J=1 j=1 i=1
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olur.
m 1 igin tammlanan tanjant dogrusu, m=2 igin tanjant diizlemine donigir.

Tanjant diizlemindeki degisim oram gradyan yardimiyla,

oLD" oLD' au)')

VLD’ = ,
(w,) ( " o, o,

r r r
= [r -ele, D (&), r-ele, D (), ...,r-e;enZ(E,.')zj
i=] i=1 i~

olarak yazihr. LD n artigindaki maximum oran VLD"( w,) m dogrultusunda

gergeklesir ve bu maksimum oran

. orn' (DY D™
T Cp
i 2 "

= \/i(r - e}eji(é{)z)

J

olarak verilir. Bu durumda kosiniis dogrultusu,

oLD"

’ Ary2
awj r—eg, ;(Cx) ‘
Cosf, = |V11)‘ . G~ 12..n)

i=1

\/i (r-ete a1

olarak ifade edilir.
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5. BOLUM

UYGULAMA

Bu boliimde 3. ve 4. boliimlerde verdigimiz ¢ok degiskenli dogrusal regresyon
modellerinde tamlama yontemleri kullamlarak “Rohwer Daté” kiimesi incelenecektir.

Bu uygulama; “Rohwer Data” (ROHWER, 1975) kiimesi iizerinde

e D, DFFITS, COVRATIO, AP, hy, e, w} dlgillerini elde etme,

e Leverage (etki) ,rezidi grafiklerinin (Barrett ve Ling (1992)) olusturulmasi,
o Cook (1986)’un yerel etki yontemini uygulama,

e LD olgiisii (Billor ve Loynes,(1992)) ile ilgili islemlerin yapilmas: ve
sonuglarin degerlendirilmesi olmak iizere dort alt bélumde ele alinacaktir.

Islemler MINITAB paket programimndan yararlanilarak elde edilmistir.

5.1 “Rohwer Data” Tamitimu ve Tanilama Ydntemlerinin

Uygulams:

5.1.1 “Rohwer Data” Tanitimi

Rohwer (1975) tarafindan Amerika’nin herhangi bir bolgesinde yasayan ist
simfta okuyan d@rencilerinden rastgele 32 6grenci segilmis ve bu dgrenciler tizerinde
“Paired-Association Learning Proficency Tests” (PA) adim verdigimiz test kiimesi
uygulanarak en iyi veri kiimesi elde edilmek istenmigtir.

Aragtirma,;

x;: Kelime gosterme

x2: Sekil gosterme

x3: Hem kelime hem de sekil gosterme
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x4 Hareketle kelimeyi soyletme

xs: Ogretilen kelimelerle dogru ciimle kurma

kavramlannin degerlendirilmesi amaciyla her ogrenciye toplam 20 soru
sorularak yapilmustir.

Kullanilan testler

e “Peabody Picture Vocabulary” testi,
o “Student Achievement” testi,

e ‘“Ravin Progressive” testi

olup, test sonuglanndan elde edilen degerler sirasiyla y; , y., ys; degigkenlerine
atanmugtir. Inceleme sonucu elde edilen degerler Tablo 5.1 de goriilmektedir. Bu
verilere gére ¢ok degiskenli dogrusal regresyon modeli £ nin satirlan N3(0,2) (3
degiskenli, 0 ortalamali, & varyansii) dagilimindan gelmek tizere;

Yszxs =X s2x6Besxs +E32xs

olarak yazilir,
Bu model i¢in §,,8,,B, ’tin kestirimleri Bve T nm yansiz kestiricisi )

olarak tammlamirsa bu veri kiimesi igin elde edilen Bve 5 matrisleri sirasiyla

39.6972 13.2439 —28.4674]
00673 00593  3.2571
03700 04924  2.9966
—~0.3744 -0.1640 —58591
15230 01190 56662
| 04102 -0.212 -0.6227 |

S
1}

ve
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121844 8793 39988
2=\ 8793 5532 19493
39.988 19493 535441

olarak elde edilir.

Y1 Y2 Ya X Xz X3 X4 Xs Xe
68 15 24 1 o] 10 8 21 22
82 1" 8 1 7 3 21 28 21
82 13 88 1 7 9 17 31 0
N 18 82 1 6 " 16 27 p<]
82 13 1 20 21 16

100 15 K4 1 4 1" 18 32 p.-]

100 13 1 6 7 17 26 3
©6 12 14 1 5 2 11 23
63 10 1 1 3 5 14 24 20
o1 18 1 16 12 16 27 30
87 10 8 1 5 3 17 24

105 21 88 1 2 1 10 26 2
87 14 4 1 1 4 14 19
76 16 14 1 1 5 18 27 22
66 14 38 1 0 0 3 16 11
74 15 1 5 8 11 12 15
68 13 64 1 1 6 10 28 23
o8 16 1 1 9 12 0 18
63 15 14 1 0 13 13 19 16
94 16 99 1 4 6 14 27 19
82 18 §0 1 4 5 16 21 24
89 15 36 1 1 8 15 23 28

19 88 1 5 8 14 P 24
61 11 14 1 4 5 11 16 22

102 20 24 1 S 7 17 26 15
4} 12 24 1 0 4 8 186 14

102 16 24 1 4 17 21 27 A

13 50 1 5 8 20 26
55 16 8 1 4 7 19 20 13
18 o8 1 4 7 10 23 19
74 15 o3 1 2 ] 14 17
78 19 g0 1 5 10 18 27 26

Tablo 5.1 Rohwer Data
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5.1.2 Tek Satir Etkisinin Incelenmesi

Tek satirin etkisinin aragtinimast amactyla “Rohwer Data” kullamlarak elde
edilen 6lgii degerleri Tablo 5.2 de ve bu tablonun kullammyla elde edilen serpilme

diagramlan; Sekil 5.1 de gorilmektedir.

Di DFFITSI COVRATIOI FVARATIOI wi AP, hil qii

1 0,410671 0,121949 1,5475 1,6083 27,230  0,726882 0,167009 0,106100
2 003576 0,035431 35452 2,28687 8,432 0,758472  0,218453 0,023074
3 0074113 0,079496 1,6628 1,585 17228  0,760378 0141735 0,088887
4 0,008454 0,006325 2,2694 1,3861 1,269 0909363  0,073144 0,017493
5 0846738 0,956152 9,5929 1,18984 411878 0367672 0568215 0,064114
6 0,014585 0,014288 2,0955 18256 3,142 0,83008 0,154322 0,015598
7 0025205 0027734 1,0593 1,1337 5403 0,837268 0,04531 0117423
8 0,147674 0,168818 1,2851 1,6949 38,135  0,692569 0,176611 0,13082
9 0040404 0046943 07624 1,0003 9,204 0,785147 0051313 0,16354
10 0063321 0062055  1,10315 6,6906 21048 0538647 0451612 0,009741
11 0,045681 0,046825 22117 1,6908 10,191 0801635  0,145428 0,052937
12 0,11629 0,12861 1,5332 1,71135 28838 0721199  0,170504 0,108297
13 0,042671 0,044845 1,6506 1,4205 9,307 0,820011 0,103746 0,076243
14 0,164274 0,213067 0,492 1,2459 45,561 0644844  0,126499 0,228657
15 0015191  0,01471 6528 3,755 4,009 0662834 0332467 0,004698

16 011832 0,203 48372 3,5636 3513 063146 0,331835 0,036735
17 0144486 0,165228 1,2667 16735 37170 0,6952 0173206 0,131584
18 0,056707 0,056596 4,06558 2,731 14204 0700520  0,263539 0,026932
19 0,173212 0,183832 3,2435 29504 48,732 0635687  0,208358 0,065955
20 0,037332 0,030917 1,3707 1,204 8,060 0828424  0,078806 0,00277
21 0151641 0,185636  0,7485 1,3002 40,160 0675309  0,140238 0,184453
22 0,040243 (,040251 30522 2,0638 9,286 0,775052  0,193803 0031145

0,030357 0,00435 08748 1,0089 6,687 081191 0,044553 0,143537
24 0072047 0074905  2,7132 2,1051 17577 0742223 0206417 0,05136

026008 07368825 03287 1,2737 81389 0571504 0,1571286 0,27137

0042609 0043323 23870 1,7528 9517 0800684  0,153339 0,045067
27 0338650 0376304 33582 3,8426 110618 0547542 0367265 0085193

0,034224 0,035100 1,9612 1,5052 7,953 0832434 0,111898 0,055660
29 03026 034625 21182 28069 92568 0584642 0,30427 0,111088

0045051 0,048657 1,326 1,310 9,008 0813225 0086554 0,100221
3 0097584 0,121842 0,55e3 1,1446 24882 0,701404  0,089219 0,209378
32 0055032 0063053  0,8891 1,1889 12654 0,777789 0,07321 0,140001

Tablo 5.2 “Rohwer Data” ya iliskin ol¢ii degerleri
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Sekil (5.1) “Rolwer Data’ya iliskin 6l¢iim degerlerini gisteren grafikler.
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Olgii ve grafik sonuglanna gore agagidaki yorumlar yapilabilir.

5. gozlem X uzaymin en uzagindaki veri olup en biiyiik “leverage” (etki)
ozelligini gosteririr.

e 25. gozlem uydurulmug regresyon dogrusunun en uzagindaki nokta olup en
buyilik rezidiiye sahiptir. Dolayisiyla bu gézlemin modele dahil edilmesi
modelin egiminin, parametre kestiriminin degisimine neden olabilir.

e 5. gozlemin uydurulmug degerler iizerindeki etkisi biiyiiktiir.

e 5. gozlem e.k k. kestiricisi B iizerinde etkilidir.

e 5. ve 15. gozlemler giiven elipsoidinin hacminde 6nemli degisikliklere neden

olabilirler,

e 10. gozlem p, nin varyansinda 6nemli degisikliklere meydana getirebilirler.

Genel olarak tiim olgiiler iizerinden bir degerlendirme yapilirsa 5. gozlemin en

buyiik etkiye sahip oldugu agiktir.

5.1.3 Coklu Satirin Etkisinin Saptanmas: (Leverage ve Rezidii

Grafiklerinin Kullanimi)

“Rohwer data” kullanlarak 3. boliimde verilen (ikili alt kiimelerin ortak
etkisini ortaya ¢itkarmay: saglayan) leverage-rezidii grafiklerini ¢izmek igin oncelikle
Tablo 3.4 de tammlanmig leverage (etki) ve rezidii elemanlanmin belirlenmesi

gerekmektedir. “Rohwer data” nin eleman sayist 32 olup, herbir 6lgi i¢in leverage ve
. 3 - »
rezidii elemanlarinin belirlenmesi ( 2) kombinasyonu kadar alt kiime iizerinde ayn

ayn islem yapilmasini gerektirir. Bu iglemin yapilmast ¢ok zaman alacagindan inceleme

sadece D, (X'X,pS) Cook uzakh kullamlarak yapilmgtir. Incelemede segilen her /

ikili alt kiimesi igin agagidaki formlann elde edilmesi gereklidir,
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e Etki (L) ve rezidii (R) matrisleri,
¢ Bu matris formlannin 6zdegerleri,
o 1“,=”L, " ve R ,=”R,” formlan,

o I =T,(Cos®, )'” ve R, =R,(CosH,)"” formlan.

Tiim bu verileri elde etmekle etki ve rezidii matris formlan bir skalere atanmis
olur. Bu sekilde elde ettidimiz degerleri tablo iizerinde yorumlamak ¢ok zor
oldugundan inceleme leverage-rezidii grafigine bakilarak yapilacaktir.

D, (X'X,pS) olgisii J; smifimn bir iiyesi oldugundan 3. boliimde yapilan

agiklamaya gore incelememizi logR; 1n logI'; a karg: grafigini gizerek yapmalytz.

~ ~ ~
T~ > p S w522
~ ~ ~ =« (5,22}~
~ ~ ae ~ -~
o) ~ ~ ~ s - ~
~ - ~ ~ 'y © -~ -~
~ -~ ~ ~ A ~ -~
OO L ol -~ ._\ . . -, ‘e e -~ -~
~ ~ o o (5,14)% ~ ~ ~
-~ ~ A *e ~ o, N [N ~ ~ ~
L:. ~ -~ ~° '\ .' o 0.0 0 x ~ ~
an 9 ~ A N, R R P ."'r_, [ (5. 25) o> -~
Q —05 o’ -~ '.n ?' ‘e °, -".-N.' "'g‘. :\"\ .-‘- ~ ~
~ . N R AT WL R 25 ~
~ H B AT A, S ~, . ~ ~
~ . HaN DAY ~ ~
o N,y 380 1y N & ) .
-~ ~ o .~ > AN 20y Al >, . * Kl -~
o o $=° e e N e -~
A ~ ~ -~ i g "‘. 4-".‘. ~ 3 ~ ~
- ~ . (3
1.0 o ~ ~ P S LR N . ~
~ o« en  es . N
~ ~ ~ . o~ e ~ . ~ -~
~ N ~ ~ ~
~ . -
~ < ~ N ~ h ~
~ ~ ~ ~ ~
~ ~ ~ ~ >
~ - ~ ~
:A i e S | >~ Lo
T T T
-1.5 -1.0 -0.5 0.0
L
log R
X

Sekil 5.2 D,( XX, pS) Olgiisii Kullamlarak Elde Edilen Rohwer Data igin
‘ Ortak Etkiyi Gosteren Grafik.

Yapilan islemler sonucu elde edilen grafik Sekil 5.2 de gériilmektedir. Bu sekil

incelendiginde {5,/4}, {5,25} alt kiimelerinin ilgi duyucagimiz ait kiimeler oldugunu,
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bunlann ortak etkide birbirlerinin etkilerini iptal ettigini ancak bunlardan daha da etkili

olan {5,710}, {5,22} alt kiimelerinin bulundugunu soyleyebiliriz.

5.1.4 LD nin Cok Degiskenli Dogrusal Regresyon Modellerine Uygulanisi

Bu yontemi uygulamak i¢in
. A 13
F=—(ECC'E')*H - ;ZD,.EQ,.E'D,
i=1

formu, 2F min 6zdegerlerini (C) ve bu 6zdegerlere karsihk gelen dzvektorleri (7)
elde edildi. Hesaplamalar sonucunda mutlak degerce en biiyiik 6zdeger Cpa=14.5392
olarak elde edildi. Bu deger esik deger 2 den ¢ok biiyiik oldugundan hemen yerel etki
ile ilgili bir problemin olduBunu diisiinebiliriz. Problemin hangi satirdan
kaynaklandigint incelemek igin en biyilk 6zdeger C,.. a karsilik gelen 6zvektorii
incelemeliyiz. Bu 6zvektore iliskin serpilme diyagramu Sekil 5.3 de goriilmektedir.
Sekil incelendiginde 14 ve 25 nolu gozlemlerin en etkili gozlemler oldugu
goriilmektedir. Dolayisiyla bu satirlar en biiyitkk yerel etkiye neden olabilecek
satirlardir yorumu yapulabilir.

06

05 i el ialnt

03 1
021

0.1 1- -_:‘
max ° |
ma_)zm + 5 0

021
034
041
,0'5 e e s e S saw i e bee e

B

Sekil 5.3 Maksimum Egrilikle lligkili Ozvektoriin Indeks Grafigi

Goriildugii gibi /.. a bakarak etkili olan satirlar kolayhkla belirlenebilmektedir.
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5.1.5 LD" in Cok Degishenli Dogrusal Regresyon Modellerine Uyérlanmas:

Bu olgit Cook (1986) 'un yerel etki yontemindeki eksik tammlamalan ortadan

kaldirdig igin daha dogru bilgi vermektedir.
LD" i artigndaki maksimum oran VLD"(W,) 1w dogrultusunda

gergeklestiginden inceleme igin dncelikle

LD* ;
w = (I’—e;Z(CA;)Z)ﬂ 1 = 1’2"';'32
. il

J

ow

degerlerini elde etmeliyiz.

[0} 5 10 15 20 25 30 3B
Gozlemler

Sekil 5.5 LD* i Cok Degiskenli Dogrusal Regresyona Uyarlanmast Ile
Elde Edilen LD* in Grafigi

aLD' (W, )
ow,

5

Bu degerlere gore i=1,2,...,32 nin gradyenti (maksimum egriligi)

S e = lVLD' (W, )‘=1331.49 olarak elde edildi. Bu deger Billor ve Loynes (1992)

tarafindan tammlanan esik deger formunun kullaniimast ile elde edilen degerden
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(12.19) ¢ok biiyiik oldugundan yerel etkiye neden olan gozlemlerin bulundugunu
hemen soyleyebiliriz.
Yerel olarak etkinin hangi satirdan kaynaklandif1 konusundaki aragtirma igin

_aLD'(W,)
A

S,

1

, i=12,...,32 degerlerinin incelenmesi gereklidir. Bu degerler i¢in

serpilme diagramn Sekil 5.5 de goriilmektedir. Inceleme sonucu 14 ve 31 nolu
gozlemin en biiyiik yerel etkiye sahip oldugunu soyleyebiliriz.

31 nolu gozlem en blyitk rezidiye sahip olan gozlemdir. Bu goézlemin
rezidiisiniin biyiik olusu bizi varyansin sabitliini etkileyen bir gozlem oldugu
sonucuna ulastirir.

Dolayisiyla Cook istatistigi ile belirleyemedigimiz rezidiisi biyik olup,
varyansin sabitlik ozelligini bozan gozlemler bu istatistik kullamlarak kolaylikla

belirlenebilir.
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OZET

Dogrusal regresyon modelleri kendi iginde tek degiskenli ve ¢ok degiskenli
olmak uzere iki gruba aynlirlar, Tek degiskenli dogrusal regresyon modellerinde ¥;
nx/ tpinde bir vektor, X; nxp tipinde bir matris ve €; nx/ tipinde bir vektor iken, gok
degiskenli dogrusal regresyon modellerinde Y; nxr tipinde (#>1) bir matris, €, nxr
tipinde (7> 1) bir matris ve 8 ; pxr tipinde bir matris olmak zorundadir. Her iki model
icin de aym varsayimlar gecerlidir. Bu varsayimlar Bolim 1 de aynntih olarak
verilmigtir.

Regresyon modelleri; degigkenler, gozlemler ve model varsayimlan ile
belirlenirler. Modeli tam olarak temsil edemeyen degiskenler regresyon katsayilarinda
biyiik degigikliklerin meydana gelmesine neden olurlar. Modelin verileri saglikh bir
sekilde temsil edebilmesi igin bu degiskenlerin (gozlemlerin) belirlenmesi gereklidir.
Bu amaca yonelik ¢ok sayida tanilama yontemi bulunmaktadir. Bunlar iginden; Cook
(1977) 'un D, uzakhg, Hoaglin ve Welsch (1978)’in H sapka matrisi, Andrews ve
Pregibon (1978) 'un AP; si, Belsley ve ark. (1980) 'mn DFBETAS, DFFITS,
COVRATIO, FVARATIO, s sayilabilir.

Tamlama yontemlerinde, etkili goriillen satir (veya satirlar) veri kiimesinden
cikanlarak ya da bu satirlara bozulma terimi etkilettirilerek etkinin belirlenmesi yolu
izlenir.

Silme yolu ile, tek satinin etkisinin aragtiriimas: igleminde (i etkili gériilen satin
ifade etmek tzere) D, DFFITS, AP, hy, COVRATIO, FVARATIO, W; gibi pek ¢ok
olgiiden yararlamlirken, birden fazla satinn etkisinin aragtinlmasinda; tek degiskenli
dogrusal regresyon modelleri igin Jones ve Ling (1988) tarafindan tanimlanan

Sl wv,o)=le;(I-H, ) Hye, | f(m, n, p)/c
J; simfindan ve ¢ok degiskenli dogrusal regresyon modelleri iginde Barrett ve Ling
(1992) tarafindan taumlanan
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J(f:ab)=f)r[H,0,(1-H, -0, )"(I-H, )]

J, (f:ab)=f()def|(I-H,-0Q,)"(1-H,)"]

J; ve J simflanndan yararlamnz. Bu siflara ait olgiller w, v ya da a, b nin

segimlerine gore kolaylikla elde edilebileceginden fazla islem yapma problemini
ortadan kaldirmaktadir.

Cook (1986) likelihooda dayah modellerde varsayimlardan yerel sapmalann
etkisini saptamak iizere genel bir yontem verdi. Bu yontem ile modele kiigiik bir
bozulma etkilettirildiginde analiz sonuglarinda 6nemli bir degisiklik ortaya ¢ikiyorsa
bir problem oldugu sonucuna vanlir.

Cook bu degisimi saptamak tizere likelihood displacement yiizeyinin normal
egriliginin kullamlmas: gerektigini ileri siirdi. Ancak bu yoéntemde bir takim
problemler, 6rnefin parametrelerin tanimlanmasindaki eksiklik ve iglem zorluklan soz
konusudur. Billor ve Loynes (1992) bu eksik tammlamalan ortaya ¢ikartip, fazla iglem
yapmamizi ve daha giivenilir sonu¢ elde etmemizi saflayan alternatif y6ntem
vermiglerdir. LD" ile tammlanan bu 6l¢ii ve bu olgiiniin gok degiskenli dogrusal
regresyon modellerine uyarlanmig formu hakkinda detayl bilgi 4. boliimde
bulunmaktadr.
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SUMMARY

Linear regression models are divided into two different groups, one is called
univariate linear regression, the other is called multivariate linear regression. In the
univariate linear regression models;

Y is a nx/ vector,
X is an nxp matrix,
& is a mx/ vector.
However; in the multivariate linear regression models
Y is an nxr matrix
and
g is an nxr matrix (#>1).

For these two models the assumptions are the same. These assumptions are
explained in details in part 1.

Regression models are assessed by the variates, observations and assumptions.
The variates which do not represent the model exactly may cause gross changes on
the regression coeflicients and fitted model.

Therefore the assessment of the variates and these observations are very
significant for the model adequacy. For this purpose, many diagnostic methods (or
influence measures) have been proposed. Some of these are; D, (Cook’s (1977)), Hat
matrix (H) (Hoaglin and Welsch’s (1978)), COVRATIO, FVARATIO, DFFITS,
DFBETAS; (Belsley et al. s (1980)), AP, (Andrews and Pregibon'’s (1978)).

In these diagnostic methods, influential case (or cases) is (are) omitted from
the model or the perturbation is introduced to the model or the perturbation is
introduced to the case (or cases) and then influential observations are assessed based

on these measures.



While D, DFFITS;, DFBETAS,, COVRATIO, FVARATIO, AP; are used in
the case of assessment of single-case influence (7 is the case or row of X and V), J;

class

J,(f:uv.c)= [e,'(l—H,)"‘H,"e,]f(m,n,p)/c
is used for the case of assessment of multiple-case influence. For the multivariate

regression models, J; and J/* class

J(f:ab)=f()r[H,0,(I-H,~0,)"(I-H, )]

J,#(f:a,b)= f()ded(1-H, -0, )(I-H,)]

defined by Barrett and Ling (1992) are used for the assessment of multiple case

influence. These classes offer considerable computational savings.

Cook (1986) gave a general method for assessing the influence of local
departures from assumptions in likelihood based models. With this method, if a minor
perturbations in the model leads to a major change in the results of the analysis, then
there is evidence of difficulty. In order to assess local influence Cook suggests using
the normal curvature of the likelihood dislacement surface.

However in this method there are some problems such as lack of the definition
of the parameters, computational difficulties. Therefore Billor and Loynes (1992)
proposed an alternative method, LD".

This measure in univariate case is examined and applied to the multivariate

case in order to assess local influence in part 4.
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