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GENISLETiLM i$ OZET

X bir Tychonoff uzayr ves, X (zerine sirekli etki eden bir topolojik

grup olmak Uzeres etkisinin gergletilebildigi  Xin bir )X kompaktlamasi
varsay X 'e X'in bir G-kompaktlamasi deniG-kompaktlama her zaman mevcut

olmayabilir. Orngin Megrelishvili (1988),G kompaktlamaya izin vermeyen I
topolojik grubu ve bu grubun etki gitibir TychonoffG-uzay bulmutur.

Bununla beraber bazi sonuglar vardir. Bu sonudiaia¢ Ornek verecek
olursak, R. Palais(1960) bir yerel kompakB-uzayinin Alexandroff
kompaktlamasinin kendisini bie- kompaktlamasi oldiunu goésternstir. J. De
Viries (1978) G yerel kompakt grup ise hd&s-uzayinin birG-kompaktlamaya
sahip oldgunu gosternstir. Ayrica yine J. De Viries (1978), biX Tychonoff
uzayininG-kompaktlamaya sahip olabilmesi icin gerek ve y&tmulun noktalari
kapali kimelerden ayiran bidlzgtn fonksiyonlarinin bir ailesi olmasi siku
oldugunu gosternsir.

Eger X'in bir G-kompaktlamasi varsa, kompaktlamalarinsibdik

siralamasi ile, S, X ile gosterilen bir maximalG-kompaktlamasi vardir.
Srivastava (1987) sonlu bie grubu igin S, X=X ve B(X/G)=BXIG

oldusunu  gostermgtir.  (SBX, X'’in,  Stone-Cech  kompaktlamasini

gOstermektedir.)

Bu tezde cgtli kompaktlama metodlari arasindan Gelfand kontlaaka
metodu kullanilarak sonlG grubu veX Tychonoff G-uzayinin ygun invaryant
alt uzaylari icin Srivastava’'nin (1987) elde @tsonuclarin benzeri sonuclar elde
edilmigtir.

Birinci bolumde, tezde kullanilan temel tanim veortmlere fazla

ayrintisina girilmeden yer verilgtir.



Ikinci bolimde, Porter ve Woods(1988)'den vyararkak, cgitli
kompaktlama yontemleri arasindan Gelfand kompaktlanetodu anlatiingtir.
Teoremlerin ispatlar  verilmegtir. Teoremlerin ispatlari ve Gelfand
kompaktlamasi ile ilgili daha detayli bilgiler iciRorter ve Woods(1988)'den
faydalanilabilir.

Uciincii  bolimde, kompaktlamalarla ilgili daha 6nceapims
Srivastava’nin (1987) bir camasi detayli birsekilde incelenmtir. Srivastava
sonlu bir G grubu etkisi altinda biiX Tychonoff uzayinin SX Stone-Cech
kompaktlamasinin uzayin maksimaG-kompaktlamasi oldtunu ve bu
kompaktlamanin orbit uzayinin da uzayin orbit umayr Stone-Cech
kompaktlamasi oldiunu gosterngtir.

Bununla berabeX =X — X kalan uzayiSX in bir G-retrakti ise yani

X"In noktalarini sabit birakaG-ekivaryant birr : 8X — X' sirekli dongumii
var ise X Tychonoff uzayina G-retractive uzay denir. Srivastava (1987)
G- retractive uzaylarin orbit uzaylarinin@aretractive oldgunu gosternstir.
Dorduncu  bolumde, Srivastava'nin  (1987) sonuclarlistriimeye
calgilmistir. X bir Tychonoff G -uzayi ,G sonlu ayrik bir grup veA, X 'in bir
yogun G invaryant alt uzayl olmak tizere Gelfand metoduaadrak A/ G orbit
uzayinin, bir kompak€ -uzayina homeomorfik, bir kompaktlamasgaredilmitir
Ayrica bir uygulama olarak, cift fonksiyonlar hatkain maksimal ideallerinin
kiimesinin, Uzerindeki Stone topolojisiyle negatifmayan rasyonellerin bir

kompaktlamasi oldiu gdsterilmgtir.

Besinci bolim, sonug ve dneriler kismidir.
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1.GIRIS Diunya KARAPINAR

1.GIRIS

Tanim 1.1: (G, ) bir cebirsel grup olsun.gér G bir (Hausdorff) topolojik uzay

GxGOD- G
(g,h) 03 gh

ve

GO G
g0 g™

fonksiyonlari surekli isé5 'ye topolojik grup denir.
Not: Her cebirsel grup tzerindeki ayrik topolojiyle edgjik gruptur.

Tanim 1.2 G bir topolojik grup, X bir (Haussdorff) topolojik uzay, ve
0:GxXUOO X
surekli bir fonksiyon olsun. ger
i) Her x X igin (e, X) = X

i) Her g, hOG ve x[O X i¢in

8(g,6(h, X)) =6(gh 3

uzay! ved fonksiyonunaG 'nin X tzerindeki bir etkisi denir.



1.GIRIS Diunya KARAPINAR

X bir G -uzayi dediimizde (X, G,8) tglusiini kastedegiz. Burada X

bir topolojik uzay,G bir topolojik grup ve@,G 'nin X lzerindeki etkisidir.

Her (g, X)L Gx X igin 6(g, X) =6,(X) = gx notasyonunu kullanalim.

Tanim 1.3 X bir G-uzayl olsun. A, X'in bir alt uzayr olmak uzere,

O(Gx A = A iseA’ya X uzayinin birG -invaryant alt uzayi denir.

Tanim 1.4 X bir G-uzayl vex[] X olsun.
G={dg3=9x g1 G

alt uzayna<in orbiti denir. X / G ile Xin bittin orbitlerinin kiimesini gosterelim.

m: X000 XIG m(x)= G(x)  olarak tamimlanan fonksiyona orbit

fonksiyonu denir.X / Guzayina,r ile iliskili olan bdlim topolojisiyle, X'in orbit

uzayi denir.

Orbit fonksiyonunun acik dégim oldwgu kolaylikla gorulebilir.

Tanim1.5: Her X[ X igin G(X) ={ % ise G grubununX uzayi tizerindek?

etkisine aikar etki denir.

Taniml1.6: Her X[ X i¢in G(X) = X ise G grubununX uzayi tizerindek®

etkisine gegimeli etki denir.



1.GIRIS Diunya KARAPINAR

Tanim 1.7 X ve'Y birer G — uzayi olmak (izere heg [0 G ve herx[J X igin
f(g.X) = g.f(¥

olacak sekilde f :X [O[-Y fonksiyonu varsa bu fonksiyona ekivaryant

fonksiyon denir.

Tanim 1.8: X bir topolojik uzay veR standart topolojisiyle donatilgholsun.

C(X)={ f: f: X - R stirekl} ve
C*(X) ={ f: f: X - R surekli ve snirli}

olarak tanimlanirC*( X) 00 Q' X) dir.

Tanim1.9: f,g0C(X) olsun.x Xvea OR igin

(f+9)(¥=f(X+d3
(@f)(¥)=af(x

(f.9)(¥) = f(X.9(%

olarak tanimlanirsaC(X), bu klemler altinda R {zerinde birim elemanl,
degismeli bir halkadir veC*( X) , C(X)'in bir alt halkasidir.C(X) halkasina

surekli fonksiyonlar halkasi denir.



1.GIRIS Diunya KARAPINAR

Tamim 1.10: C*(X) uzerinde, |f||=Sug f( J| olarak tanimlanan |/,
xOX

supremum normunun belirlegili
d(f.o)=]f-d

metrigine supremum mefti veya dizgin metrik denir.

Tanim 1.11: QO C*( X)olsun. p,q0 X ve pzq icin f(p)# f(q)

olacaksekilde f [1Q varsa Q'ya noktalari ayiran bir fonksiyon ailesi denir

Tanim 1.12: X bir topolojik uzay veé=***" [0 X olsun. Herx, 0 X/ F igin
f(x)=0 ve f(F)={8} olacaksekide f UC*(X) (0<f <1) varsa X'e

tam reguler uzay denir.

Tanim 1.13: Tam reguler ve Hausdorff olan bX topolojik uzayina Tychonoff

uzay denir.

Tanim 1.14: f : X O [> R bir surekli fonksiyon olmak tizere
Z(f)={x0O X: f( ¥ =0} = 7Y0)

kimesine f'nin  sifir  kimesi denir. QO C(X) olmak uzere

Z[Q ={4 »: fOQ olarak tanimlanir.



1.GIRIS Diunya KARAPINAR

Onerme 1.15Z[C*( X] = Z € X] dir.

Bundan sonraX ’'teki butin sifir kimelerininZ[ C( X)] ailesini Z( X)

ile gosterecgz.

Tanim 1.16 X bir topolojik uzay ve &8 X'in bir takim kapal alt
kiimelerinden olgan bir aile olmak tzereX in her kapali alt kimesis3 'nin bir
takim alt kiimelerinin kegimi seklinde yazilabiliyorsa®8 ailesine, X topolojik

uzayinin kapali kiimeleri igin bir bazdir denir.

Onerme 1.17: S8 X topolojik uzayinin kapali kiimeleri igin bir baznwsi igin
gerek ve yeter kal her F**®' [0 X ve xOF icin F OB ve xOB olacak
sekilde BOC3 olmasidir.

Onerme 1.18:X bir topolojik uzay olmak tizeresagidakiler birbirine denktir.
)] X Tychonoff uzaydir

i) Z(X), X'in kapal kiimeleri i¢in bazdir.

Teorem 1.19: X bir topolojik uzay olsun. O zamad (X) sonlu birlgim ve

sayllabilir kesgimler altinda kapalidir.



1.GIRIS Diunya KARAPINAR

Tanim 1.20 X ‘i yogun bir alt uzay olarak iceren kompakt ve Hauddo¥f

uzayina X uzayinin bir kompaktlamasi denir.

Baska bir ifadeyle, X bir topolojik uzay,Y kompakt ve Hausdorff bir
topolojik uzay olsun.Cl, f (X) =Y olacaksekilde surekli, bire-bir ve agik bir

f: X O Y dongumi varsaY uzayinaX uzayinin bir kompaktlamasi denir.

Bir topolojik uzayin kompaktlamasi Tychonoff uzayde bir Tychonoff
uzayin her alt uzayr da Tychonofftur. O halde saddgchonoff uzaylarin

kompaktlamasi vardir.

Bundan sonra bitin uzaylari Tychonoff uzay kabekegiz.

Y, ve Y,, X'in iki kompaktlamasi olsunY, =, Y, = Her X[ X igin
f(X) = X kosulunu sglayan f :Y, O [} Y, homeomorfizmasi vardir. Kolayca

gorulebilirki=, bagintisi  X’in kompaktlamalari arasinda bir denklik

bagintisidir.

Tanim 1.2 Y, =, Y, ise Y, ve Y, kompaktlamalarinaX 'in esdeger

kompaktlamalar denir.

K(X), X'in, =, denklik baintisina gore, bitin kompaktlamalarinin
denklik siniflarinin kimesi olsun.Y,,Y, O K(X) olsun. Her xO X igin

f (X) = x kosulunu sglayan surekli birf 1Y, 00 0. Y, fonksiyonu varsa, <Y,

yazilir.“ <“ bagintisi K(X) lzerinde bir kismi siralama gatisidir.



1.GIRIS Diunya KARAPINAR

Tanim 1.22: (A,<) bir kismi sirali kiime olmak Gzem, b[J A elemanlarinin her
citi icin supf{a}=alb ve inf{a B =alb varsa (A<) kismi sirall

kmesine bidatis denir .

Tanim 1.23: (A,<) bir kismi sirali kiime olmak lzere hed # B [J A igin

supB varsa(A,<) kismi sirali kimesine bir Ust yari tam latis denir.

Tanim 1.24: (A,<) bir kismi sirali kiime olmak tizere her # B [J A icin inf B

varsa(A, <) kismi sirali kiimesine bir alt yari tam latis denir.

Tanim 1.25: (A <) bir latis olmak lzereA alt ve Ust yarl tam latis iS€A, <)

latisine tamdir denir.

Onerme 1.26: X bir topolojik uzay olmak tzerd< (X) ust yari tam latistir ve
K(X)#0O ise K(X)'in maksimum elemani vardirK(X)’in maksimum
elemanina X topolojik uzayinin Stone-Cech kompaktlamasi demir 53X ile

gOsterilir.
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2. GELFAND KOMPAKTLAMASI Dunya KARAPINAR

2.GELFAND KOMPAKTLAMASI

Bu bolimde, cgtli kompaktlama metodlari arasindan Gelfand
kompaktlama metodundan bahsedére Daha ayrintili bilgiler icin Porter ve
Woods (1988)’ dan yararlanilabilir.

Q, C*(X)'in ROQ olacak sekilde bir alt halkasi olsunQ’nun

maksimal ideallerinin  kimesini m, X ile gosterecgz. O halde
m, X={ M: M, Qhalkasninbir maksimal idea}i dir. Ote yandanf [1Q ise

S(f)={MUm, X fO M olarak alacaz.

Teorem 2.1: Q, C*(X)'in R OQ olacaksekilde bir alt halkasi olsun. O
halde,

) S@®)=0veS(0)= m X

i) S(HNUF9=% fy

i) S(Hn 90 § t+ §

iv) {S(f): f0Q, m, X uzerindeki bir topolojinin kapali kiimeleri icin

bazdir.

Tanim 2.2: m, X, kimesi Uzerinde[S( f): fO q ailesini kapali kiimelerine

baz kabul eden yegane topolojigtone topolojisidenir.

Tanim 2.3: X bir topolojik uzay veQ, supremum metgine goreC*(X)'in bir tam

alt halkasi olsun. ger



2. GELFAND KOMPAKTLAMASI Diinya KARAPINAR
i) ROQ

ii) Z[Q] ={Z(f): fUQ} kiimesiX'in kapali kiimeleri icin bazdir.

Kosullari sa&laniyor iseQ'ya C*(X) ‘in bir reguler alt halkasi denir.

Teorem 2.4:X bir Tychonoff uzay veQ, C*( X)'in, R [J Q olacaksekilde, bir
tam alt halkasi olsun. O zaman, X kompakt ve Haussdorff uzaydir.
Ayrica f,gOQ igin,

{MOm,X: f+M> g+ M

klmesim, X'de agiktir.

Onerme 25: Q, C*(X)'’in regiler alt halkasi ve x[OX olsun.

M, ={fO0Q: f(x) =0} olmak tizereM, Om, X dir.

Teorem 2.6 (Gelfand):Q, C*( X) 'in bir reguler alt halkasi olsun. O halde
A XD mX
A(X) = My

yogun bir gommedir. Dolayisiylan, X, X'in bir kompaktlamasidir.

Tanim 2.7: X bir Tychonoff uzay veY, X'in bir kompaktlamasi olsun. ger
C*(X) in reguler birQ alt halkast igin

Y=,mX
oluyorsaY ‘ye bir Gelfand Kompaktlamasi denir.

10



2. GELFAND KOMPAKTLAMASI Dunya KARAPINAR

Asagidaki teorem her kompaktlamanin bir Gelfand komizahkasi

oldugunu sbyler.

Teorem 2.8: X bir Tychonoff uzayl OK(X) ve Q :{ f|X:foOc* (T)}

olsun.

i) Q, C*(X)in regiiler alt halkasidir.
i) MP ={f [ X:fOC*(T)ve f(p =O} olmak uizere

mbX={Mp: pD'I} dir.
i) T= XrTbX dir.

Sonug 2.9: X bir Tychonoff uzay olsun.
) BX=,m,X dir. BuradaQ = C*( X) dir.
iy BX, X'in C* -gomuldigu tek kompaktlamadir.
i) Eger X 0T O BXise STOK(X) ve BT =, BX dir.

11



2. GELFAND KOMPAKTLAMASI Dunya KARAPINAR

12



3. ONCEKI CALISMALAR Diunya KARAPINAR

3.ONCEKI CALI SMALAR

Bu bolimde Srivastava’nin (1987) bir gatas! detaylica incelensgtir.
Srivastava bu calmasinda( sonlu bir grup olmak lzerd5, ayrik grubununX
Tychonoff uzayi lizerindeki etkisinBX 'e genileterekX' in orbit uzayinin Stone-
Cech kompaktlamasinig X 'in orbit uzayl oldgu gostermi ve ayrica G -

retractive uzay tanimi vermive bir G -retractive uzayin orbit uzayinig -

retractive oldgunu gdsternsir.

X bir Tychonoff uzay,G ayrik grup, 8 X uUzerindd> 'nin bir etkisi
olsun. BX, X Tychonoff uzayinin Stone- Cech kompaktlamasXve X - X

olmak tizereX UizerindekiA ° z- ultrafitresi p LI SX ile temsil edilsin.

X, Y Tychonff uzay olmak tzerd : X [0 [ Y surekli fonksiyonunun

BT Stone gesiemesi

(B1) (p)= [ CIf (2)

ZOA°

seklindedir.

G ayrik grubununX Tychonoff uzayi tizerindeki etkisinBX 'e geniletebiliriz.

3.1. G’nin B8 X uzerindeki etkisi

X bir G uzayr ve gOG igin T :XOO X T (X)= g.x
homeomorfizmini dilinelim.A, X in bir alt kimesi ve/A | X in alt kiimelerinin
bir ailesi olmak uzere T (A) ={ga: d A  kimesini g.A ve
To(A\) ={g.A: AL A} ile gosterelim.

13



3. ONCEKI CALISMALAR Diunya KARAPINAR

e, G 'nin birim elemani vey; ,gl1 G olmak lizere
e A= Ave
9..(9,-A = (g.9). A
dir.
A bir z-ultrafiltre olsun.g I G olmak Gzerey. A bir z— ultra filtredir.

@, G’nin X uzerindeki etkisi olmak tizere

6,:GxBX ~ BX

Gﬂ(g,AX):gN:{ 9Z0 g4 ¥: X }Z

X Uzerindeki@ etkisinin etkisinin X 'e genilemesidir. Buradax[1 X i¢in
A ={z0Z(X): xd Z dir. Bunun icin sadec@, 'nin stirekli oldgunu

gostermek yeterlidiX 'in Z sifir kimeleri veglL! G igin

9. clyy Z=cl (9.9

olur. Boylece

(6:) " (clex2) = U ahxcln (972)

oG
olup Hﬂ sureklidir.
Lemma 3.1: X veY, G —uzaylari igin

)] X ve X", BX’in G —invaryant alt uzaylaridir.

14



3. ONCEKI CALISMALAR Diunya KARAPINAR

i) X uzerindeki@ geckmeli etkisinin X Uzerindekieﬂ genglemesi
geckmeli olmasi icin gerek ve yetgart X 'in kompakt olmasidir.

i) f: X OOY surekli ekivaryant fonksiyonunun3f : BX - BY

Stone geniemesi ekivaryanttir.

Teorem3.2: G sonlu bir grup olmak GzerX bir G —uzay olsun. O haldX /G

orbit uzayinin Stone—Cech kompaktlam¥sin Stone—Cech kompaktlamasinin

orbit uzayidir.

Ispat: X/ G, BX /G kompakt uzayinin ygun bir alt uzayidir. Bredon (1972)
Teorem 3.1'ders kompakt oldgundan dolay3X / G Haussdorfftur.

i:X /GO BX/G

icerme fonksiyonunun i stone gesiemesinin  homeomorfizm olgunu

gOsterecgiz.
mo: X - XIG
7: BX - BXIG
orbit fonksiyonlari ve
i : X - BX
icerme fonksiyonu olmak tizere
io 7T, = 1o iy

15



3. ONCEKI CALISMALAR Diunya KARAPINAR

dir. Buradan
,Bi O:Bﬂx = ﬂol,@x

elde edilir.

pX > B(X1G)

BX » X |G

Diagrami dgismeli olup ¢, ¢, 0B(X/ G icin p O(Br) " (q) ve
p, 0(Bm)™"(q,) secelim. O halde (Bi)(g,) =(5i)(@,) ve dolayisiyla
G(p) = G(p) olur. Béylece birgllG igin p, =gp, olur. A, in
ekivaryant olgu ve B(X/G)uzerindeki etkinin trivial olsunu kullanarak

g, = g, sonucunu elde ederiz. Ote yand@yh] X/ G olmak tizere

(BB )P) =G,
olur. Boylece
Bi B(XIG) — X/ G
donumid homeomorfizmdir.

16
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3.2.G- Retractive Uzaylar

Tanim 3.3: X bir G-uzay, A X'in invaryant alt uzayl olmak uzere

r: X 00 A surekli ve drten fonksiyon olsun.
Eger

i) r, G-ekivaryant

i) HeraOAicinr(a) = a

kosullarini s@hyorsar , X 'denA'ya bir G - retractiondir veéA, X'in bir G-retracti

denir.

Eger X " invaryant alt uzay1SX'in G-retracti iseX G-uzayina G —retractive

uzay denir.

Ornek 3.4: X kompakt olmayan Tychnoff uzayp[ X* olmak uzere
S=p4X —{ g olsun. O haldgfS= £ X dir.

{f:f:SOG Shirhomeomdizm} bu bileske islemiyle bir gruptur.
d:GxS - S
arT,9=T3

bu bir etkidir. Lemma 3.1(i) diinirsek S = { [} invaryant alt uzaydir.

Kolayca goriiliiyorkiS', 8S’nin G —retractidir.

17
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Yardimci Teorem 3.5:Eger X, G —retractive uzay ise X' /G, SX/G ninG-

retracti olur.
Ispat: X , G —retractive uzay olsun. O halde

rr X - X*

sirekli, ekivaryant, érten ve head X*icin r(a) = a olacaksekilde birr

fonksiyonu vardir.p O SX olmak tizere

olarak tanimlanan dogiim bir G-retractiondir.

Teorem 3.6: G sonlu grup olmak lizere b —retractive uzayin orbit uzag —

retractivedir.

Ispat: G sonlu bir grup olmak iizereX , G-retractive uzayy [SX’'den X *’a

G —retraction, Si: B(X1G) - BXIG ve r,:BX /G - X |G sirasiyla

r,:BXIG) - (XIG)
r2(q) = f(ry(£1(a) )
olarak tanimlayalim.

Buradagd B(X\G) ve pd X* olmak tizere
18



3. ONCEKI CALISMALAR Diunya KARAPINAR

f: X'/ GOB(X/GQ)

f(G(p)) = (B1)(G(p)

seklindedir.r, surekli, érten ve ekivaryant olup- retraction olur.Ayrica ggidaki

diagrami dikkatlice incelersek nin G- retraction oldgunu gorebiliriz.

BXIG) 5, (XIG)

B f (8"

BX1G X*/G

1 >

19
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4. ORBIT UZAYININ B IR KOMPAKTLAMASI Diunya KARAPINAR

4. ORBIT UZAYININ B IR KOMPAKTLAMASI

Bu bolumde Srivastava’nin (1987) sonuglari gelimeye calgiimigtir. X
bir Tychonoff G -uzayi , G sonlu ayrik bir grup veA, X'in bir yogun G-
invaryant alt uzayi olsun. Gelfand kompakiama metodu kullanarakA/ G orbit
uzayinin bir kompaktlamasini s edecgiz. Ayrica bir uygulama olarak, cift
fonksiyonlar halkasinin maksimal ideallerinin kiings Stone topolojisiyle

beraber negatif olmayan rasyonellerin bir kompak#al oldgunu gosteregsz.

X bir G-uzayi dediimizde (X, G,8) Uglusini kastedegiz. BuradaX

bir topolojik uzay,G bir topolojik grup veé , G nin X Gzerindeki etkisidir.

yX , Xin bir kompaktlamasi olsun.gr G nin X Uzerindeki etkisi

yX e gengliyorsa yX e Xin bir G- kompaktlamasi denirX, bir G-
kompaktlamaya sahip olmayabilir. Ogie, Megrelishvili (1988) kompakt ve
Hausdorff genilemesi olmayan bir Tychono®- uzayi iga etmgtir. Ancak belirli
kosullar altinda G — kompaktlamanin vagh soylenebilir. Orngin, R.Palais
(1960) yerel kompakiG — uzayi igin Alexandroff kompaktlamasinin b -
kompaktlama oldgunu ve J.de.Vries (1978) d&,yerel kompakt grup ise, heX
Tychnoff G- uzayinin birG— kompaktlamaya sahip oldunu ispatlanstir ve
G —etkisinin sinirli olmasi icin gerek ve yetgrtin X'in G— kompaktlamasina
sahip olmasidir 6nermesini ispatlatm

Srivastava (1987)G sonlu bir grup olmak tzer& ayrik grubunun X

Tychonoff uzayi lizerindeki etkisini SX genkleterekX’ in orbit uzayinin Stone-
Cech kompaktlamasinixXin X Stone-Cech kompaktlamasinin orbit uzay!

oldugunu gosternsttir. Biz, bu bolimdeX 'in yogun ve invaryant alt uzaylari igin
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4. ORBIT UZAYININ B IR KOMPAKTLAMASI Diunya KARAPINAR

benzer bir sonucu gostergee Bundan sonraA, X uzayinin bir G-invaryant

yogun alt uzayini gosterecektir.

Lemma 4.1 Eger A ={ f|A: f OC*( X} ise, A,C*(A ‘nin regler bir alt

halkasidir. BoyleceM , A, A’nin bir kompaktlamasi olur.

Ispat:. A’nin C*( A ‘nin reguler bir alt halkasi oldunu gostermek iciny4 'nin
C*( A ‘nin bir tam alt halkas! oldtunu, R O A olusunu, (yanid nin sabitleri

icerdigini) ve Z[A] nin Anin kapal kiimeleri igin baz oldunu kanitlamaliyiz.

f|A,g|ADAoIsun. f|A—g|A:(f—g)|ADAvef|A.g|A:(f.g)|AD.A

olup A, C*( A ‘nin bir alt halkasidir.

Simdi A nin supremum mefine gére tam oldgunu gosterelime >0

verilsin. (f, ,) ., A icinde bir Cauchy dizisi olsun(f,)  C*(X) de bir

Cauchy dizisi oldgunu gosterelim. & > 0 verilsin. (fn |A)nDN Aicinde bir

Cauchy dizisi oldgundan,N < n< migin
d(fn |A’ fm |A) = Suq| fn (X)_ fm(X} :XD 4 <&
olacaksekilde bir N O N vardir.

xO Xolsun. A = X oldugundan, A’da lim X, = X olacaksekilde (X,)

dizisi vardir. O haldeN < n< m igin

22
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[ £,00 = f,.(0)| = LITO | f,06) = f(x) |
<sup{| f,()-f, (¥ |:xUA}<e

oldugu kolayca gbriilebilir. Boylece(f,)  C*(X)de bir Cauchy dizisidir.
C*(X) tam oldgundan lim f, = f olacak sekilde f OC*( X) vardir.

Buradanlim(f, |,) = f [, ve f | AO.A olur. Béylece A'nin C*( A ‘nin bir

tam alt halkasi olur.

rtRalalim. R O C*( X) olup sabitlerin A’ya kisitlangida sabittir.

Dolayisiyla A’ nin sabitleri icerdii kolayca gortlebilir.

Ote yandarF, X icinde kapali bir kiime isé& = ﬂZ( f.) olacaksekilde

ial

{f}, OC*(X) ailesi vardir. BuradaZ (f) A= Z( f|,) oldugundan,

FnA=Z(f)n A=) Z )

in in
olur. Dolayisiyla

Z[A]={Z(g): gOA}={Z( f|): fOC*( X}
A’nin kapali kimeleri icin bazdir.

Boylece A, C*(A ‘nin reguler bir alt halkasi olgundan M , A,

A'nin bir kompaktlamasi olur.

23



4. ORBIT UZAYININ B IR KOMPAKTLAMASI Diunya KARAPINAR

Tanim 4.2 : yX , X'in bir kompaktlamasi olsun.g&r G’'nin X (zerindeki

etkisi yX 'e gengliyorsa yX 'e X 'in bir G —kompaktlamasi denir.

Onerme4.3:M A, A'nin bir G — kompaktlamasidir.

Ispatt P, A’nin  bir maksimal ideali ve her gOG igin
gP={f |Aoﬁg_1 : f1,0P} olsun. Buradad, G'nin X Uzerindeki etkisi olmak

tzere hegU Gigin

Hg,liAD L A
ald - 8(gt,a=g'a

seklinde tanimli homeomorfizmdir.

Oncelikle gP’nin A’ nin  bir maksimal ideali oldgunu gosterelim.

f,°6,.. N, 26, 0gP olsun. f[,o8,.~h, 6, =(f~h),-6,,0gP
olur. Ote yandan, f|Aot9g,ngP ve h|,0.A olsun. h'=ho8, olarak

tanimlayalim.

(h|A)(f|A°99-1) = (h'|A f|A)o¢99_l O gP

oldugu kolaylikla gorilebilir.

gPOI0A olacak sekilde A’'nin bir | ideali olsun. A’nin
gl ={f|,o6,: f|, O ideali icin POg*I0Aolur. P, A'nn
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maksimal ideali oldgundang™1 =P veya g™l =.A olur. O halde | = gP

veyal = A olur. BéylecegP, A 'nin bir maksimal idealidir.
Simdi
W:GxM,ADD M, A

W(g.P)= gP={f],°6,.: f 0P}

seklinde tanimlayalim.

W, G'nin A uzerindeki etkisinin M , A'ya genilemesidir. Bunu

gOsterelim.

Oncelikle W 'nin  bir etki oldwunu gosterelim.POM , A ve e, G nin birim
elemani olmak uzeréV(e, P) = eP= F dir. Ote yandanher g,h00 G ve her
PUOM,Aigin

W(gh P) = (G P={f],o0,,. fLOR

W(g,%(h,P))=¥(g,P)
={f1a0G. 0., f|,0P} =W(ghP

olup W(gh,P)=W¥(g,W(h B) dir.

gPO S )={M OM A: fOM} olsun. O halde fOgP dir. Yani
f=h, o8, ,olacak sekilde bir h|, 0P vardir. Buradanf o6, =h|, olup

fog 0P dir. Boylece PLI ggf) olur. Burada gf = fof, olarak

tanimlanmgtir.
25
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Simdi W 'nin strekli old@gunu gosterelim.

WHS()={(gh: WgRO SN
={(g P: oPU % J}
={(g B: POZ g}

=J{d x& o

000G

olur. O haldeW¥ sireklidir. BoyleceM , A bir G-uzay olur.
itAOO- M, A
ald - M, ={f|,; fOC*(X) vef(d= @
olarak tanimlanan dogiim Teorem 2.6’dan dolay! bir §on gémmedir.
i ekivaryantyani (g.a) = g i(a) oldusunu gésterelim. Burada

i (ga) =M, ={f], :fOC*(X)vef( g3 =0}

gi(a) = gM, = {f |ao6 : f(a) =0}
dir.

My, 0gM,  oldgunu gosterelim. f |,00M olsun. f [\00M,
oldugundan f(ga) = 0 dir. h =fof OC*(X) olsun. O halde
hoﬁg_1 =f olup h ng_l(ga) = f(ga olur. f(ga) =0 oldusundanh(a) =0
olur. Yani f|, =h|, o6, olacaksekilde h[JC*( X) vardir. Buradanf |,

OgM, dir. Boylece M, 0 gM_ olur. Ote yandanf |, 099_1 OOgM, olsun.
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Buradan f(a) = 0 dir. O halde f|, °f . (9a)0 M, dir. Boylece
gM, OM_, olur. O halde i(g.a)= gi(a) olup i equivaryant bir

fonksiyondur. Yani,

6

A A
MA e M,A

]

diagrami dgismelidir. Boylece M , A, A’nin bir G — kompaktlamasidir.

Not: A/G orbit uzayi, X/G orbit uzayinin ygun alt uzayidir.
B ={ f|NG: fOC*( X/ G} olmak uzere Onerme 4.3'téh, (A/ G) Stone

topolojisiyle beraberA/ G orbit uzayinin bir kompaktlamasidir.

Lemma 4.5: A'={f O.A: f 'nin her bir orbite ksitlamasi sabitolsun. A",
C*( A 'nin tam halkasidir.

ispat:(f,@) A'icinde bir Cauchy dizisi olsun. Lemma 4.1 def,)
ncN

nON

C *( X) ’in bir Cauchy dizisidir ve.A 'nin tamlgindanlim 1‘n|A = f olacak
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sekilde f 0. A vardir. 1‘n|A orbitlerde sabit oldgundan, hekJ A ve g,h0 G

icin f.(gx) = f.(hY dir. Boylecef(gx) =lim f(g) =lm f(hxy= { hx
olur. O zamanA', C*( A nintam halkasidir.

Not: M , A Stone topolojisiyle beraber bir kompakt uzaydite yandanG 'nin
X Uzerindeki etkisi gikar olmadlkgaZ[.A'], A’nin kapal kiimeleri icin bir baz
olmaz. Gunki Z[.A']'nin tum elemanlanG - invaryant oldgundan, ger
Z[A'] A’nin kapali kiimeleri icin bir baz is&X 'in tum kapali kiimeleriG -

invaryant olur. Ozel olarak X[ X olmak tzereF ={X} alinirsa, F G-

invaryant oldgundanG 'nin X Uzerindeki etkisi gikar olur.

Teorem 4.7 My (A/ G), M ,. A’ya homeomorfiktir.

Ispat: Her f 0. A" ve her XA igin f| sabit oldgundan, f =h, o7

G(x)
olacak sekilde biricik h, OC*( A/ @ vardir. Buradasr orbit fonksiyondur.
Yani, her xUAicin h,(G(X)= f(X dir. A, X'in yogun alt kimesi
oldugundan, herxU X icin lim x, = X olacaksekilde (x,) [0 A dizisi vardir.
Ayrica herg,hO G icin (f (g)g)) ve (f (h)gq)) dizileri esittir. Eger f = f|A

olacaksekilde bir f DC*( X) varsa,
f(gx) =lim f(gx)=lim f( hx)= "f( hy
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olur. Boylece f , f gibi bitun orbitlerde sabit der alir. Dolayisiylaf ' o 7= f
olacaksekilde f'JC*( X/ @ vardir. Ote yandarf |A/ G = h olup h, OB

olur.

Her PO M , A igin
A, = {h,: TOPR
kiimesini tanimlayalim.

A, B nin bir maksimal ideali oldgunu gosterelim.

f,g0Polmak uzere h,,h OAgolsun. f=h o, g=hom olup
f —g=(-h)emr e f—g=(h_y)eom olur. Buradan
h.-h, =h,_ 0A, olur. Ote yandanf O P olmak tizere h 0.4, ve g 0B
olsun. g 0B oldusundangoz0.A" ve g = h,, olur. O haldegh,=h, h
dir. f OPoldugundanf = h;, o 77 dir. Buradan
(hy..hy) e m= (., o m)(hy o 77)

=(gem)f

=(h, y)em
olur ve hy h =R ,; bulunur. P, A'nin ideali oldgundan (go)f P

olur. Boylece
gh,= h;nh = Qgg,,)f OA,

bulunur. O zamanA,, , ®B 'nin bir idealidir.
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A, [ RO B olacaksekilde B 'nin bir Ridealini digtinelim.
R={fom fOR

olarak tanimlayalim.

iddia: R, A" halkasinirPyi iceren bir idealdir.

f,g0Rolmak lzeref o 70R’, go 770 Rolsun. R, B ’nin bir ideali
oldugundan for—gom=(f-g)ordR olur. Ote yandanforlIR ve

gdA" olsun. dl.A' oldyundan g = h; 07T olacak sekilde bir tek

h, IC*( X/ GQ vardir. Buradan

g(fem)=(hom(fom)=(h fomrOR
olur. O haldeR, A’ niin bir idealidir.

simdi PO R oldusunu gosterelimf OPalaim. f =h, o 7Tolacak
sekilde bir tek h, OC*( X/ Q vardir. O halde h, 0D A,ve A, OR

oldugundanh; OR olur. Buradanf =h, o 7rolup f O R’ olur. BoyleceR, A’

nin P yi iceren bir ideali olgunu gosterdik. O hald®® 0 R 0 .4" olup P,
A'niin  maksimal ideali oldiundan R'= P veya R =.A4" olur. Oncelikle
R = P ise R=.A4, olduzunu gosterelim.

A, OR dir. RO.A,oldugunu gosterelim. ger f OR ise forOR =P

olur. O haldef e 77=h, o molup f =h, [O.A, dir. Béylece R = A, dir.
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Simdi eger R = A" ise R=8 oldugunu gosterelim. KabilderR 15 dir..
f OB alahim.for A" =R’ olur. Buradanf [JR olur. O halde ®8 O R olup
R =18 dir.

@: M, AOD Mg (Al G
AP) = A,
seklinde tanimlayahm. Herf (15 igin,

g (S(N={P RO % J}
={P: A, 0g 6}
={P: fOA}
={P: f=h, olacak  sekilde g0 P wvar ar}
={P: forOR
=S( fom)
olup @ sureklidir.

Iddia: @ bir homeomorfizmdir.
@’ nin tersini tanimlamak i¢in{B 'nin her P maksimal ideali igin,
AP ={fom fOR
seklinde tanimlayalim.

A" ={fom fOB, A’ nin bir maksimal ideal olgunu gosterelim. Her
f,gOP igin formgomd A" olsun. f o;r=gom=(f—g)osm olupP
ideal oldgundan f-gOP olup (f-g)emrOd.A" olur. Buradan

fomr—gomd.A" bulunur. Ote yandan herf OP igin fomd.A" ve
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kO.A" olsun.kO.A" olup k = h, o 77 olacaksekilde biricik h, O C*( X/ Q

vardir.

(f ek =(feom(h o)
=(fh)em

olup (f om)kOd.AP bulunur. O haldeA” ={fom fOB, A" nin bir
idealidir.

Simdi A" ={fom f OB maksimallgini gésterelim..A” OK 0.4’
olacaksekilde birK ideali digtinelim.

K'={f: forOK}

olarak tanimlayalim.
iddia:K', 28 'nin P'yi iceren bir idealidir.

f,gOK'olsun. O zamanf o 70K, go 70K olur. K, A" nin bir
ideali oldggundan f o 71— go = (f - g)o0 K olur. Buradan(f —g) 0K’
olur. Ote yandanf OK' vegB olsun. f OK' oldugundan f o 700K olur
ve g0 olduundangor0.A" olur. K, A’ halkasinin ideali olug f o 77)
(gom 0K olur. Buradanfg O K' olur. BoyleceK', B 'nin bir idealidir.

Simdi PO K' oldugunu gosterelim. f OPalalim. f o 70.A4° olur.
AP OK OA' oldusundan f o 770K olur. Buradan f OK' olur. Boylece
PO K' dur. BoyleceK', B niin P vyi iceren bir ideali olgunu gosterdik. O
halde P O K' 0B olur. P, B ’'niin maksimal ideali oldgundanK' = P veya
K'=9 olur. Bger K'=P ise K = A" dirve K'=B ise K =.A" oldusunu
gosterelim. Kabiildend” 0 K dir. f o 770K alalim. O haldef OK' =P olup

f o r0.A" olur. BuradanK [0 A" olur. BéyleceK = A" dir.
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Simdi K'= olmasi durumuna bakalim. KabildeK O .A" dir.
f 0A'alaim. f =h, o7 olacak sekilde birick h, 0% vardir K'=B

oldugundan h, O K" olur. Buradan f =h, o 70 K bulunur. o haldeA’ O K

olup K=.A" olur. Béylece A", A’ ‘nin bir maksimal idealidir.

M, (A/G) OO M, A
p(P)=A"

seklinde tanimlayallm. Kolayca gorilebilirki herPO My (A/ G) igin

Ap(P))=P ve herPOM , A icin ¢(¢(P)) = P olur. O haldegbire-birdir

ve Ortendir. Ayrica

7 (S(H)={POM,(A G: PO 6 )
={POM4(A G: AP0 % J}
={P: fOAR
={P:h OB
=S(h)

olup ¢ sureklidir. Sonug olaralp bir homeomorfizmdir.

Sonug 4.8:A= X ve
X' ={f0OC*( X: fnin her bir orbite kisitlary sait olsun.}
olsun. O zaman

BXI1G) =X G=M, X

olur.
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Ornek 4.9: A=Q ,X=RveG =7, alip yukaridaki teoremi inceleyelim.
Z,xR - R etkisini ditinelim. A" ={ f|Q : f OC*(R) vef cift fonksyon}
olur. M ,.Q ={P: P, A niin maksimal idealidir. A/G=Q/Z, =Q" olup

M, Q, Q" 'nin kompaktlamasidir.

O halde cift fonksiyonlar halkasinin maksimal idedhin kiimesinin Stone

topolojisiyle beraber negatif olmayan rasyonelldriinkompaktlamasi olur.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde Srivastava’nin(1987) sonuglar gelimeye calsiimistir. X bir
Tychonoff G-uzayi ,G sonlu ayrik bir grup veéA, X 'in bir yogun G-invaryant
alt uzayi olsun. Gelfand kompaktama metodu kullanarakA/ G orbit uzayinin
bir kompaktlamasini ga edilmitir. Ayrica bir uygulama olarak, c¢ift fonksiyonlar
halkasinin maksimal ideallerinin kiimesinin Stoneotojisiyle beraber negatif

olmayan rasyonellerin bir kompaktlamasi gdwgosterilmstir.

Ote yandangagidaki sorulara cevap aranabilir.

Soru 1: G-orbit dénigumii ile denk olabilecek bid:M ;A -~ M , A doniumi

tanimlanabilir mi? Orngn hangi kaullar altinda A(P) = Pn A" iyi taniml

olur?

Soru 2: A* =M , A- A olmak uzereM , A0l - A* bir G- retraction varsa
My(A/G) OO M, (A G-(AN GQ=(A G* bir G- retraction var

midir?
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