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OZET

STURM-LIOUVILLE OPERATORUNUN OZDEGERLERI iLE
ASAL SAYILAR ARASINDAKI ILISKi

IBRAHIM ADALAR

Doktora Tezi
Matematik Anabilim Dah
Damisman: Prof. Dr. Rauf AMIROV
2018, 92+viii sayfa

Bu tezde, Sturm-Liouville ve Difiizyon operatorlerinin pozitif 6zdegerleri ile asal
sayilar arasindaki iliski incelenmistir. Asal sayilarin dagilimini gdsteren asimptotik
ifadeler kullanilarak bu operatorler igin ters problemler ele alinmistir. Ayrica
0zdegerleri asal sayilarin bir fonksiyonu olan Coulomb singiileritesine sahip bir Sturm-

Liouville problemi dnerilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sturm-Liouville Operatorii; Difiizyon Operatorii; Ters Problem;

Spektrum; Asal Sayilar; Coulomb Singiilerite



ABSTRACT

THE RELATIONSHIP BETWEEN EIGENVALUES OF STURM-LIOUVILLE
OPERATORS AND PRIME NUMBERS

ibrahim ADALAR

Ph.D. Thesis
Department of Mathematics
Advisor: Prof. Dr. Rauf AMIROV
2018, 92+viii pages

In this thesis, the relationship between the positive eigenvalues of the Sturm-Liouville
and Diffusion operators and prime numbers has been investigated. Inverse problems for
these operators are discussed by using asymptotic expressions that represent the
distribution of prime numbers. We also proposed a Sturm-Liouville problem with

Coulomb singularity, whose eigenvalues are a function of prime numbers.

Keywords: Sturm-Liouville Operator; Diffusion Operator; Inverse Problem; Spectrum;

Prime Numbers; Coulomb Singularity
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1. GIRIS

Basta bazi fizik problemleri olmak iizere bir takim uygulamali bilimlerde
diferansiyel operatorlerin spektral teorisi Onemli bir yere sahiptir.
—(py")'+qy =Apy diferansiyel denklemi ve belirli bir sl araligin ug
noktalarindaki smir kosullari ile iiretilen Sturm-Liouville operatérii bunlardan
biridir. Bu operatorler icin konulan spektral problemlere Sturm-Liouville
problemleri denir. Burada p,q ve p bagimsiz x degiskeninin fonksiyonlari,
A bir parametredir. Bu A’lar keyfi degildir. 1830’larda  Sturm ve
Liouville’nin yapmig olduklar1 calismalar ile, [1]; A degerleri ancak ayrik bir
kiime olusturdugunda, denklem ve sinir kosullarmi saglayan y(x)#0
fonksiyonlarmin bulunabilecegi gosterilmistir. Coziimiin bulunmasina olanak
veren bu A degerlerine 6zdegerler, bunlara karsilik gelen ¢oziimlere ise

ozfonksiyonlar denir.

Bu problemlerdeki spektral analize, bazi1 fizik problemlerinin bir sonucu olarak
bakilabilir. Bir borudaki ses dalgalari, bir sicimin titresimi ve bazi mekanik

sistemler ornek olarak gosterilebilir.

Titresen tel durumunda, enine yer degistirmeler, pU, —(TU ) =pF
hiperbolik kismi diferansiyel denklemindeki U(x,¢) biiyiikligii ile l¢iilebilir.
Burada T'(x) gerilmeyi, p(x), her bir x noktasindaki telin yogunlugunu
gosterir. F'(x,t) fonksiyonu, enlemesine yonde hareket eden birim kiitle basina
etki eden harici kuvveti temsil eder. Biiyiikliiklerin zamandan bagimsiz sadece
mekansal degiskene bagl oldugu kabul edilirse, harici kuvvetler olmadiginda
—(Tu")'= Apu denklemi elde edilir. Burada A 6zdegeri, telin titresim sikligina

karsilik gelir.

Kuantum mekaniginde, bir boyutlu zamandan bagimsiz Schrédinger dalga

denklemi —u"+V (x)u =Eu seklindedir. Burada V' potansiyel alani, w», x

noktasindaki dalga genligini temsil eder ve E sistemin enerji seviyelerine
karsilik gelir. Biitlin enerji seviyelerinin miimkiin olmadigmi ve ayrik bir
kiime olusturdugunu gosterir. Bu 6zdegerlerin ya da enerji seviyelerinin ayrik

bir kiime olusturmasinin Kuantum mekaniginde ¢cok dnemli sonuglar1 vardir.



Fiziksel biytklikler verildiginde, sistemin enerji seviyelerinin bulunmasi

problemine diiz problem denir.

Frekanslarin, enerji seviyelerinin ya da matematiksel dil ile 6zdegerlerin

bilgisinden, fiziksel parametreleri yapilandirmaya ters problem denir.

[2] calismasindan, ters spektral problemler ile Korteweg-de Vries denklemi
gibi lineer olmayan denklemler arasinda da iligkiler kurulabilecegi goriilebilir.

Bu uygulama 6rnekleri, sadece fiziksel problemlerle sinirli degildir.

Ters spektral problemler, matematigin diger alt dallarindaki problemler ile de
iliskilendirilebilir. Bu konuya o6rnek olarak, asal sayilar ile yakidan iliskili
olan Riemann Zeta Fonksiyonunun sifirlarinin belirlenmesi problemi

verilebilir. Bu fonksiyon, s€C ve Re(s)>1lolmak iizere ¢ (s):zL,
n=1

N

seklinde tanimlanir. Bu fonksiyonun sifirlari ile ilgili ilk ¢alisma, [3], asal say1

teorisinin temelini olusturmaktadir. Re(s)>1 i¢in bu fonksiyonun hi¢ sifiri
yoktur. Re(s) <0 i¢in, sadece negatif cift tam sayilar sifirlaridir. Bu sifirlara
asikar sifirlar denir. Boylece, {(s)'nin asikar olmayan sifirlar;, 0 <Re(s) <1
seridinde bulunur. Bu sifirlar, s =1 kutup noktasit disinda £ (s)'nin analitik

devami olan &(s)=&(1—s) fonksiyonel denklemi ile bulunur. Burada

§(s):1“(§)(s—1)ﬂ‘”2§ (s) ve I'(s), Euler Gama fonksiyonudur. Riemann

Hipotezine goére, ¢ (s)'nin asikar olmayan sifirlari, Re(s) = % dogrusu
iizerindedir. Ornegin ilk dort sifir, [4],
s, :%+i14,1347251417...

S, = %+ 121,0220396387...

8y = %+ 125,0108575801...

S, = %+ 130,4248761258...

seklindedir. Bu hipotezin dogrulugu, c¢esitli algoritmalar ve bilgisayarlar

yardimiyla, [5], 10*. asikar olmayan sifira kadar bilinmesine ragmen, heniiz
g

2



ispatlanamamistir. Bu hipotezin dogrulugunu ispatlamak icin, Onerilen

yontemlerden biri de, {(s)'nin asikar olmayan sifirlarini, bazi lineer

operatorlerin 6zdegerlerine karsilik getirme fikridir. Boyle bir operatoriin
olmas1 gerektigi Hilbert-Polya varsayimi olarak bilinir. Buna gore,
Ozdegerleri, Riemann Zeta Fonksiyonunun asikar olmayan sifirlar1 olan bir
operator kurulabilirse, bu hipotez de ispatlanacaktir. [6-22] ¢aligmalarinda, bu
konu hakkinda fiziksel ve matematiksel yeni sonuglar ortaya ¢iksa da, heniiz

dogru bir operatdr olusturulamamistir. Bu ¢alismalarda, J(s,)=0 ve

1 , P : : o
s :5+itn olmak tzere, 6zdegerleri {tn}nZ] sayilar1 olan  simetrik bir

n

diferansiyel operatér bulunmasi problemi onerilmistir.

Boylece son yillarda, sayilar teorisinin sayisal analiz ile etkilesiminin yani sira
fizik problemleri ile de yeni baglantilar1 ortaya ¢ikmaktadir. Ozellikle [6-11]
makalelerinde, 6zdegerleri asal sayilar olan bir operatoriin bulunmasi fikri

ayrica incelenmistir.

Boyle bir diisiincenin ortaya ¢ikma sebebi, Riemann Zeta fonksiyonunun agikar
olmayan sifirlar1 ile asal sayilarmm arasindaki kuvvetli iligkidir. Sayilar
teorisindeki en temel alan asal sayilardir. Oklit’in, sonsuz tane asal saymin var
oldugunu gosteren ispatindan beri, asal sayilar ile ilgili arastirmalar devam
ediyor olmasma ragmen, belirli bir sayidan kiiciik asal sayilarmn sayisinin
bulunmas1 gibi, birgok soru heniiz tam olarak cevap bulamamistir. Asal sayilar
ile Riemann Zeta fonksiyonu arasindaki en temel iligkiyi gosteren

S

S
n=1 1 n=1 p,

esitligi, Euler carpimi olarak bilinir. Burada p, sayis1 n. asal sayidir.
x'den kiiciik veya esit asal sayilarin sayisini gosteren fonksiyon 7 (x) olmak

iizere, Gauss ve Legendre’nin 6nerdigi,

ﬂ(x)~% [1.1]

asimptotik ifadesi, [23,24]’de Hadamard ve De La Vallee Poussin tarafindan

ispatlanmigtir. [1.1] asimptotik durumu, Asal Say1 Teoremi olarak bilinir. Bu



teorem, tamamen ¢ (s)'nin sifirlart ile iliskilidir. Bu asikar olmayan sifirlar,

asal say1 teoremindeki kalan terimi belirler. Bu kalan terimi gelistirmek igin,
m(x)'e, X 'den cok daha iy1 bir yaklasim olan /i(x) logaritmik integral
n

fonksiyonu verilebilir. Burada /i(x), [25,s.228],

Ji(x) = lim {]_sﬂ+ j dt }

a0 | Int In¢

l+¢

seklinde tanimlanir. Buradan, [26],

% | |
li(2):=1,145163, meZ, ve ﬁ:x( Lo ™ oL )]
> In¢ Inx In"x In"" x In""" x

X

olmak tizere, li(x)= j ld—tt+li(2) yazilabilir. Boylece, [i(x) ~ X sonucu da
n

; Inx

gecerlidir. [1.1] ifadesinin yerine,
m(x)~li(x) [1.2]
asimptotik ifadesi de elde edilir. /i(x) ve 7 (x) arasindaki yakm iliski asagidaki

cizelgeden goriilebilir. [27,s.3],

Cizelge 1.1 Asal sayilarin dagilimini gosteren logaritmik integral
fonksiyonunun degerleri

x 7 (x) ©dt ¢ dt
Vit J;E—ﬂ(x)
500 000 41538 41606 68
1 000 000 78498 78628 130
1 500 000 114155 114263 108
2 000 000 148933 149055 122
2 500 000 183072 183245 173
3000 000 216816 216971 155

Asal say1 teoreminin bir sonucu olarak, [27,5.90],
|7r(x) - li(x)| < clxe(_”(m’
esitsizligi gegerlidir. Burada ¢,,c, > 0.

Eger Riemann hipotezi dogru ise, ¢ >0 ve Vxe R i¢in,




|(x) ~li(x)| < evx In x [1.3]
esitsizligi saglanacaktir. Eger [1.3] gecerli ise, Riemann hipotezi de dogru
olacaktir. Boylece Riemann Zeta fonsiyonunun asikar olmayan sifirlarmin yerti,

asallarin dagilimiyla yakindan iliskilidir.

Bu sebeple, 6zdegerleri asal sayilar olan bir operatoriin kurulmasi, elde
edilecek fiziksel sonuglarin yaninda, matematik problemleri i¢in de son derece

onemli bir gelisme olacaktir. Bdylece, 7(x)'in belirlenmesi ve dolayisiyla

Riemann hipotezinin ispatlanmasi i¢in direk bir yontem bulunmus olacaktir.

Ozel olarak Sturm-Liouville operatorleri igin, bu problem ilk defa Zettl, [28],
tarafindan ele almmistir. Bu calismada 6zdegerleri asal sayilar olan Sturm-
Liouville operatoriiniin potansiyel fonksiyonun belirlenmesine iligkin bir ters
problem verilmistir. Mingarelli, bu ters problem i¢in, [29] caligmasinda,
O0zdegerleri asal sayilar olan regiiler bir Sturm-Liouville probleminin var

olmadigmi gostermistir. [29]’da ele aliman bu problem, [a,b] kapali araliginda
tanimli,

—(p(x)y")'+q(x)y = Ar(x)y [1.4]
diferansiyel denklemi ile,

y(a)cosa —(py'(a))sina =0 5]

y(b)cos f—(py'(b))sin =0 '

sinir kosullarmi icermektedir. Burada, 1 ,q ve rellab], A kompleks
P

parametre ve «a €[0,7),5€(0,7]. Bu problemin pozitif 6zdegerlerinin

asimptotik ifadesi, [30],

. n’r’
A~ [1.6]
[N/ p(x)). dx
ve asal say1 teoreminin bir sonucu olarak, p, i¢in asimptotik ifade;
p, ~nlnn [1.7]

ile ifade edilebilir. Mingarelli, [1.6] ve [1.7] asimptotik ifadelerinin

uyusmadigini gostererek, 6zdegerleri asal sayilar olan [1.4]-[1.5] probleminin



var olmadigmni ispatlamistir. Yine ayni calismada, bu tez konusunun da
temelini olusturan yeni bir problem 6nerilmistir. Onerilen bu problemde,

—y"+q(x)y = (%) y [1.8]

y(0)=y(1)=0 [1.9]
seklindeki Dirichlet smir sartma sahip bir Sturm-Liouville problemi
olusturulmus ve [1.8]-[1.9] probleminin 6zdegerlerinin asal sayilar olabilecegi
belirtilmis, bunun i¢in uygun bir ¢(x) potansiyel fonksiyonun var olup

olmadig1 bir soru olarak birakilmastir.

q(x)=0 iken, [1.8]-[1.9] probleminin 6zdegerlerinin »n >1 igin,

L:n denklemini saglamasi1 gerekir. Burada A spektral parametresinin,

InA
lineer olmayan bir fonksiyon seklinde verilmesinin sebebi, [31]’de verilen

n(lnlnn—2)_

p,=nlnn+nlnlnn—n+ [1.10]
Inn
yaklagimu ile, %: n denkleminden elde edilen
n
A, =nlnn+nlnlnn+ninlnlnn+... [1.11]

yaklagimi arasindaki iligkidir. [1.10] ve [1.11] ifadelerinin ilk iki terimlerinin
ayni olmasi sonucunda, uygun bir g(x) potansiyel fonksiyonu i¢in, A = p,
olacak sekilde [1.8]-[1.9] probleminin olusturulabilecegi fikri dogmustur.

[1.4] denkleminden [1.8] denklemine gecis Liouville donisimii ile
yapilmaktadir. Gergekten de,

p bir kompleks parametre olmak tizere,

%(p(f)f'(f))+[pW(t)—Z(f)]f(t)=0 [1.12]
diferansiyel denkleminin

4 f(a)+ B,/ (a)=0

[1.13]
A4,f(b)+B,f'(b)=0



sinir kosullarini saglayan ¢oziimlerinin bulunmasma iliskin ele alinan Sturm-
Liouville smir deger problemi, Liouville doniisiimii kullanilarak, daha sade bir
hale getirilebilir. Burada p(¢), w(¢) ve =z(t) fonksiyonlar1 [a,b] kapali
araliginda tanimhi reel degerli fonksiyonlardir. p(¢), w(¢) fonksiyonlar1 bu

arahikta pozitiftir. 4,,4,,B, ve B,reel sayilart 4’ +B} #0 ve A +B; #0

kosullarin1 saglamaktadir. Eger (p(¢)w(z))" ve p'(¢) fonksiyonlar1 bu aralikta
b ! 1
2 -
siirekli ise; M = I(M] dt ve u(t)=(p)w())*
2\ P

olmak tizere

x=$£(%);ds ve y=u(t)f

dontistimleri ile [1.12] denklemi,
—y"+q(x)y=Ay [1.14]
denklemine, [1.13] smir kosullar1 ise,

y'(0)—hy(0)=0 (L.15]
y' )+ Hy(1)=0 '

sinir  kosullarina doniisiir. Burada ¢(x)= u'(x) +M? 2(x) , hHeR ve
u(x) w(x)

A=M?p. [1.14]-[1.15] problemine Sturm-Liouville probleminin kanonik hali

adi1 verilir. Sturm-Liouville operatdrlerinin spektral teorisi ile ilgili ilk sonuglar

Bernoulli, Dalambert, Euler, Liouville ve Sturm’a aittir.

20. yiizyilda farkli operator siniflar1 igin spektral teori hizli bir gelisim
gostermistir. Bu donemde, Birkhoff, Weyl, Hilbert, Neumann, Pdschel,
Trubowitz gibi matematik¢iler onemli sonuglar elde etmislerdir. Sonlu aralikta
ikinci mertebeden diferansiyel ifadeler ve regiiler sinir kosullar1 ile iiretilen
operatorlerin 6zdegerlerinin dagilimi Birkhoff tarafindan verilmistir. Integral
denklemler teorisinde yapilan ¢alismalarda, lineer cebir problemleri ve titresim

teorisi arasindaki benzerliklerden ilk faydalanan Hilbert olmustur. Bunlarin



sonucu olarak soyut Hilbert uzayr kurularak, Lineer self adjoint operatorler

teorisi gelismeye baslamistir.

Boylece regiiler bir Sturm-Liouville probleminin 6zdegerlerinin reel
sayilar olmasi, 6zfonksiyonlarin L, Hilbert uzayinda ortoganal olmas1 gibi bir
cok temel sonuclar, [34-38], elde edilmistir. Yine bu caligmalarda 6zdegerler,
ozfonksiyonlar, normallestirci sayilar i¢in asimptotik formiiller elde edilmistir.
Simetrik operatorlerin tiim self adjoint genislemelerinin bulunmasi problemi

Neuman tarafindan ele alinmistir.

Ters spektral problemler icin ilk ¢alisma, [39], Ambarzumyan’a aittir.
Borg, Levinson, Gelfand, Levitan, Tikhonov, Marchenko, Krein, Gasymov
gibi matematikciler iki Ozdeger dizisinin veya bir Ozdeger dizisi ile
normallestirici say1 dizisinin Sturm-Liouville opertoriinii tek olarak
belirleyecegini gosteren c¢esitli calismalar, [40-49] yapmuslardir. Ayrica
[50]’de, potansiyel fonksiyonun simetrik oldugu durumda ters problem i¢in bir
Ozdeger dizisinin yeterli oldugu gosterilmistir. [51]’de, araligin yarisinda,
potansiyel fonksiyonun bilinmesi durumunda yine tek bir 6zdeger dizisinin

yeterli oldugu ispatlanmaistir.

Bu tezin ikinci boliimiinde, ¢alismada kullanilan bazi temel kavramlar ve
Sturm-Liouville operatoriiniin ters problemleri i¢in temel teoremler verilmistir.
Tezin igclincli bolimiinde, Riemann Zeta fonksiyonunun sifirlart ile asal
sayilarin iligkisi ele almmustir. Ayrica Asal Sayr Teoremi ispatlanmigtir.
Orijinal sonuglar, tezin dérdiincii boliimiinde ve besinci ve altinci boliimlerinin

ikinci kisimlarinda verilmistir.

Tezin dordiincii boliimiinde ilk olarak Mingarelli’nin 6nerdigi [29],

\ (Y
-y +q(X)y—(1Mj y
y(0)=y(1)=0

problemi ele almmustir. g(x) e L,[0,1] oldugunda, [29] caligmasindaki agik

soru cevaplanmigtir. Bu problemin 06zdegerlerinin, asal sayilar olmas1



durumunda, g(x) potansiyel fonksiyonunun L,[0,1] uzayindan olamayacagi

gosterilmistir. Bu sonucu gelistirmek i¢in, ayni boliimde,

—y"+q(x)y =(7li(A)) y

y(0)=y1)=0

seklinde bir problem olusturulmus ve 6zdegerleri asal sayilar oldugunda, yine

q(x) ¢ L,[0,1] olmas1 gerektigi gosterilmistir. Boyle bir problemin insa edilme
sebebi, /i(x) logaritmik integral fonksiyonunun, 7(x)'e, li'den cok daha
nx

iyl bir yaklasim olmasidir. Boylece /i(1)=n denklemini saglayan {1, }

nl

degerlerinin asimptotik ifadesi { pn} sayilarina, Mingarelli’'nin Onerdigi

n=1

L:n denkleminin koklerinden daha fazla yaklasacaktir. Asagidaki

InA

cizelgeden bu durum goriilebilir. [52,5.202],

Cizelge 1.2 Asal sayilarin dagilimimi gdsteren farkl iki yaklagimin

degerleri
x 7(x) ﬂ(x)—ﬁ Jz'li_tt_ﬂ(x)
10° 25 3 5
10° 168 23 10
10* 1229 143 17
10° 9592 906 38
10° 78498 6116 130
10’ 664579 44158 339
10® 5761455 332774 754
10° 50834734 2592592 1701
10" 455052511 20754029 3104

Tezin besinci boliimiinde daha genel bir problem olan,

—y"+q(x)y+2xN(A) p(x)y = (TN(A))* y



y(0)=y1)=0

difiizyon problemi ele alimmistir. Sirasiyla N(A)=A4, N(l):% ve
n

A
NA)=1li(A) = I li_tt alinarak cesitli problemler olusturulmustur.

0

Bu problemler p(x)=0i¢in, Dirichlet smir sart1 igeren klasik Sturm-Liouville
problemlerine doniisebilmektedir. Burada p(x)ew/'[0,1] ve
q(x) e WIO[O,I] =[[0,1]. W"[0,1] fonksiyon uzayi, xe€[0,1] olmak {izere
f"(x) (m=0,...,n—1) tiirevlerinin mutlak siirekli olmas1 ve 1 (x) e L[0,1]
olmasini gdsterir. Bu boliimde ele alinan bu {i¢ problem igin de, p(x) < W;'[0,1]
iken, pozitif 6zdegerleri asal sayilar olmasi durumunda, ¢(x) potansiyel
fonksiyonunun L[0,1] uzayindan olamayacagi1 gdsterilmistir. Sonug olarak bir
onceki boliimde elde edilen sonuglar, bu boliimde hem L,[0,1] uzayindan
L[0,1] uzayma gelistirilmis hem de daha genel bir operatér kullanilmistir.

Ayrica [29]’daki elde edilen sonug da gelistirilmistir.

Tezin altinc1 bolimiinde;
W [ 27
-y"+ (7+ 4, (X)]y =A%y

y(0)=y(7)=0
Coulomb singiileritesine sahip bir problem ele alinmistir. Bu problemin

Ozdegerleri ile asal sayilar arasindaki iliskiy1 gosteren uygun bir ¢,(x) € L,[0,1]
fonksiyonunun bulunabilecegi gosterilmistir. Bu durumda, »'den kiiclik veya
esit asal sayilarin sayisini gosteren fonksiyon z(n) ve Ozdegerler {ln}m

olmak iizere,

ﬂ(n):n—i

denklemini saglayan, Coulomb singiileritesine sahip bir Sturm-Liouville

problemi olusturulmustur.
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2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER
2.1 Temel Kavramlar

Tamm 2.1: ly = —y" + q(x)y diferansiyel ifadesi verilsin. Eger, a ve b sonlu

olmak tizere x € [a, b] ve g(x) fonksiyonu [a, b] araliginda integrallenebilirse

ly ifadesine regiiler diferansiyel ifade denir. Eger, a ve b sayilarindan herhangi

biri ya da her ikisi de sonsuz ise veya ¢(x) fonksiyonu [a,b] araliginda

integrallenemezse veya her iki durum birlikte s6z konusu ise ly ifadesine

singiiler diferansiyel ifade denir.

Tamm 2.2: [1.14] diferansiyel denklemi ve [1.15] smir kosullar1 tarafindan

iiretilen lineer operatdr L olmak iizere

Ly = 2y

esitligini saglayan y # 0 ¢oziimii varsa A ya L operatoriiniin 6zdegeri, y

coziimiine de A ya karsilik gelen 6zfonksiyon denir.
Tamm 2.3: (L — AI)~operatdriine L operatdriiniin Resolvent operatdrii denir.

Tamm 2.4: (L—Al)™! in tim L,[a, b] de mevcut ve smirh oldugu AeC
sayisina L operatoriiniin regliler noktasi denir. Tim regiiler noktalarinin

kiimesine rezolvent kiime denir ve p(L) ile gosterilir.
Tanim 2.5:

i) (L —AI)"! in mevcut olmadigi A noktalarinin kiimesine L operatdriiniin

noktasal spektrumu veya Ozdegerler kiimesi denir. Noktasal spektrum

o,(L)= {l Ly=Ay,y#0,y€ D(L)} ile gosterilir.

ii) (L —AI)™! mevcut olup, yogun kiimede tamimli ve smirli olmayacak

sekildeki A’ larin kiimesine siirekli spektrum denir. o, (L) ile gosterilir.

iii) (L — AI)"Imevcut, fakat yogun olmayan kiimede tanimli A’ larm kiimesine

rezidii spektrum denir. o,.(L) ile gosterilir.

Tamm 2.6: {1,},s dizisi L operatoriiniin 6zdegerleri ve {y(x,1,)} ler bu

0zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar olmak iizere,

11



b
a, = jyz(x,/ln)dx

a

sayllarma L operatdriiniin normallestirici sayilari denir.

Tamm 2.7: {A,}ps0 Ve {@Jnso dizilerine L operatoriiniin - spektral

karakteristikleri denir.

Tanmm 2.8: L diferansiyel operatorii verildiginde spektral karakteristiklerin
bulunmasi problemine diiz problem, verilen herhangi iki dizinin hangi Sturm-
Liouville operatoriiniin spektral karakteristikleri oldugunu arastirmaya ise ters

problem denir.

Tanim 2.9: f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin bir z, noktasinin &
komsulugunun tiim noktalarinda tiirevlenebilirse, f(z) fonksiyonuna z,
noktasinda analitiktir denir. f(z) fonksiyunu kompleks diizlemin bir W alt
kiimesindeki tiim noktalarda analitik ise f(z) ‘ye W’de analitik fonksiyon

denir.

Tanmm 2.10: Kompleks diizlemin tiim noktalarinda analitik olan fonksiyona

tam fonksiyon adi verilir.

Tanmm 2.11: f(z), kompleks diizlemin bir W alt kiimesinde tanimli bir
fonksiyon olmak tizere, Vz € W igin |f(z)| < M olacak sekilde bir M sayis1
varsa f(z)’ye W'de siirh fonksiyon denir.

Teorem 2.12 (Liouville): Kompleks diizlemin tamaminda sinirli olan tam

fonksiyon sabit fonksiyondur.

Tamm 2.13: f(z) kompleks degiskenli herhangi bir fonksiyon, z, ise f(z)’nin
tanimli oldugu herhangi bir nokta olsun. Eger f(z,) = 0 ise z, noktasina f(z)
fonksiyonunun bir sifir yeri veya kisaca sifir1 denir.

Eger f(z5) =0, f'(29) = 0,...,f@ Y (z,) =0, f™ (z,) # 0 ise z, noktasi
f (2) fonksiyonunun n-katl sifirt diye adlandirilir.

12



Tamm 2.14: f(z), z, noktasinin en az bir komsulugunda her noktada
diferansiyellenebilir ama z,’da diferansiyellenemeyen bir fonksiyon ise z,’a

f(2)’nin ayrik aykiri (singiiler) noktasi denir.
Tamim 2.15: z,, bir f(z) fonksiyonunun ayrik aykir1 noktasi olsun.

i) lim f(z) limiti mevcut ve sonlu ise z, noktasma f(z)’nin

Z—)ZO

kaldirilabilir aykir1 noktas: denir.

i)  limf(z)=oo

Z—)ZO

ise z, noktasma f(z) nin kutup noktasi (kutup yeri) denir.

iii) lim f(z) mevcut degilse z, noktasma f(z)’nin esas aykiri

Z—)ZO

noktasi denir.

Teorem 2.16 (Rouché) : f(z) ve g(z) kompleks diizlemin bir B bdlgesinde
sonlu sayida sifir yeri olan ve sonlu sayida kutup yerleri disinda analitik olan
fonksiyonlar ve y , B bdlgesinde bulunan ve f(z) ve g(z)' nin higbir sifir ve
kutup yerinden ge¢meyen basit kapali bir egri olsun. Eger y iizerinde
|/ (2)—g(2)|<|f(2)] esitsizligi saglamyorsa, Z, —P,=Z —P, esitligi
gegerlidir. Burada, Z, ve Z,, f(z) ve g(z)'nin, y’nin smirlandirdigr bdlge

icindeki sifirlarmin  sayisini; P

> ve P, ise f(z) ve g(z)'nin y’nin

siirlandirdig: bolge i¢indeki kutuplarinin sayisini gostermektedir. Eger f(z)

ve g(z), B i¢inde analitik fonksiyonlarsa Z, = Z olur.
Tanim 2.17: f(z) bir tam fonksiyon ve
M¢(r) = max |f(2)]

|z|=r

olmak tizere yeterince biiyiik r ‘ler icin

M(r) < exp(rt)

13



esitsizligini saglayan pu >0 sayisi varsa, f(z) tam fonksiyonu sonlu
mertebelidir denir. Bu esitsizligi saglayan y sayilarinm infimumuna f(z)’nin

mertebesi adi1 verilir ve p ile gosterilir.

Tanim 2.18: f(z) sonlu mertebeli bir tam fonksiyon olmak iizere yeterince

biiyiik 7’ ler i¢in
M(r) < exp(arP)

esitsizligini saglayan a > 0 sayisi varsa f(z) sonlu tipe sahiptir denir.
M(r) < exp(arf) esitsizligini saglayan a sayilarnin infimumuna f(z)

fonksiyonunun tipi adi verilir ve o ile gosterilir.

Teorem 2.19 (Hadamard): Mertebesi p € (0,1) olan her bir f(z) tam
fonksiyonu

f(z)= Cz’”ﬁ[l —i]

n=I1 Zn

seklinde bir gosterime sahiptir. Burada m, f(z)'nin orijindeki sifirin kathligi,

{Z,}ns1 ise f(2)’ nin 0° dan farkli tiim sifirlarinin kiimesidir.

Tamm 2.20: Bir i¢ ¢arpim uzayindaki her Cauchy dizisi uzay i¢inde bir limite

sahipse bu uzaya tam i¢ carpim uzay1 veya Hilbert uzay1 ad1 verilir. Ornegin,

b
L,la,b] = {x(t): jlx(t)lzdt < o

b
uzayl, ( 7, g) = I f(x)g(x)dx i¢ carpimi ile Hilbert uzayidir.

Tanim 2.21: L, H Hilbert uzaymdan kendi lizerine taniml1 bir lineer operator

ve D(L) = H olsun.

M = {y e H:VxeD(L) i¢cin (Lx,y) = (x,z) olacak sekilde z e H}

14



kiimesi iizerinde y e M i¢in L'y =z seklinde tanimli operatdre L 'nin adjonit
(eslenik) operatorii denir. Bir L operatorii icin L € L* ise L’ye simetrik

operator, L = L* ise L’ye self adjoint (6zeslenik) operator adi verilir.
Teorem 2.22: L bir self adjoint operatdr olsun. Bu durumda,

a) L' nin tiim 6zdegerleri reel sayilardir, yani o, c R" dir.
b) Farkli 6zdegerlere karsihik gelen y;, y,  6zfonksiyonlari
ortogonaldir, yani (y;,y,) = 0.

Tanim 2.23:

L=L(qx),h,H)
b {l(y) = —y"+ qx)y=21y, A1=k? 0< x<m,q(x) € L,(0,m)
‘ Uy) = y'(0)—hy(0) =0, V(y):=y'(n)+Hy(m)=0

olmak tizere ¢(x,1) ve 9(x,A) fonksiyonlar1 L (q(x),h,H) smir deger
probleminin, ¢(0,1) =1,¢'(0,A) = h ve 9(0,4) =1,9'(0,1) = —-H
sartlarm1 saglayan ¢Oziimleri ise, A1) = V(@) = — U(9) fonksiyonuna L

probleminin karakteristik fonksiyonu denir.

Teorem 2.24: A(A) fonksiyonunun sifirlar1 ile L probleminin 6zdegerleri

cakisr.

Teorem 2.25: Ayni 6zdegere karsilik gelen 6zfonksiyonlar bir sabit carpan
disinda tektir. Yani, 9(x,4,) = B,0(x,A,), B, # 0 olacak sekilde bir

{Bn}nso dizisi vardir. Ayrica, Bpa, = %A(l) esitligi gecerlidir.

Teorem 2.26: 1,,° ye karsilik gelen ¢(x, A,,) 6zfonksiyonun (0,7) araliginda

n tane sifir1 vardir.
Teorem 2.27:
i)
L=L(qx),h,H)

— {l(y) = —y"+ qx)y=2y, A=p? 0< x<mqx)E€Ly(0,m)
Uly) = y'(0)—hy(0)=0, V@) =y'(@m+Hy(m) =0

15



siir deger probleminin {¢(x, A,,)},s0 O0zfonksiyonlar1 sistemi L,[0, 7]

uzayinda tamdir.

i) f(x), x € [0, 7] arahginda mutlak siirekli fonksiyon olsun. Bu

durumda

ay = ai [ rot 1
0

olmak iizere,

e}

OEDWNICHS

n=0
serisi x € [0, 7] araliginda diizgiin yakinsaktir.
iii)  f(x) € L,[0, ] igin (ii) deki seri L,[0, 7] uzayinda yakinsaktir

\

oo

jﬂ ) Pdx = ) anlanl?
0

n=0

Parseval esitligi saglanmaktadir.
iv)  P(x,t) ve K(x,t) reel degerli siirekli fonksiyonlar olmak iizere,
$(0,1) =0, S'(0,4) =1, ve C(O,1) =1, c'(0,A) =0

sartlarini saglayan ¢oziimler sirasiyla,

X

; ij(x, 0

sin px sin px

dt,

S(x,A) =

X

C(x,1) = cospx + jl((x,t) cos pt dt
0

seklindedir.
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Teorem 2.28:

L=L(q(x),h,H)
={ ly)= —y"+ q)y =4y, 0<x<1,q(x)€L(01)

Uly):= y'(0)—hy(0)=0, V@) =y (1) +Hy(1)=0

olmak iizere,

a)
b)

©)

d)

e)

L ,D(L) tizerinde kapali, self adjoint bir operatordiir.

L smir deger problemi, mutlak degerlerine gore smirlandiginda
sinirsiz sekilde biiyliyen , sayilabilir sayida 6zdegere sahiptir.

L’nin 6zdegeri reel sayilardir ve herhangi farkli iki 6zdegere
karsiik gelen Ozfonksiyonlar ortogonaldir, yani A; # A,
ozdegerler ve vy(x,1,), z(x,A,) fonksiyonlar1 sirasiyla bu

ozdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar ise,
1

[ yee vz myex =0

0
esitligi gegerlidir.
Ozdegerler dizisini {1,} ile gdsterirsek, m’nin yeterince biiyiik

degerlerinde asagidaki asimptotik ifade gecerlidir:

c 1
VAn =nn+—+0(—)
nm n
1
burada c=h+H + % [a(x)dx seklindedir.
0
u (x, 1) ve v (x, 1) fonksiyonlar1 sirasiyla,

u(0,) =1, u'QA)=nh
v(L,A) =1, v@Q1)=-H

baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimleri olmak tizere, herhangi bir

f(x) € L,(0,1) fonksiyonu i¢in

—y"+{qglx) -Ay = f(x), x€(0,1)

denkleminin ¢6ziimii
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1

Y1) = j G(x, 6 ) f()dt

0

esitligi ile verilebilir. Burada G (x, t; ) Green fonksiyonudur ve

1 { ulx, Vv(t, 1), x<t

GOt M) = 205 1 ule Dv(ed),  t<x

1
seklindedir. y(x, 1) = I G(x,t; 1) f(¢)dt ile tamimlanan operatore L nin rezolvent
operatorii adi verilir ve bu operator L’ nin 6zdegerleri disinda tanimlanir.

Lemma 2.29: 1 kompleks bir parametre olmak iizere {cosAx} ve {sinAx}

fonksiyon kiimeleri L,[0,7]"'de tamdir. VA igin,
[ £(x)cos Axdx =0 veya [ f(x)sin Axdx =0
0 0

esitliklerini saglayan bit tek f(x) =0 (h.h.y) fonksiyonu vardir.

Lemma 2.30: f(x)e L,[0,7] herhangi bir fonksiyon ve K(x,t) siirekli bir

fonksiyon olmak iizere,
S+ [ FOK(x,0)dt =0

esitligini saglayan bir tek f(x) =0 (h.h.y) fonksiyonu vardir.

Lemma 2.31:(Riemann-Lebesque) f(x), [a,b] araligimnda Riemann

integrallenebilir fonksiyon olmak iizere, VS € R i¢in,

11m If(x) cos(ax+ fB)dx =0.
Ozel olarak p :E icin,

11m If(x) cosaxdx =0 ve hm If(x)smaxdx 0.
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Lemma 2.32:

—y"+q(x)y=21y [2.1]

»'(0)—hy(0) =0,

Y(x)+ Hy(x) =0 22]

probleminin karakteristik fonksiyonu A(1), G5 = { p: | p— n| <o,ne Z}

bolgesinde yeterince biiyiikk p'ler icin,

AR = c|p|e™

esitsizligini saglar.
Lemma 2.33: [2.1]-[2.2] probleminin ¢(0)=1, ¢'(0) =/ baslangi¢

kosullarini saglayan ¢oziimii ¢(x,1), g(x) yerine 5(x) alinarak elde edilen

problemin ayni1 baslangi¢ kosullarindaki ¢oziimii g?)(x, A)olmak tizere,

o(x,A) =cos Jax+ I G(x,t)cos \/Itdt,
0

(I)(x, A) =cos Jax+ I a’(x, t)cos \/Itdt,
0

o(x, )(x, 1) = %{1 +008 2/ Ax + [ K (x,1) coszﬁtdt}.
0
Burada K (x,f)=2(G(x,x~20)-G(x,x~ 2t)) +

2{ j G(x,s —20)G(x,s)ds +x_ft G(x,s+ 2t)G(x,S)dS}.

—x+2t
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2.2 Ozdegerlerin Asimptotigi
Lemma 2.34: —y"+¢(x)y =Ay denkleminin ¢(0,4) =1 ve ¢'(0,A4)=nh

baslangis kosullarmni saglayan ¢oziimii, A = p> olmak {izere,

sin px
2p

o(x,A)=cos px +£sin X+ Iq(t)dt
p 0

X ‘Imp‘x
L [sin p(x—20)g(e)dr + 0| “—
2P el

asimptotik ifadesini saglar.

Ispat: Sabitlerin degisimi yontemi ile,

o(x,A)=cos px+ ﬁsin X+ lJ.sin p(x—1)q()p(t, A)dt
P P

0

elde edilir. Integralin icindeki ¢(¢, 1) yeniden yazilirsa,

o(x,A)=cos px+ ﬁsin oX+ lJ’sin p(x—1t)q(t)[cos pt + ﬁsin ptdt
P 0 P

t

+%j sin p(x—1)q(?) %J sin p(x—7)q(z)p(z,A)d7 |dt

0
. T I -
bulunur. |s1n z| <™ ve |cos z| <™ oldugundan,

o(x,A)=cos px+ ﬁsin ox+ lsin pxj cos’ ptq(t)dt
P P

0

h . I . 1 [
+—5sin px I cos ptsin ptq(t)dt + —cos pxj sin pt cos ptq(t)dt
p 0 p 0

X ‘Imp‘x
_freos px [[sin® prg(oydr + 0| <
p ||

0

elde edilir.
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o(x,A)=cos px + ﬁsin pX+ Lsin pr. (1+cos2pt)q(t)dt
P 2p

0

X ‘Imp‘x
—Lcos pr. sin 2 ptq(t)dt + O ¢ >
2 o]

olur. Buradan da,

X

[aat

0

sin px

o(x,A)=cos px +£sin oX+
Jol

X ‘Imp‘x
s [sin p(x—20)g(0)dt + O(*—-)
2p ||

0

bulunur.

Teorem 2.35: [34] 1 =p’, q(x) € L,[0,1] ve h,H € R olmak iizere,

—-y"tq(x)y=2Ly
y'(0)-hy(0)=0
y'()+Hy(1)=0

probleminin {ﬂ,n} 0zdegerler dizisi i¢in, n’ nin yeterince biiyiik degerlerinde

asagidaki asimptotik ifade gegerlidir.

\/Z: p, =Nn7 + 4 O(Lz).
ni n
1 1
Burada c=h+H +— [a()at.
0

Ispat: A(A) karakteristik denklemin sifirlar1 problemin 6zdegerleridir.
Lemma 2.34°deki ifadeler A(1) =¢'(1,4)+ He(1,4) =0 esitliginde yerlerine

yazilirsa;
A(A) = —psinp+(h+H)cosp+h—Hsinp
Jo,
1 H 1
+[ cos p(1-1)q(typ(t)dt +— [ sin p(1-)g(Wp(t)dt = 0
0 p 0

elde edilir. Integral igindeki ¢(¢) fonksiyonu yeniden diizenlenip, denklem
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p'ye boliiniirse;

1 ‘lmp‘x

A(p) = —sin p+<cos p +ijcos p(1-20)q(t)dt + O(5——) =0
P 2p 0 |,0|
1 1
bulunur. Burada ¢ = h+H +— [at.
0
1 1 .
G={peC: |Rep|£(n+§jﬂ, _(n+§jﬂ}bolgesmde,

[tm |
>

|sin p| =

sin {i(n+lj7r iit}
2

1 ‘lmp‘x
ve f(p) ——cosp+i'|.cos p(1=2t)q(t)dt + O °
p 2p ol

0

[im p|
olur. —sin p ve f(p) fonksiyonlarma Rouche teoremi

icin, f(p)< <

uygulanirsa, —sin p fonksiyonu ile —sin p + f(p) fonksiyonlarmin sifirlarinin

sayilar1 aynidir. Boylece A(p)'nin sifirlari, 6, = O(Lz) olmak iizere
n

p, =nr +0, seklindedir. Buradan A(p,) =0 i¢in,

A(p,)=—sin(nr +95,)+ ¢ cos(nt+9,)
nrw+0

N 1
2(nr+9)

n

jcos[(nﬂ+5 )(1-21)] q(t)dt+0(| 1| ] 0
0 n

bulunur.

3

sin(nr +6,)=(-1)"(5, - 3"'

Cos<m+5,,)=(—1>"(l—i—2+ )=(1y +0(lj
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RN (R SUA IRV EN
nw+d, nrw nm nmw n
asimptotik ifadelerinden;

(-1)"'s, LED'e 0(%) )
ni n

1
elde edilir. c=h+H + %J.q(t)dt ve p, =nr+0, olmak lizere;
0

1
o, = i+O(—2) ve p, =nmw +-S O(sz
nr n nrx n
bulunur.

Benzer sekilde, Dirichlet sinir kosullarma sahip problem i¢in,

! gt

p, =NT +°—+O(—2]
nm n

elde edilir. Bu asimptotik ifadeler i¢in, karesi yakinsak olan seriler kullanilarak

benzer ifadeler asagidaki teoremler ile verilebilir.
Teorem 2.36: [48] q(x) € L,(0,m),

—y" + q(x)y =y ve  y'(0)-hy(0)=y'(7)+Hy(r)=0 probleminin

ozdegerler1 ¢, €/, olmak tizere,

h+H+;jq(t)dt
S =p, =n+ 0 4G [2.3]

niw n

Teorem 2.37: [32] g(x) € L,[0,1],
—y"+ qx)y=2y ve  y(0) =y(1) = 0 probleminin 6zdegerleri
¢, €, olmak tzere,
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1

A, =n'r’ +Iq(x)dx+cn, [2.4]
0

veya

1 1
A =n’m’+ Iq (x) dx —Iq(x) cos2nmxdx + O(sz

! 0 0 n
seklindedir.
2.3 Ters Problemler icin Temel Teklik Teoremleri

Teorem 2.38 [39]: ¢(x), [0,7] araliginda reel degerli siirekli bir fonksiyon

olmak iizere Ay, 44 , ... ,4, , ... sayilar1

V't q(x)y=4y, y(0)=0, y'(z)=0

probleminin 6zdegerleri olsun.

Eger 1, =n? (n=0, 1, ... )ise g(x)=0 dur.

Ispat:

Ao =0 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyon y, olsun. O halde,
~Yo +q(x)yp = 0

Y0(0) = o (m) =0

esitlikleri saglanir. Teorem 2.26’dan y, ¢6ziimiiniin [0, 7]

araliginda hig sifir1 yoktur.

_ Yo _ Yo¥o-0'0)?  (¥'0)?

(x) +
1 Yo Yo? Yo?
esitliginden,
Yo Yo
q(x) = (=)' + ()? 2.5
Yo Yo [2:5]
elde edilir.
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[2.3] 6zdegerlerin asimptotik ifadesinden, teoremin kosullar1 altinda
I q(x)dx =0
0

sonucu ¢ikar. [2.5] esitliginden ve teoremin siir kosullarindan,
a3 !

Yo

(?%dx =0
0-[ Yo

elde edilir. Bu ise (z—o) = 0 (h.h.y) olmasmi gerektirir. Sonug¢ olarak [2.5]
0

denkleminden, g(x) = 0 (h.h.y) esitligi bulunur.

Teorem 2.39 [51]:

[2.1]-[2.2] probleminin ézdeger dizisi {4,} ., q(x) yerine g(x) almarak
elde edilen problemin 6zdeger dizisi {51: }0 Vx e (%,n) icin g(x)=g(x) ve
VneN igin 2, =4 ise x€[0,7] icin, ¢(x)=g(x) (h.h.y) olur.

Ispat:

[2.1]-[2.2] probleminin ¢(0) =1, ¢'(0) =/ baslangi¢ kosullarini saglayan
¢coziimii ¢(x,1), g(x) yerine g(x) alinarak elde edilen problemin ayni1

baslangi¢ kosullarindaki ¢6ziimii g}(x, A)olsun. Bu durumda

—@"+q(x)p =Ap
—@"+q(x)p = Ap

esitlikleri saglanir. Bu esitliklerin her iki tarafi sirasiyla ¢(x, 1) ve qz(x,i) ile

carpilip taraf tarafa toplanirsa,
0"9=9"9+((a()-a())o(x. (. 2)) =0

olur. Bu denklem 0'dan 7 'ye integrallenirse,
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(7, ) (7, 1)~ (7, M) (r, 2) = [ (4(¥) — 4(x) ) p(x, )ep(x, A)x

elde edilir. Vx e Gn) igin g(x) = g(x) oldugundan,

/2

(7, ) (7, 1)~ (7, Mg, 2) = [ (9(x) = () ) p(x, Dp(x, A)dx

0

olur. A =1, @'(x,A)=—-He(r,A) ve ¢'(w,A)=—H o(r,2,)oldugundan,

F(A)= ”I (q(x) - (}(x))(p(x, A) q})(x, A)dx fonksiyonu i¢in F'(4,) =0 bulunur.

0

A(A) karakteristik fonksiyonun sifirlari, {ﬂ,n} ozdeger dizisi oldugundan,

w(d)= £ tam fonksiyondur.

A(R)

‘Imx/z‘x)

o(x, 1) = O(é ve o(x,A)=0@™")

asimptotik ifadelerinden

e‘lmm” bulunur. Burada ¢ sabittir.

[FO)|<eVa

Lemma 2.32°den A(A) > c‘\/z ‘ e‘lmm” oldugu dikkate alinirsa,

v(Ad)= L) <% olur. Liouville Teoreminden, y(A) fonksiyonu sabittir.

CAD) N2
Boylece ‘/ll‘im w(A) =0 oldugundan, y (1) =0 ve dolayisiyla |F ()| = 0bulunur.

/2 ~
I (q(x) - q(x))(p(x, ) p(x,A)dx =0 esitligi yerine Lemma 2.33’den,

0

/2 T
[ (q(x)—(}(x)) 1+cos 24/Ax + [ K (x,#)cos2+/Atdt |dx = 0 ve buradan da,
0

0
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/2 /2

[ (409-q(0)dx+ [ (g(x)-(x))cos 24/ 2xdx +

/2 x

J j (q (¥)~q (x))K(x, t)cos 2+/Adtdx =0

00

bulunur. integrasyon siras1 degistirilirse,

/2 /2

[ (a)-gq(x))ax+ | (q(x)—é(x)jcoszﬁxdﬁ

['] (Q(’“)‘g(x))K(x,t)coszx/Idxdt:o

0 ¢

/2 /2

[ (q(x)—g(x))dxfﬂ(q(t)—(}(t))+ | (q(x)—c}(x))l((x,t)dx cos2+/Atdt =0

0 G
/2

olur. £(t)=(q(®)-q(®)+ [ (a(x)—q(x))K(x.0)dx olmak iizere,

[ (a()-q(0))dx+ [ f(t)cos2/Atdt =0

0

bulunur. Bu denklemde Riemann-Lebesque Lemmasi uygulanirsa,
/2

lim [ £(t)c0s2/2xdt =0 oldugundan,
0

/2
I (q(x) - q(x)) dx = 0olur ve Boylece; VA € R i¢in,

0

/2

I f(t)cos 2[Atdt = 0 bulunur. {cos Ax} fonksiyonlarmmn tamligindan,
0

/2

FO=(a0-a))+ [ (ax)-a) K (x,0)dx=0

t

olur. Homojen Volterra denkleminin ¢6ziimii i¢in, Lemma 2.30’dan,
9(t)=q(1)=0
bulunur. Boylece,
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x €[0,7] i¢in, ¢(x)=g(x) (h.h.y) olur.
Teorem 2.40: [40] /2, h ve H sonlu gergel sayilar olmak tizere ,

Aor Ay o Ay, e, =y +q(x)y = Ay diferansiyel denklemi ve
y'(0) —hy(0) =0

y'(m) + Hy(m) = 0

smir kosullar1 ile verilen problemin ; gy Hy, ..., Hy,... ler ise
—y" + q(x)y = Ay denklemi ve

y'(0) —hy(0) =0

y'(m) + Hy(m) = 0

(h # h;) sinir kosuluyla verilen problemin 6zdegerleri olsun. O halde, {/1n}n2 0
ve {”n}nzo dizileri q(x) fonksiyonunu ve h, h ve H sayilarmi tek olarak

belirler.

Teorem 2.41: [42]

[ = {l(y) = —y"+ qx)y=21y, 1=k?% 0< x<mq(x)€ Ly(0,m)
' Uy) = y'(0)—hy(0)=0, V(y)=y'(m)+Hy(m)=0

i {l(y) = —y"+ §x)y=1y, A=k% 0< x<m,q(x)€L,(0,m)

U(y):=y'(0)—hy(0)=0, V@) =y'(m)+Hy(m)=0

problemleri verilmis olsun. a,, ve &, ve swrasiyla L ve L operatorlerinin
normallestirici sayilar1 olmak iizere, Eger 4, =1, ve a, =&, (n=10,1,...)

ise, h=h,H=H ve (0,m)de (h.h.y) §(x) = q(x) dir.

Yani bir 6zdeger dizisi ile normallestirici say1 dizisi L problemini tek

olarak belirlemeye yeter.
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Teorem 2.42: [SO0] [2.1]-[2.2] probleminde,

Egerq(x) =q(m—x),A, =2, (n=0,1,..),h=H, h=H ve
G(x) = §(mr —x) ise h = hve (0,7)'de §(x) = q(x) (h.h.y) esitlikleri

saglanir.

Yani potansiyel fonksiyonun simetrik oldugu durumda tek 6zdeger dizisi L
problemini tek olarak belirlemeye yeter.
Ispat: Teorem 2.25 kullanilirsa, 9(x,1,) ve ¢(x, A,) 6zfonksiyonlar

i¢in;
9(x, An) = Bro(x,Ay) = Bpd(m — x, 4y) = ﬁn2¢(ﬂ —x, ) = .anﬁ(x; 1)

ve buradan da 8,,> = 1 bulunur ve
= (-1 D)
" dA

sonucu ¢ikar. Boylece a,, = &, olur. Teorem 2.41’den ispat biter.

Teorem 2.43: [43] p(x) parcali analitik bir fonksiyon ve p(x) = p, >0

olmak tizere,
U'+ 2p2(x)U=0, x>0, U(x)=0

probleminin  ¢dziimii  U(x,4) olsun. Eger 1<0 ise R(4):= Z(((())’j:))

fonksiyonuna gore p(x) fonksiyonu tek olarak belirlenir.

Teorem 2.44: [49] q(x)fonksiyonu q(™ (x) € L,(0,m) olmak iizere {1, },50
ve {a,}nso dizilerinin, [2.1]-[2.2] seklindeki bir smir-deger probleminin

spektral karakteristikleri olmasi i¢in asagidaki kosullarin saglanmasi gerekli ve

yeterlidir:
1))
ay 1
VA =n+ —+0(—)
n n
1 1
@ =3+0()
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Buradan # migin A, # 4,,, ao= % [h+H + %fonq(t)dt] ve

a,>0(n=0,1,..).

2)

1 1
F(x,t) = a—cos,//loxcos,//lot— ;
0

4 i cos\//l_nxcos\//l_nt 2
1 n
n=

— —cosnxcosnt
T

fonksiyonu (0 < x, t < m) bolgesinde (F(x, t))™*V(x) € L,(0,m)’dir.

Teorem 2.45: [49] Eger hern € N i¢in a;, > 0 ve

a, a4 1
VA =n+ 7+$+0(F)

ise, o halde 4,, ve a, sayilarina karsilik gelen [2.1]-[2.2] seklindeki problem
icin, mutlak siirekli q(x) fonksiyonu mevcuttur. Burada a,, a; ve b,

sabitlerdir.
Ispat:

Teorem 2.44° den

1 1
F(x,t) =_a COS+/Ag X COS+/Ayt — -
0

4 i cos\//l_nxcos\//l_nt 2
1 n
n=

— —cosnxcosnt
T

fonksiyonunun birinci tiirevinin mutlak stirekli oldugunu gostermek yeterlidir.

Bu ifadedeki aicos\//l_o x fonksiyonu mutlak siireklidir. Ciinkii simnirl tiireve
0

sahip bir fonksiyon, Lipschtiz sartini1 sagladigi i¢in ayn1 zamanda mutlak
stirekli olur. Mutlak siirekli iki fonksiyonun toplami da mutlak siireklidir. O

halde, 6zdegerlerin asimptotigi goz oniine alindiginda
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o)
Z sinnx

serisini incelemek yeterlidir.

o n
In(1—-2) =- ZZ_
=t

esitliginden yararlanilirsa,

inx

In(1—e™) = —Z en

n=1

ve
Inz = In|z| + i Arg(2)

esitligi kullanilarak,

— sin nx _ _
Z = Im(— ln(l - elx)) = —Arg (1 — e™)

sonucu ¢ikar.

—Arg (1 — e*) =tan™! (—sinx ) = tan‘l(cf)si _r

elde edilir. Sonug olarak g (x) mutlak siireklidir.

Teorem 2.46: [49] g(x) fonksiyonu q"'(x) € L, (0, ) kosulunu saglamak
tizere {A,}p=o Ve {@, e dizilerinin,
[2.1]-[2.2] seklindeki smir-deger probleminin spektral karakteristikleri olmasi

icin gerekli ve yeterli kosul

her n i¢in a;; > 0,
Jla=n+ —+—+V—"

T by T,
TR W
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asimptotik ifadelerinin saglanmasidir. Ayrica, k # nigin A, # 4,, ve
oo

© 1 ¥E, Y 12 serileri yakimsaktir.

Teorem 2.47 [49]: h,, h; ve H  sonlu gercel sayilar olmak iizere,

AosA1s Ay, o der, =y +q(x)y = Ay diferansiyel denklemi ve
y'(0) — hyy(0) =0,

y'(m) + Hy(m) = 0

smir kosullar1 ile verilen problemin ; gy Hy, ..., Hy,... ler ise

—y" + q(x)y = Ay denklemi ve

y'(0) — hyy(0) = 0,

y'(m) + Hy(m) = 0

(h, # hy) smir kosuluyla verilen problemin 6zdegerleri olsun. O halde {ln}nzo
ve {”n}nzo dizileri q(x) fonksiyonunu ve h,h; ve H sayilarini tek olarak

belirler.

Ispat:

p0,1) =1, ¢'(0,1) =hy ve w(0,1) =1, w'(0,4) =h,
kosullarini saglayan ¢oziimler sirasiyla @ (x, 1) ve w(x, A1) olsun.
fG,2) = w(x, ) +mDe(x, 1)

fonksiyonu tanimlansin. Oyle ki,

f'(m,A) + Hf (m,A) =0

esitligi saglansin. O halde buradan,

w'(m,A) + Hw(m, A)
@'(m,A) + Hp(m, 1)

m(d) = —
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oldugu elde edilir. Bu formiilden goriildiigii gibi m(A) fonksiyonu iki analitik

fonksiyonun orani seklinde bir fonksiyondur. Oyle ki kutup noktalar1 ve sifir

yerleri sirasiyla verilen sinir- deger problemlerinin 6zdegerleri ile ¢akisir.

Diger taraftan,

(4 —42) j [ ADf(x, Az)dx
0

- j [ e A f (e Ap) + £ (o A" (x A)]dx
0

= £'(0,2,)f(0,2;) — £(0,2)f"((0,2;) = (hy — hp)[m(A;) — m(4;)]
oldugundan son esitlikte eger
Al = A, Az = A_

yazilirsa,

Imm(4)

[ i ni ax = - ) S
0

esitligi bulunur. Buradan aciktir ki, eger hy > h, (h; < h,) ise o zaman m(A)
fonksiyonu {ist yar1 diizlemi kendisine doniistiiriir.(alt yar1 diizlemi kendisine

dontistiiriir.) bu yiizden iki 6zdeger dizisi siralidir. Simdi asagidaki integral

g0z Oniine alinirsa;
(=1 [ Feu Do 1
0
- j [ (e, Do, An) + £ D" (x, A dlx
0

= f'(0,D9(0,4,) — f(0,D)¢'(0,1,) = (h, — hy)

Buradan ®,(1)=¢'(m,A)+ Hep(nw,A) ve D,(A)=w'(r,A)+Hw(r,A) olmak

lizere A= A,,
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o’ (x, A)dx =—(h, — hl)M

a, =
q)z(ﬂ“n)

O e

sonucu elde edilir. sin vVAx ve cos+/Ax tam fonksiyonlarmin mertebelerinin %

oldugu diistiniiliirse, ®@,(41) ve ®,(A) fonksiyonlar: % mertebeden tam

fonksiyonlardir. Hadamard teoremi geregince, bu fonksiyonlar kendi sifirlari

ile bir sabit ¢arpan farkiyla tek olarak ifade edilebilirler. Dolayisiyla,

CD,(&):C]ﬁ[l—%]

k

cbz(/l)zczﬁ[l—i]

k=0 Hy

seklinde yazilabilir. Buna gore «, fonksiyonu igin,

T A=A, 1
=
CZ k=0 k -0 Uk_ln Un_ln

Burada [[' sembolii, sonsuz g¢arpimda k =n. ¢arpanin bulunmadigmi

gosterir.
lim el =
A-=c0 @, (1)
oldugundan

T A Nt oor A — A
lim —11_[(1——)(1——) =2 15 gim 1_[ Kk -1
Avmeolyd 4 Ay Hye Coi 1Ay ool 1y — 4

elde edilir. Ozdegerlerin asimptotik formiilleri dikkate alindiginda
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(o) (o)

A — A A, —
lim kK~ — lim (1 +"—”")=1
el L =27 2% i —

k=0

\

GTMe _

=1
G, : d Ak

bulunur. Boylece

S
" Un_lnkzo Uk_ln

sonucu ¢ikar. Bu formiil iki 6zdeger dizisi ile normallestirici say1 dizisinin

bulunabilecegini gosterir. Sonug olarak Teorem 2.41° den ispat biter.
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3. RIEMANN ZETA FONKSIYONU VE ASAL SAYILAR

3.1 Zeta Fonksiyonunun Sifirlan

=1
¢(s)= 2— fonksiyonu Riemann Zeta fonksiyonu olarak bilinir ve Ve >0 ve

N

n=1 n
Re(s)>1+¢ icin mutlak ve diizgiin yakmnsaktir. Boylece Re(s)>1 i¢in

analitiktir.

S |
Z—:H esitligine Euler carpim formiilii denir. Re(s)>1 icin

esitligin her iki tarafi da yakmsaktirr. s'nin diger degerlerinde iraksak
olmalarma ragmen s=1 kutup noktasi disindaki biitiin s degerlerinde
tanimlanmistir. s'ye gore analitik devamimnin oldugunu gostermek ig¢in

faktoriyel fonksiyonu ya da Gama fonksiyonu olarak bilinen

n!zje""x"dx (n=1,2,3,...)
0

fonksiyonunu kullanmak gerekir. Bu fonksiyon n>-1 ve n'nin tam sayi

olmayan degerlerinde yakinsaktir.
I'(s)= Ie"xxsdx
0
fonksiyonu s >-ligin ve s'nin reel degerleri i¢in tanimlanabilir. Boylece

Re(s) >1 i¢in s’nin biitiin kompleks degerlerinde tanimlanabilir.

Ozel olarak s bir dogal say1 oldugunda I'(s) =s! olacaktir. Gergekten de, bu

has olmayan integral i¢in, kismi integrasyon yontemi uygulanirsa,
=x', dv=edx, du=sx", v=—e" degisken degistirmeleri kullanilarak,

['(s)=limeg’e —Allim Me™ +sT(s—1)

e—>0"
bulunur. Buradaki limitler sifira gideceginden,

['(s)=s[(s—1) [3.1]
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elde edilir.

0)= Alllirgo (1-e™)=1oldugundan s bir dogal say1 iken,

I'n)=nl'(n-1)=nn-DI'(n-2)=n(n—-1)(n-2)...'(0) esitligi ile T'(s)=-s!

bulunur.
I'(s)= I e *x"dx fonksiyonunun diger bir gosterimi,
0

1.2...N s
H(s)= N%w(s+1)(s+2) (s+N)(N+1)

seklindedir. Burada payday: sifir yapan degerler haricinde tanimhidir. Yani

limit mevcuttur. Boylece s=-1,-2,-3,... disindaki  s'nin  biitiin

degerlerlerinde  I'(s)= I e *x'dx  fonksiyonuna denk olur. Ayrica
0

I'(s)=sT(s—1) esitliginin gdsterildigi gibi, asagidaki denklemlerin de gecerli

olduklar1 goriilebilir.

I(s) = ﬁ(nij (1+1T, [3.2]

n=1 n

" _sinazs, [3.3]
L($)I'(=s)

N b
[() =2 TN [3.4]

=-1,-2,-3,... degerleri I'(s) fonksiyonunun basit kutup noktalaridir. T'(s)

1

o . N 1 B e
’nin hig sifir1 yoktur. Ozel bir esitlik olarak F(—E) =72 bulunabilir.

R

N

I'(s)= I e *x'dx fonksiyonu, {(s)= Z fonksiyonunun Re(s) > 1sartini
0

n=1 n

saglamayan degerlerde analitik devami i¢in kullanilabilir.

I'(s) fonksiyonunun ifadesinde x yerine nx alinirsa,
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I e‘"xx""ldxzr(s—s_l) elde edilir. Burada s >0 ve n=1,2,3... oldugundan
n
0
n'ler iizerinden toplam alinirsa; Zr‘" :% serisi  kullanilarak
D™
n=1 e _1
T oxt 21
dx=I'(s-1)) — 3.5
et ) o [3.5]

bulunur. Burada, integral ve toplamin yer degistirilebilecegi kullanilmustir.

j(X)s_

7 cevre integrali ele alinirsa; bu integralin yolu +o0’dan baslayip,
e -1 x

sola dogru pozitif reel eksen iizerinden devam edip, orjinde saat yOniiniin

tersinde bir cember ¢izerek tekrar +oo ’a donmektedir. Bu integral,

J-( x)* dx J' (=x)" dx J-(—x)s dx

e—lx e—lx e -1 x

seklinde yazilabilir.

1 fonksiyonu x =0"in yakin komsulugunda analitik oldugundan ve |x| =
e f—

cemberindeki id6 = ax esitligi ile, 6 — 0 iken ortadaki integral 0’a gider.
X

(=x)’ =™ tammi kullanilarak,

+00 es(ln X+ir) dx

e de [ de,

e’ -1 x e’ -1 x

+o0 +00 S5

ve buradan da,

“x>w (e ey [ 2

dx bulunur. [3.5] esitligi dikkate alinirsa,
e —1 x e —1

0
j (—x) =2isin(zs)['(s —l)ziy elde edilir. Bu denklemin her iki tarafi
n=1 n
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' .
;—f)s ile carpilirsa ve [3.3] g6zoniinde tutulursa,
7is

F(_S) N (_x)s @ — g(S) [36]

. X
2ri e -1 x

bulunur. Bu fonksiyon, s'nin 1’den biiylik reel degerleri icin & (s)zZL
n=1

N

fonksiyonuna denktir.

¢, x’ ‘den x - oo durumunda daha hizli artar. Boylece [3.6] daki integral

s'nin biitiin degerlerinde yakinsaktir. Boylece [3.6] fonksiyonu, I'(—s) 'nin

kutup noktalar1 olan s =1,2,3,... noktalar1 disinda analitiktir. Bu noktalardan

s=2,3,4,... noktalarmda ¢ (s):ZL, fonksiyonu  kutuplara  sahip

N

n=1 n
olmadigindan, [3.6]’daki integral, T'(—s) 'nin kutup noktalarini iptal etmesi i¢in

0 olmalidir.

0

s =1 1¢in {(s) = olur. Boylece s =1 noktas1 {(s)= 2% ‘nin de basit kutup
n=1 n

noktasi olur. O halde, s =1digindaki tiim kompleks noktalarda [3.6] esitliginin

0

sol tarafindaki fonksiyon analitiktir ve s >1’in reel degerlerinde Z% olur ve
n=1 n

Re(s) >1 yar1 diizlemi boyunca ¢ (s) fonksiyonunun analitik devamidir.

1 fonksiyonu x=0"'m yakin komsulugunda analitik oldugundan, bir
e f—

kuvvet serisine agilabilir ve

x i B x"
e'—-1 ‘= n!
seklinde yazilabilir.

Burada |x|<27t'dir. Cunkii x =227 noktalar1 singiiler noktalardir. B,

sayilarina Bernoulli sayilar1 denir. Bu katsayilarin ilk birkag tanesi
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B, =1
1 _-t
BZ:E B]_ 2
bl B,=0
4_% BSZO
B -1 B, =0
42

seklindedir. n>1 ve tek sayiiken B, =0'dr.

B, sayilari  s=-n oldugunda, (n=0,1,2,..), ¢(s) fonksiyonunda

kullanilabilir. Gerg¢ektende,
I'(n X dx
S ()I( )

2

+00

27i = m! X X

[x|=8

_&T@B X" (=)'
_,; m! 2 !x a0
=l “D,( N

bulunur. Buradan kolayca, {(-2)=¢{(—4)=¢{(-6)=...=0 elde edilir. Bunlar

ayni zamanda ¢ (s)'nin asikar sifirlaridir. Diger taraftan,

-1 -1 -1
0)=—, {(-1)=—, £(-3) =—— gibi degerler bulunabilir.
¢(0) 5 ¢(=D 5 ¢(=3) 50 & g

C(s)= i% fonksiyonunda, ¢£(2),£(4),£(6),.. degerler1 icin [27],
parl [
(2ﬂ)2n( 1)n+] .

S =

daha genel formiilii kullanilabilir.

Ayrica bu degerleri bulmak igin bir takim 6zel yontemler mevcuttur. Ornegin,
sin(zrz) fonksiyonu i¢cin Hadamard teoreminden, sifirlarinin ¢arpimi seklinde

yazilirsa,
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) 2
sin(rz) = ﬂZH [1 —%] bulunur. Diger taraftan Taylor kuvvet serisi agilimu,
k=1

3.3

sin(rz)=mz— +... bulunur. Her iki ifadenin esitliginden,

22 22 22 . 7[323
nZz 1—1—2 1—? 1—3—2 ....:Sln(ﬂ'Z):ﬂ'Z— 6 +...

3.3
Tz

; 1 1
TZ—TzZ 1+?+3—2+... +..=mwz— +...

1 1 7’
5(2):1+2—2+3—2+...:? bulunur.

(=1 [ &0 9% ifo desinden, [27,5.12] de gbsterildigi gibi,
2mi 7 e =1 x

£ (5) = T(=s)(27)" "2 sin (%) C(1-5) [3.7]

fonksiyonel denklemi elde edilebilir. Bu denklem, [3.3] ve [3.4] esitlikleri

dikkate alinarak yeniden diizenlenirse,

£@=m2 Tt 2y

S —S
reIre)
ve boylece
TE D)= (- sy
¢(s)m 1“(2 D=0(-s)7 I( 5 1)

bulunur. Bu denklemin sol tarafindaki s yerine 1—s yazilirsa, esitligin

bozulmadig1 goriiliir. s=0 ve s=1 noktalari, bu denklemdeki simetrik olan

4 (s)ﬂ7l"(%—l) fonksiyonunun kutup noktalaridir. Bu noktalardan kurtulmak

icin, bu fonksiyonu

S(Sz_ D ile ¢arparak,
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E(s)= F(%)(s ~1)z "¢ (s) fonksiyonu tamimlanirsa, &£(s)tim s'ler icin
analitik yani tam fonksiyon olur. Ayrica [3.7] denklemine denk olup,
s(s)=c(-s)

simetriklik kosulunu saglar. Re(s)>1 iken £ (s)'nin hi¢ sifir1 olmadigindan,
ayni durumda &(s)'nin de hi¢ sifir1 yoktur. p, &(s)'nin bir sifir1 oldugunda
1— p'de bir sifir1 olmak zorundadir. Boylece p sifir noktasi i¢in, Re(p) >1 ve

Re(1- p)>1 olamaz. O halde, &(s)'nin biitiin sifirlar1

0<Re(p)<1

sartin1 saglamalidir.

Riemann Hipotezi olarak bilinen ve heniiz dogrulugu ispatlanamamis iinlii
varsayima gore, ¢ (s)'nin asikar olmayan biitiin sifirlari, Re(s) = % dogrusu
iizerindedir.

3.2 Asal Say1 Teoremi

p,, n. asal sayr ve m(x), p, <x sarti saglayan asal sayilarin sayisini

gosteren fonksiyon olsun. Gauss’unda aralarinda oldugu 19. Yiizyilin 6nemli

matematikcileri, asal sayilarin dagilimi i¢cin 7 (x) ~1L ifadesini Onerdiler.
nx

1896’da Hadamard ve Vallee Poussin, [23, 24], temel asal say1 teoremi olarak

bilinen,

lim 2 _ [3.8]
X—>00 X

In x

asimptotik durumu ispatladilar. Ispatlarinda etkili bir analitik ydntem

kullanmiglardir.

Son yillarda asal say1 teoreminin ispati, Newman, [54], ve Zagier, [55],

tarafindan daha sade bir hale getirildi. Bu ispat tekniginde karmasik analizde
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onemli bir yer tutan Riemann Zeta Fonksiyonu kullanilmistir. Bu teoremi

ispatlamadan 6nce, kullanilacak gerekli tanimlar ve lemma’lar verilmistir.

Tanmm 3. 1: f=0(g) ise IceR> |f|£cg.

Tanim 3.2: f ~g ise limf(x)zl.
X—)Oog(x)
. -1 5 1 s 1%
Lemma 3. 3: Re(s)>1 i¢in {(s) = Z— = H esitligi dogrudur.
on nz]l_L
p,
Ispat:
1 1 1 1 1
=l+—+—+—+—+—+ 3.9
S =gttt 3.9
1 1 1 1 1 1
— () =—+—F+—+—+—+... 3.10
2° s 2 4 6 8 10 [3-10]
[3.9]° dan [3.10] ¢ikarilirsa,
1 1 1 1 1 1
I-——)(s)=1+—4+—+—+—+—+... 3.11
(1= 2E () =T bbb b [3.11]

elde edlilir.

1 1 1 1 1 1 1 1
—(1-—=)X(s)=—F—F—F—+—+—+... 3.12
3s( 2° )6 (s) 3 9 15 21° 270 33 [ |

[3.11] den [3.12] ¢ikarilirsa,

1 1 1 1 1 1 1
1-—)(1-—)(s)=l+—+—+—+—+—+
( 33)( 2’)§() s 71 130 17

. |
bulunur. Bu islem sirasiyla biitiin asal sayilar i¢in {5—3,7—3,} uygulanirsa,

= 1
H (I=—)¢ (s) =1 bulunur ve bdylece ispat biter.

n=1 n
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Lemma 3. 4: Z|zk| serisi yakinsak ise H(1+zk) sonsuz carpimi da
k=1

k=1

yakinsaktir.
Ispat: Z|zk| yakimsak olsun.
k=1

22z 1 1 .
log(1+z,)|=|z, _7k+?k_""£|Z’f|(l+§+z+"’]£2|zk| oldugundan

i|log(1+zk)| yakinsak olur. n—>o iken, S = Zn:|log(1+zk)| — s 1i¢in
= k=1

[1(1+2z,)— ¢ olacagindan ispat biter.
k=1

=1
Lemma 3. 5: Re(s) >1 igin {(s) = Z—S serisi yakmsaktir.
n

n=1

< o oldugundan Lemma 3.4 geregince H(l -—

n=1 n

Ispat: i p,’
n=l1

< Z‘n"s
n=1
sonsuz carpimi yakinsak olur ve Lemma 3.3 ile {(s) yakinsaktir.

Ayrica bu lemma ile Re(s) >1 icin {(s)# 0.

R 1 r I 1
Lemma 3. 6: Re(s)>1 i¢in Ix_sdxz— ve neNicin J > du=———

o+1 . .
] S—l ' s+ n.& xé

esitlikleri gecerlidir..

1
Lemma 3. 7: Re(s) >0 i¢in, {(s) T fonksiyonu analitiktir.

Ispat: Lemma 3 .6°dan

C(s)—ﬁ: i%—fx"sdx :i[%—njt x‘sdx] :injt (i ls ]dx

———
n=l 5 n X

almir. Serinin i¢cindeki integrasyona tekrar Lemma 3.6 uygulanirsa,
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w1 " sdu ¢ sdu s
J' ——— x|= J‘J.ﬁdx < max J.T <|—7| bulunur.
' n X o u n<x<n+l ’ u n

= S
z Rer serisi, Re(s)> 0 icin yakinsak oldugundan ispat biter.

n=

Tamm 3. 8: 9(x) = z In p, fonksiyonuna Chebyshev fonksiyonu denir.

PnS<X
Lemma3.9: lim~ =1 o lim 2% _;
X—>0 L xX—oo oy
Inx

Ispat:

9(x)= z Inp, <nlnp, =n(p,)Inp, <7m(x)Inx oldugundan,

9(x)<n(x)Inx [3.13]

yazilabilir.
9(x) > z Inp, 2 (ﬂ(x) —m(x"° )) Inx"* > (ﬂ(x) —x" )(1 —¢&)lnx

ve buradan da

9(x) -
ﬂ(X)S—(l—g).lnx-i_x [3.14]

bulunur. [3.13] ve [3.14] den,

@Sﬂ(x)lnx< 3(x) +lnx

x (I-g&)x Xx°

olur ve boylece ispat biter.
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Lemma 3.10 : Her f :[l,oo)—>R azalmayan fonksiyonu i¢in, eger

J' 4df (L;)2—u u has olmayan integrali yakmsak ise x — 400, f(x) ~x.

Ispat:

f()

Ve>0 icin (1-g)x< f(x)<(1+¢&)x ise, hm =1 oldugu agiktir.

de>0 icin f(x)=>(+¢&)x olsun. f: [l,oo) — R azalmayan fonksiyon

oldugundan

(]+s)x (]+Jf) 1+8)1/l U [3 15]

elde edilir. [3.15]°de yw(x) = ux) degisimi yapilirsa,
X

(]+s)x (] £)x

J- (1+8)u u J‘(H‘g_l] =c¢>0 bulunur. Bu

X

ise Vx i¢in,
NAOE A,
J. 4du>c olmas1 demektir ve x — oo iken j “———du integralinin
u’ u

X

yakinsak olmasiyla celigir.

Benzer sekilde f(x)<(l1-¢)x iken de ¢eliskiye varilir. O halde V& >0 igin

(I-&)x< f(x)<(1+¢)x esitsizligi saglanir.

Lemma 3. 11 : I (S(e’)e"’ —l)dt has olmayan integrali yakinsak ise Asal Say1
0

Teoremi dogrudur.

Ispat : u=¢' doniisiimii yapilirsa,

(Q(e’)e"—l) t= I g(b;) du olur. 9(x) azalmayan fonksiyon oldugundan,

0

— 38
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Lemma 3.10 ile 3(x)~x bulunur. Bdylece Lemma 3.9 ile x— +oo,

m(x)~ X ohr.
In x

Lemma 3. 12 : 9(x) = O(x) asimptotik ifadesi saglanir.
Ispat:

n € Nolsun. Binom a¢ilimindan;

5 5 2n 2n 2n 2n
27" =(1+1)™" :( 0 ]+( ) ]+...+(2n]2( n] olur.

!
( ] (2n) H p, oldugundan Chebyshev fonksiyonunun tanimi
n

5 =
n') n<p,<2n

kullanilarak,

DL H RO [3.16]

n<p,<2n
elde edilir. [3.16]’ni her iki tarafinin dogal logaritmasi alinirsa,
3(12n)—9(n)<2n.In2

bulunur. Buradan,

(2" < i(S(z") —9(2"™) < iz" In2=(2""-2)In2<2""In2

o -1
olur. Béylece 2" < x < 2" esitsizligini saglayan x'ler igin;
9(x)<9(2"")<2"' In2=42""1In2<4xIn2 olur. Bu ise

3(x) =0(x) oldugunu gosterir.

Teorem 3.13: f(¢) fonksiyonu 7> 0 i¢in parcali siirekli ve smirl olsun. Eger

g(s)=[ f(t)e™"dt fonksiyonu analitik ise [ f(+)dt integrali yakmsaktrr.
0 0

Lemma 3.14 : j (S(e')e"’ —l)dt has olmayan integrali yakinsaktir.
1
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ispat :
Lemma 3.12 ile (e')e™" —1 fonksiyonunun pargali stirekli oldugu

ve Lemma 3.13 ile smirh oldugu anlagilir. Teorem 3.14’de f(¢) =9(e')e ' —1

alinirsa,

S =38

(Q(e’)e"’ - 1) dt integrali yakinsak olur.

Boylece Lemma 3.15 ve Lemma 3.12 ile asagidaki teoremin ispat1 biter.

Teorem 3. 15 (Asal Say1 Teoremi): limM =1.

X—>0 X

In x

[62]°de Dusart, x >32299 i¢in,

X 1 1,8
r(x)>—(1+—+—
) lnx( Inx In’x

[3.17]

ve x>355991 i¢in,

ﬂ(x)Si(l+L+ 2’251
nx Inx In"x

esitsizliklerini elde etmistir.
Asal say1 teoremindeki kalan terimi gelistirmek i¢in, 7(x)'e, li'den cok
nx

daha 1iy1 bir yaklasim olan /i(x) logaritmik integral fonksiyonu verilebilir.
Burada /i(x), [25,s.228],

1-¢ X
li(x) = lim L | A
e>0" | ¢ Int Int¢

I+¢
seklinde tanimlanir. Buradan, [26]’da verildigi sekliyle
li(2)=1,145163 meZ, ve

¢ dt 1 1! ! 1
—:x( +——+... m+] +0(—— )]
> Int Inx In“x In"" x In"" x

olmak tizere, li(x) = j ld—t+li(2) yazilabilir. Boylece,
nt

2

, X 1 . .
li(x) ~— sonucu da gecerlidir. Asal say1 teoreminin yerine, x — +o,
Inx
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7 (x) ~li(x)

asimptotik ifadesi de elde edilir.

[63]°deki bilgisayar hesaplamalar1ile x <10" sayilari igin,
m(x) <li(x)

esitsizliginin gecerli oldugunu géstermesine ragmen,
Littlewood teoreminden, [64, 65],

m(x)>li(x)

esitsizligini saglayan degerlerin olmas1 gerektigi bilinmektedir.

Tanim 3.16: f(x)=Q_ g(x) ise

S

limsup——>0 ve liminf& <0
e g(x) e g(x)

esitsizlikleri saglanir.

Teorem 3.17: [64] 7 (x)—/i(x)=C), (

\/;lnlnlnx]

Inx
Baska bir ifade ile, 3k > 0 i¢in,

lnx(ﬂ(x)—li(x)) lnx(ﬂ(x)—li(x))
k
JxInlnlnx mhve JxInlnlnx

<—k [3.18]

esitsizliklerini saglayan sonsuz sayida x degeri vardir. Sonu¢ olarak

m(x)—1li(x) sonsuz sayida noktada isaret degistirmektedir.

Asal say1 teoreminin bir sonucu olarak, [27,5.90],
|7T(X) - li(x)| < clx8<—cz<m)

esitsizligi gegerlidir. Burada ¢,,c, > 0.
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Teorem 3.18: [56] Eger Riemann hipotezi dogru ise Vx € R i¢in,

|(x) ~li(x)| < evx In x [3.19]
esitsiligi saglanacak sekilde dc >0 vardir. Eger [3.19] gecerli ise, Riemann
hipotezi de dogrudur.

Boylece, Riemann Zeta fonsiyonunun asikar olmayan sifirlarinin yeri, asallarin

dagilimiyla yakindan iliskilidir.
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4. STURM-LIOUVILLE OPERATORUNUN OZDEGERLERI VE
ASAL SAYILAR

—(p(x)y)'+q(x)y = Am(x)y [4.1]

y(a)cosa —(py'(a))sina =0
y(b)cos f—(py'(b))sin =0

[4.1]-[4.2] Sturm-Liouville problemleri ele alinsin. Burada, A kompleks

[4.2]

parametre ve «a€[0,7),8e(0,x]. Eger [a,b] sonlu aralik ve
1

p.q,w:[a,b] > R fonksiyonlar1 —,q ve we L[a,b] ise problem regiiler, bu
p

sartlardan herhangi biri saglanmazsa problem singiilerdir. Regiiler problemin
spektrumu yalnizca 6zdegerlerden olusur ve bu 6zdegerler reel olup sonlu bir

y1gilma noktasina sahip olmayan artan bir dizidir.

1 : ; .
Eger — fonksiyonu [a,b] nin 6l¢limii sifir olmayan en az bir alt araliginda 0’a
P

denk ise, [4.1] denklemi,

u'=2
p’ [4.3]
v'=(g—-Aw)u

sistemi ile ifade edilebilir. u = y, v = pu' oldugundan, [4.2] smir kosullar1 da,

u(a)cosa —v(a)sina =0

. [4.4]
u(b)cos f—v(b)sin g =0

seklini alir. [4.3]-[4.4] problemine Atkinson tipindeki Sturm-Liouville
problemi, [57], denir.
[58, 59] ¢alismalarinda; A,,4,,...,4, seklinde verilen herhangi # tane reel say1

icin, bu sonlu tane saymin 6zdegerler oldugu,
u'zl,v' =(g—Aw)u,
P

y(@)=y(b)=0
seklindeki, Dirichlet sinir sartina sahip Atkinson tipinde bir Sturm-Liouville
probleminin var oldugu gosterilmistir. [4.1]-[4.2] probleminde ise bu durum,

sonlu sayida spektral veri ile miimkiin degildir. Ancak bir 6zdeger dizisi ile
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miimkiin olabilir. Verilen herhangi bir reel say1 dizisi, 6zdegerlerin asimptotik
davranisma sahip oldugunda, bir Sturm-Liouville problemi insa edilebilir.
[28,5299]’de Ozdegerleri asal sayilar olan herhangi bir Sturm-Liouville
probleminin inga edilmesi bir problem olarak verilmistir.

Bu problem ile ilgili [29] makalesinde iki sonug elde edilmistir.

Teorem 4.1: [29] Ozdegerleri asal sayilar olan, [4.1]-[4.2] seklinde regiiler bir
Sturm-Liouville problemi yoktur.

Ispat:

[4.1]-[4.2] probleminin pozitif 6zdegerlerinin asimptotik ifadesi, [30],

2_2
nrmw

A [4.5]

[Jo@/ px),

a

seklindedir. Burada (#(x)/ p(x)), ifadesi (r(x)/p(x))'in pozitif degerleri
demektir. Ayrica (r(x)/ p(x))#0.
Diger taraftan;

lim 2% _

X—>00 X

In x
ifadesinde x= p, yazilirsa, asal say1 teoreminin bir sonucu olarak, p, i¢in
asimptotik ifade,
p, ~nlnn. [4.6]
almir. [4.5] ve [4.6] ifadelerinden,

+
n

lim
n—»0 p
n

=oo bulunur. Boylece ispat biter.

Teorem 4.2: [29] Ozdegerleri asal sayilar olan [4.3]-[4.4] seklinde Atkinson
tipinde bir Sturm-Liouville problemi yoktur.

Ispat:

[4.3]-[4.4] probleminin 6zdegerleri, [57,s.206],

Ve >0 icin,

=]
Y ——<w [4.7]
=l ﬂ, —+&

2
n

sartin1 saglamaktadir.
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Diger taraftan, Z

n=l

serisinin yakinsaklik durumu igin,
—+&

Pa?

()= L=

n=l n n

s

——— Euler ¢arpim formiilii kullanilarak,
1-

1
b
P,
In (z ] In [H (1- —) ] =—> In (1 - Ly] bulunur.
n=1 n=l pn

|x| <1 iken Taylor seri agilimindan,

—In(1-x) = zx_ oldugu dikkate alinirsa,
n

n=l

ln(Z—s) i( » 2P2S ] i o i D

3p e = o (pn
0 0 1 0
elde edilir. z Z o <Z— esitsizliginden,
n=l1 pn (pn n=1 n n=1
1 .
s —1 iken ln(Z—) toplami1 sinirsiz ve Z— toplami — ile sinirh
n=1 i D, (p, =1 6

oldugundan, s —1 iken,

0

1
Z—S serisi raksak olur. Boylece Ve >0 igin,

n=1 pn
I |
n=1 pn 5+‘9

bulunur. [4.7] ve [4.8] ifadelerinden elde edilen ¢eliski ile ispat biter.

Teorem 4.1 ile, 6zdegerlerin bir alt kiimesi asal sayilar olan bir Sturm-Liouville
probleminin insa edilemeyecegi sonucu ¢ikmaz. Ornegin;

—y'ty=Ay

y(0) = y(7)=0

probleminin dzdegerleri, A, =n’+1 seklindedir ve bu A, 'lerin sonsuz alt
kiimesi asal sayilarm bir alt kiimesi olabilir. Bu ise agik bir sorudur. Gergekten
de bu problem, [60, 61]’de ele alinan, Landau problemine denktir. Bu Landau
problemi asagidaki sekilde ifade edilebilir:
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neN olmak iizere, n> +1 ile ifade edilebilen asal sayilarin sayis1 sonsuz tane
midir?

Landau problemlerinden bir digeri:

VneZ, igin n’ ile (n+1)° arasinda en az bir asal say1 var mudir?

Bu problem, 34,H € R i¢in,

—y"=Ay

y'(0)—hy(0)=y'(m)+ Hy(7) =0

probleminin 6zdegerlerinin, asal sayilarm bir alt kiimesi olmasi problemine

doniistiirilebilir. Ciinkii bu 6zdegerler, Dirichlet sinir kosullarma sahip
problemin 6zdegerleri olan n* sayilar1 ile swaldir. [38, Lemma 1.1.3];
n’ <A, <(n+1) esitsizligi gegerlidir. Bu 6zdegerlerin bir alt kiimesi, asal
sayilarin bir sonsuz alt kiimesi olabilir. Bunlar, sayilar teorisi problemlerinin,

spektral problemler ile ifade edilebilmesini saglayan 6rneklerdir.

Ayrica,
—y"+q(x)y=A~1y
y(0)=y1)=0

probleminin 6zdegerlerinin,
1

A, =n'r’ +Iq(x)dx+cn,
0

asimptotik ifadesindeki n yerine 7 (p,)=n alnarak yeni iliskiler ortaya
cikabilir. Gergekten de, 6zdegerlerin asimptotik ifadesinden, 7 (x)ig¢in ve

dolayisiyla [3.19] ifadesi kullanilarak Riemann hipotezinin denkligi i¢in yeni
bir yaklagim elde edilebilir.

[29]’da,

\ (Y
—y"+q(x)y = (maj y [4.9]
y(0)=y1)=0 [4.10]

problemi dnerilmistir. Bu ters problem, () ~ IL oldugundan dolay, {4, }
nn

ozdeger dizisi, A, = p, sartini saglayacak sekilde, uygun bir potansiyel
fonksiyon bulma problemidir. Onerilen bu problem, izleyen teorem ile, L,[0,1]

uzayinda ele alinmigtir.
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Teorem 4.3: Ozdegerleri asal sayilar olan [4.9]-[4.10]
q(x) ¢ L,[0,1].

Ispat:

Ozdegerlerin asimptotiginden, ¢, € [, olmak iizere

2 1
[17:3’" J =n'n’ + !q(x)dx +c,,

elde edilir. Buradan,

2
) A, - _]
lg{{[lnlﬂ] -n'r ]{q(x)dx

bulunur.

Kabul edilsin ki, 4, = p, olsun. [3.17]’deki, x >32299 i¢in,

1 1 ., JE
(x) 2i(1+—+ ’28 ) esitsizliginde, x = p, alinirsa;
Inx Inx In"x

_[ pn +1’8pnj> pn -n

In*p, Inp, ) Inp,

bulunur. Buradan, lim L—n =—00 Ve
n—»00 ln pn

1im[(&)2 —nzﬂzj - o

n—»o0 ln pn

olur. [4.11] ile [4.12] ifadeleri ¢elisir. Boylece ispat biter.

[4.10] Dirichlet sinir kosullar1 yerine, A, H € R olmak iizere,

v'(0)=hy(0) = y'()+ Hy(1)=0

sinir kosullar1 alindiginda,

problemi i¢in

[4.11]

[4.12]

[4.13]

ayni1 ispat yontemi ile Teorem 4.3’e benzer sekilde asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.4: Ozdegerleri asal sayilar olan [4.9]-[4.13] problemi igin

q(X) & L2 [Oa 1]
Ispat:
[4.9]-[4.13] probleminin 6zdegerleri

1]
h+H+5jq(t)dt

=nw+ 0 +0(—
InA, nrw (nz)

n
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seklindedir. [4.12] ifadesi dikkate alindiginda Teorem 4.3’lin ispatindaki

yontem ile

tim| 2 e tim| 2oy
n—>o0 ln Z’n n—>o0 ln pn

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Ozdegerleri asal sayilar olabilecek uygun bir ¢(x) € L,[0,1] potansiyeli bulmak
i¢in, Cizelge 1.2 dikkate alindiginda, 7(p,)=n sayilarmna li ’den daha iyi
nn

bir yaklasim olan /i(n) sayilar1 kullanilabilir.

li(2):=1,145163 meZ, ve[26]dan

¢ dt 1 1! ! 1
—:x( ... m+] +0(—— )]
> Int Inx In“x In"" x In"" x

olmak iizere, /i(x) = j ld—tt+li(2) fonksiyonu ile
n

2

1) k 2
-y +q(x)y=(7rll(l)) y [4.14]
y(0)=y(1)=0 [4.15]
seklindeki Sturm-Liouville problemi ele alinabilir. Bu problemin {Zn} Ozdeger

dizisinin asal sayilar olmasi durumunda, [3.19] esitsizligi ile Ozdegerler
arasinda baglant1 kurulabilir. Izleyen teorem ile, bdyle bir durumun

gerceklestiginde, potansiyel fonksiyonun L,[0,1] wuzaymdan olmadig:
anlasilmaktadir.

Teorem 4.5: Ozdegerleri asal sayilar olan [4.14]-[4.15] problemi igin
q(x) ¢ L,[0,1].

Ispat:

Ozdegerlerin asimptotiginden, ¢, € [, olmak iizere
1

(7111'(&}1))2 =n’n’ +Iq(x)dx+cn,
0

elde edilir. Buradan,

n—x0

1im((nzi(z,n))2 —nzﬂz) - jq(x)dx [4.16]
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bulunur.

Kabul edilsin ki, 4, = p, olsun.
Teorem 3.17 ile, [3.18]’deki, 3k >0 igin,

lnx(ﬂ(x) - lz'(x))
x/;hlln Inx

esitsizligini saglayan sonuz sayida x degeri vardir.

>k

Eger x= p, yani x asal say1ise, 3k >0 icin,

k\/;lnlnlnx]

ﬂ(pn)—li(pn)=7f(X)—li(x)>( :
nx

olur. Eger x # p, olmak lizere, p, <x sartim1 saglayan en biiyiik asal say1 p,
ise,

n(p,)=n(x) ve li(x)>1li(p,) oldugundan,

n(p,)—li(p,)=n(x)-1li(p,) > rn(x)—Lli(x) > (—k\/glln In lnx]
nx

olur. Sonug olarak sonsuz sayida p, asal sayilar1 i¢in,

k\/;lnlnlnx]

ﬂ(Pn)—li(Pn){ 1
nx

esitsizligi saglanir. Boylece,

[4.17]

k&lnlnlnx]
_ | =

limsup(7z(p,)—li(p,))> limsup(
n—>0 X—>0 Inx
bulunur. Benzer sekilde, [3.18]’deki, 3k >0 igin,

lnx(ﬂ(x) - lz'(x))
\/;ln Inln x

< —

esitsizligini saglayan sonuz sayida x degeri vardir.

Eger x= p, yani x asal say1ise, 3k >0 icin,

—kx lnlnlnx]

Inx

7(p,)—li(p,) = 7(x)~li(x) {

olur. Eger, x # p, olmak lizere, p, > x sartii saglayan en kiigtik asal say1 p,
ise,

w(p,)=n(x)+1 ve li(x) <li(p,) oldugundan,
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ﬂ(pn)—li(pn)=7r(x)—lz'(pn)+1<7z(x)—lz'(x)+1<(

—k\/Elnlnlmc]Jr1

Inx

olur. Sonug olarak sonsuz sayida p, asal sayilar1 igin,

—k\/;lnlnlnx}_l

Inx

ﬂ(pn)—li(Pn){

esitsizligi saglanir. Boylece,

[4.18]

liminf (7(p,)-li(p,)) < nminf(MH] = 0

Inx

bulunur. [4.16] ile [4.17] ve [4.18] ifadeleri ¢elisir. Boylece ispat biter.

[4.15] Dirichlet sinir kosullar1 yerine, A, H € R olmak iizere,

y'(0)=hy(0)=y' M)+ Hy(1) =0 [4.19]
siir kosullar1 alindiginda, [4.14]-[4.19] problemi i¢in, ayn1 ispat yontemi ile,
Teorem 4.5’e benzer sekilde asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.6: Ozdegerleri asal sayilar olan [4.14]-[4.19] problemi igin
q(x) ¢ L,[0,1].

Ispat:

[4.14]-[4.19] probleminin 6zdegerleri

1
h+H+;jq(t)dt
mli(A,) =nm + - +0(—)
ni n

seklindedir. [4.17] ve [4.18] ifadeleri dikkate alindiginda Teorem 4.5’in

ispatindaki yontem ile
lim(Zi(4,)—n)# lim(li(p,)—n)

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
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5. DIFUZYON OPERATORUNUN OZDEGERLERI VE ASAL
SAYILAR

5.1 Ozdegerlerin Asimptotigi

—y"+q(x)y+2Ap(x)y =27y [5.1]
y(0)cosa —y'(0)sina =0 [5.2]
y(r)cos f+y'(m)sin =0 [5.3]

A spektral parametresinin ikinci dereceden ifadesi ile olusturulan [5.1] -[5.3]

Sturm-Liouville problemleri ele alinsn. Bu operatdrlere ayni zamanda
difiizyon operatorleri de denir. Burada a €[0,7),8 € (0,7] p(x)eW,[0,x]
ve g(x)eL,[0,7].

W;[0,7] fonksiyon uzayi, xe[0,7] olmak iizere f"(x)(m=0,...,n—1)
tiirevlerinin mutlak siirekli olmas1 ve [ (x) e L,[0,7] olmasm gosterir. Ozel
olarak W,[0,7]= L,[0,7]olur. [5.1] denklemine diflizyon denklemi denir.

Kuantum alan teorisinin en 6nemli denklemlerinden biridir. [5.1] denkleminde

p(x) =0 almirsa klasik Sturm-Liouville denklemine doniisiir.

Lemma 5.1. [5.1] denkleminin y(0,4)=0, »'(0,4)=1 baslangi¢

kosullarini saglayan ¢oziimii,

y(x, /1)— sin(Ax — a(x)) + j A(x, t)cos(/u)de B(x,t)sin(At)dt [5.4]

seklindedir. Burada a(x) = I p(t)dt, A(x,t) ve B(x,t) fonksiyonlar: ise ikinci

mertebeden kismi tlirevli siirekli fonksiyonlar olup,

0% A(x,1) 8B(x t) 0’ A(x t)

o —2p(x)————q(x)A(x,1) = ; [5.5]
X
623(x t) 8A(x 1 0’ B(x,1)
v +2p(x) ————q(x)B(x, f)——t
A(0,0) = p(0), B(x,0)=0, w =0 ve

t=0

59



A(x,x)sina(x)+ B(x,x)cosa(x) = %jﬁ (q(x)+ p*(x))dx

esitlilkeri saglanir.
Ispat:
[5.4] esitliginin sag tarafindaki integral terimlerine kismi integresayon

uygulanirsa,

Ay(x,A) =sin(Ax —a(x)) + %[A(x, x)sin(Ax) — B(x, x) cos(Ax)+ B(x,0)]

. ; [5.6]
1| ¢ 0A(x,t) . OB(x,t)
7{ | —— o sin(Andt + | Tcos(lt)dt}

0 0

elde edilir. Bir kez daha kismi integrasyon ile,

Ay(x,A) =sin(Ax —a(x)) + l[A(x, x)sin(Ax) — B(x, x) cos(Ax) + B(x,0)]

1] oden oB (x O oo eA(xt)
+ 2o |l 08(Ax) + ——= N sin(Ax) = tj [5.7]
—% ! A1) s(it)dt+j:%sin(lt)dt}

alinir. [5.7] denkleminin her iki tarafi A ile carpilirsa, A°y(x, 1) ;
[5.6] denkleminin her iki tarafi =2 p(x) ile ¢arpilirsa, —2Ap(x)y(x,1) ;

[5.4] denkleminin her iki tarafi _%x) ile ¢arpilirsa, g(x)y(x,A) ;

elde edilir. Boylece

[A7 =24p(x) = q(0)]y(x,A) =
[A-2p(x)]sin(Ax —a(x))+ A(x, x)sin(Ax) — B(x, x)cos(Ax) + B(x,0)

_%_y (=0 +PBE 0+ aA(: & =0 S = ( - (=x Sin(lxﬂ
_% j%cos(lt)dt n E%sin(lt}cﬁ}

—%[2 p(x)A(x,x)sin(Ax)+ 2 p(x)B(x,x)cos(Ax)]

2 p(x) x@A(x,t) h
+== U ~ 7 sin(Andr ! cos(it)dt}

—@{sin(lx —a(x)) + j A(x,t)cos(At)dt + [ B(x,1) sin(lt)dt}
l 0 0

[5.8]
bulunur. Diger taraftan, [5.4] ile verilen gosterilimin x'e gore tiirevi alinirsa,
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Ay'(x,A)=[A— p(x)]cos(Ax —a(x))+ A(x,x)cos(Ax)— B(x,x)sin(Ax)

+f CAD) os(arydr + [ 9B Gin(anydr
, Ox y Ox

ve ikinci mertebeden tiirevi,

Ay"(x,A) = A sin(Ax — a(x)) + 24 p(x)sin(A — ot (x)) — LA(x, x) sin(Ax)
+B(x,x)cos(Ax) — p*(x)sin(Ax — ot (x)) — p'(x) cos(Ax — or(x))

+di A(x,x)cos(Ax)+ diB(x x)sin(Ax) + ——— OA(x,1)

0s(Ax) [5.9]

t=x

L OB(x,1) Bk A(x £
ot

(A>+j

t=x

cos(An)dt + [ aL);’t)sin(lt)dt
y Ox
olur.

[5.8] ve [5.9] esitliklerinden
05 A)+[A2 ~24p(x) — gD A) = @ +B(x,0)

—2p(x )aB(’“ 1) _ 4(6) A(x, )] cos(At)dt [5.10]

j[a A(x H & A(x £)

j[a B(x 0 & B(x ) aA(x £)

—2p(x) 20 a(x)B(x, )] sin(Af)dt = 0

bulunur. Burada,
C(x, )=

[—(p2 (x)+g(x))cosa(x)— p'(x)sina(x)+ ZdiB(x, x)—2p(x)A(x, x)} sin(Ax)
x

+ [(p2 (x)+g(x))sina(x)— p'(x)cosa(x)+ Zdi A(x,x)—2p(x)B(x, x)} cos(Ax)
x
B OA(x,t)
ot

t=0

[5.10] esitligine Riemann-Lebesque Lemma’s1 uygulanirsa,

B(x,0)=0, C(x,4) =0 bulunur.

Boylece [5.10] ifadesinde, {cos(Af)} ve {sin(Ar)}fonksiyonlarinin tam

olduklar: dikkate alinirsa,
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azg(f,r) 2 () PBED (x D _ o dx. t)_ézA(x )
X
82B()2c,t) 5 ()aA(x D _ o )Blt) = a%;f 1)

esitlikleri elde edilir.

Ayrica C(x,A) = 0esitliginden

OA(x, 1)
o o

=0 ve

(p° (x)+g(x))cos a(x)— p'(x)sin a(x) + ZdiB(x, X)+2p(x)A(x,x)=0
x
[5.11]
(pz(x) +¢g(x))sina(x)— p'(x)cosa(x)+ ZdiA(x, x)+2p(x)B(x,x)]=0
x

bulunur. [5.11]’deki denklemler ile
2 d .
(p°(x)+q(x)) = Zd—[A(x, x)sina(x)+ B(x,x)cos a(x)]
X
olur. Bu denklemden, a(0)=0= B(0,0) esitlikleri dikkate alinarak,
%J. (p°(x)+q(x))dx = A(x, x)sin a(x)+ B(x,x)cos a(x)
0

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Onceki Lemma’ya benzer sekilde asagidaki Lemma’nin da gegerli oldugu

gosterilebilir.

Lemma 5.2. [5.1] denkleminin  y(0,4) =0, y'(0,A)=h baslangic

kosullarini saglayan ¢oziimii,

y(x,A)=cos(Ax—a(x))+ ji A(x,t)cos(At)dt +I B(x,t)sin(At)dt integral

gosterimi ile ifade edilebilir. Burada o(x)= I p(t)ydt, A(x,t) ve B(x,t)
0
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fonksiyonlar1 ise ikinci mertebeden kismi tiirevli siirekli fonksiyonlar olup,

621;()2”) ) ()8 (xt) () A(x t)_ﬁz (xt)

623(x t) +2p(x )8A(x 1) (0B (x t)_ﬁzB(x t)
or?

A(0,0)=h, B(x,0)=0, aA(a’;’t) ~0 ve

A(x,x)sina(x)+ B(x,x)cosa(x) = %ji (q(x)+ p*(x))dx

esitlikleri saglanir.

Lemma 5.3. [5.1]-[5.2] probleminin 6zdegerleri sayilabilir, ayrik ve basittir.

Sonlu tanesi hari¢ 6zdegerleri reeldir. Ozdegerlerin reel kisimlar1

..<Re(4,)<Re(1,)<Re(4)<Re(L)=<..., a=0p=0
..<Re(4,)<Re(4,)<Re(4))<Re(4)=<..., a,pe(0,7)

azalmayan dizi seklinde siralanabilir.

Teorem 5.4: [66] [5.1]-[5.2] probleminin 6zdegerleri, |n| — oo,
ln=n+co+ﬁ+0(%], nelZ,o=p=0 [5.12]

n

c]
%:n+§+%+

c]
%:n+§+%+

G

+ 1
—7T+0(_2]’
n n

+7
L of)
n

cot B

neZ,a=0,+0

cota

neZ,a+0,=0
n

cota +cot

A, =n+%+co+

neZ,a#0,#0

of)
n n

asimptotik ifadelerini saglar. Burada

¢ = i]:(q(x) +p’ (x))dx =

l[A(ﬂ,ﬂ,’)SiHOC(ﬂ)"‘B(ﬂaﬂ)cosa(ﬂ)]
T
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seklindedir ve 6zdegerlerin sanal kisimlari |n| — oo i¢in sinirhdir.

Ispat:

a = =0 ( Dirichlet smir sart1 ) olsun. Diger sinir sartlar1 i¢in de benzer

sekilde ispat yapilabilir. i1k dnce, ¢, =0 ise,

a)(l) karakteristik fonksiyonunun ifadesinden, x = 7' deki degeri, [5.4] ifadesi

kullanilarak

sin(zA) 1% 17 .
o) =———=+— | A(r,t)cos(tA)dt + — | B(m,t)sin(tA)dt
(2= A()() A!()()

seklinde bulunur.

a)(l) foksiyonunun sifirlari ile problemin 6zdegerleri cakisir.
[3.6] ifadesinden yararlanarak,

smOm)+AonﬂﬁMmD—BOLﬂymﬂMU+0(d”]

1) = K
o)== e P

asimptotik ifadesi elde edilir. Burada 7 = |Im l|.

sin(7A)
A

2 (A) =

fonksiyonunun sifirlart 4, =» olur. Buradan da
A =291 o(l)
yazilabilir. Asimptotik ifadeden

c

@(2) =0y ()] <
A

olur ve bdylece w,(A1) > |a)(l) -, (A)|

yazilabileceginden, Rouche Teoremi kullanilarak 6zdegerlerin basitligi elde

edilir.
Rdﬂ)=n+%,neZ,hnﬂzlmm,
e™ |sin 7M|_l <4,

x — 0 i¢cin x ~log(1+x) oldugundan,
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(1) 1+ A(r,m)— B(m, ) cot(nA) +O(%)

@, (1) A

1fadesi

log oh) _ Alz,7)= Bir,m)cotlzA) +0(L2]
,(2) z A

seklinde yazilabilir. Kdseleri (ni%)ii olan dikdortgen y, olmak tizere,

Rouche Teoremi ile y, 'lerin iginde w(A)'nin tek bir sifir1 olacagindan ve

ggwdi— gﬁo( jdﬂ, 0(1]

n
ile

Au = 2_7111 ?S ;)O((ﬁ))dﬂ“ 4 B(JZZT”) p O(nl_zj
buradan da

A, =n+m+0(%j
2nrw n

bulunur. a(x)= I p(t)dt olmak lizere, ¢, =0 oldugundan a(r)= 0 olur.
0

Boylece,

A(x, x)sin a(x) + B(x, x) cos a(x) = %! (p*(x) + q(x))dx
Esitliginden,

Bz, ) - %I(zﬂx) - g(0)dx.

¢, # 0ise;

—"(x) +[g(x) +2Ap(x)]¥(x) = A’ y(x)
denklemine denk olan

=y"(0) +[q(x) +2p(x)c, = ¢, +2(A = ¢, )(p(x) =) Iy(x) = (A= ¢;)" ¥(x)

denklemi kullanilirsa,
in = ﬂ'n - cO

q(x) = g(x)+2p(x)c, - ¢,”
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p(x) = p(x)—c,

ve
[pdr=0

0

olur. Boylece

¢ =i§(?(x)+q(x))dx

i¢in

A, =n+c, +ﬁ+0(%j
n n

elde edilir.

Teorem 5.5: [67]
=»"(x) +[g(x) + 24 p(x)]¥(x) = 2* y(x)

»'(0)=hy(0)=0
y'(m)+ Hy(m) =0

problemini ele alalim. g(x) ve p(x) reel degerli fonksiyonlar, g(x) e L,[0, 7]

ve p(x)eW,[0,7] ve h,H,< Rolsun. Eger

Ry +H [y + [(»'Co] +q(@)|y(x0)] x>0

ise problemin biitiin 6zdegerleri reeldir, basittir ve sifirdan farklhidir.
Ozdegerler,

<AL <A <A <A <A, <4,...

seklinde siralanabilir. n=-0 ve n=+0 notasyonu ile belirtilen 6zdegerler de
0'dan farkhdir. Pozitif ve negatif 6zdegerlerin asimptotik ifadesi |n| — 0 1i¢in,

¢ k
A, =n+c,+—L+-—=.
non

Burada cozij.p(x)dx, clzl[h+H+%J'(q(x)+p2(x))dx] ve k el
0

0 T

seklindedir.
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Bu teoremlere benzer sekilde, p(x) e W,'[0,1] ve q(x) e W, [0,1]= L[0,1]olmak

iizere, Dirichlet sinir sartli probleminin 6zdegerler asimptotigi i¢in izleyen
teorem verilebilir.

Teorem 5.6 [68]:

p(x)eW'[0,1] ve g(x)e L[0,1]olmak iizere,

—"(x)+[g(x) + 2Ap(x)]y(x) = 2> y(x)
y(0)=y1)=0

problemi i¢in, 6zdegerlerin asimptotik ifadesi, n| —> 0,
W, 1

A, =nr+w,+—+o| — |. [5.13]
nmw n

Burada w, = !p(x)dx ve w, :%J.(q(x)+p2(x))dx.

0

5.2 Ozdegerler Ile Asal Sayilar Arasindaki liski

—y"+q(x)y+272N(A) p(x)y = (xN(A))y [5.14]

y(0)=y(1)=0 [5.15]

N(A) =2, N(A) = i, veya N(1)=1li(A) = . [5.16]
InA Int

0

seklinde Diflizyon operatdrleri ele almsin. Burada p(x)eW/'[0,1] ve
q(x) e W [0,1]= L[0,1]. li(x) logaritmik integral fonksiyonu [I,p.228]’de
gosterildigi gibi tanimlanmistir. A spektral parametredir. Bu problem p(x) =0

icin Dirichlet sinir sart1 igeren klasik Sturm-Liouville problemine doniisiir.
4. bolimde ispatlanan teoremlere benzer sekilde asagidaki teoremler de
verilebilir. N(A)=A1i¢in, [5.14]-[5.15] probleminin 6zdegerlerinin asimptotik

ifadeleri ile asal say1 teoremi, ispatlarin temelini olusturmaktadir.

Teorem 5.7: N(A)=A ve p(x)eW,[0,1] oldugunda, pozitif 6zdegerleri asal
sayilar olan [5.14]-[5.15] problemi i¢in g(x) ¢ L[0,1].

Ispat:
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N(A)= 1 ve p(x)eW/'[0,1] olsun.
Pozitif 6zdegerleri asal sayilar olan [5.14]-[5.15] problemi i¢in, g(x)e L[0,1]

fonksiyonunun var oldugu kabul edilsin. Teorem 4.1’in ispatindaki [4.6] ve
Teorem 5.6’daki [5.13] ifadeleri kullanilarak, » — coiken,

p, ~nlnn, [5.17]

w,

W, 1
p,=n+—+—=+0(—)
T nm n

n [5.18]

ifadeleri bulunur.

Burada w, = !p(x)dx ve w, :%J.(q(x)+p2(x))dx.

0
[5.17] ve [5.18] asimptotik ifadelerinin celistigi goriilebilir.
Gergekten de, [5.14] ve [5.15] ile

. nlnn
lim =00
n—>o W, W 1
n+—"+—-+o(-)
nr n
ifadesinden lim% # 1 bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
n—0

Teorem 5.8: N(A) :% ve p(x)eW,'[0,1] oldugunda, pozitif 6zdegerleri
n
asal sayilar olan [5.14]-[5.15] problemi i¢in g(x) ¢ L[0,1].
Ispat: N(1)= % ve p(x)eW,T0,1]olsun.
n

Pozitif 6zdegerleri asal sayilar olan [5.14]-[5.15] problemi i¢in, g(x) € L[0,1]

var oldugu kabul edilsin.

[5.13] ile,
1
gL~ nw+w, +ﬁ+o(—)
Inp, nrw n

1 1
bulunur. Burada w, = I p(x)dx ve w, = % I (q(x)+ pz(x))dx.

0 0

Boylece

n—0

lim(7 22— n7) = [ p(x)dx [5.19]
In 0

n

bulunur. Teorem 4.3’lin ispatindaki,

68



x>32299 i¢in;

X X 1.8
w(x) = + +
) Inx In*x In'x

esitsizligi kullanilarak,

Du
Inp

-n=m(p,) —>—© [5.20]

n

bulunur. [5.19] ile [5.20] celistiginden ispat biter.

Teorem 5.9: N(1)=1li(1) ve p(x)eW/'[0,1] oldugunda, pozitif 6zdeZerleri
asal sayilar olan [5.14]-[5.15] problemi i¢in ¢g(x) ¢ L[0,1].

Ispat: Teorem 4.5’in ispatinda gosterildigi gibi

lim sup(z(p,) ~li(p,)) =+

[5.21]

ve
liminf(z(p,) ~li(p,)) == [5.22]
bulunur.

N(A)=1i(A) ve p(x)eW,[0,1]oldugunda, pozitif 6zdegerleri asal sayilar olan
[5.14]-[5.15] problemi i¢in, g(x) e L[0,1] var oldugu kabul edilsin.

[5.13] ile,

1
rli(p,)=nrw+w, +ﬁ+0(—)
nmw n

1 1
bulunur. Burada w, = I p(x)dx ve w, = % I (q(x)+ pz(x))dx. Boylece

0 0
1
lim(zli(p,)—nn) = Ip(x)dx [5.23]
n—»o0 0
elde edilir. [5.23] ifadesi [5.21] ve [5.22] ile ¢elisir. Boylece ispat tamamlanir.

H,h eR olmak tlizere, [5.15] Dirichlet sinir kosullar1 yerine

y'(0)=hy(0) = y'(1)+ Hy(1) =0
genel smir sartlar1 alinirsa ayni yontem kullanilarak bu teoremlere benzer

sonuclar elde edilebilir.
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Sonug¢ 5.10: [29] caligmasinda, Teorem 5.7’nin 6zel bir durumu ( p(x)=0
oldugunda ¢(x) e L[0,1]i¢in) gosterilmistir. Teorem 5.8 ve Teorem 5.9° un 6zel
durumlar1 ( p(x) =0 oldugunda g(x) € L,[0,1] i¢in) 4. boliimde ispatlanmustir.

Sonug olarak bir onceki boliimde elde edilen sonuglar, bu bolimde hem
L,[0,1] uzaymmdan L[0,1] uzaymna genellestirilmis hem de daha genel bir

operator kullanilmistir. Ayrica [29]’daki sonug da genellestirilmistir.
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6. COULOMB POTANSIYELINE SAHIiP PROBLEMIN
OZDEGERLERI VE ASAL SAYILAR

6.1 Ozdegerlerin Asimptotigi
I(y)==y"+q(x)y

diferansiyel ifadesi, (a,b) araligi sonlu ve ¢(x)eL[a,b] oldugunda

regiilerdir. (a,b) arahigi sonsuz ya dag(x)fonksiyonu araligm ug¢ noktalar:

olan a veya b'de veya araligin bir i¢ noktasinda integrallenemeyen
singiileriteye sahip ise /(y)ifadesi singiilerdir.

[69]’da, u(x)e L,[a,b]olacak sekilde, genellestirilmis tiirev kullanilarak
q(x)=u'(x) potansiyeline sahip singiiler Sturm-Liouville operatorii

tanimlanmistir. Ayn1 ¢alismada, bu sekilde iiretilen diferansiyel operatorlerin

self- adjoint genislemeleri calisilmistir. o # 2,4,6,... oldugunda, [70]’deki

yontem kullanilarak, genellestirilmis fonksiyonlar |x|7a sgnx fonksiyonlarma

3
karsilik getirilmistir. a<§ oldugunda, bu yolla elde edilen fonksiyonlar,

u(x) e L,[a,b] fonksiyonlarmin  genellestirilmis  tiirevleri  seklinde

gosterilebilir.  Boylece, q(x)=|x|7a sgnxolacak sekilde Sturm-Liouville

o 3.
operatorii tanimlanabilir. ¢g(x)=A4x", AeR ve a<§ icin, [71]

calismasinda Sturm-Liouville denklemi i¢in sinir deger probleminde bir
regiilarizasyon verilmistir. g(x)=A4Ax“ ve a €[l,2) igin, /(y) diferansiyel

ifadesi tarafindan iiretilen operatorlerin biitiin self-adjoint genislemeleri [72]
o ) ) . 3
calismasinda verilmistir. [69] ve [72]’deki regiilarizasyon yontemleri o <§
icin ¢cakigmaktadir.
A
I(y)==y"+—q(x)y, O<x<nm
X

diferansiyel ifadesi alinsin.
D,=C;(0,r) kimesinde tamml, L,:L,y=1[(y)operatori L,[0,7]'de

simetriktir.
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Burada,

Cy(0,7) = { y(x)| y(x) her mertebeden siirekli tiireve sahip ve
y(0)=y'0)=y"0)=...= 0,}

y(r)y=y(m)=y"(r)=...=0

ve C*[0,7]=L,[0,7].

L, operatoriiniin kapanigt olan L, operatori, /(y)diferansiyel ifadesinin

*

rettigl minimal operatordiir. L, operatoriiniin adjointi olan L, operatori ise

/(y) i¢in maksimal operatordiir.

l-o

X
u(x):A1

ve (I',y)(x) = y'-u(x)y olsun.

[72]°de, y e D(L*O) icin,
lim (Ty)() = ([9)(0)

oldugu gosterilmistir. Boylece, L, minimal operatoriiniin D(L,) tanim kiimesi

sadece y e D(L,) fonksiyonlarindan olusur. Bu durumda y(x) fonksiyonlari

W0)=y(7) =Ty)0)=y'(7r)=0
kosullarini1 saglar.

a=1 u(x)=Alnx ve I'y)(x)=y'-Aylnx i¢in;

[(y)==p"+@'(x)+q(x)y =21y [6.1]
diferansiyel denklemi ve
U(y)=Ty)0)=hy(0)=0, V(y)=Ty)7)+Hy(r)=0 [6.2]

sinir kosullarinin iirettigi L problemi ele alinsin. Burada A spektral parametre,
h,H eR ve g(x)e L,[0,7].

(T'y)(x) = y'—u(x)y alinirsa,

[(y)=-y"+u'(X)y+q(x)y =—(y'-u(x)y) - u(x)y'+q(x)y

= ~((Ty)(x)) = u(x)(Ty)(x) —u’ (x)y +q(x)y

elde edilir.

Burada lirrol(l"y)(x) degeri vardir.

()= y(x) ve y,(x) =([y)(x) = y'(x) —u(x)y(x) olmak lizere;
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{ y—u(x)y, =,
y; +u(x)y2 +u2(x)y1 _Q(x)yl = _Z“Zyl

sistemi ile /(y):=—y"+(u'(x)+q(x)y = A’y ifadesinin mertebesi diisiiriilebilir.

Bu sistemin matris gosterimi

Y '_ u 1Y 63
V2 - _12_”24‘6] —UN\V, (6]

seklindedir. V& e[0,7] ve @ =(a,a,) €C? olmak iizere, [37]’den,

n(@)=a, ve y,(5)=a,

baslangi¢ kosullarin1 saglayan bir tek ¢dziimii vardir. Ozel olarak bu kosullar
»,0)=1ve y,(0)=h

seklinde alinabilir.

[6.3] sisteminin, y,(§)=¢,, T'y)(&)=ca, baslangic kosullarmi saglayan
cOzlimlerin birinci bileseni, [6.1] denkleminin aymi baslangic kosullarmi

saglayan ¢0ziimiidiir.

Lemma 6.1: f,g e D(L*O) olmak iizere,
(L, 1.e )= J1atn=( 1.Lyg |18

formiilii saglanir. Burada [ f, g]; =—(T'f )(x)g‘z + —(Fg)(x) f ‘: .

Ispat:
(4078 )=~ uryaav=[uts == - o) s

Oy Oy

(f —uf Ng —ug)dx— [ (u’ = g) f gdx— (I \(x)g|,

fl(g)dx+[f, gl {f,iog]ﬂf,g]z :

Lemma 6.2: [6.1]-[6.2] probleminin farkli O6zdegerlerine karsilik gelen

ozfonksiyonlar L,[a,b]uzayinda ortogonaldir ve 6zdegerler reeldir.
Ispat: A # A, 6zdegerlerine karsilik gelen dzfonksiyonlar sirasiyla, y, (x) ve

¥, (x) olsun. [6.2] smir kosullar1 kullanilarak, Lemma 6.1 ile,
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T

[1(,)3x = [ y,1(y;)dx ve buradan da
0

0

/lnjynykdx = /l_kj ¥, ,dx
0 0

elde edilir. 2, # 2, oldugundan | y,y,dx=0 bulunur.
0

A, =u+iv 6zdegeri i¢in, h,H,q(x) reel oldugundan, l_n =u—1ivde bir 6zdeger

olur. 2, # 2, ise [ ,,dx=0elde edilir. Bu ise celiskidir. 2, =2, bulunur.
0

Lemma 6.3: [6.3] sisteminin ¢,(0,4)=1 ve ¢,(0,4) =/ kosullarin1 saglayan

¢Oziimii; Im A =7 olmak tizere,

l| — 00 i¢in,
el
e

2

@,(x,A) = cos 1x + O(=) = O(e™),
1

@,(x,A%) = —Asin Ax+0(e™) = O(|A] ™)

asimptotik ifadelerini saglar.

Ispat: [6.3] sisteminin ¢ (0,1)=1 ve ¢,(0,A)=h kosullarmi saglayan

Y5 27) = (9,06, 4%),0,(x,2%))  gbziimil igin,

@,(x,A%) = cos lx+%sin AX

sin A(x—1)

+I[u(r>¢, (6, A7) cos A(x—1)+((a() —* (1) 9, (6, 1) ~u(D)p, (1, 2))

@,(x,A*) =—Asin Ax + hcos Ax

+I[—zu(¢)¢] (t,A%)sin A(x—1) +((q(t) —u’ (1)) @, (1, 47) —u(t)coz(t,lz))cos Ax —t)]dt

denklemleri gegerlidir.

¢ (A7) =|p (x. A0)]e™ ve @ (x, A7) =|p,(x,A)|e™™ olsun. [sinAx|< T,

|cos lx| <™ ve u(x),u’(x),q(x) e L[0,7] oldugundan,
* h| 1 i 2
o (x,A*) < K(l +|—] exp (— q(®)|+|u(?) dt],
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Mgl{ﬂmjeﬂ{ix g ()| +[u(e)f t]
7] 7 Iilj(| ol

0

esitsizlikleri saglanir. Burada K :exp[ J. |u(t)| dt]. Bu esitsizliklerden
0

@, (x,A%)

z

* 2
o (x,21)=0(l) ve %’ﬁ‘) — 0(1) oldugundan,

o, (x,A?) ve fonksiyonlarmin smirli oldugu goriiliir. Boylece

0, (x,2%) = 0(™) ve ¢,(x,A*)=O(|A|¢™) bulunur.

Teorem 6.4:[73] [6.1]-[6.2] probleminin {4, | = 6zdeger dizisi igin,

asimptotik ifadesi gegerlidir. Burada {k,} €/, ve

17 A’r ), sin2 Inz sin’¢
w=H+h+—[q)dt——=(In’ 7 ~2In 7 +2)+ 4 [t |.
29 2 4 2 4

Ispat: Lemma 6.3°de elde edilen InA =7 olmak iizere, l| — o0 i¢in,

0, (x,2%) = 0(™) ve @,(x,A)=O(|A|e™) asimptotik ifadeleri,

@,(x,A%) = cos lx+%sin AX

sin A(x—1) }dl

+f[u(t>qo.(r,#)cos1(x—r>+((q(t>—u2(r>)<pl(r,ﬂf)—u(t)(pza,#)) -

\(

@,(x,A*) =—Asin Ax + hcos Ax

+I[—zu(¢)¢] (t,A%)sin A(x—1) +((q(t) —u’ (1)) @, (1, 47) —u(t)coz(t,lz))cos Ax —t)]dt

denklemlerinin sag taraflarinda yerlerine yazildiginda,
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@,(x,2%) = cos Ax + J.u(t)cos A(x —t)dt — hj”(ﬂ%dt

_£ Lﬁ(r)%};_mdm(lw | q(t)dt—% ! W (£)dr) s‘“‘x [6.4]
x &7

+J-q s1nl(x 2t)dt O(| |)

(T )(x,A*)=-Asin Ax— Aj.u(t) sinA(x—1t)— hj.u(t) cos A(x—2¢)dt
—%j:uz(t)cosl(x—Zt)dt{h+%j:q(t)dt—%j:uz(t)dt]coslx [6.5]

éf g(t)cos A(x = 20)dt +O(e"™)

bulunur.

[6.4] ve [6.5] ifadeleri,
A(A*)=(T@)(w,A*)+ Hp(r,A*) karakteristik denklemde yerlerine yazilirsa;

A(A?) ==Asin Ax = A [u(t)sin A(x— ) + weos A7 +k(A) [6.6]
0
olur. Burada w= H+h+%f(q(t)—u2(t))dt ve
0

k(2)=(h—-H) ]iu(t) cos A(m —2¢t)dt —%juz(t)cos A(x—2t)dt

0

Vi Hﬂ
+%Jq(l)cosl(ﬁ—2t)dt+0( i ]

G; :={l:|l—n|25,5>O,n=$1,i2,...} olsun. [74]’de, yeterince biiyik A

*

degerleri icin, A=A ve A € G; olmak iizere,

el

‘A(ﬂ,z)‘ >C,[A|e

2
1
esitsizligi elde edilmistir. T, :{/12 :W\{ng } icin, Rouche teoremi

kullanilirsa, A(A%)fonksiyonunun ¥,(0) = {ﬂ, : |ﬂ, - n| <o } cemberi iginde tek
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bir sifiri oldugundan, T, bolgesinde (n+1) tane sifirn vardir. Bdylece
g, =o(l) olmak tzere,
A =nte, [6.7]

bulunur. [6.7] ifadesi [6.6]’de yerine yazilirsa,

A(lf):—(n+gn)sin(n+gn)—(n+gn)jiu(t)sin[(n+en)(ﬂ—Zt)]dt
+weos(n+¢,)+k,

[6.8]
elde edilir.

u(x)=Alnx  igin, I u(t)sin [(n +e,)(m - Zt)]dt integrali  yakinsaktr.

0

Gergekten de, Ve >0 igin,

jiu(t) sin[(n + 6‘")(71' —2t)]dt = iAlntsin[(n + En)(ﬂ' —2t)]dt

0

+]‘Alntsin [(n +8n)(ﬂ _2t)]dt

esitliginin sag tarafindaki ikinci integral, f(¥)=Aln#sin [(n +&,) (7[ — 21)]

fonksiyonu [¢,7] araliginda siirekli oldugundan Riemann integrallenebilirdir,

esitligin sag tarafindaki birinci integral, I Intdt integrali yakinsak oldugundan,
0

|A|i|ln t|Jsin[ (n+&,) (7 —2¢) Jde < —|A|iln tdt
0 0

esitsizligi ile mutlak yakinsak olur. Bu integraller ayn1 zamanda diizgiin

yakinsaktir.

Boylece ¢, = 4 I In¢sin 2ntdt + O (lj yazilabilir.
Ty n

[6.8] tekrar kullanilirsa,

A, . w ok, .
g, :—Ilnts1n2ntdt+—+—" ile
Ty Tn  n

Alnn w &k,
+—t—2

2t n  7wn n

77



bulunur. Burada {k,} €/,. Gergekten de,

k()= (H—h)]:u(t)cos[(n+8n)(7r —2t)]dt—%Iu2(r)cos[(n+gn)(7z—2t)]dt

+%Iq(t) COS[(n+8n)(7Z' —2t)}dt+0( e’ ]

n+e,
denklemindeki u(?), u*(¢), q(t) € L,[0,7] ve (COS ﬁk)lio dizisi L,[0,1]'de tam
oldugundan, k, = k(4,) ifadesindeki her terim /, uzaymm bir elemanidir.

Bdylece ispat biter.
Teorem 6.4’e benzer sekilde, diger sinir kosullar1 ile iiretilen operatorler i¢in

0zdegerlerin asimptotik ifadeleri asagidaki teoremle verilebilir.

—y"+ (§+ q(X)]y =A%y [6.9]
y(0)=y(7)=0 [6.10]
Uy)=y(m)=0 [6.11]
y(0)=V(y)=0 [6.12]

olsun. Burada A spektral parametre, 4 € R, g(x) e L,[0,x].
Teorem 6.5 [73]: [6.9] diferansiyel denklemi ve sirasiyla [6.10], [6.11] ve

[6.12] smir kosullart ile olusturulan problemlerin 6zdegerlerinin asimptotik

ifadeleri sirasiyla,

Ay =h———t— ", 6.13
> [6.13]

1 +1/2
2 27 n+l1/2 Tn n

1+iln(n+1/2)+&+c

_n

! 2 27 n+l/2  7n n
Burada {a,},{b,}.{c,} €1, ve
1

V4 2 . )
w]:lfq(t)dt—ﬂ(lnz7r—21n7r+2)+A s1n2_1n7r_J-s1n tdt ,
29 2 4 2 9t
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T 2 . | )
w2=h+qu(r)dt—ﬂ(1n2ﬁ—zlm+2)+ﬁ 1m-1n4+sm2—2jsm Lar |,
24 2 2 2 N

T 2 . | )
W3:H+1J.Q(f)d —M(lnzﬁ—Zlnﬁ+2)+£ 1n7r—1n4+smz—2j‘SIn Lar |,
21 2 2 2

6.2 Ozdegerler ile Asal Sayilar Arasindaki liski

1
[75-86] calismalarinda, 7(x), ve — fonksiyonlarinin x — oo iken
(x) li(x)

davranislar1 incelenmistir. Bu fonksiyonlar icin asimptotik ifadeler
[x] [ 1 .

gelistirilmistir. — Ve z - icin formiiller bulunmustur. Ornegin
n=2 77,'(”) n=2 ll(n)

[75]de gosterilen

L1 q 1

>, =—In’ x+O(Inx)

—r(n) 2

ifadesi, [76]’da

L 1

> =—Inx-Inx—Inlnx+0O(1)

—r(n) 2

ile gelistirilmistir.
Bu ¢aligmalarda kullanilan temel asimptotik ifade [27,s.84],[77], x — o iken,
X
n(x)~———
x) Inx—a(x)

seklindedir. Burada lima(x)=1. [76] ¢alismasinda a(x) fonksiyonu farkli bir

ifade ile ele alinmistir. Bu ¢alismada bulunan asimptotik ifade, x — o iken,

X
k, k, _ k,(1+a,(x))

Inx-1-—-—-—3——_..
Inx In“x In" x

(x) =

[6.14]

Burada lime, (x)=0 ve k,,k,,...,k, sayilar, n=1,2,3,... i¢in,
X—»00

k, +1k,  +2k,_,+...+(n=1)lk, = (n)n!
denklemini saglar. Ornegin ilk bes say1;

k, =1k, =3,k =1k, =71,k; =461

seklindedir. [6.14] ifadesinin bir sonucu olarak, [76],

n=2 ve lima(n)=3 igin,
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1 | 1 1
_n 11 el [6.15]
n(n) n n nlnn nln"n

ifadesi yazilabilir.

1
Benzer yontemler ile, ) icin asimptotik ifadeler gelistirilmistir. [26, 27]’de

li(x

verilen

S (k—1)x (r+1)lx
li(x) = +0
i) Z‘ In* x (ln”zx
ifadesi kullanilarak, [78]’de

1 :l(lnx—l— bk —...—k"(“ﬂ"(x))] [6.16]

li(x) x Inx In"x In" x

1
bulunmustur. Burada ,Bn(x)zO(1 j ve [6.14]°deki gibi ve k,,k,,....k,

Inx
sayilar,, n=1,2,3,... i¢in, k, +1lk, , +2k, , +...+(n—1)lk, =(n)n!
denklemini saglar.

[6.16] ifadesinin bir sonucu olarak, [78],

n=2 ve lim fB(n) =3 i¢in,

1 | 1 1
1 _In 11 ﬁ(’? [6.17]
liln)y n n nlnn nin"n

ifadesi yazilabilir.
[6.15] ile, Coulomb potansiyeline sahip Sturm-Liouville problemlerinin
Ozdegerleri arasinda bir iligki kurulabilir. Dirichlet siir sarthh problem igin

asagidaki teorem verilebilir.
" A 2
Y e @) |y =2y [6.18]

y(0)=y(7)=0 [6.19]
problemini ele almsin. Burada A bir spektral parametre ve ¢,(x) € L,[0,1].
Teorem 6.6: [6.18]-[6.19] probleminin 6zdegerleri i¢in,
A, =n— 41 + O(lj

21 w(n) n

asimptotik ifadesi gecerlidir.

Ispat: Teorem 6.5°de verilen [6.13] ile,
[6.18]-[6.19] probleminin 6zdegerlerinin asimptotik ifadesi
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seklindedir. Burada w, bir reel say1 ve a, €/,.
Diger taraftan, [6.15] ile,

n=2 ve lima(n)=3i¢in,

1 _Inn 1 1 a0

ﬂ(n)_ n n nlnn nln’n
ifadesi gecerlidir.
A 1 _ An Al[l 1 an)

2

oldugundan,
Inn In“n

27 m(n) 27 n 27n

4 1 1| w, A ( 1 oc(n)]
A, = n—— =—|—+a,——|1+—+—;
2r n(n)) n| =« 2r Inn In“n
bulunur. 3M, >0 i¢in |a(n)|<M,. IM >0 i¢in |a(n)|<M ve A,w eR.

{m +a,— Y (1 + A + a(n) ﬂ = (0(1) oldugundan,

T 2 Inn In°n
A 1 1
,~(n==——)=0()
2 (n) n
elde edilir. Gergektende,
lim . =1 ve lim| A, —(n—i Lylc
n—»0 _i 1 n—00 2 ﬂ(n)
2n 1 (n)

olur ve boylece ispat biter.

Teorem 6.6’a benzer sekilde, diger smir kosullarma sahip problemlerin
asimptotik ifadeleri asagidaki teorem ile verilebilir:

Teorem 6.7: [6.9] diferansiyel denklemi ve swrasiyla [6.11] ve [6.12] smir
kosullar1 ile olusturulan problemlerin 6zdegerlerinin asimptotik ifadeleri

strasiyla;

kA1)
2 2m n(n) n

An:n+l+i ! +O(lj
2 2rn r(n)

seklindedir.
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Ayni yontem kullanilarak [6.17] ile, Coulomb potansiyeline sahip Sturm-
Liouville problemlerinin 6zdegerleri arasinda bir iliski kurulabilir. Dirichlet

sinir sartli problem icin asagidaki teorem verilebilir:
" A 2
A RW) Y=y [6.20]

¥(0)=y(r)=0 [6.21]
problemi ele alinsin. Burada u bir spektral parametre ve g,(x) € L,[0,1].

Teorem 6.8: [6.20]-[6.21] probleminin 6zdegerleri i¢in,

u, zn—i ! +O(1]
27 li(n) n

asimptotik ifadesi gecerlidir.

Ispat: Teorem 6.5°de verilen [6.13] ile,
[6.20]-[6.21] probleminin 6zdegerlerinin asimptotik ifadesi

AInn w a,
p,=n———+—L 41
2T n  @wWn n

seklindedir. Burada w, bir reel say1 ve a, €/,.
Diger taraftan, [6.17] ile,

n=2 ve lim f(n) =3 i¢in,

1 Inp 1 1 L(n)

li(n): n n nlnn nln’n

ifadesi gecerlidir.

A 1 Al A1l 1

AL _Ahn A1, 1 PO gugundan,
2 liln) 27 n 27 n Inn In"n

H —("—i 1 )—l{mﬂl 4 (1+L+ﬁ(")ﬂ

27 litn)’ n|l " 27\ Inn In’n

bulunur. 3M, >0 i¢in |ﬂ(n)| <M, 3IM >0 igin |a(n)| <M ve Aw eR.

R _ A4 1+L+ﬁ(n) = (1) oldugundan,
n 2
T 2r

Inn In“n

A 1 1
H, —("—E%) = 0(;)

elde edilir. Gergekten de,
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lim—H 1 e lim{un—(n—i ! )}:0

n—o A 1 n—om

"o li(n)

olur. Boylece ispat biter

Teorem 6.8’¢ benzer sekilde, diger smir kosullarma sahip problemlerin
asimptotik ifadeleri asagidaki teorem ile verilebilir.

Teorem 6.9: [6.9] diferansiyel denklemi ve swrasiyla [6.11] ve [6.12] smir

kosullar1 ile olusturulan problemlerin 6zdegerlerinin asimptotik ifadeleri

strasiyla;

kAL o(1]
2 2nli(n) n

A, N +0(l)
2 2xli(n) n

seklindedir.

Sonug¢ 6.10: Ozdegerleri, (veya dzdegerlerin sonsuz alt kiimesi)
A 1

n(n)=—

() 2r n—A,

denklemini saglayan, [6.18]-[6.19] problemi i¢in uygun bir ¢, (x) e L,[0,1]
fonksiyon bulunabilir.
Sonug¢ 6.11: A4=27 ve uygun bir g,(x) € L,[0,1]i¢in, Coulomb potansiyeline

sahip Sturm-Liouville probleminin 6zdegerleri kullanilarak,

A, ~n— !
()

ifadesi ile asal sayilarin dagilimini gosterensz(x)fonksiyonuna yeni bir
yaklasim elde edilir.

Sonu¢ 6.12: Uygun ¢, (x), ¢,(x) < L,[0,7] bulundugunda, Teorem 3.18’deki
Riemann Hipotezinin denkligi olan

2 (x) ~li(x)| < ex Inx

Je >0 igin,

esitsizliginin dogrulugu veya yanlishgi, Teorem 6.6 ve Teorem 6.8’deki

{ln}nzl ve { un}nzl ozdegerleri kullanilarak gosterilebilir.
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