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OZET

BAZI METRIK UZAYLAR UZERINDE BOURBAKI-SINIRLILIK VE
BOURBAKI-TAMLIK

Merve ILKHAN
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal1
Doktora Tezi
Danigsman: Do¢. Dr. Emrah Evren KARA
Mayis 2018, 80 sayfa

Bu tez calismasinda asimetrik metrik uzaylarda Bourbaki sinirlilik ve digs Bourbaki
stnirlilik kavramlar1 tammmlandi ve bu kavramlar iizerine calisildi. Asimetrik metrik
uzaylarda Bourbaki Cauchy ve kofinal Bourbaki Cauchy dizileri tanimlandiktan sonra
Bourbaki sinirliligin bu diziler yardimiyla karakterize edilip edilemeyecegi arastirildi.
Ayrica bu diziler kullanilarak asimetrik metrik uzaylarda farkl tipte tamlik tanimlari
verildi. Asimetrik metrik uzaylarda kompaktlik, dizisel kompaktlik ve diizgiin yerel
kompaktlik ile ilgili onemli baz1 sonuclar elde edildi. Asimetrik metrik uzaylarda
dogal yogunluk kavrami kullanilarak yakinsaklik, Cauchy dizileri, limit noktas1 ve
yigilma noktasi gibi temel kavramlar genellestirildi ve bazi ana sonuglar elde edildi.
Metrik uzaylardaki durumun aksine bu kavramlar ile ilgili baz1 farkliliklarin oldugu
gozlemlendi. Tezin son boliimiinde metrik uzaylarda istatistiksel Bourbaki Cauchy dizisi
olarak adlandirilan dizilerin yeni bir sinift tantmlanarak Bourbaki tamliga denk yeni bir
sart ifade edildi. Istatistiksel Bourbaki Cauchy dizilerini koruyan istatistiksel Bourbaki
Cauchy regiiler fonksiyonu tanimladiktan sonra bu fonksiyonlar yardimiyla Bourbaki
tamlik ve Bourbaki sinirliligin bazi yeni karakterizasyonlar: sunuldu.

Anahtar sozciikler: Asimetrik Metrik, Bourbaki Sinirlilik, Bourbaki Tamlik,
Istatistiksel Yakinsaklik, Kompaktlik.
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ABSTRACT

BOURBAKI-BOUNDEDNESS AND BOURBAKI-COMPLETENESS ON SOME
METRIC SPACES

Merve ILKHAN
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Emrah Evren KARA
May 2018, 80 pages

In this thesis the concepts of Bourbaki boundedness and outside Bourbaki boundedness
are defined in asymmetric metric spaces and these concepts are studied. After defining
Bourbaki Cauchy and cofinally Bourbaki Cauchy sequences in asymmetric metric spaces,
it is investigated whether Bourbaki boundedness can be characterized by means of
these sequences. Moreover by using these sequences, definitions of different type of
completeness are given. Some important results are obtained related to compactness,
sequentially compactness and uniformly locally compactness in asymmetric metric spaces.
By using the notion of natural density, some basic concepts such as convergence, Cauchy
sequences, limit point and cluster point are generalized and some fundamental results are
obtained on asymmetric metric spaces. Unlike the case of metric spaces, some differences
are observed related to these concepts. In the last part of the thesis, a new condition
equivalent to Bourbaki completeness is stated by defining a new class of sequences named
as a statistical Bourbaki-Cauchy sequence in metric spaces. After defining the statistical
Bourbaki Cauchy regular function which is a function preserving statistical Bourbaki
Cauchy sequences, some new characterizations of Bourbaki completeness and Bourbaki
boundedness are introduced by means of these functions.

Keywords: Asymmetric Metric, Bourbaki boundedness, Bourbaki Completeness,
Compactness, Statistical Convergence.
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BOURBAKI-BOUNDEDNESS AND BOURBAKI-COMPLETENESS ON SOME
METRIC SPACES
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Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Emrah Evren KARA
May 2018, 80 pages

1. INTRODUCTION

Compact metric spaces and complete metric spaces play a crucial role in functional
analysis. Metric spaces satisfying properties between compactness and completeness
have been the subject of research for a number of papers over years. One of the most
popular of them is Atsuji space also known as UC space introduced by Atsuji in [1].
Atsuji space is a space on which every real valued continuous function is uniformly
continuous. Owing to the significance of Atsuji spaces, a number of authors have studied
extensively to give more new characterizations of such spaces (see the survey article
[2] by Kundu and Jain). Another kind of this intermediate property that a metric space
possesses is Bourbaki completeness which is introduced recently in [3]. Also in this
paper it has been proved that every Atsuji space is Bourbaki complete. If one aims to
obtain a stronger property than completeness for a metric space, it is enough to cluster
all sequences in the space which have certain definition and which are more general
than Cauchy sequences. For this purpose, authors in [3] have defined Bourbaki Cauchy
and cofinally Bourbaki Cauchy sequences. Bourbaki Cauchy sequences are found out
when the authors deal with the notion of Bourbaki boundedness of a set in a metric space.
Bourbaki bounded space is introduced in [1] under the name of finitely chainable space.
This space is a metric space on which every real valued uniformly continuous function is
bounded. Bourbaki boundedness is a property which is weaker than totally boundedness
(or equivalently precompactness) but stronger than usual boundedness in a metric space.
As totally boundedness is characterized with Cauchy sequences in a metric space authors
in [3] have characterized Bourbaki boundedness with Bourbaki Cauchy sequences.

An asymmetric metric introduced by Wilson in [4] is a distance function satisfying all the
axioms of a metric except symmetry condition. Asymmetric metric spaces are extensive
research subject not only in theoretical mathematics but also in applied mathematics.
The lack of symmetry condition in the definition of an asymmetric metric has influence

X



upon whole theory. Especially, the results related to completeness, compactness and
precompactness in asymmetric metric spaces are very different from metric spaces. For
example, completeness and sequentially completeness do not coincide in asymmetric
metric spaces unlike the situation in metric spaces. On the other hand, totally boundedness
and precompactness are different notions in asymmetric case. By the way, a new concept
is appeared named outside precompactness in asymmetric metric spaces. Like a metric
induces a topology, an asymmetric metric induces three different topologies.

As an extension of usual convergence, the concept of statistical convergence for
real-valued sequences was introduced by Fast [5] and Steinhaus [6]. However, the idea of
statistical convergence (appeared under the name of almost convergence) goes back to
Zygmund [7]. The formal definition is based on the notion of natural density (asymptotic
density) of a subset in N. The statistical convergence was generalized to sequences in
some other spaces and studied on these spaces such as metric spaces, cone metric spaces,
topological and uniform spaces and topological groups etc. In [8], Schoenberg gave some
basic properties of statistical convergence and also studied the concept as a summability
method. Later on it was further investigated and linked with the summability theory
by many authors. Also, several important applications of statistical convergence are
available in different areas of mathematics such as measure theory, optimization theory,
approximation theory, probability theory, number theory etc.

2. MATERIAL AND METHODS

After a comprehensive literature review, the previous studies related to subject have been
explained in detail in the first section of the thesis. In the second section, all necessary
and fundamental concepts related to topological and metric spaces are given. Later, it is
focused on the notion of statistical convergence in a metric space. Since the most of the
main results have to do with asymmetric metric spaces, these spaces are examined in a
comprehensive manner. Also, similarities and differences between asymmetric metric
and metric are investigated. In order to obtain the main results, missing definitions are
made and theorems are proved in the theory of asymmetric metric spaces.

3. RESULTS AND DISCUSSIONS

In this thesis the concepts of Bourbaki boundedness and outside Bourbaki boundedness
are defined in an asymmetric metric space and these concepts are studied. After defining
Bourbaki Cauchy and cofinally Bourbaki Cauchy sequences in asymmetric metric spaces,
it is investigated whether Bourbaki boundedness can be characterized by means of these
sequences. Moreover by using these sequences, the definitions of varied completeness
are given. Some significant results are obtained related to compactness, sequentially
compactness and uniformly locally compactness in asymmetric metric spaces.

In asymmetric metric spaces, some basic concepts are given and some fundamental results
are obtained related to statistical convergence. By defining new type statistical Cauchy
sequences (called (weakly) left (right) K-statistical Cauchy and left (right) p-statistical
Cauchy), the relation between these sequences are examined with examples. On the



contrary to the metric case, it is observed that there are some differences within the context
of statistical concepts. For example, statistical limit of a sequence in an asymmetric
metric space is not unique. Furthermore, some interesting results are obtained related to
completeness (in some sense), compactness and precompactness on this setting by using
these statistical Cauchy sequences. Later, some summability type theorems are presented
on asymmetric normed spaces.

In the last part of the thesis, a new characterization of Bourbaki completeness in metric
spaces is studied. For this purpose, the definition of a statistical Bourbaki Cauchy
sequence is given as a new concept in the setting of metric spaces. The relations
between these new sequences and other known sequences are examined. On the
other hand, after defining the statistical Bourbaki Cauchy regular function which is
a function preserving statistical Bourbaki Cauchy sequences, some new characterizations
of Bourbaki completeness and Bourbaki boundedness are introduced by means of these
functions.

4. CONCLUSION AND OUTLOOK

In this thesis, a new condition equivalent to Bourbaki completeness is stated by
defining a new class of sequences named as a statistical Bourbaki-Cauchy sequence.
Hence, it is concluded that every sequence in an Atsuji space has a statistical
Bourbaki-Cauchy subsequence. Further, since compactness has been characterized
by Bourbaki boundedness and Bourbaki completeness, it can be deduced that a metric
space X is compact if and only if X is Bourbaki bounded and every sequence in X has a
statistical Bourbaki-Cauchy subsequence.

X1



1. GIRIS

Matematiksel bir sistem bostan farkli bir kiime ile bu kiime iizerinde tanimlanan bir
yapidan olusur. Bir kiime iizerinde ikili bir islem tanimlanmis ise bu yapiya cebirsel
yap1 denir. Herhangi bir X kiimesinde verilen bir dizinin yakinsak olmasi veya iki kiime
arasinda tanimli bir fonksiyonun siirekli olmasi i¢in kiimeler iizerine koyulmasi gereken

matematiksel yapiya ise topolojik yap1 denir.

Bir fonksiyonun siirekliligi, limiti ve bir dizinin yakinsaklig1 gibi kavramlar klasik analizin
temel kavramlar1 oldugu gibi bu kavramlarla matematigin topoloji, fonksiyonel analiz,
kompleks analiz, geometri gibi dallarinda da karsilasilmaktadir. Tiim bu kavramlarin

temeli agik kiime kavramina dayanir.

Topolojinin aksiyomatik tanimu ilk olarak Hausdorff tarafindan 1914 yilinda verilmistir.
Topolojinin analizden geometriye matematigin pek cok dalinda uygulama alani
bulunmaktadir. Topolojinin temel yapi tas1 acik kiimelerdir. Topolojik uzaylar, iizerinde
uzaklik fonksiyonunun tanimli olmadig1 veya bu fonksiyonun tanimli oldugu uzaylarin
genellemesi olarak diisiiniilebilir. Topolojik uzaylarin en iyi bilinen 6rneklerinden biri
metrik uzaylardir. Metrik uzaylar, matematigin klasik analiz, geometri ve lineer cebir
gibi dallarinda kullanilan yontemlerin sonsuz boyutlu uzaylara genellestirilmesi sonucu

ortaya c¢ikan fonksiyonel analiz dalinda 6nemli bir yere sahiptir.

Ik olarak 1906 yilinda Frechet’in herhangi nesnelerden olusan kiimeler iizerinde yeni
bir yap1 (metrik) tanimlamasiyla Oklid uzaylarindan farkli uzaylara gecilmistir. Klasik
analizde karsilagilan temel kavramlardan biri olan limit kavraminin temeli R de veya daha
genel olarak R" de iki nokta arasindaki uzaklik fonksiyonuna dayanir. Dolayistyla limit
kavrami R” nin cebirsel yapisina degil de topolojik yapisina baghdir. Bu tiir kavramlar
daha genel bir uzaya tasimak i¢in bogtan farkli bir X kiimesi tizerinde uzaklik fonksiyonu

tanimlanarak modern matematigin temelini olusturan metrik uzay yapisi gelistirilmistir.

1



Burada ele alinan X kiimesinin R” nin sahip oldugu gibi cebirsel bir yapiya (vektorel
toplam, skaler carpim) sahip olmasi gerekmez. Fakat literatiirde karsilasilan bircok metrik
uzay ayni zamanda bir vektor uzayidir (Bir vektor uzayi tizerinde toplama ve skalerle
carpma cebirsel igslemlerinin tanimli oldugu ve bu islemlerin belli 6zellikleri sagladigi
bir uzaydir). Bu tiir uzaylarda metrik, norm adi verilen ¢ok daha basit bir fonksiyon
tarafindan iiretilir. Norm fonksiyonu vektor uzayin her bir vektoriine bir uzunluk karsilik
getiren doniisiimdiir. Ayrica her bir metrik uzay iizerinde tanimlanan metrik fonksiyonu
yardimiyla bir topolojik uzay olusturur. Uzaklik fonksiyonuna ihtiya¢ duyulmayan
durumlarda metrik uzaylardan daha genel olan topolojik uzaylar iizerinde ¢aligilabilir.
Ancak bazi soyut kavramlar topolojik uzaylarda zor anlasilir oldugundan ve bu kavramlar
metrik uzaylarda somut geometrik ornekler verilerek basite indirgenebildiginden metrik

uzaylar tizerinde calismak daha uygundur.

Matematik biliminde klasik analizden modern analize geciste ve uygulamali bilimlerde
metrik uzaylar onemli role sahiptir. Topolojinin temel kavramlarinin pek ¢ogu metrik
uzaylardan aktarilmis olmasina ragmen metrik uzay kavrami onemini korumustur.
Bu nedenle metrik kavrami cesitli yollarla genellestirilerek yeni uzaklik kavramlari
tanimlanmugstir. Bunlardan bir1 1930’larda ortaya atilan asimetrik (simetrik olmayan)
uzaklik fonksiyonudur. Asimetrik metrik uzay kavramu ilk olarak Wilson [4] tarafindan
verilmistir. Daha sonrasinda bircok yazar bu tiir uzaylarin teorisini gelistirmek icin
kapsamli bir sekilde ¢calismistir. Bu ¢alismalardan bazilar1 Albert [9], Bodjanova [10],
Doitchinov [11], Kiinzi [12, 13], Kiinzi ve Yildiz [14, 15], Kiinzi ve ark. [16], Mennucci
[17], Reilly ve Vamanamurthy [18], Romaguera [19, 20], Romaguera ve Gutierrez
[21], Stoltenberg [22] tarafindan yapilmistir. Ayrica asimetrik normlu uzaylar i¢in

[23, 24, 25, 26] nolu ¢aligsmalara bakilabilir.

Asimetrik metrik kavrami sadece matematik alaninda yogun bir arastirma konusu
olmamakla beraber aym1 zamanda bilgisayar bilimi, madde bilimi gibi bilimin diger
farkli dallarinda da arastirma konusu olmustur. Uygulamali matematik ve madde bilimi
alaninda asimetrik metrik uzaylarin bir¢cok yeni uygulamasi vardir (bkz. [27, 28, 29, 30]).

Biyolojide amino asit dizilimleri ve DNA dizilimleri gibi biyolojik dizilimler arasindaki



uzakliklar1 6l¢mek i¢in asimetrik metrik kavrami kullanilmigtir. Biyolojik kokenli
asimetrik metrikler Waterman, Smith ve Beyer [31] tarafindan calisilmistir. Ayrica
uzay-zaman yapist ile asimetrik metrigin alakasini gérmek i¢cin Domiaty’nin [32, 33]

nolu calismalarina bakilabilir.

Bu tiir uzakliklar pratik uygulamalarda faydali olabilir. Giinliik hayatta yaygin olarak
karsimiza c¢ikan asimetrik metrik ornekleri vardir. Caddelerin tek yonlii calistigi bir
sehirde belli bir A mevkiinden belli bir B mevkiine giden yol ile B mevkiinden A mevkiine
giden yol farkli olacagindan boyle bir sehirde iki mevkii arasindaki uzaklik bir asimetrik

metrik ornegidir fakat bu uzaklik fonksiyonu metrik degildir [34].

Bu yeni uzaklik fonksiyonu taniminda metrigin simetri sarti kaldirildigindan dolay:
metrik uzaylar i¢in ispatlanan bir¢ok teorem kolay bir sekilde ispat edilememektedir ve
hatta baz1 teoremler bu yeni uzay icin gecerli degildir. Ornegin; kompaktlik ve dizisel
kompaktlik kavrami metrik uzaylarda ¢akisirken asimetrik metrik uzaylarda kompaktlik
dizisel kompaktlig1 gerektirir (asimetrik metrik uzay birinci sayilabilir oldugundan). Fakat
bu ifadenin karsit1 her zaman dogru degildir. Ayrica asimetrik metrik {i¢ farkli topoloji
tirettigi icin bu tip uzaylar tizerinde bir¢ok farkli tamlik kavrami tanimlanabilmektedir.
Asimetrik metrik uzaylardaki bu farkliliklara ragmen, tamlik, kompaktlik ve tamamen
stirlilik (6n kompaktlik) ile ilgili metrik uzaylardaki gibi bir¢ok olumlu sonuglar vardir

[35].

Sonlu niceliklerle ¢alismak sonsuzlarla caligmaktan ¢cok daha kolaydir. Benzer sekilde
metrik kavramlarin1 kompakt metrik uzaylarda arastirmak keyfi metrik uzaylarda
arastirmaktan genellikle daha kolaydir. Ornegin; klasik analizde siireklilik kavrami
genelde kompakt olan [a, b] kapali ve sinirlt araliginda tanimli fonksiyonlar1 ¢aligirken
incelenir. Klasik analizin en 6nemli teoremlerinin bircogu kapali sinirl araliklar i¢in ispat
edilmistir. Kompakt uzaylarin dnemli 6zelliklerinin olmasinin yani sira kompaktligin
kendisi topolojik uzaylarda mevcut olan zayif yapiyr gidermek icin uygun hale getirilmis
kuvvetli bir 6zelliktir. Bir metrik ele alindiginda metrik yapiya uyarlanmig daha zayif
bir 6zellik ile kompaktligin avantajlarinin ¢ogunu elde etmek miimkiindiir. Kompaktlik

gibi bu yeni zayif 6zellik limitin varli§ini saglar. Bu zayif 6zelligi saglayan uzaylara tam



metrik uzaylar denir. Temel 6zellikleri ile kompakt metrik uzaylar ve tam metrik uzaylar
tiim matematikciler tarafindan iyi bilinmektedir. Tam metrik uzaylar mantik, sabit nokta
teorisi, bilgisayar bilimi, kuantum mekanigi gibi 6zellikle matematigin fonksiyonel analiz
ve diger bilimlerin bir¢cok dalinda 6nemlidir. Fonksiyonel analizde ¢esitli uygulamasi
olan bircok temel sonucun ispatlanmasinda tam metrik uzaylar 6nemli rol oynar. Siirekli
fonksiyonlarin davraniglarini incelerken elde edilen Baire kategori teoremi tam metrik
uzaylarin yapisimi aydinlatmak i¢in ¢cok 6nemli bir 6zelliktir. Ayrica Banach sabit nokta
teoremi tam metrik uzaylar teorisi i¢in kullamigli bir 6zelliktir. Lineer esitsizlikler,
optimizasyon ve yaklasim teorisi gibi alanlarda cok fazla uygulamasi olmasi nedeni
ile sabit nokta teorisindeki ilerleme oldukg¢a ilgi ¢cekmis ve bircok calisma yapilmigtir
(bkz. [36, 37, 38, 39, 40, 41]). Kompaktlik kavrami1 da metrik uzaylar teorisinde
etkili role sahiptir. Bilindigi iizere kompakt metrik uzay iizerinde taniml siirekli her
fonksiyon diizgiin siireklidir [42]. Fakat bir metrik uzay iizerinde taniml siirekli bir
fonksiyonun diizgiin siirekli olmasi i¢in kompaktlik gerekli degildir. Ornegin; sonsuz
elemanli ayrik metrik uzay tizerinde tanimli siirekli her fonksiyon ayni zamanda diizgiin
siireklidir fakat ayrik uzay kompakt degildir [2]. Uzerinde tanimli siirekli her fonksiyonun
diizgiin siirekli oldugu metrik uzaylar1 karakterize etmek icin ilk calisma Nagata [43]
tarafindan yapilmistir. Daha sonra Monteiro ve Peixoto [44] bu tiir uzaylarin dort yeni
karakterizasyonunu vermistir. Bu calismada bir metrik uzay iizerinde taniml siirekli her
fonksiyonun diizgiin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sartin uzayin her acik oOrtiisiiniin
bir Lebesgue sayisina sahip olmasi gerektigi ispat edildiginden bu tiir uzaylar [45] ve
[46] nolu calismalarda Lebesgue uzaylar1 olarak adlandirilmistir. 1958 yilinda Atsuji
[1] tarafindan bu uzaylarin bir¢ok yeni karakterizasyonu verilmistir. Beer bu uzaylari
[47] ve [48] de Atsuji uzay1 olarak adlandirirken [49] ve [50] da bircok matematikci
gibi (6rnegin [51]) UC uzayi olarak adlandirmustir. [52] nolu ¢alismada bu tiir uzaylarin
farkli karakterizasyonlar1 verilmistir. Kundu ve Jain [2] hazirlamig olduklar1 arastirma

makalesinde bu tiir metrik uzaylara denk olan 25 sart1 bir araya toplamistir.

Her kompakt metrik uzay tamdir fakat tam olup kompakt olmayan metrik uzaylar
vardir. Tamliktan daha kuvvetli kompaktliktan daha zayif 6zellikleri saglayan metrik

uzaylar bircok matematikg¢i tarafindan arastirilmaktadir ve yillardir bircok makalenin



aragtirma konusu olmustur. Bu tiir uzaylarin tasidigi onem nedeniyle bir¢ok yazar
bu uzaylarin ¢esitli karakterizasyonlar1 tizerine calismistir. Bu uzaylara 6rnek olarak
Atsuji uzaylar verilir. Bunun disinda Beer [53] kofinal tam olarak adlandirilan "her
kofinal Cauchy dizisinin yakinsak alt dizisinin var oldugu" metrik uzaylarin birkag
yeni karakterizasyonunu vermistir. Atsuji ve kofinal tam uzaylarin yani sira sinirh
kompakt, diizgiin yerel kompakt, kuvvetli kofinal tam [48] metrik uzaylarda kompakt
ve tam uzaylar arasinda yer alan 6nemli uzay ornekleridir. Bu uzaylarin hepsi konveks
analiz, optimizasyon teorisi ve hiperyiizeyler lizerindeki yakinsama yapilar1 ortamindaki
problemler ile baglantilidir (bkz. [54]). Metrik uzaylar i¢in bir 6zelligin tamliktan daha
kuvvetli olmasini saglamanin bir yolu uzaydaki Cauchy dizileri sinifindan daha genel
bir sinifa ait olan tiim dizilerin yakinsak alt dizilerinin bulunmasidir. Bu amacla Garrido
ve Merono [3] metrik uzaylarda Bourbaki Cauchy ve kofinal Bourbaki Cauchy dizisi
tanimlarin vererek bu genellestirilmis Cauchy dizileri yardimiyla farkli iki tamlik kavrami
sunmustur. Boylece Bourbaki tam ve kofinal Bourbaki tam olarak adlandirilan bu uzaylar

da bu ara 6zelligi saglayan uzaylara ornek olmustur.

Metrik uzay teorisinde sinirli kiimelerin sinifi, tamamen sinirli (6n kompakt) kiimelerin
sinifi ve Bourbaki simirli kiimelerin smifi 6nemli bir yere sahiptir.  Bourbaki
stnirlilik kavramu ilk olarak Atsuji [1] tarafindan, tizerinde taniml tiim diizgiin siirekli
fonksiyonlarin sinirl oldugu metrik uzaylar karakterize etmek icin tantmlanmistir. Atsuji
bu ¢alismada, Bourbaki sinirli uzayi sonlu zincirlenebilir metrik uzay olarak adlandirmistir.
Bourbaki sinirlilik ismi, bu kiimelerin diizgiin uzaylarda diisiiniildiigii Bourbaki’nin [55]
de verilen kitabindan gelir. Bu uzaylar Hejcman [56] tarafindan, diizgiin uzaylarda basitce
sinirl ad1 altinda calisilmistir. Tamamen sinirh kiimelerin Cauchy dizileri yardimiyla
karakterize edildigi gibi (bkz. [57]) Garrido ve Merono [3] Bourbaki Cauchy ve kofinal
Bourbaki Cauchy dizileri yardimiyla Bourbaki sinirlilif1 karakterize etmistir. Bu yeni
diziler de aslinda bir metrik uzayda Bourbaki sinirli kiimeler diisiiniildiigiinde ortaya

cikmustir.

Alisilmig yakinsama kavraminin genellemesi olarak, Fast [S] ve Steinhaus [6] tarafindan

reel terimli diziler i¢in istatistiksel yakinsama kavrami tanimlanmistir. Daha sonra



Schoenberg [8] bu kavramin bazi temel 6zelliklerini vererek toplanabilme metodu olarak
bu kavrami ¢aligmistir. Aslinda istatistiksel yakinsaklik fikri Zygmund’un 1935 de
yayinlanan [7] nolu eserine kadar uzanir. Bu kavram Zygmund’un eserinde hemen
hemen yakinsama olarak adlandirilmustir. Istatistiksel yakinsama kavrami 60 yil 6nce
tanimlanmis olmasina ragmen son 20 yilda aktif arastirma konusu olmustur. Istatistiksel
yakinsama ile ilgili literatiirde cok fazla ¢calisma bulunmaktadir (bunlarin birkagi icin bkz.
[58, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67]). Bircok matematik¢i bu yeni yakinsama kavramini
daha genel uzaylara tasimistir. Topolojik uzaylarda [68], metrik uzaylarda [69, 70, 71],
fonksiyon uzaylarinda [72], fuzzy normlu uzaylarinda [73], 2-normlu uzaylarda [74]
ve diger baz1 uzaylarda istatistiksel yakinsaklik kavrami iizerine ¢aligilmigtir. Bunun
yanisira, istatistiksel yakinsamanin dl¢iim teorisi [75], trigonometrik seriler [7], yaklagim
teorisi [76, 77], yerel konveks uzaylar [78], sayilar teorisi [79], optimizasyon teorisi
[80], olasilik teorisi [81] gibi matematigin farkli alanlarinda bir¢cok 6nemli uygulamalari
bulunmaktadir. Ayrica giiniimiizde matematigin toplanabilme teorisi alaninda istatistiksel
yakinsama kavramu iizerine aktif bir sekilde calisilmaktadir. Bu konu ile ilgili caligmalar

icin [82, 83, 84, 85, 86, 87, 88] nolu makalelere bakilabilir.

Asimetrik metrik uzaylarda bir kiimenin tamamen sinirlili§i kiimenin 6n kompakt
olmasini gerektirirken metrik uzaylarin aksine bir kiimenin 6n kompaktlig1 kiimenin
tamamen sinirlt olmasini gerektirmez (bkz. [89, 90]). Ayrica asimetrik metrik uzaylarda
on kompaktliktan daha zayif olan dig 6n kompaktlik kavrami verilmektedir. Bu tez
calismasinin {i¢iincii boliimiinde asimetrik metrik uzaylarda 6n kompaktlik ve sinirlilik
arasinda yer alan Bourbaki simirlilik kavrami tanimlanacak ve bu kavram {iizerine
caligilacaktir. Bu ii¢ kavram arasindaki iliski ornekler ile incelenecektir. Benzer sekilde
Bourbaki sinirliliktan daha zayif olan dis Bourbaki sinirlilik kavrami verilecektir. Metrik
uzaylarin aksine asimetrik metrik uzaylarda Bourbaki sinirli kiimelerin alt kiimelerinin
ve asimetrik metrigin iirettigi topolojiye gore kapaniglarinin Bourbaki sinirli olmadigi
gosterilecektir. Bu kavramin metrik uzaylarda sagladigi diger 6zelliklerin asimetrik metrik
uzaylarda saglanip saglanmadigi arastirilacaktir. Ayrica asimetrik metrik uzaylarda cgesitli
tipte Bourbaki Cauchy ve kofinal Bourbaki Cauchy dizileri tanimlandiktan sonra (d1s)

Bourbaki simirliligin bu diziler yardimiyla karakterize edilip edilemeyecegi tartigilacaktir.



Bu yeni Cauchy dizileri yardimiyla asimetrik metrik uzaylarda Bourbaki tamlik ve kofinal
Bourbaki tamlik tanimlandiktan sonra kompaktlik, dizisel kompaktlik ve diizgiin yerel

kompaktlik kavramlarina dayanan bazi1 6nemli sonuclar elde edilecektir.

Bu tez ¢alismasinin dordiincii boliimiinde asimetrik metrik uzaylar tizerinde istatistiksel
yakinsaklik kavrami tanimlanip calisilacaktir. Bunun yani sira istatistiksel Cauchy
dizileri bu simetri sartinin saglanmadigi uzaylar iizerinde diisiiniilecektir. Tiim bu
tanimlarin ve elde edilen sonuglarin aligilmis metrik ile arasindaki benzerlik ve farkliliklar
incelenecektir. Asimetrik metrik uzayda bir dizinin istatistiksel limit noktast ve
istatistiksel y18i1lma noktalar1 tanimlart verildikten sonra tamlik ve kompaktlik {izerine
bazi sonuglar verilecektir. Son olarak asimetrik normlu uzaylar tizerinde toplanabilme

teorisi ile ilgili baz1 temel sonuglar sunulacaktir.

Tezin son bolimiinde Bourbaki tam metrik uzaylarin karakterize edilmesi iizerine
caligilacaktir. Bu amagla Oncelikle metrik uzaylar teorisinde yeni bir kavram olarak
istatistiksel Bourbaki Cauchy dizisi tanimi1 yapilacaktir. Tanimlarindan goriilecektir ki
bir Bourbaki-Cauchy dizisi ya da istatistiksel Cauchy dizisi ayn1 zamanda istatistiksel
Bourbaki Cauchy dizidir. Buna ragmen bir istatistiksel Bourbaki Cauchy dizisi
Bourbaki-Cauchy ya da istatistiksel Cauchy dizisi olmak zorunda degildir. Bunlar
orneklerle gosterilecektir. Ayrica istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi yardimiyla bir sart
olusturulacak ve bu sartin Bourbaki tamliga denk oldugu ispat edilecektir. Son zamanlarda
yayinlanan [91] nolu calismada Bourbaki sinirli metrik uzaylarin ii¢ yeni karakterizasyonu
tizerine calistlmisti.  Bu amagla c¢esitli fonksiyonlar tanimlanmistir.  Bunlardan
biri Bourbaki-Cauchy dizilerini koruyan Bourbaki-Cauchy regiiler olarak adlandirilan
fonksiyonlardir. Son olarak bu tezde istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizilerini koruyan
fonksiyonlar istatistiksel Bourbaki-Cauchy regiiler fonksiyon olarak adlandirdiktan
sonra bu fonksiyonlar kullanilarak Bourbaki tamligin yeni bir karakterizasyonu elde
edilecektir. Daha sonra da Bourbaki sinirli metrik uzaylar bu yeni tip fonksiyon yardimiyla
karakterize edilecektir. Bu sonuclardan once istatistiksel Bourbaki-Cauchy regiiler
ve Bourbaki-Cauchy regiiler fonksiyon arasindaki iliski incelenecektir. Sonuc¢ olarak

bir Atsuji uzayindaki her dizinin istatistiksel Bourbaki-Cauchy alt dizisi var olacagi



soylenebilecektir. Ustelik kompaktlik kavrami Bourbaki sinirlilik ve Bourbaki tamlik ile
karakterize edilebildiginden "bir metrik uzayin kompakt olmasi ancak ve ancak uzayin
Bourbaki sinirli ve uzaydaki her dizinin istatistiksel Bourbaki-Cauchy alt dizisine sahip

olmas1" seklinde ifade edilebilecektir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde tez ¢alismasinda kullanilan temel kavramlar ve teoremler verilecektir.

2.1. TOPOLOJIK UZAYLAR VE METRIK UZAYLAR

Tanim 2.1. [92] X bostan farkl bir kiime olmak iizere X in alt kiimelerinden olugan bir T

koleksiyonu

(T1) 7 nun elemanlarinin herhangi birlesimi 7 ya aittir,
(T2) 7 nun elemanlarinin sonlu kesisimi 7 ya aittir,

(T3) 0 ve X kiimeleri T ya aittir

sartlarin1 saghiyorsa 7 ya X iizerinde bir topoloji ve T nun elemanlarina agik kiimeler

denir. (X, 7) ikilisi bir topolojik uzay olarak adlandirilir.

X iizerinde iki topoloji 77 ve 1 verildiginde 7; C 1, ise T topolojisi 7, den daha kabadir

ya da 7, topolojisi 7] den daha incedir denir.

Tanim 2.2. [93] (X, T) bir topolojik uzay ve A C X olsun. Bu durumda A iizerindeki
74 = {UNA: U € 1} topolojisine T dan A iizerine indirgenmis topoloji veya alt uzay

topolojisi denir. (A, T4) uzaymna da (X, ) uzaymn bir alt uzay: denir.

Tanimm 2.3. [92] (X, 7) bir topolojik uzay, x € X ve U kiimesi X in bir alt kiimesi olsun.
Eger U kiimesi x noktasini icerecek sekilde bir V agik kiimesi kapsiyorsa U ya x in bir

komsulugu denir. x in tiim komguluklariin koleksiyonu U/, ile gosterilir.

Tanmm 2.4. [57] (X, 1) topolojik uzay1, A C X alt kiimesi ve bir x € X noktas1 verilsin.
x noktasinin her komsulugunda A kiimesinin en az bir eleman1 varsa x noktasina A

kiimesinin kapanis noktasi denir. A kiimesinin tiim kapanis noktalar1 kiimesine A



kiimesinin kapanig1 denir ve

Cl(A) ={xeX:herU € U,igcinANU # 0}

ile gosterilir.

Tanim 2.5. [92] (X, 7) bir topolojik uzay, x € X ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Eger
x in her U komsulugu icin n > ng oldugunda x, € U olacak sekilde bir ny € N sayis1

bulunabiliyorsa (x,) dizisi x noktasina yakinsar denir.

Teorem 2.6. [93] (X, 7) bir topolojik uzay, A C X ve x € X olsun. Terimleri A nin

elemanlarindan olugan ve x noktasina yakinsayan bir (x,) dizisi varsa x € CI(A) dir.

Not 2.7. [93] Herhangi bir topolojik uzayda x € CI(A) olmasina ragmen A da x noktasina

yakinsayan bir dizi olmayabilir.

Tanmm 2.8. [92] (X,7) bir topolojik uzay, x € X ve B, koleksiyonu U, in bir alt
koleksiyonu olsun. Her bir U € U, bir V € By kiimesi kapsiyorsa B, koleksiyonuna

x noktasinda bir komsuluklar bazi denir.

Tanimm 2.9. [92] (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Her bir x € X noktasinin sayilabilir bir

komsuluk bazi varsa X topolojik uzayi birinci sayilabilirlik aksiyomunu saglar denir.

Tanim 2.10. [93] (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun.

1. Ibir indis kiimesi olmak iizere heri € I igin U; € T ve A C U U; iseUd = {U;:i €1}
koleksiyonuna A nin bir agik ortiisii denir.

2. U ={U; :i €I} koleksiyonu A nin agik bir ortiisii ve J C I olmak tizere V = {U; :
i € J} koleksiyonu A nin bir ortiisii ise V' Ortiisiine I/ Ortiisiiniin bir alt Ortiisii denir.

Bu durumda J sonluysa ) ortiistine ¢/ Ortiisiiniin sonlu alt Ortiisii denir.

Not 2.11. [93] Acik ortii taniminda A = X alinirsa X C U U; ifadesi X = UjerU;

ifadesine doniisiir.

Tanim 2.12. [93] (X, 7) bir topolojik uzay olsun. X in her agik ortiistiniin sonlu bir alt
ortiisii varsa (X, T) uzayimna veya kisaca X in kendisine kompakt topolojik uzay denir.

A C X ve (A, t4) uzay1 kompaktsa A ya X in kompakt alt kiimesi denir.
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Tanim 2.13. [93] (X, 7) bir topolojik uzay olsun. X in sayilabilir her acik Ortiistiniin
sonlu bir alt ortiisii varsa X uzayina sayilabilir kompakttir denir. A C X ve (A, 74) uzay1

sayilabilir kompaktsa A ya X in sayilabilir kompakt alt kiimesi denir.

Not 2.14. [93] Kompaktlik ve sayilabilir kompaktlik tanimlar1 geregince her kompakt

uzay sayilabilir kompakttir.

Tanmim 2.15. [93] (X, 7) bir topolojik uzay olsun. X deki her dizinin yakinsak bir alt
dizisi varsa X uzayina dizisel kompakttir denir. A C X olmak tizere (A, T4) uzay1 dizisel

kompaktsa A kiimesine (X, 7) uzaymin dizisel kompakt alt kiimesi denir.

Onerme 2.16. [94]

1. Dizisel kompakt her topolojik uzay sayilabilir kompakttir.
2. Sayilabilir kompakt bir topolojik uzay birinci sayilabilirlik aksiyomunu sagliyorsa

dizisel kompakttir.

Tanmim 2.17. [93] (X, 7) bir topolojik uzay olsun.

1. x # y ozelligindeki her x,y € X noktalari i¢in

xeUvey¢UveyayeUvex¢U

olacak sekilde bir U € 7 varsa bu uzaya bir Ty-uzay1 denir.

2. x # y oOzelligindeki her x,y € X noktalar1 i¢in

xeUy¢UveyeVx¢V

olacak sekilde bir U,V € 7 kiimeleri varsa bu uzaya bir 71-uzayi denir.

3. x # y ozelligindeki her x,y € X noktalari igin

xeU,yeVveUNV =10

olacak sekilde bir U,V € 7 kiimeleri varsa bu uzaya bir 7>-uzay1 veya Hausdorff

uzay1 denir.
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4. FiNF, = 0 ozelligindeki kapal1 her Fi, F, kiimeleri icin

UNV=0FFCUveF, CV

olacak sekilde bir U,V € 7 kiimeleri varsa bu uzaya normal uzay denir.
Teorem 2.18. [93] Her metrik uzay bir normal uzaydir.

Teorem 2.19. [95] (X, 7) normal topolojik uzay, Y kapali bir alt kiime ve f:Y — R

stirekli bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun X uzayina siirekli bir geniglemesi vardir.

Tamim 2.20. [96] X bos olmayan bir kiime olmak iizere

d: XxX—=R

fonksiyonu her x,y,z € X icin

MDD d(x,y) =0 x=y,
(M2) d(x,y) = d(y,x),
(M3) d(x,y) < d(x,z) +d(z,y)

sartlarin1 gercekliyor ise d fonksiyonuna X kiimesi izerinde bir metrik, iizerinde d metrigi

tanimli olan X kiimesine metrik uzay denir.

Tanim 2.21. [96] (X,d) bir metrik uzay ve A C X bos olmayan bir kiime olsun. Eger

{d(x,y) :x,y€ A} CR

kiimesinin bir iist sinir1 var ise A kiilmesine sinirli kiilme denir ve bu durumda

d(A) =sup{d(x,y) :x,y € A}

sayisina da A kiimesinin ¢api denir. Eger X sinirh ise (X, d) metrik uzayina sinirl metrik

uzay denir. Diger bir ifade ile ¢ap1 sonlu olan kiimeye sinirh bir kiime denir.
Tanmim 2.22. [96] (X,d) ve (X',d") metrik uzaylar ve f : (X,d) — (X’,d’) fonksiyonu

verilsin. Eger f(X) kiimesi sinirlt ise f fonksiyonuna sinirli fonksiyon denir.
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Tamim 2.23. [96] (X,d) ve (X', d’) iki metrik uzay, f: (X,d) — (X’,d’) ve a € X olsun.
Eger her € > 0 sayisi i¢in d(x,a) < 8 oldugunda d’(f(x), f(a)) < € olacak bigimde
bir 6 > 0 sayis1 bulunabilirse f fonksiyonuna a noktasinda siireklidir denir. Eger f
fonksiyonu X in her bir noktasinda siirekli ise f fonksiyonuna X iizerinde siirekli ya da

kisaca siireklidir denir.

Tanim 2.24. [57] (X,d) metrik uzay, bir a € X noktasi ve bir € > 0 sayis1 verilsin.

By(a,e) ={xe X :d(a,x) < €}

kiimesine a merkezli € yaricaph bir agik yuvar denir.

Tanim 2.25. [93] (X, d) metrik uzay ve U C X olsun. Her x € U i¢in B;(x, &) C U olacak

sekilde bir € > 0 sayis1 varsa U kiimesine d-acik kiime veya kisaca agik kiime denir.

Tanim 2.26. [93] (X,d) metrik uzay olsun.

74 ={U C X : U kiimesi (X,d) uzayinda agiktir}
koleksiyonu X iizerinde bir topolojidir ve d metriginin iirettigi topoloji (metrik topoloji)
olarak adlandirilir.

Tanmm 2.27. [97] (X,d) metrik uzay1 i¢inde bir dizi (x,) ve xo € X olsun. Eger
lim,, e d(xy,x9) = O ise bagka bir deyigle eger her € > 0 i¢cin n > ng oldugunda

d(xn,x0) < € olacak sekilde bir ng say1s1 varsa (x,) dizisi xo noktasina yakinsiyor denir.

Tanim 2.28. [97] (X, d) metrik uzayi i¢inde bir dizi (x,) olsun. Her € > 0 i¢in n,m > ny
oldugunda d(xy,x,) < € olacak sekilde € a bagh bir ng sayis1 varsa (x,) dizisine bir

Cauchy dizisi denir.

Tanim 2.29. [97] Bir (X,d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi X i¢inde bir limite

sahipse X metrik uzayina tam metrik uzay denir.

Teorem 2.30. [97] Bir (X, d) metrik uzay1 ve bos olmayan A C X alt kiimesi verilsin. x €

Cl(A) olmast i¢in gerek ve yeter sart A icinde x e yakinsayan bir (x,) dizinin varolmasidir.
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Teorem 2.31. [93] Bir (X,d) metrik uzayinin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart

dizisel kompakt olmasidir.

Not 2.32. [93] Her (X,d) metrik uzay1 birinci sayilabilirlik aksiyomunu sagladigindan
(X, d) metrik uzayinin sayilabilir kompakt olmasi igin gerek ve yeter sart dizisel kompakt

olmasidir.

Tamim 2.33. [98] (X,d) bir metrik uzay, A C X ve € > 0 olsun. Sonlu bir B = {x1,...,x, }

alt kiimesi verilsin. Eger A C U B;(x;,€) ise B kiimesine A i¢in bir £-ag1 denir.

Tanim 2.34. [98] (X, d) bir metrik uzay ve A C X olsun. Eger her € > 0 i¢in A nin en az

bir €-ag1 varsa A ya tamamen sinirli (6n kompakt) bir kiime denir.

Tanmm 2.35. [1, 99] (X,d) metrik uzay, m € N ve € > 0 olsun. i = 1,...,m i¢in
d(x;i—1,x;) < € olmak tizere X de {xg,x1,...,x,} sirali noktalarinin kiimesine x( dan x, ye
m-uzunlugunda €-zincir denir. X in her iki eleman cifti bir €-zincir ile baglanabiliyorsa
X e g-zincirlenebilir denir. Eger X her € > 0 icin €-zincirlenebilir ise X e zincirlenebilir

denir.

Tanim 2.36. [3] (X,d) metrik uzayinda bir B;(x, €) acik yuvarinin m. €-genislemesi
Bl(x,€) = By(x,€) ve m > 2 ic¢in B"(x,e) = (B} '(x,€))® = U{By(n€) : y €

B"!(x,€)} seklinde tammlanur.

Tanim 2.37. [1, 100] (X,d) metrik uzay ve B, X in bir alt kiimesi olsun. Eger her € > 0
icin

B C B&”(xi,s)

-

1

1
olacak sekilde bir m € N sayis1 ve sonlu bir F = {x,....,x, } C X kiimesi varsa B kiimesine

X in Bourbaki sinirli alt kiimesi denir.

Bourbaki sinmirli kiimeler [1] nolu calismada sonlu zincirlenebilir kiimeler olarak

adlandirilir.

Metrik uzayda 6n kompakt kiimeler Bourbaki sinirlidir ve Bourbaki siirlt kiimeler

stnirhidir. Fakat bu iki ifadenin kargitinin dogru olmasi gerekmez.
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Ornek 2.38. [101] X sonsuz boyutlu Banach uzay: olsun. Bu uzayda kapali birim yuvar
kompakt degildir. Dolayisiyla 6n kompakt degildir. Fakat kapal1 birim yuvar Bourbaki
stnirhidir. Clinkii her € > 0 icin m € N sayist 1 < mé olacak sekilde secilirse kapali birim

yuvar sifir merkezli € > 0 yaricapl agik yuvarin m. €-genislemesi tarafindan kapsanir.

Ornek 2.39. [101] R iizerinde d(x,y) = min{1, |x — y|} olarak tanimlanan d metrigi
alinsin. Bu metrige gore R nin her alt kiimesi sinirlidir. Fakat bu metrige gore R nin

Bourbaki sinirl alt kiimeleri sadece mutlak deger metrigine gore sinirli olan kiimelerdir.

Tanim 2.40. [3] (X,d) bir metrik uzay ve (x,) dizisi X de bir dizi olsun. Eger her € > 0
i¢in n > ng oldugunda x,, € B} (x, €) olacak sekilde m,ng € N sayilar1 ve bir x € X noktasi
varsa (x,) dizisine X de bir Bourbaki-Cauchy dizisi denir. Eger her € > 0 i¢in n € N¢
oldugunda x, € BJ}(x, €) olacak sekilde bir m € N sayis1, sonsuz bir Ne C N alt kiimesi

ve bir x € X noktasi varsa (x,) dizisine X de bir kofinal Bourbaki-Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.41. [3] (X,d) bir metrik uzay ve B C X olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

1. B, X in Bourbaki sinirli alt kiimesidir.

2. B nin sayilabilir her alt kiimesi X de Bourbaki sinirhdir.
3. B deki her dizinin X de Bourbaki-Cauchy alt dizisi vardir.
4. B deki her dizi X de kofinal Bourbaki-Cauchy dizisidir.

Not 2.42. [3] (X,d) bir metrik uzay ve B C X olsun.

1. X in tamamen sinirh (6n kompakt) her alt kiimesi X de Bourbaki sinirhidir. X in
Bourbaki sinirli her alt kiimesi X de sinirhidir.
2. B, X in Bourbaki sinirl bir alt kiimesi ve A C B ise A, X de Bourbaki sinirhidir.

3. B, X in Bourbaki sinirli bir alt kiimesi ise B nin X de kapanis1 da Bourbaki sinirlidir.

Tanim 2.43. [3] Eger X deki her Bourbaki-Cauchy dizisinin X de yakinsak bir alt dizisi
varsa (X, d) metrik uzayina Bourbaki tam denir. Eger X deki her kofinal Bourbaki-Cauchy
dizisinin X de yakinsak bir alt dizisi varsa (X,d) metrik uzayina kofinal Bourbaki tam

denir.
Teorem 2.44. [3] (X,d) bir metrik uzay olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
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1. X kompakttir.
2. X tamamen sinirli ve tamdir.

3. X Bourbaki siirli ve Bourbaki tamdir.

Tanmm 2.45. [99] (X,d) ve (X',d’) iki metrik uzay ve f : (X,d) — (X',d’) bir
fonksiyon olsun. (X,d) metrik uzayindaki her (x,) Bourbaki-Cauchy dizisi igin (f(x,))
dizisi (X’,d") metrik uzayinda bir Bourbaki-Cauchy dizisi oluyorsa f fonksiyonuna

Bourbaki-Cauchy regiiler fonksiyon denir.

Teorem 2.46. [99] (X,d) bir metrik uzay olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

1. (X,d) Bourbaki tamdr.

2. (X,d) metrik uzayindan (X’,d’) zincirlenebilir metrik uzayina tanimli siirekli her
fonksiyon Bourbaki-Cauchy regiilerdir.

3. (X,d) metrik uzayindan R standart metrik uzayina taniml siirekli her fonksiyon

Bourbaki-Cauchy regiilerdir.

2.2. METRIK UZAYLARDA ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Tanim 2.47. [102] A C N olmak iizere A kiimesine ait n den kii¢iik ya da esit olan pozitif
An)

tam sayilarin sayis1 A(n) ile gosterilsin. lim, ., =~ limiti mevcut ise A kiimesinin
dogal yogunlugu vardir denir. A kiimesinin dogal yogunlugu &§(A) ile gosterilir ve
O0(A) =lim,_e I%n) dir.

Not 2.48. Tez ¢alismasi boyunca B kiimesinin eleman sayis1 |B| ile gosterilecektir.

DolayisiylaA(n) = [{k <n:kecA}| d.

Tanim 2.49. [71] (X,d) metrik uzay, (x,) bu uzayda bir dizi ve x € X olsun. Her € > 0
icin Ag = {n € N :d(x,,x) > €} olmak iizere §(A¢) = 0 ise (x,) dizisi x noktasina

istatistiksel yakinsaktir denir ve bu durum st-lim,,—,. x,, = x ile gosterilir.

Asagida istatistiksel yakinsak olup yakinsak olmayan bir dizi 6rnegi verilmistir.

Ornek 2.50. [58]



seklinde tanimlanan (x;) dizisi yakinsak degildir. Fakat her € > 0 i¢in
{k<n:lu|>e} <|{k<n:x#0} <Vn

oldugundan

N

1
lim—[{k<n:x; #0} <lim~— =0
nn n.-n

elde edilir. O halde (xy) dizisi O a istatistiksel yakinsaktir.

Lemma 2.51. [71] (X,d) metrik uzay, (x,) bu uzayda bir dizi ve x € X olsun.
st-1imy, o0 Xy = X i8€ liMg_yeo Xy, =x Ve 6 ({n) <np < ... <my < ...}) =1 olacak sekilde

(x,) nin (x,, ) alt dizisi vardur.

Tanmm 2.52. [71] (X,d) metrik uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Her € > 0 i¢in
Ae = {n:d(xn,xn,) > €} olmak tizere §(A,) = 0 olacak sekilde bir ne € N sayisi varsa

(x,) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Tamim 2.53. [69] (X,d) metrik uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Keyfi bir x € X
ve Oyle bir M > 0 i¢in A = {n : d(x,,x) > M} olmak iizere 6(A) = 0 ise (x,) dizisi

istatistiksel sinirlidir denir.

2.3. ASIMETRIK METRIK UZAYLAR VE ASIMETRIK NORMLU UZAYLAR

Tamim 2.54. [35] X bostan farkli bir kiime ve p : X x X — R™ bir doniisiim olsun. Eger

her x,y,z € X i¢in p doniistimii

(AM1) p(x,x) =0
(AM2) p(x,y) < p(x,2) +p(z,y)

sartlarini sagliyorsa p doniisiimiine X iizerinde bir asimetrik yar1 metrik ad1 verilir ve bu

durumda (X, p) ikilisine bir asimetrik yar1 metrik uzay denir. Eger p doniisiimii

(AM3) p(x,y) =p(y,x) =0=x=y

sartin1 da sagliyorsa p doniisiimiine X iizerinde bir asimetrik metrik adi verilir ve bu

durumda (X, p) ikilisine bir asimetrik metrik uzay denir.
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p(x,y) = p(y,x) ile tanimh p : X x X — R diiniigiimii de X iizerinde bir asimetrik
(yar1) metriktir ve p nun eslenik asimetrik (yar1) metrigi olarak adlandirilir. Ayrica

p*(x,y) = max{p(x,y),p(x,y)} diiniisiimii X tizerinde bir (yar1) metriktir [35].

Her x,y € X i¢in
p(x,y) <p°*(x,y) ve p(x,y) <p’(x,y)

oldugu agiktir.

Tamm 2.55. X bir reel vektor uzayi1 ve p : X — RT bir doniisiim olsun. Eger her x,y € X

ve her ¢ € R™ i¢in p doniisiimii

(AN1) p(x) = p(—x)=0=x=0
(AN2) p(ox) = ap(x)
(AN3) plx+y) < p(x) +p(y)

sartlarin1 sagliyorsa p doniisiimiine X {izerinde bir asimetrik norm adi verilir ve bu
durumda (X, p) ikilisine bir asimetrik normlu uzay denir. Eger p doniisiimii sadece (AN2)
ve (AN3) sartlarim1 sagliyorsa p doniisiimiine X iizerinde bir asimetrik yar1 norm adi

verilir ve bu durumda (X, p) ikilisine bir asimetrik yar1 normlu uzay denir.

p(x) = p(—x) ile tammli p : X — R* doniisiimii de X lizerinde bir asimetrik (yar1)
normdur ve p nin eslenik asimetrik (yar1) normu olarak adlandirilir. Ayrica p*(x) =

max{p(x), p(x)} diniigsiimii X tizerinde bir (yar1) normdur.

Her x € X i¢in

p(x) <p’(x) ve p(x) <p’(x)

oldugu agiktir.

X bir vektor uzayi ve p, X tizerinde bir asimetrik norm olsun. Bu durumda her x,y € X
i¢in p,(x,y) = p(y —x) esitligi ile tanimlanan p,, doniisiimii bir asimetrik metriktir. Buna

p asimetrik normunun iirettigi asimetrik metrik denir.
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(X, p) asimetrik metrik uzayinda x € X ve € > 0 olmak tiizere yuvarlar

Bo(x,e)={yeX:p(x,y) <e} ve Bplx,e]={yeX:p(x,y) <&}

seklinde tanimlanir [35].

Tanim 2.56. [35] (X, p) asimetrik metrik uzay, V C X ve x € X olsun. Eger B, (x,r) CV
olacak sekilde bir r > 0 sayis1 bulunabiliyorsa V kiimesine x noktasinin p-komsulugu

denir.

Tanim 2.57. [35] (X, p) asimetrik metrik uzay ve G C X olsun. Eger her x € G igin
By (x,r) C G olacak sekilde bir 7 > 0 sayis1 bulunabiliyorsa G kiimesine p-acik kiime

denir.

Bir X kiimesi iizerindeki her bir p asimetrik metrigi alisilmis yontemle bir topoloji
tiretir. Dolayisiyla, X kiimesi iizerindeki bir p asimetrik metriginin iirettigi topoloji X in
p-agik alt kiimelerinden olusur. Bu topoloji 7, ile gosterilecektir. Benzer sekilde, (X,p)
asimetrik metrik uzayi verildiginde p eslenik asimetrik metrik kullanilarak X iizerinde
bir bagka topoloji 75 tanimlanabilir. Ayrica X iizerinde p* metriginin lirettigi topoloji Tps

ile gosterilecektir.

Ty Ve Tj topolojileri ile bir uzay olarak (X, p) asimetrik metrik uzay1 [103] de tanimlanan

anlamda bir bitopolojik uzay olarak goriiliir.

Asagida R iizerinde biiyiik 6neme sahip bir asimetrik norm 6rnegi verilmistir. Ayrica bu

ornekten
RxX—X

(a,x) — ax
doniistimiiniin siirekli olmadi81 ve bu nedenle asimetrik normlu uzayin bir topolojik

vektor uzay1 olmasi gerekmedigi sonucuna varilir.

Ornek 2.58. [35] X = R iizerinde u asimetrik normu u(o) = a* = max{ce,0} seklinde
tanimlansin. Bu durumda her o € R i¢in i() = @~ = max{—a,0} ve (o) = ||

olur. u tarafindan iiretilen topoloji 7,, R nin iist limit topolojisi ve # tarafindan iiretilen
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topoloji 7z, R nin alt limit topolojisidir. & € R noktasinin bir u-komguluklar bazi € > 0
i¢in (—oo, o0 4 €) agik araliklari ile olusturulur. o € R noktasinin bir i-komguluklar bazi

€ > 0igin (ot — €, 4o0) agik araliklari ile olusturulur.

(o, B) € R x R noktasinin keyfi bir u-komsulugu V = (—oo, 8 + €) olmak iizere yeterince
biiyiik n € N i¢in & ve B nin u-komsuluklar1 —n sayisini igerir fakat yeterince bilyiik

n € Nigin n> = (—n)(—n) ¢ V dir. Bu ise skalerle carpimin siirekli olmadigini gosterir.

Onerme 2.59. [35] (X, p) asimetrik metrik uzay olsun.

1. Her x € X ve her € > 0 icin By (x,€) yuvar1 p-acik ve By [x, €] yuvari p-kapalidir.
Ayrica

Bps(x,€) € Bp(x,€) ve Bps(x,€) C Bs(x,€)

kapsamalar1 saglanir.

2. a) Tps topolojisi T, ve T topolojilerinden daha incedir. Yani herhangi p-agik
(kapal) kiime p®-aciktir (kapalidir) ve herhangi p-acik (kapali) kiime
p’-aciktir (kapalidir).

b) X de bir (x,) dizisi x € X noktasina p*-yakinsaktir ancak ve ancak x noktasina
p-yakinsak ve p-yakinsaktir.

3. a) 1p ve T, topolojileri Ty dir fakat bu topolojilerin 77 olmasi gerekmez (bu
nedenle de metrik uzaylardaki durumun aksine 75 olmasi gerekmez).

b) 7, topolojisi 77 dir ancak ve ancak x # y iken p(x,y) > 0 dir. Bu durumda 7;

topolojisi de 77 dir.
Not 2.60. B, [x, €] yuvarinin p-kapali olmas1 gerekmez.

Ornek 2.61. [35] Ornek 2.58 de verilen asimetrik normlu uzayda B,[0,1] = (—oo, 1]
yuvarmn tiimleyeni R\B,[0,1] = (1,4o0) = B;(2,1) #-aciktir fakat u-agik degildir.
Dolayisiyla B, [0, 1] yuvari u-kapali degildir.

Tanim 2.62. [104] (X, p) asimetrik metrik uzay, (x,) bu uzayda bir dizi ve x € X olsun.
Eger her € > 0 ve n > ng olan biitiin n € N sayilar1 i¢in p (x,x,) < € (p(x,x) < €) olacak

sekilde bir ng € N bulunabiliyorsa (x;) dizisi x noktasina sol (sag) p-yakinsaktir denir.
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Sol p-yakinsama 7, topolojisine gore yakinsaklik iken sag p-yakinsama 75 topolojisine

gore yakinsakliktir.

Tanim 2.63. [104] (X, p) asimetrik metrik uzay, (x,) bu uzayda bir dizi olsun.

1. Eger her € > 0 sayisina karsilik bir np € N sayis1 ve bir x € X noktas1 n >
no ozelligindeki her n € N icin p(x,x,) < € (p(xn,x) < €) olacak sekilde
bulunabiliyorsa (x,) dizisine sol (sag) p-Cauchy dizisi denir.

2. Eger her € > 0 sayisina karsilik bir ng € N sayis1 n > ng 0zelligindeki her n € N
icin P (xpy,%n) < € (p(xn,xn,) < €) olacak sekilde bulunabiliyorsa (x,) dizisine
zayif sol (sag) K-Cauchy dizisi denir.

3. Eger her € > 0 sayisina karsilik bir ng € N sayis1t n > k > ng 6zelligindeki her
n,k € N igin p(xx,x,) < € (p(x4,x%) < €) olacak sekilde bulunabiliyorsa (x,)
dizisine sol (sag) K-Cauchy dizisi denir.

4. Eger her € > 0 sayisina karsilik bir ng € N sayis1 n,k > ng 6zelligindeki her n,k € N
icin p(xg,x,) < € olacak sekilde bulunabiliyorsa (x,) dizisine p*-Cauchy dizisi

denir.

Onerme 2.64. [104] (X, p) asimetrik metrik uzay olsun.

1. Bu uzayda bir dizi

p*-Cauchy = sol (sag) K-Cauchy

= zayif sol (sag) K-Cauchy = sol (sag) p-Cauchy

dir.

2. Bu uzayda bir dizinin p asimetrik metrigine gore belli bir anlamda sol Cauchy
olmasi icin gerek ve yeter sart dizinin p eslenik asimetrik metrigine gore ayni
anlamda sag Cauchy olmasidir.

3. Bir dizinin p®-Cauchy olmasi i¢in gerek ve yeter sart hem sol hem de sag K-Cauchy
olmasidir.

4. Sol p-yakinsak dizi sol p-Cauchy dizisi ve sag p-yakinsak dizi sag p-Cauchy

dizisidir.
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Tanim 2.65. [104] (X, p) asimetrik metrik uzay olsun.

1. Eger bu uzaydaki her sol (sag) p-Cauchy dizisi sol p-yakinsak ise X e sol (sag)
p-dizisel tam denir.

2. Eger bu uzaydaki her zayif sol (sag) K-Cauchy dizisi sol p-yakinsak ise X e zayif
sol (sag) K-dizisel tam denir.

3. Eger bu uzaydaki her sol (sag) K-Cauchy dizisi sol p-yakinsak ise X e sol (sag)
K-dizisel tam denir.

4. Eger bu uzaydaki her p*-Cauchy dizisi sol p-yakinsak ise X e p®-dizisel tam denir.

Ayrica bir asimetrik metrik uzayda belli bir anlamda Cauchy dizisi olan her dizinin 75 ve

Tps topolojilerine gore yakinsamasiyla tamhigin 14 farkl kavrami daha elde edilir.

Not 2.66. Bir dizinin sol p-Cauchy dizisi olmasi ve sag p-Cauchy dizisi olmas1 ayni
anlama gelirken sol p-dizisel tamlik ve sag p-dizisel tamlik kavramlar: farklidir. Ciinkii
sol p-dizisel tamlik; uzaydaki her sol p-Cauchy dizisinin 7, topolojisine gore yakinsamasi
iken sag p-dizisel tamlik; uzaydaki her sol p-Cauchy dizisinin 75 topolojisine gore

yakinsamasidir.

Onerme 2.67. [10, 18] (X, p) asimetrik metrik uzay, x € X ve (x,) bu uzayda bir sol

K-Cauchy dizisi olsun.

1. Eger (x,) dizisinin x noktasina sol p-yakinsak bir alt dizisi varsa bu durumda (x;,)
dizisi de x noktasina sol p-yakinsaktir.
2. Eger (x,) dizisinin x noktasina sag p-yakinsak bir alt dizisi varsa bu durumda (x;,)

dizisi de x noktasina sag p-yakinsaktir.

Onerme 2.68. [19] Bir asimetrik metrik uzayn zayif sol K-dizisel tam olmas igin gerek

ve yeter sart sol K-dizisel tam olmasidir.

Tanim 2.69. [35] (X, p) asimetrik metrik uzay ve Y, X in bir alt kiimesi olsun. Eger her

€ > 0igin
Y CU{By(z,€):z€Z} (2.1)
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olacak sekilde Y nin sonlu bir Z alt kiimesi bulunabiliyorsa Y kiimesine 6n kompakt denir.
Eger her € > 0 i¢in (2.1) saglanacak sekilde X in sonlu bir Z alt kiimesi bulunabiliyorsa

Y kiimesine dig on kompakt denir.

Onerme 2.70. [105] (X, p) asimetrik metrik uzay, (x,) bu uzayda bir dizi ve x € X olsun.

1. Eger (x,) dizisi zayif sol K-Cauchy ise bu durumda {x, : n € N} kiimesi 6n
kompakttr.

2. Eger (x,) dizisi sol p-yakinsak ise bu durumda {x, : n € N} kiimesi dig 6n
kompakttir.

3. Eger (x,) dizisi x noktasina sol p-yakinsak ise bu durumda {x} U{x, : n € N}

kiimesi on kompakttir.

Tanmm 2.71. [21] (X, p) asimetrik metrik uzay ve Y, X in bir alt kiimesi olsun. Eger her
€ > 0igin

Y C UL F

olacak sekilde X in ¢ap1 € dan kiiciik olan sonlu sayida F; alt kiimesi varsa Y kiimesine

tamamen sinirhidir denir.

Tamamen sinirlilik 6n kompakthgr gerektirir. Gergekten i = 1,...,n i¢in d(A;) < € ve
AiNY # 0 olmak tizere eger Y C U{A; : 1 <i<n} ise z € A;NY alindiginda ¥ C

U{B)(zi,€)1 <i < n} olur.

Metrik uzaylarda 6n kompaktlik, dis 6n kompakthik ve tamamen sinirlilik denk
kavramlardir. Asimetrik metrik uzaylarda ise dig on kompaktlik 6n kompaktliktan kesin
olarak daha zayif iken 6n kompaktlik tamamen sinirliliktan kesin olarak daha zayiftir

(bkz. [89]).

Ornek 2.72. [21] X = R iizerinde p asimetrik yar1 metrigi

0, x=yise
p(x,y) = 0, O0<x<1ise

I, x<0Oyadax>1ise
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seklinde tanimlansin. Her € > 0 ve 0 < x < I igin X = B, (x,€) oldugundan X 6n
kompakttir. Fakat x € X\ (0, 1) secilirse x noktasini igeren X in herhangi F alt kiimesi

icin d(F) = 1 dir. O halde X tamamen sinirli olamaz.

Ornek 2.73. [35] X = /.. iizerinde p asimetrik metrigi p(x,y) = sup;max{y; — x;,0}
seklinde tanimlansin. x, = (1,1,...,1,0,...) € s ve x = (1,1,..., 1,...) ¢ dizileri alinsin.
Her n € N i¢in p(x,x,) = 0 oldugundan /.. da (x,) dizisi x noktasina sol p-yakinsaktir. O
halde A = {x, : n € N} kiimesi dig 6n kompakttir. Fakat € = 1/2 secilirse sonlu sayida
keyfi X, ..., X, €A (n1 < ... <ny)igin p(xn;,%p,+1) =1 (i =1,...,k) oldugundan A 6n

kompakt olamaz.

Onerme 2.74. [21] (X, p) 6n kompakt asimetrik metrik uzay ise bu uzaydaki her dizinin

bir sol p-Cauchy alt dizisi vardir. Eger X sayilabilir ise bu ifadenin tersi de dogrudur.

Tanmim 2.75. [35] (X,p) asimetrik metrik uzaymin her alt kiimesi 6n kompakt ise X e

kalitimsal olarak on kompakttir denir.

Onerme 2.76. [12] (X, p) asimetrik metrik uzayinda asagidaki ifadeler denktir.

1. X kaliimsal olarak 6n kompakttir.
2. X in sayilabilir her alt kiimesi 6n kompakttir.
3. X de her dizinin sol K-Cauchy alt dizisi vardir.

4. X de her dizinin zayif sol K-Cauchy alt dizisi vardir.

Sonug 2.77. [35] Bir asimetrik metrik uzayin dizisel kompakt olmasi icin gerek ve yeter

sart sayilabilir kompakt olmasidir.
Onerme 2.78. [35] On kompakt sayilabilir kompakt asimetrik metrik uzay kompakttir.

Sonug 2.79. [35] Kompakt asimetrik metrik uzay dizisel kompakttir.

Asagida dizisel kompakt olup kompakt olmayan asimetrik metrik uzay 6rnegi verilmistir.

Ornek 2.80. [106] @, ilk sayilamaz sira sayis1 olsun. X = [1, ) iizerinde p asimetrik
metrigi x <y ise p(x,y) = 1 ve diger durumlarda p(x,y) = 0 olarak tanimlansin. (x,), X

de bir dizi ise her n € N i¢in x,, < x olacak sekilde bir x € X vardir. Buradan her n € N i¢in
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p(x,x,) = 0 elde edilir. Dolayisiyla (x,) dizisi x e sol p-yakinsaktir. Boylece X dizisel
kompakttir. Her x € X i¢in By (x,1) = {y € X : y < x} sayilabilir bir kiimedir. Ayrica
{Bp(x,1) : x € X} ailesi X i orter. X say1lamaz oldugundan bu yuvarlarin sonlu tanesi ile

ortillemez. O halde X kompakt degildir.

Sonug 2.81. [35] Dizisel kompakt 77 asimetrik metrik uzay kompakttir.
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3. ASIMETRIK METRIK UZAYLARDA BAZI YENI
KAVRAMLAR

Asimetrik metrik uzaylarda bir kiimenin tamamen sinirlilig1 kitmenin 6n kompakt olmasini
gerektirirken metrik uzaylarin aksine bir kiimenin 6n kompaktlig1 kiimenin tamamen
sinirlt olmasini gerektirmez. Yani metrik uzaylarda bu iki kavram birbirine denk olurken
asimetrik metrik uzaylarda farkli kavramlardir. Ayrica asimetrik metrik uzaylarda
O0n kompaktliktan daha zayif olan dis 6n kompaktlik kavram ile karsilasilmaktadir.
Bu béliimde asimetrik metrik uzaylarda 6n kompaktlik ve sinirlilik arasinda yer alan
Bourbaki siirlilik kavrami tanimlanacaktir. Bu ii¢ kavram arasindaki iligkiler ornekler ile
incelenecektir. Benzer sekilde Bourbaki sinirliliktan daha zayif olan dis Bourbaki sinirlilik
kavramu verilecektir. Ayrica asimetrik metrik uzaylarda cesitli tipte Bourbaki Cauchy ve
kofinal Bourbaki Cauchy dizileri tamimlandiktan sonra (dis) Bourbaki sinirliliin bu diziler
yardimiyla karakterize edilip edilemeyecegi incelenecektir. Son olarak, kompaktlik,
dizisel kompaktlik ve diizgiin yerel kompaktlik kavramlarina dayanan bazi onemli

sonuclar verilecektir.
3.1. ASIMETRIK METRIK UZAYLARDA BOURBAKI SINIRLILIK

Asimetrik metrik uzayda Bourbaki sinirlilik kavramini tanimlamadan once sinirlilik
kavrami ele alinacaktir. (X, p) asimetrik metrik uzayinda bir A alt kiimesinin p-sinirh
olmasi igin A C B, (x,r) olacak sekilde bir x € X elemaninin ve r > 0 sayisinin bulunmasi
gerekir (bkz. [107]). Bu tanimin metrik uzayda verilen sinirlilik tanimina denk olmadigina
dikkat edilmelidir. Metrik uzayda bir kiimenin ¢ap1 sonlu ise kiimeye sinirlidir denir. Fakat
asimetrik metrik uzayda sinirl bir kiimenin ¢apinin sonlu olmasi gerekmez. Bunu gormek
icin R iizerinde p(x,y) = max{y —x,0} olarak tanimlanan p asimetrik metrigi ve A =
(—o0,0) alt kiimesi ele almsmn. A C B, (0,1) = (—o0, 1) oldugundan A kiimesi p-sinirhdir.

Diger tarafdan her x,y € A i¢in p(x,y) < M olacak sekilde bir M > 0 reel sayisinin
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var oldugu kabul edilsin. A kiimesinden x = —(M 4 2) ve y = —1 elemanlar segilirse
p(x,y) =M+ 1> M elde edilir. Bu ise bir ¢eligkidir. O halde d(A) = sup{p(x,y) :
x,y € A} sonlu degildir. Aslhinda burada d(A) ifadesi A kiimesinin p’ metrigine gore
capidir. Dolayistyla her x € X ve her r > 0 i¢in Bps(x,7) C By (x,r) oldugundan asimetrik
metrik uzayda p*® metrigine gore sinirl bir kiilme p-sinirlidir. Fakat verilen bu 6rnekten
asimetrik metrik uzayda bir kiimenin p-sinirli olmasinin p* metrigine gore sinirli olmasini

gerektirmedigi goriiliir.

Tanim 3.1. (X, p) asimetrik metrik uzay ve x,y € X olsun. Eger herhangi bir € > 0 ve bir
m € Nigin p(x,a;) <€, play,az) < €,..., p(am—1,y) < € olacak sekilde ay,ay, ...,a,—1 €
X noktalar1 bulunabiliyorsa x noktas1 y noktasina m uzunlugunda €-zincir ile baglanir

denir. x noktasi sabit olmak iizere tiim bu y noktalarinin kiimesi Bj (x, €) ile gosterilir,

Bir A kiimesinin €-genislemesi

= U{Bp(x,e) tx €A}

ile tantmlanir. m > 2 igin By (x, €) p-acik yuvarinin m. €-genislemesi

By (x.e) = (By ' (x,€))° = J{Bp(r.€) :y € By ' (x.8)}

seklinde tanimlanir.

Ornek 3.2. X = R iizerinde p asimetrik metrigi

y—x, x<yise
px,y) = ,
I, x>yise
seklinde tammlansin. Her m € N ve x € X igin € < 1 ise By (x,€) = [x,x+me) ve € > 1

ise B (x,€) = (—o0,x +me) dr.

Tanim 3.3. (X, p) asimetrik metrik uzay ve Y kiimesi X in bir alt kiimesi olsun. Eger her
€ > 0 sayisina karsilik
Y C( [{By(x,e):xeF}
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olacak sekilde bir m € N sayis1 ve X kiimesinin sonlu bir F alt kiimesi bulunabiliyorsa Y
kiimesine dig p-Bourbaki sinirlidir denir. Burada bulunan F kiimesi Y nin bir alt kiimesi

ise bu durumda Y kiimesine p-Bourbaki sinirlidir denir.

Not 3.4. (X,d) metrik uzay ise z € B (x,€) igin BY(x,€) C B2"(z,€) oldugundan bu iki

kavram birbirine denktir. Fakat bu kapsama asimetrik metrik uzayda gecerli degildir.

Ornek 3.5. X = [0, 1] iizerinde Ornek 3.2 de verilen p asimetrik metrigi alinsin. Bu

durumda B, (0, 3) = [0,3) p-agik yuvari Bg(}t, 1) = [4, 1] kiimesi tarafindan kapsanmaz.

Diger yandan asimetrik metrik uzaylar i¢in asagidaki sonug gecerlidir.

Lemma 3.6. (X, p) asimetrik metrik uzayinda z € By (x, €) igin
By (x,€) C By"(z,€)

dir.

Ispat. y € By(x,€) olsun. p(x,a1) <€, p(ar,az) < &,...p(an—1,y) < € olacak sekilde
ai,ay,...,am—1 € X vardir. Hipotezden, p(x,by) < €, p(b1,by) < €,....p(by—1,2) < €
olacak sekilde by, by, ...,b,,—1 € X noktalar: bulunur. Dolayisiyla, p asimetrik metrigine
gore z noktasi y noktasina 2m uzunlugunda €-zincir ile baglanir. Yaniy € B%)m (z,€) elde

edilir. O]

Lemma 3.7. (X, p) asimetrik metrik uzayinda her x € X, € > 0 ve m € N i¢in

Bg’(x, €) C Bp(x,me)

dir.

Ispat. y € By (x,€) olsun. p(x,a;) <&, p(ar,az) <é&,...p(am-1,y) < € olacak sekilde
ai,ay,...,am—1 € X vardir. Boylece (AM2) sartindan p(x,y) < me, yani y € By (x,me)
elde edilir. 0

Lemma 3.7 deki kapsamanin tersi saglanmak zorunda degildir.
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Ornek 3.8. X = R iizerinde p asimetrik metrigi

I, x>yise
p(x,y) = '
0, x<yise

seklinde tanimlansin. Bu uzayda B%)(O, 1) =[0,+e0) ve By(0,2) = R dir.

Onerme 3.9. (X,p) asimetrik metrik uzayinda her (dis) p-Bourbaki smirli kiime

p-sinirhidir.

Ispat. Y dig p-Bourbaki smirli kiime olsun. Bu durumda € = 1 igin ¥ € U{Bj (x,1) : x €
F'} olacak sekilde bir m € N sayist ve X kiimesinin sonlu bir F' alt kiimesi bulunur. Lemma
3.7denY C U{Bp(x,m) : x € F} elde edilir. Dolayisiyla keyfi y € Y i¢in inf{p (x,y) : x €
F} < mdir. F sonlu bir kiime oldugundan p(xo,y) = inf{p(x,y) : x € F} olacak sekilde
bir xo € F vardir. Boylece Y C B, (xg,m) dir. Buradan Y nin p-sinirli oldugu sonucuna

varilir. L]

Bir asimetrik metrik uzayda p-sinirlt olup (dis) p-Bourbaki sinirli olmayan kiimeler

vardir.

Ornek 3.10. X = R iizerinde p(x,y) = max{y — x,0} olmak iizere p(x,y) =
min{1,p(x,y)} asimetrik metrigi verilsin. Bu durumda N, R nin p-sinirh alt kiimesidir.
Gergekten, r > 1 ve x € Ricin N C Bj(x,7) = R elde edilir. Fakat € < 1 segilirse herhangi
x € Rve m € N i¢in B (x,€) = (—eo,x+ me) oldugundan N bu kiimelerin sonlu tanesi
ile ortiillemez. Boylece N dis p-Bourbaki sinirli olamaz. Dolayisiyla da N p-Bourbaki

siirh degildir.

Di1s Bourbaki sinirlilik ve Bourbaki sinirlilik kavramlart (X, p) asimetrik normlu uzayimda
benzer sekilde tanimlanabilir. Asimetrik metrik uzaylarin aksine asimetrik normlu

uzaylarda agagidaki sonug elde edilir.

Lemma 3.11. (X, p) asimetrik normlu uzayinda her x € X, € > 0 ve m € N igin
B;)n(x7 8) = BP(X7 m8)
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dur.

Ispat. Keyfi y € Bp,(x,me) verilsin. i =0,...,m i¢in a; = %x—k n%y olmak iizere p(a;11 —
a;) = % p(y—x) < € elde edilir. Bu ise x noktasinin y noktasina m uzunlugunda €-zincir ile
baglanabildigini, yani y € B} (x,€) oldugunu gosterir. Dolayisiyla B),(x,me) C Bj(x, €)

olur. Ters kapsam Lemma 3.7 den elde edilir. [

Bu lemmanin bir sonucu olarak asimetrik normlu uzaylarda (dis) p-Bourbaki smirlilik ve

p-sinirlilik kavramlarinin denk oldugu goriiliir.

Onerme 3.12. (X, p) asimetrik normlu uzayinda her p-sinirh kiime (dis) p-Bourbaki

sinirhidir.

Ispat. (X, p) asimetrik normlu uzayinda bir ¥ alt kiimesi p-sirli ise ¥ C B, (x,r) olacak
sekilde x € Y noktasi ve r > 0 sayis1 bulunur. Verilen herhangi € > 0 i¢in % < £ olacak
sekilde m € N segilirse Lemma 3.11 den Y C By (x,€) oldugu goriiliir. Dolayisiyla Y

kiimesi (dis) p-Bourbaki sinirhidir. 0

Asimetrik metrik uzayda her (dis) p-6n kompakt kiimenin (dis) p-Bourbaki sinirli oldugu
tanimlarindan kolaylikla goriilebilir. Fakat bir asimetrik metrik uzayda (dis) p-Bourbaki

stnirl olup (dis) p-6n kompakt olmayan kiimeler vardir.

Ornek 3.13. X = /., iizerinde x = (x;),y = (i) € fe Ve her i € N icin (y; — x;)* =
max{y; —x;,0} olmak iizere p(x,y) = sup;c) (v —x;)" asimetrik metrigi verilsin. Her
bir n € N i¢in x" dizisi ilk n terimi 1 ve diger sonsuz terimi O olan dizi, yani x"* =
(1,1, ...,ri’, 0,0,...) olsun. ¥ = {x" : n € N} C /., kiimesinin p-6n kompakt olmadig1 Ornek
2.73 de gbsterilmistir. Verilen herhangi € > 0 i¢in me > 1 olmak iizere Y C By (x!,e)

oldugundan Y kiimesi p-Bourbaki sinirlidir.

Asimetrik metrik uzayda dis p-6n kompaktligin p-6n kompaktliktan kesin olarak daha
zay1f olmasi durumu dig p-Bourbaki sinirlilik ve p-Bourbaki sinirlilik i¢in de gecerlidir.
Yani her p-Bourbaki sinirh kiime dis p-Bourbaki sinirlidir. Fakat dig p-Bourbaki sinirlt

olup p-Bourbaki sinirli olmayan kiimeler vardir.

Ornek 3.14. X = [0, 1] iizerinde Ornek 3.2 de verilen p asimetrik metrigi alinsin. m > 1 /¢
i¢in ¥ = (0,1) C By(0,¢€) oldugundan Y kiimesi dig p-Bourbaki siirlidir.
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Y nin p-Bourbaki sinirli oldugu kabul edilsin. Verilen herhangi € <1 icin ¥ C
UL B (xi,€) olacak sekilde sonlu goklukta xi,...,x, € ¥ ve m € N vardir. Fakat
bu durumda a = min{x; : i = 1,...,n} ve b = max{x; : i = 1,...,n} olmak iizere
UL By (xi,€) = [a,b+me) dir. Y kiimesi [a,b + me) ile drtillemeyecegi igin bir ¢eligki

elde edilir. Dolayisiyla Y kiimesi p-Bourbaki sinirl degildir.

Teorem 3.15. (X, p) asimetrik metrik uzayinda Y kiimesinin p-Bourbaki sinirlt olmasi
icin gerek ve yeter sart her € > O i¢in Y C Ul By (x;,€) ve Y N By (xi,€) #0 (i=1,...n)

olacak sekilde m € N sayis1 ve X in sonlu bir {x},x3,...,x,} alt kiimesinin bulunmasidur.

Ispat. Gerek sart tanimdan kolaylikla ispat edilir.

Tersine her bir i = 1,...n igin x; € X olmak iizere y; € Y N B} (x;, €) alinirsa Lemma 3.6

dan
n n
2
Y C By (xi,e) € By (vi€)
i=1 i=1
elde edilir. Bu ise Y nin p-Bourbaki sinirli oldugunu gosterir. [

p® metrigine gore bir kiimenin Bourbaki sinirlilig1 kiimenin hem p-Bourbaki sinirlt hem
de p-Bourbaki sinirlt olmasini gerektirir. Diger tarafdan bir asimetrik metrik uzayda hem
p-Bourbaki sinirli hem de p-Bourbaki sinirli olup p* metrigine gore Bourbaki sinirh

olmayan kiimeler vardir.

Ornek 3.16. X = [0, 1] iizerinde Ornek 3.2 de verilen p asimetrik metrigi ve keyfi x € X
alinsin. Herhangi € > 0 i¢in % < € olacak sekilde m € N segilsin. a; = % (i=0,...,m)
olmak iizere i = 0,...,m — 1 i¢in p(a;,a;+1) = 5, < € elde edilir. Bylece X de herhangi x
noktasi 0 noktasina m uzunlugunda &-zincir ile baglanir. Buradan X = B;)”(O, €) oldugu ve
dolayisiyla X in p-Bourbaki sinirli oldugu goriiliir. Benzer sekilde, X = Bg(l, €) oldugu
ve boylece X in p-Bourbaki sinirl oldugu kolaylikla goriilebilir. Fakat p®, X tizerindeki

ayrik metrik oldugundan X kiimesi p*-Bourbaki sinirli degildir.

Bir asimetrik metrik uzayda p-Bourbaki sinirli olan kiimeler p-Bourbaki sinirh

olmayabilir.
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Ornek 3.17. X = [0, 1] iizerinde Ornek 3.2 de verilen p asimetrik metrigi alinsin. Verilen
herhangi € > 0 sayisina karsilik m € N sayis1 me > 1 olacak sekilde segilirse ¥ = [0,1) C
B (0,€) = [0, 1] oldugundan Y alt kiimesi p-Bourbaki simrlidir. Fakat herhangi x € X ve
m € N i¢in By (x,€) = (x — me, x| oldugundan Y alt kiimesi bu kiimelerin sonlu tanesi ile

ortiilemeyeceginden p-Bourbaki sinirl degildir.

Simdi bir asimetrik metrik uzayda bir kiimenin p, p asimetrik metriklerine ve p* metrigine
gore Bourbaki sinirlilidu ile ilgili iliski verilecektir. Burada tanimlanan A degerinin birden

biiyiik esit olduguna dikkat edilmelidir.

Teorem 3.18. (X,p), T} asimetrik metrik uzay1 olsun. Eger A = sup PEY) meveut ise

ryex P (yx)
Xy
asagidaki ifadeler denktir:

1. X, p-Bourbaki sinirhidir.
2. X, p-Bourbaki sinirhidir.
3. X, p*-Bourbaki sinirlidir.

Ispar. (1 =2) Eger X kiimesi p-Bourbaki sirli ise X = U, B}y (z, 7) olacak sekilde
m € N sayisi ve X in sonlu bir F' alt kiimesi vardir. Hipotez geregi x # y olan her x,y € X
igin p(x,y) < Ap(x,y) esitsizligi saglamr. Béylece her z € F igin B (z, 1) C Bj(z.€)
elde edilir. Buradan X = | J f B’g (z,€) oldugu goriiliir. Dolayisiyla X kiimesi p-Bourbaki

sinirhidir.

(2= 3) X kiimesinin sonlu bir F' alt kiimesi ve m € N sayisticin X = U cr By (z,7) =
U.er Bgﬁ (z,€) elde edilir.

(3= 1) Herx € X ve m € N i¢in Bfj(x,€) C By (x,€) oldugundan sonug agiktur. O

Not 3.19. Metrik uzaylarin aksine asimetrik metrik uzaylarda p-Bourbaki sinirli kiimenin

alt kiimeleri p-Bourbaki sinirli olmayabilir.

Ornek 3.20. X = [0, 1] iizerinde Ornek 3.2 de verilen p asimetrik metrigi alinsin. ¥ =
{0} U{} :n € N} kiimesi p-Bourbaki siirhdir. Ciinkii m > 1/¢ olacak sekilde m €

N segilirse ¥ C Bf(0,€) = X elde edilir. Buna ragmen Y kiimesinin {1:neN}alt
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kiimesi Bﬁ(%, €)= [}l, ,ll + me) seklindeki kiimelerin sonlu tanesi ile ortillemeyecegi i¢in

p-Bourbaki sinirli degildir.
Not 3.21. Metrik uzaylarin aksine asimetrik metrik uzaylarda p-Bourbaki smirli kiimenin

p nun iirettigi topolojiye gore kapanist p-Bourbaki sinirli olmayabilir.

Ornek 3.22. X = R iizerinde p(x,y) = max{y —x,0} asimetrik metrigi verilsin. Verilen
herhangi € > 0 i¢in (—oo, 1] C By (1, €) = (—o0, 1 4-€) kapsamasi saglanacagindan (—oo, 1]
kiimesi p-Bourbaki simirhidir. Fakat p tarafindan iiretilen topolojiye gore kapanis
Tp-Cl((—oo,1]) = R p-Bourbaki smirh degildir. Gergekten, bu kiime herhangi x € R

ve m € N igin sonlu sayida Bj (x, &) = (—oo,x + me) ile Ortillemez.

Teorem 3.23. (X, p) asimetrik metrik uzayinda bir Y alt kiimesinin (dig) p-Bourbaki
sinirli olmasi igin gerek ve yeter gart ¥ kiimesinin 7 topolojisine gore kapaniginin (dig)

p-Bourbaki sinirli olmasidir.

fspat. Y, X kiimesinin p-Bourbaki sinirli alt kiimesi olsun. Bu durumda verilen her
€>0iginY C U{Bj(x,€) : x € F} olacak sekilde ¥ nin sonlu bir F alt kiimesi ve m € N
sayist bulunur. z € 75-CI(Y) ise kapanig tanim geregi p(z,y) < € olacak sekilde y € Y
vardir. Hipotezden en az bir x € F icin y noktas1 Bjj(x,€) kiimesine aittir. Boylece
x noktasindan z noktasina m + 1 uzunlugunda bir €-zincir elde edilir. Dolayisiyla
75-Cl(Y) C U{BZ’“(x,e) : x € F} saglanir. Buradan 75-CI(Y') nin p-Bourbaki sinirli

oldugu goriiliir.

Tersine her € > 0 i¢in 75-C1(Y) C UL, B} (zi, €) olacak sekilde z; € 75-CI(Y) noktalari
ve m € N sayis1 bulunsun. Bu durumda B (z;,€) NY # 0 dir. Her bir i = 1,...,n i¢in
yi € By (zi,€) NY segilirse Lemma 3.6 dan By (zi, €) C B,z)’" (yi, €) elde edilir. Sonug olarak
Y kiimesi sonlu tane B’Z)’" (yi,€) kiimesi ile ortiiliir. Dolayisiyla Y kiimesi p-Bourbaki

sinirhdir. ]
3.2. ASIMETRIK METRIK UZAYLARDA BOURBAKI CAUCHY DIiZILERI

Asimetrik metrik uzaylarda Cauchy dizileri gibi birden fazla farkli Bourbaki Cauchy

dizisi kavrami tanimlanabilir.
Tanmm 3.24. (X, p) asimetrik metrik uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun.
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1. Eger her € > 0 i¢in n > ng oldugunda x, € Bjj(x,€) (x, € By (x, €)) olacak sekilde
bir np € N, m € N ve x € X bulunabiliyorsa (x,) dizisine sol (sag) p-Bourbaki
Cauchy dizisi denir.

2. Eger her € > 0 i¢in n > ng oldugunda x, € Bg(xno,e) (x, € Bg’(xno,e)) olacak
sekilde bir ng € N ve m € N bulunabiliyorsa (x,) dizisine zayif sol (sag) K-Bourbaki
Cauchy dizisi denir.

3. Eger her € > 0 i¢in n > ng oldugunda x, € By (x,€) olacak sekilde bir n € N,

m € N ve x € X bulunabiliyorsa (x,) dizisine p*-Bourbaki Cauchy dizisi denir.

Tanmm 3.25. (X, p) asimetrik metrik uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun.

1. Eger her € > 0 i¢in n € N¢ oldugunda x,, € B (x,€) (x, € Bj(x,€)) olacak sekilde
bir m € N, x € X ve N nin sonsuz N alt kiimesi bulunabiliyorsa (x;) dizisine sol
(sag) p-kofinal Bourbaki Cauchy dizisi denir.

2. Eger her € > 0 i¢in n € N oldugunda x, € BZ’(an,e) (x, € B’g(xno,e)) olacak
sekilde bir np € N, m € N ve N nin sonsuz Ng alt kiimesi bulunabiliyorsa (x,)
dizisine zayif sol (sag) K-kofinal Bourbaki Cauchy dizisi denir.

3. Eger her € > 0 igin n € N¢ oldufunda x,, € BJ (x, €) olacak sekilde birm € N, x € X
ve N nin sonsuz N, alt kiimesi bulunabiliyorsa (x,) dizisine p*-kofinal Bourbaki

Cauchy dizisi denir.

Sag p-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisinin sol p-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisi oldugu
ve p asimetrik metrigine gore zayif sag K-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisinin p asimetrik
metrigine gore zayif sol K-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisi oldugu tanimlarindan

anlagilir.

Bir dizi zayif sol K-Bourbaki Cauchy dizisi ise sol p-Bourbaki Cauchy dizisidir. Fakat
sol p-Bourbaki Cauchy olup zayif sol K-Bourbaki Cauchy olmayan diziler vardir.

Ornek 3.26. X = [0, 1] iizerinde Ornek 3.8 de tanimlanan p asimetrik metrigi verilsin.
(x,,) terimleri X de olan bir dizi olsun. Her n € N i¢in p (0, x,) = 0 oldugundan (x;,) dizisi 0

noktasina p-yakinsaktir. Dolayisiyla bu uzaydaki her dizi sol p-Bourbaki Cauchy dizisidir.
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1 1

Diger tarafdan, her n,m € Nigin Bf (57,5) = [21,1, 1] kiimesi diginda (zin) dizisinin sonsuz

coklukta terimi oldugundan bu dizi zayif sol K-Bourbaki Cauchy dizisi degildir.

Zayif sol K-kofinal Bourbaki Cauchy dizisi sol p-kofinal Bourbaki Cauchy dizisidir.
Fakat sol p-kofinal Bourbaki Cauchy dizisinin zay1f sol K-kofinal Bourbaki Cauchy dizisi
olmas1 gerekmez. Asagidaki ornek ile ayrica zayif sol K-kofinal Bourbaki Cauchy (sol
p-kofinal Bourbaki Cauchy) olup zayif sol K-Bourbaki Cauchy (sol p-Bourbaki Cauchy)

olmayan dizi 6rnegi verilmistir.

Ornek 3.27. X = R iizerinde Ornek 3.2 de verilen asimetrik metrik alinsin.

(xn) = (1, %, 3, %, 5, %, ...) dizisinin sol p-kofinal Bourbaki Cauchy oldugu agiktir fakat bu
dizi zayif sol K-kofinal Bourbaki Cauchy degildir.

(yn) = (0,1,0,2,0,3,...) sol p-Bourbaki Cauchy dizisi degildir ve bu nedenle zayif sol
K-Bourbaki Cauchy dizisi de olamaz. Gergekten, verilen herhangi m,n € N ve x € X i¢in
x+m < 7 olacak sekilde n; > n, n gift sayisi bulunabilir. Buradan y,, ¢ B (x,1) =
[x,x +m) elde edilir. Fakat bu dizi zayif sol K-kofinal Bourbaki Cauchy dizisidir ve
bu nedenle sol p-kofinal Bourbaki Cauchy dizisidir. Bunu goérmek i¢in m = ny = 1
ve Ne ={1,3,5,7,...} alinsin. Bdylece verilen herhangi € > 0 i¢in n € N¢ oldugunda
yn € Bp(0,€) = [0,¢) elde edilir.

Asagidaki ornekte sol p-Bourbaki Cauchy olup sol p-Cauchy olmayan bir dizi 6rnegi
verilmigtir. Ayrica bu dizi zayif sol K-Bourbaki Cauchy dizisine bir 6rnektir. Ornek
3.26 da sol p-Cauchy dizisi olup zayif sol K-Bourbaki Cauchy dizisi olmayan bir dizi
verilmisti. Dolayisiyla zayif sol K-Bourbaki Cauchy dizileri ile sol p-Cauchy dizileri

arasinda bir iligki olmadi81 sonucu ¢ikar.

Ornek 3.28. X = [0, 1] iizerinde Ornek 3.2 de verilen p asimetrik metrigi alsim. (x,)
dizisi QN [0, 1] kiimesinin numaranlandirilmasiyla olugan bir dizi olsun. Her € > 0 i¢in
dizinin tiim terimleri m > 1/€ oldugunda B (0, &) = [0, 1] tarafindan kapsanir. Bu (x,)
dizisinin zay1f sol K-Bourbaki Cauchy dizisi ve daha genel olarak sol p-Bourbaki Cauchy
dizisi oldugunu gosterir. € = 1/2 ve herhangi x € X i¢in By (x,1/2) = [x,x+1/2) kiimesi
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disinda dizinin sonsuz ¢oklukta terimi mevcut oldugundan bu dizi sol p-Cauchy dizisi

olamaz.

Eger (x,) dizisi p* metrigine gore (kofinal) Bourbaki Cauchy dizisi ise hem sol p-(kofinal)
Bourbaki (zayif sol K-(kofinal) Bourbaki) Cauchy hem de sag p-(kofinal) Bourbaki (zayif
sag K-(kofinal) Bourbaki) Cauchy dizisidir. Ciinkii her € > 0, m € N ve x € X i¢in

Bpi(x,€) C By (x,€) ve Bps(x,€) C B (x,€) 3.1)

kapsamalar1 saglanir. Bir dizinin hem sol p-(kofinal) Bourbaki Cauchy (zayif sol
K-(kofinal) Bourbaki Cauchy) hem de sag p-(kofinal) Bourbaki Cauchy (zayif sag
K-(kofinal) Bourbaki Cauchy) dizisi olmasi dizinin p* metrigine gore (kofinal) Bourbaki

Cauchy dizisi olmasini gerektirmez.

Ornek 3.29. X = [0,1] iizerinde Ornek 3.2 de verilen p asimetrik metrigi alinsin. X
de (0,1,0,1,...) dizisi verilsin. Her € > 0 i¢in % < € olacak sekilde m € N vardir. Bu
durumda dizinin tiim terimleri Bjj (0, €) ve BF(1, €) kiimeleri tarafindan kapsanir. Bunlar
ise sirastyla dizinin zayif sol K-(kofinal) Bourbaki Cauchy ve zayif sag K-(kofinal)
Bourbaki Cauchy dizisi oldugunu gosterir. Fakat p® metrigi X {izerindeki ayrik metrik
oldugundan bu dizi p* metrigine gére ne Bourbaki Cauchy dizisi ne de kofinal Bourbaki
Cauchy dizisidir. Gercekten, € < 1 i¢in X deki herhangi p*-acik yuvarin m. e-geniglemesi

sadece bir tek noktadan olusur.

Tim bu Bourbaki-Cauchy dizileri arasinda asagidaki cizenekte verilen iligki vardir.

Benzer cizenek sag Bourbaki-Cauchy dizileri i¢in de verilebilir.

zayif sol K-Cauchy =—> sol p-Cauchy
4 4

zay1f sol K-Bourbaki-Cauchy —> sol p-Bourbaki-Cauchy
4 I

zay1f sol K-kofinal Bourbaki-Cauchy == sol p-kofinal Bourbaki-Cauchy
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Asagidaki iki teorem hangi sartlar altinda p, p ve p* ye gore Bourbaki Cauchy dizilerinin

denk olacagini gosterir.

Teorem 3.30. (X,p) T; asimetrik metrik uzayi olsun. Eger A = sup PEY) meveut ise

ryeX p(y,x)

x#y
asagidaki ifadeler denktir.

1. (x,) sol p-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisidir.
2. (x,) sag p-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisidir.
3. (x,) p*-Bourbaki Cauchy dizisidir.

Ispat. (1 = 2) (x,) dizisi X de sol p-Bourbaki Cauchy dizisi olsun. Bu durumda her
€ > 0 igin n > ng oldugunda x, € B} (x, 7) olacak sekilde bir ngp € N, m € N ve x € X
vardir. x # y olan her x,y € X i¢in p(x,y) < Ap(x,y) oldugundan n > ng oldugunda
Xn € B (x,€) elde edilir. Dolayisiyla (x,) dizisi X de sa§ p-Bourbaki Cauchy dizisi olur.

(2 = 3) (x,) dizisi X de sag p-Bourbaki Cauchy dizisi olsun. Bu durumda her € > 0
icin n > ng oldugunda x, € B (x, 1) olacak sekilde bir ng € N, m € N ve x € X vardur.

By (x, %) C Bji(x,€) oldugundan (x,) p*-Bourbaki Cauchy dizisidir.

(3=-1) (3.1) de verilen ilk kapsamadan sonug agiktir. O
Teorem 3.31. (X,p), T} asimetrik metrik uzay1 olsun. Eger A = sup % mevcut ise
xyeX T
X7y

asagidaki ifadeler denktir:

1. (x,) zayif sol K-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisidir.
2. (x,) zayif sag K-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisidir.
3. (x,) p*-Bourbaki Cauchy dizisidir.

Ispat. Bu teoremin ispat1 Teorem 3.30 un ispatina benzer sekilde yapulir. [
Asagdaki oOrnekte bir dizinin zayif sol K-(kofinal) Bourbaki Cauchy ya da sol
p-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisi olmasi dizinin ayni zamanda zayif sag K-(kofinal)

Bourbaki Cauchy ya da sag p-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisi olmasini gerektirmedigi

goriilmektedir. Tam tersine dizinin zayif sag K-(kofinal) Bourbaki Cauchy ya da sag
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p-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisi olmasi dizinin ayn1 zamanda zayif sol K-(kofinal)

Bourbaki Cauchy ya da sol p-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisi olmasin1 gerektirmez.

Ornek 3.32. X = (0, 1) iizerinde p asimetrik metrigi

x—y, y<xise
px,y) = '
I, y>uxise

seklinde tanimlansin.

(ﬁ) dizisi zay1f sol K-Bourbaki Cauchy dizisidir fakat sag p-kofinal Bourbaki Cauchy
dizisi degildir. Ger¢ekten herhangi bir € > 0 i¢in % < € olacak sekilde np e Nvem =1
segilirse x, € By (xn,, €) = (0,xy,] elde edilir. Ayrica, verilen herhangi x € X, m € N ve
N nin sonsuz Nj alt kiimesi i¢in n}r—l ¢ B5(x,1) = [x,1) olacak sekilde n € N; vardur.

Zayif sol K-Bourbaki Cauchy dizisi ve sol p-yakinsak dizi tanimlarindan asagidaki sonug

kolaylikla elde edilir.

Sonu¢ 3.33. (X, p) asimetrik metrik uzay ve (x;,) X de bir dizi olsun.

1. Eger (x,) X de zayif sol K-Bourbaki Cauchy dizisi ise {x, : n € N} kiimesi
p-Bourbaki sinirhidir.
2. Eger (x,) dizisi x € X noktasina sol p-yakinsak ise {x, : n € N} kiimesi dig

p-Bourbaki simirhidir ve {x} U {x, : n € N} kiimesi p-Bourbaki sinirlidir.

Asimetrik metrik uzayda p-Bourbaki sinirli olmayan p-yakinsak diziler vardir. X = [0, 1]
iizerinde Ornek 3.2 de verilen asimetrik metik alinirsa (%) dizisi sifira p-yakinsar. Fakat

% : n € N} kiimesinin p-Bourbaki simirli olmadigi Ornek 3.20 de gosterilmistir.
Teorem 3.34. (X,p) asimetrik metrik uzay olsun. Eger X, p-Bourbaki sinirh ise X deki
her dizinin sol p-Bourbaki Cauchy alt dizisi vardir.

Ispat. X in p-Bourbaki sinirli oldugu kabul edilsin. (x,) dizisi X de keyfi bir dizi olsun.
Bu durumda X = U{B}"(x,1/2) : x € Fi } olacak sekilde X in sonlu bir F; alt kiimesi

ve bir m; € N sayis1 vardir. Bazi x| € Fy i¢in By (x1,1/2) kiimesi (x,) dizisinin sonsuz
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coklukta terimini igerir. M; = {n{ < né <. < n} < ...} € N bu terimlerin indislerinden
olusan kiime olsun. (xn}) dizisi (x,) dizisinin bir alt dizisi olur. Benzer sekilde bu isleme
devam edilirse X in sonlu bir Fj alt kiimesi, my, € N sayis1 ve My = {n’f < né <. < nf <
...} € M kiimesi bulunur. x; € Fj olmak iizere her i € N i¢in Xy € BZ”‘ (xg, 1/2%) dur.
Boylece (xn;;) kosegen dizisinin istenen sol p-Bourbaki Cauchy alt dizisi oldugu goriiliir.
Gergekten, herhangi € > 0 icin 2% < € olacak sekilde k¢ € N vardir. Dolayisyla i > ke

icin x,; € Bp'® (x,.,€) elde edilir. O

[106] nolu calismada dizisel kompakt olup kompakt olmayan asimetrik metrik uzay 6rnegi
verilmistir. Ayrica bu 6rnek dizisel kompakt olup 6n kompakt olmayan asimetrik metrik

uzaya bir ornektir. Bu uzayin ayni zamanda p-Bourbaki sinirli olmadigi gosterilecektir.

Ornek 3.35. @ ilk sayilamaz sira sayisi olsun. X = [1, @) iizerinde p asimetrik metrigi
x < yise p(x,y) =1 ve diger durumlarda p (x,y) = 0 olarak tanimlansin. Her x € X ve her
m € Nigin By (x,1) = {y € X : y <x} sayilabilir bir kiimedir. Eger X = BjJ(x;,1)U...U
By (xn, 1) olacak sekilde sonlu sayida xj, ...,x, € X eleman1 mevcut olsaydi X kiimesinin
say1labilir bir kiime olmasi gerekirdi. O halde X kiimesi p-Bourbaki sinirh degildir. Fakat

bu uzaym dizisel kompakt oldugu Ornek 2.80 de gosterilmistir.

Dizisel kompaktlik uzaydaki her dizinin sol p-Bourbaki Cauchy alt dizisinin var
olmasini gerektirmektedir. Boylece Teroem 3.34 deki iddianin kargitinin dogru olmadigi
goriilmektedir. Karsiti i¢cin asagidaki teoremde ifade edilen ekstra bir sarta ihtiyac

duyulmaktadir.

Teorem 3.36. (X, p) asimetrik metrik uzay olsun. Eger X sayilabilir bir kiime ve X deki

her dizinin sol p-Bourbaki Cauchy alt dizisi varsa X, p-Bourbaki sinirlidir.

Ispat. X = {x, : n € N} kiimesinin p-Bourbaki sinirli olmadig1 kabul edilsin. Bu durumda
bir € > 0 icin X in sonlu herhangi F alt kiimesi ve herhangi m € N i¢in x € F' oldugunda
y & By (x,€) olacak sekilde y € X vardir. F;, = {x1,...,x,} € X (n € N) olsun. Kabulden
dolay1 y, ¢ B (xk,€) (k=1,...,n) y» € X segilebilir. Bu sekilde olusturulan (y,) dizisi
sol p-Bourbaki Cauchy alt dizisine sahip olamaz. Bu ise bir celiskidir. O halde X,
p-Bourbaki sinirhidir. 0
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Ornek 3.28 de verilen dizi p-yakinsak olmamasina ragmen (x;,) dizisinin (rll) alt dizisi
sifira p-yakinsaktir. O halde zayif sol K-(kofinal) Bourbaki Cauchy ya da sol p-(kofinal)
Bourbaki Cauchy dizisinin p-yakinsak alt dizisi varsa dizinin kendisi p-yakinsak olmak
zorunda degildir. Bu gercek dogultusunda sol p-(kofinal) Bourbaki tamlik ve zayif sol

K-(kofinal) Bourbaki tamlik tanimlar1 verilecektir.

Tanim 3.37. (X, p) asimetrik metrik uzay olsun.

1. Eger X deki her sol (sag) p-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisinin sol p-yakinsak
alt dizisi varsa (X, p) asimetrik metrik uzayi sol (sag) p-(kofinal) Bourbaki tamdir
denir.

2. Eger X deki her zayif sol (sag) K-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisinin sol
p-yakinsak alt dizisi varsa (X, p) asimetrik metrik uzay1 zayif sol (sag) K-(kofinal)
Bourbaki tamdir denir.

3. Eger X deki her p*-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisinin sol p-yakinsak alt dizisi

varsa (X, p) asimetrik metrik uzay1 p*-(kofinal) Bourbaki tamdir denir.

Tiim bu tamlik cesitleri arasinda asagidaki ¢izenekte verilen iligski vardir. Benzer ¢izenek

sag tamlik kavramlari icin de verilebilir.

sol p-kofinal Bourbaki tam == zayif sol K-kofinal Bourbaki tam

Y Y

sol p-Bourbaki tam —> zayif sol K-Bourbaki tam
Y Y

sol p-tam = zayif sol K-tam

Asagidaki 6rnek asimetrik metrik uzayin zayif sol K-(kofinal) Bourbaki tam olmasinin

uzayin sol p-(kofinal) Bourbaki tam olmasini gerektirmedigini gosterir.
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Ornek 3.38. X = N iizerinde p asimetrik metrigi

0, r=sise
p(rs) = %, s > r, s ¢ift, r tek ise
1, diger durumlarda

seklinde tanimlansin. X deki zayif sol K-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizileri sadece asikar
olan diziler oldugundan (X, p) zayif sol K-(kofinal) Bourbaki tamdir. {2,4,6,...} dizisi
sol p-Bourbaki Cauchy dizisidir fakat p-yakinsak alt dizisi bulunmamaktadir. Dolayisiyla
(X, p) sol p-(kofinal) Bourbaki tam degildir.

Asagidaki ornek asimetrik metrik uzayin zayif sol K-tam olmasinin uzayin zayif sol
K-Bourbaki tam olmasin1 ve ayn1 zamanda sol p-tam olmasinin sol p-Bourbaki tam

olmasini gerektirmedigini gosterir.

Ornek 3.39. [94, 3] (0,s) seklindeki tiim noktalar bir tek 0 = [(0,s)] noktas1 ile

tammlanmak iizere X = U,en, ([0, 1] X No) tizerinde p (asimetrik) metrigi

x—y|, n=mny
p((x7n1)7<yan2)):
X—I-y, ni 7én2

seklinde tanimlansin. Bu uzayda 6rnek olarak (%,2) merkezli, % yarigapl yuvar asagida

gosterilmistir. Yani B ((1,2),1) =1[0,1) x No\{2}U [0, 3) x {2} dir.

4 3

3 3

2 ’

1 3

0 ) .
i ;1
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X deki her dizi zayif sol K-Bourbaki Cauchy dizisidir. Bunu gérmek icin X de keyfi
bir ((x,ny)) dizisi alinsin. Verilen her € > 0 sayisina kargilik % < ¢ olacak sekilde bir
m € N segilirse BjJ(0,€) = X bulunur. Ayrica her k € Nigin BJ(0,¢) C B%m((kak),e)
kapsamasi saglanir. Dolayisiyla X = Bf,m((xk,nk),e) oldugundan ((xg,ny)) dizisi X de
zayif sol K-Bourbaki Cauchy dizisidir. Diger tarafdan X de ((1,n)) dizisinin keyfi
bir ((1,n;)) alt dizisi ve X de herhangi bir (x,s) eleman1 alimirsa her k € N i¢in
p((x,s),(1,nk,)) =x+1 > 1 olacak sekilde s # k1, k; > k say1s1 bulundugundan ((1,7))
dizisinin yakinsak alt dizisi yoktur. Dolayisiyla X zayif sol K-Bourbaki tam degildir ve

bu nedenle sol p-Bourbaki tam degildir.

Asimetrik metrik uzay sol p-(kofinal) Bourbaki tam ya da zayif sol K-(kofinal) Bourbaki
tam ise ayrica sag p-(kofinal) Bourbaki tam ya da zayif sag K-(kofinal) Bourbaki tam
olmas1 gerekmez. Tam tersine asimetrik metrik uzay sag p-(kofinal) Bourbaki tam ya da
zayif sag K-(kofinal) Bourbaki tam ise ayrica sol p-(kofinal) Bourbaki tam ya da zayif

sol K-(kofinal) Bourbaki tam olmasi gerekmez.

Ornek 3.40. Z = {1 — ﬁ :n € N} kiimesi tizerinde Ornek 3.32 de verilen asimetrik
metrik almsm. Her € <1, m € N ve x € Z igin B (x,€) = (x — mé&, x] oldugundan bu
uzayda alinan sol p-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisinin terimleri belli bir yerden sonra
sabit olmalidir. Dolayisyla bu uzay sol p-(kofinal) Bourbaki tamdir ve bu nedenle zayif
sol K-(kofinal) Bourbaki tamdir. Fakat Z zayif sag K-tam olmadigindan ([104] Ornek 3)
bu uzay ne zayif sag K-(kofinal) Bourbaki tam ne de sag p-(kofinal) Bourbaki tamdir.

Eger bir asimetrik metrik uzay zayif sol (sag) K-(kofinal) Bourbaki tam ise bu uzayin
p*-(kofinal) Bourbaki tam oldugu agiktir. Fakat p*-(kofinal) Bourbaki tamlik uzayin hem
zay1f sol K-(kofinal) Bourbaki tam hem de zayif sag K-(kofinal) Bourbaki tam olmasim

gerektirmez.

Ornek 3.41. Ornek 3.32 de verilen asimetrik metrik uzay zayif sol K-tam ve zayif sag
K-tam olmadigindan ([104] Ornek 4) zayif sol K-(kofinal) Bourbaki tam ve zayif sag
K-(kofinal) Bourbaki tam degildir.
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Teorem 3.42. (X,p) zayif sol K-Bourbaki tam asimetrik metrik uzay ise zayif sol
K-tamdur.

Ispat. (X, p) zayif sol K-Bourbaki tam asimetrik metrik uzay ve (x,), X de sol K-Cauchy
dizisi olsun. (x,) ayn1 zamanda zayif sol K-Bourbaki Cauchy dizisidir. Dolayisiyla (x;,)
dizisi sol p-yakinsak alt diziye sahiptir. Onerme 2.67 geregi (x,) dizisi de ayn1 noktaya

sol p-yakinsaktir. Bu durum X in sol K-tam ya da denk olarak zayif sol K-tam oldugunu

gosterir. [
Teorem 3.43. (X,p), T asimetrik metrik uzay olsun. Eger A = sup % mevcut ise
x,yex
x#y

asagidaki ifadeler denktir:

1. X sol p-(kofinal) Bourbaki tamdir.

2. X sag p-(kofinal) Bourbaki tamdir.

3. X p’-(kofinal) Bourbaki tamdir.
Ispat. (1 = 2) X sol p-(kofinal) Bourbaki tam ve (x,) dizisi X de keyfi bir sag p-(kofinal)
Bourbaki Cauchy dizisi olsun. Teorem 3.30 a gore (x,) aynt zamanda sol p-(kofinal)
Bourbaki Cauchy dizisidir. Dolayisiyla (x,) dizisinin sol p-yakinsak alt dizisi vardir. O
halde X sag p-(kofinal) Bourbaki tamdir.

(2= 3) X sag p-(kofinal) Bourbaki tam ve (x,) dizisi X de keyfi bir p*-(kofinal) Bourbaki
Cauchy dizisi olsun. Teorem 3.30 a gore (x,) ayn1 zamanda sag p-(kofinal) Bourbaki
Cauchy dizisidir. Dolayisiyla (x,) dizisinin sol p-yakinsak alt dizisi vardir. O halde X
p*-(kofinal) Bourbaki tamdir.

(3= 1) X p*-(kofinal) Bourbaki tam ve (x,) dizisi X de keyfi bir sol p-(kofinal) Bourbaki
Cauchy dizisi olsun. Teorem 3.30 a gore (x,) aym zamanda p*-(kofinal) Bourbaki

Cauchy dizisidir. Dolayisiyla (x,) dizisinin sol p-yakinsak alt dizisi vardir. O halde X sol

p-(kofinal) Bourbaki tamdir. [
Teorem 3.44. (X,p), Ty asimetrik metrik uzay olsun. Eger A = sup % mevcut ise
xyex Y’
x#y

asagidaki ifadeler denktir:

1. X zayif sol K-(kofinal) Bourbaki tamdir.
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2. X zayif sag K-(kofinal) Bourbaki tamdir.
3. X p’-(kofinal) Bourbaki tamdir.

Ispat. Bu teoremin ispat1 Teorem 3.43 iin ispatina benzer sekilde yapilir. 0

Metrik uzayin aksine asimetrik metrik uzayda Bourbaki sinirlilik Borbaki Cauchy dizileri
ile karakterize edilemez. Asimetrik metrik uzayda X kalitimsal olarak p-Bourbaki sinirl

kiime ise bu kiime zayi1f sol K-Bourbaki Cauchy dizileri ile karakterize edilebilir.

Tamim 3.45. (X, p) asimetrik metrik uzayinda bir A kiimesinin her alt kiimesi p-Bourbaki

sinirl ise A kiimesine kalitimsal olarak p-Bourbaki sinirlidir denir.

Teorem 3.46. (X,p) asimetrik metrik uzay olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

1. X kalitimsal olarak p-Bourbaki sinirlidir.
2. X in sayilabilir her alt kiimesi p-Bourbaki sinirlidir.

3. X de her dizinin zay1f sol K-Bourbaki Cauchy alt dizisi vardir.

Ispat. (1 = 2) Bu kismun ispat1 agiktir.

(2= 3) (x4), X de keyfi bir dizi ve Z = {x, : n € N} olsun. Hipotezden Z C [J{B}" (x,1):
x € F1} olacak sekilde sonlu F] C Z alt kiimesi ve m; € N sayist vardir. n; € N igin
Xn, € Fj olmak tizere M| ={ne€N:n>nj,x, € BZ” (xn,,1)} C N kiimesi olusturulsun.
Bu durumda Z; = {x, : n € Mj,n > n;} kiimesi de p-Bourbaki sinirlidir. Dolayisiyla
Z1 CU{Bp*(x,1/2) : x € F>} olacak sekilde sonlu F> C Z; alt kiimesi ve m, € N say1s1
vardir. ny € M) icin x,, € F> olmak iizere My = {n € My :n > np,x, € BZ’2 (xn,,1/2)} C
M, kiimesi olugturulsun. Bu durumda Z, = {x,, : n € M»,n > ny} kiimesi de p-Bourbaki
sinirlt olur. Bu igleme ayni sekilde devam edildiginde her k € N i¢in n; € M; olmak iizere
... € M, C M sonsuz i¢ i¢e kiimeler ve ny < np < ... artan dizisi elde edilir. Verilen
herhangi € > 0 i¢in é < € olacak sekilde ke € N vardir. Her j > k¢ i¢cin M; C M,
oldugundan x,; € ngs (X, » €) bulunur. Bu (x,;) nin (x,) dizisinin zayif sol K-Bourbaki

Cauchy alt dizisi oldugunu gosterir. Bu ise ispati tamamlar.

(3 =-1) Aksine, X in bir Y alt kiimesinin p-Bourbaki sinirli olmadigi kabul edilsin. Bu

durumda Fy = {x;} C Y ve keyfi m € N i¢in x» ¢ B} (x1,€) olacak sekilde x, € ¥ ve bir
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€ > 0 sayist vardir. Benzer sekilde, P> = {x1,x} C Y icin x3 ¢ Bg(xl,e) UBgz(xz,s)
olacak gekilde x3 € Y vardir. Bu sekilde devam edilirse n > k igin x, ¢ Bjy (xi, €) olmak
tizere X de bir (x,) dizisi elde edilir. Bu ise X deki her dizinin zayif sol K-Bourbaki
Cauchy alt dizisinin mevcut olmast ile ¢eligir. O halde X in her alt kiimesi p-Bourbaki

sinirl olmalidir. [

3.3. ASIMETRIK METRIK UZAYLARDA KOMPAKTLIK UZERINE
SONUCLAR

Bu boliimde ilk iki boliimde tanimlanan kavramlar ile asimetrik metrik uzaylarda
kompaktlik, dizisel kompaktlik ve diizgiin yerel kompaktlik kavramlarina dayanan bazi
onemli sonuglar verilecektir. Tez ¢aligmasi boyunca asimetrik metrik uzayin kompakt,
dizisel kompakt ve diizgiin yerel kompakt oldugu sdylendiginde aksi belirtilmedikge
verilen asimetrinin iirettigi topolojiye gore kompakt, dizisel kompakt ve diizgiin yerel

kompakt oldugu kastedilecektir.

Teorem 3.47. (X, p) asimetrik metrik uzay olsun. Eger X sag p-Bourbaki tam ise X deki

tiim p-Bourbaki sinirl alt kiimelerin p-kapanisi p-dizisel kompakttir.

Ispat. X sag p-Bourbaki tam olsun. Bu durumda X deki her sol p-Bourbaki Cauchy
dizisinin sol p-yakinsak alt dizisi vardir. B kiimesi X de keyfi bir p-Bourbaki sinirli
alt kiime olsun. Teorem 3.23 den 75-CI(B) nin p-Bourbaki sinirli oldugu elde edilir.
Boylece Teorem 3.34 e gore terimleri 75-CI1(B) den alinan herhangi (x,) dizisinin sol
p-Bourbaki Cauchy alt dizisi vardir. Kabul geregi bu alt dizi bir x € X noktasina sol
p-yakinsaktir. 75-Cl(B) kiimesi p-kapali oldugundan x € 75-CI(B) elde edilir. Bu durum
herhangi p-Bourbaki sinirli kiimenin p-kapaniginin p-dizisel kompakt oldugunu gosterir.

]

Teorem 3.48. Kompakt asimetrik metrik uzay sol p-Bourbaki tamdir (zayif sol

K-Bourbaki tamdir) ve p-Bourbaki sinirlidir.

Ispat. (X, p) kompakt asimetrik metrik uzay olsun. X ayni zamanda dizisel kompakttir.
Yani X deki her dizi sol p-yakinsak alt diziye sahiptir. Buradan uzayin sol p-Bourbaki

tam (zayif sol K-Bourbaki tam) oldugu elde edilir.
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Kompakt asimetrik metrik uzay én kompakt oldugundan, p-Bourbaki sinirli olur. [

Teorem 3.49. (X, p) asimetrik metrik uzay1 p-Bourbaki sinirli ve sol p-Bourbaki tam

ise dizisel kompakttir.

Ispat. Eger X, p-Bourbaki siirl asimetrik metrik uzay ise Teorem 3.34 den X uzayindaki
her dizinin sol p-Bourbaki Cauchy alt dizisinin mevcut oldugu bilinmektedir. Hipotezden

bu alt dizinin sol p-yakinsak alt dizisi vardir. Boylece X dizisel kompakttir. [

Asagidaki teorem hangi sartlar altinda asimetrik metrik uzaylarda Bourbaki tamlik ve

Bourbaki sinirliligin kompaktliga denk oldugunu ifade etmektedir.

Teorem 3.50. (X,p) T; asimetrik metrik uzay olsun. Eger A = sup % mevcut ise

x,yeX
x#y
asagidaki ifadeler denktir.

1. X kompakttir.

2. X sol p-Bourbaki tam ve p-Bourbaki sinirlidir.

3. X zayif sol K-Bourbaki tam ve p-Bourbaki sinirhidir.
4. X dizisel kompakttir.

Ispat. (1 = 2) Teorem 3.48 de gosterilmistir.

(2 = 3) Zayif sol K-Bourbaki Cauchy dizisi sol p-Bourbaki Cauchy dizisi oldugundan

ispat aciktir.

(3 =4) (x,) dizisi X de keyfi bir dizi olsun. Teorem 3.34 a gore (x,) dizinin bir (yy)
sol p-Bourbaki Cauchy alt dizisi vardir. Teorem 3.30 geregi bu alt dizi ayn1 zamanda
p*-Bourbaki Cauchy dizisidir. Bu durumda her & > 0 igin k > ko oldugunda y; € B (x, T)
olacak sekilde bir x € X elemani, m € N ve ko € N sayilar1 vardir. Buradan hipotez geregi
bazi ay,...,a,—1 € X igin p(yx,,a1) < &,....p(am—1,x) < € oldugu goriiliir. Ayrica y €
Bj(x, 1) segilirse bazi by, ...,by—1 € X igin p(x,b1) < €,....p(bp—1,y) < € olur. Sonug
olarak By (x, %) C By" (yk,, €) elde edilir. Buradan (y;) alt dizisinin zayif sol K-Bourbaki
Cauchy dizisi oldugu ve dolayisiyla sol p-yakinsak alt dizisinin var oldugu sonucu ¢ikar.

O halde X dizisel kompakttir.

46



(4 = 1) X asimetrik metrik uzay1 7; uzay1 oldugundan her x € X i¢in 7,-Cl({x}) = {x}
dir. Dolayistyla 7,-CI({x}) kompakttir. Dizisel kompakt asimetrik metrik uzayda tek

nokta kiimelerinin kapanis1 kompakt ise X kompakttir (bkz. [35] Onerme 1.2.28). [

Teorem 3.51. Kalitimsal olarak p-Bourbaki sinirli ve zayif sol K-Bourbaki tam asimetrik

metrik uzay dizisel kompakttir.

Ispat. X kalittmsal olarak p-Bourbaki sinirli asimetrik metrik uzay ve (x,) bu uzayda
bir dizi olsun. Teorem 3.46 dan (x,) dizisinin zayif sol K-Bourbaki Cauchy alt dizisi
vardir. Hipotezden bu alt dizinin sol p-yakinsak alt dizisi mevcuttur. Boylece X dizisel

kompakttir. ]

Tanim 3.52. (X, p) asimetrik metrik uzay olsun. Eger her x € X icin By (x,0) p-acik
yuvarinin 7, topolojisine gore kapanis1 kompakt olacak sekilde bir 8 > 0 sayis1 varsa
(X,p) asimetrik metrik uzay1 diizgiin yerel kompakttir denir. Ayrica eger X deki her
x noktasinin p-Bourbaki sinirli komgulugu varsa (X, p) asimetrik metrik uzayi p-yerel

Bourbaki sinirli olarak adlandirilir.

Eger x € U C 'V olacak sekilde U € 1, varsa V C X alt kiimesine x € X noktasinin bir
komsulugu olarak adlandirildig: bilinmektedir. Bu kavramlar: kullanarak asagidaki sonug

verilir.

Lemma 3.53. (X, p) diizgiin yerel kompakt asimetrik metrik uzay ve B kiimesi X in bir

alt kiimesi olsun. B kompakt kiime ise 7,-C1(B%/2) p-kompakttir.

Ispat. Her x € X i¢in 7,-C1(Bp (x, §)) kompakt olacak sekilde 6 > 0 say1s1 mevcut olsun.
X de kompakt B alt kiimesi alinsin. Bu durumda B nin {B (y, g) 1y € B} p-acik ortiisiiniin
sonlu bir altortiisii vardir. Yani £ C B ve F sonlu olmak iizere B C Uycp Bp (3, %) dir.

(Bp(3.2))%2 = By (3 5) € 5-Cl(By (1.5))

kapsamasindan 7,-CI(B) (y, g))(S/ 2 kiimesinin kompakt oldugu goriiliir. Ciinkii bu kiime

kompakt kiimenin p-kapali alt kiimesidir. Sonug olarak

B2 C U (Bp(y,g))‘m C |J %-CI(B, (»,9))

yeFr yer
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elde edilir. Boylece rp—Cl(BS/ 2) kompakttir. O

Teorem 3.54. (X,p) diizgiin yerel kompakt asimetrik metrik uzay1 p-yerel Bourbaki

stirlidir ve sol p-kofinal Bourbaki tamdir.

Ispat. X diizgiin yerel kompakt asimetrik metrik uzay olsun. Bu durumda her x € X
i¢in 75-Cl(Bp (x, 0)) kiimesi x in kompakt komsulugu ve boylece x in p-Bourbaki sinirlt

komsgulugu olacak sekilde bir § > 0 sayis1 vardir. Boylece X p-yerel Bourbaki sinirlidir.

(x,) dizisi X de sol p-kofinal Bourbaki Cauchy dizisi olsun. Her k € N i¢in x,, €
7p-CI(By (x, g)) olacak sekilde m € N, x € X ve N nin sonsuz {n; <np < ... <n < ...}
alt kiimesi vardir. Lemma 3.53 den 7,-CI(B} (x, g)) p-kiimesi kompakt oldugundan (x;,, )
alt dizisinin p-yakinsak alt dizisi vardir. Boylece X in sol p-kofinal Bourbaki tam oldugu

gortliir. 0
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4. ASIMETRIK METRIK UZAYLARDA ISTATISTIKSEL
CAUCHY DIZILERI VE TOPLANABILME TEORISI

Bu boliimde asimetrik metrik uzaylarda istatistiksel yakinsama kavrami verildikten sonra
Cauchy dizileri gibi ii¢ farkl istatistiksel Cauchy dizisi tanimi yapilacaktir. Metrik
uzaylardaki durumun aksine istatistiksel limitin tek olmadig1 gosterilecektir. Cauchy
ve istatistiksel Cauchy dizileri arasindaki iliski ornekler ile incelenecektir. Metrik
uzayda oldugu gibi istatistiksel yakinsak ve istatistiksel Cauchy dizilerinin sirasiyla
yakinsak ve Cauchy alt dizilerinin bulundugu gosterilecektir. Istatistiksel limit noktas1
ve istatistiksel y181lma noktasi tanimlar1 verilerek bu kavramlar ile ilgili baz1 sonuclar
elde edilecektir. Asimetrik metrik uzaylarda tamlik ve kompaktlik ile ilgili elde edilen
bulgular sunulacaktir. Son olarak asimetrik normlu uzaylarda toplanabilme teorisi ile

baglantili sonuclar verilecektir.

4.1. ASIMETRIK METRIK UZAYLARDA ISTATISTIKSEL CAUCHY
DIZILERI

(X, p) asimetrik metrik uzayinda bir (x,,) dizisinin x € X noktasina sol (sag) p-istatistiksel
yakinsaklig1 her € > 0 i¢in 6({n € N : p(x,x,) > €}) = 0 ya da denk olarak §({n € N:
p(x,x,) <e})=10({neN:p(x,,x) > e})=0yadadenk olarak §({n € N: p(x,,x) <

€}) = 1) olmasi ile tanimlanmugtir (bkz. [34]).

Not 4.1. (X, p) asimetrik metrik uzayinda (x,) dizisi p* metrigine gore x € X noktasina
istatistiksel yakinsak ise her € > 0 i¢in {n : p*(x,x,) < €} C {n: p(x,x,) < €} ve
{n:p*(x,x,) < €} C{n:p(xn,x) < €} oldugundan x noktasina hem sol hem de sag

p-istatistiksel yakinsaktir. Fakat bu ifadenin tersi dogru degildir.
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Ornek 4.2. X = R iizerinde p asimetrik metrigi

y—x, x<y
0, x>y

p(x,y) =

seklinde tanimlansin. (x,) = ((—1)") dizisi verilsin. Her n € N i¢in p(1,x,) =0 ve
p(xn,—1) = 0 dir. Dolayisiyla herhangi € > 0 i¢cin §({n € N: p(1,x,) < €}) =1 ve
O({neN:p(x,,—1) < e}) =1 elde edilir. (x,) dizisi 1 e sol p-istatistiksel yakinsak ve
—1 e sag p-istatistiksel yakinsaktir. Fakat p* mutlak deger metrigi oldugundan

|x| <2 vex#0ise

1
S({neN:p*(xx,) <1}) =4 %
0, diger durumlarda

elde edilir. Dolayisiyla (x,) dizisi p* metriine gore istatistiksel yakinsak degildir.

Not 4.3. (X,p) asimetrik metrik uzayinda bir (x,) dizisinin sol (sag) p-istatistiksel
limiti tek degildir. Yukaridaki 6rnekte her n € N ve her x € [1,00) (x € (—oo0, —1]) i¢in
p(x,x,) =0 (p(xy,x) = 0) oldugundan (x,) dizisi 1 ve 1 den biiyiik (—1 ve —1 den

kiigiik) her sayiya sol (sag) p-istatistiksel yakinsaktir.

Not 4.4. Asimetrik metrik uzayda sol (sag) p-istatistiksel yakinsak olup sag (sol)

p-istatistiksel yakinsak olmayan diziler vardir.

Ornek 4.5. (X, p) Ornek 4.2 de verilen asimetrik metrik uzay olsun. (x,) = (—n) dizisi X
in her noktasina sol p-istatistiksel yakinsaktir fakat X in hi¢cbir noktasina sag p-istatistiksel

yakinsak degildir.

Tanim 4.6. (X, p) asimetrik metrik uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Eger her € > 0
ve biitiin k € M leri¢in §({n € N : p(xx,x,) > €}) =00 ({n € N:p(xy,xx) > €}) =0)
ya da denk olarak ({n € N: p(xg,x,) < €})=1(0({n e N:p(xsx) <€})=1) ve
0(M) = 1 olacak sekilde M C N bulunabiliyorsa (x,) dizisine sol (sag) K-istatistiksel

Cauchy dizisi denir.

Lemma 4.7. (X, p) asimetrik metrik uzayinda bir (x,) dizisi sol (sag) K-Cauchy dizisi

ise sol (sag) K-istatistiksel Cauchy dizisidir.
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Ispat. (x,), X de bir sol K-Cauchy dizisi olsun. Bu durumda verilen € >0 ve n > r > ny
olan biitiin n, r € N sayilar1 i¢in p(x,,x,) < € olacak sekilde ng € N vardir. M = {ng,no+
1,...} olsun. §(M) = 1 oldugu agiktir. Ayrica keyfi k € M i¢in §({n >k : p(x,x,) <
€}) = 1 oldugundan

{n>k:p(xg,x,) <€} CT{n:plxg,x,) <&}

kapsamasi (x;) dizisinin sol K-istatistiksel Cauchy dizisi oldugunu gosterir. 0

Tanim 4.8. (X, p) asimetrik metrik uzay, (x,) bu uzayda bir dizi olsun.

1. Egerhere > 0icin 6({n € N: p(x,y,x) > €}) =0 (6({n € N: p(x4,xn,) > €}) =
0) ya da buna denk olarak o ({n € N : p(xp,,x,) < €})=1(8({n € N: p(x,,x,,) <
€}) = 1) olacak sekilde bir ng € N bulunabiliyorsa (x,) dizisine zayif sol (sag)
K-istatistiksel Cauchy dizisi denir.

2. Egerhere > 0icin ({n e N:p(x,x,) >€}) =0 (6({n e N: p(x,,x) > €})=0)
ya da buna denk olarak §({n € N: p(x,x,) <e})=1(0({n e N:p(x,,x) < €}) =
1) olacak sekilde bir x € X bulunabiliyorsa (x,) dizisine sol (sag) p-istatistiksel

Cauchy dizisi denir.

Sonuglar sol yapilar icin verilecektir. Benzer sonuglar sag yapilar i¢in de verilebilir.

Teorem 4.9. (X,p) asimetrik metrik uzayinda bir (x,) dizisinin sol p-istatistiksel
yakinsak (sol K-istatistiksel Cauchy ya da zayif sol K-istatistiksel Cauchy ya da sol
p-istatistiksel Cauchy) olmast igin gerek ve yeter sart K = {n; < np < ... < ng...} kiimesi
N nin 6(K) = 1 6zelliginde bir alt kiimesi olmak iizere (x,) nin (x,,) alt dizisinin sol
p-yakinsak (sol K-Cauchy ya da zayif sol K-Cauchy ya da sol p-Cauchy) olmasidir.

Ispat. Diger sonuglar benzer sekilde ispat edilebileceginden teorem sadece sol

p-istatistiksel yakinsaklik i¢in ispat edilecektir.

(xn) dizisi x noktasina sol p-istatistiksel yakinsak olsun. Bu durumda her / € N i¢in

Ar={n:p(xx,) < %} olmak iizere 8(A;) = 1 dir. i; € A; ve hern > i; (I € N) igin

1 1 1
1—7<Z|{k§nip(%xk)<7}| (4.1)
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olmak iizere i} < ip < ... <i; < ... seklinde dogal sayilarin artan bir dizisi olusturulabilir.

A:{n:1§n<i1}U U{n:il§n<il+1}ﬂAl
leN

olsun. Boylece her / € N ve i; <n <i;y i¢in
1
{k<n:p(x,x) <7}§{k§n:k€A}
kapsamasi (4.1) esitsizligi ile her / € N icin
1 1 1 1
1—7 < r—l|{k§n:p(x,xk) < 7}| < E|{k§n:k€A}|

olmasini gerektirir. Dolayisiyla §(A) = 1 elde edilir. Verilen € > 0 i¢gin % < € olacak
sekilde / € N ve n > i; olan n € A segilsin. Boylece i, <n < i, ve n € A, olacak sekilde

r > [ olan r dogal sayist bulunur. Buradan p(x,x,) < € elde edilir.

Kargit durum igin 6({ny € N: k€ N}) =1 ve (x,,) alt dizisi x € X noktasina sol
p-yakinsak olsun. Bu durumda her € > 0 ve k > kg olan her & igin p(x,x,, ) < € olacak

sekilde ky € N vardir. Boylece

{n:p(x,xn) > € CN—{ngg,mgyr1, -}

kapsamasi saglanir. N — {ny,, 1, +1, ...} nin dogal yogunlugu sifir oldugundan §({n
N: p(x,x,) > €}) = 0 elde edilir. Sonug olarak, (x,) dizisi x noktasina sol p-istatistiksel

yakinsaktir. n

Sonug 4.10. (X, p) asimetrik metrik uzayinda bir (x;) dizisi sol p-istatistiksel yakinsak
(sol K-istatistiksel Cauchy ya da zayif sol K-istatistiksel Cauchy ya da sol p-istatistiksel
Cauchy) ise (x,) nin sol p-yakinsak (sol K-Cauchy ya da zayif sol K-Cauchy ya da sol
p-Cauchy) alt dizisi vardir.

Asagida sol K-istatistiksel Cauchy olup sol K-Cauchy olmayan bir dizi 6rnegi verilmistir.
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Ornek 4.11. X = R iizerinde p asimetrik metrigi

xX—y, x>yise
p(x,y) = '
I, x<yise

seklinde tanimlansin. Her n € N i¢in

1, n=k*ise (k€ N)
Xn —

, n # k?

S =

olmak iizere (x,) dizisi ele alsin. Bir p € Nicinn = p?, her r € Niginm # r> ven >m
olacak sekilde n,m € N segilsin. Bu durumda p(x,,,x,) = 1 olur. Dolayisiyla (x;) sol
K-Cauchy dizisi degildir.

K ={n:n+#r*r € N} olmak iizere (x,) dizisinin (1),cx alt dizisi alinsmn. Her € > 0
i¢cin % < ¢ olacak sekilde bir n1g € N bulunur. Bulunan rq sayist her r € N icin ng # r?
11

olarak segilebilir. n > m > ng olan her n,m € K igin p(xp,x,) = 5. — 5 < n]_o < € elde

edilir. Dolayisiyla (x,) nin (%)neK alt dizisi sol K-Cauchy dizisidir. Teorem 4.9 a gore

(xn) sol K-istatistiksel Cauchy dizisidir.

Bir dizi sol p-yakinsak ise ayn1 noktaya sol p-istatistiksel yakinsaktir. Ayrica bir dizi sol
p-Cauchy ya da zayif sol K-Cauchy dizisi ise sirasiyla sol p-istatistiksel Cauchy ya da
zayif sol K-istatistiksel Cauchy dizisidir. Bu ifadelerin tersinin dogru olmadig1 Ornek
4.30 de gosterilecektir. Ayrica sol p-istatistiksel yakinsak ve zayif sol K-istatistiksel
Cauchy dizisi sol p-istatistiksel Cauchy dizisi olurken bir dizi sol p-istatistiksel yakinsak

ya da zayif sol K-istatistiksel Cauchy olmadan sol p-istatistiksel Cauchy dizisi olabilir.

Ornek 4.12. X = [0, 1] iizerinde p asimetrik metrigi

I, x>yise
p(x,y) = '
0, x<yise
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seklinde tanimlansin.

%%—2%,, n tek ise,

+ %, n ¢ift ise

[OSTIE

olmak iizere (x,) dizisi ele almsim. Bu dizi sol p-yakinsaktir ([104] Ornek 1). Dolayisiyla
sol p-istatistiksel yakinsaktir ve sol p-istatistiksel Cauchy dizisidir. Fakat (x,,) zayif sol
K-istatistiksel Cauchy dizisi degildir. Bunu gormek icin N € N alinsin. Eger N tek say1
ise

{kgn:p(xN,xk)<%}§{k§N:ktek}

elde edilir. Boylece

1 N+1
{kSHZP(XN,Xk)<§} ST

esitsizligi saglanir ve lim,Hm% ]{k <n:p(xn,xg) < %}| = 0 dir. N nin ¢ift say1 olmasi

durumunda
1
{k<n:plxy,x) < 5} Cl{k<n:ktek }U{k <N:kgift}
kapsamasi saglanir. Buradan
1 N
{k<n:plxy,x;) < 5} < \{kgn:ktek}\—i—z

bulunur. Dolayisiyla limnﬁw% ‘{k <n:p(an,xr) < %}‘ < % elde edilir. Bu durum (x;,)

nin zayif sol K-istatistiksel Cauchy dizisi olmadigini gosterir.

Ornek 4.13. X = {0} U{} : n € N} iizerinde p asimetik metrigi her x € X igin
1 1 1
p (—,x) = —, ntek ve x # — ise
n n
1 : L.
pl—,x| =1, ngift ve x # — tek ise
n n

1 1
p (0, —) = —, nciftise
n

n
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1

p <O,—) =1, ntekise
n
p(x,x)=0

seklinde tanimlansin ve X de (rll) dizisi verilsin. Herhangi € > 0 i¢in nl < € ve
){k <n:p(t o k < 8}‘ = n olacak sekilde bir ny € N tek dogal sayis1 vardir. Bu durumda
limy, e © ‘{k <n:p(L no 1)< 8}‘ = 1 dir. Buradan (1) dizisinin zayif sol K-istatistiksel

Cauchy dizisi ve bu nedenle sol p-istatistiksel Cauchy dizisi oldugu goriiliir.

Simdi (1) dizisinin herhangi bir x € X noktasina sol p-istatistiksel yakinsak olmadig

gosterilecektir. Oncelikle x = 0 ise
il ntekise
1
n

5, ngiftise

oldugundan lim,,_ + [{k<n:p(0, 7)) > 1} =3 } elde edilir. O halde (1) dizisi 0 a sol
1

p-istatistiksel yakinsak degildir. Herhangi sabit N € N i¢in x =  ise
11 1
-1 < {k < ——)> =} <
i1 |k <nip(y ) 2 v} <7

oldugundan lim, e+ |{k <n:p(%,7) > x}| = 1 elde edilir. O halde (1) dizisi
herhangi N € N i¢in ]l\, ye sol p-istatistiksel yakinsak degildir (Bu x # 0 durumudur).
Dolayisiyla ( ) dizisi sol p-istatistiksel yakinsak deglldlr Buna ragmen ( ) alt dizisi
sol p-istatistiksel yakinsaktir. Her n € N i¢in p ( '3 n) 2 - oldugundan ( ) alt dizisi 0

a sol p-yakinsaktir ve bu nedenle O a sol p-istatistiksel yakinsaktir.

Yukarida verilen iki 6rnekten sol p-istatistiksel yakinsak ve zayif sol K-istatistiksel

Cauchy dizileri arasinda bir iligki olmadig1 goriiliir. Ayrica asagidaki sonug verilebilir.

Sonuc 4.14. Bir zayif sol K-istatistiksel Cauchy dizisi ya da sol p-istatistiksel Cauchy
dizisinin sol p-istatistiksel yakinsak alt dizisi olmasina ragmen dizinin kendisi sol

p-istatistiksel yakinsak olmak zorunda degildir.
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Tanim 4.15. (X, p) asimetrik metrik uzay ve A, X in bir alt kiimesi olsun.

Clgy(A) = {x € X : x noktasina sol p-istatistiksel yakinsak bir dizi vardir}

kiimesine A kiimesinin istatistiksel kapanis1 denir.

Lemma 4.16. Cly(A) =CI(A) dir.

Ispat. Keyfi x €CI(A) igin X de x noktasina sol p-yakinsak olacak sekilde bir (x,) dizisi
vardir. Buradan (x,) ayn1 zamanda x noktasina sol p-istatistiksel yakinsak olacagindan
x €Clg(A) elde edilir. Cly(A) CCI(A) durumu Sonug 4.10 dan elde edilir. Boylece
Cly(A) =CI(A) sonucuna varilir. O

Simdi asimetrik metrik uzayda bir dizinin sol p-istatistiksel limit noktasi tanimi
verilecektir. Dizinin sol p-limit noktasi o noktaya sol p- yakinsak olacak sekilde bir
alt dizisinin mevcut olmasi seklinde tanimlanir. Eger dizinin sol p-istatistiksel limit
noktas1 o noktaya sol p-istatistiksel yakinsak olacak sekilde bir alt dizisinin mevcut
olmasi seklinde tanimlanirsa bu tanim Sonug 4.10 a gore sol p-limit noktasi tanimi ile
ayni olur. Dolayisiyla bir dizinin sol p-istatistiksel limit noktas1 tanimi1 agagidaki sekilde

verilmisgtir.

Tanim 4.17. (X, p) asimetrik metrik uzay, x € X ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Eger
N nin dogal yogunlugu sifirdan biiyiik ya da mevcut olmayacak sekilde bir {n; < ny <
... < ng < ..} alt kiimesi varsa ve (x,) nin (x,,) alt dizisi, x noktasina sol p-yakinsak

oluyorsa x € X noktasina (x,) dizisinin sol p-istatistiksel limit noktas: denir.

Ap(xy,) ile (x,) dizisinin tiim sol p-istatistiksel limit noktalar1 kiimesi gosterilecektir.
Ly (xy) ile (x,) dizisinin tiim sol p-limit noktalar1 kiimesi gosterilecektir. Eger x noktasi
(xp,) dizisinin sol p-istatistiksel limit noktas1 ise ayn1 zamanda sol p-limit noktasi oldugu

aciktir. Fakat kargitt dogru degildir.
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Ornek 4.18. Ornek 4.2 de verilen asimetrik metrik uzay alinsin. (x,) dizisi

1, n=m?ise (meN)
.xn:

0, n#m? ise

seklinde tanimlansin. Not 4.3 den Ly (x,) = [0,00) ve Ap(x,) = [1,0) elde edilir. (x;,)
dizisinin x < 0 i¢in x noktasina sol p-yakinsak alt dizisi bulunmadigindan L, (x,,) = [0, )
oldugu agiktir. x < 1 reel sayis1 (x,) dizisinin sol p-istatistiksel limit noktasi olamaz.
Aksine N nin dogal yogunlugu sifir olmayan bir {n; < n, < ... <ny < ...} alt kiimesinin
ve (x,) dizisinin x noktasina sol p-yakinsak bir (x, ) alt dizisinin var oldugu kabul
edilsin. € = 1% ve ko € N olsun. Bir m € N igin ny = m? olacak sekilde bir ny, > kg sayisi
segilirse p (x,x,, ) = 1 —x > € elde edilir. Bu ise bir ¢eliskidir. Dolayisiyla A, (x,) = [1,0)

olmalidir.
Sonuc 4.19. A, (x,) C Ly(x,) kapsamasi kesin olarak saglanir.

Not 4.20. (X, p) asimetrik metrik uzayinda x € X noktasi (x;) dizisinin p* metrigine gore

istatistiksel limit noktas ise x noktasi (x,) dizisinin sol p-istatistiksel limit noktasidur.

Ornek 4.21. Ornek 4.2 de verilen asimetrik metrik uzayinda (x,) = (—n) dizisi alinsn.
p® mutlak deger metrigi oldugundan Aps(x,) = 0 dir. Simdi A,(x,) = R oldugu
gosterilecektir. x € [—1,00) ise her n € N igin p(x,x,) = 0 dir. Eger x € (—oo,—1)
ise [[x]] ifadesi x e esit ya da x den kii¢iik en biiyiik tamsay1y1 gostermek iizere n > |[[x]]|
icin p(x,x,) = 0 olur. Dolayisiyla her reel say1 (x,) dizisinin sol p-istatistiksel limit

noktasidir.

Sonuc 4.22. Aps(x,) € Ap(x,) kapsamasi kesin olarak saglanr.

Simdi asimetrik metrik uzayda bir dizinin sol p-istatistiksel yi1gilma noktas1 tanimi

verilecektir.

Tanim 4.23. (X, p) asimetrik metrik uzay, x € X ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Eger
her € > Oigin {n : x, € By (x, €) } kiimesinin dogal yogunlugu sifirdan farkli ise x noktasina

(x,) dizisinin sol p-istatistiksel yigilma noktas1 denir.
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I'p (x) ile (x,) dizisinin tiim sol p-istatistiksel y1g1lma noktalari kiimesi gosterilecektir.

Teorem 4.24. (X, p) asimetrik metrik uzay, (x,) bu uzayda bir dizi ve K 7, topolojisine
gore X in kompakt bir alt kiimesi olsun. Eger {n : x, € K} kiimesinin dogal yogunlugu

sifir degil ise K NIy (x,) # O dur.

Ispat. Aksine K NTp(x,) = 0 oldugu kabul edilsin. Bu durumda herhangi z € K i¢in
0({n € N:x, € Bp(z,&)}) = 0 olacak sekilde bir & > 0 sayis1 vardir. K kiimesi
Tp-kompakt ve {B,(z,€;) : z € K, &, > 0} ailesi K kiimesinin p-agik ortiisii oldugundan
bir z € K ve &, >0 (i =1,...,m) icin K C U~ By(z;,€;) dir. Boylece x, € K
olan herhangi n € N i¢in x, € Bp(zi), &) olacak sekilde bir iy € {1,...,m} bulunur.
Buradan {n:x, € K} C UL {n:x, € Bp(zi,&,)} kapsamas1 elde edilir. Dolayisiyla
o(fneN:x, € K}) <YY", 8({n € N:x, € By(z,€;)}) =0 olur. Bu ise teoremin
hipotezi ile celisir. O halde K NI (x,) # @ olmalidur. 0

Tanim 4.25. [12] Bir asimetrik metrik uzayda her sol p-Cauchy dizisinin sol p-yakinsak
alt dizisi varsa yani her sol p-Cauchy dizisinin sol p-limit noktas: varsa bu uzaya dizisel

tam denir.

Simdi asimetrik metrik uzayda istatistiksel Cauchy dizileri ve tamlik ile ilgili baz1 sonuglar

verilecektir.

Teorem 4.26. (X,p) asimetrik metrik uzaymin dizisel tam olmasi i¢in gerek ve yeter
sart X de her sol p-istatistiksel Cauchy dizisinin sol p-istatistiksel yakinsak alt dizisinin

olmasidir.

Ispat. X dizisel tam ve (x,) dizisi X de sol p-istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Sonug 4.10
a gore (x,) dizisinin sol p-Cauchy alt dizisi vardir. X in dizisel tamlig1 bu alt dizinin sol

p-yakinsak ve bu nedenle sol p-istatistiksel yakinsak alt dizisinin var olmasini gerektirir.

Tersine (x;) dizisi X de sol p-Cauchy dizisi olsun. Dolayisiyla (x;) sol p-istatistiksel
Cauchy dizisidir. Hipotez geregi (x,) nin sol p-istatistiksel yakinsak alt dizisi vardir.
Sonug 4.10 a gore (x,) nin sol p-yakinsak alt dizisi vardir. Bu durum X in dizisel tam

oldugunu gosterir. 0
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Teorem 4.27. (X, p) asimetrik metrik uzayinda her sol p-istatistiksel Cauchy dizisinin

sol p-istatistiksel limit noktas1 varsa X dizisel tamdir.

Ispat. (x,) dizisi X de sol p-Cauchy dizisi olsun. Dolayisiyla (x,) sol p-istatistiksel
Cauchy dizisidir. Hipotez geregi (x,) nin X de sol p-istatistiksel limit noktas1 vardir.

Dolayisiyla (x,) nin sol p-limit noktasi vardir. Sonug olarak X dizisel tamdir. O

Teorem 4.28. (X, p) asimetrik metrik uzayinn sol K-tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart

X deki her sol K-istatistiksel Cauchy dizisinin sol p-istatistiksel yakinsak olmasidir.

Ispat. X sol K-tam ve (x,) bu uzayda sol K-istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Teorem 4.9
a gore (xy, ), (x,) dizisinin sol K-Cauchy alt dizisi olacak sekilde N nin 6 (K) = 1 olan bir
K ={n; <np <...<m...} alt kiimesi vardir. Dolayisiyla bu alt dizi sol p-yakinsaktir.

Teorem 4.9 dan (x,) dizisinin sol p-istatistiksel yakinsak oldugu elde edilir.

Tersi icin (x,) dizisi X de bir sol K-Cauchy dizisi olsun. Dolayisiyla (x,) dizisi X de
sol K-istatistiksel Cauchy dizisidir ve hipotezden sol p-istatistiksel yakinsaktir. Sonug
4.10 a gore (x,) nin sol p-yakinsak alt dizisi vardir. Onerme 2.67 1) e gore (x,) dizisi sol

p-yakinsaktir. O halde X sol K-tamdir. 0

Teorem 4.29. (X,p) asimetrik metrik uzayinda her sol K-istatistiksel Cauchy dizisinin
sol p-istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu uzaydaki her zayif sol

K-istatistiksel Cauchy dizisinin sol p-istatistiksel yakinsak olmasidir.

Ispat. X de her sol K-istatistiksel Cauchy dizisi sol p-istatistiksel yakinsak olsun. Teorem
4.28 den X in sol K-tam oldugu elde edilir. Buna denk olarak X zayif sol K-tamdir. (x,),
X de keyfi bir zayif sol K-istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Teorem 4.28 in ispatinda

aciklandi81 gibi (x,) sol p-istatistiksel yakinsaktir.

Asimetrik metrik uzayda her sol K-istatistiksel Cauchy dizisi ayn1 zamanda zay1f sol

K-istatistiksel Cauchy dizisi oldugundan bu teoremin tersinin ispati agiktir. [

Asimetrik metrik uzayda zayif sol K-Cauchy ya da sol p-yakinsak dizilerin aksine zayif
sol K-istatistiksel Cauchy ya da sol p-istatistiksel yakinsak dizilerin terimlerinden olusan

kiime dis 6n kompakt olmayabilir.
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Ornek 4.30. X = R iizerinde p asimetrik metrigi

y—x, x<yise
p(x,y) = '
I, x>yise

seklinde tanimlansin. Her k € N i¢in

k, k=m?ise (mcN)
Xk =

0, k # m? ise

olmak iizere (x;) dizisi verilsin. Herhangi € > 0 icin {k : p(0,x;) < €} D {k:
k # m*,m € N} kapsamasi saglanir. Buradan lim, e |{k <n:p(0,x) < €e}| >
limy et [{k <n:k#m?>,meN} =1 elde edilir Bu durum (x;) dizisinin sol
p-istatistiksel yakinsak ve ayni zamanda zayif sol K-istatistiksel Cauchy dizisi oldugunu
gosterir. Diger tarafdan {x; : k € N} kiimesi herhangi x € X i¢in sonlu sayida B (x, %) =
[x,x+ €) p-yuvari tarafindan ortillemeyeceginden dis 6n kompakt degildir (bu nedenle

on kompakt da olamaz).

Herhangi x € R igin x+ 1 < m? olacak sekilde m € N say1s1 bulunabilir. Boylece n > m
olmak iizere k = n® olan her k € N igin p(x,x;) > 1 elde edilir. O halde (x;) dizisi sol
p-Cauchy dizisi degildir. Dolayisiyla (x;) dizisi ne zayif sol K-Cauchy dizisidir ne de sol
p-yakinsaktir.

Tanmm 4.31. (X, p) asimetrik metrik uzayinda her dizinin sol p-istatistiksel yakinsak alt

dizisi varsa X asimetrik metrik uzayina istatistiksel dizisel kompakttir denir.

Teorem 4.32. (X, p) asimetrik metrik uzayinin istatistiksel dizisel kompakt olmasi i¢in

gerek ve yeter sart dizisel kompakt olmasidir.

Ispat. X istatistiksel dizisel kompakt asimetrik metrik uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi
olsun. Bu durumda (x;,) dizisinin sol p-istatistiksel yakinsak alt dizisi vardir. Sonug 4.10
e gore bu alt dizinin sol p-yakinsak alt dizisi vardir. Bu durum X in dizisel kompakt

oldugunu gosterir.
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Tersi agiktir. O

Metrik uzaylarin aksine asimetrik metrik uzaylarda kompaktlik ve dizisel kompaktlik
farkli kavramlardir. (Dizisel) Kompakt topolojik uzayin sayilabilir kompakt oldugu ve
eger sayilabilir kompakt topolojik uzay birinci sayilabilirlik aksiyomunu sagliyorsa bu
durumda dizisel kompakt oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla bir asimetrik metrik uzayda
x merkezli ve n € N i¢in % yaricapli p-agik yuvarlarin ailesi x noktasinin sayilabilir
komsuluklar bazini olusturdugundan dizisel kompaktlik ve sayilabilir kompaktlik
asimetrik metrik uzaylarda denk kavramlardir. Diger yandan dizisel kompakt olup
kompakt olmayan asimetrik metrik uzaylar vardir. Ayrica Onerme 2.78 e gére 6n kompakt

ve sayilabilir kompakt asimetrik metrik uzay kompakttir.

Teorem 4.33. (X,p) 6n kompakt asimetrik metrik uzay olsun. X deki her sol

p-istatistiksel Cauchy dizisi sol p-istatistiksel yakinsak ise X kompakttir.

Ispat. (x,), X de bir dizi olsun. X én kompakt oldugundan sol p-istatistiksel Cauchy alt
dizisi vardir. Hipotez geregi bu alt dizi sol p-istatistiksel yakinsaktir. Sonug 4.10 dan (x;,)

nin sol p-yakinsak alt dizisi vardir. Dolayisiyla X kompakttir. [

Teorem 4.34. (X,p) asimetrik metrik uzay1 6n kompakt ise bu uzayda her dizinin sol

p-istatistiksel Cauchy alt dizisi vardir.

Eger X sayilabilir ve X deki her dizinin sol p-istatistiksel Cauchy alt dizisi varsa X 6n

kompakttr.

Ispat. X 6n kompakt ise X deki her dizinin sol p-Cauchy alt dizisinin var oldugu
Onerme 2.74 den bilinmektedir. Her sol p-Cauchy dizisi sol p-istatistiksel Cauchy dizisi

oldugundan X de her dizinin sol p-istatistiksel Cauchy alt dizisi vardir.

Tersine, X sayilabilir ve X de her dizinin sol p-istatistiksel Cauchy alt dizisi varsa Sonug
4.10 a gore sol p-Cauchy alt dizisi vardir. Buradan X in 6n kompakt oldugu elde edilir.
O

Teorem 4.35. (X, p) asimetrik metrik uzaymin kalitimsal olarak 6n kompakt olmasi
icin gerek ve yeter sart X de her dizinin zayif sol K-istatistiksel Cauchy alt dizisinin

bulunmasidir.
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Ispat. Eger X kalitimsal olarak 6n kompakt ise Teorem 2.76 ya gore her dizinin zayif sol

K-Cauchy alt dizisi vardir. Dolayistyla zayif sol K-istatistiksel Cauchy alt dizisi vardr.
Tersi Sonug 4.10 kullanilarak goriiliir. 0

4.2. ASIMETRIK METRIK UZAYLARDA TOPLANABILME ILE iLGILI BAZI
SONUCLAR

Bu béliimde asimetrik normlu uzaylar iizerinde toplanabilme teoremleri ile ilgili bazi

sonuclar verilecektir.

Oncelikle asimetrik metrik uzaylardaki gibi bir asimetrik normlu uzayda istatistiksel

yakinsaklik tanimi verilecektir.

Tanmm 4.36. (X, p) asimetrik normlu uzay, x € X ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun.
Eger her € > 0 icin 6({n € N : p(x, —x) > €}) = 0 ya da buna denk olarak ({n € N :
p(x, —x) < €}) = 1 oluyorsa (x,) dizisi x € X noktasina sol p-istatistiksel yakinsaktir

denir.

Tanim 4.37. (X, p) asimetrik normlu uzay, x € X ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Eger
(¥t dizisi x € X noktasina sol p-yakinsak ise (x,) dizisi x e Cesaro toplanabilirdir
denir.

Teorem 4.38. (X, p) asimetrik normlu uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Eger
(xn) dizisi sifira sol p-istatistiksel yakinsak ve p-sinirl ise (x,) dizisi sifira Cesaro
toplanabilirdir.

Ispat. (x,) dizisinin sifira sol p-istatistiksel yakinsak ve p-sinirli oldugu kabul edilsin. Bu
durumda herhangi € > Oigin A(n) = {k <n: p(x) > £} olmak iizere lim,_ 1 |A(n)| =0
dir. Ayrica her k € N igin p(x;) < M olacak sekilde bir M > 0 reel sayist bulunabilir.

Boylece yeterince biiyiik n degerleri i¢in

P < D () 4k )
<~ (1AM + (- ) S)
< |A(’1)‘M+E <€
~ n 2
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elde edilir. Bu durum (

x—1+','l'+x") dizisinin sifira sol p-yakinsak oldugunu gosterir.  []

Sonug 4.39. Eger (x,) dizisi bir x € X noktasina sol p-istatistiksel yakinsak ve sol p-sinirl
ise (x,) dizisi x e Cesaro toplanabilirdir.

Tamim 4.40. (X, p) asimetrik normlu uzay, x € X ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Eger
limy, e % Y i p(xx —x) = Oise (x,) dizisi x e kuvvetli toplanabilirdir denir.

Teorem 4.41. (X, p) asimetrik normlu uzay, x € X ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Eger

(xp,) dizisi x e kuvvetli toplanabilir ise (x,) dizisi x e sol p-istatistiksel yakinsaktir.

Ispat. Herhangi € > 0 icin asagidaki esitsizlik saglanr:

S| =

Sk <n:pla—x) > e} <
n

n 1 n
Y  p—x)<=) pla—x).
k=1,p(xx—x)>¢ =

Hipotezden yeterince biiyiik n degerleri igin %,ZZ:1 p(xp —x) < €% oldugu goriiliir.
Buradan lim,,_e + [{k < n: p(x; —x) > €}| = 0 elde edilir. Bu (x,) dizisinin x noktasina

sol p-istatistiksel yakinsak oldugunu gosterir. 0

Teorem 4.42. (X, p) asimetrik normlu uzay, x € X ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Eger
(x) dizisi x noktasina sol p-istatistiksel yakinsak ve p-sinirli ise (x,) dizisi x noktasina

kuvvetli toplanabilirdir.

Ispat. (x,) dizisi p-siirli oldugundan her n € N igin p(x, — x) < M olacak sekilde bir

M > 0 sayis1 vardir. Ayrica (x,) dizisi x noktasina sol p-istatistiksel yakinsak oldugundan

her £ > 0i¢in A(n) = {k <n: p(x; —x) > §} olmak iizere n > ng oldugunda |A(nn)\ < 557
olacak sekilde bir ny € N sayist bulunabilir. Sonug olarak
! 1
=Y pls—2) <~ (=A@ +A(m)|M)
ni= n
< £ + £ M=¢
2 2M

esitsizliginden (x,) dizisinin x e kuvvetli toplanabilir oldugu goriiliir. O

Sonu¢ 4.43. (X, p) asimetrik normlu uzay, x € X ve (x,) bu uzayda p-sinirh bir dizi
olsun. (x,) dizisinin x e sol p-istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart (x,)

dizisinin x e kuvvetli toplanabilir olmasidir.
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5. ISTATISTIKSEL BOURBAKI CAUCHY DIZILERI

Bu boliimde N nin bir alt kiimesinin dogal yogunlugu kavrami kullanilarak metrik
uzaylarda istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi tanimi verilecektir. Daha sonra daha
onceden tanimlanmis diziler ile bu yeni diziler arasindaki iligkiler incelenecektir. Ayrica

bir metrik uzayin Bourbaki tam olmasina denk bir sart verilecektir.

Calisma boyunca x4 dogal sayilar kiimesinin bir A alt kiimesi icin karakteristik fonksiyonu

gosterecektir. Yani
1 , keA

0, k¢A

(k) =

seklinde tanimlidir.

Tanmm 5.1. (X,d) bir metrik uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Eger her € > 0
icin 6{n € N :x, ¢ B’/(x,€)} = 0 ya da buna denk olarak 6{n € N : x, € B (x,€)} =1
olacak sekilde bir m € N sayisi ve bir x € X elemani bulunuyorsa (x,) dizisine istatistiksel

Bourbaki-Cauchy dizisi denir.

Tanim 2.40 ve Tanim 5.1 den metrik uzayda her Bourbaki-Cauchy dizisinin ayni
zamanda bir istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi oldugu goriiliir. Fakat asagidaki
ornekte gosterildigi gibi bir istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi Bourbaki-Cauchy dizisi
olmayabilir. Bu iki Cauchy dizisi arasindaki en dnemli fark Bourbaki-Cauchy dizisi metrik
anlamda sinirli olurken istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi genel olarak sinirli olmak
zorunda degildir. Ayrica eger bir X metrik uzayinda (x,) istatistiksel Bourbaki-Cauchy

dizisi ise herhangi € > 0 i¢in

0({neN:x, € By(x,me)}) >06({neN:x,€Bj(x,€)})=1

olacak sekilde x € X ve m € N sayis1 bulunabildiginden (x;,) dizisi istatistiksel sinirlidir.
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Ornek 5.2. R iizerinde mutlak deger metrigi verilsin. (x,) dizisinin terimleri her n € N
icin
n , nbir asal say1 ise,

.x” —
1 , nbir asal say1 degil ise

seklinde tanimlansin. Asal sayilar kiimesinin yogunlugu sifir oldugundan (bkz. [108]) bu
dizi istatistiksel Cauchy dizisidir. Dolayisiyla (x,) dizisi istatistiksel Bourbaki-Cauchy
dizisidir. Fakat bu dizi mutlak deger metrigine gore sinirli olmadigindan Bourbaki-Cauchy

dizisi degildir.

Metrik uzayda bir dizinin istatistiksel yakinsak olmas1 dizinin istatistiksel
Bourbaki-Cauchy dizisi olmasini gerektirir. Fakat metrik uzaylarda istatistiksel yakinsak

olmayip istatistiksel Bourbaki-Cauchy olan diziler vardir.

Ornek 5.3. R iizerinde mutlak deger metrigi ve ((—1)") dizisi verilsin. Bu dizi
Bourbaki-Cauchy dizisidir ve dolayisiyla istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisidir. Fakat
bu dizi istatistiksel Cauchy dizisi degildir. ((—1)") dizisinin istatistiksel yakinsak alt

dizileri mevcut olmasina ragmen dizinin kendisi istatistiksel yakinsak degildir.

Bu son iki ornek Bourbaki-Cauchy dizileri i¢in de dogru oldugu gibi bir istatistiksel
Bourbaki-Cauchy dizisinin istatistiksel yakinsak alt dizisi varsa dizinin kendisinin
istatistiksel yakinsak olmasi1 gerekmedigini gosterir. Ayrica bu 6rneklerden istatistiksel
Cauchy ve Bourbaki-Cauchy dizileri arasinda bir iligki olmadig1 goriiliir. Sonug olarak

asagidaki cizenek elde edilir ve bu cizenekteki ters gecisler dogru degildir.

Cauchy — istatistiksel Cauchy

4 Y

Bourbaki-Cauchy = istatistiksel Bourbaki-Cauchy

Asagidaki teoremde Bourbaki-Cauchy ve istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizileri arasindaki

bazi iliskiler verilecektir.
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Teorem 5.4. (X,d) metrik uzay ve (x,), bu uzayda bir dizi olsun. Bu durumda asagidaki

ifadeler denktir.

1. (x,), X de istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisidir.

2. (xp) dizisinin 6({n; € N : j € N}) = 1 olacak sekilde bir (x,;) Bourbaki-Cauchy
alt dizisi vardir.

3. (xn) dizisinin 6({n; € N : j € N}) = 1 olacak sekilde bir (x,;) istatistiksel
Bourbaki-Cauchy alt dizisi vardir.

Ispat. (1 =2) (x,) dizisi X de istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi olsun. A; = {k €

N :x; € B (x;,, %)} olmak iizere §(A;) = 1 olacak sekilde bir m; € N ve iy € N vardr.

Ay sekilde By = {k € N : x; € B}*(x;,, 2—12)} olmak tizere 8(B;) = 1 olacak sekilde

bir my; € N ve i, € N vardir. A» = A; N B; olsun. Bu durumda 6(A,) =1, A, CA; ve
2m;)

her ki, ko € A igin xi, € By (x,, 21—2) dir. Bu isleme ayni sekilde devam edilirse N de

0(A;) =1 olacak sekilde Ay D A D ... D A; D ... alt kilmelerin azalan bir dizisi elde

edilir ve her k1,ky € A icin x, € Bczimj (Xky s %) olur. n; € Aj olsun. ny € A, sayisi ny > ny
ve her n > n; igin %ZZ: | XA, (k) > 1— % olacak sekilde se¢ilsin. Bu yontemle her bir
J € Niginn; € A; olmak iizere n > n; oldugunda %ZZ:] Xa; (k) > 1— % olacak sekilde N
de artan bir (n;) dizisi elde edilir. A = {k: 1 <k <n}U [Uen{k:nj <k <nji1}NAj)
olsun. Herhangi j € N ve nj <n <njyigin LY qa(k) > L0 xa, (k) > 1 % olur.
Buradan §(A) = 1 oldugu goriiliir. Verilen herhangi € > 0 i¢in 2+0 < € olacak sekilde bir
Jo € N sayis1 vardir. Sabit k € A ve [ > k > nj, olan keyfi [ € A segilsin. Bu durumda
k€A, n <k<n,y1vel €A, ng <l <ngyqolacak sekilde s > r > jy 6zelliginde r,s € N
sayilar1 bulunabilir. Boylece [,k € A, ve bu nedenle x; € B?lm’ (%%, 57) € Bczlm’ (xk, €) elde

edilir. Dolayisiyla (x;);e4 aranan Bourbaki-Cauchy alt dizisidir.

(2 = 3) Her Bourbaki-Cauchy dizisi ayn1 zamanda istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi

oldugundan ispat agiktir.

(3=1) 6({n; € N: j € N}) =1 olmak iizere (x,,) dizisi (x,) dizisinin bir istatistiksel

Bourbaki-Cauchy alt dizisi olsun. Herhangi € > 0i¢in A = {j € N:x; € B(x,€)} ve
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A= {nj € N:x,; € Bjj(x,€)} olmak lizere
1 ¢ 1 ¢
lim — i) > lim — ~(n:) =1
kf}okj_zl“(f)—kgik;xf\(”f) :

olacak sekilde m € N ve x € X vardir. Buradan §(A) = 1 elde edilir. Bu durum (x,)

dizisinin X de istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi oldugunu gosterir. [

Sonu¢ 5.5. (X,d) metrik uzayinda her istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisinin

Bourbaki-Cauchy alt dizisi vardir.

Asagidaki teoremde istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi ile iliskili Bourbaki tamliga denk

olan bir sart ifade edilmektedir.

Teorem 5.6. (X,d) metrik uzaymin Bourbaki tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu
uzaydaki her istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisinin istatistiksel yakinsak alt dizisinin

bulunmasidir.

Ispat. X Bourbaki tam metrik uzay ve (x,) istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi olsun. Bu
durumda (x,) dizisinin Bourbaki-Cauchy alt dizisi vardir. X in Bourbaki tamligindan bu

alt dizinin yakinsak ve dolayisiyla istatistiksel yakinsak alt dizisi vardir.

Tersi i¢in X de bir (x,) Bourbaki-Cauchy dizisi alinsin. Aymi zamanda bu dizi bir
istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi oldugundan hipotez geregi istatistiksel yakinsak alt
dizisi bulunur. Lemma 2.51 e gore her istatistiksel yakinsak dizinin yakinsak bir alt dizisi

vardir. Dolayisiyla X Bourbaki tamdir. [

Kundu ve ark. [91] nolu caligmada Bourbaki smirli metrik uzaylarin ii¢ yeni
karakterizasyonu iizerine ¢alismistir. Bu amacla ¢esitli tipte fonksiyonlar kullanmislardir.
Bu fonksiyonlardan biri bu calisma da gerekli olan Bourbaki-Cauchy regiiler

fonksiyondur.

Asagidaki teoremde istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizilerini koruyan ve istatistiksel
Bourbaki-Cauchy regiiler fonksiyon olarak adlandirilan fonksiyonlar yardimiyla Bourbaki

tamligin baz1 yeni karakterizasyonlar verilecektir. Ayrica son teoremde bir metrik
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uzaymn Bourbaki simirliligi bu tip fonksiyonlar yardimiyla karakterize edilecektir.
Bourbaki tamlig1 karakterize etmeden Once istatistiksel Bourbaki-Cauchy regiiler ve

Bourbaki-Cauchy regiiler fonksiyonlar arasindaki iligki incelenecektir.

Lemma 5.7. Bourbaki-Cauchy regiiler her fonksiyon istatistiksel Bourbaki-Cauchy

regiilerdir.

Ispat. f:(X,d) — (X',d") bir Bourbaki-Cauchy regiiler fonksiyon ve (x,), X de bir
istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi olsun. Teorem 5.4 e gore (x,) dizisinin 6({n; € N:
Jj € N}) = 1 olmak iizere bir (x,;) Bourbaki-Cauchy alt dizisi vardir. f fonksiyonu
Bourbaki-Cauchy regiiler oldugundan (f(x,;)) dizisi de Bourbaki-Cauchy dizisidir.
Tekrar Teorem 5.4 uygulanirsa (f(x,)) dizisinin istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi

oldugu goriiliir. Dolayisiyla f fonksiyonu istatistiksel Bourbaki-Cauchy regiilerdir. [

Teorem 5.8. Asagidaki ifadeler denktir.

1. (X,d) Bourbaki tamdr.

2. (X,d) metrik uzayindan (X’,d’) zincirlenebilir metrik uzayina tanimli her siirekli
fonksiyon Bourbaki-Cauchy regiilerdir.

3. (X,d) metrik uzayindan (X’,d’) zincirlenebilir metrik uzayina tanimli her siirekli
fonksiyon istatistiksel Bourbaki-Cauchy regiilerdir.

4. (X,d) metrik uzayindan R standart metrik uzayina taniml her siirekli fonksiyon

istatistiksel Bourbaki-Cauchy regiilerdir.
Ispat. (1 = 2) Bu kistm [99] nolu ¢alismada ispatlanmistir.

(2 = 3) Her Bourbaki-Cauchy regiiler fonksiyon istatistiksel Bourbaki-Cauchy regiiler

oldugundan ispat aciktir.
(3 = 4) R mutlak deger metrigine gore zincirlenebilir oldugundan ispat agiktir.

(4=1) (x,), X de Bourbaki-Cauchy dizisi olsun. (x,) dizisinin terimleri farkli olan bir
Bourbaki-Cauchy alt dizisi alinabilir. Aksi taktirde ispat agiktir. (x,) Bourbaki-Cauchy
dizisinin yakinsak alt dizisinin bulunmadig1 kabul edilsin. Buradan ¥ = {x, : n € N}

kiimesinin X in kapali alt kiimesi oldugu elde edilir. Ayrica Y sadece ayrik noktalardan
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olustugundan Y iizerindeki alt uzay topolojisi ayrik topolojidir. Y iizerinde reel degerli bir
g fonksiyonu her n € N i¢in g(x,) = n olarak tamimlansin. Ayrik topolojik uzay iizerinde
tanimli her fonksiyon siirekli oldugundan g siireklidir. Teorem 2.19 Tietze genisleme
teoremine gore her n € N i¢in f(x,) = g(x,) olmak tizere siirekli bir f: (X,p) — R
fonksiyonu vardir. Fakat (x,) dizisi X de istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi olup
(f(xn)) = (n) dizisi R de istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi olmadigindan bu fonksiyon
istatistiksel Bourbaki-Cauchy regiiler degildir. O halde X de her Bourbaki-Cauchy

dizisinin yakinsak bir alt dizisi olmak zorundadir. Dolayisiyla X Bourbaki tamdir. [

Teorem 5.9. Asagidaki ifadeler denktir.

1. (X,d) metrik uzayimndaki her dizinin istatistiksel Bourbaki-Cauchy alt dizisi vardur.

2. (X',d") herhangi metrik uzay olmak iizere f : (X,p) — (X',p’) istatistiksel
Bourbaki-Cauchy regiiler fonksiyon ise f sinirli bir fonksiyondur.

3. (X,d) smirh olmayan zincirlenebilir bir metrik uzay olmak iizere f : (X,d) — (X,d)
istatistiksel Bourbaki-Cauchy regiiler fonksiyon ise f sinirli bir fonksiyondur.

4. (X,d) metrik uzay1 Bourbaki sinirlidir.

Ispat. (1=2) f:(X,p) — (X’,p’) fonksiyonunun istatistiksel Bourbaki-Cauchy regiiler
oldugu fakat sinirli olmadigi kabul edilsin. Bu durumda f(X) kiimesi sinirli olmadigindan
hern € Nigin p'(f(xp+1), f(xi)) >n (i=1,...,n) olacak sekilde X de bir (x,) dizisi vardir.

Hipotez geregi (x,) dizisinin istatistiksel Bourbaki-Cauchy alt dizisi vardur.

Herhangi m € N ve x' € X" i¢in {k € N : f(x,,) € B7(x',1)} kiimesi sonludur. Aksi

taktirde sabit bir p € A icin
By (x/,1) C BF"(f(xu,),1) C Ba(f(xn,),2m)

kapsamasi sonsuz ¢oklukta k € N igin d'(f(xy,),f(xn,)) < 2m olmasmni gerektirir.
Dolayistyla (f(xp,)) istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi degildir. Bu ise f fonksiyonunun

istatistiksel Bourbaki-Cauchy regiiler olmast ile ¢elisir. O halde f sinirli bir fonksiyondur.

(2 = 3) Ispat agikurr.
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(3 = 4) (X,d) metrik uzay1 Bourbaki sinirli olmasin. Bu durumda her m € N i¢in X,
sonlu ¢oklukta B} (x, &) (x € X) kiimeleri ile ortiilemeyecek sekilde bir & > 0 sayis1
vardir. Sabit bir xo € X alinsin. Bu durumda x| ¢ B,}l (xo0, &) olacak sekilde bir x; € X
secilebilir. Ayn1 sekilde x, ¢ Bfi (x0, €0) UB?I (x1, &) olacak sekilde bir x; € X segilsin. Bu
isleme devam edilirse her j e Nve i =0,...,j— ligin x; ¢ Bé (xi, &) olacak sekilde X de
bir (x;) dizisi elde edilir. %) € X olsun. (X,d) metrik uzay1 stnirh olmadigindan her n € N
icin d(%,,%0) > n olacak sekilde %, € X vardir. Simdi f : (X,p) — (X,p) fonksiyonu
Flx) = Xj , birjeNiginx=x;ise
Xo , diger durumlar

seklinde tanimlanirsa f sinirlt degildir. Fakat bu fonksiyon istatistiksel Bourbaki-Cauchy
regiilerdir. Gergekten X de bir (y,) istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi alinirsa bulunan
bu gy > 0igin 6({n € N:y, € B} (x0,€)}) = 1 olacak sekilde bir mg € N says1 ve bir
xo € X noktas1 vardir. Yani B;"O (xo0, &) kiimesi (y,) dizisinin sonsuz ¢oklukta terimini
icerir. Diger tarafdan A = {n € N : y, € B)°(xo, &)} olmak iizere sadece sonlu sayida

j€Nigin x; € {y, : n € A} olur. Aksi taktirde sonsuz ¢oklukta jo € N i¢in
2
B?O (.X(), 80) g Bdmo (-xj(p 80)

saglanacagindan bu (x;) dizisinin olusturulmasi ile gelisir. O halde {f(y,) : n € A}
kiimesi X nin sonlu bir alt kiimesidir. Buradan herhangi € > 0 i¢cin M = max{m,, :
n € A} ve her n € A igin m, sayist Xy dan f(y,) noktasina €-zincirin uzunlugu olmak
iizere f(yn) € BY (%o, €) elde edilir. Boylece §(A) = 1 olmak iizere (f(yn))nea alt dizisi
Bourbaki-Cauchy dizisidir. Dolayisiyla ( f(y,)) istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisidir.
Sonug olarak hipotezin aksine X metrik uzaymdan smirli olmayan zincirlenebilir bir X
metrik uzayina sinirli olmayan istatistiksel Bourbaki-Cauchy regiiler fonksiyon bulunmusg

olur. Bu nedenle X Bourbaki sinirli olmalidir.

(4) = (1) Teorem 2.41 den X Bourbaki sinirli ise X deki her dizinin Bourbaki-Cauchy

alt dizisi bulunacagindan istatistiksel Bourbaki-Cauchy alt dizisi de bulunur. [
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6. SONUCLAR VE ONERILER

1. Metrik uzaylarin aksine asimetrik metrik uzaylarda Bourbaki sinirlilik ve dig Bourbaki
stnirhilik olarak iki farkli kavram tanimlanmigtir. Metrik uzaylarda bu iki kavramin
cakistigi vurgulanmigtir. D1g Bourbaki simirliligin Bourbaki sinirliliktan daha zayif bir
ozellik oldugu bir ornek iizerinde gosterilmigstir. Bourbaki siirlilik kavrami metrik
uzaylarda oldugu gibi asimetrik metrik uzaylarda da on kompaktlik ve sinirlilik arasinda
bir 6zellik olarak bulunmustur. Ayrica asimetrik metrik uzaylarda sinirh bir kiimenin
metrik uzaylarda oldugu gibi capinin sonlu olmasi gerekmedigi gosterilmistir. Benzer
sekilde asimetrik normlu uzaylarda tiim bu kavramlar verilmistir ve normlu uzaylarda
oldugu gibi (dis) Bourbaki sinirlilik ve sinirliligin denk oldugu ifade edilmistir. Asimetrik
metrige gore Bourbaki sinirlhi bir kiimenin eslenik asimetrige ve asimetrinin irettigi
metrige gére Bourbaki sinirli olup olmadig arastirilmistir. Verilen tiim iligkiler karsit
orneklerle desteklenmistir. Hangi sartlar altinda asimetrik metrige, eslenik asimetrik
metrige ve asimetrinin iirettigi metrige gore Bourbaki sinirliligin denk olacagi ifade ve
ispat edilmistir. Metrik uzaylardaki durumun aksine asimetrik metrik uzaylarda Bourbaki
sinirl kiimelerin alt kiimelerinin Bourbaki sinirlt olmasinin gerekmedigi ve ayni sekilde
Bourbaki sinirli kiimelerin asimetrinin iirettigi topolojiye gore kapaniglarinin Bourbaki
siirlt olmasinin gerekmedigi gosterilmistir. Diger tarafdan asimetrik metrik uzayda bir
kiimenin Bourbaki sinirlt olmasi i¢in gerek ve yeter sartin eslenik asimetrik metrigin
tirettigi topolojiye gore kapanisinin Bourbaki sinirli olmasi gerektigi ispat edilmistir. Tez
calismasinin devaminda asimetrik metrik uzaylarda farkli tipte Bourbaki Cauchy dizileri
tanimlanarak Bourbaki sinirliligin bu diziler yardimiyla karakterize edilip edilemeyecegi
arastirllmigtir. Metrik uzayin Bourbaki sinirli olmasi icin gerek ve yeter sartin uzaydaki
her dizinin Bourbaki Cauchy alt dizisi bulunmasi iken bu ifadenin asimetrik metrik
uzayda herhangi bir anlamda Bourbaki Cauchy dizisi i¢in saglanmasi gerekmemektedir.
Ayrica bu Cauchy dizileri yardimiyla asimetrik metrik uzaylarda farkl tiirde Bourbaki

tamlik kavramlar1 tanimlanmis ve bu kavramlar tizerinde ¢alisilmistir. Bourbaki tamlik
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ve Bourbaki sinirlili§in kompaktlik, dizisel kompaktlik ve diizgiin yerel kompaktlik ile
iligkisi incelenmistir. Metrik uzaylarin aksine Bourbaki sinirlt asimetrik metrik uzaylarin

dizisel kompakt olmasinin gerekmedigi bir 6rnek ile gosterilmisgtir.

Asimetrik metrik uzayda sol (sag) K- Cauchy dizisi gibi sol (sag) K-Bourbaki Cauchy
dizisi tanimu verilebilir. (X, p) asimetrik metrik uzay ve (x,) bir dizi olsun. Her € > 0
icin n > r > ng oldugunda x, € Bg(xr,s) (x, € B:)-”(xr,e)) olacak sekilde ny € N ve
m € N sayilar1 bulunuyorsa (x,) dizisine sol (sag) K-Bourbaki Cauchy dizisi denir. Sol
(sag) K-Bourbaki Cauchy dizileri zayif sol (sag) K-Bourbaki Cauchy ve sol p-Bourbaki
Cauchy dizilerinden farklidir. Ornek 3.8 de verilen asimetrik metrik uzay ve (w,) =
(0,1, %, s %, ...) dizisi alinirsa her n € N i¢in p (w1, w,) = 0 olacagindan (w,) dizisi zayif
sol K-Cauchy ve bu nedenle de zayif sol K-Bourbaki Cauchy dizisi olur. Fakat s > r > 1
ve m € N icin wy ¢ B (wy, 3) = [wr, 1] oldugundan bu dizi sol K-Bourbaki Cauchy dizisi
degildir. Metrik uzaylarda bu sekilde ii¢ farkli Bourbaki Cauchy dizisi tamimlamaya
gerek olmadigina dikkat edilmelidir. Benzer sekilde uzaydaki her sol K-Bourbaki Cauchy

dizisinin sol p-yakinsak alt dizisinin bulunmasiyla sol K-Bourbaki tamlik tanimlanabilir.

Metrik uzayda kompaktlik tamliga ve 6n kompaktliga denk oldugu gibi kompaktlik
Bourbaki tamliga ve Bourbaki sinirliliga denktir. Asimetrik metrik uzayda ise kompakthik
sol K-tamliga ve on kompaktliga denktir. Bununla beraber kompaktligin sol K-Bourbaki
tamliga ve Bourbaki simirliliga denk olup olmadig arastirilabilir. Ikinci olarak zayif sol
K-tamligin sol K-tamliga denk oldugu gibi zayif sol K-Bourbaki tamligin sol K-Bourbaki

tamliga denk olup olmadigina bakilabilir.
Tiim bu kavramlar asimetrik diizgiin uzaylar iizerinde calisilabilir.

2. Asimetrik metrik uzaylarda bir dizinin istatistiksel limitinin tek olmadig1 gosterilmistir.
Belli bir anlamda istatistiksel Cauchy dizisinin aym1 anlamda Cauchy alt dizisi
bulunmaktadir. Zay1f sol K-istatistiksel Cauchy ve sol p-istatistiksel Cauchy dizisinin
sol p-istatistiksel yakinsak alt dizisi bulunmasi gerekmez. Bir dizinin sol p-istatistiksel
limit noktalar1 kiimesi sol p-limit noktalar1 kiimesi tarafindan kesin olarak kapsanir. Bir

asimetrik metrik uzayin dizisel tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart uzaydaki her sol
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p-istatistiksel Cauchy dizisinin sol p-istatistiksel yakinsak alt dizisinin bulunmasidir.
Asimetrik metrik uzayda her sol p-istatistiksel Cauchy dizisinin sol p-istatistiksel limit
noktasi varsa uzay dizisel tamdir. Bir asimetrik metrik uzayin sol K-tam olmasi i¢in
gerek ve yeter sart uzaydaki her sol K-istatistiksel Cauchy dizisinin sol p-istatistiksel
yakinsak olmasidir. Uzaydaki her sol K-istatistiksel Cauchy dizisinin sol p-istatistiksel
yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart her zayif sol K-istatistiksel Cauchy dizisinin
sol p-istatistiksel yakinsak olmasidir. On kompakt asimetrik metrik uzayda her sol
p-istatistiksel Cauchy dizisi sol p-istatistiksel yakinsak ise uzay kompakttir. On kompakt
asimetrik metrik uzayda her dizinin sol p-istatistiksel Cauchy alt dizisi vardir. X sayilabilir
ve X deki her dizinin sol p-istatistiksel Cauchy alt dizisi varsa X 6n kompakttir. (X, p)
asimetrik metrik uzayinin kalitimsal olarak on kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart X

deki her dizinin zayif sol K-istatistiksel Cauchy alt dizisinin bulunmasidir.

Istatistiksel yakinsaklik kavrami ve Cauchy dizileri asimetrik diizgiin uzaylar iizerinde

tanimlanip calisilabilir.

3. Kompaktlik ile tamlik arasindaki 6zellikleri saglayan metrik uzaylar yillardir bir¢ok
makalenin arastirma konusu olmustur. Bunlardan en iyi bilineni Atsuji ya da UC
uzaylaridir. Bu uzaylar iizerinde taniml siirekli her fonksiyon diizgiin siireklidir. Bourbaki
tam metrik uzay da kompaktlik ile tamlik arasindaki 6zellikleri saglayan metrik uzaylara
ornektir. Atsuji uzayinin Bourbaki tam oldugu bilinmektedir. Bu tez ¢alismasinin
son kisminda istatistiksel Bourbaki Cauchy dizisi olarak adlandirilan dizilerin yeni bir
sinifi tanimlanmis ve bu diziler yardimiyla Bourbaki tamliga denk yeni bir sart ortaya
konulmustur. Sonug olarak Atsuji uzaylarinda her dizinin istatistiksel Bourbaki Cauchy
alt dizisinin mevcut oldugu elde edilir. Ayrica kompaktlik, Bourbaki sinirlilik ve Bourbaki
tamlikla karakterize edilebildiginden metrik uzayin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter
sartin uzayin Bourbaki sinirli ve uzaydaki her dizinin istatistiksel Bourbaki-Cauchy alt

dizisinin bulunmasi sonucu ortaya cikar.
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