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olmadığını beyan ederim.

21/05/2018

Merve İLKHAN
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Bu çalışma boyunca yardımlarını ve desteklerini esirgemeyen sevgili aileme ve çalışma
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SİMGELER ....................................................................................................................................... vi
ÖZET ................................................................................................................................................... vii
ABSTRACT ...................................................................................................................................... viii
EXTENDED ABSTRACT .......................................................................................................... ix
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2.2. METRİK UZAYLARDA İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIK ........................ 16
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ÖZET

BAZI METRİK UZAYLAR ÜZERİNDE BOURBAKI-SINIRLILIK VE
BOURBAKI-TAMLIK

Merve İLKHAN
Düzce Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü, Matematik Anabilim Dalı
Doktora Tezi

Danışman: Doç. Dr. Emrah Evren KARA
Mayıs 2018, 80 sayfa

Bu tez çalışmasında asimetrik metrik uzaylarda Bourbaki sınırlılık ve dış Bourbaki
sınırlılık kavramları tanımlandı ve bu kavramlar üzerine çalışıldı. Asimetrik metrik
uzaylarda Bourbaki Cauchy ve kofinal Bourbaki Cauchy dizileri tanımlandıktan sonra
Bourbaki sınırlılığın bu diziler yardımıyla karakterize edilip edilemeyeceği araştırıldı.
Ayrıca bu diziler kullanılarak asimetrik metrik uzaylarda farklı tipte tamlık tanımları
verildi. Asimetrik metrik uzaylarda kompaktlık, dizisel kompaktlık ve düzgün yerel
kompaktlık ile ilgili önemli bazı sonuçlar elde edildi. Asimetrik metrik uzaylarda
doğal yoğunluk kavramı kullanılarak yakınsaklık, Cauchy dizileri, limit noktası ve
yığılma noktası gibi temel kavramlar genelleştirildi ve bazı ana sonuçlar elde edildi.
Metrik uzaylardaki durumun aksine bu kavramlar ile ilgili bazı farklılıkların olduğu
gözlemlendi. Tezin son bölümünde metrik uzaylarda istatistiksel Bourbaki Cauchy dizisi
olarak adlandırılan dizilerin yeni bir sınıfı tanımlanarak Bourbaki tamlığa denk yeni bir
şart ifade edildi. İstatistiksel Bourbaki Cauchy dizilerini koruyan istatistiksel Bourbaki
Cauchy regüler fonksiyonu tanımladıktan sonra bu fonksiyonlar yardımıyla Bourbaki
tamlık ve Bourbaki sınırlılığın bazı yeni karakterizasyonları sunuldu.

Anahtar sözcükler: Asimetrik Metrik, Bourbaki Sınırlılık, Bourbaki Tamlık,
İstatistiksel Yakınsaklık, Kompaktlık.
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ABSTRACT

BOURBAKI-BOUNDEDNESS AND BOURBAKI-COMPLETENESS ON SOME
METRIC SPACES

Merve İLKHAN
Düzce University

Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Doctoral Thesis

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Emrah Evren KARA
May 2018, 80 pages

In this thesis the concepts of Bourbaki boundedness and outside Bourbaki boundedness
are defined in asymmetric metric spaces and these concepts are studied. After defining
Bourbaki Cauchy and cofinally Bourbaki Cauchy sequences in asymmetric metric spaces,
it is investigated whether Bourbaki boundedness can be characterized by means of
these sequences. Moreover by using these sequences, definitions of different type of
completeness are given. Some important results are obtained related to compactness,
sequentially compactness and uniformly locally compactness in asymmetric metric spaces.
By using the notion of natural density, some basic concepts such as convergence, Cauchy
sequences, limit point and cluster point are generalized and some fundamental results are
obtained on asymmetric metric spaces. Unlike the case of metric spaces, some differences
are observed related to these concepts. In the last part of the thesis, a new condition
equivalent to Bourbaki completeness is stated by defining a new class of sequences named
as a statistical Bourbaki-Cauchy sequence in metric spaces. After defining the statistical
Bourbaki Cauchy regular function which is a function preserving statistical Bourbaki
Cauchy sequences, some new characterizations of Bourbaki completeness and Bourbaki
boundedness are introduced by means of these functions.

Keywords: Asymmetric Metric, Bourbaki boundedness, Bourbaki Completeness,
Compactness, Statistical Convergence.
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EXTENDED ABSTRACT

BOURBAKI-BOUNDEDNESS AND BOURBAKI-COMPLETENESS ON SOME
METRIC SPACES

Merve İLKHAN
Düzce University

Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Doctoral Thesis

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Emrah Evren KARA
May 2018, 80 pages

1. INTRODUCTION

Compact metric spaces and complete metric spaces play a crucial role in functional
analysis. Metric spaces satisfying properties between compactness and completeness
have been the subject of research for a number of papers over years. One of the most
popular of them is Atsuji space also known as UC space introduced by Atsuji in [1].
Atsuji space is a space on which every real valued continuous function is uniformly
continuous. Owing to the significance of Atsuji spaces, a number of authors have studied
extensively to give more new characterizations of such spaces (see the survey article
[2] by Kundu and Jain). Another kind of this intermediate property that a metric space
possesses is Bourbaki completeness which is introduced recently in [3]. Also in this
paper it has been proved that every Atsuji space is Bourbaki complete. If one aims to
obtain a stronger property than completeness for a metric space, it is enough to cluster
all sequences in the space which have certain definition and which are more general
than Cauchy sequences. For this purpose, authors in [3] have defined Bourbaki Cauchy
and cofinally Bourbaki Cauchy sequences. Bourbaki Cauchy sequences are found out
when the authors deal with the notion of Bourbaki boundedness of a set in a metric space.
Bourbaki bounded space is introduced in [1] under the name of finitely chainable space.
This space is a metric space on which every real valued uniformly continuous function is
bounded. Bourbaki boundedness is a property which is weaker than totally boundedness
(or equivalently precompactness) but stronger than usual boundedness in a metric space.
As totally boundedness is characterized with Cauchy sequences in a metric space authors
in [3] have characterized Bourbaki boundedness with Bourbaki Cauchy sequences.

An asymmetric metric introduced by Wilson in [4] is a distance function satisfying all the
axioms of a metric except symmetry condition. Asymmetric metric spaces are extensive
research subject not only in theoretical mathematics but also in applied mathematics.
The lack of symmetry condition in the definition of an asymmetric metric has influence
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upon whole theory. Especially, the results related to completeness, compactness and
precompactness in asymmetric metric spaces are very different from metric spaces. For
example, completeness and sequentially completeness do not coincide in asymmetric
metric spaces unlike the situation in metric spaces. On the other hand, totally boundedness
and precompactness are different notions in asymmetric case. By the way, a new concept
is appeared named outside precompactness in asymmetric metric spaces. Like a metric
induces a topology, an asymmetric metric induces three different topologies.

As an extension of usual convergence, the concept of statistical convergence for
real-valued sequences was introduced by Fast [5] and Steinhaus [6]. However, the idea of
statistical convergence (appeared under the name of almost convergence) goes back to
Zygmund [7]. The formal definition is based on the notion of natural density (asymptotic
density) of a subset in N. The statistical convergence was generalized to sequences in
some other spaces and studied on these spaces such as metric spaces, cone metric spaces,
topological and uniform spaces and topological groups etc. In [8], Schoenberg gave some
basic properties of statistical convergence and also studied the concept as a summability
method. Later on it was further investigated and linked with the summability theory
by many authors. Also, several important applications of statistical convergence are
available in different areas of mathematics such as measure theory, optimization theory,
approximation theory, probability theory, number theory etc.

2. MATERIAL AND METHODS

After a comprehensive literature review, the previous studies related to subject have been
explained in detail in the first section of the thesis. In the second section, all necessary
and fundamental concepts related to topological and metric spaces are given. Later, it is
focused on the notion of statistical convergence in a metric space. Since the most of the
main results have to do with asymmetric metric spaces, these spaces are examined in a
comprehensive manner. Also, similarities and differences between asymmetric metric
and metric are investigated. In order to obtain the main results, missing definitions are
made and theorems are proved in the theory of asymmetric metric spaces.

3. RESULTS AND DISCUSSIONS

In this thesis the concepts of Bourbaki boundedness and outside Bourbaki boundedness
are defined in an asymmetric metric space and these concepts are studied. After defining
Bourbaki Cauchy and cofinally Bourbaki Cauchy sequences in asymmetric metric spaces,
it is investigated whether Bourbaki boundedness can be characterized by means of these
sequences. Moreover by using these sequences, the definitions of varied completeness
are given. Some significant results are obtained related to compactness, sequentially
compactness and uniformly locally compactness in asymmetric metric spaces.

In asymmetric metric spaces, some basic concepts are given and some fundamental results
are obtained related to statistical convergence. By defining new type statistical Cauchy
sequences (called (weakly) left (right) K-statistical Cauchy and left (right) ρ-statistical
Cauchy), the relation between these sequences are examined with examples. On the
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contrary to the metric case, it is observed that there are some differences within the context
of statistical concepts. For example, statistical limit of a sequence in an asymmetric
metric space is not unique. Furthermore, some interesting results are obtained related to
completeness (in some sense), compactness and precompactness on this setting by using
these statistical Cauchy sequences. Later, some summability type theorems are presented
on asymmetric normed spaces.

In the last part of the thesis, a new characterization of Bourbaki completeness in metric
spaces is studied. For this purpose, the definition of a statistical Bourbaki Cauchy
sequence is given as a new concept in the setting of metric spaces. The relations
between these new sequences and other known sequences are examined. On the
other hand, after defining the statistical Bourbaki Cauchy regular function which is
a function preserving statistical Bourbaki Cauchy sequences, some new characterizations
of Bourbaki completeness and Bourbaki boundedness are introduced by means of these
functions.

4. CONCLUSION AND OUTLOOK

In this thesis, a new condition equivalent to Bourbaki completeness is stated by
defining a new class of sequences named as a statistical Bourbaki-Cauchy sequence.
Hence, it is concluded that every sequence in an Atsuji space has a statistical
Bourbaki-Cauchy subsequence. Further, since compactness has been characterized
by Bourbaki boundedness and Bourbaki completeness, it can be deduced that a metric
space X is compact if and only if X is Bourbaki bounded and every sequence in X has a
statistical Bourbaki-Cauchy subsequence.
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1. GİRİŞ

Matematiksel bir sistem boştan farklı bir küme ile bu küme üzerinde tanımlanan bir

yapıdan oluşur. Bir küme üzerinde ikili bir işlem tanımlanmış ise bu yapıya cebirsel

yapı denir. Herhangi bir X kümesinde verilen bir dizinin yakınsak olması veya iki küme

arasında tanımlı bir fonksiyonun sürekli olması için kümeler üzerine koyulması gereken

matematiksel yapıya ise topolojik yapı denir.

Bir fonksiyonun sürekliliği, limiti ve bir dizinin yakınsaklığı gibi kavramlar klasik analizin

temel kavramları olduğu gibi bu kavramlarla matematiğin topoloji, fonksiyonel analiz,

kompleks analiz, geometri gibi dallarında da karşılaşılmaktadır. Tüm bu kavramların

temeli açık küme kavramına dayanır.

Topolojinin aksiyomatik tanımı ilk olarak Hausdorff tarafından 1914 yılında verilmiştir.

Topolojinin analizden geometriye matematiğin pek çok dalında uygulama alanı

bulunmaktadır. Topolojinin temel yapı taşı açık kümelerdir. Topolojik uzaylar, üzerinde

uzaklık fonksiyonunun tanımlı olmadığı veya bu fonksiyonun tanımlı olduğu uzayların

genellemesi olarak düşünülebilir. Topolojik uzayların en iyi bilinen örneklerinden biri

metrik uzaylardır. Metrik uzaylar, matematiğin klasik analiz, geometri ve lineer cebir

gibi dallarında kullanılan yöntemlerin sonsuz boyutlu uzaylara genelleştirilmesi sonucu

ortaya çıkan fonksiyonel analiz dalında önemli bir yere sahiptir.

İlk olarak 1906 yılında Frechet’in herhangi nesnelerden oluşan kümeler üzerinde yeni

bir yapı (metrik) tanımlamasıyla Öklid uzaylarından farklı uzaylara geçilmiştir. Klasik

analizde karşılaşılan temel kavramlardan biri olan limit kavramının temeli R de veya daha

genel olarak Rn de iki nokta arasındaki uzaklık fonksiyonuna dayanır. Dolayısıyla limit

kavramı Rn nin cebirsel yapısına değil de topolojik yapısına bağlıdır. Bu tür kavramları

daha genel bir uzaya taşımak için boştan farklı bir X kümesi üzerinde uzaklık fonksiyonu

tanımlanarak modern matematiğin temelini oluşturan metrik uzay yapısı geliştirilmiştir.
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Burada ele alınan X kümesinin Rn nin sahip olduğu gibi cebirsel bir yapıya (vektörel

toplam, skaler çarpım) sahip olması gerekmez. Fakat literatürde karşılaşılan birçok metrik

uzay aynı zamanda bir vektör uzayıdır (Bir vektör uzayı üzerinde toplama ve skalerle

çarpma cebirsel işlemlerinin tanımlı olduğu ve bu işlemlerin belli özellikleri sağladığı

bir uzaydır). Bu tür uzaylarda metrik, norm adı verilen çok daha basit bir fonksiyon

tarafından üretilir. Norm fonksiyonu vektör uzayın her bir vektörüne bir uzunluk karşılık

getiren dönüşümdür. Ayrıca her bir metrik uzay üzerinde tanımlanan metrik fonksiyonu

yardımıyla bir topolojik uzay oluşturur. Uzaklık fonksiyonuna ihtiyaç duyulmayan

durumlarda metrik uzaylardan daha genel olan topolojik uzaylar üzerinde çalışılabilir.

Ancak bazı soyut kavramlar topolojik uzaylarda zor anlaşılır olduğundan ve bu kavramlar

metrik uzaylarda somut geometrik örnekler verilerek basite indirgenebildiğinden metrik

uzaylar üzerinde çalışmak daha uygundur.

Matematik biliminde klasik analizden modern analize geçişte ve uygulamalı bilimlerde

metrik uzaylar önemli role sahiptir. Topolojinin temel kavramlarının pek çoğu metrik

uzaylardan aktarılmış olmasına rağmen metrik uzay kavramı önemini korumuştur.

Bu nedenle metrik kavramı çeşitli yollarla genelleştirilerek yeni uzaklık kavramları

tanımlanmıştır. Bunlardan biri 1930’larda ortaya atılan asimetrik (simetrik olmayan)

uzaklık fonksiyonudur. Asimetrik metrik uzay kavramı ilk olarak Wilson [4] tarafından

verilmiştir. Daha sonrasında birçok yazar bu tür uzayların teorisini geliştirmek için

kapsamlı bir şekilde çalışmıştır. Bu çalışmalardan bazıları Albert [9], Bodjanova [10],

Doitchinov [11], Künzi [12, 13], Künzi ve Yıldız [14, 15], Künzi ve ark. [16], Mennucci

[17], Reilly ve Vamanamurthy [18], Romaguera [19, 20], Romaguera ve Gutierrez

[21], Stoltenberg [22] tarafından yapılmıştır. Ayrıca asimetrik normlu uzaylar için

[23, 24, 25, 26] nolu çalışmalara bakılabilir.

Asimetrik metrik kavramı sadece matematik alanında yoğun bir araştırma konusu

olmamakla beraber aynı zamanda bilgisayar bilimi, madde bilimi gibi bilimin diğer

farklı dallarında da araştırma konusu olmuştur. Uygulamalı matematik ve madde bilimi

alanında asimetrik metrik uzayların birçok yeni uygulaması vardır (bkz. [27, 28, 29, 30]).

Biyolojide amino asit dizilimleri ve DNA dizilimleri gibi biyolojik dizilimler arasındaki
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uzaklıkları ölçmek için asimetrik metrik kavramı kullanılmıştır. Biyolojik kökenli

asimetrik metrikler Waterman, Smith ve Beyer [31] tarafından çalışılmıştır. Ayrıca

uzay-zaman yapısı ile asimetrik metriğin alakasını görmek için Domiaty’nin [32, 33]

nolu çalışmalarına bakılabilir.

Bu tür uzaklıklar pratik uygulamalarda faydalı olabilir. Günlük hayatta yaygın olarak

karşımıza çıkan asimetrik metrik örnekleri vardır. Caddelerin tek yönlü çalıştığı bir

şehirde belli bir A mevkiinden belli bir B mevkiine giden yol ile B mevkiinden A mevkiine

giden yol farklı olacağından böyle bir şehirde iki mevkii arasındaki uzaklık bir asimetrik

metrik örneğidir fakat bu uzaklık fonksiyonu metrik değildir [34].

Bu yeni uzaklık fonksiyonu tanımında metriğin simetri şartı kaldırıldığından dolayı

metrik uzaylar için ispatlanan birçok teorem kolay bir şekilde ispat edilememektedir ve

hatta bazı teoremler bu yeni uzay için geçerli değildir. Örneğin; kompaktlık ve dizisel

kompaktlık kavramı metrik uzaylarda çakışırken asimetrik metrik uzaylarda kompaktlık

dizisel kompaktlığı gerektirir (asimetrik metrik uzay birinci sayılabilir olduğundan). Fakat

bu ifadenin karşıtı her zaman doğru değildir. Ayrıca asimetrik metrik üç farklı topoloji

ürettiği için bu tip uzaylar üzerinde birçok farklı tamlık kavramı tanımlanabilmektedir.

Asimetrik metrik uzaylardaki bu farklılıklara rağmen, tamlık, kompaktlık ve tamamen

sınırlılık (ön kompaktlık) ile ilgili metrik uzaylardaki gibi birçok olumlu sonuçlar vardır

[35].

Sonlu niceliklerle çalışmak sonsuzlarla çalışmaktan çok daha kolaydır. Benzer şekilde

metrik kavramlarını kompakt metrik uzaylarda araştırmak keyfi metrik uzaylarda

araştırmaktan genellikle daha kolaydır. Örneğin; klasik analizde süreklilik kavramı

genelde kompakt olan [a,b] kapalı ve sınırlı aralığında tanımlı fonksiyonları çalışırken

incelenir. Klasik analizin en önemli teoremlerinin birçoğu kapalı sınırlı aralıklar için ispat

edilmiştir. Kompakt uzayların önemli özelliklerinin olmasının yanı sıra kompaktlığın

kendisi topolojik uzaylarda mevcut olan zayıf yapıyı gidermek için uygun hale getirilmiş

kuvvetli bir özelliktir. Bir metrik ele alındığında metrik yapıya uyarlanmış daha zayıf

bir özellik ile kompaktlığın avantajlarının çoğunu elde etmek mümkündür. Kompaktlık

gibi bu yeni zayıf özellik limitin varlığını sağlar. Bu zayıf özelliği sağlayan uzaylara tam
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metrik uzaylar denir. Temel özellikleri ile kompakt metrik uzaylar ve tam metrik uzaylar

tüm matematikçiler tarafından iyi bilinmektedir. Tam metrik uzaylar mantık, sabit nokta

teorisi, bilgisayar bilimi, kuantum mekaniği gibi özellikle matematiğin fonksiyonel analiz

ve diğer bilimlerin birçok dalında önemlidir. Fonksiyonel analizde çeşitli uygulaması

olan birçok temel sonucun ispatlanmasında tam metrik uzaylar önemli rol oynar. Sürekli

fonksiyonların davranışlarını incelerken elde edilen Baire kategori teoremi tam metrik

uzayların yapısını aydınlatmak için çok önemli bir özelliktir. Ayrıca Banach sabit nokta

teoremi tam metrik uzaylar teorisi için kullanışlı bir özelliktir. Lineer eşitsizlikler,

optimizasyon ve yaklaşım teorisi gibi alanlarda çok fazla uygulaması olması nedeni

ile sabit nokta teorisindeki ilerleme oldukça ilgi çekmiş ve birçok çalışma yapılmıştır

(bkz. [36, 37, 38, 39, 40, 41]). Kompaktlık kavramı da metrik uzaylar teorisinde

etkili role sahiptir. Bilindiği üzere kompakt metrik uzay üzerinde tanımlı sürekli her

fonksiyon düzgün süreklidir [42]. Fakat bir metrik uzay üzerinde tanımlı sürekli bir

fonksiyonun düzgün sürekli olması için kompaktlık gerekli değildir. Örneğin; sonsuz

elemanlı ayrık metrik uzay üzerinde tanımlı sürekli her fonksiyon aynı zamanda düzgün

süreklidir fakat ayrık uzay kompakt değildir [2]. Üzerinde tanımlı sürekli her fonksiyonun

düzgün sürekli olduğu metrik uzayları karakterize etmek için ilk çalışma Nagata [43]

tarafından yapılmıştır. Daha sonra Monteiro ve Peixoto [44] bu tür uzayların dört yeni

karakterizasyonunu vermiştir. Bu çalışmada bir metrik uzay üzerinde tanımlı sürekli her

fonksiyonun düzgün sürekli olması için gerek ve yeter şartın uzayın her açık örtüsünün

bir Lebesgue sayısına sahip olması gerektiği ispat edildiğinden bu tür uzaylar [45] ve

[46] nolu çalışmalarda Lebesgue uzayları olarak adlandırılmıştır. 1958 yılında Atsuji

[1] tarafından bu uzayların birçok yeni karakterizasyonu verilmiştir. Beer bu uzayları

[47] ve [48] de Atsuji uzayı olarak adlandırırken [49] ve [50] da birçok matematikçi

gibi (örneğin [51]) UC uzayı olarak adlandırmıştır. [52] nolu çalışmada bu tür uzayların

farklı karakterizasyonları verilmiştir. Kundu ve Jain [2] hazırlamış oldukları araştırma

makalesinde bu tür metrik uzaylara denk olan 25 şartı bir araya toplamıştır.

Her kompakt metrik uzay tamdır fakat tam olup kompakt olmayan metrik uzaylar

vardır. Tamlıktan daha kuvvetli kompaktlıktan daha zayıf özellikleri sağlayan metrik

uzaylar birçok matematikçi tarafından araştırılmaktadır ve yıllardır birçok makalenin
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araştırma konusu olmuştur. Bu tür uzayların taşıdığı önem nedeniyle birçok yazar

bu uzayların çeşitli karakterizasyonları üzerine çalışmıştır. Bu uzaylara örnek olarak

Atsuji uzayları verilir. Bunun dışında Beer [53] kofinal tam olarak adlandırılan "her

kofinal Cauchy dizisinin yakınsak alt dizisinin var olduğu" metrik uzayların birkaç

yeni karakterizasyonunu vermiştir. Atsuji ve kofinal tam uzayların yanı sıra sınırlı

kompakt, düzgün yerel kompakt, kuvvetli kofinal tam [48] metrik uzaylarda kompakt

ve tam uzaylar arasında yer alan önemli uzay örnekleridir. Bu uzayların hepsi konveks

analiz, optimizasyon teorisi ve hiperyüzeyler üzerindeki yakınsama yapıları ortamındaki

problemler ile bağlantılıdır (bkz. [54]). Metrik uzaylar için bir özelliğin tamlıktan daha

kuvvetli olmasını sağlamanın bir yolu uzaydaki Cauchy dizileri sınıfından daha genel

bir sınıfa ait olan tüm dizilerin yakınsak alt dizilerinin bulunmasıdır. Bu amaçla Garrido

ve Merono [3] metrik uzaylarda Bourbaki Cauchy ve kofinal Bourbaki Cauchy dizisi

tanımlarını vererek bu genelleştirilmiş Cauchy dizileri yardımıyla farklı iki tamlık kavramı

sunmuştur. Böylece Bourbaki tam ve kofinal Bourbaki tam olarak adlandırılan bu uzaylar

da bu ara özelliği sağlayan uzaylara örnek olmuştur.

Metrik uzay teorisinde sınırlı kümelerin sınıfı, tamamen sınırlı (ön kompakt) kümelerin

sınıfı ve Bourbaki sınırlı kümelerin sınıfı önemli bir yere sahiptir. Bourbaki

sınırlılık kavramı ilk olarak Atsuji [1] tarafından, üzerinde tanımlı tüm düzgün sürekli

fonksiyonların sınırlı olduğu metrik uzayları karakterize etmek için tanımlanmıştır. Atsuji

bu çalışmada, Bourbaki sınırlı uzayı sonlu zincirlenebilir metrik uzay olarak adlandırmıştır.

Bourbaki sınırlılık ismi, bu kümelerin düzgün uzaylarda düşünüldüğü Bourbaki’nin [55]

de verilen kitabından gelir. Bu uzaylar Hejcman [56] tarafından, düzgün uzaylarda basitçe

sınırlı adı altında çalışılmıştır. Tamamen sınırlı kümelerin Cauchy dizileri yardımıyla

karakterize edildiği gibi (bkz. [57]) Garrido ve Merono [3] Bourbaki Cauchy ve kofinal

Bourbaki Cauchy dizileri yardımıyla Bourbaki sınırlılığı karakterize etmiştir. Bu yeni

diziler de aslında bir metrik uzayda Bourbaki sınırlı kümeler düşünüldüğünde ortaya

çıkmıştır.

Alışılmış yakınsama kavramının genellemesi olarak, Fast [5] ve Steinhaus [6] tarafından

reel terimli diziler için istatistiksel yakınsama kavramı tanımlanmıştır. Daha sonra
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Schoenberg [8] bu kavramın bazı temel özelliklerini vererek toplanabilme metodu olarak

bu kavramı çalışmıştır. Aslında istatistiksel yakınsaklık fikri Zygmund’un 1935 de

yayınlanan [7] nolu eserine kadar uzanır. Bu kavram Zygmund’un eserinde hemen

hemen yakınsama olarak adlandırılmıştır. İstatistiksel yakınsama kavramı 60 yıl önce

tanımlanmış olmasına rağmen son 20 yılda aktif araştırma konusu olmuştur. İstatistiksel

yakınsama ile ilgili literatürde çok fazla çalışma bulunmaktadır (bunların birkaçı için bkz.

[58, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67]). Birçok matematikçi bu yeni yakınsama kavramını

daha genel uzaylara taşımıştır. Topolojik uzaylarda [68], metrik uzaylarda [69, 70, 71],

fonksiyon uzaylarında [72], fuzzy normlu uzaylarında [73], 2-normlu uzaylarda [74]

ve diğer bazı uzaylarda istatistiksel yakınsaklık kavramı üzerine çalışılmıştır. Bunun

yanısıra, istatistiksel yakınsamanın ölçüm teorisi [75], trigonometrik seriler [7], yaklaşım

teorisi [76, 77], yerel konveks uzaylar [78], sayılar teorisi [79], optimizasyon teorisi

[80], olasılık teorisi [81] gibi matematiğin farklı alanlarında birçok önemli uygulamaları

bulunmaktadır. Ayrıca günümüzde matematiğin toplanabilme teorisi alanında istatistiksel

yakınsama kavramı üzerine aktif bir şekilde çalışılmaktadır. Bu konu ile ilgili çalışmalar

için [82, 83, 84, 85, 86, 87, 88] nolu makalelere bakılabilir.

Asimetrik metrik uzaylarda bir kümenin tamamen sınırlılığı kümenin ön kompakt

olmasını gerektirirken metrik uzayların aksine bir kümenin ön kompaktlığı kümenin

tamamen sınırlı olmasını gerektirmez (bkz. [89, 90]). Ayrıca asimetrik metrik uzaylarda

ön kompaktlıktan daha zayıf olan dış ön kompaktlık kavramı verilmektedir. Bu tez

çalışmasının üçüncü bölümünde asimetrik metrik uzaylarda ön kompaktlık ve sınırlılık

arasında yer alan Bourbaki sınırlılık kavramı tanımlanacak ve bu kavram üzerine

çalışılacaktır. Bu üç kavram arasındaki ilişki örnekler ile incelenecektir. Benzer şekilde

Bourbaki sınırlılıktan daha zayıf olan dış Bourbaki sınırlılık kavramı verilecektir. Metrik

uzayların aksine asimetrik metrik uzaylarda Bourbaki sınırlı kümelerin alt kümelerinin

ve asimetrik metriğin ürettiği topolojiye göre kapanışlarının Bourbaki sınırlı olmadığı

gösterilecektir. Bu kavramın metrik uzaylarda sağladığı diğer özelliklerin asimetrik metrik

uzaylarda sağlanıp sağlanmadığı araştırılacaktır. Ayrıca asimetrik metrik uzaylarda çeşitli

tipte Bourbaki Cauchy ve kofinal Bourbaki Cauchy dizileri tanımlandıktan sonra (dış)

Bourbaki sınırlılığın bu diziler yardımıyla karakterize edilip edilemeyeceği tartışılacaktır.
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Bu yeni Cauchy dizileri yardımıyla asimetrik metrik uzaylarda Bourbaki tamlık ve kofinal

Bourbaki tamlık tanımlandıktan sonra kompaktlık, dizisel kompaktlık ve düzgün yerel

kompaktlık kavramlarına dayanan bazı önemli sonuçlar elde edilecektir.

Bu tez çalışmasının dördüncü bölümünde asimetrik metrik uzaylar üzerinde istatistiksel

yakınsaklık kavramı tanımlanıp çalışılacaktır. Bunun yanı sıra istatistiksel Cauchy

dizileri bu simetri şartının sağlanmadığı uzaylar üzerinde düşünülecektir. Tüm bu

tanımların ve elde edilen sonuçların alışılmış metrik ile arasındaki benzerlik ve farklılıklar

incelenecektir. Asimetrik metrik uzayda bir dizinin istatistiksel limit noktası ve

istatistiksel yığılma noktaları tanımları verildikten sonra tamlık ve kompaktlık üzerine

bazı sonuçlar verilecektir. Son olarak asimetrik normlu uzaylar üzerinde toplanabilme

teorisi ile ilgili bazı temel sonuçlar sunulacaktır.

Tezin son bölümünde Bourbaki tam metrik uzayların karakterize edilmesi üzerine

çalışılacaktır. Bu amaçla öncelikle metrik uzaylar teorisinde yeni bir kavram olarak

istatistiksel Bourbaki Cauchy dizisi tanımı yapılacaktır. Tanımlarından görülecektir ki

bir Bourbaki-Cauchy dizisi ya da istatistiksel Cauchy dizisi aynı zamanda istatistiksel

Bourbaki Cauchy dizidir. Buna rağmen bir istatistiksel Bourbaki Cauchy dizisi

Bourbaki-Cauchy ya da istatistiksel Cauchy dizisi olmak zorunda değildir. Bunlar

örneklerle gösterilecektir. Ayrıca istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi yardımıyla bir şart

oluşturulacak ve bu şartın Bourbaki tamlığa denk olduğu ispat edilecektir. Son zamanlarda

yayınlanan [91] nolu çalışmada Bourbaki sınırlı metrik uzayların üç yeni karakterizasyonu

üzerine çalışılmıştır. Bu amaçla çeşitli fonksiyonlar tanımlanmıştır. Bunlardan

biri Bourbaki-Cauchy dizilerini koruyan Bourbaki-Cauchy regüler olarak adlandırılan

fonksiyonlardır. Son olarak bu tezde istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizilerini koruyan

fonksiyonları istatistiksel Bourbaki-Cauchy regüler fonksiyon olarak adlandırdıktan

sonra bu fonksiyonlar kullanılarak Bourbaki tamlığın yeni bir karakterizasyonu elde

edilecektir. Daha sonra da Bourbaki sınırlı metrik uzaylar bu yeni tip fonksiyon yardımıyla

karakterize edilecektir. Bu sonuçlardan önce istatistiksel Bourbaki-Cauchy regüler

ve Bourbaki-Cauchy regüler fonksiyon arasındaki ilişki incelenecektir. Sonuç olarak

bir Atsuji uzayındaki her dizinin istatistiksel Bourbaki-Cauchy alt dizisi var olacağı
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söylenebilecektir. Üstelik kompaktlık kavramı Bourbaki sınırlılık ve Bourbaki tamlık ile

karakterize edilebildiğinden "bir metrik uzayın kompakt olması ancak ve ancak uzayın

Bourbaki sınırlı ve uzaydaki her dizinin istatistiksel Bourbaki-Cauchy alt dizisine sahip

olması" şeklinde ifade edilebilecektir.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bölümde tez çalışmasında kullanılan temel kavramlar ve teoremler verilecektir.

2.1. TOPOLOJİK UZAYLAR VE METRİK UZAYLAR

Tanım 2.1. [92] X boştan farklı bir küme olmak üzere X in alt kümelerinden oluşan bir τ

koleksiyonu

(T1) τ nun elemanlarının herhangi birleşimi τ ya aittir,

(T2) τ nun elemanlarının sonlu kesişimi τ ya aittir,

(T3) /0 ve X kümeleri τ ya aittir

şartlarını sağlıyorsa τ ya X üzerinde bir topoloji ve τ nun elemanlarına açık kümeler

denir. (X ,τ) ikilisi bir topolojik uzay olarak adlandırılır.

X üzerinde iki topoloji τ1 ve τ2 verildiğinde τ1 ⊆ τ2 ise τ1 topolojisi τ2 den daha kabadır

ya da τ2 topolojisi τ1 den daha incedir denir.

Tanım 2.2. [93] (X ,τ) bir topolojik uzay ve A ⊆ X olsun. Bu durumda A üzerindeki

τA = {U ∩A : U ∈ τ} topolojisine τ dan A üzerine indirgenmiş topoloji veya alt uzay

topolojisi denir. (A,τA) uzayına da (X ,τ) uzayının bir alt uzayı denir.

Tanım 2.3. [92] (X ,τ) bir topolojik uzay, x ∈ X ve U kümesi X in bir alt kümesi olsun.

Eğer U kümesi x noktasını içerecek şekilde bir V açık kümesi kapsıyorsa U ya x in bir

komşuluğu denir. x in tüm komşuluklarının koleksiyonu Ux ile gösterilir.

Tanım 2.4. [57] (X ,τ) topolojik uzayı, A ⊆ X alt kümesi ve bir x ∈ X noktası verilsin.

x noktasının her komşuluğunda A kümesinin en az bir elemanı varsa x noktasına A

kümesinin kapanış noktası denir. A kümesinin tüm kapanış noktaları kümesine A
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kümesinin kapanışı denir ve

Cl(A) = {x ∈ X : her U ∈ Ux için A∩U 6= /0}

ile gösterilir.

Tanım 2.5. [92] (X ,τ) bir topolojik uzay, x ∈ X ve (xn) bu uzayda bir dizi olsun. Eğer

x in her U komşuluğu için n ≥ n0 olduğunda xn ∈U olacak şekilde bir n0 ∈ N sayısı

bulunabiliyorsa (xn) dizisi x noktasına yakınsar denir.

Teorem 2.6. [93] (X ,τ) bir topolojik uzay, A ⊆ X ve x ∈ X olsun. Terimleri A nın

elemanlarından oluşan ve x noktasına yakınsayan bir (xn) dizisi varsa x ∈ Cl(A) dır.

Not 2.7. [93] Herhangi bir topolojik uzayda x ∈ Cl(A) olmasına rağmen A da x noktasına

yakınsayan bir dizi olmayabilir.

Tanım 2.8. [92] (X ,τ) bir topolojik uzay, x ∈ X ve Bx koleksiyonu Ux in bir alt

koleksiyonu olsun. Her bir U ∈ Ux bir V ∈ Bx kümesi kapsıyorsa Bx koleksiyonuna

x noktasında bir komşuluklar bazı denir.

Tanım 2.9. [92] (X ,τ) bir topolojik uzay olsun. Her bir x ∈ X noktasının sayılabilir bir

komşuluk bazı varsa X topolojik uzayı birinci sayılabilirlik aksiyomunu sağlar denir.

Tanım 2.10. [93] (X ,τ) bir topolojik uzay ve A⊆ X olsun.

1. I bir indis kümesi olmak üzere her i∈ I için Ui ∈ τ ve A⊆∪i∈IUi ise U = {Ui : i∈ I}

koleksiyonuna A nın bir açık örtüsü denir.

2. U = {Ui : i ∈ I} koleksiyonu A nın açık bir örtüsü ve J ⊆ I olmak üzere V = {Ui :

i ∈ J} koleksiyonu A nın bir örtüsü ise V örtüsüne U örtüsünün bir alt örtüsü denir.

Bu durumda J sonluysa V örtüsüne U örtüsünün sonlu alt örtüsü denir.

Not 2.11. [93] Açık örtü tanımında A = X alınırsa X ⊆ ∪i∈IUi ifadesi X = ∪i∈IUi

ifadesine dönüşür.

Tanım 2.12. [93] (X ,τ) bir topolojik uzay olsun. X in her açık örtüsünün sonlu bir alt

örtüsü varsa (X ,τ) uzayına veya kısaca X in kendisine kompakt topolojik uzay denir.

A⊆ X ve (A,τA) uzayı kompaktsa A ya X in kompakt alt kümesi denir.
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Tanım 2.13. [93] (X ,τ) bir topolojik uzay olsun. X in sayılabilir her açık örtüsünün

sonlu bir alt örtüsü varsa X uzayına sayılabilir kompakttır denir. A⊆ X ve (A,τA) uzayı

sayılabilir kompaktsa A ya X in sayılabilir kompakt alt kümesi denir.

Not 2.14. [93] Kompaktlık ve sayılabilir kompaktlık tanımları gereğince her kompakt

uzay sayılabilir kompakttır.

Tanım 2.15. [93] (X ,τ) bir topolojik uzay olsun. X deki her dizinin yakınsak bir alt

dizisi varsa X uzayına dizisel kompakttır denir. A⊆ X olmak üzere (A,τA) uzayı dizisel

kompaktsa A kümesine (X ,τ) uzayının dizisel kompakt alt kümesi denir.

Önerme 2.16. [94]

1. Dizisel kompakt her topolojik uzay sayılabilir kompakttır.

2. Sayılabilir kompakt bir topolojik uzay birinci sayılabilirlik aksiyomunu sağlıyorsa

dizisel kompakttır.

Tanım 2.17. [93] (X ,τ) bir topolojik uzay olsun.

1. x 6= y özelliğindeki her x,y ∈ X noktaları için

x ∈U ve y /∈U veya y ∈U ve x /∈U

olacak şekilde bir U ∈ τ varsa bu uzaya bir T0-uzayı denir.

2. x 6= y özelliğindeki her x,y ∈ X noktaları için

x ∈U,y /∈U ve y ∈V,x /∈V

olacak şekilde bir U,V ∈ τ kümeleri varsa bu uzaya bir T1-uzayı denir.

3. x 6= y özelliğindeki her x,y ∈ X noktaları için

x ∈U,y ∈V ve U ∩V = /0

olacak şekilde bir U,V ∈ τ kümeleri varsa bu uzaya bir T2-uzayı veya Hausdorff

uzayı denir.
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4. F1∩F2 = /0 özelliğindeki kapalı her F1,F2 kümeleri için

U ∩V = /0,F1 ⊆U ve F2 ⊆V

olacak şekilde bir U,V ∈ τ kümeleri varsa bu uzaya normal uzay denir.

Teorem 2.18. [93] Her metrik uzay bir normal uzaydır.

Teorem 2.19. [95] (X ,τ) normal topolojik uzay, Y kapalı bir alt küme ve f : Y → R

sürekli bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun X uzayına sürekli bir genişlemesi vardır.

Tanım 2.20. [96] X boş olmayan bir küme olmak üzere

d : X×X → R

fonksiyonu her x,y,z ∈ X için

(M1) d(x,y) = 0⇔ x = y,

(M2) d(x,y) = d(y,x),

(M3) d(x,y)≤ d(x,z)+d(z,y)

şartlarını gerçekliyor ise d fonksiyonuna X kümesi üzerinde bir metrik, üzerinde d metriği

tanımlı olan X kümesine metrik uzay denir.

Tanım 2.21. [96] (X ,d) bir metrik uzay ve A⊆ X boş olmayan bir küme olsun. Eğer

{d(x,y) : x,y ∈ A} ⊆ R

kümesinin bir üst sınırı var ise A kümesine sınırlı küme denir ve bu durumda

d(A) = sup{d(x,y) : x,y ∈ A}

sayısına da A kümesinin çapı denir. Eğer X sınırlı ise (X ,d) metrik uzayına sınırlı metrik

uzay denir. Diğer bir ifade ile çapı sonlu olan kümeye sınırlı bir küme denir.

Tanım 2.22. [96] (X ,d) ve (X ′,d′) metrik uzaylar ve f : (X ,d)→ (X ′,d′) fonksiyonu

verilsin. Eğer f (X) kümesi sınırlı ise f fonksiyonuna sınırlı fonksiyon denir.

12



Tanım 2.23. [96] (X ,d) ve (X ′,d′) iki metrik uzay, f : (X ,d)→ (X ′,d′) ve a ∈ X olsun.

Eğer her ε > 0 sayısı için d(x,a) < δ olduğunda d′( f (x), f (a)) < ε olacak biçimde

bir δ > 0 sayısı bulunabilirse f fonksiyonuna a noktasında süreklidir denir. Eğer f

fonksiyonu X in her bir noktasında sürekli ise f fonksiyonuna X üzerinde sürekli ya da

kısaca süreklidir denir.

Tanım 2.24. [57] (X ,d) metrik uzay, bir a ∈ X noktası ve bir ε > 0 sayısı verilsin.

Bd(a,ε) = {x ∈ X : d(a,x)< ε}

kümesine a merkezli ε yarıçaplı bir açık yuvar denir.

Tanım 2.25. [93] (X ,d) metrik uzay ve U ⊆ X olsun. Her x∈U için Bd(x,ε)⊆U olacak

şekilde bir ε > 0 sayısı varsa U kümesine d-açık küme veya kısaca açık küme denir.

Tanım 2.26. [93] (X ,d) metrik uzay olsun.

τd = {U ⊆ X : U kümesi (X ,d) uzayında açıktır}

koleksiyonu X üzerinde bir topolojidir ve d metriğinin ürettiği topoloji (metrik topoloji)

olarak adlandırılır.

Tanım 2.27. [97] (X ,d) metrik uzayı içinde bir dizi (xn) ve x0 ∈ X olsun. Eğer

limn→∞ d(xn,x0) = 0 ise başka bir deyişle eğer her ε > 0 için n ≥ n0 olduğunda

d(xn,x0)<ε olacak şekilde bir n0 sayısı varsa (xn) dizisi x0 noktasına yakınsıyor denir.

Tanım 2.28. [97] (X ,d) metrik uzayı içinde bir dizi (xn) olsun. Her ε > 0 için n,m≥ n0

olduğunda d(xn,xm) < ε olacak şekilde ε a bağlı bir n0 sayısı varsa (xn) dizisine bir

Cauchy dizisi denir.

Tanım 2.29. [97] Bir (X ,d) metrik uzayındaki her Cauchy dizisi X içinde bir limite

sahipse X metrik uzayına tam metrik uzay denir.

Teorem 2.30. [97] Bir (X ,d) metrik uzayı ve boş olmayan A⊆ X alt kümesi verilsin. x ∈

Cl(A) olması için gerek ve yeter şart A içinde x e yakınsayan bir (xn) dizinin varolmasıdır.
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Teorem 2.31. [93] Bir (X ,d) metrik uzayının kompakt olması için gerek ve yeter şart

dizisel kompakt olmasıdır.

Not 2.32. [93] Her (X ,d) metrik uzayı birinci sayılabilirlik aksiyomunu sağladığından

(X ,d) metrik uzayının sayılabilir kompakt olması için gerek ve yeter şart dizisel kompakt

olmasıdır.

Tanım 2.33. [98] (X ,d) bir metrik uzay, A⊆ X ve ε > 0 olsun. Sonlu bir B = {x1, ...,xn}

alt kümesi verilsin. Eğer A⊆ ∪n
i=1Bd(xi,ε) ise B kümesine A için bir ε-ağı denir.

Tanım 2.34. [98] (X ,d) bir metrik uzay ve A⊆ X olsun. Eğer her ε > 0 için A nın en az

bir ε-ağı varsa A ya tamamen sınırlı (ön kompakt) bir küme denir.

Tanım 2.35. [1, 99] (X ,d) metrik uzay, m ∈ N ve ε > 0 olsun. i = 1, ...,m için

d(xi−1,xi)< ε olmak üzere X de {x0,x1, ...,xn} sıralı noktalarının kümesine x0 dan xn ye

m-uzunluğunda ε-zincir denir. X in her iki eleman çifti bir ε-zincir ile bağlanabiliyorsa

X e ε-zincirlenebilir denir. Eğer X her ε > 0 için ε-zincirlenebilir ise X e zincirlenebilir

denir.

Tanım 2.36. [3] (X ,d) metrik uzayında bir Bd(x,ε) açık yuvarının m. ε-genişlemesi

B1
d(x,ε) = Bd(x,ε) ve m ≥ 2 için Bm

d (x,ε) = (Bm−1
d (x,ε))ε = ∪{Bd(y,ε) : y ∈

Bm−1
d (x,ε)} şeklinde tanımlanır.

Tanım 2.37. [1, 100] (X ,d) metrik uzay ve B, X in bir alt kümesi olsun. Eğer her ε > 0

için

B⊆
n⋃

i=1

Bm
d (xi,ε)

olacak şekilde bir m∈N sayısı ve sonlu bir F = {x1, ....,xn}⊆X kümesi varsa B kümesine

X in Bourbaki sınırlı alt kümesi denir.

Bourbaki sınırlı kümeler [1] nolu çalışmada sonlu zincirlenebilir kümeler olarak

adlandırılır.

Metrik uzayda ön kompakt kümeler Bourbaki sınırlıdır ve Bourbaki sınırlı kümeler

sınırlıdır. Fakat bu iki ifadenin karşıtının doğru olması gerekmez.
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Örnek 2.38. [101] X sonsuz boyutlu Banach uzayı olsun. Bu uzayda kapalı birim yuvar

kompakt değildir. Dolayısıyla ön kompakt değildir. Fakat kapalı birim yuvar Bourbaki

sınırlıdır. Çünkü her ε > 0 için m ∈ N sayısı 1 < mε olacak şekilde seçilirse kapalı birim

yuvar sıfır merkezli ε > 0 yarıçaplı açık yuvarın m. ε-genişlemesi tarafından kapsanır.

Örnek 2.39. [101] R üzerinde d̃(x,y) = min{1, |x− y|} olarak tanımlanan d̃ metriği

alınsın. Bu metriğe göre R nin her alt kümesi sınırlıdır. Fakat bu metriğe göre R nin

Bourbaki sınırlı alt kümeleri sadece mutlak değer metriğine göre sınırlı olan kümelerdir.

Tanım 2.40. [3] (X ,d) bir metrik uzay ve (xn) dizisi X de bir dizi olsun. Eğer her ε > 0

için n≥ n0 olduğunda xn ∈ Bm
d (x,ε) olacak şekilde m,n0 ∈N sayıları ve bir x ∈ X noktası

varsa (xn) dizisine X de bir Bourbaki-Cauchy dizisi denir. Eğer her ε > 0 için n ∈ Nε

olduğunda xn ∈ Bm
d (x,ε) olacak şekilde bir m ∈ N sayısı, sonsuz bir Nε ⊆ N alt kümesi

ve bir x ∈ X noktası varsa (xn) dizisine X de bir kofinal Bourbaki-Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.41. [3] (X ,d) bir metrik uzay ve B⊆ X olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir:

1. B, X in Bourbaki sınırlı alt kümesidir.

2. B nin sayılabilir her alt kümesi X de Bourbaki sınırlıdır.

3. B deki her dizinin X de Bourbaki-Cauchy alt dizisi vardır.

4. B deki her dizi X de kofinal Bourbaki-Cauchy dizisidir.

Not 2.42. [3] (X ,d) bir metrik uzay ve B⊆ X olsun.

1. X in tamamen sınırlı (ön kompakt) her alt kümesi X de Bourbaki sınırlıdır. X in

Bourbaki sınırlı her alt kümesi X de sınırlıdır.

2. B, X in Bourbaki sınırlı bir alt kümesi ve A⊆ B ise A, X de Bourbaki sınırlıdır.

3. B, X in Bourbaki sınırlı bir alt kümesi ise B nin X de kapanışı da Bourbaki sınırlıdır.

Tanım 2.43. [3] Eğer X deki her Bourbaki-Cauchy dizisinin X de yakınsak bir alt dizisi

varsa (X ,d) metrik uzayına Bourbaki tam denir. Eğer X deki her kofinal Bourbaki-Cauchy

dizisinin X de yakınsak bir alt dizisi varsa (X ,d) metrik uzayına kofinal Bourbaki tam

denir.

Teorem 2.44. [3] (X ,d) bir metrik uzay olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir:
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1. X kompakttır.

2. X tamamen sınırlı ve tamdır.

3. X Bourbaki sınırlı ve Bourbaki tamdır.

Tanım 2.45. [99] (X ,d) ve (X ′,d′) iki metrik uzay ve f : (X ,d) → (X ′,d′) bir

fonksiyon olsun. (X ,d) metrik uzayındaki her (xn) Bourbaki-Cauchy dizisi için ( f (xn))

dizisi (X ′,d′) metrik uzayında bir Bourbaki-Cauchy dizisi oluyorsa f fonksiyonuna

Bourbaki-Cauchy regüler fonksiyon denir.

Teorem 2.46. [99] (X ,d) bir metrik uzay olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir:

1. (X ,d) Bourbaki tamdır.

2. (X ,d) metrik uzayından (X ′,d′) zincirlenebilir metrik uzayına tanımlı sürekli her

fonksiyon Bourbaki-Cauchy regülerdir.

3. (X ,d) metrik uzayından R standart metrik uzayına tanımlı sürekli her fonksiyon

Bourbaki-Cauchy regülerdir.

2.2. METRİK UZAYLARDA İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIK

Tanım 2.47. [102] A⊆ N olmak üzere A kümesine ait n den küçük ya da eşit olan pozitif

tam sayıların sayısı A(n) ile gösterilsin. limn→∞
A(n)

n limiti mevcut ise A kümesinin

doğal yoğunluğu vardır denir. A kümesinin doğal yoğunluğu δ (A) ile gösterilir ve

δ (A) = limn→∞
A(n)

n dır.

Not 2.48. Tez çalışması boyunca B kümesinin eleman sayısı |B| ile gösterilecektir.

Dolayısıyla A(n) = |{k ≤ n : k ∈ A}| dır.

Tanım 2.49. [71] (X ,d) metrik uzay, (xn) bu uzayda bir dizi ve x ∈ X olsun. Her ε > 0

için Aε = {n ∈ N : d(xn,x) ≥ ε} olmak üzere δ (Aε) = 0 ise (xn) dizisi x noktasına

istatistiksel yakınsaktır denir ve bu durum st- limn→∞ xn = x ile gösterilir.

Aşağıda istatistiksel yakınsak olup yakınsak olmayan bir dizi örneği verilmiştir.

Örnek 2.50. [58]

xk =

 1, k = m2

0, k 6= m2
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şeklinde tanımlanan (xk) dizisi yakınsak değildir. Fakat her ε > 0 için

|{k ≤ n : |xk| ≥ ε}| ≤ |{k ≤ n : xk 6= 0}| ≤
√

n

olduğundan

lim
n

1
n
|{k ≤ n : xk 6= 0}| ≤ lim

n

√
n

n
= 0

elde edilir. O halde (xk) dizisi 0 a istatistiksel yakınsaktır.

Lemma 2.51. [71] (X ,d) metrik uzay, (xn) bu uzayda bir dizi ve x ∈ X olsun.

st- limn→∞ xn = x ise limk→∞ xnk = x ve δ ({n1 < n2 < ... < nk < ...}) = 1 olacak şekilde

(xn) nin (xnk) alt dizisi vardır.

Tanım 2.52. [71] (X ,d) metrik uzay ve (xn) bu uzayda bir dizi olsun. Her ε > 0 için

Aε = {n : d(xn,xnε
)≥ ε} olmak üzere δ (Aε) = 0 olacak şekilde bir nε ∈ N sayısı varsa

(xn) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Tanım 2.53. [69] (X ,d) metrik uzay ve (xn) bu uzayda bir dizi olsun. Keyfi bir x ∈ X

ve öyle bir M > 0 için A = {n : d(xn,x) ≥ M} olmak üzere δ (A) = 0 ise (xn) dizisi

istatistiksel sınırlıdır denir.

2.3. ASİMETRİK METRİK UZAYLAR VE ASİMETRİK NORMLU UZAYLAR

Tanım 2.54. [35] X boştan farklı bir küme ve ρ : X×X → R+ bir dönüşüm olsun. Eğer

her x,y,z ∈ X için ρ dönüşümü

(AM1) ρ(x,x) = 0

(AM2) ρ(x,y)≤ ρ(x,z)+ρ(z,y)

şartlarını sağlıyorsa ρ dönüşümüne X üzerinde bir asimetrik yarı metrik adı verilir ve bu

durumda (X ,ρ) ikilisine bir asimetrik yarı metrik uzay denir. Eğer ρ dönüşümü

(AM3) ρ(x,y) = ρ(y,x) = 0⇒ x = y

şartını da sağlıyorsa ρ dönüşümüne X üzerinde bir asimetrik metrik adı verilir ve bu

durumda (X ,ρ) ikilisine bir asimetrik metrik uzay denir.
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ρ̄(x,y) = ρ(y,x) ile tanımlı ρ̄ : X ×X → R+ dünüşümü de X üzerinde bir asimetrik

(yarı) metriktir ve ρ nun eşlenik asimetrik (yarı) metriği olarak adlandırılır. Ayrıca

ρs(x,y) = max{ρ(x,y), ρ̄(x,y)} dünüşümü X üzerinde bir (yarı) metriktir [35].

Her x,y ∈ X için

ρ(x,y)≤ ρ
s(x,y) ve ρ̄(x,y)≤ ρ

s(x,y)

olduğu açıktır.

Tanım 2.55. X bir reel vektör uzayı ve p : X → R+ bir dönüşüm olsun. Eğer her x,y ∈ X

ve her α ∈ R+ için p dönüşümü

(AN1) p(x) = p(−x) = 0⇒ x = 0

(AN2) p(αx) = α p(x)

(AN3) p(x+ y)≤ p(x)+ p(y)

şartlarını sağlıyorsa p dönüşümüne X üzerinde bir asimetrik norm adı verilir ve bu

durumda (X , p) ikilisine bir asimetrik normlu uzay denir. Eğer p dönüşümü sadece (AN2)

ve (AN3) şartlarını sağlıyorsa p dönüşümüne X üzerinde bir asimetrik yarı norm adı

verilir ve bu durumda (X , p) ikilisine bir asimetrik yarı normlu uzay denir.

p̄(x) = p(−x) ile tanımlı p̄ : X → R+ dönüşümü de X üzerinde bir asimetrik (yarı)

normdur ve p nin eşlenik asimetrik (yarı) normu olarak adlandırılır. Ayrıca ps(x) =

max{p(x), p̄(x)} dünüşümü X üzerinde bir (yarı) normdur.

Her x ∈ X için

p(x)≤ ps(x) ve p̄(x)≤ ps(x)

olduğu açıktır.

X bir vektör uzayı ve p, X üzerinde bir asimetrik norm olsun. Bu durumda her x,y ∈ X

için ρp(x,y) = p(y− x) eşitliği ile tanımlanan ρp dönüşümü bir asimetrik metriktir. Buna

p asimetrik normunun ürettiği asimetrik metrik denir.
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(X ,ρ) asimetrik metrik uzayında x ∈ X ve ε > 0 olmak üzere yuvarlar

Bρ(x,ε) = {y ∈ X : ρ(x,y)< ε} ve Bρ [x,ε] = {y ∈ X : ρ(x,y)≤ ε}

şeklinde tanımlanır [35].

Tanım 2.56. [35] (X ,ρ) asimetrik metrik uzay, V ⊆ X ve x ∈ X olsun. Eğer Bρ(x,r)⊆V

olacak şekilde bir r > 0 sayısı bulunabiliyorsa V kümesine x noktasının ρ-komşuluğu

denir.

Tanım 2.57. [35] (X ,ρ) asimetrik metrik uzay ve G ⊆ X olsun. Eğer her x ∈ G için

Bρ(x,r) ⊆ G olacak şekilde bir r > 0 sayısı bulunabiliyorsa G kümesine ρ-açık küme

denir.

Bir X kümesi üzerindeki her bir ρ asimetrik metriği alışılmış yöntemle bir topoloji

üretir. Dolayısıyla, X kümesi üzerindeki bir ρ asimetrik metriğinin ürettiği topoloji X in

ρ-açık alt kümelerinden oluşur. Bu topoloji τρ ile gösterilecektir. Benzer şekilde, (X ,ρ)

asimetrik metrik uzayı verildiğinde ρ̄ eşlenik asimetrik metrik kullanılarak X üzerinde

bir başka topoloji τρ̄ tanımlanabilir. Ayrıca X üzerinde ρs metriğinin ürettiği topoloji τρs

ile gösterilecektir.

τρ ve τρ̄ topolojileri ile bir uzay olarak (X ,ρ) asimetrik metrik uzayı [103] de tanımlanan

anlamda bir bitopolojik uzay olarak görülür.

Aşağıda R üzerinde büyük öneme sahip bir asimetrik norm örneği verilmiştir. Ayrıca bu

örnekten
· : R×X → X

(α,x) 7→ αx

dönüşümünün sürekli olmadığı ve bu nedenle asimetrik normlu uzayın bir topolojik

vektör uzayı olması gerekmediği sonucuna varılır.

Örnek 2.58. [35] X = R üzerinde u asimetrik normu u(α) = α+ = max{α,0} şeklinde

tanımlansın. Bu durumda her α ∈ R için ū(α) = α− = max{−α,0} ve us(α) = |α|

olur. u tarafından üretilen topoloji τu, R nin üst limit topolojisi ve ū tarafından üretilen
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topoloji τū, R nin alt limit topolojisidir. α ∈ R noktasının bir u-komşuluklar bazı ε > 0

için (−∞,α + ε) açık aralıkları ile oluşturulur. α ∈ R noktasının bir ū-komşuluklar bazı

ε > 0 için (α− ε,+∞) açık aralıkları ile oluşturulur.

(α,β )∈R×R noktasının keyfi bir u-komşuluğu V =(−∞,αβ +ε) olmak üzere yeterince

büyük n ∈ N için α ve β nın u-komşulukları −n sayısını içerir fakat yeterince büyük

n ∈ N için n2 = (−n)(−n) /∈V dir. Bu ise skalerle çarpımın sürekli olmadığını gösterir.

Önerme 2.59. [35] (X ,ρ) asimetrik metrik uzay olsun.

1. Her x ∈ X ve her ε > 0 için Bρ(x,ε) yuvarı ρ-açık ve Bρ [x,ε] yuvarı ρ̄-kapalıdır.

Ayrıca

Bρs(x,ε)⊆ Bρ(x,ε) ve Bρs(x,ε)⊆ Bρ̄(x,ε)

kapsamaları sağlanır.

2. a) τρs topolojisi τρ ve τρ̄ topolojilerinden daha incedir. Yani herhangi ρ-açık

(kapalı) küme ρs-açıktır (kapalıdır) ve herhangi ρ̄-açık (kapalı) küme

ρs-açıktır (kapalıdır).

b) X de bir (xn) dizisi x ∈ X noktasına ρs-yakınsaktır ancak ve ancak x noktasına

ρ-yakınsak ve ρ̄-yakınsaktır.

3. a) τρ ve τρ̄ topolojileri T0 dır fakat bu topolojilerin T1 olması gerekmez (bu

nedenle de metrik uzaylardaki durumun aksine T2 olması gerekmez).

b) τρ topolojisi T1 dir ancak ve ancak x 6= y iken ρ(x,y)> 0 dır. Bu durumda τρ̄

topolojisi de T1 dir.

Not 2.60. Bρ [x,ε] yuvarının ρ-kapalı olması gerekmez.

Örnek 2.61. [35] Örnek 2.58 de verilen asimetrik normlu uzayda Bu[0,1] = (−∞,1]

yuvarının tümleyeni R\Bu[0,1] = (1,+∞) = Bū(2,1) ū-açıktır fakat u-açık değildir.

Dolayısıyla Bu[0,1] yuvarı u-kapalı değildir.

Tanım 2.62. [104] (X ,ρ) asimetrik metrik uzay, (xn) bu uzayda bir dizi ve x ∈ X olsun.

Eğer her ε > 0 ve n≥ n0 olan bütün n ∈N sayıları için ρ(x,xn)< ε (ρ(xn,x)< ε) olacak

şekilde bir n0 ∈ N bulunabiliyorsa (xn) dizisi x noktasına sol (sağ) ρ-yakınsaktır denir.
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Sol ρ-yakınsama τρ topolojisine göre yakınsaklık iken sağ ρ-yakınsama τρ̄ topolojisine

göre yakınsaklıktır.

Tanım 2.63. [104] (X ,ρ) asimetrik metrik uzay, (xn) bu uzayda bir dizi olsun.

1. Eğer her ε > 0 sayısına karşılık bir n0 ∈ N sayısı ve bir x ∈ X noktası n ≥

n0 özelliğindeki her n ∈ N için ρ(x,xn) < ε (ρ(xn,x) < ε) olacak şekilde

bulunabiliyorsa (xn) dizisine sol (sağ) ρ-Cauchy dizisi denir.

2. Eğer her ε > 0 sayısına karşılık bir n0 ∈ N sayısı n≥ n0 özelliğindeki her n ∈ N

için ρ(xn0,xn) < ε (ρ(xn,xn0) < ε) olacak şekilde bulunabiliyorsa (xn) dizisine

zayıf sol (sağ) K-Cauchy dizisi denir.

3. Eğer her ε > 0 sayısına karşılık bir n0 ∈ N sayısı n ≥ k ≥ n0 özelliğindeki her

n,k ∈ N için ρ(xk,xn) < ε (ρ(xn,xk) < ε) olacak şekilde bulunabiliyorsa (xn)

dizisine sol (sağ) K-Cauchy dizisi denir.

4. Eğer her ε > 0 sayısına karşılık bir n0 ∈N sayısı n,k≥ n0 özelliğindeki her n,k ∈N

için ρ(xk,xn) < ε olacak şekilde bulunabiliyorsa (xn) dizisine ρs-Cauchy dizisi

denir.

Önerme 2.64. [104] (X ,ρ) asimetrik metrik uzay olsun.

1. Bu uzayda bir dizi

ρ
s-Cauchy⇒ sol (sağ) K-Cauchy

⇒ zayıf sol (sağ) K-Cauchy⇒ sol (sağ) ρ-Cauchy

dir.

2. Bu uzayda bir dizinin ρ asimetrik metriğine göre belli bir anlamda sol Cauchy

olması için gerek ve yeter şart dizinin ρ̄ eşlenik asimetrik metriğine göre aynı

anlamda sağ Cauchy olmasıdır.

3. Bir dizinin ρs-Cauchy olması için gerek ve yeter şart hem sol hem de sağ K-Cauchy

olmasıdır.

4. Sol ρ-yakınsak dizi sol ρ-Cauchy dizisi ve sağ ρ-yakınsak dizi sağ ρ-Cauchy

dizisidir.
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Tanım 2.65. [104] (X ,ρ) asimetrik metrik uzay olsun.

1. Eğer bu uzaydaki her sol (sağ) ρ-Cauchy dizisi sol ρ-yakınsak ise X e sol (sağ)

ρ-dizisel tam denir.

2. Eğer bu uzaydaki her zayıf sol (sağ) K-Cauchy dizisi sol ρ-yakınsak ise X e zayıf

sol (sağ) K-dizisel tam denir.

3. Eğer bu uzaydaki her sol (sağ) K-Cauchy dizisi sol ρ-yakınsak ise X e sol (sağ)

K-dizisel tam denir.

4. Eğer bu uzaydaki her ρs-Cauchy dizisi sol ρ-yakınsak ise X e ρs-dizisel tam denir.

Ayrıca bir asimetrik metrik uzayda belli bir anlamda Cauchy dizisi olan her dizinin τρ̄ ve

τρs topolojilerine göre yakınsamasıyla tamlığın 14 farklı kavramı daha elde edilir.

Not 2.66. Bir dizinin sol ρ-Cauchy dizisi olması ve sağ ρ̄-Cauchy dizisi olması aynı

anlama gelirken sol ρ-dizisel tamlık ve sağ ρ̄-dizisel tamlık kavramları farklıdır. Çünkü

sol ρ-dizisel tamlık; uzaydaki her sol ρ-Cauchy dizisinin τρ topolojisine göre yakınsaması

iken sağ ρ̄-dizisel tamlık; uzaydaki her sol ρ-Cauchy dizisinin τρ̄ topolojisine göre

yakınsamasıdır.

Önerme 2.67. [10, 18] (X ,ρ) asimetrik metrik uzay, x ∈ X ve (xn) bu uzayda bir sol

K-Cauchy dizisi olsun.

1. Eğer (xn) dizisinin x noktasına sol ρ-yakınsak bir alt dizisi varsa bu durumda (xn)

dizisi de x noktasına sol ρ-yakınsaktır.

2. Eğer (xn) dizisinin x noktasına sağ ρ-yakınsak bir alt dizisi varsa bu durumda (xn)

dizisi de x noktasına sağ ρ-yakınsaktır.

Önerme 2.68. [19] Bir asimetrik metrik uzayın zayıf sol K-dizisel tam olması için gerek

ve yeter şart sol K-dizisel tam olmasıdır.

Tanım 2.69. [35] (X ,ρ) asimetrik metrik uzay ve Y , X in bir alt kümesi olsun. Eğer her

ε > 0 için

Y ⊆ ∪{Bρ(z,ε) : z ∈ Z} (2.1)
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olacak şekilde Y nin sonlu bir Z alt kümesi bulunabiliyorsa Y kümesine ön kompakt denir.

Eğer her ε > 0 için (2.1) sağlanacak şekilde X in sonlu bir Z alt kümesi bulunabiliyorsa

Y kümesine dış ön kompakt denir.

Önerme 2.70. [105] (X ,ρ) asimetrik metrik uzay, (xn) bu uzayda bir dizi ve x ∈ X olsun.

1. Eğer (xn) dizisi zayıf sol K-Cauchy ise bu durumda {xn : n ∈ N} kümesi ön

kompakttır.

2. Eğer (xn) dizisi sol ρ-yakınsak ise bu durumda {xn : n ∈ N} kümesi dış ön

kompakttır.

3. Eğer (xn) dizisi x noktasına sol ρ-yakınsak ise bu durumda {x}∪ {xn : n ∈ N}

kümesi ön kompakttır.

Tanım 2.71. [21] (X ,ρ) asimetrik metrik uzay ve Y , X in bir alt kümesi olsun. Eğer her

ε > 0 için

Y ⊆ ∪n
i=1Fi

olacak şekilde X in çapı ε dan küçük olan sonlu sayıda Fi alt kümesi varsa Y kümesine

tamamen sınırlıdır denir.

Tamamen sınırlılık ön kompaktlığı gerektirir. Gerçekten i = 1, ...,n için d(Ai) < ε ve

Ai ∩Y 6= /0 olmak üzere eğer Y ⊆ ∪{Ai : 1 ≤ i ≤ n} ise zi ∈ Ai ∩Y alındığında Y ⊆

∪{Bρ(zi,ε)1≤ i≤ n} olur.

Metrik uzaylarda ön kompaktlık, dış ön kompaktlık ve tamamen sınırlılık denk

kavramlardır. Asimetrik metrik uzaylarda ise dış ön kompaktlık ön kompaktlıktan kesin

olarak daha zayıf iken ön kompaktlık tamamen sınırlılıktan kesin olarak daha zayıftır

(bkz. [89]).

Örnek 2.72. [21] X = R üzerinde ρ asimetrik yarı metriği

ρ(x,y) =


0, x = y ise

0, 0 < x < 1 ise

1, x≤ 0 ya da x≥ 1 ise

23



şeklinde tanımlansın. Her ε > 0 ve 0 < x < 1 için X = Bρ(x,ε) olduğundan X ön

kompakttır. Fakat x ∈ X\(0,1) seçilirse x noktasını içeren X in herhangi F alt kümesi

için d(F) = 1 dir. O halde X tamamen sınırlı olamaz.

Örnek 2.73. [35] X = `∞ üzerinde ρ asimetrik metriği ρ(x,y) = supi max{yi− xi,0}

şeklinde tanımlansın. xn = (1,1, ...,1,0, ...) ∈ `∞ ve x = (1,1, ...,1, ...)`∞ dizileri alınsın.

Her n ∈N için ρ(x,xn) = 0 olduğundan `∞ da (xn) dizisi x noktasına sol ρ-yakınsaktır. O

halde A = {xn : n ∈ N} kümesi dış ön kompakttır. Fakat ε = 1/2 seçilirse sonlu sayıda

keyfi xn1, ...,xnk ∈ A (n1 < ... < nk) için ρ(xni,xnk+1) = 1 (i = 1, ...,k) olduğundan A ön

kompakt olamaz.

Önerme 2.74. [21] (X ,ρ) ön kompakt asimetrik metrik uzay ise bu uzaydaki her dizinin

bir sol ρ-Cauchy alt dizisi vardır. Eğer X sayılabilir ise bu ifadenin tersi de doğrudur.

Tanım 2.75. [35] (X ,ρ) asimetrik metrik uzayının her alt kümesi ön kompakt ise X e

kalıtımsal olarak ön kompakttır denir.

Önerme 2.76. [12] (X ,ρ) asimetrik metrik uzayında aşağıdaki ifadeler denktir.

1. X kalıtımsal olarak ön kompakttır.

2. X in sayılabilir her alt kümesi ön kompakttır.

3. X de her dizinin sol K-Cauchy alt dizisi vardır.

4. X de her dizinin zayıf sol K-Cauchy alt dizisi vardır.

Sonuç 2.77. [35] Bir asimetrik metrik uzayın dizisel kompakt olması için gerek ve yeter

şart sayılabilir kompakt olmasıdır.

Önerme 2.78. [35] Ön kompakt sayılabilir kompakt asimetrik metrik uzay kompakttır.

Sonuç 2.79. [35] Kompakt asimetrik metrik uzay dizisel kompakttır.

Aşağıda dizisel kompakt olup kompakt olmayan asimetrik metrik uzay örneği verilmiştir.

Örnek 2.80. [106] ω1 ilk sayılamaz sıra sayısı olsun. X = [1,ω1) üzerinde ρ asimetrik

metriği x < y ise ρ(x,y) = 1 ve diğer durumlarda ρ(x,y) = 0 olarak tanımlansın. (xn), X

de bir dizi ise her n∈N için xn ≤ x olacak şekilde bir x∈ X vardır. Buradan her n∈N için

24



ρ(x,xn) = 0 elde edilir. Dolayısıyla (xn) dizisi x e sol ρ-yakınsaktır. Böylece X dizisel

kompakttır. Her x ∈ X için Bρ(x,1) = {y ∈ X : y ≤ x} sayılabilir bir kümedir. Ayrıca

{Bρ(x,1) : x ∈ X} ailesi X i örter. X sayılamaz olduğundan bu yuvarların sonlu tanesi ile

örtülemez. O halde X kompakt değildir.

Sonuç 2.81. [35] Dizisel kompakt T1 asimetrik metrik uzay kompakttır.
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3. ASİMETRİK METRİK UZAYLARDA BAZI YENİ

KAVRAMLAR

Asimetrik metrik uzaylarda bir kümenin tamamen sınırlılığı kümenin ön kompakt olmasını

gerektirirken metrik uzayların aksine bir kümenin ön kompaktlığı kümenin tamamen

sınırlı olmasını gerektirmez. Yani metrik uzaylarda bu iki kavram birbirine denk olurken

asimetrik metrik uzaylarda farklı kavramlardır. Ayrıca asimetrik metrik uzaylarda

ön kompaktlıktan daha zayıf olan dış ön kompaktlık kavramı ile karşılaşılmaktadır.

Bu bölümde asimetrik metrik uzaylarda ön kompaktlık ve sınırlılık arasında yer alan

Bourbaki sınırlılık kavramı tanımlanacaktır. Bu üç kavram arasındaki ilişkiler örnekler ile

incelenecektir. Benzer şekilde Bourbaki sınırlılıktan daha zayıf olan dış Bourbaki sınırlılık

kavramı verilecektir. Ayrıca asimetrik metrik uzaylarda çeşitli tipte Bourbaki Cauchy ve

kofinal Bourbaki Cauchy dizileri tanımlandıktan sonra (dış) Bourbaki sınırlılığın bu diziler

yardımıyla karakterize edilip edilemeyeceği incelenecektir. Son olarak, kompaktlık,

dizisel kompaktlık ve düzgün yerel kompaktlık kavramlarına dayanan bazı önemli

sonuçlar verilecektir.

3.1. ASİMETRİK METRİK UZAYLARDA BOURBAKI SINIRLILIK

Asimetrik metrik uzayda Bourbaki sınırlılık kavramını tanımlamadan önce sınırlılık

kavramı ele alınacaktır. (X ,ρ) asimetrik metrik uzayında bir A alt kümesinin ρ-sınırlı

olması için A⊆ Bρ(x,r) olacak şekilde bir x ∈ X elemanının ve r > 0 sayısının bulunması

gerekir (bkz. [107]). Bu tanımın metrik uzayda verilen sınırlılık tanımına denk olmadığına

dikkat edilmelidir. Metrik uzayda bir kümenin çapı sonlu ise kümeye sınırlıdır denir. Fakat

asimetrik metrik uzayda sınırlı bir kümenin çapının sonlu olması gerekmez. Bunu görmek

için R üzerinde ρ(x,y) = max{y− x,0} olarak tanımlanan ρ asimetrik metriği ve A =

(−∞,0) alt kümesi ele alınsın. A⊆ Bρ(0,1) = (−∞,1) olduğundan A kümesi ρ-sınırlıdır.

Diğer tarafdan her x,y ∈ A için ρ(x,y) < M olacak şekilde bir M > 0 reel sayısının
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var olduğu kabul edilsin. A kümesinden x = −(M + 2) ve y = −1 elemanları seçilirse

ρ(x,y) = M + 1 > M elde edilir. Bu ise bir çelişkidir. O halde d(A) = sup{ρ(x,y) :

x,y ∈ A} sonlu değildir. Aslında burada d(A) ifadesi A kümesinin ρs metriğine göre

çapıdır. Dolayısıyla her x ∈ X ve her r > 0 için Bρs(x,r)⊆ Bρ(x,r) olduğundan asimetrik

metrik uzayda ρs metriğine göre sınırlı bir küme ρ-sınırlıdır. Fakat verilen bu örnekten

asimetrik metrik uzayda bir kümenin ρ-sınırlı olmasının ρs metriğine göre sınırlı olmasını

gerektirmediği görülür.

Tanım 3.1. (X ,ρ) asimetrik metrik uzay ve x,y ∈ X olsun. Eğer herhangi bir ε > 0 ve bir

m∈N için ρ(x,a1)< ε , ρ(a1,a2)< ε ,..., ρ(am−1,y)< ε olacak şekilde a1,a2, ...,am−1 ∈

X noktaları bulunabiliyorsa x noktası y noktasına m uzunluğunda ε-zincir ile bağlanır

denir. x noktası sabit olmak üzere tüm bu y noktalarının kümesi Bm
ρ (x,ε) ile gösterilir.

Bir A kümesinin ε-genişlemesi

Aε =
⋃
{Bρ(x,ε) : x ∈ A}

ile tanımlanır. m≥ 2 için Bρ(x,ε) ρ-açık yuvarının m. ε-genişlemesi

Bm
ρ (x,ε) = (Bm−1

ρ (x,ε))ε =
⋃
{Bρ(y,ε) : y ∈ Bm−1

ρ (x,ε)}

şeklinde tanımlanır.

Örnek 3.2. X = R üzerinde ρ asimetrik metriği

ρ(x,y) =

 y− x, x≤ y ise

1, x > y ise

şeklinde tanımlansın. Her m ∈ N ve x ∈ X için ε ≤ 1 ise Bm
ρ (x,ε) = [x,x+mε) ve ε > 1

ise Bm
ρ (x,ε) = (−∞,x+mε) dır.

Tanım 3.3. (X ,ρ) asimetrik metrik uzay ve Y kümesi X in bir alt kümesi olsun. Eğer her

ε > 0 sayısına karşılık

Y ⊆
⋃
{Bm

ρ (x,ε) : x ∈ F}
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olacak şekilde bir m ∈ N sayısı ve X kümesinin sonlu bir F alt kümesi bulunabiliyorsa Y

kümesine dış ρ-Bourbaki sınırlıdır denir. Burada bulunan F kümesi Y nin bir alt kümesi

ise bu durumda Y kümesine ρ-Bourbaki sınırlıdır denir.

Not 3.4. (X ,d) metrik uzay ise z ∈ Bm
d (x,ε) için Bm

d (x,ε)⊆ B2m
d (z,ε) olduğundan bu iki

kavram birbirine denktir. Fakat bu kapsama asimetrik metrik uzayda geçerli değildir.

Örnek 3.5. X = [0,1] üzerinde Örnek 3.2 de verilen ρ asimetrik metriği alınsın. Bu

durumda Bρ(0, 1
2) = [0, 1

2) ρ-açık yuvarı B2
ρ(

1
4 ,

1
2) = [1

4 ,1] kümesi tarafından kapsanmaz.

Diğer yandan asimetrik metrik uzaylar için aşağıdaki sonuç geçerlidir.

Lemma 3.6. (X ,ρ) asimetrik metrik uzayında z ∈ Bm
ρ̄
(x,ε) için

Bm
ρ (x,ε)⊆ B2m

ρ (z,ε)

dır.

İspat. y ∈ Bm
ρ (x,ε) olsun. ρ(x,a1) < ε , ρ(a1,a2) < ε ,...,ρ(am−1,y) < ε olacak şekilde

a1,a2, ...,am−1 ∈ X vardır. Hipotezden, ρ̄(x,b1) < ε , ρ̄(b1,b2) < ε ,...,ρ̄(bm−1,z) < ε

olacak şekilde b1,b2, ...,bm−1 ∈ X noktaları bulunur. Dolayısıyla, ρ asimetrik metriğine

göre z noktası y noktasına 2m uzunluğunda ε-zincir ile bağlanır. Yani y ∈ B2m
ρ (z,ε) elde

edilir.

Lemma 3.7. (X ,ρ) asimetrik metrik uzayında her x ∈ X , ε > 0 ve m ∈ N için

Bm
ρ (x,ε)⊆ Bρ(x,mε)

dır.

İspat. y ∈ Bm
ρ (x,ε) olsun. ρ(x,a1) < ε , ρ(a1,a2) < ε ,...,ρ(am−1,y) < ε olacak şekilde

a1,a2, ...,am−1 ∈ X vardır. Böylece (AM2) şartından ρ(x,y) < mε , yani y ∈ Bρ(x,mε)

elde edilir.

Lemma 3.7 deki kapsamanın tersi sağlanmak zorunda değildir.
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Örnek 3.8. X = R üzerinde ρ asimetrik metriği

ρ(x,y) =

 1, x > y ise

0, x≤ y ise

şeklinde tanımlansın. Bu uzayda B2
ρ(0,1) = [0,+∞) ve Bρ(0,2) = R dir.

Önerme 3.9. (X ,ρ) asimetrik metrik uzayında her (dış) ρ-Bourbaki sınırlı küme

ρ-sınırlıdır.

İspat. Y dış ρ-Bourbaki sınırlı küme olsun. Bu durumda ε = 1 için Y ⊆ ∪{Bm
ρ (x,1) : x ∈

F} olacak şekilde bir m∈N sayısı ve X kümesinin sonlu bir F alt kümesi bulunur. Lemma

3.7 den Y ⊆∪{Bρ(x,m) : x ∈ F} elde edilir. Dolayısıyla keyfi y ∈Y için inf{ρ(x,y) : x ∈

F}< m dir. F sonlu bir küme olduğundan ρ(x0,y) = inf{ρ(x,y) : x ∈ F} olacak şekilde

bir x0 ∈ F vardır. Böylece Y ⊆ Bρ(x0,m) dir. Buradan Y nin ρ-sınırlı olduğu sonucuna

varılır.

Bir asimetrik metrik uzayda ρ-sınırlı olup (dış) ρ-Bourbaki sınırlı olmayan kümeler

vardır.

Örnek 3.10. X = R üzerinde ρ(x,y) = max{y − x,0} olmak üzere ρ̃(x,y) =

min{1,ρ(x,y)} asimetrik metriği verilsin. Bu durumda N, R nin ρ̃-sınırlı alt kümesidir.

Gerçekten, r > 1 ve x∈ R için N⊆ Bρ̃(x,r) = R elde edilir. Fakat ε ≤ 1 seçilirse herhangi

x ∈ R ve m ∈ N için Bm
ρ̃
(x,ε) = (−∞,x+mε) olduğundan N bu kümelerin sonlu tanesi

ile örtülemez. Böylece N dış ρ̃-Bourbaki sınırlı olamaz. Dolayısıyla da N ρ̃-Bourbaki

sınırlı değildir.

Dış Bourbaki sınırlılık ve Bourbaki sınırlılık kavramları (X , p) asimetrik normlu uzayında

benzer şekilde tanımlanabilir. Asimetrik metrik uzayların aksine asimetrik normlu

uzaylarda aşağıdaki sonuç elde edilir.

Lemma 3.11. (X , p) asimetrik normlu uzayında her x ∈ X , ε > 0 ve m ∈ N için

Bm
p (x,ε) = Bp(x,mε)
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dır.

İspat. Keyfi y∈ Bp(x,mε) verilsin. i = 0, ...,m için ai =
m−i

m x+ i
my olmak üzere p(ai+1−

ai) =
1
m p(y−x)< ε elde edilir. Bu ise x noktasının y noktasına m uzunluğunda ε-zincir ile

bağlanabildiğini, yani y ∈ Bm
p (x,ε) olduğunu gösterir. Dolayısıyla Bp(x,mε)⊆ Bm

p (x,ε)

olur. Ters kapsam Lemma 3.7 den elde edilir.

Bu lemmanın bir sonucu olarak asimetrik normlu uzaylarda (dış) p-Bourbaki sınırlılık ve

p-sınırlılık kavramlarının denk olduğu görülür.

Önerme 3.12. (X , p) asimetrik normlu uzayında her p-sınırlı küme (dış) p-Bourbaki

sınırlıdır.

İspat. (X , p) asimetrik normlu uzayında bir Y alt kümesi p-sınırlı ise Y ⊆ Bp(x,r) olacak

şekilde x ∈ Y noktası ve r > 0 sayısı bulunur. Verilen herhangi ε > 0 için 1
m < ε

r olacak

şekilde m ∈ N seçilirse Lemma 3.11 den Y ⊆ Bm
p (x,ε) olduğu görülür. Dolayısıyla Y

kümesi (dış) p-Bourbaki sınırlıdır.

Asimetrik metrik uzayda her (dış) ρ-ön kompakt kümenin (dış) ρ-Bourbaki sınırlı olduğu

tanımlarından kolaylıkla görülebilir. Fakat bir asimetrik metrik uzayda (dış) ρ-Bourbaki

sınırlı olup (dış) ρ-ön kompakt olmayan kümeler vardır.

Örnek 3.13. X = `∞ üzerinde x = (xi),y = (yi) ∈ `∞ ve her i ∈ N için (yi− xi)
+ =

max{yi− xi,0} olmak üzere ρ(x,y) = supi∈N(yi− xi)
+ asimetrik metriği verilsin. Her

bir n ∈ N için xn dizisi ilk n terimi 1 ve diğer sonsuz terimi 0 olan dizi, yani xn =

(1,1, ...,
n.
1,0,0, ...) olsun. Y = {xn : n∈N}⊆ `∞ kümesinin ρ-ön kompakt olmadığı Örnek

2.73 de gösterilmiştir. Verilen herhangi ε > 0 için mε > 1 olmak üzere Y ⊆ Bm
ρ (x

1,ε)

olduğundan Y kümesi ρ-Bourbaki sınırlıdır.

Asimetrik metrik uzayda dış ρ-ön kompaktlığın ρ-ön kompaktlıktan kesin olarak daha

zayıf olması durumu dış ρ-Bourbaki sınırlılık ve ρ-Bourbaki sınırlılık için de geçerlidir.

Yani her ρ-Bourbaki sınırlı küme dış ρ-Bourbaki sınırlıdır. Fakat dış ρ-Bourbaki sınırlı

olup ρ-Bourbaki sınırlı olmayan kümeler vardır.

Örnek 3.14. X = [0,1] üzerinde Örnek 3.2 de verilen ρ asimetrik metriği alınsın. m> 1/ε

için Y = (0,1)⊆ Bm
ρ (0,ε) olduğundan Y kümesi dış ρ-Bourbaki sınırlıdır.
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Y nin ρ-Bourbaki sınırlı olduğu kabul edilsin. Verilen herhangi ε ≤ 1 için Y ⊆

∪n
i=1Bm

ρ (xi,ε) olacak şekilde sonlu çoklukta x1, ...,xn ∈ Y ve m ∈ N vardır. Fakat

bu durumda a = min{xi : i = 1, ...,n} ve b = max{xi : i = 1, ...,n} olmak üzere

∪n
i=1Bm

ρ (xi,ε) = [a,b+mε) dır. Y kümesi [a,b+mε) ile örtülemeyeceği için bir çelişki

elde edilir. Dolayısıyla Y kümesi ρ-Bourbaki sınırlı değildir.

Teorem 3.15. (X ,ρ) asimetrik metrik uzayında Y kümesinin ρ-Bourbaki sınırlı olması

için gerek ve yeter şart her ε > 0 için Y ⊆ ∪n
i=1Bm

ρ (xi,ε) ve Y ∩Bm
ρ̄
(xi,ε) 6= /0 (i = 1, ...n)

olacak şekilde m ∈ N sayısı ve X in sonlu bir {x1,x2, ...,xn} alt kümesinin bulunmasıdır.

İspat. Gerek şart tanımdan kolaylıkla ispat edilir.

Tersine her bir i = 1, ...n için xi ∈ X olmak üzere yi ∈ Y ∩Bm
ρ̄
(xi,ε) alınırsa Lemma 3.6

dan

Y ⊆
n⋃

i=1

Bm
ρ (xi,ε)⊆

n⋃
i=1

B2m
ρ (yi,ε)

elde edilir. Bu ise Y nin ρ-Bourbaki sınırlı olduğunu gösterir.

ρs metriğine göre bir kümenin Bourbaki sınırlılığı kümenin hem ρ-Bourbaki sınırlı hem

de ρ̄-Bourbaki sınırlı olmasını gerektirir. Diğer tarafdan bir asimetrik metrik uzayda hem

ρ-Bourbaki sınırlı hem de ρ̄-Bourbaki sınırlı olup ρs metriğine göre Bourbaki sınırlı

olmayan kümeler vardır.

Örnek 3.16. X = [0,1] üzerinde Örnek 3.2 de verilen ρ asimetrik metriği ve keyfi x ∈ X

alınsın. Herhangi ε > 0 için 1
m < ε olacak şekilde m ∈ N seçilsin. ai =

ix
m (i = 0, ...,m)

olmak üzere i = 0, ...,m−1 için ρ(ai,ai+1) =
x
m < ε elde edilir. Böylece X de herhangi x

noktası 0 noktasına m uzunluğunda ε-zincir ile bağlanır. Buradan X = Bm
ρ (0,ε) olduğu ve

dolayısıyla X in ρ-Bourbaki sınırlı olduğu görülür. Benzer şekilde, X = Bm
ρ̄
(1,ε) olduğu

ve böylece X in ρ̄-Bourbaki sınırlı olduğu kolaylıkla görülebilir. Fakat ρs, X üzerindeki

ayrık metrik olduğundan X kümesi ρs-Bourbaki sınırlı değildir.

Bir asimetrik metrik uzayda ρ-Bourbaki sınırlı olan kümeler ρ̄-Bourbaki sınırlı

olmayabilir.
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Örnek 3.17. X = [0,1] üzerinde Örnek 3.2 de verilen ρ asimetrik metriği alınsın. Verilen

herhangi ε > 0 sayısına karşılık m ∈N sayısı mε > 1 olacak şekilde seçilirse Y = [0,1)⊆

Bm
ρ (0,ε) = [0,1] olduğundan Y alt kümesi ρ-Bourbaki sınırlıdır. Fakat herhangi x ∈ X ve

m ∈ N için Bm
ρ̄
(x,ε) = (x−mε,x] olduğundan Y alt kümesi bu kümelerin sonlu tanesi ile

örtülemeyeceğinden ρ̄-Bourbaki sınırlı değildir.

Şimdi bir asimetrik metrik uzayda bir kümenin ρ , ρ̄ asimetrik metriklerine ve ρs metriğine

göre Bourbaki sınırlılığı ile ilgili ilişki verilecektir. Burada tanımlanan λ değerinin birden

büyük eşit olduğuna dikkat edilmelidir.

Teorem 3.18. (X ,ρ), T1 asimetrik metrik uzayı olsun. Eğer λ = sup
x,y∈X

x 6=y

ρ(x,y)
ρ(y,x) mevcut ise

aşağıdaki ifadeler denktir:

1. X , ρ-Bourbaki sınırlıdır.

2. X , ρ̄-Bourbaki sınırlıdır.

3. X , ρs-Bourbaki sınırlıdır.

İspat. (1⇒ 2) Eğer X kümesi ρ-Bourbaki sınırlı ise X =
⋃

z∈F Bm
ρ (z,

ε

λ
) olacak şekilde

m ∈ N sayısı ve X in sonlu bir F alt kümesi vardır. Hipotez gereği x 6= y olan her x,y ∈ X

için ρ̄(x,y) ≤ λρ(x,y) eşitsizliği sağlanır. Böylece her z ∈ F için Bm
ρ (z,

ε

λ
) ⊆ Bm

ρ̄
(z,ε)

elde edilir. Buradan X =
⋃

z∈F Bm
ρ̄
(z,ε) olduğu görülür. Dolayısıyla X kümesi ρ̄-Bourbaki

sınırlıdır.

(2⇒ 3) X kümesinin sonlu bir F alt kümesi ve m ∈ N sayısı için X =
⋃

z∈F Bm
ρ̄
(z, ε

λ
) =⋃

z∈F Bm
ρs(z,ε) elde edilir.

(3⇒ 1) Her x ∈ X ve m ∈ N için Bm
ρs(x,ε)⊆ Bm

ρ (x,ε) olduğundan sonuç açıktır.

Not 3.19. Metrik uzayların aksine asimetrik metrik uzaylarda ρ-Bourbaki sınırlı kümenin

alt kümeleri ρ-Bourbaki sınırlı olmayabilir.

Örnek 3.20. X = [0,1] üzerinde Örnek 3.2 de verilen ρ asimetrik metriği alınsın. Y =

{0}∪ {1
n : n ∈ N} kümesi ρ-Bourbaki sınırlıdır. Çünkü m > 1/ε olacak şekilde m ∈

N seçilirse Y ⊆ Bm
ρ (0,ε) = X elde edilir. Buna rağmen Y kümesinin {1

n : n ∈ N} alt

32



kümesi Bm
ρ (

1
n ,ε) = [1

n ,
1
n +mε) şeklindeki kümelerin sonlu tanesi ile örtülemeyeceği için

ρ-Bourbaki sınırlı değildir.

Not 3.21. Metrik uzayların aksine asimetrik metrik uzaylarda ρ-Bourbaki sınırlı kümenin

ρ nun ürettiği topolojiye göre kapanışı ρ-Bourbaki sınırlı olmayabilir.

Örnek 3.22. X = R üzerinde ρ(x,y) = max{y− x,0} asimetrik metriği verilsin. Verilen

herhangi ε > 0 için (−∞,1]⊆Bρ(1,ε)= (−∞,1+ε) kapsaması sağlanacağından (−∞,1]

kümesi ρ-Bourbaki sınırlıdır. Fakat ρ tarafından üretilen topolojiye göre kapanış

τρ -Cl((−∞,1]) = R ρ-Bourbaki sınırlı değildir. Gerçekten, bu küme herhangi x ∈ R

ve m ∈ N için sonlu sayıda Bm
ρ (x,ε) = (−∞,x+mε) ile örtülemez.

Teorem 3.23. (X ,ρ) asimetrik metrik uzayında bir Y alt kümesinin (dış) ρ-Bourbaki

sınırlı olması için gerek ve yeter şart Y kümesinin τρ̄ topolojisine göre kapanışının (dış)

ρ-Bourbaki sınırlı olmasıdır.

İspat. Y , X kümesinin ρ-Bourbaki sınırlı alt kümesi olsun. Bu durumda verilen her

ε > 0 için Y ⊆
⋃
{Bm

ρ (x,ε) : x ∈ F} olacak şekilde Y nin sonlu bir F alt kümesi ve m ∈ N

sayısı bulunur. z ∈ τρ̄ -Cl(Y ) ise kapanış tanımı gereği ρ̄(z,y)< ε olacak şekilde y ∈ Y

vardır. Hipotezden en az bir x ∈ F için y noktası Bm
ρ (x,ε) kümesine aittir. Böylece

x noktasından z noktasına m + 1 uzunluğunda bir ε-zincir elde edilir. Dolayısıyla

τρ̄ -Cl(Y ) ⊆
⋃
{Bm+1

ρ (x,ε) : x ∈ F} sağlanır. Buradan τρ̄ -Cl(Y ) nin ρ-Bourbaki sınırlı

olduğu görülür.

Tersine her ε > 0 için τρ̄ -Cl(Y )⊆
⋃n

i=1 Bm
ρ (zi,ε) olacak şekilde zi ∈ τρ̄ -Cl(Y ) noktaları

ve m ∈ N sayısı bulunsun. Bu durumda Bρ̄(zi,ε)∩Y 6= /0 dır. Her bir i = 1, ...,n için

yi ∈ Bm
ρ̄
(zi,ε)∩Y seçilirse Lemma 3.6 dan Bm

ρ (zi,ε)⊆ B2m
ρ (yi,ε) elde edilir. Sonuç olarak

Y kümesi sonlu tane B2m
ρ (yi,ε) kümesi ile örtülür. Dolayısıyla Y kümesi ρ-Bourbaki

sınırlıdır.

3.2. ASİMETRİK METRİK UZAYLARDA BOURBAKI CAUCHY DİZİLERİ

Asimetrik metrik uzaylarda Cauchy dizileri gibi birden fazla farklı Bourbaki Cauchy

dizisi kavramı tanımlanabilir.

Tanım 3.24. (X ,ρ) asimetrik metrik uzay ve (xn) bu uzayda bir dizi olsun.
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1. Eğer her ε > 0 için n≥ n0 olduğunda xn ∈ Bm
ρ (x,ε) (xn ∈ Bm

ρ̄
(x,ε)) olacak şekilde

bir n0 ∈ N, m ∈ N ve x ∈ X bulunabiliyorsa (xn) dizisine sol (sağ) ρ-Bourbaki

Cauchy dizisi denir.

2. Eğer her ε > 0 için n ≥ n0 olduğunda xn ∈ Bm
ρ (xn0,ε) (xn ∈ Bm

ρ̄
(xn0,ε)) olacak

şekilde bir n0 ∈N ve m∈N bulunabiliyorsa (xn) dizisine zayıf sol (sağ) K-Bourbaki

Cauchy dizisi denir.

3. Eğer her ε > 0 için n ≥ n0 olduğunda xn ∈ Bm
ρs(x,ε) olacak şekilde bir n0 ∈ N,

m ∈ N ve x ∈ X bulunabiliyorsa (xn) dizisine ρs-Bourbaki Cauchy dizisi denir.

Tanım 3.25. (X ,ρ) asimetrik metrik uzay ve (xn) bu uzayda bir dizi olsun.

1. Eğer her ε > 0 için n ∈ Nε olduğunda xn ∈ Bm
ρ (x,ε) (xn ∈ Bm

ρ̄
(x,ε)) olacak şekilde

bir m ∈ N, x ∈ X ve N nin sonsuz Nε alt kümesi bulunabiliyorsa (xn) dizisine sol

(sağ) ρ-kofinal Bourbaki Cauchy dizisi denir.

2. Eğer her ε > 0 için n ∈ Nε olduğunda xn ∈ Bm
ρ (xn0,ε) (xn ∈ Bm

ρ̄
(xn0,ε)) olacak

şekilde bir n0 ∈ N, m ∈ N ve N nin sonsuz Nε alt kümesi bulunabiliyorsa (xn)

dizisine zayıf sol (sağ) K-kofinal Bourbaki Cauchy dizisi denir.

3. Eğer her ε > 0 için n∈Nε olduğunda xn ∈ Bm
ρs(x,ε) olacak şekilde bir m∈N, x∈ X

ve N nin sonsuz Nε alt kümesi bulunabiliyorsa (xn) dizisine ρs-kofinal Bourbaki

Cauchy dizisi denir.

Sağ ρ-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisinin sol ρ̄-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisi olduğu

ve ρ asimetrik metriğine göre zayıf sağ K-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisinin ρ̄ asimetrik

metriğine göre zayıf sol K-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisi olduğu tanımlarından

anlaşılır.

Bir dizi zayıf sol K-Bourbaki Cauchy dizisi ise sol ρ-Bourbaki Cauchy dizisidir. Fakat

sol ρ-Bourbaki Cauchy olup zayıf sol K-Bourbaki Cauchy olmayan diziler vardır.

Örnek 3.26. X = [0,1] üzerinde Örnek 3.8 de tanımlanan ρ asimetrik metriği verilsin.

(xn) terimleri X de olan bir dizi olsun. Her n∈N için ρ(0,xn)= 0 olduğundan (xn) dizisi 0

noktasına ρ-yakınsaktır. Dolayısıyla bu uzaydaki her dizi sol ρ-Bourbaki Cauchy dizisidir.
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Diğer tarafdan, her n,m ∈ N için Bm
ρ (

1
2n ,

1
2) = [ 1

2n ,1] kümesi dışında ( 1
2n ) dizisinin sonsuz

çoklukta terimi olduğundan bu dizi zayıf sol K-Bourbaki Cauchy dizisi değildir.

Zayıf sol K-kofinal Bourbaki Cauchy dizisi sol ρ-kofinal Bourbaki Cauchy dizisidir.

Fakat sol ρ-kofinal Bourbaki Cauchy dizisinin zayıf sol K-kofinal Bourbaki Cauchy dizisi

olması gerekmez. Aşağıdaki örnek ile ayrıca zayıf sol K-kofinal Bourbaki Cauchy (sol

ρ-kofinal Bourbaki Cauchy) olup zayıf sol K-Bourbaki Cauchy (sol ρ-Bourbaki Cauchy)

olmayan dizi örneği verilmiştir.

Örnek 3.27. X = R üzerinde Örnek 3.2 de verilen asimetrik metrik alınsın.

(xn) = (1, 1
2 ,3,

1
4 ,5,

1
6 , ...) dizisinin sol ρ-kofinal Bourbaki Cauchy olduğu açıktır fakat bu

dizi zayıf sol K-kofinal Bourbaki Cauchy değildir.

(yn) = (0,1,0,2,0,3, ...) sol ρ-Bourbaki Cauchy dizisi değildir ve bu nedenle zayıf sol

K-Bourbaki Cauchy dizisi de olamaz. Gerçekten, verilen herhangi m,n ∈ N ve x ∈ X için

x+m < n1
2 olacak şekilde n1 > n, n1 çift sayısı bulunabilir. Buradan yn1 /∈ Bm

ρ (x,1) =

[x,x+m) elde edilir. Fakat bu dizi zayıf sol K-kofinal Bourbaki Cauchy dizisidir ve

bu nedenle sol ρ-kofinal Bourbaki Cauchy dizisidir. Bunu görmek için m = n0 = 1

ve Nε = {1,3,5,7, ...} alınsın. Böylece verilen herhangi ε > 0 için n ∈ Nε olduğunda

yn ∈ Bρ(0,ε) = [0,ε) elde edilir.

Aşağıdaki örnekte sol ρ-Bourbaki Cauchy olup sol ρ-Cauchy olmayan bir dizi örneği

verilmiştir. Ayrıca bu dizi zayıf sol K-Bourbaki Cauchy dizisine bir örnektir. Örnek

3.26 da sol ρ-Cauchy dizisi olup zayıf sol K-Bourbaki Cauchy dizisi olmayan bir dizi

verilmişti. Dolayısıyla zayıf sol K-Bourbaki Cauchy dizileri ile sol ρ-Cauchy dizileri

arasında bir ilişki olmadığı sonucu çıkar.

Örnek 3.28. X = [0,1] üzerinde Örnek 3.2 de verilen ρ asimetrik metriği alınsın. (xn)

dizisi Q∩ [0,1] kümesinin numaranlandırılmasıyla oluşan bir dizi olsun. Her ε > 0 için

dizinin tüm terimleri m > 1/ε olduğunda Bm
ρ (0,ε) = [0,1] tarafından kapsanır. Bu (xn)

dizisinin zayıf sol K-Bourbaki Cauchy dizisi ve daha genel olarak sol ρ-Bourbaki Cauchy

dizisi olduğunu gösterir. ε = 1/2 ve herhangi x ∈ X için Bρ(x,1/2) = [x,x+1/2) kümesi
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dışında dizinin sonsuz çoklukta terimi mevcut olduğundan bu dizi sol ρ-Cauchy dizisi

olamaz.

Eğer (xn) dizisi ρs metriğine göre (kofinal) Bourbaki Cauchy dizisi ise hem sol ρ-(kofinal)

Bourbaki (zayıf sol K-(kofinal) Bourbaki) Cauchy hem de sağ ρ-(kofinal) Bourbaki (zayıf

sağ K-(kofinal) Bourbaki) Cauchy dizisidir. Çünkü her ε > 0, m ∈ N ve x ∈ X için

Bm
ρs(x,ε)⊆ Bm

ρ (x,ε) ve Bm
ρs(x,ε)⊆ Bm

ρ̄ (x,ε) (3.1)

kapsamaları sağlanır. Bir dizinin hem sol ρ-(kofinal) Bourbaki Cauchy (zayıf sol

K-(kofinal) Bourbaki Cauchy) hem de sağ ρ-(kofinal) Bourbaki Cauchy (zayıf sağ

K-(kofinal) Bourbaki Cauchy) dizisi olması dizinin ρs metriğine göre (kofinal) Bourbaki

Cauchy dizisi olmasını gerektirmez.

Örnek 3.29. X = [0,1] üzerinde Örnek 3.2 de verilen ρ asimetrik metriği alınsın. X

de (0,1,0,1, ...) dizisi verilsin. Her ε > 0 için 1
m < ε olacak şekilde m ∈ N vardır. Bu

durumda dizinin tüm terimleri Bm
ρ (0,ε) ve Bm

ρ̄
(1,ε) kümeleri tarafından kapsanır. Bunlar

ise sırasıyla dizinin zayıf sol K-(kofinal) Bourbaki Cauchy ve zayıf sağ K-(kofinal)

Bourbaki Cauchy dizisi olduğunu gösterir. Fakat ρs metriği X üzerindeki ayrık metrik

olduğundan bu dizi ρs metriğine göre ne Bourbaki Cauchy dizisi ne de kofinal Bourbaki

Cauchy dizisidir. Gerçekten, ε ≤ 1 için X deki herhangi ρs-açık yuvarın m. ε-genişlemesi

sadece bir tek noktadan oluşur.

Tüm bu Bourbaki-Cauchy dizileri arasında aşağıdaki çizenekte verilen ilişki vardır.

Benzer çizenek sağ Bourbaki-Cauchy dizileri için de verilebilir.

zayıf sol K-Cauchy =⇒ sol ρ-Cauchy

⇓ ⇓

zayıf sol K-Bourbaki-Cauchy =⇒ sol ρ-Bourbaki-Cauchy

⇓ ⇓

zayıf sol K-kofinal Bourbaki-Cauchy =⇒ sol ρ-kofinal Bourbaki-Cauchy
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Aşağıdaki iki teorem hangi şartlar altında ρ , ρ̄ ve ρs ye göre Bourbaki Cauchy dizilerinin

denk olacağını gösterir.

Teorem 3.30. (X ,ρ) T1 asimetrik metrik uzayı olsun. Eğer λ = sup
x,y∈X

x 6=y

ρ(x,y)
ρ(y,x) mevcut ise

aşağıdaki ifadeler denktir.

1. (xn) sol ρ-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisidir.

2. (xn) sağ ρ-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisidir.

3. (xn) ρs-Bourbaki Cauchy dizisidir.

İspat. (1⇒ 2) (xn) dizisi X de sol ρ-Bourbaki Cauchy dizisi olsun. Bu durumda her

ε > 0 için n ≥ n0 olduğunda xn ∈ Bm
ρ (x,

ε

λ
) olacak şekilde bir n0 ∈ N, m ∈ N ve x ∈ X

vardır. x 6= y olan her x,y ∈ X için ρ̄(x,y) ≤ λρ(x,y) olduğundan n ≥ n0 olduğunda

xn ∈ Bm
ρ̄
(x,ε) elde edilir. Dolayısıyla (xn) dizisi X de sağ ρ-Bourbaki Cauchy dizisi olur.

(2⇒ 3) (xn) dizisi X de sağ ρ-Bourbaki Cauchy dizisi olsun. Bu durumda her ε > 0

için n ≥ n0 olduğunda xn ∈ Bm
ρ̄
(x, ε

λ
) olacak şekilde bir n0 ∈ N, m ∈ N ve x ∈ X vardır.

Bm
ρ̄
(x, ε

λ
)⊆ Bm

ρs(x,ε) olduğundan (xn) ρs-Bourbaki Cauchy dizisidir.

(3⇒ 1) (3.1) de verilen ilk kapsamadan sonuç açıktır.

Teorem 3.31. (X ,ρ), T1 asimetrik metrik uzayı olsun. Eğer λ = sup
x,y∈X

x 6=y

ρ(x,y)
ρ(y,x) mevcut ise

aşağıdaki ifadeler denktir:

1. (xn) zayıf sol K-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisidir.

2. (xn) zayıf sağ K-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisidir.

3. (xn) ρs-Bourbaki Cauchy dizisidir.

İspat. Bu teoremin ispatı Teorem 3.30 un ispatına benzer şekilde yapılır.

Aşağdaki örnekte bir dizinin zayıf sol K-(kofinal) Bourbaki Cauchy ya da sol

ρ-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisi olması dizinin aynı zamanda zayıf sağ K-(kofinal)

Bourbaki Cauchy ya da sağ ρ-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisi olmasını gerektirmediği

görülmektedir. Tam tersine dizinin zayıf sağ K-(kofinal) Bourbaki Cauchy ya da sağ
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ρ-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisi olması dizinin aynı zamanda zayıf sol K-(kofinal)

Bourbaki Cauchy ya da sol ρ-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisi olmasını gerektirmez.

Örnek 3.32. X = (0,1) üzerinde ρ asimetrik metriği

ρ(x,y) =

 x− y, y≤ x ise

1, y > x ise

şeklinde tanımlansın.

( 1
n+1) dizisi zayıf sol K-Bourbaki Cauchy dizisidir fakat sağ ρ-kofinal Bourbaki Cauchy

dizisi değildir. Gerçekten herhangi bir ε > 0 için 1
n0

< ε olacak şekilde n0 ∈ N ve m = 1

seçilirse xn ∈ Bm
ρ (xn0,ε) = (0,xn0] elde edilir. Ayrıca, verilen herhangi x ∈ X , m ∈ N ve

N nin sonsuz N1 alt kümesi için 1
n+1 /∈ Bm

ρ̄
(x,1) = [x,1) olacak şekilde n ∈ N1 vardır.

Zayıf sol K-Bourbaki Cauchy dizisi ve sol ρ-yakınsak dizi tanımlarından aşağıdaki sonuç

kolaylıkla elde edilir.

Sonuç 3.33. (X ,ρ) asimetrik metrik uzay ve (xn) X de bir dizi olsun.

1. Eğer (xn) X de zayıf sol K-Bourbaki Cauchy dizisi ise {xn : n ∈ N} kümesi

ρ-Bourbaki sınırlıdır.

2. Eğer (xn) dizisi x ∈ X noktasına sol ρ-yakınsak ise {xn : n ∈ N} kümesi dış

ρ-Bourbaki sınırlıdır ve {x}∪{xn : n ∈ N} kümesi ρ-Bourbaki sınırlıdır.

Asimetrik metrik uzayda ρ-Bourbaki sınırlı olmayan ρ-yakınsak diziler vardır. X = [0,1]

üzerinde Örnek 3.2 de verilen asimetrik metik alınırsa (1
n) dizisi sıfıra ρ-yakınsar. Fakat

{1
n : n ∈ N} kümesinin ρ-Bourbaki sınırlı olmadığı Örnek 3.20 de gösterilmiştir.

Teorem 3.34. (X ,ρ) asimetrik metrik uzay olsun. Eğer X , ρ-Bourbaki sınırlı ise X deki

her dizinin sol ρ-Bourbaki Cauchy alt dizisi vardır.

İspat. X in ρ-Bourbaki sınırlı olduğu kabul edilsin. (xn) dizisi X de keyfi bir dizi olsun.

Bu durumda X = ∪{Bm1
ρ (x,1/2) : x ∈ F1} olacak şekilde X in sonlu bir F1 alt kümesi

ve bir m1 ∈ N sayısı vardır. Bazı x1 ∈ F1 için Bm1
ρ (x1,1/2) kümesi (xn) dizisinin sonsuz
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çoklukta terimini içerir. M1 = {n1
1 < n1

2 < ... < n1
i < ...} ⊆ N bu terimlerin indislerinden

oluşan küme olsun. (xn1
i
) dizisi (xn) dizisinin bir alt dizisi olur. Benzer şekilde bu işleme

devam edilirse X in sonlu bir Fk alt kümesi, mk ∈ N sayısı ve Mk = {nk
1 < nk

2 < ... < nk
i <

...} ⊆Mk−1 kümesi bulunur. xk ∈ Fk olmak üzere her i ∈ N için xnk
i
∈ Bmk

ρ (xk,1/2k) dır.

Böylece (xni
i
) köşegen dizisinin istenen sol ρ-Bourbaki Cauchy alt dizisi olduğu görülür.

Gerçekten, herhangi ε > 0 için 1
2kε

< ε olacak şekilde kε ∈ N vardır. Dolayısyla i > kε

için xni
i
∈ Bmkε

ρ (xkε
,ε) elde edilir.

[106] nolu çalışmada dizisel kompakt olup kompakt olmayan asimetrik metrik uzay örneği

verilmiştir. Ayrıca bu örnek dizisel kompakt olup ön kompakt olmayan asimetrik metrik

uzaya bir örnektir. Bu uzayın aynı zamanda ρ-Bourbaki sınırlı olmadığı gösterilecektir.

Örnek 3.35. ω1 ilk sayılamaz sıra sayısı olsun. X = [1,ω1) üzerinde ρ asimetrik metriği

x < y ise ρ(x,y) = 1 ve diğer durumlarda ρ(x,y) = 0 olarak tanımlansın. Her x∈ X ve her

m ∈ N için Bm
ρ (x,1) = {y ∈ X : y≤ x} sayılabilir bir kümedir. Eğer X = Bm

ρ (x1,1)∪ ...∪

Bm
ρ (xn,1) olacak şekilde sonlu sayıda x1, ...,xn ∈ X elemanı mevcut olsaydı X kümesinin

sayılabilir bir küme olması gerekirdi. O halde X kümesi ρ-Bourbaki sınırlı değildir. Fakat

bu uzayın dizisel kompakt olduğu Örnek 2.80 de gösterilmiştir.

Dizisel kompaktlık uzaydaki her dizinin sol ρ-Bourbaki Cauchy alt dizisinin var

olmasını gerektirmektedir. Böylece Teroem 3.34 deki iddianın karşıtının doğru olmadığı

görülmektedir. Karşıtı için aşağıdaki teoremde ifade edilen ekstra bir şarta ihtiyaç

duyulmaktadır.

Teorem 3.36. (X ,ρ) asimetrik metrik uzay olsun. Eğer X sayılabilir bir küme ve X deki

her dizinin sol ρ-Bourbaki Cauchy alt dizisi varsa X , ρ-Bourbaki sınırlıdır.

İspat. X = {xn : n∈N} kümesinin ρ-Bourbaki sınırlı olmadığı kabul edilsin. Bu durumda

bir ε > 0 için X in sonlu herhangi F alt kümesi ve herhangi m ∈ N için x ∈ F olduğunda

y /∈ Bm
ρ (x,ε) olacak şekilde y ∈ X vardır. Fn = {x1, ...,xn} ⊆ X (n ∈ N) olsun. Kabulden

dolayı yn /∈ Bm
ρ (xk,ε) (k = 1, ...,n) yn ∈ X seçilebilir. Bu şekilde oluşturulan (yn) dizisi

sol ρ-Bourbaki Cauchy alt dizisine sahip olamaz. Bu ise bir çelişkidir. O halde X ,

ρ-Bourbaki sınırlıdır.
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Örnek 3.28 de verilen dizi ρ-yakınsak olmamasına rağmen (xn) dizisinin (1
n) alt dizisi

sıfıra ρ-yakınsaktır. O halde zayıf sol K-(kofinal) Bourbaki Cauchy ya da sol ρ-(kofinal)

Bourbaki Cauchy dizisinin ρ-yakınsak alt dizisi varsa dizinin kendisi ρ-yakınsak olmak

zorunda değildir. Bu gerçek doğultusunda sol ρ-(kofinal) Bourbaki tamlık ve zayıf sol

K-(kofinal) Bourbaki tamlık tanımları verilecektir.

Tanım 3.37. (X ,ρ) asimetrik metrik uzay olsun.

1. Eğer X deki her sol (sağ) ρ-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisinin sol ρ-yakınsak

alt dizisi varsa (X ,ρ) asimetrik metrik uzayı sol (sağ) ρ-(kofinal) Bourbaki tamdır

denir.

2. Eğer X deki her zayıf sol (sağ) K-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisinin sol

ρ-yakınsak alt dizisi varsa (X ,ρ) asimetrik metrik uzayı zayıf sol (sağ) K-(kofinal)

Bourbaki tamdır denir.

3. Eğer X deki her ρs-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisinin sol ρ-yakınsak alt dizisi

varsa (X ,ρ) asimetrik metrik uzayı ρs-(kofinal) Bourbaki tamdır denir.

Tüm bu tamlık çeşitleri arasında aşağıdaki çizenekte verilen ilişki vardır. Benzer çizenek

sağ tamlık kavramları için de verilebilir.

sol ρ-kofinal Bourbaki tam =⇒ zayıf sol K-kofinal Bourbaki tam

⇓ ⇓

sol ρ-Bourbaki tam =⇒ zayıf sol K-Bourbaki tam

⇓ ⇓

sol ρ-tam =⇒ zayıf sol K-tam

Aşağıdaki örnek asimetrik metrik uzayın zayıf sol K-(kofinal) Bourbaki tam olmasının

uzayın sol ρ-(kofinal) Bourbaki tam olmasını gerektirmediğini gösterir.

40



Örnek 3.38. X = N üzerinde ρ asimetrik metriği

ρ(r,s) =


0, r = s ise
1
r , s > r, s çift, r tek ise

1, diğer durumlarda

şeklinde tanımlansın. X deki zayıf sol K-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizileri sadece aşikar

olan diziler olduğundan (X ,ρ) zayıf sol K-(kofinal) Bourbaki tamdır. {2,4,6, ...} dizisi

sol ρ-Bourbaki Cauchy dizisidir fakat ρ-yakınsak alt dizisi bulunmamaktadır. Dolayısıyla

(X ,ρ) sol ρ-(kofinal) Bourbaki tam değildir.

Aşağıdaki örnek asimetrik metrik uzayın zayıf sol K-tam olmasının uzayın zayıf sol

K-Bourbaki tam olmasını ve aynı zamanda sol ρ-tam olmasının sol ρ-Bourbaki tam

olmasını gerektirmediğini gösterir.

Örnek 3.39. [94, 3] (0,s) şeklindeki tüm noktalar bir tek 0 ≡ [(0,s)] noktası ile

tanımlanmak üzere X = ∪n∈N0([0,1]×N0) üzerinde ρ (asimetrik) metriği

ρ((x,n1),(y,n2)) =

 |x− y|, n1 = n2

x+ y, n1 6= n2

şeklinde tanımlansın. Bu uzayda örnek olarak (1
4 ,2) merkezli, 1

2 yarıçaplı yuvar aşağıda

gösterilmiştir. Yani Bρ((
1
4 ,2),

1
2) = [0, 1

4)×N0\{2}∪ [0, 3
4)×{2} dir.

6

[ )

[ )

[ )

[ )

[ )

0
1
4

3
4 1

-

1

2

3

4

...
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X deki her dizi zayıf sol K-Bourbaki Cauchy dizisidir. Bunu görmek için X de keyfi

bir ((xk,nk)) dizisi alınsın. Verilen her ε > 0 sayısına karşılık 1
m < ε olacak şekilde bir

m ∈ N seçilirse Bm
ρ (0,ε) = X bulunur. Ayrıca her k ∈ N için Bm

ρ (0,ε)⊆ B2m
ρ ((xk,nk),ε)

kapsaması sağlanır. Dolayısıyla X = B2m
ρ ((xk,nk),ε) olduğundan ((xk,nk)) dizisi X de

zayıf sol K-Bourbaki Cauchy dizisidir. Diğer tarafdan X de ((1,n)) dizisinin keyfi

bir ((1,nk)) alt dizisi ve X de herhangi bir (x,s) elemanı alınırsa her k ∈ N için

ρ((x,s),(1,nk1)) = x+1≥ 1 olacak şekilde s 6= k1, k1 > k sayısı bulunduğundan ((1,n))

dizisinin yakınsak alt dizisi yoktur. Dolayısıyla X zayıf sol K-Bourbaki tam değildir ve

bu nedenle sol ρ-Bourbaki tam değildir.

Asimetrik metrik uzay sol ρ-(kofinal) Bourbaki tam ya da zayıf sol K-(kofinal) Bourbaki

tam ise ayrıca sağ ρ-(kofinal) Bourbaki tam ya da zayıf sağ K-(kofinal) Bourbaki tam

olması gerekmez. Tam tersine asimetrik metrik uzay sağ ρ-(kofinal) Bourbaki tam ya da

zayıf sağ K-(kofinal) Bourbaki tam ise ayrıca sol ρ-(kofinal) Bourbaki tam ya da zayıf

sol K-(kofinal) Bourbaki tam olması gerekmez.

Örnek 3.40. Z = {1− 1
n+1 : n ∈ N} kümesi üzerinde Örnek 3.32 de verilen asimetrik

metrik alınsın. Her ε ≤ 1, m ∈ N ve x ∈ Z için Bm
ρ (x,ε) = (x−mε,x] olduğundan bu

uzayda alınan sol ρ-(kofinal) Bourbaki Cauchy dizisinin terimleri belli bir yerden sonra

sabit olmalıdır. Dolayısyla bu uzay sol ρ-(kofinal) Bourbaki tamdır ve bu nedenle zayıf

sol K-(kofinal) Bourbaki tamdır. Fakat Z zayıf sağ K-tam olmadığından ([104] Örnek 3)

bu uzay ne zayıf sağ K-(kofinal) Bourbaki tam ne de sağ ρ-(kofinal) Bourbaki tamdır.

Eğer bir asimetrik metrik uzay zayıf sol (sağ) K-(kofinal) Bourbaki tam ise bu uzayın

ρs-(kofinal) Bourbaki tam olduğu açıktır. Fakat ρs-(kofinal) Bourbaki tamlık uzayın hem

zayıf sol K-(kofinal) Bourbaki tam hem de zayıf sağ K-(kofinal) Bourbaki tam olmasını

gerektirmez.

Örnek 3.41. Örnek 3.32 de verilen asimetrik metrik uzay zayıf sol K-tam ve zayıf sağ

K-tam olmadığından ([104] Örnek 4) zayıf sol K-(kofinal) Bourbaki tam ve zayıf sağ

K-(kofinal) Bourbaki tam değildir.
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Teorem 3.42. (X ,ρ) zayıf sol K-Bourbaki tam asimetrik metrik uzay ise zayıf sol

K-tamdır.

İspat. (X ,ρ) zayıf sol K-Bourbaki tam asimetrik metrik uzay ve (xn), X de sol K-Cauchy

dizisi olsun. (xn) aynı zamanda zayıf sol K-Bourbaki Cauchy dizisidir. Dolayısıyla (xn)

dizisi sol ρ-yakınsak alt diziye sahiptir. Önerme 2.67 gereği (xn) dizisi de aynı noktaya

sol ρ-yakınsaktır. Bu durum X in sol K-tam ya da denk olarak zayıf sol K-tam olduğunu

gösterir.

Teorem 3.43. (X ,ρ), T1 asimetrik metrik uzay olsun. Eğer λ = sup
x,y∈X

x 6=y

ρ(x,y)
ρ(y,x) mevcut ise

aşağıdaki ifadeler denktir:

1. X sol ρ-(kofinal) Bourbaki tamdır.

2. X sağ ρ-(kofinal) Bourbaki tamdır.

3. X ρs-(kofinal) Bourbaki tamdır.

İspat. (1⇒ 2) X sol ρ-(kofinal) Bourbaki tam ve (xn) dizisi X de keyfi bir sağ ρ-(kofinal)

Bourbaki Cauchy dizisi olsun. Teorem 3.30 a göre (xn) aynı zamanda sol ρ-(kofinal)

Bourbaki Cauchy dizisidir. Dolayısıyla (xn) dizisinin sol ρ-yakınsak alt dizisi vardır. O

halde X sağ ρ-(kofinal) Bourbaki tamdır.

(2⇒ 3) X sağ ρ-(kofinal) Bourbaki tam ve (xn) dizisi X de keyfi bir ρs-(kofinal) Bourbaki

Cauchy dizisi olsun. Teorem 3.30 a göre (xn) aynı zamanda sağ ρ-(kofinal) Bourbaki

Cauchy dizisidir. Dolayısıyla (xn) dizisinin sol ρ-yakınsak alt dizisi vardır. O halde X

ρs-(kofinal) Bourbaki tamdır.

(3⇒ 1) X ρs-(kofinal) Bourbaki tam ve (xn) dizisi X de keyfi bir sol ρ-(kofinal) Bourbaki

Cauchy dizisi olsun. Teorem 3.30 a göre (xn) aynı zamanda ρs-(kofinal) Bourbaki

Cauchy dizisidir. Dolayısıyla (xn) dizisinin sol ρ-yakınsak alt dizisi vardır. O halde X sol

ρ-(kofinal) Bourbaki tamdır.

Teorem 3.44. (X ,ρ), T1 asimetrik metrik uzay olsun. Eğer λ = sup
x,y∈X

x 6=y

ρ(x,y)
ρ(y,x) mevcut ise

aşağıdaki ifadeler denktir:

1. X zayıf sol K-(kofinal) Bourbaki tamdır.

43



2. X zayıf sağ K-(kofinal) Bourbaki tamdır.

3. X ρs-(kofinal) Bourbaki tamdır.

İspat. Bu teoremin ispatı Teorem 3.43 ün ispatına benzer şekilde yapılır.

Metrik uzayın aksine asimetrik metrik uzayda Bourbaki sınırlılık Borbaki Cauchy dizileri

ile karakterize edilemez. Asimetrik metrik uzayda X kalıtımsal olarak ρ-Bourbaki sınırlı

küme ise bu küme zayıf sol K-Bourbaki Cauchy dizileri ile karakterize edilebilir.

Tanım 3.45. (X ,ρ) asimetrik metrik uzayında bir A kümesinin her alt kümesi ρ-Bourbaki

sınırlı ise A kümesine kalıtımsal olarak ρ-Bourbaki sınırlıdır denir.

Teorem 3.46. (X ,ρ) asimetrik metrik uzay olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir.

1. X kalıtımsal olarak ρ-Bourbaki sınırlıdır.

2. X in sayılabilir her alt kümesi ρ-Bourbaki sınırlıdır.

3. X de her dizinin zayıf sol K-Bourbaki Cauchy alt dizisi vardır.

İspat. (1⇒ 2) Bu kısmın ispatı açıktır.

(2⇒ 3) (xn), X de keyfi bir dizi ve Z = {xn : n∈N} olsun. Hipotezden Z ⊆
⋃
{Bm1

ρ (x,1) :

x ∈ F1} olacak şekilde sonlu F1 ⊆ Z alt kümesi ve m1 ∈ N sayısı vardır. n1 ∈ N için

xn1 ∈ F1 olmak üzere M1 = {n ∈ N : n≥ n1,xn ∈ Bm1
ρ (xn1,1)} ⊆ N kümesi oluşturulsun.

Bu durumda Z1 = {xn : n ∈ M1,n > n1} kümesi de ρ-Bourbaki sınırlıdır. Dolayısıyla

Z1 ⊆
⋃
{Bm2

ρ (x,1/2) : x ∈ F2} olacak şekilde sonlu F2 ⊆ Z1 alt kümesi ve m2 ∈ N sayısı

vardır. n2 ∈M1 için xn2 ∈ F2 olmak üzere M2 = {n ∈M1 : n≥ n2,xn ∈ Bm2
ρ (xn2,1/2)} ⊆

M1 kümesi oluşturulsun. Bu durumda Z2 = {xn : n ∈M2,n > n2} kümesi de ρ-Bourbaki

sınırlı olur. Bu işleme aynı şekilde devam edildiğinde her k ∈N için nk ∈Mk olmak üzere

... ⊆ M2 ⊆ M1 sonsuz iç içe kümeler ve n1 < n2 < ... artan dizisi elde edilir. Verilen

herhangi ε > 0 için 1
kε

< ε olacak şekilde kε ∈ N vardır. Her j > kε için M j ⊆ Mkε

olduğundan xn j ∈ Bmkε
ρ (xnkε

,ε) bulunur. Bu (xn j) nin (xn) dizisinin zayıf sol K-Bourbaki

Cauchy alt dizisi olduğunu gösterir. Bu ise ispatı tamamlar.

(3⇒ 1) Aksine, X in bir Y alt kümesinin ρ-Bourbaki sınırlı olmadığı kabul edilsin. Bu

durumda F1 = {x1} ⊆ Y ve keyfi m ∈ N için x2 /∈ Bm
ρ (x1,ε) olacak şekilde x2 ∈ Y ve bir
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ε > 0 sayısı vardır. Benzer şekilde, F2 = {x1,x2} ⊆ Y için x3 /∈ Bm
ρ (x1,ε)

⋃
Bm

ρ (x2,ε)

olacak şekilde x3 ∈ Y vardır. Bu şekilde devam edilirse n > k için xn /∈ Bm
ρ (xk,ε) olmak

üzere X de bir (xn) dizisi elde edilir. Bu ise X deki her dizinin zayıf sol K-Bourbaki

Cauchy alt dizisinin mevcut olması ile çelişir. O halde X in her alt kümesi ρ-Bourbaki

sınırlı olmalıdır.

3.3. ASİMETRİK METRİK UZAYLARDA KOMPAKTLIK ÜZERİNE

SONUÇLAR

Bu bölümde ilk iki bölümde tanımlanan kavramlar ile asimetrik metrik uzaylarda

kompaktlık, dizisel kompaktlık ve düzgün yerel kompaktlık kavramlarına dayanan bazı

önemli sonuçlar verilecektir. Tez çalışması boyunca asimetrik metrik uzayın kompakt,

dizisel kompakt ve düzgün yerel kompakt olduğu söylendiğinde aksi belirtilmedikçe

verilen asimetrinin ürettiği topolojiye göre kompakt, dizisel kompakt ve düzgün yerel

kompakt olduğu kastedilecektir.

Teorem 3.47. (X ,ρ) asimetrik metrik uzay olsun. Eğer X sağ ρ̄-Bourbaki tam ise X deki

tüm ρ-Bourbaki sınırlı alt kümelerin ρ̄-kapanışı ρ̄-dizisel kompakttır.

İspat. X sağ ρ̄-Bourbaki tam olsun. Bu durumda X deki her sol ρ-Bourbaki Cauchy

dizisinin sol ρ̄-yakınsak alt dizisi vardır. B kümesi X de keyfi bir ρ-Bourbaki sınırlı

alt küme olsun. Teorem 3.23 den τρ̄ -Cl(B) nin ρ-Bourbaki sınırlı olduğu elde edilir.

Böylece Teorem 3.34 e göre terimleri τρ̄ -Cl(B) den alınan herhangi (xn) dizisinin sol

ρ-Bourbaki Cauchy alt dizisi vardır. Kabul gereği bu alt dizi bir x ∈ X noktasına sol

ρ̄-yakınsaktır. τρ̄ -Cl(B) kümesi ρ̄-kapalı olduğundan x ∈ τρ̄ -Cl(B) elde edilir. Bu durum

herhangi ρ-Bourbaki sınırlı kümenin ρ̄-kapanışının ρ̄-dizisel kompakt olduğunu gösterir.

Teorem 3.48. Kompakt asimetrik metrik uzay sol ρ-Bourbaki tamdır (zayıf sol

K-Bourbaki tamdır) ve ρ-Bourbaki sınırlıdır.

İspat. (X ,ρ) kompakt asimetrik metrik uzay olsun. X aynı zamanda dizisel kompakttır.

Yani X deki her dizi sol ρ-yakınsak alt diziye sahiptir. Buradan uzayın sol ρ-Bourbaki

tam (zayıf sol K-Bourbaki tam) olduğu elde edilir.
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Kompakt asimetrik metrik uzay ön kompakt olduğundan, ρ-Bourbaki sınırlı olur.

Teorem 3.49. (X ,ρ) asimetrik metrik uzayı ρ-Bourbaki sınırlı ve sol ρ-Bourbaki tam

ise dizisel kompakttır.

İspat. Eğer X , ρ-Bourbaki sınırlı asimetrik metrik uzay ise Teorem 3.34 den X uzayındaki

her dizinin sol ρ-Bourbaki Cauchy alt dizisinin mevcut olduğu bilinmektedir. Hipotezden

bu alt dizinin sol ρ-yakınsak alt dizisi vardır. Böylece X dizisel kompakttır.

Aşağıdaki teorem hangi şartlar altında asimetrik metrik uzaylarda Bourbaki tamlık ve

Bourbaki sınırlılığın kompaktlığa denk olduğunu ifade etmektedir.

Teorem 3.50. (X ,ρ) T1 asimetrik metrik uzay olsun. Eğer λ = sup
x,y∈X

x 6=y

ρ(x,y)
ρ(y,x) mevcut ise

aşağıdaki ifadeler denktir.

1. X kompakttır.

2. X sol ρ-Bourbaki tam ve ρ-Bourbaki sınırlıdır.

3. X zayıf sol K-Bourbaki tam ve ρ-Bourbaki sınırlıdır.

4. X dizisel kompakttır.

İspat. (1⇒ 2) Teorem 3.48 de gösterilmiştir.

(2⇒ 3) Zayıf sol K-Bourbaki Cauchy dizisi sol ρ-Bourbaki Cauchy dizisi olduğundan

ispat açıktır.

(3⇒ 4) (xn) dizisi X de keyfi bir dizi olsun. Teorem 3.34 a göre (xn) dizinin bir (yk)

sol ρ-Bourbaki Cauchy alt dizisi vardır. Teorem 3.30 gereği bu alt dizi aynı zamanda

ρs-Bourbaki Cauchy dizisidir. Bu durumda her ε > 0 için k≥ k0 olduğunda yk ∈ Bm
ρ (x,

ε

λ
)

olacak şekilde bir x ∈ X elemanı, m ∈N ve k0 ∈N sayıları vardır. Buradan hipotez gereği

bazı a1, ...,am−1 ∈ X için ρ(yk0,a1) < ε ,...,ρ(am−1,x) < ε olduğu görülür. Ayrıca y ∈

Bm
ρ (x,

ε

λ
) seçilirse bazı b1, ...,bm−1 ∈ X için ρ(x,b1)< ε ,...,ρ(bm−1,y)< ε olur. Sonuç

olarak Bm
ρ (x,

ε

λ
)⊆ B2m

ρ (yk0,ε) elde edilir. Buradan (yk) alt dizisinin zayıf sol K-Bourbaki

Cauchy dizisi olduğu ve dolayısıyla sol ρ-yakınsak alt dizisinin var olduğu sonucu çıkar.

O halde X dizisel kompakttır.
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(4⇒ 1) X asimetrik metrik uzayı T1 uzayı olduğundan her x ∈ X için τρ -Cl({x}) = {x}

dir. Dolayısıyla τρ -Cl({x}) kompakttır. Dizisel kompakt asimetrik metrik uzayda tek

nokta kümelerinin kapanışı kompakt ise X kompakttır (bkz. [35] Önerme 1.2.28).

Teorem 3.51. Kalıtımsal olarak ρ-Bourbaki sınırlı ve zayıf sol K-Bourbaki tam asimetrik

metrik uzay dizisel kompakttır.

İspat. X kalıtımsal olarak ρ-Bourbaki sınırlı asimetrik metrik uzay ve (xn) bu uzayda

bir dizi olsun. Teorem 3.46 dan (xn) dizisinin zayıf sol K-Bourbaki Cauchy alt dizisi

vardır. Hipotezden bu alt dizinin sol ρ-yakınsak alt dizisi mevcuttur. Böylece X dizisel

kompakttır.

Tanım 3.52. (X ,ρ) asimetrik metrik uzay olsun. Eğer her x ∈ X için Bρ(x,δ ) ρ-açık

yuvarının τρ topolojisine göre kapanışı kompakt olacak şekilde bir δ > 0 sayısı varsa

(X ,ρ) asimetrik metrik uzayı düzgün yerel kompakttır denir. Ayrıca eğer X deki her

x noktasının ρ-Bourbaki sınırlı komşuluğu varsa (X ,ρ) asimetrik metrik uzayı ρ-yerel

Bourbaki sınırlı olarak adlandırılır.

Eğer x ∈U ⊆ V olacak şekilde U ∈ τρ varsa V ⊆ X alt kümesine x ∈ X noktasının bir

komşuluğu olarak adlandırıldığı bilinmektedir. Bu kavramları kullanarak aşağıdaki sonuç

verilir.

Lemma 3.53. (X ,ρ) düzgün yerel kompakt asimetrik metrik uzay ve B kümesi X in bir

alt kümesi olsun. B kompakt küme ise τρ -Cl(Bδ/2) ρ-kompakttır.

İspat. Her x ∈ X için τρ -Cl(Bρ(x,δ )) kompakt olacak şekilde δ > 0 sayısı mevcut olsun.

X de kompakt B alt kümesi alınsın. Bu durumda B nin {Bρ(y, δ

2 ) : y∈B} ρ-açık örtüsünün

sonlu bir altörtüsü vardır. Yani F ⊆ B ve F sonlu olmak üzere B⊆
⋃

y∈F Bρ(y, δ

2 ) dır.

(Bρ(y,
δ

2
))δ/2 = B2

ρ(y,
δ

2
)⊆ τρ -Cl(Bρ(y,δ ))

kapsamasından τρ -Cl(Bρ(y, δ

2 ))
δ/2 kümesinin kompakt olduğu görülür. Çünkü bu küme

kompakt kümenin ρ-kapalı alt kümesidir. Sonuç olarak

Bδ/2 ⊆
⋃
y∈F

(Bρ(y,
δ

2
))δ/2 ⊆

⋃
y∈F

τρ -Cl(Bρ(y,δ ))
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elde edilir. Böylece τρ -Cl(Bδ/2) kompakttır.

Teorem 3.54. (X ,ρ) düzgün yerel kompakt asimetrik metrik uzayı ρ-yerel Bourbaki

sınırlıdır ve sol ρ-kofinal Bourbaki tamdır.

İspat. X düzgün yerel kompakt asimetrik metrik uzay olsun. Bu durumda her x ∈ X

için τρ -Cl(Bρ(x,δ )) kümesi x in kompakt komşuluğu ve böylece x in ρ-Bourbaki sınırlı

komşuluğu olacak şekilde bir δ > 0 sayısı vardır. Böylece X ρ-yerel Bourbaki sınırlıdır.

(xn) dizisi X de sol ρ-kofinal Bourbaki Cauchy dizisi olsun. Her k ∈ N için xnk ∈

τρ -Cl(Bm
ρ (x,

δ

2 )) olacak şekilde m ∈ N, x ∈ X ve N nin sonsuz {n1 < n2 < ... < nk < ...}

alt kümesi vardır. Lemma 3.53 den τρ -Cl(Bm
ρ (x,

δ

2 )) ρ-kümesi kompakt olduğundan (xnk)

alt dizisinin ρ-yakınsak alt dizisi vardır. Böylece X in sol ρ-kofinal Bourbaki tam olduğu

görülür.
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4. ASİMETRİK METRİK UZAYLARDA İSTATİSTİKSEL

CAUCHY DİZİLERİ VE TOPLANABİLME TEORİSİ

Bu bölümde asimetrik metrik uzaylarda istatistiksel yakınsama kavramı verildikten sonra

Cauchy dizileri gibi üç farklı istatistiksel Cauchy dizisi tanımı yapılacaktır. Metrik

uzaylardaki durumun aksine istatistiksel limitin tek olmadığı gösterilecektir. Cauchy

ve istatistiksel Cauchy dizileri arasındaki ilişki örnekler ile incelenecektir. Metrik

uzayda olduğu gibi istatistiksel yakınsak ve istatistiksel Cauchy dizilerinin sırasıyla

yakınsak ve Cauchy alt dizilerinin bulunduğu gösterilecektir. İstatistiksel limit noktası

ve istatistiksel yığılma noktası tanımları verilerek bu kavramlar ile ilgili bazı sonuçlar

elde edilecektir. Asimetrik metrik uzaylarda tamlık ve kompaktlık ile ilgili elde edilen

bulgular sunulacaktır. Son olarak asimetrik normlu uzaylarda toplanabilme teorisi ile

bağlantılı sonuçlar verilecektir.

4.1. ASİMETRİK METRİK UZAYLARDA İSTATİSTİKSEL CAUCHY

DİZİLERİ

(X ,ρ) asimetrik metrik uzayında bir (xn) dizisinin x∈ X noktasına sol (sağ) ρ-istatistiksel

yakınsaklığı her ε > 0 için δ ({n ∈ N : ρ(x,xn)≥ ε}) = 0 ya da denk olarak δ ({n ∈ N :

ρ(x,xn)< ε}) = 1 (δ ({n∈N : ρ(xn,x)≥ ε}) = 0 ya da denk olarak δ ({n∈N : ρ(xn,x)<

ε}) = 1) olması ile tanımlanmıştır (bkz. [34]).

Not 4.1. (X ,ρ) asimetrik metrik uzayında (xn) dizisi ρs metriğine göre x ∈ X noktasına

istatistiksel yakınsak ise her ε > 0 için {n : ρs(x,xn) < ε} ⊆ {n : ρ(x,xn) < ε} ve

{n : ρs(x,xn) < ε} ⊆ {n : ρ(xn,x) < ε} olduğundan x noktasına hem sol hem de sağ

ρ-istatistiksel yakınsaktır. Fakat bu ifadenin tersi doğru değildir.
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Örnek 4.2. X = R üzerinde ρ asimetrik metriği

ρ(x,y) =

 y− x, x < y

0, x≥ y

şeklinde tanımlansın. (xn) = ((−1)n) dizisi verilsin. Her n ∈ N için ρ(1,xn) = 0 ve

ρ(xn,−1) = 0 dır. Dolayısıyla herhangi ε > 0 için δ ({n ∈ N : ρ(1,xn) < ε}) = 1 ve

δ ({n ∈ N : ρ(xn,−1)< ε}) = 1 elde edilir. (xn) dizisi 1 e sol ρ-istatistiksel yakınsak ve

−1 e sağ ρ-istatistiksel yakınsaktır. Fakat ρs mutlak değer metriği olduğundan

δ ({n ∈ N : ρ
s(x,xn)< 1}) =

 1
2 , |x|< 2 ve x 6= 0 ise

0, diğer durumlarda

elde edilir. Dolayısıyla (xn) dizisi ρs metriğine göre istatistiksel yakınsak değildir.

Not 4.3. (X ,ρ) asimetrik metrik uzayında bir (xn) dizisinin sol (sağ) ρ-istatistiksel

limiti tek değildir. Yukarıdaki örnekte her n ∈ N ve her x ∈ [1,∞) (x ∈ (−∞,−1]) için

ρ(x,xn) = 0 (ρ(xn,x) = 0) olduğundan (xn) dizisi 1 ve 1 den büyük (−1 ve −1 den

küçük) her sayıya sol (sağ) ρ-istatistiksel yakınsaktır.

Not 4.4. Asimetrik metrik uzayda sol (sağ) ρ-istatistiksel yakınsak olup sağ (sol)

ρ-istatistiksel yakınsak olmayan diziler vardır.

Örnek 4.5. (X ,ρ) Örnek 4.2 de verilen asimetrik metrik uzay olsun. (xn) = (−n) dizisi X

in her noktasına sol ρ-istatistiksel yakınsaktır fakat X in hiçbir noktasına sağ ρ-istatistiksel

yakınsak değildir.

Tanım 4.6. (X ,ρ) asimetrik metrik uzay ve (xn) bu uzayda bir dizi olsun. Eğer her ε > 0

ve bütün k ∈M ler için δ ({n ∈ N : ρ(xk,xn)≥ ε}) = 0 (δ ({n ∈ N : ρ(xn,xk)≥ ε}) = 0)

ya da denk olarak δ ({n ∈ N : ρ(xk,xn) < ε}) = 1 (δ ({n ∈ N : ρ(xn,xk) < ε}) = 1) ve

δ (M) = 1 olacak şekilde M ⊆ N bulunabiliyorsa (xn) dizisine sol (sağ) K-istatistiksel

Cauchy dizisi denir.

Lemma 4.7. (X ,ρ) asimetrik metrik uzayında bir (xn) dizisi sol (sağ) K-Cauchy dizisi

ise sol (sağ) K-istatistiksel Cauchy dizisidir.
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İspat. (xn), X de bir sol K-Cauchy dizisi olsun. Bu durumda verilen ε > 0 ve n≥ r ≥ n0

olan bütün n,r ∈ N sayıları için ρ(xr,xn)< ε olacak şekilde n0 ∈ N vardır. M = {n0,n0+

1, ...} olsun. δ (M) = 1 olduğu açıktır. Ayrıca keyfi k ∈M için δ ({n > k : ρ(xk,xn) <

ε}) = 1 olduğundan

{n > k : ρ(xk,xn)< ε} ⊆ {n : ρ(xk,xn)< ε}

kapsaması (xn) dizisinin sol K-istatistiksel Cauchy dizisi olduğunu gösterir.

Tanım 4.8. (X ,ρ) asimetrik metrik uzay, (xn) bu uzayda bir dizi olsun.

1. Eğer her ε > 0 için δ ({n∈N : ρ(xn0,xn)≥ ε}) = 0 (δ ({n∈N : ρ(xn,xn0)≥ ε}) =

0) ya da buna denk olarak δ ({n∈N : ρ(xn0,xn)< ε}) = 1 (δ ({n∈N : ρ(xn,xn0)<

ε}) = 1) olacak şekilde bir n0 ∈ N bulunabiliyorsa (xn) dizisine zayıf sol (sağ)

K-istatistiksel Cauchy dizisi denir.

2. Eğer her ε > 0 için δ ({n ∈ N : ρ(x,xn)≥ ε}) = 0 (δ ({n ∈ N : ρ(xn,x)≥ ε}) = 0)

ya da buna denk olarak δ ({n∈N : ρ(x,xn)< ε}) = 1 (δ ({n∈N : ρ(xn,x)< ε}) =

1) olacak şekilde bir x ∈ X bulunabiliyorsa (xn) dizisine sol (sağ) ρ-istatistiksel

Cauchy dizisi denir.

Sonuçlar sol yapılar için verilecektir. Benzer sonuçlar sağ yapılar için de verilebilir.

Teorem 4.9. (X ,ρ) asimetrik metrik uzayında bir (xn) dizisinin sol ρ-istatistiksel

yakınsak (sol K-istatistiksel Cauchy ya da zayıf sol K-istatistiksel Cauchy ya da sol

ρ-istatistiksel Cauchy) olması için gerek ve yeter şart K = {n1 < n2 < ... < nk...} kümesi

N nin δ (K) = 1 özelliğinde bir alt kümesi olmak üzere (xn) nin (xnk) alt dizisinin sol

ρ-yakınsak (sol K-Cauchy ya da zayıf sol K-Cauchy ya da sol ρ-Cauchy) olmasıdır.

İspat. Diğer sonuçlar benzer şekilde ispat edilebileceğinden teorem sadece sol

ρ-istatistiksel yakınsaklık için ispat edilecektir.

(xn) dizisi x noktasına sol ρ-istatistiksel yakınsak olsun. Bu durumda her l ∈ N için

Al = {n : ρ(x,xn)<
1
l } olmak üzere δ (Al) = 1 dir. il ∈ Al ve her n≥ il (l ∈ N) için

1− 1
l
<

1
n
|{k ≤ n : ρ(x,xk)<

1
l
}| (4.1)
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olmak üzere i1 < i2 < ... < il < ... şeklinde doğal sayıların artan bir dizisi oluşturulabilir.

A = {n : 1≤ n < i1}
⋃[⋃

l∈N
{n : il ≤ n < il+1}∩Al

]

olsun. Böylece her l ∈ N ve il ≤ n < il+1 için

{k ≤ n : ρ(x,xk)<
1
l
} ⊆ {k ≤ n : k ∈ A}

kapsaması (4.1) eşitsizliği ile her l ∈ N için

1− 1
l
<

1
n
|{k ≤ n : ρ(x,xk)<

1
l
}| ≤ 1

n
|{k ≤ n : k ∈ A}|

olmasını gerektirir. Dolayısıyla δ (A) = 1 elde edilir. Verilen ε > 0 için 1
l < ε olacak

şekilde l ∈N ve n≥ il olan n ∈ A seçilsin. Böylece ir ≤ n < ir+1 ve n ∈ Ar olacak şekilde

r ≥ l olan r doğal sayısı bulunur. Buradan ρ(x,xn)< ε elde edilir.

Karşıt durum için δ ({nk ∈ N : k ∈ N}) = 1 ve (xnk) alt dizisi x ∈ X noktasına sol

ρ-yakınsak olsun. Bu durumda her ε > 0 ve k ≥ k0 olan her k için ρ(x,xnk)< ε olacak

şekilde k0 ∈ N vardır. Böylece

{n : ρ(x,xn)≥ ε} ⊆ N−{nk0,nk0+1, ...}

kapsaması sağlanır. N−{nk0,nk0+1, ...} nın doğal yoğunluğu sıfır olduğundan δ ({n ∈

N : ρ(x,xn)≥ ε}) = 0 elde edilir. Sonuç olarak, (xn) dizisi x noktasına sol ρ-istatistiksel

yakınsaktır.

Sonuç 4.10. (X ,ρ) asimetrik metrik uzayında bir (xn) dizisi sol ρ-istatistiksel yakınsak

(sol K-istatistiksel Cauchy ya da zayıf sol K-istatistiksel Cauchy ya da sol ρ-istatistiksel

Cauchy) ise (xn) nin sol ρ-yakınsak (sol K-Cauchy ya da zayıf sol K-Cauchy ya da sol

ρ-Cauchy) alt dizisi vardır.

Aşağıda sol K-istatistiksel Cauchy olup sol K-Cauchy olmayan bir dizi örneği verilmiştir.
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Örnek 4.11. X = R üzerinde ρ asimetrik metriği

ρ(x,y) =

 x− y, x≥ y ise

1, x < y ise

şeklinde tanımlansın. Her n ∈ N için

xn =


1, n = k2 ise (k ∈ N)

1
n , n 6= k2

olmak üzere (xn) dizisi ele alınsın. Bir p ∈ N için n = p2, her r ∈ N için m 6= r2 ve n > m

olacak şekilde n,m ∈ N seçilsin. Bu durumda ρ(xm,xn) = 1 olur. Dolayısıyla (xn) sol

K-Cauchy dizisi değildir.

K = {n : n 6= r2,r ∈ N} olmak üzere (xn) dizisinin (1
n)n∈K alt dizisi alınsın. Her ε > 0

için 1
n0

< ε olacak şekilde bir n0 ∈ N bulunur. Bulunan n0 sayısı her r ∈ N için n0 6= r2

olarak seçilebilir. n ≥ m ≥ n0 olan her n,m ∈ K için ρ(xm,xn) =
1
m −

1
n < 1

n0
< ε elde

edilir. Dolayısıyla (xn) nin (1
n)n∈K alt dizisi sol K-Cauchy dizisidir. Teorem 4.9 a göre

(xn) sol K-istatistiksel Cauchy dizisidir.

Bir dizi sol ρ-yakınsak ise aynı noktaya sol ρ-istatistiksel yakınsaktır. Ayrıca bir dizi sol

ρ-Cauchy ya da zayıf sol K-Cauchy dizisi ise sırasıyla sol ρ-istatistiksel Cauchy ya da

zayıf sol K-istatistiksel Cauchy dizisidir. Bu ifadelerin tersinin doğru olmadığı Örnek

4.30 de gösterilecektir. Ayrıca sol ρ-istatistiksel yakınsak ve zayıf sol K-istatistiksel

Cauchy dizisi sol ρ-istatistiksel Cauchy dizisi olurken bir dizi sol ρ-istatistiksel yakınsak

ya da zayıf sol K-istatistiksel Cauchy olmadan sol ρ-istatistiksel Cauchy dizisi olabilir.

Örnek 4.12. X = [0,1] üzerinde ρ asimetrik metriği

ρ(x,y) =

 1, x > y ise

0, x≤ y ise
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şeklinde tanımlansın.

xn =


1
2 +

1
2n , n tek ise,

1
3 +

1
3n , n çift ise

olmak üzere (xn) dizisi ele alınsın. Bu dizi sol ρ-yakınsaktır ([104] Örnek 1). Dolayısıyla

sol ρ-istatistiksel yakınsaktır ve sol ρ-istatistiksel Cauchy dizisidir. Fakat (xn) zayıf sol

K-istatistiksel Cauchy dizisi değildir. Bunu görmek için N ∈ N alınsın. Eğer N tek sayı

ise

{k ≤ n : ρ(xN ,xk)<
1
2
} ⊆ {k ≤ N : k tek }

elde edilir. Böylece ∣∣∣∣{k ≤ n : ρ(xN ,xk)<
1
2
}
∣∣∣∣≤ N +1

2

eşitsizliği sağlanır ve limn→∞
1
n

∣∣{k ≤ n : ρ(xN ,xk)<
1
2}
∣∣= 0 dır. N nin çift sayı olması

durumunda

{k ≤ n : ρ(xN ,xk)<
1
2
} ⊆ {k ≤ n : k tek }∪{k ≤ N : k çift }

kapsaması sağlanır. Buradan∣∣∣∣{k ≤ n : ρ(xN ,xk)<
1
2
}
∣∣∣∣≤ |{k ≤ n : k tek }|+ N

2

bulunur. Dolayısıyla limn→∞
1
n

∣∣{k ≤ n : ρ(xN ,xk)<
1
2}
∣∣≤ 1

2 elde edilir. Bu durum (xn)

nin zayıf sol K-istatistiksel Cauchy dizisi olmadığını gösterir.

Örnek 4.13. X = {0}
⋃
{1

n : n ∈ N} üzerinde ρ asimetik metriği her x ∈ X için

ρ

(
1
n
,x
)
=

1
n
, n tek ve x 6= 1

n
ise

ρ

(
1
n
,x
)
= 1, n çift ve x 6= 1

n
tek ise

ρ

(
0,

1
n

)
=

1
n
, n çift ise

54



ρ

(
0,

1
n

)
= 1, n tek ise

ρ(x,x) = 0

şeklinde tanımlansın ve X de
(1

n

)
dizisi verilsin. Herhangi ε > 0 için 1

n0
< ε ve∣∣∣{k ≤ n : ρ( 1

n0
, 1

k )< ε}
∣∣∣= n olacak şekilde bir n0 ∈N tek doğal sayısı vardır. Bu durumda

limn→∞
1
n

∣∣∣{k ≤ n : ρ( 1
n0
, 1

k )< ε}
∣∣∣= 1 dir. Buradan

(1
n

)
dizisinin zayıf sol K-istatistiksel

Cauchy dizisi ve bu nedenle sol ρ-istatistiksel Cauchy dizisi olduğu görülür.

Şimdi
(1

n

)
dizisinin herhangi bir x ∈ X noktasına sol ρ-istatistiksel yakınsak olmadığı

gösterilecektir. Öncelikle x = 0 ise

∣∣∣∣{k ≤ n : ρ

(
0,

1
k

)
≥ 1}

∣∣∣∣=


n+1
2 , n tek ise

n
2 , n çift ise

olduğundan limn→∞
1
n

∣∣{k ≤ n : ρ(0, 1
k )≥ 1}

∣∣= 1
2 elde edilir. O halde

(1
n

)
dizisi 0 a sol

ρ-istatistiksel yakınsak değildir. Herhangi sabit N ∈ N için x = 1
N ise

n−1≤
∣∣∣∣{k ≤ n : ρ(

1
N
,
1
k
)≥ 1

N
}
∣∣∣∣≤ n

olduğundan limn→∞
1
n

∣∣{k ≤ n : ρ( 1
N ,

1
k )≥

1
N}
∣∣ = 1 elde edilir. O halde

(1
n

)
dizisi

herhangi N ∈ N için 1
N ye sol ρ-istatistiksel yakınsak değildir (Bu x 6= 0 durumudur).

Dolayısıyla
(1

n

)
dizisi sol ρ-istatistiksel yakınsak değildir. Buna rağmen

( 1
2n

)
alt dizisi

sol ρ-istatistiksel yakınsaktır. Her n ∈ N için ρ
(
0, 1

2n

)
= 1

2n olduğundan
( 1

2n

)
alt dizisi 0

a sol ρ-yakınsaktır ve bu nedenle 0 a sol ρ-istatistiksel yakınsaktır.

Yukarıda verilen iki örnekten sol ρ-istatistiksel yakınsak ve zayıf sol K-istatistiksel

Cauchy dizileri arasında bir ilişki olmadığı görülür. Ayrıca aşağıdaki sonuç verilebilir.

Sonuç 4.14. Bir zayıf sol K-istatistiksel Cauchy dizisi ya da sol ρ-istatistiksel Cauchy

dizisinin sol ρ-istatistiksel yakınsak alt dizisi olmasına rağmen dizinin kendisi sol

ρ-istatistiksel yakınsak olmak zorunda değildir.
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Tanım 4.15. (X ,ρ) asimetrik metrik uzay ve A, X in bir alt kümesi olsun.

Clst(A) = {x ∈ X : x noktasına sol ρ-istatistiksel yakınsak bir dizi vardır}

kümesine A kümesinin istatistiksel kapanışı denir.

Lemma 4.16. Clst(A) =Cl(A) dır.

İspat. Keyfi x ∈Cl(A) için X de x noktasına sol ρ-yakınsak olacak şekilde bir (xn) dizisi

vardır. Buradan (xn) aynı zamanda x noktasına sol ρ-istatistiksel yakınsak olacağından

x ∈Clst(A) elde edilir. Clst(A) ⊆Cl(A) durumu Sonuç 4.10 dan elde edilir. Böylece

Clst(A) =Cl(A) sonucuna varılır.

Şimdi asimetrik metrik uzayda bir dizinin sol ρ-istatistiksel limit noktası tanımı

verilecektir. Dizinin sol ρ-limit noktası o noktaya sol ρ- yakınsak olacak şekilde bir

alt dizisinin mevcut olması şeklinde tanımlanır. Eğer dizinin sol ρ-istatistiksel limit

noktası o noktaya sol ρ-istatistiksel yakınsak olacak şekilde bir alt dizisinin mevcut

olması şeklinde tanımlanırsa bu tanım Sonuç 4.10 a göre sol ρ-limit noktası tanımı ile

aynı olur. Dolayısıyla bir dizinin sol ρ-istatistiksel limit noktası tanımı aşağıdaki şekilde

verilmiştir.

Tanım 4.17. (X ,ρ) asimetrik metrik uzay, x ∈ X ve (xn) bu uzayda bir dizi olsun. Eğer

N nin doğal yoğunluğu sıfırdan büyük ya da mevcut olmayacak şekilde bir {n1 < n2 <

... < nk < ...} alt kümesi varsa ve (xn) nin (xnk) alt dizisi, x noktasına sol ρ-yakınsak

oluyorsa x ∈ X noktasına (xn) dizisinin sol ρ-istatistiksel limit noktası denir.

Λρ(xn) ile (xn) dizisinin tüm sol ρ-istatistiksel limit noktaları kümesi gösterilecektir.

Lρ(xn) ile (xn) dizisinin tüm sol ρ-limit noktaları kümesi gösterilecektir. Eğer x noktası

(xn) dizisinin sol ρ-istatistiksel limit noktası ise aynı zamanda sol ρ-limit noktası olduğu

açıktır. Fakat karşıtı doğru değildir.
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Örnek 4.18. Örnek 4.2 de verilen asimetrik metrik uzay alınsın. (xn) dizisi

xn =


1, n = m2 ise (m ∈ N)

0, n 6= m2 ise

şeklinde tanımlansın. Not 4.3 den Lρ(xn) = [0,∞) ve Λρ(xn) = [1,∞) elde edilir. (xn)

dizisinin x < 0 için x noktasına sol ρ-yakınsak alt dizisi bulunmadığından Lρ(xn) = [0,∞)

olduğu açıktır. x < 1 reel sayısı (xn) dizisinin sol ρ-istatistiksel limit noktası olamaz.

Aksine N nin doğal yoğunluğu sıfır olmayan bir {n1 < n2 < ... < nk < ...} alt kümesinin

ve (xn) dizisinin x noktasına sol ρ-yakınsak bir (xnk) alt dizisinin var olduğu kabul

edilsin. ε = 1−x
2 ve k0 ∈N olsun. Bir m ∈N için nk = m2 olacak şekilde bir nk > k0 sayısı

seçilirse ρ(x,xnk) = 1−x> ε elde edilir. Bu ise bir çelişkidir. Dolayısıyla Λρ(xn) = [1,∞)

olmalıdır.

Sonuç 4.19. Λρ(xn)⊆ Lρ(xn) kapsaması kesin olarak sağlanır.

Not 4.20. (X ,ρ) asimetrik metrik uzayında x∈ X noktası (xn) dizisinin ρs metriğine göre

istatistiksel limit noktası ise x noktası (xn) dizisinin sol ρ-istatistiksel limit noktasıdır.

Örnek 4.21. Örnek 4.2 de verilen asimetrik metrik uzayında (xn) = (−n) dizisi alınsın.

ρs mutlak değer metriği olduğundan Λρs(xn) = /0 dir. Şimdi Λρ(xn) = R olduğu

gösterilecektir. x ∈ [−1,∞) ise her n ∈ N için ρ(x,xn) = 0 dır. Eğer x ∈ (−∞,−1)

ise [[x]] ifadesi x e eşit ya da x den küçük en büyük tamsayıyı göstermek üzere n≥ |[[x]]|

için ρ(x,xn) = 0 olur. Dolayısıyla her reel sayı (xn) dizisinin sol ρ-istatistiksel limit

noktasıdır.

Sonuç 4.22. Λρs(xn)⊆ Λρ(xn) kapsaması kesin olarak sağlanır.

Şimdi asimetrik metrik uzayda bir dizinin sol ρ-istatistiksel yığılma noktası tanımı

verilecektir.

Tanım 4.23. (X ,ρ) asimetrik metrik uzay, x ∈ X ve (xn) bu uzayda bir dizi olsun. Eğer

her ε > 0 için {n : xn ∈Bρ(x,ε)} kümesinin doğal yoğunluğu sıfırdan farklı ise x noktasına

(xn) dizisinin sol ρ-istatistiksel yığılma noktası denir.
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Γρ(xn) ile (xn) dizisinin tüm sol ρ-istatistiksel yığılma noktaları kümesi gösterilecektir.

Teorem 4.24. (X ,ρ) asimetrik metrik uzay, (xn) bu uzayda bir dizi ve K τρ topolojisine

göre X in kompakt bir alt kümesi olsun. Eğer {n : xn ∈ K} kümesinin doğal yoğunluğu

sıfır değil ise K∩Γρ(xn) 6= /0 dır.

İspat. Aksine K ∩Γρ(xn) = /0 olduğu kabul edilsin. Bu durumda herhangi z ∈ K için

δ ({n ∈ N : xn ∈ Bρ(z,εz)}) = 0 olacak şekilde bir εz > 0 sayısı vardır. K kümesi

τρ -kompakt ve {Bρ(z,εz) : z ∈ K,εz > 0} ailesi K kümesinin ρ-açık örtüsü olduğundan

bir zi ∈ K ve εzi > 0 (i = 1, ...,m) için K ⊆
⋃m

i=1 Bρ(zi,εzi) dir. Böylece xn ∈ K

olan herhangi n ∈ N için xn ∈ Bρ(zi0,εzi0
) olacak şekilde bir i0 ∈ {1, ...,m} bulunur.

Buradan {n : xn ∈ K} ⊆
⋃m

i=1{n : xn ∈ Bρ(zi,εzi)} kapsaması elde edilir. Dolayısıyla

δ ({n ∈ N : xn ∈ K}) ≤ ∑
m
i=1 δ ({n ∈ N : xn ∈ Bρ(zi,εzi)}) = 0 olur. Bu ise teoremin

hipotezi ile çelişir. O halde K∩Γρ(xn) 6= /0 olmalıdır.

Tanım 4.25. [12] Bir asimetrik metrik uzayda her sol ρ-Cauchy dizisinin sol ρ-yakınsak

alt dizisi varsa yani her sol ρ-Cauchy dizisinin sol ρ-limit noktası varsa bu uzaya dizisel

tam denir.

Şimdi asimetrik metrik uzayda istatistiksel Cauchy dizileri ve tamlık ile ilgili bazı sonuçlar

verilecektir.

Teorem 4.26. (X ,ρ) asimetrik metrik uzayının dizisel tam olması için gerek ve yeter

şart X de her sol ρ-istatistiksel Cauchy dizisinin sol ρ-istatistiksel yakınsak alt dizisinin

olmasıdır.

İspat. X dizisel tam ve (xn) dizisi X de sol ρ-istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Sonuç 4.10

a göre (xn) dizisinin sol ρ-Cauchy alt dizisi vardır. X in dizisel tamlığı bu alt dizinin sol

ρ-yakınsak ve bu nedenle sol ρ-istatistiksel yakınsak alt dizisinin var olmasını gerektirir.

Tersine (xn) dizisi X de sol ρ-Cauchy dizisi olsun. Dolayısıyla (xn) sol ρ-istatistiksel

Cauchy dizisidir. Hipotez gereği (xn) nin sol ρ-istatistiksel yakınsak alt dizisi vardır.

Sonuç 4.10 a göre (xn) nin sol ρ-yakınsak alt dizisi vardır. Bu durum X in dizisel tam

olduğunu gösterir.
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Teorem 4.27. (X ,ρ) asimetrik metrik uzayında her sol ρ-istatistiksel Cauchy dizisinin

sol ρ-istatistiksel limit noktası varsa X dizisel tamdır.

İspat. (xn) dizisi X de sol ρ-Cauchy dizisi olsun. Dolayısıyla (xn) sol ρ-istatistiksel

Cauchy dizisidir. Hipotez gereği (xn) nin X de sol ρ-istatistiksel limit noktası vardır.

Dolayısıyla (xn) nin sol ρ-limit noktası vardır. Sonuç olarak X dizisel tamdır.

Teorem 4.28. (X ,ρ) asimetrik metrik uzayının sol K-tam olması için gerek ve yeter şart

X deki her sol K-istatistiksel Cauchy dizisinin sol ρ-istatistiksel yakınsak olmasıdır.

İspat. X sol K-tam ve (xn) bu uzayda sol K-istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Teorem 4.9

a göre (xnk), (xn) dizisinin sol K-Cauchy alt dizisi olacak şekilde N nin δ (K) = 1 olan bir

K = {n1 < n2 < ... < nk...} alt kümesi vardır. Dolayısıyla bu alt dizi sol ρ-yakınsaktır.

Teorem 4.9 dan (xn) dizisinin sol ρ-istatistiksel yakınsak olduğu elde edilir.

Tersi için (xn) dizisi X de bir sol K-Cauchy dizisi olsun. Dolayısıyla (xn) dizisi X de

sol K-istatistiksel Cauchy dizisidir ve hipotezden sol ρ-istatistiksel yakınsaktır. Sonuç

4.10 a göre (xn) nin sol ρ-yakınsak alt dizisi vardır. Önerme 2.67 1) e göre (xn) dizisi sol

ρ-yakınsaktır. O halde X sol K-tamdır.

Teorem 4.29. (X ,ρ) asimetrik metrik uzayında her sol K-istatistiksel Cauchy dizisinin

sol ρ-istatistiksel yakınsak olması için gerek ve yeter şart bu uzaydaki her zayıf sol

K-istatistiksel Cauchy dizisinin sol ρ-istatistiksel yakınsak olmasıdır.

İspat. X de her sol K-istatistiksel Cauchy dizisi sol ρ-istatistiksel yakınsak olsun. Teorem

4.28 den X in sol K-tam olduğu elde edilir. Buna denk olarak X zayıf sol K-tamdır. (xn),

X de keyfi bir zayıf sol K-istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Teorem 4.28 in ispatında

açıklandığı gibi (xn) sol ρ-istatistiksel yakınsaktır.

Asimetrik metrik uzayda her sol K-istatistiksel Cauchy dizisi aynı zamanda zayıf sol

K-istatistiksel Cauchy dizisi olduğundan bu teoremin tersinin ispatı açıktır.

Asimetrik metrik uzayda zayıf sol K-Cauchy ya da sol ρ-yakınsak dizilerin aksine zayıf

sol K-istatistiksel Cauchy ya da sol ρ-istatistiksel yakınsak dizilerin terimlerinden oluşan

küme dış ön kompakt olmayabilir.
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Örnek 4.30. X = R üzerinde ρ asimetrik metriği

ρ(x,y) =

 y− x, x≤ y ise

1, x > y ise

şeklinde tanımlansın. Her k ∈ N için

xk =


k, k = m2 ise (m ∈ N)

0, k 6= m2 ise

olmak üzere (xk) dizisi verilsin. Herhangi ε > 0 için {k : ρ(0,xk) < ε} ⊇ {k :

k 6= m2,m ∈ N} kapsaması sağlanır. Buradan limn→∞
1
n |{k ≤ n : ρ(0,xk)< ε}| ≥

limn→∞
1
n

∣∣{k ≤ n : k 6= m2,m ∈ N}
∣∣ = 1 elde edilir. Bu durum (xk) dizisinin sol

ρ-istatistiksel yakınsak ve aynı zamanda zayıf sol K-istatistiksel Cauchy dizisi olduğunu

gösterir. Diğer tarafdan {xk : k ∈ N} kümesi herhangi x ∈ X için sonlu sayıda Bρ(x, 1
2) =

[x,x+ ε) ρ-yuvarı tarafından örtülemeyeceğinden dış ön kompakt değildir (bu nedenle

ön kompakt da olamaz).

Herhangi x ∈ R için x+1 < m2 olacak şekilde m ∈ N sayısı bulunabilir. Böylece n≥ m

olmak üzere k = n2 olan her k ∈ N için ρ(x,xk) > 1 elde edilir. O halde (xk) dizisi sol

ρ-Cauchy dizisi değildir. Dolayısıyla (xk) dizisi ne zayıf sol K-Cauchy dizisidir ne de sol

ρ-yakınsaktır.

Tanım 4.31. (X ,ρ) asimetrik metrik uzayında her dizinin sol ρ-istatistiksel yakınsak alt

dizisi varsa X asimetrik metrik uzayına istatistiksel dizisel kompakttır denir.

Teorem 4.32. (X ,ρ) asimetrik metrik uzayının istatistiksel dizisel kompakt olması için

gerek ve yeter şart dizisel kompakt olmasıdır.

İspat. X istatistiksel dizisel kompakt asimetrik metrik uzay ve (xn) bu uzayda bir dizi

olsun. Bu durumda (xn) dizisinin sol ρ-istatistiksel yakınsak alt dizisi vardır. Sonuç 4.10

e göre bu alt dizinin sol ρ-yakınsak alt dizisi vardır. Bu durum X in dizisel kompakt

olduğunu gösterir.
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Tersi açıktır.

Metrik uzayların aksine asimetrik metrik uzaylarda kompaktlık ve dizisel kompaktlık

farklı kavramlardır. (Dizisel) Kompakt topolojik uzayın sayılabilir kompakt olduğu ve

eğer sayılabilir kompakt topolojik uzay birinci sayılabilirlik aksiyomunu sağlıyorsa bu

durumda dizisel kompakt olduğu bilinmektedir. Dolayısıyla bir asimetrik metrik uzayda

x merkezli ve n ∈ N için 1
n yarıçaplı ρ-açık yuvarların ailesi x noktasının sayılabilir

komşuluklar bazını oluşturduğundan dizisel kompaktlık ve sayılabilir kompaktlık

asimetrik metrik uzaylarda denk kavramlardır. Diğer yandan dizisel kompakt olup

kompakt olmayan asimetrik metrik uzaylar vardır. Ayrıca Önerme 2.78 e göre ön kompakt

ve sayılabilir kompakt asimetrik metrik uzay kompakttır.

Teorem 4.33. (X ,ρ) ön kompakt asimetrik metrik uzay olsun. X deki her sol

ρ-istatistiksel Cauchy dizisi sol ρ-istatistiksel yakınsak ise X kompakttır.

İspat. (xn), X de bir dizi olsun. X ön kompakt olduğundan sol ρ-istatistiksel Cauchy alt

dizisi vardır. Hipotez gereği bu alt dizi sol ρ-istatistiksel yakınsaktır. Sonuç 4.10 dan (xn)

nin sol ρ-yakınsak alt dizisi vardır. Dolayısıyla X kompakttır.

Teorem 4.34. (X ,ρ) asimetrik metrik uzayı ön kompakt ise bu uzayda her dizinin sol

ρ-istatistiksel Cauchy alt dizisi vardır.

Eğer X sayılabilir ve X deki her dizinin sol ρ-istatistiksel Cauchy alt dizisi varsa X ön

kompakttır.

İspat. X ön kompakt ise X deki her dizinin sol ρ-Cauchy alt dizisinin var olduğu

Önerme 2.74 den bilinmektedir. Her sol ρ-Cauchy dizisi sol ρ-istatistiksel Cauchy dizisi

olduğundan X de her dizinin sol ρ-istatistiksel Cauchy alt dizisi vardır.

Tersine, X sayılabilir ve X de her dizinin sol ρ-istatistiksel Cauchy alt dizisi varsa Sonuç

4.10 a göre sol ρ-Cauchy alt dizisi vardır. Buradan X in ön kompakt olduğu elde edilir.

Teorem 4.35. (X ,ρ) asimetrik metrik uzayının kalıtımsal olarak ön kompakt olması

için gerek ve yeter şart X de her dizinin zayıf sol K-istatistiksel Cauchy alt dizisinin

bulunmasıdır.
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İspat. Eğer X kalıtımsal olarak ön kompakt ise Teorem 2.76 ya göre her dizinin zayıf sol

K-Cauchy alt dizisi vardır. Dolayısıyla zayıf sol K-istatistiksel Cauchy alt dizisi vardır.

Tersi Sonuç 4.10 kullanılarak görülür.

4.2. ASİMETRİK METRİK UZAYLARDA TOPLANABİLME İLE İLGİLİ BAZI

SONUÇLAR

Bu bölümde asimetrik normlu uzaylar üzerinde toplanabilme teoremleri ile ilgili bazı

sonuçlar verilecektir.

Öncelikle asimetrik metrik uzaylardaki gibi bir asimetrik normlu uzayda istatistiksel

yakınsaklık tanımı verilecektir.

Tanım 4.36. (X , p) asimetrik normlu uzay, x ∈ X ve (xn) bu uzayda bir dizi olsun.

Eğer her ε > 0 için δ ({n ∈ N : p(xn− x)≥ ε}) = 0 ya da buna denk olarak δ ({n ∈ N :

p(xn− x) < ε}) = 1 oluyorsa (xn) dizisi x ∈ X noktasına sol p-istatistiksel yakınsaktır

denir.

Tanım 4.37. (X , p) asimetrik normlu uzay, x ∈ X ve (xn) bu uzayda bir dizi olsun. Eğer

(x1+...+xn
n ) dizisi x ∈ X noktasına sol p-yakınsak ise (xn) dizisi x e Cesàro toplanabilirdir

denir.

Teorem 4.38. (X , p) asimetrik normlu uzay ve (xn) bu uzayda bir dizi olsun. Eğer

(xn) dizisi sıfıra sol p-istatistiksel yakınsak ve p-sınırlı ise (xn) dizisi sıfıra Cesàro

toplanabilirdir.

İspat. (xn) dizisinin sıfıra sol p-istatistiksel yakınsak ve p-sınırlı olduğu kabul edilsin. Bu

durumda herhangi ε > 0 için A(n) = {k≤ n : p(xk)≥ ε

2} olmak üzere limn→∞
1
n |A(n)|= 0

dır. Ayrıca her k ∈ N için p(xk) ≤ M olacak şekilde bir M > 0 reel sayısı bulunabilir.

Böylece yeterince büyük n değerleri için

p(
x1 + ...+ xn

n
)≤ 1

n
(p(x1)+ ...+ p(xn))

≤ 1
n

(
|A(n)|M+(n−|A(n)|)ε

2

)
≤ |A(n)|

n
M+

ε

2
< ε
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elde edilir. Bu durum (x1+...+xn
n ) dizisinin sıfıra sol p-yakınsak olduğunu gösterir.

Sonuç 4.39. Eğer (xn) dizisi bir x∈X noktasına sol p-istatistiksel yakınsak ve sol p-sınırlı

ise (xn) dizisi x e Cesàro toplanabilirdir.

Tanım 4.40. (X , p) asimetrik normlu uzay, x ∈ X ve (xn) bu uzayda bir dizi olsun. Eğer

limn→∞
1
n ∑

n
k=1 p(xk− x) = 0 ise (xn) dizisi x e kuvvetli toplanabilirdir denir.

Teorem 4.41. (X , p) asimetrik normlu uzay, x ∈ X ve (xn) bu uzayda bir dizi olsun. Eğer

(xn) dizisi x e kuvvetli toplanabilir ise (xn) dizisi x e sol p-istatistiksel yakınsaktır.

İspat. Herhangi ε > 0 için aşağıdaki eşitsizlik sağlanır:

ε

n
|{k ≤ n : p(xk− x)≥ ε}| ≤ 1

n

n

∑
k=1,p(xk−x)≥ε

p(xk− x)≤ 1
n

n

∑
k=1

p(xk− x).

Hipotezden yeterince büyük n değerleri için 1
n ∑

n
k=1 p(xk − x) < ε2 olduğu görülür.

Buradan limn→∞
1
n |{k ≤ n : p(xk− x)≥ ε}|= 0 elde edilir. Bu (xn) dizisinin x noktasına

sol p-istatistiksel yakınsak olduğunu gösterir.

Teorem 4.42. (X , p) asimetrik normlu uzay, x ∈ X ve (xn) bu uzayda bir dizi olsun. Eğer

(xn) dizisi x noktasına sol p-istatistiksel yakınsak ve p-sınırlı ise (xn) dizisi x noktasına

kuvvetli toplanabilirdir.

İspat. (xn) dizisi p-sınırlı olduğundan her n ∈ N için p(xn− x) ≤M olacak şekilde bir

M > 0 sayısı vardır. Ayrıca (xn) dizisi x noktasına sol p-istatistiksel yakınsak olduğundan

her ε > 0 için A(n) = {k≤ n : p(xk−x)≥ ε

2} olmak üzere n≥ n0 olduğunda |A(n)|n < ε

2M

olacak şekilde bir n0 ∈ N sayısı bulunabilir. Sonuç olarak

1
n

n

∑
k=1

p(xk− x)≤ 1
n

(
(n−|A(n)|)ε

2
+ |A(n)|M

)
<

ε

2
+

ε

2M
M = ε

eşitsizliğinden (xn) dizisinin x e kuvvetli toplanabilir olduğu görülür.

Sonuç 4.43. (X , p) asimetrik normlu uzay, x ∈ X ve (xn) bu uzayda p-sınırlı bir dizi

olsun. (xn) dizisinin x e sol p-istatistiksel yakınsak olması için gerek ve yeter şart (xn)

dizisinin x e kuvvetli toplanabilir olmasıdır.
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5. İSTATİSTİKSEL BOURBAKI CAUCHY DİZİLERİ

Bu bölümde N nin bir alt kümesinin doğal yoğunluğu kavramı kullanılarak metrik

uzaylarda istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi tanımı verilecektir. Daha sonra daha

önceden tanımlanmış diziler ile bu yeni diziler arasındaki ilişkiler incelenecektir. Ayrıca

bir metrik uzayın Bourbaki tam olmasına denk bir şart verilecektir.

Çalışma boyunca χA doğal sayılar kümesinin bir A alt kümesi için karakteristik fonksiyonu

gösterecektir. Yani

χA(k) =

 1 , k ∈ A

0 , k /∈ A

şeklinde tanımlıdır.

Tanım 5.1. (X ,d) bir metrik uzay ve (xn) bu uzayda bir dizi olsun. Eğer her ε > 0

için δ{n ∈ N : xn /∈ Bm
d (x,ε)}= 0 ya da buna denk olarak δ{n ∈ N : xn ∈ Bm

d (x,ε)}= 1

olacak şekilde bir m∈N sayısı ve bir x ∈ X elemanı bulunuyorsa (xn) dizisine istatistiksel

Bourbaki-Cauchy dizisi denir.

Tanım 2.40 ve Tanım 5.1 den metrik uzayda her Bourbaki-Cauchy dizisinin aynı

zamanda bir istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi olduğu görülür. Fakat aşağıdaki

örnekte gösterildiği gibi bir istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi Bourbaki-Cauchy dizisi

olmayabilir. Bu iki Cauchy dizisi arasındaki en önemli fark Bourbaki-Cauchy dizisi metrik

anlamda sınırlı olurken istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi genel olarak sınırlı olmak

zorunda değildir. Ayrıca eğer bir X metrik uzayında (xn) istatistiksel Bourbaki-Cauchy

dizisi ise herhangi ε > 0 için

δ ({n ∈ N : xn ∈ Bd(x,mε)})≥ δ ({n ∈ N : xn ∈ Bm
d (x,ε)}) = 1

olacak şekilde x ∈ X ve m ∈ N sayısı bulunabildiğinden (xn) dizisi istatistiksel sınırlıdır.
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Örnek 5.2. R üzerinde mutlak değer metriği verilsin. (xn) dizisinin terimleri her n ∈ N

için

xn =

 n , n bir asal sayı ise,

1 , n bir asal sayı değil ise

şeklinde tanımlansın. Asal sayılar kümesinin yoğunluğu sıfır olduğundan (bkz. [108]) bu

dizi istatistiksel Cauchy dizisidir. Dolayısıyla (xn) dizisi istatistiksel Bourbaki-Cauchy

dizisidir. Fakat bu dizi mutlak değer metriğine göre sınırlı olmadığından Bourbaki-Cauchy

dizisi değildir.

Metrik uzayda bir dizinin istatistiksel yakınsak olması dizinin istatistiksel

Bourbaki-Cauchy dizisi olmasını gerektirir. Fakat metrik uzaylarda istatistiksel yakınsak

olmayıp istatistiksel Bourbaki-Cauchy olan diziler vardır.

Örnek 5.3. R üzerinde mutlak değer metriği ve ((−1)n) dizisi verilsin. Bu dizi

Bourbaki-Cauchy dizisidir ve dolayısıyla istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisidir. Fakat

bu dizi istatistiksel Cauchy dizisi değildir. ((−1)n) dizisinin istatistiksel yakınsak alt

dizileri mevcut olmasına rağmen dizinin kendisi istatistiksel yakınsak değildir.

Bu son iki örnek Bourbaki-Cauchy dizileri için de doğru olduğu gibi bir istatistiksel

Bourbaki-Cauchy dizisinin istatistiksel yakınsak alt dizisi varsa dizinin kendisinin

istatistiksel yakınsak olması gerekmediğini gösterir. Ayrıca bu örneklerden istatistiksel

Cauchy ve Bourbaki-Cauchy dizileri arasında bir ilişki olmadığı görülür. Sonuç olarak

aşağıdaki çizenek elde edilir ve bu çizenekteki ters geçişler doğru değildir.

Cauchy =⇒ istatistiksel Cauchy

⇓ ⇓

Bourbaki-Cauchy =⇒ istatistiksel Bourbaki-Cauchy

Aşağıdaki teoremde Bourbaki-Cauchy ve istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizileri arasındaki

bazı ilişkiler verilecektir.
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Teorem 5.4. (X ,d) metrik uzay ve (xn), bu uzayda bir dizi olsun. Bu durumda aşağıdaki

ifadeler denktir.

1. (xn), X de istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisidir.

2. (xn) dizisinin δ ({n j ∈ N : j ∈ N}) = 1 olacak şekilde bir (xn j) Bourbaki-Cauchy

alt dizisi vardır.

3. (xn) dizisinin δ ({n j ∈ N : j ∈ N}) = 1 olacak şekilde bir (xn j) istatistiksel

Bourbaki-Cauchy alt dizisi vardır.

İspat. (1⇒ 2) (xn) dizisi X de istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi olsun. A1 = {k ∈

N : xk ∈ Bm1
d (xi1,

1
2)} olmak üzere δ (A1) = 1 olacak şekilde bir m1 ∈ N ve i1 ∈ N vardır.

Aynı şekilde B1 = {k ∈ N : xk ∈ Bm2
d (xi2,

1
22 )} olmak üzere δ (B1) = 1 olacak şekilde

bir m2 ∈ N ve i2 ∈ N vardır. A2 = A1∩B1 olsun. Bu durumda δ (A2) = 1, A2 ⊆ A1 ve

her k1,k2 ∈ A2 için xk2 ∈ B2m2
d (xk1,

1
22 ) dir. Bu işleme aynı şekilde devam edilirse N de

δ (A j) = 1 olacak şekilde A1 ⊃ A2 ⊃ ... ⊃ A j ⊃ ... alt kümelerin azalan bir dizisi elde

edilir ve her k1,k2 ∈ A j için xk2 ∈ B2m j
d (xk1,

1
2 j ) olur. n1 ∈ A1 olsun. n2 ∈ A2 sayısı n2 > n1

ve her n ≥ n2 için 1
n ∑

n
k=1 χA2(k) > 1− 1

2 olacak şekilde seçilsin. Bu yöntemle her bir

j ∈N için n j ∈ A j olmak üzere n≥ n j olduğunda 1
n ∑

n
k=1 χA j(k)> 1− 1

j olacak şekilde N

de artan bir (n j) dizisi elde edilir. A = {k : 1≤ k≤ n1}
⋃[⋃

j∈N{k : n j < k ≤ n j+1}∩A j
]

olsun. Herhangi j ∈ N ve n j < n≤ n j+1 için 1
n ∑

n
k=1 χA(k)≥ 1

n ∑
n
k=1 χA j(k)> 1− 1

j olur.

Buradan δ (A) = 1 olduğu görülür. Verilen herhangi ε > 0 için 1
2 j0

< ε olacak şekilde bir

j0 ∈ N sayısı vardır. Sabit k ∈ A ve l > k > n j0 olan keyfi l ∈ A seçilsin. Bu durumda

k∈Ar, nr < k≤ nr+1 ve l ∈As, ns < l≤ ns+1 olacak şekilde s≥ r≥ j0 özelliğinde r,s∈N

sayıları bulunabilir. Böylece l,k ∈ Ar ve bu nedenle xl ∈ B2mr
d (xk,

1
2r )⊆ B2mr

d (xk,ε) elde

edilir. Dolayısıyla (xl)l∈A aranan Bourbaki-Cauchy alt dizisidir.

(2⇒ 3) Her Bourbaki-Cauchy dizisi aynı zamanda istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi

olduğundan ispat açıktır.

(3⇒ 1) δ ({n j ∈ N : j ∈ N}) = 1 olmak üzere (xn j) dizisi (xn) dizisinin bir istatistiksel

Bourbaki-Cauchy alt dizisi olsun. Herhangi ε > 0 için A = { j ∈ N : x j ∈ Bm
d (x,ε)} ve
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Ã = {n j ∈ N : xn j ∈ Bm
d (x,ε)} olmak üzere

lim
k→∞

1
k

k

∑
j=1

χA( j)≥ lim
k→∞

1
k

k

∑
j=1

χÃ(n j) = 1,

olacak şekilde m ∈ N ve x ∈ X vardır. Buradan δ (A) = 1 elde edilir. Bu durum (xn)

dizisinin X de istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi olduğunu gösterir.

Sonuç 5.5. (X ,d) metrik uzayında her istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisinin

Bourbaki-Cauchy alt dizisi vardır.

Aşağıdaki teoremde istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi ile ilişkili Bourbaki tamlığa denk

olan bir şart ifade edilmektedir.

Teorem 5.6. (X ,d) metrik uzayının Bourbaki tam olması için gerek ve yeter şart bu

uzaydaki her istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisinin istatistiksel yakınsak alt dizisinin

bulunmasıdır.

İspat. X Bourbaki tam metrik uzay ve (xn) istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi olsun. Bu

durumda (xn) dizisinin Bourbaki-Cauchy alt dizisi vardır. X in Bourbaki tamlığından bu

alt dizinin yakınsak ve dolayısıyla istatistiksel yakınsak alt dizisi vardır.

Tersi için X de bir (xn) Bourbaki-Cauchy dizisi alınsın. Aynı zamanda bu dizi bir

istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi olduğundan hipotez gereği istatistiksel yakınsak alt

dizisi bulunur. Lemma 2.51 e göre her istatistiksel yakınsak dizinin yakınsak bir alt dizisi

vardır. Dolayısıyla X Bourbaki tamdır.

Kundu ve ark. [91] nolu çalışmada Bourbaki sınırlı metrik uzayların üç yeni

karakterizasyonu üzerine çalışmıştır. Bu amaçla çeşitli tipte fonksiyonlar kullanmışlardır.

Bu fonksiyonlardan biri bu çalışma da gerekli olan Bourbaki-Cauchy regüler

fonksiyondur.

Aşağıdaki teoremde istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizilerini koruyan ve istatistiksel

Bourbaki-Cauchy regüler fonksiyon olarak adlandırılan fonksiyonlar yardımıyla Bourbaki

tamlığın bazı yeni karakterizasyonları verilecektir. Ayrıca son teoremde bir metrik
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uzayın Bourbaki sınırlılığı bu tip fonksiyonlar yardımıyla karakterize edilecektir.

Bourbaki tamlığı karakterize etmeden önce istatistiksel Bourbaki-Cauchy regüler ve

Bourbaki-Cauchy regüler fonksiyonlar arasındaki ilişki incelenecektir.

Lemma 5.7. Bourbaki-Cauchy regüler her fonksiyon istatistiksel Bourbaki-Cauchy

regülerdir.

İspat. f : (X ,d)→ (X ′,d′) bir Bourbaki-Cauchy regüler fonksiyon ve (xn), X de bir

istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi olsun. Teorem 5.4 e göre (xn) dizisinin δ ({n j ∈ N :

j ∈ N}) = 1 olmak üzere bir (xn j) Bourbaki-Cauchy alt dizisi vardır. f fonksiyonu

Bourbaki-Cauchy regüler olduğundan ( f (xn j)) dizisi de Bourbaki-Cauchy dizisidir.

Tekrar Teorem 5.4 uygulanırsa ( f (xn)) dizisinin istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi

olduğu görülür. Dolayısıyla f fonksiyonu istatistiksel Bourbaki-Cauchy regülerdir.

Teorem 5.8. Aşağıdaki ifadeler denktir.

1. (X ,d) Bourbaki tamdır.

2. (X ,d) metrik uzayından (X ′,d′) zincirlenebilir metrik uzayına tanımlı her sürekli

fonksiyon Bourbaki-Cauchy regülerdir.

3. (X ,d) metrik uzayından (X ′,d′) zincirlenebilir metrik uzayına tanımlı her sürekli

fonksiyon istatistiksel Bourbaki-Cauchy regülerdir.

4. (X ,d) metrik uzayından R standart metrik uzayına tanımlı her sürekli fonksiyon

istatistiksel Bourbaki-Cauchy regülerdir.

İspat. (1⇒ 2) Bu kısım [99] nolu çalışmada ispatlanmıştır.

(2⇒ 3) Her Bourbaki-Cauchy regüler fonksiyon istatistiksel Bourbaki-Cauchy regüler

olduğundan ispat açıktır.

(3⇒ 4) R mutlak değer metriğine göre zincirlenebilir olduğundan ispat açıktır.

(4⇒ 1) (xn), X de Bourbaki-Cauchy dizisi olsun. (xn) dizisinin terimleri farklı olan bir

Bourbaki-Cauchy alt dizisi alınabilir. Aksi taktirde ispat açıktır. (xn) Bourbaki-Cauchy

dizisinin yakınsak alt dizisinin bulunmadığı kabul edilsin. Buradan Y = {xn : n ∈ N}

kümesinin X in kapalı alt kümesi olduğu elde edilir. Ayrıca Y sadece ayrık noktalardan
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oluştuğundan Y üzerindeki alt uzay topolojisi ayrık topolojidir. Y üzerinde reel değerli bir

g fonksiyonu her n ∈ N için g(xn) = n olarak tanımlansın. Ayrık topolojik uzay üzerinde

tanımlı her fonksiyon sürekli olduğundan g süreklidir. Teorem 2.19 Tietze genişleme

teoremine göre her n ∈ N için f (xn) = g(xn) olmak üzere sürekli bir f : (X ,ρ)→ R

fonksiyonu vardır. Fakat (xn) dizisi X de istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi olup

( f (xn)) = (n) dizisi R de istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi olmadığından bu fonksiyon

istatistiksel Bourbaki-Cauchy regüler değildir. O halde X de her Bourbaki-Cauchy

dizisinin yakınsak bir alt dizisi olmak zorundadır. Dolayısıyla X Bourbaki tamdır.

Teorem 5.9. Aşağıdaki ifadeler denktir.

1. (X ,d) metrik uzayındaki her dizinin istatistiksel Bourbaki-Cauchy alt dizisi vardır.

2. (X ′,d′) herhangi metrik uzay olmak üzere f : (X ,ρ) → (X ′,ρ ′) istatistiksel

Bourbaki-Cauchy regüler fonksiyon ise f sınırlı bir fonksiyondur.

3. (X̃ , d̃) sınırlı olmayan zincirlenebilir bir metrik uzay olmak üzere f : (X ,d)→ (X̃ , d̃)

istatistiksel Bourbaki-Cauchy regüler fonksiyon ise f sınırlı bir fonksiyondur.

4. (X ,d) metrik uzayı Bourbaki sınırlıdır.

İspat. (1⇒ 2) f : (X ,ρ)→ (X ′,ρ ′) fonksiyonunun istatistiksel Bourbaki-Cauchy regüler

olduğu fakat sınırlı olmadığı kabul edilsin. Bu durumda f (X) kümesi sınırlı olmadığından

her n∈N için ρ ′( f (xn+1), f (xi))> n (i= 1, ...,n) olacak şekilde X de bir (xn) dizisi vardır.

Hipotez gereği (xn) dizisinin istatistiksel Bourbaki-Cauchy alt dizisi vardır.

Herhangi m ∈ N ve x′ ∈ X ′ için {k ∈ N : f (xnk) ∈ Bm
d (x
′,1)} kümesi sonludur. Aksi

taktirde sabit bir p ∈ A için

Bm
d (x
′,1)⊆ B2m

d ( f (xnp),1)⊆ Bd( f (xnp),2m)

kapsaması sonsuz çoklukta k ∈ N için d′( f (xnk), f (xnp)) < 2m olmasını gerektirir.

Dolayısıyla ( f (xnk)) istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi değildir. Bu ise f fonksiyonunun

istatistiksel Bourbaki-Cauchy regüler olması ile çelişir. O halde f sınırlı bir fonksiyondur.

(2⇒ 3) İspat açıktır.
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(3⇒ 4) (X ,d) metrik uzayı Bourbaki sınırlı olmasın. Bu durumda her m ∈ N için X ,

sonlu çoklukta Bm
d (x,ε0) (x ∈ X) kümeleri ile örtülemeyecek şekilde bir ε0 > 0 sayısı

vardır. Sabit bir x0 ∈ X alınsın. Bu durumda x1 /∈ B1
d(x0,ε0) olacak şekilde bir x1 ∈ X

seçilebilir. Aynı şekilde x2 /∈ B2
d(x0,ε0)∪B2

d(x1,ε0) olacak şekilde bir x2 ∈ X seçilsin. Bu

işleme devam edilirse her j ∈ N ve i = 0, ..., j−1 için x j /∈ B j
d(xi,ε0) olacak şekilde X de

bir (x j) dizisi elde edilir. x̃0 ∈ X̃ olsun. (X̃ , d̃) metrik uzayı sınırlı olmadığından her n∈N

için d̃(x̃n, x̃0)> n olacak şekilde x̃n ∈ X̃ vardır. Şimdi f : (X ,ρ)→ (X̃ , ρ̃) fonksiyonu

f (x) =

 x̃ j , bir j ∈ N için x = x j ise

x̃0 , diğer durumlar

şeklinde tanımlanırsa f sınırlı değildir. Fakat bu fonksiyon istatistiksel Bourbaki-Cauchy

regülerdir. Gerçekten X de bir (yn) istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisi alınırsa bulunan

bu ε0 > 0 için δ ({n ∈ N : yn ∈ Bm0
d (x0,ε0)}) = 1 olacak şekilde bir m0 ∈ N sayısı ve bir

x0 ∈ X noktası vardır. Yani Bm0
d (x0,ε0) kümesi (yn) dizisinin sonsuz çoklukta terimini

içerir. Diğer tarafdan A = {n ∈ N : yn ∈ Bm0
d (x0,ε0)} olmak üzere sadece sonlu sayıda

j ∈ N için x j ∈ {yn : n ∈ A} olur. Aksi taktirde sonsuz çoklukta j0 ∈ N için

Bm0
d (x0,ε0)⊆ B2m0

d (x j0,ε0)

sağlanacağından bu (x j) dizisinin oluşturulması ile çelişir. O halde { f (yn) : n ∈ A}

kümesi X̃ nın sonlu bir alt kümesidir. Buradan herhangi ε > 0 için M = max{mn :

n ∈ A} ve her n ∈ A için mn sayısı x̃0 dan f (yn) noktasına ε-zincirin uzunluğu olmak

üzere f (yn) ∈ BM
d (x̃0,ε) elde edilir. Böylece δ (A) = 1 olmak üzere ( f (yn))n∈A alt dizisi

Bourbaki-Cauchy dizisidir. Dolayısıyla ( f (yn)) istatistiksel Bourbaki-Cauchy dizisidir.

Sonuç olarak hipotezin aksine X metrik uzayından sınırlı olmayan zincirlenebilir bir X̃

metrik uzayına sınırlı olmayan istatistiksel Bourbaki-Cauchy regüler fonksiyon bulunmuş

olur. Bu nedenle X Bourbaki sınırlı olmalıdır.

(4)⇒ (1) Teorem 2.41 den X Bourbaki sınırlı ise X deki her dizinin Bourbaki-Cauchy

alt dizisi bulunacağından istatistiksel Bourbaki-Cauchy alt dizisi de bulunur.
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6. SONUÇLAR VE ÖNERİLER

1. Metrik uzayların aksine asimetrik metrik uzaylarda Bourbaki sınırlılık ve dış Bourbaki

sınırlılık olarak iki farklı kavram tanımlanmıştır. Metrik uzaylarda bu iki kavramın

çakıştığı vurgulanmıştır. Dış Bourbaki sınırlılığın Bourbaki sınırlılıktan daha zayıf bir

özellik olduğu bir örnek üzerinde gösterilmiştir. Bourbaki sınırlılık kavramı metrik

uzaylarda olduğu gibi asimetrik metrik uzaylarda da ön kompaktlık ve sınırlılık arasında

bir özellik olarak bulunmuştur. Ayrıca asimetrik metrik uzaylarda sınırlı bir kümenin

metrik uzaylarda olduğu gibi çapının sonlu olması gerekmediği gösterilmiştir. Benzer

şekilde asimetrik normlu uzaylarda tüm bu kavramlar verilmiştir ve normlu uzaylarda

olduğu gibi (dış) Bourbaki sınırlılık ve sınırlılığın denk olduğu ifade edilmiştir. Asimetrik

metriğe göre Bourbaki sınırlı bir kümenin eşlenik asimetriğe ve asimetrinin ürettiği

metriğe göre Bourbaki sınırlı olup olmadığı araştırılmıştır. Verilen tüm ilişkiler karşıt

örneklerle desteklenmiştir. Hangi şartlar altında asimetrik metriğe, eşlenik asimetrik

metriğe ve asimetrinin ürettiği metriğe göre Bourbaki sınırlılığın denk olacağı ifade ve

ispat edilmiştir. Metrik uzaylardaki durumun aksine asimetrik metrik uzaylarda Bourbaki

sınırlı kümelerin alt kümelerinin Bourbaki sınırlı olmasının gerekmediği ve aynı şekilde

Bourbaki sınırlı kümelerin asimetrinin ürettiği topolojiye göre kapanışlarının Bourbaki

sınırlı olmasının gerekmediği gösterilmiştir. Diğer tarafdan asimetrik metrik uzayda bir

kümenin Bourbaki sınırlı olması için gerek ve yeter şartın eşlenik asimetrik metriğin

ürettiği topolojiye göre kapanışının Bourbaki sınırlı olması gerektiği ispat edilmiştir. Tez

çalışmasının devamında asimetrik metrik uzaylarda farklı tipte Bourbaki Cauchy dizileri

tanımlanarak Bourbaki sınırlılığın bu diziler yardımıyla karakterize edilip edilemeyeceği

araştırılmıştır. Metrik uzayın Bourbaki sınırlı olması için gerek ve yeter şartın uzaydaki

her dizinin Bourbaki Cauchy alt dizisi bulunması iken bu ifadenin asimetrik metrik

uzayda herhangi bir anlamda Bourbaki Cauchy dizisi için sağlanması gerekmemektedir.

Ayrıca bu Cauchy dizileri yardımıyla asimetrik metrik uzaylarda farklı türde Bourbaki

tamlık kavramları tanımlanmış ve bu kavramlar üzerinde çalışılmıştır. Bourbaki tamlık
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ve Bourbaki sınırlılığın kompaktlık, dizisel kompaktlık ve düzgün yerel kompaktlık ile

ilişkisi incelenmiştir. Metrik uzayların aksine Bourbaki sınırlı asimetrik metrik uzayların

dizisel kompakt olmasının gerekmediği bir örnek ile gösterilmiştir.

Asimetrik metrik uzayda sol (sağ) K- Cauchy dizisi gibi sol (sağ) K-Bourbaki Cauchy

dizisi tanımı verilebilir. (X ,ρ) asimetrik metrik uzay ve (xn) bir dizi olsun. Her ε > 0

için n ≥ r ≥ n0 olduğunda xn ∈ Bm
ρ (xr,ε) (xn ∈ Bm

ρ̄
(xr,ε)) olacak şekilde n0 ∈ N ve

m ∈ N sayıları bulunuyorsa (xn) dizisine sol (sağ) K-Bourbaki Cauchy dizisi denir. Sol

(sağ) K-Bourbaki Cauchy dizileri zayıf sol (sağ) K-Bourbaki Cauchy ve sol ρ-Bourbaki

Cauchy dizilerinden farklıdır. Örnek 3.8 de verilen asimetrik metrik uzay ve (wn) =

(0,1, 1
2 , ...,

1
n , ...) dizisi alınırsa her n ∈N için ρ(w1,wn) = 0 olacağından (wn) dizisi zayıf

sol K-Cauchy ve bu nedenle de zayıf sol K-Bourbaki Cauchy dizisi olur. Fakat s > r > 1

ve m ∈ N için ws /∈ Bm
ρ (wr,

1
2) = [wr,1] olduğundan bu dizi sol K-Bourbaki Cauchy dizisi

değildir. Metrik uzaylarda bu şekilde üç farklı Bourbaki Cauchy dizisi tanımlamaya

gerek olmadığına dikkat edilmelidir. Benzer şekilde uzaydaki her sol K-Bourbaki Cauchy

dizisinin sol ρ-yakınsak alt dizisinin bulunmasıyla sol K-Bourbaki tamlık tanımlanabilir.

Metrik uzayda kompaktlık tamlığa ve ön kompaktlığa denk olduğu gibi kompaktlık

Bourbaki tamlığa ve Bourbaki sınırlılığa denktir. Asimetrik metrik uzayda ise kompaktlık

sol K-tamlığa ve ön kompaktlığa denktir. Bununla beraber kompaktlığın sol K-Bourbaki

tamlığa ve Bourbaki sınırlılığa denk olup olmadığı araştırılabilir. İkinci olarak zayıf sol

K-tamlığın sol K-tamlığa denk olduğu gibi zayıf sol K-Bourbaki tamlığın sol K-Bourbaki

tamlığa denk olup olmadığına bakılabilir.

Tüm bu kavramlar asimetrik düzgün uzaylar üzerinde çalışılabilir.

2. Asimetrik metrik uzaylarda bir dizinin istatistiksel limitinin tek olmadığı gösterilmiştir.

Belli bir anlamda istatistiksel Cauchy dizisinin aynı anlamda Cauchy alt dizisi

bulunmaktadır. Zayıf sol K-istatistiksel Cauchy ve sol ρ-istatistiksel Cauchy dizisinin

sol ρ-istatistiksel yakınsak alt dizisi bulunması gerekmez. Bir dizinin sol ρ-istatistiksel

limit noktaları kümesi sol ρ-limit noktaları kümesi tarafından kesin olarak kapsanır. Bir

asimetrik metrik uzayın dizisel tam olması için gerek ve yeter şart uzaydaki her sol
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ρ-istatistiksel Cauchy dizisinin sol ρ-istatistiksel yakınsak alt dizisinin bulunmasıdır.

Asimetrik metrik uzayda her sol ρ-istatistiksel Cauchy dizisinin sol ρ-istatistiksel limit

noktası varsa uzay dizisel tamdır. Bir asimetrik metrik uzayın sol K-tam olması için

gerek ve yeter şart uzaydaki her sol K-istatistiksel Cauchy dizisinin sol ρ-istatistiksel

yakınsak olmasıdır. Uzaydaki her sol K-istatistiksel Cauchy dizisinin sol ρ-istatistiksel

yakınsak olması için gerek ve yeter şart her zayıf sol K-istatistiksel Cauchy dizisinin

sol ρ-istatistiksel yakınsak olmasıdır. Ön kompakt asimetrik metrik uzayda her sol

ρ-istatistiksel Cauchy dizisi sol ρ-istatistiksel yakınsak ise uzay kompakttır. Ön kompakt

asimetrik metrik uzayda her dizinin sol ρ-istatistiksel Cauchy alt dizisi vardır. X sayılabilir

ve X deki her dizinin sol ρ-istatistiksel Cauchy alt dizisi varsa X ön kompakttır. (X ,ρ)

asimetrik metrik uzayının kalıtımsal olarak ön kompakt olması için gerek ve yeter şart X

deki her dizinin zayıf sol K-istatistiksel Cauchy alt dizisinin bulunmasıdır.

İstatistiksel yakınsaklık kavramı ve Cauchy dizileri asimetrik düzgün uzaylar üzerinde

tanımlanıp çalışılabilir.

3. Kompaktlık ile tamlık arasındaki özellikleri sağlayan metrik uzaylar yıllardır birçok

makalenin araştırma konusu olmuştur. Bunlardan en iyi bilineni Atsuji ya da UC

uzaylarıdır. Bu uzaylar üzerinde tanımlı sürekli her fonksiyon düzgün süreklidir. Bourbaki

tam metrik uzay da kompaktlık ile tamlık arasındaki özellikleri sağlayan metrik uzaylara

örnektir. Atsuji uzayının Bourbaki tam olduğu bilinmektedir. Bu tez çalışmasının

son kısmında istatistiksel Bourbaki Cauchy dizisi olarak adlandırılan dizilerin yeni bir

sınıfı tanımlanmış ve bu diziler yardımıyla Bourbaki tamlığa denk yeni bir şart ortaya

konulmuştur. Sonuç olarak Atsuji uzaylarında her dizinin istatistiksel Bourbaki Cauchy

alt dizisinin mevcut olduğu elde edilir. Ayrıca kompaktlık, Bourbaki sınırlılık ve Bourbaki

tamlıkla karakterize edilebildiğinden metrik uzayın kompakt olması için gerek ve yeter

şartın uzayın Bourbaki sınırlı ve uzaydaki her dizinin istatistiksel Bourbaki-Cauchy alt

dizisinin bulunması sonucu ortaya çıkar.
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Adı Soyadı : Merve İLKHAN
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A6. E. E. Kara, M. Daştan, M. İlkhan, On almost ideal convergence with respect to an

Orlicz function, Konuralp Journal of Mathematics, 4(2), 87-94 (2016).
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