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OZET

ILERI ITME VE GERI CEKME CAPRAZLANMIS POLIMODULLER

YAKAR, Mutluhan
Nigde Omer Halisdemir Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danigsman : Dr. Ogr. Uyesi Nurettin IRMAK

Mart 2018, 56 sayfa

Bu yiiksek lisans tezinde, Murat ALP ve Bijan DAVVAZ tarafindan tanimlanan ileri
itme ve geri ¢ekme ¢aprazlanmis polimodiiller hakkinda bilgi verilmesi amacglanmistir.
Ik olarak c¢aprazlanmis modiil kavrami incelenmistir. Daha sonra poli-gruplar ve
polimodiiller ile ilgili genel bilgiler, 6zellikleri ve Ornekleri ele alimmistir. Ayrica
konumuza temel teskil eden ¢aprazlanmis polimodiiller, Catl-Poli-Gruplar incelenmis ve
Cat'-Poli-Gruplarin geri gekmelerine deginilmistir. Tiim bu yaklagimlar gercevesinde
geri c¢cekme c¢aprazlanmis polimodiiller ve ileri itme c¢aprazlanmigs polimodiiller

incelenerek orneklenmeye caligilmistir.

Anahtar Sozciikler: Caprazlanmig Polimodiil, ileri Itme Caprazlanmis Polimodiil, Geri g¢ekme

Caprazlanmis Polimodiil.



SUMMARY

PULLBACK AND PUSHOUT CROSSED POLYMODULES

YAKAR, Mutluhan
Nigde Omer Halisdemir University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor . Asist. Prof. Dr. Nurettin IRMAK

March 2018, 56 pages

The aim of this study, give information about pushout and pullback crossed polymodules
due to ALP and DAVVAZ. Firstly the term of crossed modUle was investigated. The
short theory of Polygroup and polymodule was given. The other issue is crossed
polymodules Cat’-Polygroups and pushback Cat*-polygroups which linet he main
borders of pullback and pushout crossed polymodules According to the above

information pullback and pushout crossed polymodules and their examples were given.

Keywords: Crossed pulymodule, Pullback Crossed polymodule, Pushout Crossed polymodule



ON SOz

Bu yiiksek lisans tezinde, Murat ALP ve Bijan DAVVAZ tarafindan tanimlanan ileri

itme ve geri ¢cekme ¢aprazlanmis polimodiiller hakkinda bilgi verilmesi amaglanmustir.

[lk olarak c¢aprazlanmis modiil kavrami incelenmistir. Daha sonra poli-gruplar ve
polimodiiller ile ilgili genel bilgiler, 6zellikleri ve Ornekleri ele alinmistir. Ayrica
konumuza temel teskil eden ¢aprazlanmis polimodiiller, Catl-Poli-Gruplar incelenmis ve
Cat'-Poli-Gruplarin geri ¢ekmelerine deginilmistir. Tiim bu yaklasimlar cercevesinde
geri ¢ekme c¢aprazlanmis polimodiller ve ileri itme c¢aprazlanmis polimodiiller

incelenerek orneklenmeye calisilmistir.

Bu tezde verilen tiim bilgiler Alp ve Davvaz (Alp, 1998; Alp ve Davvaz, 2014; Alp ve
Davvaz, 2015; Davvaz, 2007b; Davvaz, 2013; Davvaz ve Alp, 2014) calismalarina
dayanmaktadir. Yapilan bu ¢alismalarin Tiirkge olarak literatiire kazandirilmasi ve farkli
grup yapilarinin gaprazlanmig modiil teorisine uygulanmasinin temel yollarin1 gostermek

ve uygulanabilir oldugunu ispatlamak amaglanmistir

Bu konunun kapilarin1 bana agarak, bu ¢alismay1 hazirlamama sebep olan, yiiksek lisans
donemim Oncesi ve sonrasinda yardimlarimi hicbir kosulda esirgemeyen degerli
hocalarim Saym Prof. Dr. Murat ALP, Dr. Ogr. Uyesi Nurettin IRMAK’a ve her
kosulda arkamda hissettigim maddi manevi destekleri i¢in sevgili anne ve babama sonsuz

tesekkiirlerimi sunarim.
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BOLUM 1
GIRIS
1.1 Genel Bilgiler

Caprazlanmis modiil kavrami J. H. C. Whitehead (1949) tarafindan kombinatoriyel
homotopi teori {izerine yaptigi calismasinda ortaya ¢ikmis ve ilk kez Whitehead (1949)
tarafindan tanimlanmistir. Caprazlanmis modiiller ve uygulamalari, kategori teori,
homotopi teori, gruplarin homoloji ve kohomolojileri, cebir, K-teori gibi bir¢cok alanda
etkinlik kazanmis ve Onemli bir yere sahip olduklar1 goriilmistiir. Caprazlanmis
modillerin, aktdr ¢aprazlanmis modiil, geri ¢cekme ¢aprazlanmis modiil, ve indirgenmis

caprazlanmis modiiller gibi farkli 6rnekleri mevcuttur (Davvaz ve Alp, 2014).

Geri ¢ekme caprazlanmis modiiller Brown ve Wensley (1995; 1996) tarafindan
tanimlanmis ve geri ¢ekme caprazlanmis modiillerle ilgili birgcok 6rnek ve uygulama

ortaya koyulmustur (Alp ve Davvaz, 2014).

fleri itme ¢aprazlanmis modiiller Korkes ve Porter (1986) tarafindan tanimlanmis ve
bu ¢alismada gaprazlanmis modiillerin giizel bir 6rnegi olarak ortaya koyulmustur. Yine
Norrie  (1990) c¢alismasinda Aktor ¢aprazlanmis modiil kavramini agiklayarak,

caprazlanmig modiillerin bir 6rnegini olusturmustur (Alp ve Davvaz, 2015).

Loday’in (1982) Cat'-gruplarin, ¢aprazlanmis modiil kategorisine denkligini fark etmesi
ile caprazlanmis modiil kategorisi yeni bir yon kazanmustir. Bilgisayar yazilimlarinin ve
matematiksel araglarin da gelistirilmesi de ¢aprazlanmis modiil kategorisine, Catl-grup
kategorisine ve aktdor caprazlanmis modiil kategorisine farkli bakis acilar
kazandirmigtir. Tim bu kategoriler GAP (Group Algorithm Programming) (Alp ve
Davvaz, 2012) XMod (Alp ve Wensley, 2007) paketiyle de hesaplanmistir (Alp ve
Davvaz, 2015).

Poli-grup teorisi, grup teorinin bir genellestirilmesi olarak ortaya ¢ikmustir. Gruplarda
iki elemanin islemlenmesinin sonucu yine grubun bir elemani iken poli-gruplarda iki
elemanin islemlenmesinin sonucu bir kiime olusturur. Poli-gruplarmn uygulamalari
geometri, latisler, kombinatorikler ve renk skalalar1 gibi matematigin bir¢ok alaninda
hayat bulmustur. Bu yiizden poli-gruplar genis bir kaynak¢aya sahiptir. Bu konudaki en
onemli yayinlardan birisi B. Davvaz (2013) tarafindan yayinlanan “Polygroup Theory



and Related Systems” isimli kitaptir ki konu ile ilgili birgok bilgi, temel tanimlari,
ornekleri ve teorinin temel sonuglarini igeren bu kitapta bulunabilir. Bu noktadan
sonraki en Onemli kavramlardan birisi poli-grup etkisidir ki Alp ve Davvaz (2015)
calismalarinda poli-grup etkisi ve poli-grup kavramlarin1 kullanarak c¢aprazlanmis

modiilleri elde etmisglerdir.

Poli-gruplar yardimiyla ¢aprazlanmis modiiller elde edilirken ortaya ¢ikan baska bir
onemli nokta da caprazlamis polimodiillerdir. Bu ¢alismada ¢aprazlanmis polimodiil
kavraminin 6zelliklerini ve 6rneklerini detayli olarak inceleyecegiz ve temel bagintilar
kullanarak gaprazlanmis polimodiil yapisi ile ¢aprazlanmis modiilleri elde edecek ve

bunlar arasindaki ¢aprazlanmis modiil morfizmini verecegiz (Alp ve Davvaz, 2015).

Caprazlanmis modiil ile ilgili diger bir dnemli uygulama da ileri itme ve geri ¢ekme
caprazlanmis modiillerin tanimlanmasi olmustur. Geri ¢ekme ¢aprazlanmis modiil
Brown ve Wensley (1995; 1996) tarafindan tanimlanmistir. Bu ¢aligmalarinda geri
¢ekme ¢aprazlanmis modiil ile ilgili bir ¢ok 6rnekleme ve uygulamayi da vermislerdir.
Baska bir Cat'-grup uygulamasi da Alp tarafindan ¢aprazlanmis modiil kategorisiyle,
Cat™-grup kategorisinin denkligi kullamlarak yapilan geri ¢ekme Cat™-grup kavramimin
olusturulmasidir. (Alp, 1998) Bu kategorilerle ilgili GAP (2012) uygulamalart yine
Alp ve Wensley (2007) tarafindan gosterilmistir. Caprazlanmis polimodiil,
caprazlanmis polimodiil uygulamalari, derivasyonlar1 ve aktdr ¢aprazlanmis modiil Alp

ve Davvaz (2014) tarafindan tanimlanmistir.

Cat'-poli-grup ve geri ¢ekme Cat™-poli-gruplari tanimlayan Loday ve Alp’in yontemleri
ile paralel diisiinceyle hareket ederek caprazlanmis polimodiilleri ve Catl-polimodﬁller
arasindaki baglantilar Alp ve Davvaz tarafindan (2014) ortaya koyulmustur. Geri
¢ekme Cat'-poli-grup kavrammi ve bunun detayli drneklerinin incelenmesi ve geri
¢ekme Cat'-poli-grup yardimiyla Cat'-grup yapisinin elde edilmesi yine ayn1 cahismada
yer almistir (Davvaz ve Alp, 2014).

Bu tezde verilen tiim bilgiler Alp ve Davvaz (Alp ve Davvaz; Alp, 1998; Alp ve
Davvaz, 2014; Alp ve Davvaz, 2015; Davvaz, 2007b; Davvaz, 2013; Davvaz ve Alp,
2014) calismalarina dayanmaktadir. Bu tezde, yapilan bu c¢alismalarin Tiirkge olarak

literatlire kazandirilmasi1 ve farkli grup yapilarinin g¢aprazlanmis modiil teorisine



uygulanmasinin temel yollarin1 gostermek ve uygulanabilir oldugunu ispatlamak

amaglanmstir.

Bu tez toplam 4 bsliimden olusmaktadir. Ikinci béliimde yukarida anlatilan ¢alismalara
paralel olarak caprazlanmis modiil kavrammin tanimi verilmistir. Ugiincii bdliimde
konumuzun temelini olusturacak olan poli-gruplar ve polimodiillerle ilgili detayli
bilgiler verilmis ve rnekleri incelenmistir. Ozellikle poli-grup, alt poli-grup, normal alt
poli-grup, giicli homomorfizm, kapali ¢ekirdek homomorfizmi, poli-grup etkisi
kavramlarmin {izerinde durulmustur. Daha sonra caprazlanmis polimodil tanimi
yapilarak on c¢aprazlanmis polimodiil tanim1 verilmistir. Son olarak Catl-POIi-gruplarln
ozellikleri incelenerek Catl-grup, Catl-POIi-grup, caprazlanmis modiil ve ¢aprazlanmis
polimodiil siniflarinin denkligi gosterilmistir. Dordiincii boliimde ise geri ¢ekme ve ileri

itme Cat™-polimodiillerin 6zellikler incelenmistir.



BOLUM 11
CAPRAZLANMIS MODULLER

Brown ve Mosa’nin cebirlerin yerine algebroidleri getirmesi ve algebroidlerin
caprazlanmis modiillerini tanimlamalar1 gibi ¢aprazlanmis modillerin  bir¢ok
uygulamasi mevcuttur. Algebroidlerin aktor ¢caprazlanmis modiilleri Alp tarafindan, geri
cekme caprazlanmis modiiller Brown ve Wensley tarafindan, algebroidlerin geri cekme
caprazlanmis modiilleri Alp tarafindan tanimlanmistir. Yart sonlu gruplarin ileri itme
caprazlanmis modiilleri Korkes ve Porter tarafindan ortaya koyulmustur. Ileri itme Cat'-
yar1 sonlu gruplar, ileri itme Cat'-Lie cebirleri ve ileri itme Cat*-degismeli cebirler Alp
ve Giirmen tarafindan gosterilmistir. Caprazlanmis modiil kategorisi ve Cat’-grup
kategorisi hakkinda daha fazla bilgi edinmek i¢in Alp ve Giirmen, (2003), Alp, (2005),
Alp, (2008a), Alp, (2008b), Brown ve Mosa, (1988), Brown ve Wensley, (1995),
Korkes ve Porter, (1986), Whitehead, (1949) incelenebilir (Alp ve Davvaz, 2015). Bir
caprazlanmis modiil insa etmek igin bir etki ve sifir homomorfizmini tanimlamaliyiz.
Bu bolimde grup etkisi ve ¢aprazlanmis modiil tanimlarini hatirlayacagiz. Bu

hatirlatmalarin hepsi poli-gruplar ekseninde ele alinacaktir.

Tammm 2.1 ((Sol) Grup Etkisi G Bir grup ve Q= Jolsun. Bir (sol) grup etkisi
7:GxQ—Q olacak sekilde tanimli ve asagidaki aksiyomlari saglayan bir sirali ikili

islemdir.

i)  Vg,heG,weQ igin

(gh,w)=7(9,7(h w)) (2.1)
i)  VoeQigin

r(e0)=0 2.2)

(Alp ve Davvaz, 2015)

Tammm 2.2 (Caprazlanmus Modiil) M ve G gruplan ile tanimlanan 0:M —G

homomorfizmi ve M {izerinde tanimli 7:GxM — M (sol) etkisinin agagidaki sartlar
saglamasi durumunda X =(M,G,0,7) bir caprazlanms mediil olarak isimlendirilir

(Brown, 1989) .



i) vYmeM, geGicin

o(°m)=ga(m)g™ (2:3)
ii) vm,m™eM igin

o = mm'mt (2.4)

Caprazlanmis modiillerin standart 6rnekleri asagidaki bigimde verilebilir.

1) G tizerindeki M normal alt grubunun, M bir G-modiil oldugundan M —G sifir

homomorfizmi, M — G merkeziyle birlikte M < G inclusiondur.

2) Eger F—E —>B belirtilen uzayda bir fibrasyon dizisi ise, temel gruplarin

indirgenmis homomorfizmi 7,F — 7,E dogal olarak bir ¢aprazlanmis modiildiir.



BOLUM Il
POLi-GRUPLAR VE POLIMODULLER
3.1 Poli-Gruplar

Poli-grup teorisi, grup teorisinin dogal bir genellemesidir. Gruplarda iki elemanin
isleme sokulmasinin sonucu yine ayni grubun bir elemani olurken, poli-gruplarda iki
elemanin isleme sokulmasiyla bir kiime olusur. Poli-gruplar geometri, latis teori,
kombinatorik ve renk skalalar1 gibi bir¢ok alanda kabul goérmiislerdir ve genis bir
kaynak¢aya sahiptir. Bu konu hakkinda detayli bilgi i¢in Davvaz (2013) tarafindan
yayimlanan (Polygrup Theory and Related Systems) isimli kaynaga bakilabilir.
Bahsedilen kitapta poli-grup teorinin, orneklerle desteklenen temel tanimlar1 ve basit
sonuglari yer almaktadir. Comer (1984) tarafindan galigilan Hipergrup uygulamalart,
poli-gruplar gibi 6zel alt siniflarda ortaya ¢ikar. Ayrica Davvaz (2012; 2013), Comer ve
Davvaz (2007) poli-gruplarin cebirsel teorisini gelistirdiler. Bir poli-grup tamamen

diizenli, kendi tizerine terslenebilen bir multigruptur (Davvaz ve Alp, 2014).

Kabul edelim ki H#9 ve Z°(H), H' mn bostan farkh tiim alt kiimelerinin kiimesi
olsun. ie(1,2,...,n) , (n eN*) igin f.:HxH —)P*(H) olacak sekilde tanimlanan

f.  fonksiyonlarina (ikili) hiper islemler denir. Vx,yeH i¢in f(x,y)

fonksiyonlarina, X ve y'nin (ikili) hiper ¢arpim denir. Genellikle n=1 ve n=2 igin

(H, | fn) cebirsel sistemi (ikili) hiper yapi olarak isimlendirilir. Mevcut sartlar

altinda f, fonksiyonlari tizerinde tamimli yari hipergruplari, hipergruplari, hiper

halkalar1 ve hiper cisimleri elde ederiz (Alp ve Davvaz, 2015).

Bazen, R=#H olmak iizere h:RxH —» 2" ( H) seklindeki  fonksiyonlar

diistiniildiigiinde dis hiperoperatorler elde edilir (Alp ve Davvaz, 2015).

Bir i¢ hiperoperator ve bir dis hiperoperatorle birlikte verilen hipermodiil, hipergruplara
bir 6rnek olarak verilebilir. Hipergruplarin uygulamalari poli-gruplar gibi 6zel alt

siiflarda ortaya ¢ikar. (Comer v.d., 1984; Davvaz, 2007a; Davvaz, 2012; Freni, 1991)

Tamim 3.1.1 Bir poli-grup birden ¢ok degerli bir sistemdir (Davvaz ve Alp, 2014).



Tamm 3.1.2 e P igin ()_1: P>P | o:PxP—)P*(P) olmak iizere

M = <P,o,e,( )7l> olarak tanimlansin. Bu durumda VX,y,zeP i¢in asagidaki

aksiyomlar saglanir (Davvaz ve Alp, 2014) .

(1) (xey)ez=xo(ye2) (3.1)
(2 EoX=Xce=X (3.2)
(3) Xe Yoz dnermesiile yeXoz ve zey ™ ox onermeleri denktir.

Burada P*(P), P’nin bos olmayan alt kiimelerinin kiimesi ve xeP ve

D+ ABcP oldugunda

AoB=|Jacb

bep
xoB={x}-B (3.3)
Ao x=Ao{x}

olur. Buradan poli-gruplarin temel durumlar1 igin asagidaki aksiyomun varligi

sOylenebilir.
Tanm 3.1.3 eexox'Nx'ex ,e'=e, (x’l)f1 =X . (3.4)

Bu bolimiin geri kalan kisminda, takip eden boliimlerdeki bilgilerin temelini
olusturacak olan poli-gruplarla ilgili unsurlar1 inceleyecegiz. Daha detayli bilgi icin
Davvaz (2013) incelenebilir. Poli-gruplarla ilgili ¢ift koset cebiri, Prenowitz cebiri, poli-
gruplarin eslenik smiflari, karakter poli-grup, poli-gruplarin genislemesi ve kromatik
poli-gruplar gibi bir¢ok 6nemli 6rnek Davvaz' in kitabinda bulunabilir (Davvaz ve Alp,
2014).

Yart dogal hipergruplar P. Corsini tarafindan tanimlanmistir. Daha sonra Corsini, P.
Bonansanga ve C. Massouros'la birlikte yar1 dogal hiper gruplarla ilgili ¢alismalarinda
dogal hiper gruplarla ilgili tim durumlar1 ortaya koymuslardir. S. Comer ise

hipergruplarin bu smifint poli-grup ismiyle tanimlayip basli basina incelemistir. Poli-



gruplarin 6nemini, Boolean ve silindirik cebirlerle iliskisini grafikler ve bagntilarla

analiz ederek vurgulamistir (Davvaz, 2007Db).

Poli-gruplarla yapay zeka arasindaki iliski G. Ligozat tarafindan ortaya konulup analiz
edilmistir. Bu sonuglarin bazilar1 (Corsini ve Leoreanu, 2003) da bulunabilir. Cift koset
hiper gruplar, kismen yar1 dogal hipergruplardir ve K. Drbohlav, D. K. Harrison ve S.
Comer tarafindan incelenmistir. Dogal hipergruplara benzer olarak, yar1 dogal

hipergruplarin alt gruplarinin da yaridogal olmasi gerekli degildir (Davvaz, 2007b)

Teorem 3.1.1 H, n-elemanli bir yar1 dogal hipergrup (poli-grup), S'de H'nin poli-grup

olmayan bir alt hiper grubu olsun. Eger

n tek sayi ise, k = ; (3.5)

n-2
n ¢ift say1 ise k = ( 2 ) (3.6)

sartin1 saglayan k sayisi igin, S en fazla k-elemanlidir (Davvaz, 2007b).

Ispat: n=2k+1 olsun. i>1 olmak iizere Snin k+i elemanli oldugunu gosterelim.

H\.S 'nin biiyiikliigii
IH\ S|=2k+1-k—i<k (3.7)

olmalhdir. Diger taraftan VxeS i¢in e birim eleman oldugundan eeH\ S ve

x e H\_S elde edilir. Buradan
IH\S|zk+i+1>k+2 (3.8)

bagintisiyla bir celiski elde edilir.

n=2k+2 olsun. i>1 olmak {izere Smin k+i elemanli oldugunu gosterelim.
Yukaridakine benzer olarak |H AN S| < k+2 elde edilip yine bir ¢eligki ortaya ¢ikar ve

Ispat tamamlanir.o

Simdi poli-gruplarin bazi 6rneklerini inceleyelim.



Ornek 3.1.1 Klasik poli-grup yapilar:

(1) Cift koset cebiri (Dresher ve Ore, 1938)

H, G grubunun alt grubu olsun. G//H = <{HgH| g eG},*, H ,’1> ile taniml1 sistem icin

(HoH )_l Hg™'H ve

(Hg,H)*(Hg,H)={Hg,hg,Hl heH} ‘dir. (3.9)

Bu durumda ¢ift koset cebiri G//H bir poli-gruptur. Dresher ve Ore (1938) tarafindan
tanimlanmistir. Ben-Yaacov’da poli-gruplarla ilgilenmistir (Ben-Yacoov, 2003). Bu
calismada gekirdeksiz poli-gruplarin, G//H ¢ift boliim uzayma denk oldugunu gosteren

bir yapisal teorem ve poli-grup y1gin teoremini elde etmistir.

Bir poli-grubun kromatik poli-grup olarak isimlendirilebilmesi i¢in bazi renk
gruplarinin renk cebirine izomorfik olmasi gereklidir. Kromatik poli-gruplarin giizel bir
ozelligi vardir. Kromatik poli-gruplar, genellestirilmis permiitasyonlarin diizenli poli-

gruplar1 gibi birebir temsili olan kesin poli-gruplardir.
(2) Prenowitz cebiri (1943)
Kabul edelim ki G, p=q olacak sekilde ki P nokta kiimesi ile birlikte, projektif

geometri olsun. p' den Q' ya kadar tiim noktalarin kiimesi pq ile gosterilsin. | ¢ P igin

vxePU{l} ve p,qeP igin
Xt =x (3.10)
l-x=X-1=X

olacak sekilde

(3.11)

p.qz{ﬁ\{p,q}, p#q
{p,1} . P=q



ile taniml P, :<P U{t}, -1 ,’l> yapist bir poli-gruptur.

(3) Poli-gruplarin, Poli-gruplarla genislemesi (Comer, 1982)
Poli-gruplarin, poli-gruplar yardimiyla genislemesi asagidaki sekilde tanimlanmustir.
Kabul edelim ki A :<A,-,e,’1> ve B:<B,-,e,f1> birer poli-grup olsun. Burada

ANB={e} olsun. A[5] :<M ,*,e,'> seklide tanimlanan yeni sistem A'nm B ile bir

genislemesidir.

M = AU B olmak Uzere

3.12
VxeMve Vx,ye M \{e} (3.12)
i¢in
e =e
x'=x" (3.13)
e*X=x*e=X
olmak lzere
X-y , X, yeA
X : xeB,yeA
X*y=3y , xeAyeB (3.14)
X-y , X,yeB,y=x"
x-yUA, X,yeB,y=x"

Bu durumda A[B] , Amm B ile bir genislemesi olarak isimlendirilen cebirsel yapt bir
poli-gruptur.
(4) Konjiigasyon sinifi poli-gruplar (Alp, 2005).

Simetrik gruplarla ilgilenirken, iki (muhtemelen) farkli koordinat sisteminden birisi,

grubun bir elemaniyla diger koordinat sistemine doniisiiyorsa, ayni fonksiyona bagl iki
simetrik operator aym smifa aittir denir. Grup teorisi dilinde bir a=gbg™ olacak

sekilde bir geG varsa, G simetrik grubunun a ve b elemanlar1 ayn1 siifa aittir
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anlamina gelir. Bu durumda a ve b esleniktir. G'nin tiim eslenik siniflarinin birlesimi G
ile gosterilir ve e, G'nin birimi olmak {izere <6, *,{e} ,‘1> sistemi bir poli-gruptur. A ve B
eslenik siniflarinin bir carpimi A*B, AB ¢arpiminin eleman eleman ¢arpimini igeren

tim eslenik siniflardan olusur. Bu hipergrup Campaigne (1940) ve Dietzman (1946)

tarafindan ¢alisilmistir.

Simdi D4 dihedral gruplar kullanarak birkag 6rnek verelim. Bu grup r'nin saat yoniiniin

tersine 90° dondiiriilmesi ve h'nin yatay yansimasiyla tiretilir. Sekiz simetriden olusur.
{1= r'r,r2=s,r3=t,h,hr =d,hr2=v,hr3= f} (3.15)

Dihedral gruplar ¢ogunlukla sanat ve dogada goz Oniine ¢ikar. Yer kaplamalarinda,
toprak kaplarda ve binalarda bulunan bir ¢ok dekoratif dizayn, dihedral gruplarin grup

simetrisini i¢erir. Dihedral grubunun D4 olmasi durumunda bes eslenik sinif olusur:
@ (sh {r,th{d, £1,{h,v} (3.16)

Bu simuflari sirasiyla Cj,-+-,C, ile gosterelim. Bu durumda D, poli-grubu

n

«leclcalc | e |ec
clclel|lc | c | c
c.lcleclc | c | c
c,|c |clcoecl c | c
c,lc|c| c |ccl| c
clclcl|ec | c |ce

olur. Tablonun nasil olusturuldugunu gostermek i¢in bir 6rnek vermemiz gerekirse,

(- C, oOrnegini gdz Oniine alalim. Bu carpimi saptamak i¢in bu eslenik siniflarmi
eleman eleman ¢arpalim. {r,t}{r,t}={s,1}= GUc, . Boylelikle &,-C, , ¢ ,C, ikKi

eslenik sinifindan olusur.
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(5) Karakter poli-gruplar (Davvaz, 2007b)

Sonlu gruplarin eslenik smiflari, sonlu gruplarin karakterleridir. X1 keyfi bir karakter
olmak iizere G ={1,,1,,....-4,} G sonlu grubunun indirgenemez karakterlerinin

kiimesi olsun. G’ nin G Karakter poli-grubu, & *&j ¢arpimi X4 eleman eleman

carpiminin indirgenemeyen igeriklerinin kiimesi olmak {izere, <G, *, A ,"1> dur. Bu G

sistemi R.Roth (1975) tarafindan incelenmistir ve G ve G yapilari arasindaki denklik

gosterilmistir.

D, incelenmeden 6nce D, dihedral grubunun indirgenemeyen bes karakterini bilmemiz
gereklidir. Bu bes karakter asagidaki karakter tablosuyla ifade edilebilir. (karakterler
eslenik smiflarinda sabit oldugundan, sadece eslenik siniflarini, tablonun iistiinden

itibaren listelemek olagandir.)

c ¢ ¢ ¢ C
X: 1 1 1 1 1
xX: 1 1 1 1 4
X: 1 1 1 1 1
X: 1 1 1 -1 A
X: 2 =2 0 0 o0

S

Poli-grup carpiminin hesaplanigmni, X, *&, carpimini goz Oniine alarak iki karakter ile

ornekleyelim. X, 'in kendisiyle noktasal ¢arpimi, asagidaki (indirgenemez olmayan)

karakterle uyum saglar.

¢ c ¢ c C

XX : 4 4 0 0 O
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Bu karakter indirgenemez karakterlerin toplami olarak sadece bir yolla yazilabilir:

X X =X+ X+ X+ X Buesitlik D, igin olusturulan poli-grup tablosunun sag alt
kosesindeki girdi ile belirtilmistir. Genelde iki karakterin A; *Aj poli-grup g¢arpimi,

A&, carpimindaki hangi karakterlerin indirgenemez karakterler oldugunu belirler. A;

karakterindeki i' yi kullanarak D, poli-grubu su sekilde olusturulur.

1 2 3 4 S
111 2 3 4 5
212 1 4 3 5
313 4 1 2 5
414 3 2 1 5
5|5 2 5 5 1234

Lemma 3.1.1 Her grup bir poli-gruptur (Alp ve Davvaz, 2015).

Tamm 3.1.4 (Alt Poli-grup) =K cP i¢in e K ve <K,o,e,(),‘1> yapist bir poli-

grup ise K" ya P'nin bir alt poli-grubu denir (Alp ve Davvaz, 2015).

Tamm 3.1.5 (Normal Alt Poli-grup) VaeP igin a‘oNeoac N olacak sekilde P'nin
bir N alt poli-grubu var ise N' ye P' nin normal alt poli-grubu denir (Alp ve Davvaz,
2015).

Tammim 3.1.6 N, P'nin alt poli-grubu ise asagidaki aksiyomlarmn saglandigi kolayca
gortilebilir (Alp ve Davvaz, 2015).

i) Vae P igin

Noa=aoN (3.17)
i) Va,b e P igin

(Nea)o(Neb)=N-acb (3.18)

iii) Vbe Noa igin
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Noa=Nob (3.19)

Tamm 3.1.7 N, P'nin bir normal alt poli-grubu olsun.

NoaeBob= {Noc ceNecaocb} (3.20)
ve
(Noea)’ = Noa™ (3.21)

olacak sekilde tanimlanan <P/ N,O,N,’1> cebirsel yapisi bir poli-gruptur (Davvaz,

2013).

Poli-gruplar arasinda birgok homomorfizmler vardir . Bu ¢alismanin devaminda sadece

giiclii homomorfizm yapisi lizerinde durulacaktir.

Tamim 3.1.8 (Gii¢lii homomorfizm) <P,o,e,’1> ve <P',*,e,*1> iki poli-grup olsun.

o:. P —>P 3.9
o(e)= (3.22)

ve

Va,beP icin 9(acb)=0(a)xd(b) (3.23)

oluyorsa 0 doniisiimiine bir gii¢lii homomorfizm denir (Alp ve Davvaz, 2015).

Tanmm 3.1.9 (izomorfizm) 0 giiclii homomorfizmi birebir ve orten ise izomorfizm

olarak isimlendirilir. Bu durumda P ve P’ izomorfiktirler denir (Alp ve Davvaz, 2015).

Tanmm 3.1.10 Giiglii homomorfizmler i¢in tanimlanan islem kiimeler i¢inde gecerlidir.

Yani &= ABcPigin f(A-B)=f(A)x f(B) olur (Alp ve Davvaz, 2015).

Tamim 3.1.11 (Gii¢li Homomorfizmin Cekirdegi) 0:P — P’ bir gii¢clii homomorfizm

olsun. Bu durumda 0 'nin ¢ekirdegi

kero={xePl o(x)=¢| (3.24)
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seklinde tanimlanir. kerd min P' nin bir alt grubu oldugu aciktir. Ancak genellikle

normali degildir (Alp ve Davvaz, 2015).

Tamm 3.1.12 (Kapah Cekirdek Homomorfizmi) Vxe P i¢in XoXx ' ckerd olmasi

durumunda 0 'ye kapah ¢ekirdek homomorfizmi denir (Davvaz, 2013).

0 kapali ¢ekirdek homomorfizmi oldugunda kerd , P'nin normali olur ve

P/ kerd=Imé seklide ifade edilebilir.

Tamm 3.1.13 <P,o,e,*1> bir poli-grup olsun. B bagmtisini, P iizerinde en kiiciik

denklik bagmtis1 olarak tanimlayalm. Oyle ki P/ g, bolim grubu, tiim denklik
smiflarinin kiimesi, bir gruptur. Bu yiizden S, P iizerinde temel denklik bagntis,

P/ . ise temel grup olarak tanimlanir (Alp ve Davvaz, 2014).

B bagmtisi iizerinde © carpimi Vz e 3, (X)O,B; (y) icin 43, (X)@ﬂ; (y) =4, (Z)
seklinde tanimlansin. Bu bagint1 Koskas (1970) tarafindan tanimlanmis ve temel olarak

Corsini ve Leoreanu, (2003) tarafindan galisilmistir.

Leoreanu-Fotea (1998), Koskas (1970) ve Freni (1991; 2004) hipergruplarla ilgili,
Vougiouklis  (1994) H, —gruplarla ve Davvaz (2010; 2012) poli-gruplarla

ilgilenmistir.

fo bagmtism  XB,Y < 7,,...,2, i¢in {X,y}cellz seklinde tanimlayalim. Freni
i=1

(1991) hipergruplar icin S =/ oldugunu ispatlamistir. Poli-gruplar da hipergruplarm

kesin alt smiflar1 oldugundan g, = B, oldugu sdylenebilir (Alp ve Davvaz, 2014).

0p :P— P/, dogal doniisiimiiniin gekirdegi, P'nin ¢ekirdegi olarak isimlendirilir ve
w, ile gosterilir. @, ile P/ B, 'in biriminin gosterildigi de sdylenebilir. Bu durumda

@, = 7 (e) ve VxeP igin A (x)" = B;(x™) oldugu asikardir (Alp ve Dawvaz, 2014).

Genellestirilmis permiitasyon yontemini kullanan Davvaz, permiitasyon gruplarini ve

bir poli-grubun bir kiime iizerindeki etkisini tanimlamistir (Davvaz, 2000).
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Caprazlanmis polimodiil tanimi igin, 6nce poli-grup etkisini tanimlamaliyiz.
3.2 Poli-grup Etkisi

Permiitasyonlarin genellestirilmesi yontemini kKullanarak Davvaz (2000) permiitasyon
gruplarin1 ve poli-gruplarin kiimeler iizerindeki etkisini tanimlamistir. Caprazlanmis
polimodiil tanimi igin poli-grup etkisi kavramina ihtiyacimiz vardir (Alp ve Davvaz,
2015).

Tamm 3.2.1 (Poli-grup Etkisi) P=(P,c,e,) bir poli-grup ve Q=@ olacak sekilde

bir kiime olsun. Asagidaki aksiyomlarin saglanmasi durumunda «: PxQ—)P*(Q)

doniisiimiine Q tizerinde (Sol) poli-grup etkisi denir (Davvaz, 2000).
i) Ve Qigin
a(e,a)) = {a)} (3.25)

i) Vg,heP ve weQigin

a(h,a(g,w))= U a(x,o) (3.26)
iii) Vg e P igin
Ua(g,a))=§2 (3.27)

iv) Vg eP icin
xea(9,y)=a(9™x) (3.28)

Ikinci aksiyomdan VoeQ icin | ] a(ho,)= ] a(x ) elde edilir. Bu durumda

wpea(g,m) xeh-g
i) ‘fw=w (3.29)

i) VAcC Qve VB c P icin
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“A=[J%ave *w=|J" o oldugunda

acA beB
(t0)="%0
i) J'w=0
wed
Iv) Vg eP icin
ach=bec’a

Ornek 3.2.1 (P,o,e, ") bir poli-grup olsun.

VX,g P icin x:=xog ™" veya x:=goxX

olarak tanimlanirsa P kendi tizerine etki eder denir (Alp ve Davvaz, 2015).

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

Ornek 3.2.2 <P,o, e,*1> bir poli-grup olsun. P bir konjiigasyonla kendi tizerine etki eder

denir (Alp ve Davvaz, 2015). Gergekten de

a @ PxP->7(P)
a(9,X) = °Xx = goXeog

-1

ile verilen fonksiyonu g6z oniine alirsak,
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(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.37a)

(3.37b)

(3.37¢)



_ U by (3.37d)

beh-g
= "o (3.37¢)
"x={Jgoxog™
i) L! Up (3.38)

=P

iv) ae®b=gobog™ ve geaogob™ oldugunda b'egtoatog olur. Bu da

beg'caog anlamina gelir.

Yukaridaki tanimin grup etkisinin bir genellemesi olduguna dikkat edilmelidir (Davvaz
ve Alp, 2014).

G bir grup ve Q bos olmayan bir kiime olsun. Bir (sol) grup etkisi, GxQ — Q bir ikili
islemi Vg,heG ve weQ i¢in asagidaki iki aksiyomu saglar (Davvaz ve Alp, 2014).

i) "0="0) (3.39)
i) ‘fw=w (3.40)

Ornek 3.2.3 <P,o,e,’1> bir poli-grup, N'de P'nin bir normal alt poli-grubu ve Q tiim

sag kosetlerin kiimesi olsun. Nox (x € P)
g(NOX)={NOZ|Z€NOXOg_1} (3.41)

olacak sekilde tanimlayalim. Q iizerinde (sol) poli-grup etkisi elde ederiz (Alp ve
Davvaz, 2015). Gergekten de

i) *(Nox)=Nox (3.42)
i) h(g(x))zh({Noz|26Noxog‘1}) (3.42)
= | {NotiteNozoh™} (3.42a)
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=INotl teNoxogtoh™ (3.42b)
{ }

- U (Ne (3.420)
="%(Nox) (3.42d)

iii) Kabul edelim ki y € P olmak iizere Noy e Q olsun. Vg e P i¢in yeaog™ olacak

sekilde bir aeP vardir. Bu da yeNocaog™ oldugu anlamma gelir. Boylelikle
Neye9(Ne-a) elde edilir. Buradan Noye [ ] ¢(Nox) elde edilir.

NoxeQ)

iV)Noxe®(Noy)=>Noye? (Nox) oldugunu gosterelim,
NeoXxe {N 07l zeNoyo g_l} oldugundan, NoXx=Noz, olacak sekilde bir
z,eNoyog™ elemant vardir. z, tanimindan g~ ey oN oz, elde edilir. Boylelikle
ytegloz;'oN ve yeNozjog olur ki yeNoxog olup N oyegfl(N °X)

anlamina gelir.
3.3 Caprazlanmis Polimodiiller

Bu bolimde c¢aprazlanmis polimodiil kavramini inceleyecegiz. Caprazlanmis
polimodiilleri tanimlayabilmek ic¢in poli-grup etkisi ve giiclii boundary doniistimii

kavramlarini incelemeliyiz.

Tamm 3.3.1 <C,*,e,‘1> ve <P,o,e,_1> poli-gruplar1,0:C — P  gii¢cli homomorfizmi

ve C iizerinde a:PxC — 7"(P) (sol) etkisinden olusan .+ =(C,P,8,a) polimodiilii

asagidaki aksiyomlari saglar (Alp ve Davvaz, 2015).

i) VceC, pePicin

o("c)=p-o(c)op* (3.43)
i) vce,c' eC icin

©c'=cxc'xc™ (3.44)
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P'nin deger kiimesi oldugu vurgulanmak istenirse AX’e ¢aprazlanmis P-polimodiil

denmelidir.

Eger 0:C — P homomorfizmi boundary doniisiimii ise C ve P poli-gruplar sirasiyla
iist poli-grup ve caprazlanms polimodiiliin temeli olarak isimlendirilirler. Bu sekilde
tanimlanan yapi bir ¢aprazlanmis polimodiil yapist olusturur ve Tanim 3.3.1” deki ilk
sartt saglar ancak ikinci sarti saglamazsa on caprazlanmis polimodiil olarak

isimlendirilir (Alp ve Davvaz, 2015).

Ornek 3.3.1 Bir konjugasyon caprazlanmis polimodiil, P' nin N normal alt poli-

grubunun bir kapsamasidir. Ozellikle herhangi bir poli-grubu igin Id, : P — P 6zdeslik

dontisimii P' nin kendi {zerindeki konjugasyonla birlikte etkisi ile birlikte bir
caprazlanmis polimodiildiir. Gergekten de bir P poli-grubunun c¢aprazlanmis polimodiil
oldugunu gosterebilmek icin iki farklt yontem vardir. Bunlar 6zdeslik doniisimii ve alt

poli-grubun kapsamasi olarak ifade edilebilir (Alp ve Davvaz, 2015).

Ornek 3.3.2 C hir P-polimodiil, C iizerinde P'nin iyi taniml bir etkisi a olsun. Sifir

homomorfizmle birlikte (C, P,O,a) bir ¢aprazlanmis polimodiil olusur(Alp ve Davvaz,

2015).

Teorem 3.3.1 Her ¢aprazlanmis modiil bir ¢aprazlanmis polimodiildiir (Davvaz ve Alp,
2014).

Ispat: Her grup bir poli-grup oldugundan teorem asikardir. o

Ornek 3.3.3 C xC, » P,xP, tanimh, ¥ x.¥, iki caprazlanms polimodiiliin direk
carpimi, 0, x0, boundary doniisiimii ile C,xC, iizerine P, xP, ile etki ettigi asikardir

(Alp ve Davvaz, 2014) .

Yukaridaki tanimin g¢aprazlanmis modiil kavraminin bir gerektirmesi olduguna dikkat

edilmelidir (Alp ve Davvaz, 2014).

Bir 4'=(M,G,0,7) caprazlanmis modiili M ve G gruplann ve 0:M —G

homomorfizmi ve M iizerine 7:GxM —>M (sol) etkisinden olusur ve asagidaki

aksiyomlar saglanir.
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i) Vme M, g eG igin

o(°m)=gg™ (3.45)
i) vmm?teM icin

MM = mm'm™ (3.46)

Caprazlanmis polimodiill aksiyomlar1 ¢ekirdek {izerinde ve giiglii boundary
doniistimiiniin goriintiisii {izerinde baz1 sinirlamalara sebep olur. (Alp ve Davvaz, 2014;

Alp ve Davvaz, 2015)

Onerme 3.3.1 A =(C,P,d,a)bir ¢aprazlanmis polimodiil olsun. Bu durumda 6(C),

P'nin bir normal alt grubudur (Alp ve Davvaz, 2015).

Ispat: 0(C) = {8(0) ce C} déniisiimiiniin P'nin bir alt poli-grubu oldugu aciktir. Kabul
edelim ki xed(C) ve peP olsun. 3ceCicinx=09(c) ve pod(c)op™ =6(""c)
olur. P’ C ve peo(c)ep™ =d(C) olup ispat tamamlanir. O

Burada bu 6nermenin sadece Tanim 3.3.1°deki birinci aksiyomla ilgili olduguna dikkat

edilmelidir ve bu 6nerme her 6n ¢aprazlanmis polimodiil i¢in gegerlidir.

Onerme 3.3.2 .V =(C, P,@,a)bir caprazlanmis polimodiil olsun.kerd , C iizerinde

merkezidir (Alp ve Giirmen, 2003).

Ispat: kero'min C'nin alt poli-grubu oldugu asikardir. Kabul edelim ki ceC ve

k ekerd olsun. Bu durumda ““c=kxcxk™ olur. Fakat o(k)=e ‘dir. Bu sebeple

e =°c=c elde edilir. Boylelikle cxk =k xcxk™ xk olup, eck™ xk oldugundan
kxcccxk elde edilir. Benzer sekilde k'xc=k'xkxcxk™ ve eek™xk

oldugundan Vk ekerd icin cxk™* ck™«c elde edilir ve cxk ckxc olup ispat

tamamlanir. O

<P,o,e,_1> bir poli-grup olsun B, bagmtisini, P iizerinde P /B, béliim grubunu denklik

siniflarimin  kiimesi olarak tanimlanan en kiigciik denklik bagimntisi bir gruptur. Bu
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durumda B,, P iizerinde temel denklik bagmtisi, P/B, temel grup olarak
isimlendirilir. ~ P/B, iizerindeki © c¢arpmu  VzePp(X)oB,(Y) icin
B;(x)@B;(y):B;(Z) seklinde tanimlansin. Bu bagmti Koskas (1970) tarafindan

gelistirilmis ve Corsini (1993) tarafindan ¢alisilmistir. (Leoreanu-Fotea (1998) ve Freni
(1991) hipergruplar, Vougiouklis (1994) H_ - gruplar, Davvaz (2010) poli-gruplar ile
ilgilenmislerdir.) (Alp ve Davvaz, 2015)

Br bagitisini su sekilde tanimlayalim.

XB,y< {X, y} c OH z, olacak sekilde z,,---,z, vardir. (3.47)

i=1

Freni (1991) hipergruplar icin B=p" oldugunu ispatlamustir. Poli-gruplar
hipergruplarin asikar alt smiflar1 oldugundan poli-gruplar icinde B, =B, elde edilir.
@, :P—>P/B, dogal doniisiimiiniin cekirdegi, P'nin (¢, tarafindan gdsterilen)
merkezi denir. o, ile P /B, " nin birimini ifade edelim. Asagidaki aksiyomlarin ispati

aciktir (Alp ve Davvaz, 2015).

Vx e P icin
i) @, =P (e) (3.48)
i) B (%) =Pp(x) (3.49)

Lemma 3.3.1 @, , P'nin bir alt poli-grubudur (Alp ve Davvaz, 2015).

Ispat: Kabul edelim ki X,yew, keyfi iki eleman olsun. Bu durumda
Bo(X)=PBo(Y)=aw, olup, PBo(xey)=Po(X)°Pp(y)=w, olur. Bdoylelikle

Xoy C w, Ve X € w, elde edilir. o
Lemma3.3.2 Vpe P igin pop™ <, 'dir (Alp ve Davvaz, 2015).

Ispat: X e po p™ keyfi bir eleman oldugunu kabul edelim. X e po p™ oldugundan
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Br(e)=PBr(X) vew, =P, (x) olur. Budax € @, olmasi anlamia gelir. o

Bundan bdyle P/B, ve C/B; temel gruplarinim ikili islemlerini sirastyla © ve ® ile

ifade edilecektir. Simdi poli-gruplarin giiclii homomorfizmlerinin ¢ekirdegi kavramini

g0z Oniine alalim.

<C,*,e,‘1>ve <P,o,e,_l> iki poli-grup , 0:C — P gii¢lii homomorfizm olsun. ¢’ nin

cekirdegi

ker'd={xeC|a(x) e w,} (3.50)
seklinde tanimlanir (Alp ve Davvaz, 2015).

Lemma 3.3.3 ker @ , C'nin bir normal alt poli-grubudur (Alp ve Davvaz, 2015).

Ispat: x,yeker’d iki keyfi eleman olsun. Bu durumda o(x),(y) e @, olur. Lemma
3.1.1. den @, , P'nin bir alt poli-grubudur. Bu yiizden xxy eker'o ve x* e kerd olur.

Kabul edelim ki ceC ve x e ker’o keyfi olsun.

8(C * Xk C_l) = 6(C) ° G(X) ° 8(0_1) C @, oldugunu gostermeliyiz.

B2 (2(c)=0(x)20(c 7)) =3 (0(6) OB (0(x)) o (0(c )

c oa(c-l)) (3.51)

e)) (weecxc)

olur ki bu da 8(C)oa(x)08(c’1)ga),, olmasi anlammna gelir. Boylelikle ispat

tamamlanir. O
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Teorem 332 ¥ =(C,P,d,a)bir caprazlanmis polimodiil olsun.ker'd bir

P/9(C) -polimodiildiir (Alp ve Davvaz, 2015).

Ispat: Pnin C iizerindeki etkisi Pmin ker'd iizerindeki etkisine indirgenebilir.
vV k eker'd igin "k eker'o olup olmadigimi kontrol etmek yeterli olacaktir. Bunun igin

6( P k) =pod(k)e p~ oldugunu géstermek yeterlidir.

B (pea(k)o p?)=; (p)oB; (2(k))oBs (p)
=B;(p) 0w, OB (P )
=B;(p)OB:(P?)

:a)P

(3.52)

olur ki bu da pod(k)ep™ =@, oldugu anlamina gelir. Bu durumda 8(pk)gwp ve
Pk e ker’d olur. Bu yiizden ker’d bir P-polimodiildiir. Onerme 3.3.2 den G(C) P'nin
bir normal alt poli-grubudur ve P/0(C) tammlanmis olur. P'nin ker’'d iizerindeki
etkisi, P/9(C)’ nin VpeP ve keker'd igin, ker'd iizerindeki “Plk = Pk etkisine
sebep olur ki buradaki ¢ doniisimi ¢:P—P/0(C) tammli dogal doniisiimdiir.

geP ve (p( p):go(q) sartlar1 saglandiginda bu etkiye iyi tanimhidir denilebilir.
Boylelikle

Ak = 2D
={ Xk|Xe(/)(q)}

={"kIxeo(p)| (3.53)
_(ﬂ(P)k

=Pk
olur ve ispat tamamlanir. O

Bu teorem Tanim 3.3.1’in ikinci sartin1 kullanir. Bu yiizden genel 6n g¢aprazlanmig

polimodiiller i¢in dogru olmas1 gerekmez.
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Tamm 3.3.2 (A B,0,a’) cebirsel yapisinn, (C,P,d,a) ¢aprazlanmis polimodiiliiniin

bir alt caprazlanmis polimodiilii olmasi i¢in asagidaki sartlarin saglaniyor olmasi

yeterlidir (Alp ve Davvaz, 2015).
(1) A, C’nin alt poli-grubu ve B, P’nin bir alt poli-grubudur.
(2) 0, 0 'min A'ya bir kisitlamasidir.

3 B'nin A {izerindeki etkisi, P'nin C tizerindeki etkisi tarafindan tiretilmistir.

(A B,0,a’) alt gaprazlanmis polimodiiliiniin, (C,P,0,«) ¢aprazlanmis polimodiiliiniin

normali olmasi i¢in agagidaki sartlarin saglaniyor olmasi yeterlidir.

(1) B, P’nin normal alt poli-grubudur.
(2) VpeP,aecAicin Pac A
(3) vbeB, ceCigin "cxcteA

Tanim 3.3.3 A/:(C,P,é,a)ve /F':(C',P',G',a')birer caprazlanmis polimodiil

olsun.
<¢9,(0>2(C,P,8,0:)—>(C’, P’,@’,a’) Vpe P, ceC igin
0("c)=""0(c) (3.54)

olacak sekilde tanimli caprazlanmis polimodiil morfizmi i¢in poli-gruplarin giiclii

homomorfizmlerinin asagidaki diyagrami degismelidir (Alp ve Davvaz, 2015).

C 8 Cl
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0 ve ¢ birer izomorfizm ise <9, (p>' de bir izomorfizmdir denir. Benzer sekilde

polimodiiller i¢gin monomorfizm, epimorfizm ve otomorfizmleri de tanimlayabiliriz.

3.4 Caprazlanms Polimodiillerden Tiiretilen Caprazlannms Modiiller

Bu bdliimde caprazlanmis polimodiilleri goz oniine alip, temel bagintilar kullanilarak
caprazlanmis modiilleri elde edecegiz ve bunlar arasindaki ¢aprazlanmis polimodiil

morfizmlerini verecegiz.

Onerme 3.4.1 (Carpimsal Etki) <C,*,e,’l>ve <P,o,e,’1> iki poli-grup ve 0:C — P bir

giiclit homomorfizm olsun. Bu durumda & bir grup homomorfizmine neden olur.
VvceC i¢in

D: CIB, —>P/B;
¢ —2(pc(c)) =P (2(c))

vceC ve peP igin C tizerinde Pc=c, *...xC, olacak sekilde bir C,...,C, varsa

P'nin C tizerindeki etkisine ¢arpimsal etki denir (Alp ve Davvaz).

Ispat: Once D 'nin iyi tammli oldugunu gdsterelim. Kabul edelim ki B¢ (¢, )= (c,)

olsun. Bu durumda
(e[ (3.55)
i=1

olacak sekilde a,,---,a, vardir.
(0(cy),0(c2)} a(*f[ aiJ ~[]a(a) (3.56)

olur. Buradan B (8(c,)) =B (2(c,)) elde edilir ki bu da 2(Bc (c,))=2(B (<))

olmasi anlamina gelir.
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) (3.57)

Il
N
S
—
O
~—
O
N
—_
=
O *
—_

olup ispat tamamlanir. O

Ornek 3.4.1 Ornek 3.2.1 ve Ornek 3.2.2°de tanimlanan etkiler carpimsal etkidir (Alp ve
Davvaz, 2015).

Lemma 3.4.1 @, , w, V& @, srasiyla P,Q ve PxQ' nun ¢ekirdekleri olsun. Bu

durumda @,,, = w, x @, olur (Davvaz, 2000).

<C,*,e,‘1>ve <P,o,e,‘l>iki poli-grup, @:PxC —2"(C) etkisi C iizerinde bir

carpimsal etki olsun.y : P /B, xC/B. — 7 (P /B ) fonksiyonu ise
P C C

v (B= (P).Be(c))=1Bc (¥)xe J "y (3.58)
yeBe (c)
xeBp (P)

seklinde tanimlansin.

B. tammndan ve P' nin C {izerindeki etkisi carpimsal etki oldugundan

v (B» (p).Be (c)) fonksiyonunun singleton fonksiyon oldugu goriiliir. Boylelikle

VX e U ‘y icin
yebe (c)
xePp(p)

w: PIB.xC/B. —P/Be

w (B (p).Bc (c)) = Be (x) (3.59)

elde edilir. Simdi
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v (B: (p).Be (c) =" B (c)] (3.60)

oldugunu gosterelim.

Onerme 3.4.2 <C,*,e,‘1>ve <P,o,e,‘1>iki poli-grup, a:PxC —7"(C) etkisi C

iizerinde bir ¢arpmmsal etki olsun. Bu durumda y , P/B, grubunun C/B. grubu

tizerindeki etkisi olur (Alp ve Davvaz, 2015).

Ispat: Kabul edelimki g,heP ve ¢eC olsun. Bu durumda

v (B (0)©B: (9).B: () =v (B (h0).B% (<))

_[#h(eo)] B ()] (3.61)
ve
v (87 (). (55 (9): () = (B (). [8: (<) -
_[8r (] ([ﬁ?(g)}[ﬁz (C)]) .
olur. Tanim 3.2.1°deki ikinci sart sebebiyle "(°c)=""9¢ elde edilir. Bylelikle
[s;mog)][ﬁz ©)] =[s;<h>]([;s;<g>][ﬁz (C)}) (3.63)

elde edilir ve ispat tamamlanir. O

Teorem 3.4.1 P' nin C iizerindeki etkisi ¢arpimsal etki olacak sekilde 2" = (C, P,o, a)

bir ¢aprazlanmis polimodiil olsun. Bu durumda
X =(C/Be.P/Br. 2.y)

bir ¢aprazlanmis modiil olur (Alp ve Davvaz, 2015).

Ispat: Onerme 3.4.1 ve Onerme 3.4.2°den Tanim 2.2’nin sartlarmi sagladigim

gostermemiz yeterlidir. Kabul edelim ki ceC ve peP keyfi iki eleman olsun. Bu

durumda

28



[B;(p)]p([ﬁz (C)}) - D(Bi(2)) (vz &P cigin)
0(2)) (vz e cigin)

(
() 654

Il Il
= = o ™ ™

o ¥ TV * TV *F T *

o *

olur. Boylelikle Tanim 2.2°nin birinci sart1 saglanir. Ikinci sart icin ¢,c¢’ e C iki keyfi

eleman olsun.

=B (2) (vze™c'igin)

=B (2) (Vzecxc'xcigin) (3.65)
=B (cxc'xC)

B2 () ®P: () @B (c)

olup ispat tamamlanir. 0

Teorem 3.4.2 ' =(C,P,0,a)bir gaprazlanmig polimodiil ve ¢, ve ¢, dogal

dontigiimler olsun. Bu durumda <(DP , (pc> bir ¢aprazlanmis polimodiil morfizmidir (Alp

ve Davvaz, 2015).

Ispat: Teorem 3.4.1° e gore (C/B.,P /B, 2,9) bir caprazlanmis polimodiil olur. Bu

durumda asagidaki diyagram degismelidir.

P .
C C/B..
V24

5,
P P/B;
@p ’
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Gergekten de Vc €C igin

D, ()= D(B.(c)
=B (8(c)) (3.66)
= (ppa(C)

olur. AyricaVceC ,peP i¢in

9 ("c) =B (°c)
_[Be(p)] [B’; ©)] (367)
— wp(p)(pc (C)

elde edilir. Bu nedenle <(0P D >bir ¢aprazlanmis polimodiil morfizmidir. o
Asagidaki 6rnek temel gruplar iizerinde baska bir ¢aprazlanmis modiil yapisi1 verir.

Ornek 3.4.2 <P,o,e ‘,1> herhangi bir poli-grup olsun. P/B, 'de bir gruptur. Kabul
edelim ki Aut(P/p;) bu grubun otomorfizmlerinin grubu olsun. a, Aut(P/f;)nin

P /B, iizerinde bir asikar etkisi vardir (Alp ve Davvaz, 2015).

0:P/B, — Aut(P/B,) doniisimi, her B,(p)eP/B;, elemamm B, (p)

konjugasyonunun i¢ otomorfizmine doniistiirir.

Bu yapilar birlikte (P/B;,Aut(P/ [3;),8,05) olacak sekilde bir caprazlanmis modiil
yapist olusturur.

3.5 Cat'-Poli-gruplar

n-tip homotopilerin ilk modeli olan Cat'-gruplar Loday tarafindan tanimlanmuistir.
Loday'in (1982) Cat'-grup tanimina gore G ve S gruplarinda olusan k:G —S bir

inclusion, t,h:G — S birer epimorfizm olmak {izere asagidaki 6nermeler denktir.
i) tk = hk = 1d, (3.68)

i) [ker t,ker h]={1;} (3.69)
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Simdi Loday'in taniminin genellemesini yapalim. Ozellikle poli-gruplarin ¢ekirdek

homomorfizminin tanimin1 verelim. <C,*,e,( )_l> ve <P,o,e,( )_l> iki poli-grup olsun.

0. P — C bir gii¢cli homomorfizm olsun. ¢ 'nin ¢ekirdegi,
ker'd={xeP|0(x) e &} (3.70)
seklinde tanimlanir (Davvaz ve Alp, 2014).

Tamm 3.5.1 [x,y]={z | zexoyox'eoy?}, th:P—>C iki gicli epimorfizm

k:C — P bir inclusion olmak iizere P ve C gruplarindan olusan C =(k;t,h:P —C)

yapisinin bir poli-grup olmasi i¢in gerek ve yeter sart;
CAT-P-1: tk =hk = 1d,.
CAT-P-2: Wx,yeker't , Vy eker'h icin [X, y] C w, olmasidir.

t ve h fonksiyonlar1 kuyruk ve bas homomorfizmleri olarak isimlendirilir (Davvaz ve
Alp, 2014).

Lemma 35.1 vx,yeP igin CAT-P-2 sarti [ 4 (X), B:(Y) |=, =1,/ ile denktir

(Davvaz ve Alp, 2014).

Ispat: [X,y]cw, & Xeyox'ey'cwm, (3.71)
o fa(xeyextoy?)=am, (3.712)
& B (X)®B (V)@ (xH)®B (V)= (3.71b)
S L (N)®B(Y)® S (X) @B (Y) =0, 0 (3.71c)

Teorem 3.5.1 Her Cat!-grup bir Cat'-poli-gruptur (Davvaz ve Alp, 2014).

Ispat: P ve C birer grup oldugundan

w, = e} (3.72)

31



ve

ker't = kert (3.73)
ker'h =kerh o (3.74)
Teorem 352 t'= (C, P, 0, a) bir ¢aprazlanmis modiil olsun. Bu durumda

(kit,h:P/ =P/ g — P/ B,) bir Cat'-poligruptur (Davvaz ve Alp, 2014).

Ispat: Teorem 3.4.1°den (C/ B Pl ,B;,D,l//) 'nin bir ¢aprazlanmis modiil oldugunu

biliyoruz.

h(B:(p). 5 (c))= 2 (5 (c)) 0 B (p)
t(4 (p), A ()= B (p) (3.75)
k(B (p))=(B:(p)- )

olacak sekilde

P/B.xP/p. P/ g,

olur. Bu durumda hi, .=t|, .=Id, ve [kerh,kert]:lplﬂ*xc/ﬁ* olup Cat'-grup sartlart

saglanir. O

Lemma 3.5.2

*

t: PIB, - CIA

t' (8 (p)=A:(t(p))

(3.76)
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K: CIB > PIS

(5 0)= 5 k() o
olacak sekilde tanimlanan C = (k;t, h:P— C) Cat!-poli-gurubu igin
P/ B, =kert’ xC/ g 'dir(Dietzman,1946). (3.78)
Ispat:
f: PIBg — kert" < C/ 3,

. el o (3.79)

F(4:(9)=(KT (5 (p)) @5 (P). (42 (P)))
ve
g: kertxC/p. — PlA (380

9(/4(p). A (c) )=K"(B () B:(c))

olacak sekilde tanimlayalim. f ve g' nin homomorfizm oldugu aciktir. o

Burada kert” AP/, ve k'(C/.)<P/f5 oldugunda k™(C/ /) nin kert™ iizerine

bir etkisi vardir. Bu yiizden kert' xC/B. yar direkt carpimmin tanimlandig:

unutulmamalidir. O

Teorem 353 C=(k;t,h:P—>C) bir Cat'-poli-grup olsun. S=kert” wve

2D =h"/kert" oldugunda bir ¢aprazlanmis modiil yapis1 elde edilir (Davvaz ve Alp,
2014).

Ispat: C/ B; 'nin S iizerindeki etkisi, P/ ;" de bir konjugasyondur. 3, (x)ekert” ve

B (y)ekerh™ olsun. Bu durumda

Br () =(@c.B:(a)), B (y)=(2(8 (b)) B (b7)) (3.81)

olur. Buradan
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B2 (x)© B (v) = (@6 57 (2))©(2( 5 (b)) 57 (b))
-(2(5.0). "5 @)0 5 (07))
(3.82)
B: (¥)0 B (x)=(2(57 (b)), £ (b)) 0 (@c. 5 (2)
=(2(4:0)). 4 (07)0 55 (2)
=(2(5:(6)).5: (07) 0 5(52))
olup
B (X)© B (¥) =5 (¥)© B (x) (3.83)
esitligi ile
V) gz (a)= i (b7 0 5 (a) 0 55 (b) (384)

ifadeleri birbirine denktir. o

Sonuc 3.5.1 Asagidaki diyagram elde edilen tiim sonuclar ve bunlar arasindaki iligkileri

gosterir (Davvaz ve Alp, 2014).

Inc Cat*-poli-gruplar

Cat'-gruplar

=~ g[) ﬁ“
Caprazlanmis modiiller

Q)ﬂ‘ I nc

Caprazlanmis polimodiiller
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3.6 Geri Cekme Cat'-Poli-Gruplar

Bu boliimde geri gekme Cat'-poli-gruplari tanimlayip bu ¢er¢evede bazi sonuglar elde
edecegiz. Ozel olarak bir geri ¢ekme Cat'-poligrup ile Cat!-grup elde edebilecegimizi

ispatlayacagiz.

Tamim 3.6.1 Bir geri cekme Cat'-poli-grubu su sekilde tanimlayabiliriz (Davvaz ve Alp,
2014).

o
P
>mp 0 Q
T l
el k
N
o —~p—>C

¢ =(k;t,h: P — C) bir Cat'-poli-grup vez:Q — C bir gii¢lii homomorfizm olsun.

t (q11 P, Q2) =0q,
h* (g, p,a,)=0, (3.85)
K

*(a)=(a.ke(a).a)

Z“P:{(qlv p,qz)EQX PxQ| Z(ql):t(p)’ Z(qz):h(p)} (3.86)

olsun. Bu durumda :”C =(k*;t",h*;2""P — Q) ile tanimlanan 2"*C , P'nin bir geri

¢ekmesidir denir ve ¢**P 'nin ¢arpimi tersinirdir.

T P > P

(%, p.0,) > P (387)
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olacak sekilde tammlanan (7, 7) ikilisi Cat'-poli-grubun bir morfizmidir.

Teorem 3.6.1 Bir geri ¢ekme Cat'-poli-grup yapisi ile Cat!-poli-grup yapist elde
edilebilir (Davvaz ve Alp, 2014).

Ispat: Cat'-poli-grup aksiyomlarinin saglandigmi gosterelim.

Kk (q)
k™ ()

t (a,k2(q),q) =4

(3.89)
h™(a.k2(q),q)=q

oldugundan t*k* =h*k*(q)=Id, olup CAT-P-1 saglanr.
CAT-P-2 icin

X

(9, P )kert™

3,89
y=(0,, p,.0,") ker'h™ (3,89)

olsun. Buradan

t"(ql', p1'q1) :Chlea)Q ve

. (3.90)
h (qzy P,.Q, ') =0, € Wy

olup Lemma 3.3.1 yardimiylaw,, Q' nun bir alt grubu olur. Bunun ayn1 zamanda bir

normal alt grup oldugunu géstermeliyiz. Kabul edelim ki be Q ve a e w, keyfi birer

eleman olsun.

Vvzeb-a-b™ icin

(

(

()5 (b™) (3.91)
(

(

oldugundan z € @, olur. Bu yiizden
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0, E Q9,4 L d, i C w, Ve

S R (3.92)
0.-0, -0, -Q, S
sonugclar elde edilir. Diger taraftan, 2** tanimi g6z 6niinde bulunduruldugunda
2(0)=t(p1) ez o

(a) =h(p2) e o(y)
elde edilir. Simdi z(a)Q ) < @, oldugunu gosterelim. e € w, Ve 1(e)=a, oldugu agiktur.

Ja e w, i¢in 7(a)=a, var oldugunu kabul edelim. a,e € @, i¢in /3 (z(a)) # @, olur.

Diger taraftan z(e)=e e ' dir. Dolayisiyla /3 (z(e)) =, olur. Bu esitliklere dikkat
edildiginde S (1(e))# 4. (1(a)) oldugu goriilebilir. Bu da "/ (e))=12" (/5 (a))

olmas1 anlamina gelir ki bir ¢eliski dogurur. Bu yiizden t(p,) € @, ve h(p,)e o i¢in

p, eker't ve p, eker'h

olur. Simdi

[x,y]=xODyOx* Oy
={(a.p.9")ldeq, 00" 0," ", pe[p,p,] a'eq -0y 00, (3.94)

S W X Wy X Dy
oldugundan CAT-P-2 saglanmis olur. o

Teorem 3.6.2 ¥ , 2:Q—> P iizerinde X ¢aprazlanmig poli-modiiliiniin bir geri
cekmesi olsun. A ve B sirasiyla X' ve "1 lizerinde Cat'-grup yapisini saglasin. Bu

durumda & =:".4 olur (Davvaz ve Alp, 2014).
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Ispat:

c 7ClB. Cl A
ao a p. p
Q P Q7B g P/ B,

0" :2"C > Q olmak iizere "1 = (z',Q,@',a') geri ¢ekme ¢aprazlanmis modiiliinii ele

alalim. B poli-grubunun tanim kiimesi Q/ ﬂé x2'C/ ﬂ; . Olarak tanimlansin.

Q/ Byx2"C/ B, P/ g, xC/B.
|| B t| | h
0/p, = P/p,

sirastyla B'nin kuyruk, bag homomorfizmleri ve inclusion fonksiyonu asagidaki gibidir.
t"(Bo (a).B. (a.)) =B, () (395)

h* (B, (a').B7 (a:)) = 2" (B (6:€)) B3 ()

=B, (a) @By (a’) (3.96)
=By (aeq")
k* (B (a)) = (B (a). ) (3.97)

Simdi (>\, Id):[?v —1".A4 olacak sekilde Cat'-gruplarinin bir izomorfizmini

tanimlayalim.
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: Q/p,xs*CI .,

0/ B,

/ *
Q/ By 7

Burada

N (Ba (@)-Bc (:¢)) = (Ba (a)-(B5 (2(a)) B2 (c))-Bs (a-a'))

olup,
N(Bo(a).B )€™ (P/ByxC /)
olduguna dikkat edilmelidir. Ciinkii;
t(B5 (2a"). B¢ (¢)) =B (2(a") =" (B (a"))
ve

h(B5 (20'),B% (¢)) = 2(Bz () 07" (B3 (a))
=1 (Bo (a)) 07 (Bo(a'))
L (Bo(q ) @B (a )

=1" (B (a-q' )dlr

7

Simdi X 'nin bir homomorfizm oldugunu gosterelim.

N (B (6B (:6)) (Bo (), Bl (6C2)) ) =
=(Bg(q1'-qz'),(z*(B;(ql'-qz')),[ )] B (c )]j,ﬁg(ql'-ql-qz'-qz)j
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c B> (+(a
= (B (0) 2B (62)+( (B (+(a"))-Be () (B (2(0:))-Be (e, ))) By (6 %") 2B (6@, "))
= (85 (- )- (v (B (0.):)BE () (" (B (62)-Be (c)))-Bo (6-6h -0 -0, ) )
)
)]

{Baaw @)or B e

(

By (). (B5 (2(a.) Bt (1)) BQ(ql Q' )( ("), (B5 (+(0")). Bz (c2)).Ba (0 -0 ") )
(
(

B
[Be () |®Be(c jBQ (000, qz))

olup ' nin homomorfizm oldugu goriilebilir. X ' nmn tersi X" ile ifade edilsin ve

asagidaki sekilde tanimlansin.

N7 (B (a)-(B5 (P).Bz ()-8 (62)) = (Ba (a)-(Be (a6 a,))-B2 (c)) (3.103)

Buradan;

1 (B (0):B (a.¢)) =t (B, (a"). (B (2(a)) Bz (¢))-B (a-a"))
=By (a) (3.104)

=t (B (').Bc (.))
™ (B (9)-Bc (6.6)) = b (B (). (5 (+(a").B (¢)) . Bo (a-a))

6 (-9 (3.105)
=" (B, (a").B. (a.c))
K (B (9)) = (B (0)-(g. ¢ )
- (B @)-(+ (B (@) ) 5 () 1
=k (By (a))

oldugundan diyagramdaki denklikler saglanmis olur. Buda ispatin tamamlanmasi

anlamina gelir. O
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BOLUM IV
GERI CEKME VE ILERi iTME CAPRAZLANMIS POLIMODULLER

4.1 Geri Cekme Caprazlanmis Polimodiiller

Tamm 4.1.1 ¥ =(C,P,0,) bir ¢aprazlanmis polimodiil ve 2:Q — P bir grup
morfizmi olsun. Bu durumdaz"C ={(q,c)eQxC|z(q):a(c)} ve 8°(q,c)=q olacak

sekilde "t =(2'C,Q,6',a') , ¢ ile birlikte X tizerinde bir geri ¢ekmedir.

Q' nun ¢°C tizerindeki poli-grup etkisi
q(ql,c)z{(x, y)|(x,y)e(qoqloq—1,,qc)} (4.2)

seklinde tanimlanir ve asagidaki diyagram saglanir (Alp ve Davvaz, 2014).

e C

Yukaridaki tanimin ¢aprazlanmis modiillerin geri ¢ekmesinin bir genellemesi oldugu

unutulmamalidir.

Teorem 4.1.1 Her geri ¢ekme caprazlanmis modiil bir geri ¢ekme caprazlanmis
polimodiildiir (Alp ve Davvaz, 2014).

Ispat: Caprazlanmis polimodiil aksiyomlarinin saglamasi asagida verilmistir.
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(9.¢),(g'c’)eC igin

o (“(ac)=o"([{xy}Ixea a-ayee]) (4.1)
={x|xeq-q-q""}
=q-8'(g,¢)-q"" @

m

&*(a'c)) (q,c)}

q'(q, C)} ( 8'tanzmzndan)

—_ o~~~
x
<
~—~ — —
m

[(X, e(q tq-q L@ C)} (.- etkitanumindan)

(

(

( y

(xy)Ixe(aa-a7),y (")} 4.3)
( (

(

q

Indirgenmis polimodiillerin evrensel 6zelligi Brown ve Wensley (1995) tarafindan

verilmistir.

/l’:(,u:M —)Q) bir ¢aprazlanmis polimodil ve 2:Q — P homomorfizmi ile

indirgenmesi X = (6::"M — P) olsun. Diyagramda

a 0
5 \.!‘;
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(2,7) ikilisi ¢aprazlanmis polimodiillerin bir morfizmidir. Oyle ki herhangi bir
caprazlanmigs R-modiil V' = ( y.G—> P) ve c¢aprazlanmis polimodiillerin bir morfizmi
(f,z):X—)J/ i¢cin ¢aprazlanmis polimodiillerin gz = f gibi bir biricik morfizmi

(9,1):2X — J vardir (Alp ve Davvaz, 2014).

Onerme 4.1.1 <C,*,e,’1> ve <P,o,e,*1> birer poli-grup ve 0:C —P bir giiclii
homomorfizm olsun. VceC igin D(ﬁ;(c))zﬁ;(a(c)) kisitlamasiyla 0 grup

homomorfizmini 22:C /B — P /P, olacak sekilde indirger (Alp ve Davvaz, 2014).

vceC,peP igin C iizerinde c,---,C, elemant cP=cx---xC, olacak sekilde

mevcutsa C'nin P tizerindeki etkisi ¢arpimsal etkidir denir.

Ornek 4.1.1 Ornek 3.2.2.” de tamimlanan etki ¢arpimsal etkidir (Alp ve Davvaz, 2014).

<C,*,e,*1>ve <P,o,e,’l> birer poli-grup ve a:PxC — 72" (C) C lizerinde bir ¢arpimsal

etki olsun. w:P/B,xP/B.— 73*<P/[32) doniisimiinii  alisilmis  bigimde

tanimlayalim.

v (B: (p).B: (¢)=1{B: () Ixe U ‘v (4.4)
yepe (c)
2<Bp(p)

B. taniminda, P'nin C {izerindeki etkisi garpimsal etki olup 1//([3; (p).Be (C)) singleton

oldugu sonucuna varilir.

w:PIB,xP/B. — P/B;
xe [J *y igin w(Bs(p).Bc(c) =PBc(X) (4.5)

yepe ()
2eBp (P)

Baylece y (Bs(p),Be(c)) =P [BL(c)] oldugu gdsterilmis olur.
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Onerme 4.1.2 (C,xe,")ve (P,oe)birer poli-grup ve a:PxC—7°(C) C

lizerinde bir carpimsal etki olsun. y , P/B, grubunun P/, grubu iizerindeki etkisidir

(Alp ve Davvaz, 2014).

Teorem 4.1.2 /l/=(C, P,@,a) yapisi, P’nin C tizerindeki etkisi ¢arpimsal etki olacak
sekilde bir polimodiil olsun. XB* =(C/B,P /By, 2,w) bir gaprazlanmis modiildiir (Alp

ve Davvaz, 2014).

Sonug 4.1.1 .+ =(C,P,0,a) P'nin C iizerindeki etkisi ¢arpimsal etki olmak iizere bir
caprazlanmig modildir. ::Q > P poli-gruplarin ~ bir morfizmi  olsun.
Xﬁ* =(C/B.,P/Br, D) 'in < ile geri ¢ekmesi ((Z*).(C/Bz),Q/B;,D.,l//*)
seklinde tanimlanir ki burada

*

QIR - PIB;

. (456)
1 (B (@) =B (@)
() (C 1B = {(B (@B @) | (B (@) = (B <) )
2" (B (@), B (©) =Bo(@) (48)

olur. Ki boylelikle Alp (1998)’ deki teorem saglanmis olur (Alp ve Davvaz, 2014).

Teorem 4.1.3 (2)° :((Z*)'(C/BZ),Q/BB,D',W*) bir ¢aprazlanmis modiildiir (Alp,
1998).

Ispat: Caprazlanmis modiillerin birinci aksiyomunu saglamak icin;

p-([ﬁémﬂ[gg(q),gg (c)])zzr (Bg (@)2B; (a) 2By (@) (c)]j

=Bo(a") 2By (a) @By (a")” (4.9)
=B4(a') 22" (Bo (a).Bz (c)) @By (a')

Caprazlanmis modiillerin ikinci aksiyomunu saglamak i¢in;
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(B (@), Be (€)™ ® (B (). B (€)@ (By(a ). Be (C1) =

= (B (@) Bo(c) ) @ (By (0). Be (€)@ (B (a'). B (c))
= (B (@) @ (B (@) @ (By(a).Be (¢)* @B () P (C)
= (PR ()11 B (0)])

= (" “I[Be (0)], B ()

=GO (R (9),Be(c)] ©

(4.10)

Sonug¢ 4.1.2 Asagidaki diyagram degismelidir (Alp ve Davvaz, 2014).

(+")(C/B:) C/p.
@ O
z'C%h C
D a'l 0 P
o 3 r
Pg &
Q1B . P/B,

4.2 ileri itme Caprazlanms Polimodiiller

X, <P,o,e,‘1> poli-grubunun bostan farkli bir alt kiimesi ve {AI e J} P'nin X' i igeren

alt gruplarmin bileskesi olsun. Bu durumda ﬂA ifadesi X tarafindan iiretilen alt

iel

poli-grup olarak isimlendirilir ve (X) ile ifade edilir (Alp ve Davvaz, 2014).

(X)=U{xoox¥ | % e X, keN,g e{-11}} (4.11)
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(C, P,@,a) bir ¢aprazlanmis polimodiil ve <H,-,e, "l> bir poli-grup olsun. Bu durumda

7" (H) " 1n bir monoid oldugu asikardir (Alp ve Davvaz, 2014).

Kabul edelim ki H' , Z°(H)"' in elemanlarinin bir grubu olsun. Bu durumda H’ bir

poli-grup olarak diistiniilebilir (Alp ve Davvaz, 2014).

Kabul edelim ki H', 7" (H)" n tersinir ve ¢ift yonlii elemanlarinim bir poli-grubu olsun

(Alp ve Davvaz, 2014).

Tamm 4.2.1 ¢:P — H’ poli-gruplarm siirekli bir gii¢li homomorfizmi olsun. ¢, (C)

poli-grubu asagidaki bagintilar ile CxH’ tarafindan iiretilen bir poli-grup olarak
i) (c.h)*(c,,h)={(c.h) cec, *c,| (4.12)
i) (°c,h)=(c,h-¢(p)) oldugunda

{(cth)lc'e’ct={(c,h)|h'eh-g(p)} (4.13)
i)  Vh,h,h,eH’, c,c,c,eC ve peP igin
(cuh) % (cauhy ) % (cuhy) " ={(c,u ) W eh-(¢a(c,))-h* by} (4.14)
2, (C)" nin tiimiine etki edecek sekilde 0, :¢,(C) — H homomorfizmini
d.(c.h)=h-(go(c))-h™ (4.15)
ile tammlayalim. ¢, (C)'ye soldan siirekli H ' -poli-grup etkisini
vh,h e H’, ceC igin
"(c.h)={(c.h)[h'eh-h) (4.16)
ile ve y siirekli gii¢lic homomorfizmini

w: C —1,(C)

v(0)= (ce)

(4.17)
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ile tanimlayalim. Bu durumda asagidaki diyagram olusur (Alp ve Davvaz, 2014).

c Y L (C)
3, 0,
P r
& H

Boylelikle ileri itme gaprazlanmis polimodiillerin ¢, (C) ve 0, etkileriyle olustugu

goriilebilir.

Onerme 4.2.1 Yukaridaki tamimda verilen 0, :z,(C) —> H'" cebirsel yapisi H’

tizerinde bir ¢aprazlanmis polimodiildiir (Alp ve Davvaz, 2014).

Ispat: Caprazlanmis polimodiil aksiyomlarmin saglanip saglanmadigima bakalim.

2.("(eh)=e.({(eh)iheh )
{0.(c.h")h'eh-h}
th*(s

={h*(¢0(c))-h"*|h'eh-h, (4.18)
=h-h-(a,(c hl)) h*-h™
(0. (ch) 0 ©

6,(c,h)(Cl, hl) _ h.(¢a(c)).h’1(cl, h1)
={(c.h)Ih'eh-(¢o(c))-n"-h} (4.19)
=(c.h)*(c,hy)*(c.h)” (4)

O

Onerme 4.2.2 <C,*,e,‘l>, <P,o,e,‘1>ve <B,-,e,‘1>birer poli-grup, 8:C—>P ve

0 . B — P birer ¢aprazlanmis polimodiil ve
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(4,1d):(3:C ->P)—>(5:B—>P) (4.20)

caprazlanmis polimodiillerin bir doniisiimii olsun. C tiizerinde siirekli bir B-etkisi

be = °®)¢ jle tamimlansm. Bu durumda

$:C—>B (4.21)
bir ¢aprazlanmig polimodiil olarak elde edilir (Alp ve Davvaz, 2014).

Ispat: 0=5¢ ve ¢(°c)="¢(c) olacak sekilde iki ¢aprazlanmis modiilii asagidaki

diyagramdaki sekilde gosterebiliriz.

C 4 B

0 5

P P
Id

Bu durumda caprazlanmig polimodiil aksiyomlarimin saglanip saglanmadigina bakalim.
i) #(°c)=¢(""c)="" (¢(c))=b-¢(c)-b" (4.22)

“) ¢(CZ)Cl :5(¢(C2))(C1) :5¢(CZ)(C1) :a(cz)(cl) — C2 *Cl *Cz_l (4.23)
olup caprazlanmis polimodiil aksiyomlar1 saglanir.

Eger geri ¢cekme ve ileri itme diyagramlarini beraber incelemek istersek asagidaki

diyagram olusur.

C B C 2 3,C
o ¢ c,
o - P 5 H'
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$10" =0, ¢h oldugundan diyagramin degismeli oldugu sdylenebilir. Bu yiizden
$20"(a,c)=¢2(q)

.(h(a.c).e) (4.24)

olup asagidaki degismeli diyagram elde edilir.

@oh
1" 1. C

ve ispat tamamlanir. O
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BOLUM V
SONUC

Bu tezde caprazlanmis modiil kategorisinin ve bu kategoriye denk olan Cat®
kategorisinin giizel bir uygulamasi olan poligrup, caprazlanmis modiil ve Cat*-poligrup

tanimlamalar1 yapilmaistir.

Ayrica bu kategorilerin ileri itme ve geri ¢cekme tanimlamalar1 da bu tezde verilmistir.
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