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KALINLIK YONUNDE FONKSIYONEL DERECELENDIRILMIS
PALLERIN TITRESIM ANALIZi

OZET

Endiistri ve pek ¢ok miihendislik uygulamalarinda dénen pargalarin kullanim alam
oldukga genistir. Bu pargalarin tasarimi, malzeme 6zellikleri ve dinamik 6zellikleri
sistemin verimliligini etkilemektedir. Bir miizik aletinde enstriimanin dogal
frekanslarina denk gelecek sekilde yapiy1 titreterek rezonans ozelligi kullanilmak
istenirken, farkli bir ¢ok uygulamada, yapiya verecegi gecici ya da kalici tahribattan
dolayt rezonanstan uzak kalinmak istenir. Bu yilizden sistemin Ozellikleri
tamimlanirken frekanslar ve mod sekilleri kullanilir.

Bu calismanin asil amaci, kalinlik yoniinde farkli malzeme 6zellikleri dagilimina sahip
fonksiyonel derecelenmis (functionally graded material, FGM) bir helikopter palinin
titresim analizi i¢in sonlu elemanlar yontemi ile bir bilgisayar programi gelistirerek
incelemektir. Hem homojen malzeme dagilimina sahip ve hem de bir fonksiyona bagli
degisen malzeme ozellikleri i¢in farkli malzeme dagilimina sahip helikopter palinin
dogal frekans degerleri lizerine etkisi gosterilmektedir.

Bu tez ¢aligmasini olusturan temel boliimler giris, kiris teorileri, enerji denklemleri ile
titresim denkleminin modellenmesi ve sonlu elemanlar yontemi ile formiilasyonlarinin
olusturulmasi olarak siralanabilir.

Girig boliimiinde helikopter pallerinde titresimi olusturabilecek sebepler, fonksiyonel
derecelendirilmis malzemeler ve kullanim alanlari, sonlu elemanlar metodu ve kiris
teorileri gibi konulara yer verilmistir. Bu calismada bahsedilen fonksiyonel
derecelendirilmis malzemelerin ortaya ¢ikis sebepleri ve kiris teorileri i¢in literatiirde
yapilan ¢aligmalar hakkinda bilgiler paylasilmaktadir. Bu sayede diger boliimlerde
calisilacak olan konular i¢in temel alt yap1 bilgileri olusturulmaktadir.

Yapmin dogal frekanslarinin belirlenmesi i¢in helikopter pali bir kirig olarak
modellenmis ve analitik formiilasyon ile sonlu elemanlar formiilasyonunu iizerine
calistilmgtir. Tezde kullamilan kiris modelleri hakkinda detayl bilgi verilmistir. 11k
olarak kayma gerilmelerinin etkisinin diisiiniilmedigi, sekil degisimi 6ncesi ve sonrasi
kiris kesitinin diizlemsel ve kiris eksenine dik kaldigi1 Euler-Bernoulli kiris teorisi ile
helikopter pali modeli ¢alistlmistir. Helikopter pali, uzama ve diizlemdist egilme
hareketi i¢in diizgilin, homojen, izotropik bir malzeme ve diizgiin, bir fonksiyona bagl
kalinlik yoniinde fonksiyonel derecelendirilmis malzeme olarak diisiiniiliip Euler-
Bernoulli kiris modeli olusturulmustur. Kisa ve kalin kirislerde kayma gerilmelerinin
etkisinin sistem lizerinde baskin 6zelligi vardir. Bu kayma gerilmelerini modellemek
i¢in ise Timoshenko Kkiris teorisi kullanilmistir. Timoshenko kiris teorisinde sekil
degisimi Oncesi ve sonrasi kiris kesiti diizlemselligini korurken; deformasyon sonrasi
kayma gerilmelerinin etkisi ile kiris kesiti artik diizleme dik olamayacaktir.
Timoshenko kirig teorisi ile uzama, diizlemdisi egilme ve kayma gerilmelerinin
etkisinde diizgiin, homojen, izotropik bir malzeme ve prizmatik, bir fonksiyona bagh
kalinlik yoniinde fonksiyonel derecelendirilmis malzeme olarak kiris modellenmistir.
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Bu kiris teorilerinde olusturulan modeller igin potansiyel enerji ve kinetik enerji
denklemleri ¢ikarilmistir. Potansiyel ve kinetik enerji denklemlerini daha basit
denklemler ile ifade edebilmek i¢in alan integral formiilleri kullanilmis ve mertebe
analizi yapilmustir.

Kiris teorileri ile olusturulan analitik modellerin ¢6zlimii i¢in sonlu elamanlar metodu
(SEM) kullanilmustir. ilgili potansiyel enerji ve kinetik enerji ifadeleri i¢in sonlu
elemanlar yontemi ile katilik ve kiitle matrisleri elde edilmistir. Sonlu elemanlar
yontemi ile modellenen kirisi olusturan her bir kii¢iik eleman i¢in diigiim noktalarinda,
elde edilen denklemler i¢in ¢oziim yapilarak tiim kiris i¢in dogal frekanslar
bulunmustur. Diiglim noktalar1 arasindaki baglant1 sekil fonksiyonlari ile yapilmustir.
Elde edilen sekil fonksiyonlari enerji denklemlerinde yerine konmus ve her bir diigiim
noktasi i¢in katilik ve kiitle matrisleri bulunmustur. Bu yonteme uygun sekilde her bir
eleman i¢in olusturulan eleman katilik ve eleman kiitle matrislerinden tiim kiris i¢in
gecerli olacak global katilik ve global kiitle matrisleri elde edilmistir. Bu global
matrislere smir sartlar1 uygulanarak indirgenmis katillk ve kiitle matrisleri
bulunmustur. Indirgenmis global katilik ve global kiitle matrislerine modal analiz
uygulanmig ve ¢oziimler bulunmustur.

Serbest titresim analizi yapilan, ankastre, kiris modelleri i¢in donme hizi, Giig
Yasasina gore olusturulan kalinlik yoniinde de§isen malzeme fonksiyonlari, sinir
sartlar1 ve kayma gerilmeleri gibi ¢esitli degiskenlerin kirigin dogal frekanslar1 tizerine
etkisi incelenmistir. Elde edilen sonuclar literatiirde bulunan 6rnek calismalar ile
karsilastirilmistir  ve  literatlirdeki  Ornekleri ile uyumlu sonuglar verdigi
gbzlemlenmistir.

Hacimsel dagilim fonksiyonuna gore olusturulan fonksiyonel derecelendirilmis
malzemeler i¢in degisen fonksiyonel derecelendirme katsayilart ve kirigin degisen
uzunluk-kalinlik oranina gére dogal frekans grafikleri ¢izdirilmistir.
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VIBRATION ANALYSIS OF FUNCTIONALLY GRADED ROTOR BLADES
THROUGH THICKNESS DIRECTION

SUMMARY

In industry and lots of engineering applications, rotating components, turbines,
helicopter blades, rotors belong to large usage area. Design, material properties and
dynamic properties of these structures or components are so significant with respect to
efficiency. While the resonance property which the component vibrates at its natural
frequencies is desired for a musical instrument, resonance is avoided in many different
applications because it can damage the structure as permanent or temporary.
Helicopters have different vibration problems because they consist of many
components that connect with each other and complex rotating system. Some
properties like air speed, helicopter blade rotation speed, quantity, shape and material
of blades have significant effect on the characteristic of vibration. Therefore,
frequencies and mode shapes are used to determine dynamic properties of these
structures.

The main aim of this study is to develop a computer programme code by using finite
element method for vibration analyses of a functionally graded helicopter rotor blade
whose material properties change in the direction of thickness. Functionally graded
materials (FGMs) that are new materials are used to increase functional performance
which will have desired gradient of the material properties. This variation provides
continuous stress distribution in the FG structures, whereas discontinuous stress
distribution appears in another type of advanced materials, i.e. laminated composites.
Material properties of the beam such as elastic modulus, shear modulus, Poisson’s
ratio, material density which are assumed to change continuously through the thickness
direction of the beam, as a function of volume fraction and properties of the materials
according to a simple power law.

FGM has gained widespread application. FGMs consisting of metallic and ceramic
components are well-known to improve the properties such as thermal-barrier systems.
On the other hand, the other important property of functionally graded material is that
it may reduce failures arising from buckling, large amplitude deflections. Structures
subjected to aerothermal loads, inter-stages and recycling vehicle of missiles,
supporting structures for antennas, structures subjected to severe thermal gradients in
nuclear and steel industry can be the more specific examples of the use of FGM’s. The
mentioned structural systems involve many different structural members. Some of
these structural members can be idealized as beams, whereas the others can be
idealized as plates and shells. In this study, helicopter rotor blades are modeled as
beams to analyze the dynamic behavior.

In the introduction part, the reasons that can cause vibration in helicopter rotor blades,
functionally graded materials, their usage areas, finite element method and beam
theories are mentioned. Literature research of functionally graded materials and beam
theories which will be mentioned in this study are shared. In this way, basic
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information are obtained for the other subjects which will be studied in the following
sections.

To determine the natural frequencies of the structure, the helicopter rotor blade is
modeled as a beam and the finite element formulation is studied. Detailed information
about the beam models used in the thesis is given. Firstly, Euler-Bernoulli beam theory
which neglects the effect of shear strains and where both the section of the beam is
plane and perpendicular to beam axis before and after deformation, is studied for the
rotor blade model. Helicopter rotor blade is supposed to be uniform, homogenous and
isotropic in one case and functionally graded material varying along thickness in the
other case. Euler-Bernoulli beam model is created for elongation and flapwise
bending.

The shear strain effect is dominant at short and thick beams contrary to Euler-Bernoulli
theory. Therefore, to add the shear effects to the model, Timoshenko beam theory is
used. While the beam section is plane and perpendicular to the beam axis before
deformation, after deformation, the beam section is still plane but is not perpendicular
to the beam axis for the Timoshenko beam model. Helicopter rotor blade is supposed
to be as uniform, homogenous and isotropic in one case and uniform, functionally
graded material varying along thickness in the other case. Timoshenko beam model is
studied for elongation, flapwise bending and transverse shear. Potential energy and
Kinetic energy expressions are obtained for both Euler-Bernoulli beam theory and
Timoshenko beam theory. The area integral formulations and the order analyses are
used for potential and kinetic energy equations to state a simple form of equation.

Finite element method is studied to get solutions for models which are obtained with
beam theories. Finite element procedures are an important part of engineering analysis
and design. Finite element computer programs are now widely used in practically all
branches of engineering for the analysis of structures, solids, and fluids.

In the finite element method, the stiffness matrix, mass matrix and shape functions are
important terms. The idealization of the physical problem to a mathematical model
requires certain assumptions that together lead to differential equations governing the
mathematical model. Therefore, potential and kinetic energy equations written with
respect to some assumptions to solve the mathematical model with finite element
method.

For related potential and Kinetic energy equations, the stiffness and mass matrices are
derived with finite element method. The natural frequencies are found by making a
solution for the obtained equations of the whole beam that is formed from small
elements by using finite element method. Thanks to finite element formulation, the
relationship between the element displacements at any point and the element nodal
point displacements are obtained through the use of shape functions which means like
interpolation functions. Therefore, the relation among each node on the beam is
provided with shape functions. These shape functions are replaced in the energy
equations and stiffness and mass matrices were found for each node. In accordance
with this method, the element stiffness and element mass matrices are created for each
element and the global stiffness and global mass matrices which will be applicable for
the entire beam are obtained from the element mass and stiffness matrices. Reduced
global mass and stiffness matrices are obtained with applying boundary conditions.
The solutions are found with modal analyses to solve the matrix equations and the results
that are obtained by solving these matrix equations of motion.

XXiV



The effects of various parameters such as rotational speed, functionally graded
material varying in the direction of thickness formed according to power law exponent
form, boundary conditions and shear stresses are investigated on natural frequencies
of beam. It is observed that transverse shear significantly affects the fundamental
frequency for lower length to thickness ratios of functionally graded beams.

The results are compared in the open literature and it is observed that the results are
consistent with the examples in the literature. Natural frequency graphs are drawn
according to the changing power law index parameter and the slenderness ratio for the
functionally graded materials.
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1. GIRIS

1.1 Giris ve Tezin Amaci

Endiistride ve bir¢ok miihendislik uygulamasinda, donen pargalar, tiirbinler, helikopter
palleri, rotorlar gibi komponentler genis kullanim alanina sahiptir. Sistemin verimliligi
icin yapilarin ya da sistemlerin tasarimi, malzeme 6zellikleri ve dinamik 6zellikleri
oldukga 6nemlidir. Teknolojinin gelisimiyle birlikte ihtiyaglarin karsilanabilmesi i¢in
malzemelerde de gelistirmeye ihtiya¢ duyulmustur. Fonksiyonel derecelendirilmis
malzemeler (FDM) birbirleri ile birlestirilmis, fiziksel ve kimyasal olarak
birbirlerinden farkli 6zellikler tasiyan malzemeleri bir araya getirerek malzeme
Ozelliklerince daha {istlin yeni bir malzeme ortaya ¢ikartmak i¢in olusturulmus yeni
nesil malzemelerdir. Farkli 1s1l genlesme katsayilarindan dolayi olusan 1s1l gerilmeleri
derecelendirerek etkisini azaltir ve fiziksel ve kimyasal o6zelliklerdeki ani

degisimlerden dolay1 olusabilecek problemleri minimuma indirirler.

Miihendislikte, yapilarin veya sistemlerin maruz kaldiklar titresimlerin ve bu
titresimler sonucu olusan sonuglar lizerine ¢alisilmaktadir. Frekanslar ve mod sekilleri
yapilarin dinamik 6zellikleri belirlemekte kullanilirlar. Bu ¢aligmada, sonlu elemanlar
metodu (finite element method, FEM) kullanilarak fonksiyonel derecelenmis
(functionally graded beam, FGB) kirisin uzama ve diizlemdis1 egilme hareketi igin
serbest titresim analizi yapilmistir. Son yillarda fonksiyonel olarak derecelendirilmis
malzemeler (FGM'ler) kiris formlarinda siklikla kullanilmaktadir. Fonksiyonel
derecelenmis malzemeler, sicaklik dayanimi, yiiksek mukavemet, korozyon dayanimu,
tokluk gibi ozelliklerde avantaj saglamaktadir. Fonksiyonel derecelenmis, uzama ve
diizlemdis1 egilmeye maruz kalan kiristeki malzeme ozellikleri, kirisin kalinlig
boyunca gii¢ yasasi dagilimlarina gore degismektedir. Timoshenko ve Euler-Bernoulli
kiris modelleri lizerine ¢alisilmistir ve fonksiyonel derecelenmis kiris, her iki teoreme

gore de modellenmistir.

Kirig yapilarinin analizinde tercih edilen teorilerden biri Euler-Bernoulli Kiris

Teorisi'dir. Bu teoride, sekil degisimi oncesinde ve sonrasinda tarafsiz eksen yine



kirigsin orta diizleminde oldugu kabul edilir. Euler-Bernoulli Teorisi, uzun ince
kirislerde daha dogru sonuglar vermektedir. Yiiksek h/L orani veya yiiksek frekansh
kirislerde kayma gerilmeleri onem kazanmaktadir. Kayma sekil degistirme etkisinin

etkin oldugu kirislerde Timoshenko kiris modeli kullanilmaktadir.

Serbest titresim analizi i¢in potansiyel ve kinetik enerji denklemlerinin ¢ikarimi
yaptlmistir. Bu denklemler sayesinde eleman katilik matrisleri ve eleman kiitle
matrisleri elde edilmistir. Ankastre kiris i¢in sekil fonksiyonlar1 elde edilmis ve dogal
frekanslarin ¢oziimii, sonlu elemanlar yontemi kullanilarak bulunmustur. Sonlu
elemanlar yonteminde kiris i, eleman sayisina boliinerek, her bir elemandaki digiim
noktast i¢in bahsedilen matrisler bulunmustur. Sonlu elemanlar yontemine uygun
olarak eleman matrisleri bir araya getirilerek kiris i¢in global matrisler elde edilmistir.
Mathematica programinda bir sonlu elemanlar kodu, serbest titresim analizi igin
gelistirilmistir. Bu siiregte, literatiirde bulunan kaynaklarin sonuglari ile yapilan
calismadaki sonuglar karsilastirilmis ve parametreler degistirilerek ¢ikan sonuglar

yorumlanmustir.

1.2 Literatiir Calismasi

Yiiksek sicakliklara maruz kalan malzemelerde olusan sorunlarin ¢oziimi igin
Japonya’da bir {iniversite 1984-1985 yillarinda uzay araglari ve hava tasitlarinin
calismalarinda fonksiyonel derecelenmis malzeme gelistirmelerine basglamistir. Daha
sonra 1s1l ylik altindaki gerilmeler i¢gin FDM iretim metotlari, tasarimlari
arastirilmistir. Fonksiyonel derecelendirilmis malzemeden iiretilmis kirislerin egilme,
titresim ve statik Ozellikler1 hakkinda arastirmacilarin yaptigr bircok c¢alisma
mevcuttur. Doner atalet, ilk olarak kiris teorisinde Rayleigh tarafindan diisiiniilm{istiir
[1]. Bu sayede, Euler-Bernouli kiris teorisinin dogrulugu artmistir. Bresse [2], kiris
modeline kayma deformasyon etkilerini ekleyen ilk arastirmacidir ve daha sonra
Timoshenko [3], suan Timoshenko kiris teorisi (TBT) olarak bilinen teoride hem déner
atalet hem de kayma deformasyon etkilerini kullanmistir. Bu teori birgok statik ve
dinamik problemin analizinde kullanilmistir. Elishakoff ve digerleri [4], Bresse-TBT
ve onun alternatif versiyonunu uygulayarak bir kirisin serbest titresim analizini
yapmuslardir. Bresse-TBT modeli, orijinal Bresse-Timoshenko kiris modelinin aksine
dordiincii dereceden zaman tiirevini igermektedir. Analizde, Pasternak temel modelini

kullanilmistir. Elishakoff ve Livshits [5] ve Elishakoff [6], yiiksek dereceli



frekanslarin 6nemini géz oniine alarak Timoshenko kirisinin rastgele titresimlerini
aragtirmistir. Timoshenko Kkirislerinin bdlgesel olmayan etkiye dayali titresimleri
Zhang tarafindan ¢alisilmistir [7]. Kritik uzunluk, TBT'nin iki frekans spektrumu goz
Oniine alinarak tanimlanmistir. Bu ikinci kiime, bazi arastirmacilar tarafindan “ikinci
spektrum” olarak adlandirilmaktadir. Bu arastirma ilk 6nce Traill-Nash ve Collar [8]
tarafindan ¢alisilmistir. Manevich [15], TBT’ nin dalga yayilimini, elastik temel
etkisini dikkate alarak analiz etmistir. TBT'nin iki frekans spektrumu i¢in faz iliskileri
arastirilmis ve ikinci spektrumun fiziksel anlami ve 6nemi, bu dalga dagilim analizine
dayanarak detayli bir sekilde degerlendirilmistir.

Son zamanlarda, Giil ve Aydogdu [16], Reddy kiris teorisi iizerine c¢alismalar
yapmiglardir. TBT gibi Reddy kiris modelinin dalga yayilim analizinde iki spectrum

gbzlemlenilmistir.

Fonksiyonel derecelenmis (FGB) kirislerin titresim analizi, Euler-Bernoulli ve
Timoshenko kirig modelleri tizerine sik¢a ¢alisilmistir. Aydogdu ve Taskin [20], farkli
malzemeler ve L/h oranlar1 igin fonksiyonel derecelendirilmis kirislerinin serbest
titresim analizini arastirmistir. Dogal frekanslar1 elde etmek i¢in Navier tipi ¢oziim
uygulayarak farkli yiiksek dereceli kayma deformasyon teorileri ve klasik Euler-
Bernoulli kiris teorisi kullanmislardir. Shahba ve Rajasekaran [21], diferansiyel
doniisiim metodunu kullanarak eksenel fonksiyonel derecelendirilmis konik Euler-
Bernoulli kirislerinin burulma ve serbest titresim analizini ¢alismislar ve konik EB
kirisleri i¢in eksenel ve egilme frekanslar1 ve kritik burulma yiikleri elde etmislerdir.
Karacam ve Aydogdu [22], klasik EB kiris teorisini kullanarak Winkler temeline
dayali FG c¢ift kirisin dalga yayilma karakteristik 6zelliklerini incelemistir. Farkli dalga
sayilar1 ve malzeme oOzellikleri i¢in dalga frekansi, faz ve grup hizlar gibi dalga
dagilim 6zelliklerini elde etmislerdir. Shvartsman ve Majak [23], genel sinir kosullar
icin eksenel FG EB kirislerinin serbest titresimini diferansiyel formdaki baslangi¢
parametreler yontemi ile arastirmistir. Sonuglart literatlirdeki diger sayisal ve kesin
coziimlerle kiyaslamistir. Kayma deformasyonu ve doner atalet etkilerini incelemek
icin TBT Onerilmistir. FG Kkiriglerinin TBT ile dinamik analizi birgok arastirmaci
tarafindan incelenmistir. Huang ve dig. [24], eksenel FG Timoshenko kirislerinin
diizglin olmayan kesitli titresimlerini incelemistir. Degisken katsayilar1 kullanarak
yardimci fonksiyon ile sapma ve donme igin olusturduklart denklemlerden tek bir

denkleme indirgeme yapmuglardir. Ayrica, bilinmeyen fonksiyon i¢in gii¢ serileri



kullanilarak, tek denklem, lineer cebirsel denklem sistemine doniistiiriilmiis ve farkli
siir kosullart igin karakteristik denklemler elde edilmistir. Pradhan ve Chakraverty
[25], farkli kesme deformasyon teorilerine dayanarak FG Kkiriglerinin serbest
titresimlerini incelemistir. Farkli sinir kosullarinda frekans parametrelerini tahmin
etmek i¢in Rayleigh-Ritz yontemi kullanilmistir. Vo ve dig. [26] FG kirislerinin statik
ve titresim analizi i¢in kayma deformasyon teorisine ¢alistilar ve Hamilton prensibini
kullanarak hareket denklemlerini elde etmisler ve eksenel-egilme ¢iftinin analizini
gerceklestirmistirler. Su ve Banerjee [27], dinamik sertlik yontemine dayanarak FG
Timoshenko kirislerinin serbest titresimini arastirmistir. Kirisin - malzeme
ozelliklerinin kalinlik yoniinde siirekli degistigini varsaymislar ve kayma kuvveti,
eksenel kuvvet ve egilme momentini hareket denklemlerinden tiiretmislerdir. Ngoc ve
Nguyen [28], nétr diizlemin ger¢cek konumunu goz Oniine alarak FG Timoshenko
kiriginin frekans alanindaki dinamik analizini formiile etmislerdir. Boylece, genel sinir
kosullart i¢in kirisin frekans denklemini ve dogal frekans modlarini elde etmislerdir.
Paul ve Das [30], gii¢ yasast degisimini dikkate alarak 6ngerilmeli FG Timoshenko
kirisin serbest titresimi lizerine teorik bir calisma yapmislardir. Von Karman'in
dogrusal olmayan gerinim-yer degistirme (strain-displacement) iligkisi gbz oniinde
bulundurulmus ve minimum potansiyel enerji prensibi kullanilarak statik denklemler
ve Hamilton prensibi kullanilarak dinamik denklem elde edilmistir. Banerjee ve
Ananthapuvirajah [31], dinamik sertlik yontemini dikkate alarak FG kirislerinin
serbest titresim analizini incelemistir. Harmonik hareket varsayilarak, titresim
frekanslar1 analitik formda hesaplanmistir. Xu ve dig. [32], stokastik sonlu elemanlar
modelini kullanarak bir FG Kkirigin, serbest titresim 6zelliklerini incelemistir. Birinci
dereceden pertiirbasyon teknigini kullanarak, malzeme 6zelliklerinin yapinin stokastik
calismasina etkisi analizlerde gosterilmistir. Deng ve dig. [33], Winkler-Pasternak
temel modelini g6z oniline alarak FG Timoshenko kirisinin dinamik katilik matrisini
olusturdular. Ayrica, farkli sinir kosullart ve yiikleme durumlarinda FGB'lere sayisal
ve yar1 analitik yontemler uygulanmistir. Fantuzzi ve dig. [39], FG silindirik ve kiiresel
panellerin titresimini arastirmistir. 2-D ve 3-D kabuk modelleri kullanilmig ve farkli
yapt geometrisi ve frekans sirasi ile karsilastirma yapilmistir. Ferreira ve dig. [40],
genellestirilmis diferansiyel kuadratiir teknigi ile kalin izotropik ve ¢apraz katli lamine

plakalarin statik ve dinamik davranislarini incelemistir.



2. HELIKOPTER PALLERI VE TITRESIM

Helikopter pallerinin motordan tahrik edilmesi ile donerek hizlanmasi sonucunda
pallerde donme diizlemine dik aerodinamik kuvvet olusmaktadir. Pallerde olusan
tasima kuvveti helikopter agirligindan biiyiik oldugunda helikopter irtifa kazanacaktir.
Esit oldugunda askida kalma hareketi yapacak ve algalma hareketinde ise tagima
kuvveti agirliktan kiiciik olacaktir. Paller, hava igerisinde donme hareketi yaparken iist
ylizeylerinde algak basing, alt yiizeylerinde ise yiiksek basing olugsmaktadir. Olusan bu
basing farki tasima kuvvetini meydana getirmektedir. Helikopter kanatlari yani paller,
yiiksek hizlara ulastiklarinda, siirtinme kuvvetini en aza indirgemek amaciyla kanat
yapilart ince olmalidir. Klasik helikopterler iki palden olusmaktadir ve sistemi
birbirlerine zit yonde olacak sekilde hareket ettirme egilimindedirler. Ana helikopter
palleri yiiksek hizda donerken helikopter govdesi bu harekete ters yonde donmek ister.
Bunu engellemek ve dengelemek amaci ile arka boliime farkli ¢apta ve hizda paller

eklenmektedir.

Helikopter, lizerinde donen sistem ve birbirine bagl bir¢ok par¢adan olusuyor olmasi
farkli karakteristiklerde sarsint1 ve titresim problemlerine sebep olmaktadir. En fazla
titresim ana rotor sistemindedir. irtifa, hava hiz1 ve agirligm artmasi ile artan doniis

hiz1, ana rotor pallerinin sayis1 titresime sebep olan etkenlerdir.

Helikopter pallerinin tasariminda, dogal frekanslarin belirlenmesi ve titresim mod
sekilleri onem arz etmektedir. Bu tezde sonlu elemanlar metodu ile modellenmis,
fonksiyonel derecelendirilmis kalinlik yoniinde malzeme ge¢isi olan bir palin dogal

frekanslar tizerindeki etkisi incelenmektedir.






3. FONKSIYONEL DERECELENMIS MALZEMELER VE KULLANIM
ALANLARI

Bu bolimde fonksiyonel derecelenmis malzemeler hakkinda temel bilgiler

verilmektedir.

3.1 Fonksiyonel Derecelenmis Malzemelerin Tanim ve Cikis Sebepleri

Yiiksek sicaklik uygulamalari, uzay araclar1 veya endistriyel uygulamalarda
fonksiyonel derecelendirilmis malzeme kullanimindan 6nce kompozitler, alasimlar,
yar1 iletkenler ve ince film kaplamali malzemeler gibi talep edilen mekanik
ozelliklerde yeni malzeme ortaya ¢ikartma iizerine ¢aligmalar yapilmistir. Metal ve
seramiklerin birlikte kullanildiklar1 kompozitlerin, yiiksek sicaklik uygulamalarinda
metal-seramik katmani arasindaki siireksizlik nedeniyle olusan 1s1l ve artik gerilmeler,
tabakalar arasinda yirtilmalar ve catlaklar olugsmasina sebep olmaktadir. Bu tip tabakali
kompozitlerin seramik kisminin diigiik toklukta olmasi ve metal kismimin yiiksek
sicaklikta aginmasi ve oksitlenmesi gibi zayif 6zelliklerinin ortaya cikmasi yeni
malzeme arayislarina neden olmustur. Bu sebeple metalin tokluk o6zelligini ve
seramigin yliksek 1si1l dayanimini kullanmak amagli fonksiyonel derecelendirilmis
malzeme kavrami ortaya ¢ikmistir. Fonksiyonel derecelendirilmis malzemeler iki veya
daha fazla malzemenin belli bir hacimsel oranda karistirilmasiyla elde edilmekte ve
malzeme dagilimlari, malzeme kalinlig1 ya da ekseni dogrultusunda bir fonksiyona
bagli olarak degismektedir. FDM’nin en biiylik avantaji, yap1 boyunca tokluk ve diger
malzeme 6zelliklerine ait dereceli fonksiyonlar igermesidir. Degisken 6zelliklere sahip
malzeme veya malzeme sistemleri kullanilarak sistemin ¢aligsma sicakligi yiikseltilmis,
malzemenin saglamlik, tokluk, korozyon dayanimi gibi ozelliklerinin arttirilmasi
saglanmaktadir [42]. Bu yontem sayesinde malzemelerin birbiriyle derecelendirilmis
olarak dagilimi, stirekli bir degisime sebep oldugundan malzemeler arasinda
catlaklarin gelisebilecegi bir ara ylizey olugsmasini engellemekte ve FDM’ leri ileri
teknolojik uygulamalar i¢in tercih edilen malzemeler haline getirmektedir. Thtiyaca ve
secilen iiretim teknigine bagl olarak FDM'lerde dereceli yap1 tabakali veya devamli

derecelendirilmis olabilmektedir. Devamli derecelendirilmis malzemelerde iki onemli



Ozellik vardir. Birincisi; seramigin kismi hacmi; ara yilizde %0' dan yiizeyde %100'e
kadar degistiginden, malzemeler arasindaki baglanma, malzeme uyumlulugundan
dolay1 daha iyi olacaktir. Ikinci olarak; malzeme 6zellikleri dagilimlarinin diizgiin
olmas1 sebebiyle FDM kapli ara katmanda gerilmeler, tabakali homojen kaplamalara
gore daha diisiik olacaktir [42]. Farkli derecelendirme segeneklerine gore olusan
malzemelerde pek cok farkli fiziksel ve mekanik 6zellik elde edilebilir. Farkli
derecelendirme seceneklerine Ornek olarak pargacik biiyiikliikleri, kimyasal

kompozisyon, hacimsel pargacik yiizdeleri verilebilir. Sekil 3.1°de fonksiyonel

derecelendirilmis bir malzemenin hacimsel dagilim 6rnegi verilmistir.

Sicak Yiizey

— Seramik faz

— Seramik matris ve metalik ara

—»Gegis bitlgesi

—Metalik matris ve seramik ara

Soguk Yiizey

Sekil 3.1 : FGM dagilimi 6rnegi [43].
3.2 Fonksiyonel Derecelenmis Malzemelerin Kullanim Alanlar:

Fonksiyonel derecelenmis malzemeler ilk olarak uzay tasitlar1 alaninda kullanilmasi
i¢in tasarlanmistir. Zorlayici kosullarin oldugu uzay aracglarinda birbirine zit, farkh

malzeme 6zelliklerinin bir arada bulunmasi gerekmektedir.

Iyi 1s1l iletkenlik ve 1s1l direng &zelliginin bir arada bulundurabilen FDM’ler, hafiflik,
tokluk, saglamlik gibi 6zellikleri de bu tasarimlar i¢in saglayabilmektedir. Roket

yapimi ve motor dis duvarlarina da uygulanmaktadir [44].

Japonya'daki uzay istasyonu Kibo'da test olarak FDM, bir fisek ve geri kullanilabilir
bir roket motoru olarak kullanilmistir. Yapilan calismalarda amag sistemlerin geri
kazanilmas1 icindir. ileri Uzay Teknolojileri, elektroform teknolojisinde
kullanilabilecek igten yanmali motorlarin iiretimi ve gelistirilmesi ile ilgili yanma

odasi elektroform teknigine ¢alismaktadir [44].



Endiistriyel pek ¢ok alanda da DM’ler kullanilmaktadir. Mukavemet ve 1s1l direng
olarak daha iyi malzemelere ihtiya¢ duyulan kesici kalemler icin derecelenmis
malzemeler gelistirilmistir. Asinma direnci ve sertlik olarak yiiksek malzemeler elde
edilmistir. I¢ kismu celik yogunlugunda, dis kismma dogru elmas yogunlugundadir.
Mitsubishi Material Corp, UE6020 koduyla katli CVD malzemesini iiretmistir. Bu
malzeme FDM’nin yapisina yani dereceli yilizey yapisina sahiptir. Sumitomo Elektrik
Endiistriyel Ltd. FDM teknigini karbit kalemlerinde kullanmaktadir [4]. Yiiksek hizli
kalemlerde ise iiretim tekniklerindeki sinirlamalardan kaynakli belli bir boyuta kadar
ornekleri mevcuttur. Endiistride gilinlik yasantimiz i¢in iretilen pek cok {iiriinde
malzeme Ozelliklerinden dolayr FDM tercih edilmektedir. Beyzbol ayakkabisi, tras

makinesi bigagi gibi lirlinlerde de kullanilmaktadir.

Savunma sanayide de FDM kullanimi1 oldukca 6nemli yer tutmaktadir. Zirh, kursun
gecirmez yelekler gibi yiiksek direng gerektiren malzemelerde kullanilmaktadir.
Termal bariyer saglama ozelligi ile gaz tiirbini motorlarinin tiirbin kanatlarinda

koruyucu kaplama malzemesi olarak kullanilir.

[letisim alaninda ise gorsel ve sesli iletisim diizeyine ulasabilmek i¢in FDM’lerde daha
fazla gelistirmeye ihtiyag duyulmaktadir. Bu sistemlerde, FDM teknolojisi devir
frenleyici, baglanti kesici anahtart olan Gaz Yaliim Anahtar1 (GIS-Gas Insulated
Switchgear) i¢in kullanilmaktadir. Bu elementte disaridan igeriye 1s1l gerilme kontrolii

ve enerji emme kabiliyetinde dnemli gelismeler kaydedilmistir [44].

Cevre sorunlari arasinda 6nemli yere sahip olan CO, gazlarinin birikmesi, ozon

tabakasini delinmesi ve ¢oplerin yigilmasini engellemek i¢in Termoelektrik Giig
Ureticileri kullanilmaktadir. Bu yapida yiiksek ve diisiik sicakliga maruz kalan

yerlerde FDM kullanilmaktadir.

FDM’ler biyomalzemeler olarak da kullanilmaktadirlar. Viicutta bulunan kemik ve
eklemlerin ihtiyag duyuldugunda yerine kullanilabilecek FDM malzemeler
gelistirilmigstir. Yiksek sertlik, korozyon direnci ve biyolojik sisteme zarar
vermemesinden dolay1 suni kemik, eklem ve dis olarak FDM malzemeler kullanilabilir

[44].






4. SONLU ELEMANLAR METODU

Miihendislikte karsilagilan her problem, fizik kanunlart ve matematik yardim ile
cebirsel, diferansiyel veya integral denklemler ile ifade edilmeye ¢alisilir. Genellikle
her problem, bilinen veya ¢oziilmesi daha kolay bir alt probleme indirgenerek caligilir

ve ana denkleme bu sekilde ¢6ziim bulunabilir.

Sonlu elemanlar metodu, karmasik miihendislik problemlerinin basitlestirilerek,
hassas ¢oziimler elde edilmesi i¢in kullanilan sayisal bir metottur. Analitik olarak
modellenmesi zor ve karmasik olan problemlerin ayni 6zellikleri tasiyan daha basit
parcgalara boliinerek, her bir parcanin kendi igerisinde ¢ozlilmesiyle genel problemin

¢Oziimiiniin bulundugu bir analiz metodudur.

Yapisal analiz, termal analiz, akigskanlar mekanigi, ug¢ak miihendisligi, niikleer
miihendislik, elektrik ve elektromanyetik alanlar gibi bircok miihendislik ve fizik
problemlerinin ¢éziimiinde kullanilir. Kopriiler, havacilik, otomotiv, biyomedikal gibi

sektorlerde problem ¢ozlimleri i¢in bu yontem kullanilmaktadir.

Bu yontemdeki temel prensip, problemleri basit alt problemlere indirgeyerek ¢oziim

elde etmektir. Bu yontemde uygulanan basamaklar asagidaki sekilde agiklanabilir:

e Problem, ¢ok sayida elemana ayrilip, diigiim noktalar1 (nodes) olusturularak,

tiim problem bir biiyiik ag (mesh) halinde modellenir.

e Model tizerinde etkisi olan girdi verileri; termal ve mekanik alanda gerilme,

yer-degistirme, sicaklik ve deplasman gibi degiskenlerle tanimlanir.

e Karmasik bir problemde modelin yiik altindaki davranigi kesin tahmin edilmesi
miimkiin olmadig: i¢in, bir eleman i¢in, bilinmeyen ¢6zliimii yaklasik olarak

ifade edebilecek uygun bir matematiksel model olusturulur.

e Denge denklemleri veya varyasyonel prensipler ve yaklasik deplasman modeli
kullanilarak eleman katilik matrisleri ve yiik vektorleri bulunur. Genellikle
matris denklemleri seklinde olan bu denge denklemlerin ¢oziilmesiyle

degiskenlerin diiglim noktalarindaki degerleri elde edilir.
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Her bir diiglim noktasinin birbirleri ile baglantis1 sekil fonksiyonlar1 ile
saglanir. Sekil fonksiyonlar1 problem ¢6ziimiinde kullanilmasi planlanan
modele uygun polinomlar ile ifade edilir. Sekil fonksiyonlar1 herhangi bir
noktada eleman yer degistirmeleri ile eleman diigim noktas1 yer degistirmeleri

arasindaki iliskiyi gostermektedir.

Bu denge denklemlerinin her bir eleman igin ¢oziilmesi ile elemanlarin

davranislar elde edilmektedir.
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5. KiRiS TEORILERI

Pek cok miihendislik uygulamasinda, problemlerin modellenmesinde ve analizinde
kiris teorileri kullanilmaktadir. Kirislerin, dinamik 6zellikleri olan frekanslar ve mod
sekilleri, yapilara uygulanan titresimlerin ve bu titresimler sonucu yapinin verdigi
cevaplari1 incelenmesinde kullanilir. Bu tezde calisilan helikopter rotor pallerinin,
dinamik incelemesi i¢in Euler-Bernoulli ve Timoshenko kiris teorileri kullanilmustir.
Kalinlik yoniinde fonksiyonel derecelendirilmis malzeme kullanilarak, kiris olarak

modellenen palin dogal frekanslarina etkisini incelenmektedir.

Kiris teorileri, bir boyutu diger boyutlarina gére ¢ok daha uzun olan yapilar i¢in
kullanilan tek boyutlu modellerdir. Titresimler, yap1 igerisinde birbirleri ile etkilesim
halinde olabilirler. Simetrik kesitli ve izotropik kirislerde, iki ana diizlemdeki
titresimler etkilesim icinde degildir. Ancak, izotropik olmayan ve/veya sadece bir
eksene gore simetrik olan kesitlere sahip kiriglerde egilme-egilme veya egilme-
burulma etkilesimi oldugu i¢in iki ana diizlemdeki titresimler de birbirleri ile etkilesir
[45]. Temel kiris teorileri arasinda Euler-Bernoulli ve Timoshenko Kkiris teorileri

bulunmaktadir.

Euler-Bernoulli kiris teorisi, bir kirisin elastikliginin basitlestirilmis bir ifadesidir.
Euler-Bernoulli kiris teorisi, diizlemdis1 egilmeden 6nce diizlem ve kiris eksenine dik
olan kesitlerin, diizlemdis1 egilmeden sonra yine diizlem ve kiris eksenine dik kaldigini
ifade eder. Dolayisiyla bu teoremde kayma sekil degistirmelerinin etkisini ihmal

edilmis olur (¢ =0). Bu durum Sekil 5.1°de gosterilmektedir.

Sekil 5.1 : Euler-Bernoulli teorisine gore diizlemdisi egilme hareketi ve donme agisi.
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Timoshenko kiris modelinde ise egilmeden once diizlem ve tarafsiz eksene dik olan
kesitlerin egilmeden sonra da diizlem olarak kaldigi, ancak kesitlerin artik kiris
eksenine dik olmadig1 ve kesitlerin bir ¢ agis1 kadar dondiigii kabul edilir. Bu sayede
kayma sekil degistirmelerinin veya kayma gerilmelerinin kirisin egilme davranisina
etkisi yapiya katilmis olur. Egilme Oncesi ve sonrasi kesitlerin diizlem olarak kaldig:
varsayildig1 i¢in kayma acist da sabit kalacaktir. Kayma gerilmesi dagiliminin kesit
yiiksekligi boyunca sabit olmas1 ve kayma acist degerinin sabit kalmasindan dolay1
olusacak hatay1 diizeltmek adina kayma gerilmesi dagilimi diizeltme katsayis1 (shear
coreection factor) kullanilir. Sekil 5.2°de iki teoriye gore kirislerde olusan sekil

degisimleri gosterilmektedir.

a b

Sekil 5.2 : a)Euler-Bernoulli ve b)Timoshenko kiris teorisine gore sekil degisimi
gosterimi.
Tek taraftan mesnetli, basit bir kiris diizeneginde, serbest ugtan uygulanacak tekil bir
yiik i¢in Euler-Bernoulli teorisine gore sadece bu kuvvetin olusturdugu momentten
kaynakli egilme hesaba katilir. Timoshenko kiris teorisinde ise, bu kuvvetin
olusturdugu moment ile beraber kiriste olusan deformasyonlar, dikey kuvvetler
sebebiyle olusan kayma gerilmeleri ve egilme sonucunda donme etkisiyle ortaya ¢ikan
eylemsizlik momenti de hesaba katilir. Bu nedenle Timsohenko teorisi ile ¢oziimlenen
bir kirisin Euler-Bernoulli teorisine gére daha dogru sonuglar vermesi beklenir.
Timoshenko teorisi “kalin kiris teorisi” olarak da adlandirilir. Bunun sebebi,
Timosehnko teorisi kalin kirislerde 6 kata kadar daha dogru sonu¢ vermesidir [46].
Kiris inceldiginde ise, iki teori arasindaki sonug farki azalmaktadir ve ince kirislerde

cok daha yakin sonugclar elde edilmektedir.

Bu tezde calisilacak kiris modelinin izotropik, kalinlik yoniinde fonksiyonel

derecelendirilmis oldugu kabul edilmektedir.
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5.1 Helikopter Pali icin Kiris Modeli ve Formiilasyonlari

Bu tezde calisilacak kiris, donen ve donmeyen, prizmatik, ankastre, kalinlik yoniinde
fonksiyonel derecelenmis bir kiristir. Euler-Bernoulli ve Timoshenko Kkirigleri i¢in
kinetik ve potansiyel enerji denklemleri ¢ikarimlar1 yapilacaktir. Kirisler lizerinde
malzeme 6zellikleri ve kiris sinir sartlar1 degistirilerek kirise ait dogal frekans degerleri

gelistirilen kod ile bulunacaktir.

Sekil 5.3’de gosterilen fonksiyonel derecelenmis kiris modelinde h ve b kirisin
kalinlik ve genisligini, L kiris uzunlugunu ve R ise helikopter gobek yari ¢apini

gostermektedir. Saat yoniiniin tersi yoniinde Q sabit agisal hiz1 ifade etmektedir.
1

0 y
-

R -

Malzeme dzelliklen degigim yoni

Sekil 5.3 : Fonksiyonel derecelenmis kiris modeli.

Uzama ve diizlemdis1 egilme serbest titresimi incelenecek kiris i¢in kalinlik yoniinde
fonksiyonel derecelenmis malzeme kullanilacaktir. Sekil 5.4 (a)’da, malzeme
ozellikleri kirig kalinlig1 yoniinde degisen, alt ylizeyi malzeme 1, {ist ylizeyi malzeme
2 olacak sekilde degismektedir. Sekil 5.4 (b)’de ise kirisin alt ve iist ylizeylerinde ayni

malzeme, orta yiizeyinde farkli malzeme bulunmaktadir.

Kirig oOzellikleri kesit boyunca aymi olacaktir. Kalinlik yo6niinde fonksiyonel
derecelndirilmis kiris i¢in malzeme Ozelliklerine bagli parametreler tanimlanacak

derecelendirme fonksiyonlarina gore formiile edilecektir.

Malzemeler arasindaki gecis asagida ifade edilen hacimsel dagilim formiiliine goredir.
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Sekil 5.4 : Fonksiyonel derecelenmis kiris ve malzeme dagilimlari.

Kirisin malzeme ozellikleri, elastisite modiilii, E , kesme modiilii, G, Poisson orani,
v ve yogunluk, p i¢in kirisin kalinlig1 yoniindeki degisimi, hacim oran dagiliminin
fonksiyonudur. Gii¢ yasasina gore olusturulan ve P(z) ile gosterilen kirisin malzeme

ozellikleri asagidaki formiil ile ifade edilir.
P(2) =RV, + PV, (5.1)

V,+V, =1 (5.2)

Yukaridaki formiilasyonda P, ve P, sirasiyla kirisin alt ve tist yiizeylerindeki malzeme

ozelliklerini V, ve V, alt ve st yiizeylerdeki hacimleri gostermektedir.

Kirisi olusturan malzemelerin hacimsel oranlar1 dagilimi, V, i¢in kullanilacak denklem

gii¢ yasasina gore asagidaki gibidir:

z 1.,
Vt = (H+§) (53)
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Burada n, negatif sayidan farkli Gii¢ Yasasi indisidir ve kirisin kalinligi boyunca

malzemelerin dagilim profilini belirler.

(5.3) ile ifade edilen denklem, (5.1) ve (5.2) denklemlerinde yerine konularak

diizenlendiginde elde edilen yeni denklem asagidaki gibidir:

P@)=(R-R)E+3)" +R 54)

Bu ¢alismada, (5.4) ile elde edilen denklem, elastisite modiilii, E ve yogunluk, p igin

kuvvet yasasina gore diizenlendiginde olusan denklemler:

z 1.,
E(D)= (€ ~E)C+3)' +E, 5
@)= (P PN+, 5)

Burada E, ve p, kirisin iist yiizeyindeki malzemenin elastise modiilii ve yogunlugunu

tanimlarken; E, ve p, Kkirisin alt yiizeyindeki malzemenin elastise modiilii ve

yogunlugunu tanimlamaktadir. Gili¢ yasast indisi, N degeri sifir oldugunda kirisin
kalinlik yoniinde malzemesinin degismedigi, tek bir malzeme 6zelligi gosterdigi

homojen ve izotropik durumu ifade eder.

(5.3)-(5.5) numarali denklemler, Sekil 5.4 (a)’da gosterilen malzeme dagilimi igin
olusturulan formiillerdir. Sekil 5.4 (b)’deki gibi malzeme dagilimi i¢in (5.3) ile ifade
edilen denklemdeki malzeme hacimsel dagilim orami formiilii degisecektir. Diger
denklemler ise bu malzeme dagilimi i¢in de kullanilir. Sekil 5.4 (b) igin hacim orani

formtilii asagidaki gibidir:
Zyn
v, =) (56)

Malzeme oOzellikleri i¢in yazilan (5.1) numarali denklem, (5.6) denklemine gore
yeniden diizenlendiginde elde edilen yeni denklem ve bu denklemin malzeme

ozellikleri icin yazilmig ifadeler asagidaki sekilde olacaktir.

R,(2)=(P - Pb)(ﬁy‘ +R, (5.7)
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E(2) = (E, - Eb)(ﬁr +E, (5.8)
PD)=(0=P)C) + 1, (5.9)

5.2 Euler-Bernoulli Kiris Teorisi

Euler-Bernoulli kiris teorisine gore ¢alisilacak helikopter pal modeli igin kiris kesitinin
deformasyon dncesi ve sonrasi diizlemselligini korudugu ve kiris eksenine dik kaldig;
kiris uzunlugunun da degismedigi kabul edilir. Deformasyon sirasinda olusacak yer
degistirmeler olduk¢a kiiglik olacaktir ve kayma etkisinden kaynakli kayma

gerilmeleri ihmal edilir.

5.2.1 Euler-Bernoulli Kiris teorisi i¢in enerji denklemleri

Bu béliimde, hem diizgiin ve homojen bir kiris hem de diizgiin ve kalinlik yoniinde
fonksiyonel derecelendirilmis malzeme gecisi olan kiris i¢in uzama ve diizlemdisi
egilme hareketi sonucu potansiyel ve kinetik enerji denklemlerinin ¢ikarimi
yapilacaktir. Kirigin kesit ve uzunluk boyunca goriiniisii Sekil 5.5 ve Sekil 5.6’da

verilmistir.
Sekil 5.5 ve Sekil 5.6’da sekil degisimi 6ncesi referans noktasi olarak gosterilen P,
sekil degisimi sonras1 P ile gosterilmektedir.

Potansiyel ve kinetik enerji denklemlerinin ¢ikariminda, yer degistirme ve gerinim

ifadelerinin yazimi igin Sekil 5.5 ve Sekil 5.6’dan faydalanilacaktir.
<-

7 P

1

b7 Py

Uy

Zp
Orta Diizlem v v

('_51!'

YoV,

Sekil 5.5 : Euler-Bernoulli kiriginin deformasyon 6ncesi-sonrasi y-z kesit goriiniisii.
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.- Orta Diizlem

Sekil 5.6 : Euler-Bernoulli kirisinin deformasyon 6ncesi-sonrasi x-z kesit goriiniisii.
Burada 77, referans noktasinin z ekseninden ofseti, &, referans noktasinin orta

diizlemden ofseti ve X, ve X, referans noktasinin z ekseninden ofsetidir. U, Uzama, W

diizlemdis1 egilmeden kaynakli yer degistirme ve W' diizlemdisi yer degistirme

kaynakli donme agisidir.

Deformasyon oncesi, P, referans noktasinin konum denklemleri:

X, =R+X (5.10)
Yo=1 (5.11)
z,=¢& (5.12)

Deformasyon sonrasi, P referans noktasina gore konum denklemleri ise:

X =R+x+u,—éwW (5.13)
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Yo =1 (5.14)

Z,=W+¢& (5.15)

Sekil degisimi oncesi ve sonrasi referans noktalar1 i¢in pozisyon vektorleri, I, ve r;

ile gosterilerek; birim uzamalar i¢in asagidaki formiiller yazilabilir:
dr, = dx,i +dy, ] +dzk (5.16)
dr, = dxi +dy,j+dzk (5.17)

Kanat uzunlugu, X boyunca (5.10)-(5.15) denklemlerinin tiirevleri alindiginda elde

edilen ifadeler asagidaki gibi olacaktir.

dx, = dx (5.18)

dy, =dn (5.19)

dz, =d¢ (5.20)

dx, = (L+Uu, —&w")dx—w'd§ (5.21)
dy, =dn (5.22)

dz, =wdx+d¢& (5.23)

(5.18) ve (5.23) denklemleri, (5.16) ve (5.17) denklemlerinde yerine yazildiginda
asagidaki denklemler elde edilir.

dr, = dxi +dyj +dzk (5.24)

dr, =[(1+u) —EW) —WdE]T +dnj + (Wdx+dE)k (5.25)

Gerinim tansorti, [gij] , (5.26) numarali denklem kullanilarak elde edilebilir [47].
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dx
dr.dr, —dr,dr, =2[dx dy d&][g; |4dn (5.26)
dé

Gerinim tansoriiniin matris formunda gosterimi asagidaki gibidir:

[5ij]= Ex  Egp Epe (5.27)

(5.24) ve (5.25) denklemleri, (5.26) denkleminde yerine konularak gerekli islemler ve

diizenlemeler yapildiginda gerinim tansorii i¢in asagidaki sonuclar elde edilecektir:

r\2 2 m 2 n 2
5XX — u(!) _§W¢1_UOW!¢§+ (uo) + 5 (W ) + (W) (528)
2 2 2
£, =0 (5.29)
£ = EWW' —UgW (5.30)

Burada &, eksenel gerinim, ¢, ve ¢,. yanal kesme gerinimleridir.

Euler-Bernoulli kiris teorisine gore W =8 olacaktir.

(5.25)-(5.30) denklemleri, gerinim tensoriinde bulunan dxdx, dxdzn ve dxdé&’nin

katsayilar1 olan ¢,, ¢&,, ve &, terimleri igin yazilmistir. Cinki ince ve uzun

n

kiriglerde eksenel gerileme ¢, ,yanal gerinmelere, &, ~ve &.. ,gbre daha etkindir.

Bundan dolayi, ¢, ve ¢, yani yanal birim sekil degistirmeler ihmal edilir.

Mertebe analizi yapildiginda ¢, kayma birim sekil degistirmesi, diger kayma birim
sekil degistirmeleri ¢, ve ¢,, ye gore 0(6‘2) mertebesinde oldugu icin diger terimlere
gore daha kiigiiktlir ve ihmal edilebilir [48].

[hmal edilecek terimler diginda kalan ¢,,, &y, Ve &, birim sekil degistirme

ifadelerinin bulundugu denklemleri sadelestirmek adina Cizelge 5.1°de gosterilen

mertebe analizi yapilacaktir.

(5.28)-(5.30) denklemleri diizenlendiginde asagidaki gibi olacaktir.
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Cizelge 5.1 : Mertebe semasi.

X _ w_ n_

F=00 = =0() =0

S Y% _o(g?

L_O(g) i O(&%)

W ~O(s) '~ 0(s?) u'~0(?)

e U Ew % (5.31)

&, =0 (5.32)
&e=0 (5.33)

Mertebe analizinin sonucu olarak (5.32) ve (5.33) denklemlerinin sonuglar1 sifirdir.

Potansiyel enerji denkleminin genel ifadesi asagidaki gibidir:

U::%I[[\aﬂgmdndg}k (5.34)

Alan integrali formiilasyonu Cizelge 5.2°de verilmistir [48]. Potansiyel enerji
denkleminde kullanilacaktir. Cizelge 5.2°de bahsedilen e1 ve e; terimleri, kesit alaninin
merkezinden gegen eksenlerle, elastik eksen arasindaki mesafedir ve bu tezde

bahsedilen kiris modeli iki eksende simetrik oldugundan dolay1 e1 ve e sifira esittir.

Kririsin geometrik merkezlerinden gecen eksen; orta diizlemde deformasyon sifir

olacaktir.
Cizelge 5.2 : Potansiyel enerji denklemi icin alan integralleri.
[[dnde = A [[&dnde=1, [[n?dnde =1,
A A A
[ +&*)dnde =3 [[dmdg =Ae =0 [[ &dnds =ne, =0
A A A

[[ndnde =1, =0
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h/2

N=b [ odz (5.35)

-h/2

h/2

M =b j 260z (5.36)

-h/2

Kirisin orta diizlemindeki tabaka {izerine etkiyen eksenel kuvvet, N , egilme momenti,
M ve kayma kuvveti, Q asagidaki sekilde ifade edilir [49]. Euler-Bernoulli Kiris
modeli iizerine ¢alisildig1 i¢in kayma gerilmeleri ihmal edilmektedir.

(5.31)-(5.33) denklemleri (5.34) numarali denklemde (5.35) ve (5.36)’da verilen

bilgiler dogrultusunda yerine kondugunda asagidaki denklem elde edilir.

1k (W)
U== N u. + +M . @' |dx 5.37
:2 £.{<{i X0 :2 X ( )
N, = A,u; + B, (5.38)
M, =B,u; +D,0" (5.39)

Katilik katsayilar1 ise asagidaki gibidir:

A, =[E(2)dA (5.40)
B, :IZE(z)dA (5.41)
D, =IZZE(Z)dA (5.41)

Katilik katsayilari AM , elastik modiilii ile kiris kesit alaninin ¢arpimini, B;,, uzama ve

diizlemdis1 egilme kaynakli olusan terim ve D,,, elastik modiiliis ile eylemsizlik

momentinin ¢arpiminit gosteren terimdir.

(5.37) numarali denkleme, (5.38) ve (5.39) numarali denklemler yerlestirilip mertebe

analizi yapilarak diizenlendiginde elde edilen potansiyel enerji denklemi:

l r re r =y N’ ~ !
u =§j{pﬁl(uo)2 +2B,us0' + D,y () Jdx + A (5.42)
0
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Kirisin donmesinden dolay1 olusan merkezkag kuvveti, F, (X), eksenel uzama, u, ve

diizgiin birim sekil degisimi, &, ile bagmntilidir [50].

Fuk (X) _ Fuc ()
EA A,

Uy () = £,(x) = (5.43)

Donen kiris i¢in (5.42) numarali potansiyel enerji denklemi tekrar diizenlendiginde

asagidaki denklem elde edilir.
li(=
U= E-H D, (0) +F,, (x)(W’)z}dx +A (5.44)
0

FCZF (x)
EA

dx ile gosterilir ve Kirig sabit hizla dondiigii igin merkezkag

o [

T &
terimi —
A 2

kuvvetine bagl olarak ifade edilen A sabit bir terim olarak yer alir. Kinetik enerji

denklemini i¢in deplasman hizlarinin olusturulmasi gerekecektir. Donen kiris igin

sirasiyla pozisyon ve hiz vektorii denklemi asagidaki gibidir [50].

F = (X+Uy +EW)P +wk (5.45)

v=2" L oKkxr (5.46)
ot

Hiz bilesenleri i¢in (5.10)-(5.15) denklemlerinin zamana gore tiirevleri alinarak (5.46)

denkleminde yerine konulursa hiz bilesenleri asagidaki gibi olacaktir [50].

V, =, —éW-Qn (5.47)
Vv, = (R+x+u, —&w)Q (5.48)
V,=2,=W (5.49)

Elde edilen hiz terimlerinden sisteme ait kinetik enerji formiilasyonu su sekilde ifade
edilmektedir [51].

T :%I{ [[ (v +v,? +sz)dnd§}dx (5.50)

A
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Kinetik enerji hesabi igin Cizelge 5.3’de alan integrallerini igeren tablo bulunmaktadir.

Cizelge 5.3 : Kinetik enerji denklemi hesabi i¢in alan integralleri.

[[ pdnd&=m [[ pn?dndé = p1, [ pe*dnde=p1,
ﬂ pé&dndé =0 Hpndndi =me ﬂpéﬂdndé =me, =0

(5.50) numarali denklem ifadesinde hiz bilesenleri yerine koymadan 6nce Cizelge 5.1
ile mertebe analizi yapildiginda, mertebe olarak daha kiiciik terimler ihmal edilir. €,
kesitin agirlik merkezinden gegen eksen ile elastik eksen arasindaki uzakliktir ve bu

deger sifirdir.

Cizelge 5.3’de ifade edilen alan integralleri ve mertebe analizine gore (5.50) denklemi

diizenlenerek tekrar yazildiginda kinetik enerji formiilasyonu asagidaki gibi olacaktir
[50].

L
T %j(h(uo)z 1L ()% 421,00+ 1,(6)2)dx+ A, (5.51)

PAR+x+U,)ve pl, QO terimleri sabit terimlerdir ve A, terimi ile ifade edilir.

Eylemsizlik katsayilarinin denklemleri ise agsagidaki gibidir:

I, = [ p(2)dA (552)
|2 ZIp(Z)ZdA (553)
|3 ZIP(Z)ZZdA (554)

5.2.1.1 Merkezka¢ kuvveti ve denklem ¢ikarimi

Donen kirislerde harekete bagli olarak merkezkag kuvveti olugsmaktadir ve bu kuvvet,
herhangi bir nokta etrafinda donen rijit cismin, donme ekseninden disariya dogru,

eksenden uzaklagsma egilimi olarak tanimlanir.

Sekil 5.7°de kirig elemani iizerine etkiyen merkezkag kuvveti gosterilmektedir.
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Sekil 5.7 : Merkezkag kuvveti.

Sabit Q agisal hiziyla donen, R yarigapli, L uzunlugunda diizgiin ankastre Kiris igin
x kadar uzakliktaki kii¢iik bir elemanin ¢izgisel hiz1 ve kiris eleman iizerine etkiyen

merkezkag kuvveti:

V =Q(R+x) (5.55)
mv ? )
Fuk (X) = R% = pAQ°(R+X) (5.56)

Kiris tizerine etkiyen kuvvetlerin x dogrultusunda dinamik denge denklemleri

yazildiginda, kiris boyunca degisen merkezkag¢ kuvvetinin ifadesi asagidaki gibidir:
L L
Fuc = [ PAQ? (R+x)dx = [ 1,Q° (R+x)dx (5.57)
0 0

5.2.2 Euler-Bernoulli Kirisi i¢cin sonlu elemanlar formiilasyonu

Bu boéliimde, kalinlik yoniinde fonksiyonel derecelendirilmis diizgiin, ankastre kiris
icin uzama ve diizlemdis1 egilme kaynakli sapma (deflection) i¢in sonlu elemanlar

formiilasyonu tanimlanacaktir. Sonlu elemanlar formili i¢in L uzunlugundaki bir
kiris tizerinde z eksenine X, kadar uzaklikta, L,uzunlugundaki kiiciik eleman

gosterimi Sekil 5.8°de verilmistir. Her bir kii¢lik elaman i¢in tanimlanacak potansiyel

ve kinetik enerji denklemleri i¢in yapilacak islemler sonucunda tiim kiris i¢in enerji
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denklemleri ¢ikarimi saglanacaktir. Bu sekilde serbest titresim analizi yapilacak kiris

icin dogal frekanslar bulunacaktir.

=z
! A
|
|
i
' |
| ial ——
| 1. elamman > -
|
|
| i — o] — [ 3
| X; L,
|
Aa S — —
" R L
|
i
i
|

Sekil 5.8 : Fonksiyonel derecelendirilmis kirigin sonlu elemanlar modeli.

Sonlu elemanlar yontemi i¢in kirig iizerinden segilen her kiris elemaninin basini ve
sonunu temsil eden diigiim noktalar1 (node) vardir. Herhangi bir kiris elemani igin iki

diigiim noktas1 ve toplamda sekiz serbestlik derecesi bulunur.

Uzama ve diizlemdis1 egilme durumu i¢in Euler-Bernoulli kiris elemaninin her bir
diiglim noktasinda ii¢ serbestlik derecesi olacaktir. Sekil 5.8’de kiris lizerinde secilen

kiris elemani i¢in serbestlik dereceleri Sekil 5.9°da gosterilmektedir.

z
v
W, W,
X
..I j h‘
u, ; / U,
i i
/ /

Sekil 5.9 : Euler-Bernoulli kiris elemani modeli.

Euler-Bernoulli kirisinde U, uzama, w, diizlemdis1 egilmeden dolay1 yer degistirme

ve 6 dizlemdis: egilme kaynakli ag1 degisimini gostermektedir. Kiris elemani igin
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Sekil 5.9°da da gosterildigi gibi 2 diigiim noktasi i¢in toplam 6 serbestlik derecesi
vardir. Sonlu elemanlar yonteminde, diiglimler arasi baglantiy1 tanimlamak igin

olusturulan sekil fonksiyonlar1 modele uygun mertebeden polinomlar ile asagidaki gibi
ifade edilmektedir [52].

U=a,+aXx (5.58)
W=a, +a,Xx+a,x* +ax’ (5.59)
0 =W =a, +2a,X+3a,x’ (5.60)

L, uzunlugundaki kiigiik kiris elemanmnin diigiim noktalarindaki yer degistirme

miktarlarini bulabilmek i¢in X=0 ve X=L, degerleri (5.58)-(5.60) numarali

denklemlerde yerlerine konuldugunda elde edilen matris asagidaki gibidir:

u) 2 0 0 0 0 0]fa
w| |0 o1 0 0 o0]lla
o o 0o o1 0 0|la
u[ |2 L 00 0 0 |la (561)
w,| [0 0 1 L L& L |la
6, 10 0 0 1 21, 32]|a

Kiris boyunca olusan deplasman miktari, her bir diigiim noktasindaki deplasman

miktarlari cinsinden yazilabilir.

{aj=[N]{a.} (5.62)

Denklem (5.62)’de ifade edilen, {q} deplasman matrisi, [N] sekil fonksiyonlari

matrisini, {qe} diiglim noktas1 deplasman matrisini gostermektedir. Yerdegistirme

alan1 her bir diigiim noktasindaki yer degistirme alan1 ve sekil fonksiyonlar cinsinden
ifade edilebilir.Her bir ifadenin diigiim noktalarindaki matris gosterimi ise asagidaki

sekilde ifade edilir.

fql={u w 6 (5.63)

28



[N]=[N, N, N,J (5.64)

{qe}:{ul Wl 01 uz Wz ez}T (565)

Uzama, diizlemdis1 egilmeden kaynakli yerdegistirme ve diizlemdisi egilmeden
kaynakli ag¢1 degisimlerinin gosterimi kiris boyunca deplasman miktari, sekil
fonkdiyonlar1 ve diigiim noktalarindaki deplasman miktarlari cinsinden (5.63)-(5.65)

numarali denklemlerde gosterilmektedir.

(5.61) ve (5.62) numarali denklemlerden elde edilen sekil fonksiyonu matrisleri:

[Nu]z{ 200 X0 o} (5.66)
L L
2 3 2 3 2 3 2 3
[N,]={o 12,20, X X o X X X X1 5y
\ "L L L L L Ly

6x 6X° 4x 3x? 6x 6x> 2x 3x°
[Ne]={0 et et e _L_+F} (569)

[N,]. [N,] ve [N,] sirastyla uzama, u, diizlemdisi egilme, w ve diizlemdis1 egilme
kaynakli ag1 degisimi, € igin sekil fonksiyonlaridir.

Doénen kiris i¢in (5.57) numarali denklemde, yayili yiik i¢in ifade edilen merkezkag

kuvveti, eleman matrislerini etkiler. Sekil 5.10°da, kiris tizerinde her kiigiik kiris
elemanmin donme eksenine uzakligi L, ve global ile lokal koordinat sistemlerinin

konumu gosterilmektedir.

n pargaya boliindiigli varsayilan bir kiris i¢in kiris elemanimin dénme eksenine olan

uzakliginin, toplam kiris boyu L, tizerinden ifadesi:

L =(i —1)% (5.69)

(5.57) numarali denklem i¢in sonlu elemanlar formiilasyonu asagidaki gibidir:

Fer (X) = 1,07 [R(L— L, —x") +%(L— L —x)(L+L + x’)} (5.70)
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Sekil 5.10 : Merkezkag kuvvetinin sonlu elemanlar gosterimi.

5.2.3 Katilik ve kiitle matrislerinin elde edilmesi

Serbest titresim analizi yapilacak olan ankastre, kalinlik yoniinde fonksiyonel
derecelendirilmis, diizgiin kiris i¢in katilik ve kiitle matrislerine ihtiya¢ vardir. Kiris
boyunca olusan deplasman miktarmi her bir digim noktasindaki deplasman
miktarlarindan elde edilecegini gosteren (5.62) numarali denklemin konum (x) ve

zamana (t) bagl tlirevleri alinarak katilik ve kiitle matrisleri yazilacaktir.

{a) =[NT {a.} (5.71)

{ay =[N]{a.} (5.72)

Burada {q},deplasman matrisinin konuma bagl tiirevini ve { Q} ise zamana baglh

tiirevini gostermektedir. (5.42) ve (5.51) numarali denklemlerde ifade edilen enerji
denklemlerine, yukarida belirtilen tiirev tanimlari ile birlikte, (5.66)-(5.68) numarali
denklemlerinde belirtilen sekil fonksiyon matrisleri yerine yazilirsa, her bir diigiim

noktasi i¢in eleman katilik ve eleman kiitle matrisleri elde edilir.

Potansiyel enerji ve kinetik enerji formiillerinde denklemler yerine konularak tekrar
diizenlendiginde elde edilen eleman katilik ve eleman kiitle denklemleri asagidaki

gibidir:

30



(Al[dNu T [dNu }+2§n[dNu I [ng}[ng}T [dNu}
dx dx dx dx dx dx

Le
[Ke]%j ; (5.73)
°+5{%} [d(;\)l(g})dx
Le (1, ING T ING T+ 1IN T ING T+ 20, [N T IN, TN, TN,
- LI[[N]]T[[N]W[ FIvJeau T NI

Burada [Ke} katilik eleman matrisi, [MSJ kiitle eleman matrisidir ve L, Kkiris

tizerindeki kii¢iik bir elemanin uzunlugunu ifade eder. Denklemlerden elde edilen
eleman matrisleri, kirisi olusturan her bir eleman igin sonlu elemanlar yontemine
uygun olacak sekilde bir araya getirilerek global katilik ve global kiitle matrisleri elde
edilir. Serbest titresim analizi yapilacak ankastre kirig i¢in dogal frekanslarin

bulunacagi denklem:

[M* J{d} +[K* ]{a}=0 (5.75)

Dogal frekanslar1 hesaplayabilmek i¢in sisteme ait 6z deger denklemi:

det[[MS]‘l[KS]—wZ[l]]:o (5.76)

Ankastre kiris icin X=0 noktasinda uzama, u(x), diizlemdisi egilme, w(x)ve
diizlemdis1 egilme kaynakli olusan ag1, 8(X) sifir olacaktir. Bu durum sonlu elemanlar
yonteminde diigiim noktasi i¢in tamimlandiginda ii¢ serbestlik derecesinin sifir
olmasindan dolay1 global matrisin ilk ii¢ satir ve siitunu sifir olacaktir. Matris
islemlerine etkisi olmayacagi i¢in bu ilk ii¢ satir ve siitun silinerek indirgenmis katilik
ve kiitle matrisleri bulunur. Serbest titresim analizi i¢in dogal frekanslar denklem

(5.76)’dan hesaplanacaktir.

5.3 Timoshenko Kiris Teorisi

Kiris uzunlugunun, kiris kalinligina orani kii¢iik oldugu yani kirisin kalinliginin artt1g1
durumlarda kayma gerilmelerinin etkisi 6nem kazanmaktadir. Basit mesnetli kiris
tizerine diizgiin yayili yiikiin olusturdugu gerilmelerde, yanal kayma gerilmelerinin,
yiiksek agiklik orani olan kirislerde, h/L, veya yiiksek frekansl kirislerde etkin oldugu

goriilmiistiir. Timoshenko kiris teorisi kayma sekil degistirmesini igeren bir teoridir.
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Deplasman oncesi kiris eksenine dik olan kiris kesiti, deplasman sonrasinda
diizlemselligini korur ancak kiris eksenine dikligini kaybeder. Kayma gerilmeleri kiris
tizerinde diizgiin dagilmadigi i¢in kayma diizeltme katsayisi (shear corecction factor)

kullanilir.

Bu c¢alismada titresim modellemesi i¢cin Timoshenko kiris teorisi de kullanilmustir.
Timoshenko kiris teorisine gore c¢alisilacak helikopter pal modeli i¢in deformasyon
Oncesi ve sonrast kiris uzunlugunun da degismedigi kabul edilir. Deformasyon
sirasinda olusacak yer degistirmeler oldukca kiigiik olacaktir. Kayma etkisinden

kaynakli kayma gerilmeleri modele eklenecektir.

5.3.1 Timoshenko Kiris teorisi icin enerji denklemleri

Bu boliimde donen ve donmeyen, homojen, diizgiin ve ankastre Timoshenko
kirislerinin uzama ve diizlemdis1 egilme hareketi i¢in potansiyel ve kinetik enerji
denklemlerinin ¢ikarimi yapilacaktir. Kirisin kesit ve uzunluk boyunca goriiniisii Sekil
5.11 ve Sekil 5.12°de verilmistir. Sekil 5.11 ve Sekil 5.12°de deformasyon Oncesi
referans noktasi olarak gosterilen P, deformasyon sonrasi P ile gosterilmektedir.
Potansiyel ve kinetik enerji denklemlerinin ¢ikariminda, yer degistirme ve gerinim

ifadelerinin yazimi i¢in Sekil 5.11 ve 5.12°den faydalanacaktir.

z

éﬂ

T
| P. .
=
P
I [i]
/ &
HERE
Chta Dhizlem v .
i
ragf- -
Yo=¥,

Sekil 5.11 : Timoshenko kirisinin deformasyon oncesi-sonrasi y-z kesit goriiniisii.
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Orta Driizlem
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Sekil 5.12 : Timoshenko kiriginin deformasyon dncesi-sonrasi x-z kesit goriiniisii.
n, referans noktasinin z ekseninden ofseti, & , referans notasinin orta diizlemden
ofseti ve X, ve X, referans noktasinin z ekseninden ofsetidir. u,, uzama, w,

diizlemdis1 egilme kaynakli yer degistirme, & ve ¢ agilar ise sirasiyla diizlemdisi

egilmeden kaynakli olusan ag1 ve kayma sekil degistirmeden kaynakli olusan donme
acilaridir. Sekil 5.11 ve Sekil 5.12°de belirlenen nokta i¢in deformasyon oncesi ve

sonrasindaki degisim gosterilmektedir.

P, , deformasyon 6ncesi referans noktasinin konum denklemleri:

X, = R+X (5.77)
Yo =1 (5.78)
2,=¢ (5.79)

P , deformasyon sonrasi referans noktasinin konum denklemleri:
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X, =R+Xx+u,—-£60 (5.80)

Yi=1 (5.81)
Z, =W+¢& (5.82)

Deformasyon dncesi ve sonrasi referans noktalari i¢in pozisyon vektorleri I ve I i¢in

(5.16) ve (5.17) denklemleri ve (5.18)-(5.23) denklemleri kullanilarak, birim uzama

ve ag1 degisimleri i¢in agsagidaki denklemler elde edilir.
dr, = dxi +dyj +dzk (5.83)
dr, =[(@+u; —£60") —OdE]T +dnj +(Odx +dE)k (5.84)

Gerinim tensorii, | &; |matrisinin formu (5.27)’de gsterilmistir. (5.83) ve (5.84)

denklemleri, (5.26) denkleminde yerine konularak gerekli islemler ve diizenlemeler

yapildiginda gerinim tensorii igin asagidaki sonuglar elde edilecektir:

r\2 2 "2 12

o =ty —w+ L SOV g W (5.85)
2 2 2

&xy =0 (5.86)

& =(W—0)+£60'—u, 6 (5.87)

Burada, ¢,, eksenel gerinim, Eyy VB &y kesme gerinimleridir.

(5.26) numarali denkleminde dxdx, dxdn ve dxd& terimlerinin katsayilari olang,,,
&y, V& &,. hesaplamalarda kullanilacaktir. Eksenel gerinme ¢&,, ,yanal gerinmelere,

& Ve ¢

- :: »g0re daha etkindir. Bundan dolay1 &, ve ¢ yani yanal birim sekil

degistirmeler ihmal edilebilir. Mertebe analizi yapildiginda &, kayma birim sekil
degistirmesi, diger kayma birim sekil degistirmeleri ¢, ve ¢, ’ye gore 0(£%)
mertebesinde oldugu i¢in diger terimlere gore daha kiigiiktiir ve ihmal edilebilir [48].

Hesaplamalarda kullanilacak ¢, €, ve &, birim gekil degistirme ifadelerinin
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bulundugu denklemleri sadelestirmek adina Cizelge 5.4’de mertebe semasi verilmistir.
(5.85)-(5.87) denklemleri igin mertebe analizi yapildiginda (5.88)-(5.90) denklemleri
asagidaki gibi olacaktir.

Cizelge 5.4 : Timoshenko kirisi mertebe semasi.

X_ w_ n_
T=00) - =0() _ =0()
%:0@) 0=0() £ =0()
p=w—0=0() Uy ~O(&”) 0'~0(s’)
(W)? (5.88)

XX

& =%—§wu"7;-
&y =0 (5.89)

é;xg =w -6 (ES.S)())

Potansiyel enerji denkleminin genel ifadesi asagidaki gibidir:

U::%i[ﬂkaﬂgﬂ+rﬁgw)dnd§}h (5.91)

A

Cizelge 5.2°de verilen alan integrali formiilasyonlar1 potansiyel enerji denkleminde
kullanilacaktir. Kirigin orta diizlemindeki tabaka tizerine etkiyen eksenel kuvvet, N ,
egilme momenti, M ve kayma kuvveti, Q asagidaki sekilde ifade edilir [49].
Timoshenko kiris modelinin Euler-Bernoulli kiris modelinden farki kayma gerilmeleri

etkisinin de hesaba katilmasidir.

h/2

N=b [ odz (5.92)
-h/2
h/2

M=bjzam (5.93)

-h/2
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h/2

Q=b [ rdz (5.94)

-h/2

(5.88)-(5.90) denklemleri (5.91) numarali denklemde (5.92) ve (5.94)’de verilen

bilgiler dogrultusunda yerine kondugunda asagidaki denklem elde edilir.

L "2
U =%I{Nx{u3+(wz) }+MX0'+sz(w'—e)}dx (5.95)
0
N, = A,u, +B,¢ (5.96)
M, =B,u; + D, (5.97)
Q=Ass,. (5.98)

Katilik katsayilar1 asagidaki sekilde ifade edilir. (5.102) numarali denklem kayma
etkisi kaynakli potansiyel enerji denklemini ifade eder. Kayma gerilmelerinin kirig
tizerinde diizglin dagilmamasindan kaynakli, kayma gerilmesi diizeltme katsayisi, k

(shear coreection factor) kullanilir.

A, = { E(z)dA (5.99)
B, = { 2E (z)dA (5.100)
D, =£22E(Z)dA (5.101)
A = k!\G(Z)dA (5.102)

Bu durumda hem uzama ve diizlemdis1 egilme hem de kayma gerilmeleri etkisinden

olusan potansiyel enerji formiilii asagidaki gibi olacaktir.

U= % [{Au(u)? + 28,00+ 5,(8) + Ag(w - 6) ik (5.103)

Katilik katsayilar1 '&11 , elastik modiilii ile kiris kesit alaninin ¢arpimini, B;;, uzama ve

diizlemdis1 egilme kaynakli olusan katsayi, D,;, elastik modiiliis ile eylemsizlik
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momentinin ¢arpimini ve :3\35 , kayma diizeltme katsayis, k, kiris kesit alan1 ile kayma
modiiliisii ¢arpimint ifade etmektedir. Kalinlik, z, yoniinde degisen elastik modiiliis ve

kayma modiilii icin A,,B,,, D, ve A asagidaki sekilde ifade edilir.

Kalinlik yoniinde fonksiyonel derecelendirilmis kiris i¢in G(z) kayma modiilii ve

E(z) elastisite modiilii fonksiyonunu gostermektedir.

Kirige ait kinetik enerji formiilasyonu i¢in (5.45) ve (5.46) numarali denklemlerde
pozisyon ve hiz vektorii denklemleri ifade edilmisti. Konum denklemlerinin zamana
gore tiirevlerinin alinarak (5.46) numarali denklemde yerine konmasi ile elde edilen

hiz vektorleri asagidaki gibidir:

V, =U,-£0-Qn (5.104)
V, =(R+x+u,-0)Q (5.105)
V, =W (5.106)

(5.50) numarali kinetik enerji denklemine, elde edilen (5.104)-(5.106) denklemleri
eklendiginde ve cizelge 5.3’deki kinetik enerji icin alan integralleri formiilleri
uygulanarak denklem sadelestirilip diizenlendiginde asagidaki denklem elde

edilecektir.

L
T- %jul(uo)z 1L ()% + 210,60+ 1,(6)2)dx (5.107)

Burada, eylemsizlik momenti katsayilari |, yogunluk ile kirig kesit alaninin

carpimuni, |,, uzama ve diizlemdisi egilme kaynakli olusan katsayi, |, yogunluk ile
eylemsizlik momentinin ¢arpimimi ifade etmektedir. Kalinlik, z, yoniinde degisen
yogunluk i¢in 1, 1, ve I, denklemleri (5.52)-(5.54)’de verilmistir.

Donen, diizgiin Timoshenko kiris i¢in merkezkag¢ kuvveti (5.43) numarali denklemde
verilmisti.

Enerji denklemlerine merkezkag¢ kuvveti yerlestirilerek diizenlendiginde donen kiris

icin potansiyel ve kinetik enerji denklemleri asagidaki gibi olacaktir:
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U= % ! (By(0) + Ay (W =)+ Fyyp )(W)? Jx (5.108)

1 L ) 1 2
T =E!al(w) +15(0)")dx (5.109)

5.3.2 Timoshenko Kkiris icin sonlu elemanlar formiilasyonu

Bu bolimde, kalinlik yoniinde fonksiyonel derecelendirilmis diizgiin, ankastre
Timoshenko kirisi i¢in kayma gerilmelerinin etkisini de modele ekleyerek uzama,
diizlemdis1 egilme kaynakli yer degistirme, diizlemdisi1 egilme kaynakli donme agisi
ve kayma sekil degistirmeden kaynakli donme agis1 i¢in sonlu elemanlar formiilasyonu
tanimlanacaktir. Sekil 5.8’de gosterilen fonksiyonel derecelendirilmis kirisin sonlu
elemanlar modeli goz Oniine alinarak her bir kii¢lik elemana tanimlanacak potansiyel
ve kinetik enerji denklemleri i¢in yapilacak islemler sonucunda tiim kiris i¢in enerji
denklemleri yazilacaktir. Uzama, diizlemdis1 egilme ve kayma gerilmeleri igin
Timoshenko kiris elemanmin her bir diigiim noktasinda dort serbestlik derecesi
olacaktir. Sekil 5.8’de kiris tizerinde segilen kiris elemani igin serbestlik dereceleri
Sekil 5.13’de gosterilmektedir.

Sekil 5.13 : Timoshenko kiris eleman1 modeli.

Timoshenko kirisinde U, uzama, W, diizlemdis1 egilmeden dolay1 yer degistirme, &
diizlemdis1 egilme kaynakli ag1 degisimi ve ¢, kayma gerilmeleri kaynakli kayma
acisini gostermektedir. Kiris elemani i¢cin Sekil 5.13°de de gosterildigi gibi 2 digiim
noktasi icin toplam 8 serbestlik derecesi vardir. Sonlu elemanlar yonteminde,
diiglimler arast baglantiy1 tanimlamak icin olusturulan sekil fonksiyonlar1 modele

uygun mertebeden polinomler ile asagidaki gibi ifade edilmektedir [52].

38



U=a,+aXx (5.110)

W=a, +a,x+a,x* +a,x’ (5.111)
@ =2a,+a,Xx (5.112)
0=W-p=a,—a,+(2a, —a,)x+3a,x° (5.113)

L, uzunlugundaki kiigiik kiris elemanmnin diigiim noktalarindaki yer degistirme

miktarlarini bulabilmek i¢in X=0 ve X=L, degerleri (5.110)-(5.113) denklemlerinde

yerlerine konuldugunda elde edilen matris asagidaki gibidir:

ul] L 000 0 0 0 O
w| 0010 0 0 0 0
|10 o 01 0 0 -1 0
o 0000 0 0 1 0
u| |1 L OO 0O 0 0 O (6114)
w00 1L 2B LB 0 o0
6,/ |0 0 0 1 2L, 32 -1 -L
o,/ 10000 0 0 1 L |

Kiris boyunca olusan deplasman miktari, her bir diigiim noktasindaki deplasman
miktarlar ve sekil fonksiyonlari cinsinden (5.62) numarali denklemde verilmisti. Her

bir matrisi olusturan elemanlar asagidaki gibidir.

{fa}={u w 0 o} (5.115)
[N]=[N, N, N, N, (5.116)
{qe}:{ul w 6 ¢ u w, 6 @z}T (5.117)

(5.62) ve (5.114) denklemleri kullanilarak elde edilen sekil fonksiyonlar1 matrisini

olusturan elemanlar ise asagidaki gibidir:

[Nu]={1—% 000 E 0 0 o} (5.118)
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2 3 2 3 2
[NW]={0 DR LS S S

__+_ —_
LT L L L
2 3 2 3 2 3 (5'119)
3x° 2 X X X X
TUTC LY LY
2 2 2
N. =<0 _%+6L 1_ﬁ+3i _%+3L 0
[ 9] L2 LES Le L2 Le L2
) i i (5.120)
6X 6X 2X 3 3x 3x
CTU LT LT
X X
N [=s0 0O 0 1-— 0 0O 0 — 5.121

[Nu], [NW] [Ng] ve [N (p] stirastyla uzama, u, diizlemdist egilme, w, diizlemdisi

egilme kaynakli ag1 degisimi 6 ve kayma gerilmeleri kaynakli a¢1 degisimi, ¢ igin

sekil fonksiyonlaridir.

Doénen kiris icin sonlu elemanlar formiilasyonu (5.57) numarali denklemde ifade

edilmisti.
5.3.3 Katilik ve Kkiitle matrislerinin elde edilmesi

(5.103) ve (5.107) numaral1 denklemlerde ifade edilen enerji denklemlerine, (5.71) ve
(5.72) denklemlerinde belirtilen tiirev ifadelerini kullanarak, (5.118)-(5.121) numarali
denklemlerde belirtilen sekil fonksiyon matrisleri yerine yazildiginda, her bir digiim
noktasi i¢in eleman katilik ve eleman kiitle matrisleri elde edilir. Potansiyel enerji ve
kinetik enerji formiillerinde denklemler yerine konularak tekrar diizenlendiginde elde

edilen eleman katilik ve eleman kiitle denklemleri agsagidaki gibidir:

N [ [
RSCIEIRNEARCI RS
W_%TSL[[NNUJ}[[NNUJ];;[NW]T[NW]+2|2[NU]T[NUJ[NJ[Ng] 515
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Burada [Ke] katilik eleman matrisi, [Me] kiitle eleman matrisidir ve L, kiris

tizerindeki kiiclik bir elemanin uzunlugunu ifade etmektedir. Denklemlerden elde
edilen eleman matrisleri, kirisi olusturan her bir eleman i¢in sonlu elemanlar
yontemine uygun olacak sekilde bir araya getirilerek global katilik ve global kiitle
matrisleri elde edilir. Daha 6nce belirtildigi gibi serbest titresim analizi yapilacak
ankastre kiris i¢in dogal frekanslar bulunacaktir. Ankastre kiris igin X =0 noktasinda
uzama, u(x), diizlemdis1 egilme, w(x), diizlemdis1 egilme kaynakli olusan ag1, 8(X)
ve kayma agis1, ¢(x) sifir olacaktir. Bu durum sonlu elemanlar yonteminde diigiim
noktast i¢in tanimlandiginda dort serbestlik derecesinin sifir olmasindan dolay1 global
matrisin ilk dort satir ve siitunun sifir olacaktir. Matris islemlerine etkisi olmayacagi
icin bu ilk dort satir ve siitun silinerek indirgenmis katilik ve kiitle matrisleri bulunur.

Serbest titresim analizi i¢in dogal frekanslar denklem (5.76)’dan hesaplanacaktir.
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6. KIRIS MODELLERI ICIN SERBEST TITRESIM ANALIZi SONUCLARI

Bu boliimde, daha 6nceki boliimlerde bahsedilen Euler-Bernoulli ve Timoshenko kiris
teorilerine gére modellenen palin, serbest titresim analizi i¢in dogal frekans degerleri
verilecektir. Sayisal sonucglar i¢in sonlu elemanlar metodu kullanilmistir. Bu
calismada, yukaridaki boliimlerde elde edilen denklemler igin gelistirilen kod,
Mathematica programinda yazilmistir. Gelistirilen kod ile bu tez kapsaminda, donen
ve donmeyen, diizgiin, kalinlik yoniinde fonksiyonel derecelendirilmis kiris modelleri
icin dogal frekans sonuclar1 elde edilmektedir. Fonksiyonel derecelendirilmis kiris
modeli i¢in kullanilan kirig malzeme 6zelligi dagilim fonksiyonu gii¢ yasasina goredir.
Gli¢ yasasi indisi, N degeri sifir alindiginda diizgiin, homojen kiris i¢in sonuglar elde

edilmis olur.

Literatiirde yapilan benzer ¢aligmalarin sonuglari ile karsilastirma yapilabilmesi i¢in

Cizelge 6.1°de verilen boyutsuzlastirilmis parametreler kullanilmistir.

Cizelge 6.1 : Boyutsuz parametreler.

o X W U,

X =— W=— uO = —

L L L

0?2 = |1|—4QZ 2 wl? \/; r2 = I
=1- — Ll >
D, h VE I,

Burada, Q acisal hiz parametresi, A frekans parametresi ve r ise narinlik oraninin
tersi, yani kiris kalinliginin uzunluguna oranini ifade eden bir parametredir.

Sayisal sonugclar {izerinde pek ¢ok parametrenin etkisi vardir. Bu ¢alismada malzeme
dagilim fonksiyonu, agisal hiz, €2, narinlik orani, L/h ve gii¢ yasast kuvveti, n
parametrelerinin etkisi tablolarda paylasilmistir. Acik literatiirdeki sonugclar ile bu

tablolardaki veriler dogrulanmustir.

Fonksiyonel derecelendirilmis kiris i¢in giic yasasi indisine gore kirisin kalinlig

boyunca hacimsel dagilim oranlar1 degisimini veren denklem (5.4)’de verilmistir. Bu
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denkleme gore olusan kalinlik yoniinde fonksiyonel derecelendirilmis malzeme
dagilim grafigi Sekil 6.1°de verilmistir.

1
nafr
IK:]
07t
06
05
04

03

02

01

Hacim Dagilin:

.J 1
05 04 03 02 01 0 01 02 03 04 05
z'h

Sekil 6.1 : Fonksiyonel FD malzeme i¢in hacimsel dagilim oranlari.
6.1 Euler-Bernoulli Kiris Teorisi i¢in Sayisal Sonugclar

Bu bolimde, daha onceki boliimlerde teorisi anlatilan ve matematiksel modelinin
cikarildigir Euler-Bernoulli kirisi i¢in elde edilen sonuglar ve literatiir sonuglari ile
karsilagtirilmalart yer almaktadir. Euler-Bernoulli teorisine gore elde edilen enerji
denklemlerinden katilik ve kiitle matrisleri olusturularak sonlu elemanlar metoduna
gbre Mathematica programinda kod gelistirilmistir. i1k olarak serbest titresim analizi
yapilacak kirig, sadece Aluminyum malzemesinden olusan, homojen, prizmatik bir

yapidadir. Kirisin 6zellikleri Cizelge 6.2°de verilmistir.

Cizelge 6.2 : Euler-Bernouli kirisi 6zellikleri.

Malzeme ozelligi Aluminyum (Al) Alumina (ALO;)
Elastik modiiliis, E 70 GPa 380 GPa
Yogunluk, p 2702 kg/m? 3960 kg/m?
Poisson oram, U 0.3 0.3

Euler-Bernoulli Teorisine gore sonlu elemanlar metodu ile hesaplanan kiris i¢in
donmeyen, ankastre mesnetlenmis ve farkli sinir kosullarina goére modellenen
boyutsuz dogal frekans degerleri hesaplanmistir. Cizelge 6.3’de, boyutsuz dogal
frekans degerleri, degisen L/h orani ve farkli sinir kosullarina gore verilmistir. Kayma
etkisinin ihmal edilmesine dayali olan bu teoride daha dnce bahsedildigi gibi L/h

oraninin yiiksek, yani ince kirisler i¢in ¢calisma yapilmistir.
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Cizelge 6.3 : Donmeyen, homojen Aluminyum Euler-Bernoulli kirisinin degisen L / h oranina gore boyutsuz dogal frekanslara sinir kosullariin
etkisi.

oA L/h=100 L/h=80 L/h=70 L/h=50 L/h=30 L/h=20

Enl Ref[53] Kod Ref[53] Kod Ref[53] Kod Ref[53] Kod Ref[53] Kod Ref[53] Kod

3,5160 3,5160 3,5159 3,5159 3,5159 3,5159 3,5158 3,5157 3,5153 3,5153 3,5143 3,5143
22,032 22,032 22,030 22,030 22,029 22,028 22,023 22,023 22,002 22,002 21,961 21,960
61,678 61,677 61,667 61,666 61,657 61,657 61,618 61,618 61,478 61,478 61,207 61,206
22,3712 22,372 22,372 22,372 22,371 22371 22,369 22,369 22,361 22,361 22,345 22,345
61,661 61,661 61,655 61,654 61,649 61,649 61,626 61,626 61,542 61542 61,379 61,379
120,85 120,854 120,830 120,826 120,80 120,802 120,71 120,705 120,35 120,354 119,68 119,677

Sinr _ 2
Kosullart g

A-S

W NDRFRPWDN R

Euler-Bernoulli teorisine gore sonlu elemanlar yontemi ile olusturulan kodun literatiirdeki ¢alismanin sonuglarina oldukga yakin ¢iktigi

goriilmektedir. A-S ve S-S sirasiyla ankastre-serbest ve sabit-sabit sinir kosullarini ifade etmektedir.

Artan L/h oranina gore dogal frekans degerlerinde virgiil sonrasi kiiciik degisimler olmustur. Ancak farkli sinir sartlar1 géz oniine alindiginda,

sabit-sabit sinir sartina sahip olan kirigin ankastre-serbest kirige gore daha yiiksek dogal frekans degerlerine sahip oldugu gézlemlenmektedir.

Kalinlik yoniinde fonksiyonel derecelendirilmis kiris i¢in model Sekil 5.4 a’da verilmistir. Paylasilan modele gore kirisin alt yiizeyi sadece seramik,
iist yiizeyi sadece aliiminyum ve kirigin alt ve iist yiizeyindeki malzeme gegisi ise hacimsel oran dagilimina goéredir. Prizmatik, kalinlik yoniinde

fonksiyonel derecelendirigmis kirig modeli i¢in kullanilan Alumina ve Aluminyum’a ait malzemlerin kiris 6zellikleri Cizelge 6.2de verilmektedir.
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Cizelge 6.4’de farkli sinir kosullar1 ve degisen gii¢ yasasi indisi degerine gore serbest titresim analizi yapilan, kalinlik yoniinde fonksiyonel
derecelendirilmis Euler-Bernoulli kirisi i¢in boyutsuz dogal frekans degerleri paylasiimistir. Gelistirilen kod ile literatiirdeki dogal frekanslarin

uyumlu oldugu géziikmektedir.

Cizelge 6.4 : Degisen giic yasas1 indisine gore donmeyen, kalinlik yoniinde FD Euler-Bernoulli kirisi i¢in boyutsuz dogal frekanslarin

karsilastirilmasi.
Stntr L/h A= ol |py n=0 n=02 n=05 n=1 n=2 n=5 n =10
Kosullart h Em

Kod 1,93846 1,80485 1,65496 1,50069 1,37274 1,3051 1,26294

5 JW.Lee, J.Y. Lee[53] 1,9385 11,8037 11,6504 14914 13599 1,2942 1,2565
Anﬁ;ire_ Simsek [54] 1,93845 1,80418 1,65057 1,49135 1,35985 1,29416 1,25648
Serbest Kod 1,95249 18178 1,66704 151229 1,38433 1,31667 1,27356
20 JW.Lee, J.Y. Lee [53] 1,9525 11,8167 1,6625 15029 1,3714 1,3057 1,2671
Simsek [54] 1,95248 1,81714 1,66265 1,50293 1,37142 1,30574 1,26713
Kod 12,1826 11,3371 10,3714 9,36547 8,52944 8,11103 7,88057

5 J.W.Lee, J.Y. Lee [53] 12,1826 11,3369 10,3708 19,3642 8,5277 8,1096  7,8797
Sil-:)?t- Simsek [54] 12,1826 11,3398 10,3718 9,36422 8,52772 8,10955 7,87968
Sabit Kod 12,4143 11,5509 10,5709 9,55664 8,72028 8,30209 8,05647
20 J.W.Lee, J.Y. Lee [53] 12,4143 11,5508 10,5703 9,5554 8,7186 8,3006  8,0556
Simsek [54] 12,4142 11,5537 10,5713 9,55538 8,71856 8,30064 8,05560

Sekil 6.2°de, gelistirilen kod ile fonksiyonel derecelendirilmis kiris i¢cin hesaplanan boyutsuz dogal frekanslarin degisen Gii¢ Yasasi indisine gore

ankastre-serbest ve sabit-sabit sinir kosullarinin etkisi gosterilmektedir.
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—@— Ankastre-Serbest sinir kosulu —@— Sabit-sabit sinir kosulu
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1,00

0,00
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Gii¢ Yasast Indisi

Sekil 6.2 : Farkli sinir kosullar1 i¢in degisen gii¢ yasasi indisine gore donmeyen,
kalinlik yoniinde FD Euler-Bernoulli kirisi i¢in boyutsuz dogal frekanslar.

Cizelge 6.5 ve Cizelge 6.6 sirasiyla ankastre-serbest ve sabit-sabit sinir kosullarina

gore olusturulan tablolardir.

Her iki ¢izelgede de kalinlik yoniinde fonksiyonel derecelendirilmis kiris i¢cin L/h orani
ve gli¢ yasasi indisine gore dogal frekans degerleri verilmektedir. Degisen her bir L/h
oranina gore gili¢ yasast indisi, n degeri biiylidikce dogal frekans degerleri
kiigiilmektedir. Ayni1 gii¢ yasasi indis degerinde, degisen L/h oraninin dogal frekanslar

tizerinde fazla etkisi olmadig1 goziikmektedir.

Tablolarda verilen boyutsuz dogal frekans degerleri, gelistirilen kod ve literatiirdeki
dogal frekans degerleri ile kiyaslandiginda birbirleriyle uyumlu oldugu

goziikmektedir.

Artan gili¢ yasasi degeri, n’ye gore ayni L/h oran1 degeri i¢in boyutsuz dogal frekans
degerlerinin birbirlerine yakin degerler oldugu goziikmektedir. Sonuglar, literatiirdeki

degerleri ile kiyaslandigimda uyumlu oldugu goziikmektedir.
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Cizelge 6.5 : Ankastre, donmeyen, kalinlik yoniinde FD Euler-Bernoulli kiriginin de8isen narinlik oranlarina gore boyutsuz dogal frekanslara
gii¢ yasasi indisinin etkisi.

n=0 n=0.2 n=1 n=5 n =10
L /h ol |p
A= . E_: Ref.[53] Kod  Ref.[53] Kod Ref.[53] Kod Ref[53] Kod Ref.[53] Kod
1 1,9497 19497 18141 1,8152 15006 15100 11,3034 11,3143 11,2650 1,27142
2 12,080 12,0797 11,241 11,2468 19,2892 9,3417 8,0526  8,1129  7,8213 785622
10 3 30,231 30,8497 28,875 29,4597 25,213 25,6591 19,946 20,3138 18,228 18,57470
4 33,224 33,2244 30,923 30,9380 25,688 25,8282 22,099 22,2272 21,465 21,54630
5 63,497 63,4973 59,105 59,1403 48,692 48,9898 41,933 42,2862 40,826 4103460
1 1,9530 1,9530 11,8172 1,8183 15034 15127 11,3062 13171 1,2675 1,27396
2 12,224 12,2236 11,373 11,3800 9,4085 9,4641 8,1727 8,2377 7,9316 7.96956
30 3 34,156 34,1580 31,781 31,7985 26,286 26,4364 22,825 23,0027 22,155 22 25820
4 66,731 66,7308 62,092 62,1229 51,342 51,6104 44,558 44,8621 43,258 43.42710
5 90,694 92,5490 86,628 88,3794 76,094 77,4526 59,863 60,9153 54,677 55,71220
1 19534 19534 18175 1818 15037 15130 1,3065 1,3174 1,2678 1,27425
2 12,240 12,2403 11,389 11,3955 94222 94782 18,1865 18,2520  7,9443 798254
100 3 34,267 34,2668 31,883 31,9010 26,377 26,5286 22,917 23,0949 22,239 22 34280
4 67,131 67,1309 62,461 62,4951 51,674 51,9618 44,893 45,2322 43,566 43.76240
5 110,93 110,933 103,22 103,2720 85,388 85,8570 74,179 74,7332 71,988 72.30760
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Cizelge 6.6 : Sabit-sabit sinir kosullu, donmeyen, FD Euler-Bernoulli kirisinin degisen narinlik oranlarina gore boyutsuz dogal frekanslara gii¢
yasas1 indisinin etkisi.

n=0 n=0.2 n=1 n=5 n =10
ol® [p
L /h A= e \/g Ref.[53] Kod Ref.[53] Kod Ref.[53] Kod Ref.[53] Kod Ref.[53] Kod
1 12,3670 12,3669 11,5070 11,5072 9,5163 9,5176  8,2616  8,2630  8,0197 8,02052
2 33625 33,6247 31,290 31,2910 258470 258544 22,3860 22,3950 21,7500 pq 7557
10 3 60,463 60,4727 57,753 57,7622 49,549 495753 39,920 39,9250 36,457 36,4623
4 64,563 64,5626 60,089 60,0918 50,738 50,7454 42,766 42,7969 41,608 41 go62
5 103,860 103,859 96,678 96,6863 79,542 79,6094 68,345 68,4257 66,605 g6 g546
1 12,4230 12,4231 11,5590 11,5591 19,5627 9,5639 8,3079 8,30938 8,0623 8,06317
2 34,191 34,1914 31,813 31,8144 26,3160 26,3235 22,8570 9pggsg 22,1840 99 1ggg
30 3 66,866 66,8662 62,217 62,220 51,455 51,4809 44,675 44,7045 43,365 433827
4 110,170 110,167 102510 102517 84,755 84,8202 73,546 736218 71406 71 4505
5 163,880 163,882 152,490 152,513 126,040 126,179 109,300 109458 106,140 10624
1 12,4300 12,4295 11,5650 11,5650 9,5680 9,5692  8,3132  8,3147  8,0672 8,06806
2 34,258 34,2577 31,875 31,8755 26,3710 26,3781 22,9120 22,9206 22,2340 99 9391
100 3 67,144 67,144 62,473 62,4764 51,685 51,7101 44,904 44,934 43,576 435937
4 110,960 110,959 103,240 103,249 85410 854740 74,201 74276 72,008 770524
5 165,69 165,691 154,16 154,183 127,530 127,671 110,790 110,949 107,520 107,6130
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6.2 Timoshenko Kiris Teorisi icin Sayisal Sonuclar

Bu boliimde, daha dnceki boliimlerde teorisi anlatilan ve matematiksel modelinin
cikarildigi Timoshenko kirisi i¢in elde edilen sonuglar ve literatiir sonuglar1 ile

karsilagtirmalar1 yer almaktadir.

Timoshenko teorisine gore elde edilen enerji denklemlerinden katilik ve kiitle
matrisleri olusturularak, sonlu elemanlar metoduna gére Mathematica programi

kullanilarak kodlama yapilmustir.

Kalinlik yoniinde fonksiyonel derecelendirilmis kiris i¢in Sekil 5.4 a’da ki model
kullanilmigtir. Kirigin alt ylizeyi sadece seramik, iist ylizeyi sadece aliminyum ve
kirigin alt ve st ylizeyindeki malzeme gecisi ise hacimsel oran dagilimina goredir.

Kiris 6zellikleri Cizelge 6.2°de verilmistir.

Cizelge 6.7°de farkli sinir kosullart ve degisen giic yasast indisine gore kalinlik
yoniinde fonksiyonel derecelendirilmis Timoshenko kirisi i¢in literatiirdeki ¢aligmalar

ile boyutsuz dogal frekanslarin karsilastirilmasi yapilmstir.

Gelistirilen kod ile literatiirdeki karsilastirilan dogal frekanslarin uyumlu oldugu
goziikmektedir.

Cizelge 6.7 : Fonksiyonel derecelendirilmis Timoshenko kirisi i¢in farkl sinir
sartlarinda boyutsuz dogal frekanslarin karsilastirilmasi (L/h=5).

L2
Kill’:lll:lrt A= G)T \/% n=0 n=0.5 n=1 n=2 n=5 n=10

Kod 10,015 8,68448 7,91205 7,19908 6,65413 6,32658

Simsek [54] 10,0705 8,74674 7,95034 7,17674 6,49349 6,16515

S-S Nguyenetal. [55] 10,0726 87463 7,9518 7,1776 6,4929 6,1658
Voetal. [56] 10,0678 87457 7,9522 7,1801 6,4961 6,1662

Voetal. [57] 10,1851 8,8641 8,0770 7,3039 6,5960 6,2475

Kod 1,89482 1,61724 1,46304 1,33380 1,26449 1,2240

Simsek [54]  1,89523 1,61817 1,46328 1,33254 1,25916 1,21834

A-S  Nguyenetal. [55] 1,8957 1,6182 14636 1,3328 12594 12187
Voetal. [56]  1,8952 1,6180 14633 123326 172502 12184

Voetal. [57]  1,9055 16313 14804 13524 12763 1,2308

Ankastre siir kosulu ve kalinlik yoniinde fonksiyonel derecelendirilmis kiris i¢in L/h
oraninin, degisen Gii¢ Yasasi indis degerlerine gore elde edilen boyutsuz dogal frekans

degerleri Cizelge 6.8’de verilmektedir.
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Cizelge 6.8 : Ankastre, donmeyen, FD Timoshenko kirisinin dogal frekanslari iizerinde narinlik oran1 ve gii¢ yasasi indisi etkisi.

L/h

1=

)
Y

=

P

E

m

n=0

n=0.2

n=0.5

n=1

n=2

n=5

n =10

Ref.[58]

Kod

Ref.[58]

Kod

Ref.[58]

Kod

Ref.[58]

Kod

Ref.[58]

Kod

Ref.[58]

Kod

Ref.[58]

Kod

1,80329
8,21514
9,06941
17,9802
26,4033

1,80426
8,24811
9,06978
18,0860
27,2183

1,6829
7,7220
8,6750
16,9703
25,1248

1,6838
7,75162
8,676
17,0688
25,9698

1,54468
7,12189
8,23136
15,7499
23,5417

1,54544
7,14748
8,23289
15,8399
24,4161

1,39885
6,44425
7,7081
14,3438
21,6204

1,39951
6,46585
7,7103
14,4244
22,4156

1,27348
5,77913
7,05971
12,9094
19,4397

1,27409
579774
7,06278
12,9822
20,1514

1,19956
5,22620
6,19459
11,6647
17,1022

1,20023
5,24317
6,19981
11,7337
17,5005

1,15684
4,96530
5,64279
11,0314
15,8590

1,15756
4,98158
5,64912
11,0985
16,1315

1,86385
9,42868
12,0925
21,5877
34,5928

1,86445
9,45548
12,0930
21,6949
34,9727

1,73735
8,8443
11,5548
20,3297
32,7263

1,73789
8,8685
11,5553
20,4284
33,0323

1,59278
8,15412
10,931
18,8307
30,451

1,59325
8,17538
10,932
18,9197
30,699

1,44141
7,39468
10,1889
17,1413
27,8043

1,44183
7,41314
10,1896
17,2205
28,0087

1,31344
6,68493
9,27327
15,4804
25,0665

1,31382
6,70166
9,27415
15,5526
25,2557

1,24242
6,15895
8,07187
14,1093
22,6209

1,24285
6,17621
8,07312
14,1809
22,7765

1,20111
5,8858
7,35535
13,3796
21,4285

1,20156
5,9038
7,35656
13,4509
21,4005

1,89441
10,2025
15,1157
24,2839
40,3144

1,89482
10,2236
15,1163
24,3819
40,5426

1,76476
9,55154
14,4404
22,8225
38,0031

1,76512
9,57049
14,4100
22,9119
38,2137

1,61692
8,79239
13,6505
21,0981
35,2454

1,61724
8,80907
13,6511
21,1782
35,4369

1,46276
7,97167
12,7061
19,1875
32,1226

1,46304
7,98631
12,7066
19,2587
32,2948

1,33353
7,23018
11,5406
17,3683
29,0171

1,33380
7,24370
11,5412
17,4338
29,1750

1,26419
6,72424
10,0258
15,9509
26,3775

1,26449
6,73862
10,0264
16,0178
26,5296

1,2237
6,44766
9,14605
15,1753
24,9471

1,2240
6,46270
9,14663
15,2429
25,0940

10

1,93806
11,6155
30,2314
30,5505
55,4176

1,93817
11,6228
30,5972
30,5972
55,5634

1,80382
10,8294
28,5306
28,8901
51,8978

1,80391
10,8360
28,5710
28,8931
52,0303

1,65126
9,92996
26,2115
27,3023
47,8058

1,65135
9,9359%4
26,2489
27,3041
47,9265

1,49308
8,98688
23,7423
25,3998
43,39

1,4932
8,9924
23,7769
25,4015
43,5019

1,36215
8,18692
21,5708
23,0609
39,4041

1,36224
8,19233
21,6036
23,0632
39,5121

1,29547
7,73783
19,8231
20,4233
36,6649

1,29556
7,74364
19,8311
20,4522
36,7764

1,25629
17,4778
18,204

19,5414

35,1095

1,25638
7,4837
18,205

19,5773

35,2204

15

1,94655
11,9506
32,4399
45,347
60,9894

1,9466
11,9541
32,4643
45,3489
61,0736

1,81139
11,1299
30,247
43,3142
56,9502

1,81144
11,1331
30,2692
43,3159
57,0270

1,65791
10,1949
27,7372
40,921
52,3063

1,65796
10,1980
27,7583
40,923
52,3790

1,49895
9,22147
25,1042
38,0455
47,394

1,49900
9,22452
25,1250
38,0470
47,466

1,3677
8,40836
22,8681
34,4964
43,1404

1,3678
8,4115
22,8894
34,4976
43,2135

1,30157
7,97825
21,6068
29,9319
40,553

1,3016
7,9815
21,6288
29,933
40,6279

1,26267
7,72685
20,8769
27,3397
39,057

1,26272
7,72999
20,8981
27,3407
39,1286

20
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1,94955
12,0753
33,2016
60,4627
63,4443

1,94958
12,0773
33,2162
60,4652
63,4969

1,81407
11,2415
30,9307
57,7447
59,1681

1,81410
11,2434
30,9442
57,7473
59,2167

1,66026
10,293
28,3406
54,1446
54,6767

1,66029
10,295
28,3542
54,1827
54,6894

1,50103
9,30821
25,6387
49,0496
50,7988

1,50107
9,31031
25,6533
49,0997
50,8025

1,36966
8,49032
23,3723
44,62
46,1299

1,36971
8,49261
23,388
44,671
46,136

1,30373
8,06791
22,1529
39,8473
42,3338

1,30377
8,07020
22,1687
39,85
42,3881

1,26493
7,8202
21,4418
36,4316
40,8514

1,26496
7,82225
21,456
36,4331
40,9015
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Cizelge 6.8’de olusturulan tabloya gore artan gii¢ yasasi indisi ile dogal frekans degerleri azalmaktadir. Artan gii¢ yasasi indisi degeri ile Sekil 5.4
a’ya gore ¢alisilan model i¢in seramik malzemesinin kiris icerisindeki hacimsel oran1 azalmaktadir. Bu durum, dogal frekans degerlerinde azalmaya

sebep olmaktadir.
Sabit gii¢ yasasi indis degeri i¢in artan L/h orani ile boyutsuz dogal frekans degerlerinde de artis olmaktadir.

Ayni sartlar altinda fonksiyonel derecelendirilmis malzemenin Euler-Bernoulli ve Timoshenko kiris teorisine gore modellenerek sayisal
degerlerinin elde edildigi Cizelge 6.5 ile Cizelge 6.8 tablolari incelendiginde artan L/h orani ile iki teorinin sonuglarinin birbirine yaklastigi

goriilmektedir.

Cizelge 6.9°da ankastre, donen, kalinlik yoniinde fonksiyonel derecelendirilmis kirisin gii¢ yasasi indis degeri arttikga dogal frekans degerlerinin

azaldig1 goriilmektedir. Artan L/h degerlerine gore incelendiginde dogal frekans degerlerinin ¢ok fazla degismedigi gozlemlenmektedir.

Cizelge 6.9 : Ankastre, donen, FD Timoshenko kiriginin degisen narinlik oranlarina gore boyutsuz dogal frekanslara gii¢ yasasi indisinin etkisi.

Q=35
U i:w_l—z\//?_im n=0 n=0.2 n=0.5 n=1
h VE, Ref.[50] Kod Ref.[50] Kod Ref.[50] Kod Ref.[50] Kod
3 1 3,34825 3,38429 2,7451 2,8394 2,58828 2,71308 2,41723 2,52586
4 1 3,43576 3,45804 2,8159 2,9013 2,65917 2,77534 2,4888 2,58766
5 1 3,48336 3,49837 2,85363 2,93512 2,69678 2,80989 2,52732 2,62267
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Acisal donme sonucunda olusan merkezkag kuvvetinin kiris modeline eklenmesi ile
donen ve donmeyen kiris modelleri kiyaslandiginda donen kiriste dogal frekans
degerlerinin daha yiiksek oldugu goriilmektedir. Cilinkii merkezka¢ kuvvetinin kiris
tizerinde katilastirict etkisi mevcuttur. Bu durum Cizelge 6.8 ile Cizelge 6.9’daki

tablolarin kiyaslanmasindan elde edilmektedir.

Sekil 6.3’de ankastre, kalinlik yoniinde fonksiyonel derecelendirilmis, L/h=10 degeri
igin gelistirilen kod ile hesaplanan boyutsuz dogal frekanslarin, Euler-Bernoulli ve

Timoshenko kirig modelindeki degerlerini gostermektedir.

70,00
65,00 —@— mod 1
60,00
,g 5500 —@®— mod 2
— 50,00
o 45,00 mod3
% 40,00 —@— mod 4
z 35,00
ﬁ 30,00 —@®— mod 5
© 25,00 1
= 20,00
& 15,00 - & -2
S 10,00
N 500 _ -e-3
5 0 00 D = = = e s A , )
2 , - & -4
2 0 0,2 1 5 10
[©) . C g . - & -5
ol Gii¢ Yasasi indisi = Euler-Bernoulli

Sekil 6.3 : L/h=10 i¢in ankastre kalinlik yoniinde FD Euler-Bernoulli ve FD
Timoshenko Kiris modeli hesaplanan boyutsuz dogal frekans kiyaslamasi.

Sekil 6.4’de ise donen ve donmeyen Timoshenko kiris modeli i¢in hesaplanan

boyutsuz dogal frekanslar degerleri gosterilmektedir.

=@—Do6nen wl =fll=—Donmeyen wl

L 4
)

Boyutsuz Dogal Frekans
Degerleri
2o
3

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2
Gii¢ Yasasi Indisi

Sekil 6.4 : Ankastre kalinlik yoniinde FD donen ve donmeyen Timoshenko kirisi i¢in
hesaplanan dogal frekanslar.
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7. SONUC VE YORUMLAR

Bu calismada, bir helikopter palinin farkli kirig teorilerine gore modellenerek serbest
titresim analizi yapilmistir. Kiris modellerinde, kalinlik yoniinde malzeme ge¢isi olan
fonksiyonel derecelendirilmis malzemeler kullanilmis ve kiris igerisindeki malzeme
dagilimi, hacimsel dagilim orani formiiliine goére yapilmistir. Sayisal ¢dziim igin
kullanilacak denklemler, kiris modelleri i¢in potansiyel ve kinetik enerji formiillerinin
belli kabullere gore ¢ikarimindan olusturulmustur. Tez kapsaminda uygulanan Euler-
Bernoulli ve Timoshenko kiris teorilerinden elde edilen denklemler sonlu elemanlar
metoduna uygun olacak sekilde Mathematica programinda kodlanmistir. Gelistirilen

kod ile elde edilen sonuglar, literatiirdeki sonuglar ile kiyaslanmistir.

Fonksiyonel derecelendirilmis kiris modelleri i¢in gelistirilen kod ile elde edilen
sonuclar hem degisen malzeme Ozelliklerine gore hem de homojen malzeme

ozelliklerine gore literatiir degerleri ile uyumlu sonuglar vermektedir.

Gelistirilen kod ile malzeme 6zelligi disinda, farkli kiris teorileri olan Euler-Bernoulli
ve Timoshenko kiris teorileri, degisen sinir kosullari, kirisin donme hareketi ve

donmemesi gibi durumlar i¢in dogal frekans degerleri elde edilebilmektedir.

Bu tez kapsaminda calisilan kiris modelleri i¢in incelenen ve ¢6ziim elde edilerek

kiyaslanan durumlar asagidaki gibi 6zetlenebilir:

— Ankastre, homojen ve diizgiin Euler-Bernoulli kirisi i¢in sonlu elemanlar
yontemi kullanilarak gelistirilen kod ile elde edilen sonuclar literatiir ile

uyumludur.

— Sabit-sabit sinir kosullarina gore elde edilen dogal frekans degerleri ankastre

kiris modeline gore daha yiiksektir.

— Degisen L/h oraninin Euler-Bernoulli homojen kiris modelinde dogal frekans

degerlerine fazla etkisi olmadig1 gozlemlenmistir.

— Kalinlik yoniinde fonksiyonel derecelendirilmis Euler-Bernoulli kiris

modelinde ise artan gii¢ yasasi indisi ile dogal frekans degerleri azalmistir.
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— Ankastre, donmeyen ve donen, prizmatik, kalinlik yoniinde fonksiyonel
derecelendirilmis Timoshenko kiris i¢in artan gii¢ yasasi indisi degeri ile dogal

frekans degerleri azalmaktadir.

— Donmenin etkisi ile donmeyen Timoshenko kiris modeline gore dogal frekans

degerleri yiikselmektedir.

Sonlu elemanlar metodu ile gelistirilen ve kalinlik yoniinde fonksiyonel
derecelendirilmis, farkli kiris teorilerine gore serbest titresim analizi yapilan
calismada dogal frekans degerleri elde edilmistir. Literatiir ile sonuglar

kiyaslanarak uyumlu sonuglar elde edildigi gézlemlenmistir.
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