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YÜKSEK LİSANS TEZİ
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Bu tez dört bölümden oluşmaktadır.

Birinci bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧stır.

İkinci bölümde, tezin ilerleyen bölümlerinde kullanılacak olan temel tanım ve kavramlar
bulunmaktadır.

Üçüncü bölümde, Öklid uzayında bir eğri yardımıyla büyüyerek geli̧sen yüzeyler çalı̧sılmı̧s
ve yüzey büyümeleri için bilinen geometrik modellemelere yer verilmi̧stir. Seçilen üretici
bir eğri için uygun çatıseçimleri ve hız vektörleri yardımıyla yüzeylerin parametrik denk-
lemleri ve bazıyüzey örnekleri verilmi̧stir. Sonrasında bu yüzeyler Galile uzayında da göz
önüne alınmı̧stır.

Son kısımda büyüyerek geli̧sen kabuk yüzeyleri ele alınmı̧stır. Kabuk yüzeyleri yine Öklid
ve Galile uzaylarında ayrıayrıincelenmi̧s ve yüzeylerin geometrik yorumlarıyapılmı̧stır.
Kabuk yüzeylerine en güzel örnek olan deniz kabuğu yüzeylerinin matematiksel göste-
rimleri verilmi̧stir. Elde edilen yüzey denklemleri geometrik anlamda incelenmi̧s ve çeşitli
teoremler verilmi̧stir.
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This thesis consist of four chapters.
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In the third chapter, accretive growth surfaces are studied with the help of a curve in
Euclidean space and known geometric models for surface growth is mentioned. Parametric
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an orthonormal frame of a generating curve and chosen velocity vectors. Then, these
surfaces are considered in Galilean space.

Accretive shell surfaces growth are observed in the last chapter. Shell surfaces are studied
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3. BİR EĞRİ YARDIMIYLA BÜYÜYEREK GELİŞEN YÜZEY-
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3.2.1 Keyfi eğriler için hız vektör alanı. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.3 Öklid Uzayında Alternatif Hareketli ÇatıYardımıyla Büyüyerek

Geli̧sen Yüzeyler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
3.4 Galile Uzayında Büyüyerek Geli̧sen Yüzeyler. . . . . . . . . . . . . . . . 35
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1. GİRİŞ

Biyolojide deniz kabuklarıve hayvanların boynuzlarıgibi birçok kabuksu oluşum,

anlaşılmasıgüç, karı̧sık ve ilgi çekici bir yapıya sahiptir. Bu karmaşıklı̆ga rağmen

canlılardaki bu kabuksu yapıların geometrik olarak ele alınması, parametrik olarak

ifade edilmesi ve sınıflandırılmasımümkün olabilir. Bu alanda yapılan çalı̧smalar

incelendiğinde kaŗsımıza H. Moseley çıkar. Çalı̧smalarında, matematiksel olarak

yumuşakçaların kabuklarındaki spiral yapı tanımlanmı̧stır (Moseley, 1838) . Son-

raki dönemlerde, araştırmacılar tarafından büyüyerek geli̧sen yüzeyler için model-ler

geli̧stirilmi̧s ve konuya ili̧skin farklıyaklaşımlarda bulunulmuştur. Fakat bu çalı̧s-

malar matematiksel olarak bu yüzeylerin nasıl oluştuğunu tam olarak anlamak için

yeterli olmamı̧stır. Zaman içinde bu problem C. Illert tarafından ele alınmı̧s ve

matematiksel gösterimler elde edilmi̧stir (Illert, 1987). R3 uzayında deniz kabuk-

larının geometrisi formülleştirilmi̧s ve bilgisayar gösterimleri için kullanılabilecek

denklemler elde edilmi̧stir (Illert, 1989). (R. Skalak vd, 1997) ve arkadaşları1997

yılında yaptıklarıbir çalı̧sma ile yüzey büyümesinin kinematik modellemesini in-

celemi̧s ve örnekler vermi̧stir. Daha sonra Moulten ve arkadaşları tarafından bu

yüzeyleri oluşturmak için bilgisayar algoritmasına bağlıolmayan uygun matematik-

sel denklemler üretilmi̧stir (E. Moulton, A. Goriely, 2014).

Deniz kabuklarıve hayvanların boynuzlarıgibi yüzeylerin bazılarıbir dayanak eğrisi

ve teorik biyolojide sıkça ifade edilen büyüme kinematiğinin matematiksel öze-

likleri yardımıyla geometrik olarak ifade edilebilir (E. Moulton, A. Goriely, 2012).

Büyüme, bir üreteç eğrisi üzerindeki her noktada tanımlanan bir büyüme hız vektörü

ile belirlenir. Üreteç eğrisinin her bir noktasına yerel bir ortonormal taban eklenir

ve hız alanıyerel koordinat yönleri ile verilerek matematiksel bir yapıoluşturulur.

Örneğin; birçok canlının sahip olduğu spiral sarılı koni veya tüp benzeri yüzey-

lerin geometrik gösterimleri, üreteç eğrileri ve üreteç eğrilerinin geometrik özelikleri

kullanılarak karakterize edilebilir. Büyü-yerek geli̧sen kabuksu yüzeyler, kabuğun

üzerinde yer alan bir şeklin helikospiraller etrafında döndürülmesiyle oluşur. Bu

matematiksel şekiller hakkında bilgi edinmek için çemberler, spiraller ve yüzeylerin
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parametrik gösterimleri ve karakteristik özeliklerinden yararlanılır.

Bu tez çalı̧smasının amacı, biyolojide ve doğada birçok örneğini görebileceğimiz deniz

kabuğu, boynuz gibi kabuksu yüzeyleri farklıuzaylarda ve farklıortonormal çatılar

yardımıyla geometrik olarak ele almak ve incelemektir. Bu bağlamda, öncelikle,

büyüyerek geli̧sen yüzeylerle ilgili bilinen modellemeler ve yapılar verilmi̧s, daha

sonra tezin özgün kısımlarının yer aldı̆gıÖklid ve Galile uzaylarındaki yeni teorilere

yer verilmi̧stir. (F. Doğan, 2012) doktora tez çalı̧smasında kanal (tüp) yüzeyleri

üzerinde yatan parametre eğrilerinin geodezik, asimptotik ve eğrilik çizgisi olma

durumlarıile ilgili karakterizasyonlar vermi̧stir. Bu tez çalı̧smasından yararlanılarak,

Galile uzayında büyüyerek geli̧sen yüzeylerin üzerinde yer alan parametre eğrilerinin

geodezik, asimptotik ve eğrilik çizgisi olma durumlarıaraştırılmı̧stır. Teori, daha

önceki çalı̧smalarda yer alan örnekler ve ilk kez bu çalı̧smada elde edilen yüzey

örnekleri ile desteklenmi̧stir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu kısımda, tezin ilerleyen bölümlerinde faydalanılacak olan bazı tanımlara, teo-

remlere ve kavramlara yer verilmi̧stir.

2.1 Öklid Uzayındaki Temel Tanımlar

Tanım 2.1 (İç Çarpım)
→
ρ = (ρ1, ρ2, ρ3) ve

→
% = (%1, %2, %3), R3 uzayında iki vek-

tör olmak üzere; 〈, 〉 : R3 × R3 → R ile tanımlı,

〈ρ, %〉 =

3∑
i=1

ρi%i

eşitliğiyle verilen fonksiyona iç çarpım fonksiyonu denir (Sabuncuoğlu, 2002).

Tanım 2.2 (Vektörel Çarpım) ρ = (ρ1, ρ2, ρ3) ∈ R3 ve % = (%1, %2, %3) ∈ R3

olmak üzere, × : R3 × R3 → R3 ile tanımlı,

ρ× % = (ρ2%3 − ρ3%2, ρ3b1 − ρ1%3, ρ1%2 − ρ2%1)

eşitliğiyle verilen× fonksiyonuna vektörel çarpım fonksiyonu denir (Sabuncuoğlu, 2002).

Tanım 2.3 (Öteleme Fonksiyonu ) u uzayda bir vektör olmak üzere,

fu : R3 → R3, fu(P ) = P + u

fonksiyonuna, uzayda öteleme vektörü u olan bir öteleme fonksiyonu denir.

Tanım 2.4 {O,Ox1, Ox2} düzlemde bir dik koordinat sistemi olsun. O′ = (h1, h2)

olmak üzere, O′ noktasında, sırasıyla, Ox1 ve Ox2 eksenlerine paralel ve aynıyönde

O′x′1 ile O
′x′2 eksenlerini seçelim. Böylece, düzlemde yeni bir {O′, O′x′1, O′x′2} dik

koordinat sistemi seçilmi̧s olur. Bu yeni koordinat sistemine, {O,Ox1, Ox2} ko-

ordinat sisteminin O′ noktasına ötelenmi̧si denir. Düzlemin bir P noktasının,

{O,Ox1, Ox2} koordinat sistemine göre bileşenleri ρ1 ve ρ2 olsun. Aynınoktanın

{O′, O′x′1, O′x′2} koordinat sistemine göre bileşenleri ρ′1 ve ρ′2 olduğuna göre,

ρ′1 = ρ1 − h1 , ρ′2 = ρ2 − h2
3



olduğu açıktır. Bu iki eşitliğe, düzlemde dik koordinat sisteminin ötelenme for-

mülleri denir (Sabuncuoğlu, 2002).

Tanım 2.5 (Dönme Fonksiyonu) θ ∈ R, 0 ≤ 2π ve Q ∈ R2 verilsin. P ∈ R2

verildiğinde P noktasını, |QP ′| = |QP | ve PQP ′ açısının ölçüsü ω olacak biçimdeki

P ′ noktasına dönüştüren fonksiyona, düzlemde Q noktası çevresinde ω radyanlık

dönme fonksiyonu denir. P = (ρ1, ρ2) için, düzlemde, O noktasıçevresindeki ω

radyanlık dönme fonksiyonu f ile gösterilirse,

f(ρ1, ρ2) = (ρ1 cosω − ρ2 sinω, ρ1 sinω + ρ2 cosω)

şeklinde tanımlanır (Sabuncuoğlu, 2002).

Tanım 2.6 (Düzlemde Eksenlerin Dönmesi) Düzlemde, {O,Ox1, Ox2} dik koor-

dinat sistemi verilmi̧s olsun. {O,Ox′1, Ox′2} dik koordinat sistemini, Ox′1 ve Ox
′
2

eksenleri ilk eksenlerle, pozitif yönde $ radyanlık açıyapacak biçimde seçilsin. Bu

yeni koordinat sistemine, {O,Ox1, Ox2} koordinat sisteminin$ kadar döndürülmüşü

denir. {O,Ox1, Ox2} dik koordinat sistemine göre P = (ρ1, ρ2) ile verilen nok-

tanın, {O,Ox′1, Ox′2} düzlemindeki bileşenleri ρ′1 ve ρ
′
2 olsun. Buna göre,

ρ′1 = ρ1 cos$ + ρ2 sin$

ρ′2 = −ρ1 sin$ + ρ2 cos$

ile verilen eşitlikler dönme formülleridir (Sabuncuoğlu, 2002).

Tanım 2.7 (Eğri) R3 uzayında bir eğri kabaca, R reel sayıların bir I aralı̆gından,

R3 uzayına giden sürekli bir α fonksiyonunda, I aralı̆gının görüntüsü olarak tanım-

lanabilir. α : I → R3 fonksiyonu verildiğinde α(I) cümlesi verilmi̧s olacağından

ve α(I) cümlesinin özellikleri α fonksiyonu yardımıyla incelendiğinden, daha çok α

fonksiyonunu eğri olarak adlandırırız. t ∈ I için, α(I) ∈ R3 olduğundan, α(t) = {αi}31
biçiminde olmak zorundadır. Burada αi(t) ∈ R olduğundan αi : I → R olur. Bu

fonksiyonlara α eğrisinin bileşenleri denir (Sabuncuoğlu, 2002).

Tanım 2.8 (Çember) r ∈ R+ olmak üzere, düzlemde bir M noktasına uzaklı̆gır

olan noktaların cümlesine, M merkezli r yarıçaplıçember denir. Bu cümleyi Ç ile
4



gösterirsek, Ç = {P : P ∈ R2, |PM | = r} demektir. Düzlemde deği̧sken bir P nok-

tasının çember üstünde bulunmasıiçin gerek ve yeter koşul, |PM | = r önermesinin

doğru olmasıdır. P = (p1, p2) ve M = (a1, a2) olmak üzere bu eşitlik,

(p1 − a1)2 + (p2 − a2)2 = r2

biçiminde verilir. Düzlemdeki dik kordinat sistemi (x1, x2) olduğundan

(x1 − a1)2 + (x2 − a2)2 = r2

olduğu açıktır (Sabuncuoğlu, 2002).

Tanım 2.9 (Elips) Düzlemde F ′ ve F noktaları ile pozitif k reel sayısıverilmi̧s

olsun. F ′ ve F noktalarına uzaklıklarının toplamık sabit sayısına eşit olan P nok-

talarının cümlesine elips denir.

x21
b2

+
x22
a2

= 1

denklemi ile verilir (Sabuncuoğlu, 2002).

Tanım 2.10 (Yüzey) 3-boyutlu uzayın noktaları R3 = {(x, y, z) : (x, y, z) ∈ R}
cümlesinin elemanlarıdır. R3 reel vektör uzayının deği̧sen bir (x, y, z) noktasının

koordinatları arasında F (x, y, z) = 0 biçiminde bir bağıntı varsa, bu noktanın

geometrik yerine bir yüzey denir (Sabuncuoğlu, 2002).

Tanım 2.11 (Silindir) Uzayda α : I → R3 eğrisi ile bir u vektörü verilsin. Bu-

rada I, R reel sayılar cümlesinin bir aralı̆gıdır. Eğrinin her bir α(t) noktasında

u vektörüne paralel olan bir ve yalnız bir L(t) doğrusu vardır. Bu L(t) doğru-

larının birleşimi olan yüzeye silindir yüzeyi denir. Bu yüzey λ ∈ R olmak üzere,

S(t,λ) = α(t) + λ.L(t) parametrik denklemiyle verilir (Sabuncuoğlu, 2002).

Tanım 2.12 (Koni) Uzayda α : I → R3 eğrisi ile bu eğri üzerinde olmayan bir

H noktasıverilsin. Burada I, R reel sayılar cümlesinin bir aralı̆gıdır. Eğrinin her bir

α(t) noktasıiçin α(t) ve H noktasıbir L(t) doğrusu belirler. Bu L(t) doğrularının

birleşimi olan yüzeye koni yüzeyi denir. Bu yüzey C(t,λ) = (1 − λ)α(t) + λ.H

parametrik denklemiyle tanımlıdır (Sabuncuoğlu, 2002).
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Tanım 2.13 Kartezyen koordinat sisteminde bir noktanın yeri sayı ikilileri şek-

linde gösterilir. Düzlemsel kordinat sisteminde Şekil 2.1 ile verilebilir. Burada (r, θ)

ikilisine P (x, y) noktasının kutupsal koordinatlarıadıverilir.

Şekil 2.1 Düzlemsel koordinat sistemi

Aşağıda 2 ve 3 boyutlu reel vektör uzaylarında Aŗsimet spirali ile düzlemsel logar-

itmik spiralin kutupsal denklemleri görülmektedir (Coombes, 2009).

Kutupsal koordinatlarda tek kolluAŗsimet spirali θ = f(r) ile tanımlıdır. Aŗsimet

spiralinin eğriliği κ(θ) = 2+θ2

a(1+θ2)3/2
şeklindedir.

r =
θ

a
,

Şekil 2.2 Aŗsimet spirali
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θ = a ln r verildiğinde logaritmik spiral tanımlanmı̧s olur.

r = e
θ
a ,

Şekil 2.3 Logaritmik spiral

Tanım 2.14 3−boyutlu kartezyen koordinat sisteminde bir noktanın yeri (x, y, z)

üçlüsü ile verilir. 3−boyutlu Aŗsimet spirali için, r = aθ , z = bθ alınırken; 3−boyutlu

logaritmik spiral için r = aebθ, z = cedθ alınır.

Şekil 2.4 3− boyutlu Aŗsimet spirali
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Tanım 2.15 (Darboux Çatısı) M bir yüzey ve β bu yüzey üzerinde bir eğri ol-

sun. κ ve τ ; β eğrisi için, sırasıyla, uzayda eğrilik ve torsiyon olmak üzere,

T ′ = κN

N ′ = −κT + τB

B′ = −τN

(2.1)

ile verilen {T,N,B} çatısıFrenet çatısıolarak adlandırılır. β eğrisi için; T birim

teğet vektör alanı, N esas birim normal vektör alanıve B birim binormal

vektör alanı şeklinde ifade edilir. β eğrisinin birim teğet vektör alanını ve M

yüzeyinin birim normal vektör alanınıkullanarak y birim vektör alanı; y = (n◦β)×T

şeklinde tanımlanır. Bu durumda oluşan yeni çatı{T, y, n ◦ β}, Darboux çatısı

olarak tanımlanır. Darboux çatısıiçin, n ◦ β ve B arasındaki açı$ olmak üzere,
T

y

n ◦ β

 =


1 0 0

0 cos$ sin$

0 − sin$ cos$



T

N

B


gerçeklenir. Eğer s parametresine göre türev alınır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa

Darboux çatısıiçin Frenet formülleri
T ′

y′

(n ◦ β)′

 =


0 kg kn

−kg 0 tg

−kn −tg 0




T

g

n ◦ β


şeklinde elde edilir. Burada, kn, ty, kg, sırasıyla normal, eğrilik, geodezik torsiyon

ve geodezik eğriliktir. kg, kn, ty için aşağıdaki eşitlikler verilir:

kg = κ cos$

kn = κ sin$

ty = τ −$′

β eğrisi için,

i) kg = 0 ise β eğrisi M yüzeyi için geodezik

ii) kn = 0 ise β eğrisi M yüzeyi için asimptotik eğri

iii) tg = 0 ise β eğrisi M yüzeyi için eğrilik çizgisi

olur (Sabuncuoğlu, 2014).
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Tanım 2.16 X(s, t), 3-boyutlu Öklid uzayında bir yüzey ve bu yüzeyin normali

N = Xs×Xθ
‖Xs×Xθ‖

olmak üzere; Öklid uzayında yerel koordinatlarda Gauss eğriliği ve

ortalama eğrilik, temel form katsayılarıcinsinden aşağıdaki gibi tanımlanır.

K =
eg − f 2
EG− F 2 , H =

1

2

eG− 2fF + gE

EG− F 2 (2.2)

Burada verilen katsayılar için,

E = 〈Xs, Xs〉 F = 〈Xs, Xθ〉 G = 〈Xθ, Xθ〉

e = 〈N , Xss〉 f = 〈N , Xsθ〉 g = 〈N , Xθθ〉
(2.3)

eşitlikleri yazılır (Korkmaz, 2012).

2.2 Galile Uzayındaki Temel Tanımlar

Tanım 2.17 (Galile Skalar Çarpımı) a = (a1, a2, a3) ve b = (b1, b2, b3), G3 uza-

yında iki vektör olsun. Galile skalar çarpımı

〈a, b〉G =

 a1b1 , a1 6= 0 veya b1 6= 0

a2b2 + a3b3 , a1b1 6= 0
(2.4)

şeklinde tanımlıdır (Röschel, 1985).

Tanım 2.18 (Galile Vektör Çarpımı) a = (a1, a2, a3) ve b = (b1, b2, b3), G3 uza-

yında iki vektör olsun. Galile vektör çarpımı iki farklı durumda ele alınırak

tanımlanır (Röschel, 1985).

Durum1: a1 6= 0 veya a2 6= 0

a ∧G b = (0, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1)

Durum2: a1 = a2 = 0

a ∧G b = (a2b3 − a2b3, 0, 0)

Tanım 2.19 G3 uzayında bir α(ς) = (x(ς), y(ς), z(ς)) eğrisinin kabul edilebilir ol-

masıiçin gerek ve yeter şart α′(ς)∧α′′(ς) 6= 0 ve x′(ς) 6= 0 olmasıdır (Röschel, 1985).

Tanım 2.20 G3 uzayında birim hızlıkabul edilebilir eğri, yay parametresi s olmak

üzere α(s) = (s, y(s), z(s)) şeklinde yazılır.
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Birim hızlıα eğrisi boyunca Frenet çatısı

T (s) = (1, y′(s), z′(s)) (2.5)

N(s) =
1√

y′′(s)2 + z′′(s)2
(0, y′′(s), z′′(s))

B(s) =
1√

y′′(s)2 + z′′(s)2
(0,−z′′(s), y′′(s))

ile verilir ve buradan; κ(s) =
√
y′′(s)2 + z′′(s)2 ile τ(s) = 1

κ2(s)
det(α′(s), α′′(s), α′′′(s))

olmak üzere; Frenet formüleri aşağıdaki gibi tanımlıdır (Röschel, 1985).

d

ds


T (s)

N(s)

B(s)

 =


0 κ(s) 0

0 0 τ(s)

0 −τ(s) 0



T (s)

N(s)

B(s)

 (2.6)

Tanım 2.21 G3 uzayında bir r yüzeyinin parametrik denklemi,

r(u1, u2) = (x(u1, u2), y(u1, u2), z(u1, u2))

olarak verilir. r yüzeyi üzerinde birim normal vektörü; xui, , yui, , zui, ; i = 1, 2 kısmi

türevler ve w =
√

(xu1zu2 − xu2zu1)
2 + (xu2yu1 − xu1yu2)

2 olmak üzere;

ν(v1, v2) =
1

w
(0, xu1zu2 − xu2zu1 , xu2yu1 − xu1yu2)

ile tanımlanır. Yüzeyin tanjant düzleminde, 〈ν, δ〉G = 0 ve ‖δ‖ = 1 olacak şekilde

bir

δ =
(0,−yu2xu1 + yu1xu2 , zu2xu1 + zu1xu2)

w
(2.7)

izotropik birim vektörü vardır (Röschel, 1985).

Tanım 2.22 r(u1, u2) yüzeyinin birinci temel formu;

I = (g1du1 + g2du2)
2 + ε(h11du

2
1 + 2h12du1du2 + h22du

2
2) (2.8)

ile tanımlıdır. Burada birinci temel formun bileşenleri olan gi ve hij katsayıları,

sırasıyla, gi = xui ve hij =
〈
∼
rui ,

∼
ruj

〉
G
şeklinde hesaplanır.

∼
rukvektörü, ruk vek-

törünün yz−düzlemine izdüşümü olan vektöre kaŗsılık gelir. Ek olarak;

ε =

 0 , du1 yönünde, du2 izotropik değilse

1 ,du1 yönünde, du2 izotropik ise

10



Yüzeyin her bir noktasında g1du1 + g2du2 ile tanımlıbir tek izotropik yön vardır

(Röschel, 1985).

Tanım 2.23 İkinci temel formun Lij bileşeneleri,

Lij =

〈
ruiujxu1 − xuiujrui

xui
, ν

〉
G

, xui = g1 6= 0 (2.9)

olmak üzere ikinci temel form;

II = L11du
2
1 + 2L12du1du2 + L22du

2
2

şeklinde tanımlıdır (Röschel, 1985).

Tanım 2.24 r(u1, u2) yüzeyinin Gauss eğriliğiK ve ortalama eğriliğiH ; g1 =
xu2
w
,

g2 = −xu1
w

ve gij = gigj olmak üzere, aşağıdaki şekilde tanımlanır (Röschel, 1985).

K =
L11L22 − L212

w2
(2.10)

H =
g11L11 − 2g12L12 + g22L22

2
(2.11)
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3. BİR EĞRİ YARDIMIYLA BÜYÜYEREKGELİŞEN YÜZEYLERİN

KİNEMATİĞİ

3.1 Öklid Uzayında Frenet ÇatısıYardımıyla Büyüyerek Geli̧sen Yüzeyler

Bu kısımda büyüyerek geli̧sen yüzeylerin geometrisi araştırılmı̧s ve bu yüzeylerin

oluşumu matematiksel olarak ifade edilmeye çalı̧sılmı̧stır. Bunu yaparken daha çok

bu alanda çalı̧smı̧s ve efektif sonuçlara ulaşmı̧s olan Derek E. Moulton ve Alain

Goriely’ye ait çalı̧smalara yer verilmi̧stir (E. Moulton, A. Goriely, 2014).

Büyüyerek geli̧sen yüzeyleri modellemek için üretici bir eğri seçilir. Bu eğri t = 0

anında r0(s) = r(s, 0) : [0, L]→ R3 olarak tanımlıs parametresine bağlır0(s) eğri-

sidir. Büyüyerek geli̧sme bu başlangıç eğrisiyle ifade edilir. Başlangıç eğrisiyle bir-

likte, eğrideki her noktada yerel yönü ve büyüme oranını temsil eden bir Q(s, 0)

vektör alanı tanımlanır. Genel olarak t anında noktanın büyüme hızını belirten

bir hız alanıolan Q(s, t) ile verilir. Hız vektör alanıeğriyi yönlendirir ve bir r(s, t)

yüzeyi oluşturur. Q(s, t) hız vektör alanının yerel geometrinin yanısıra, olasıfiziksel,

kimyasal veya biyolojik etmenlerin bir fonksiyonu olduğunu gözönünde bulundurmak

mantıklıdır.

Şekil 3.1 Başlangıç eğrisi verilen bir yüzeyin üretilmesi

Hızıyerel olarak tanımlamak için r(s, 0) eğrisine di, i = 1, 2, 3 üç ortonormal vektör

olmak üzere, D = (d1, d2, d3) yerel çatısıeklenir. d3 birim vektörü r(s, t) yüzeyinin

s parametresine göre türevi ile ilgili birim teğet vektördür.
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r′(s, t) = ∂sr(s, t) = D.Λ = λ.d3 (3.1)

Burada Λ = (0, 0, λ) eğrinin yerel çatıda ifade edilen ilk yay uzunluğuna göre ge-

rilmesini açıklar. D çatısı, tüm s ve t parametreleri için ortonormal bir taban

oluşturur ve böylece çatının türevleri ile ifade edilebilir.

D′ = ∂sD = DU (3.2)

·
D = ∂tD = DW (3.3)

U , t anında eğri boyunca yerel tabanın dönüşünü tanımlayan ve u = (u1, u2, u3)

vektörüne kaŗsılık gelen yarı-simetrik Darboux matrisi ve W , bir s noktasındaki

yerel tabanın dönüşünü tanımlayan ve w = (w1, w2, w3) vektörüne kaŗsılık gelen

yarı-simetrik dönme matrisidir. Her ui bileşeni t anında yay uzunluğu arttıkça

çatının di taban vektörü etrafında dönme oranını verirken, wi bileşenleri çatının

di taban vektörü etrafında dönme hızınıverir. Burada u = (u1, u2, u3) vektörüne

kaŗsılık gelen antisimetrik matris; U :=


0 −u3 u2

u3 0 −u1
−u2 u1 0

 şeklindedir. Böylece vek-
törel çarpım yerine matris çarpımıgetirebilir. Yani D = (d1, d2, d3) vektörü için

D × u = D.U yazılabilir. Benzer şekilde w = (w1, w2, w3) eksenli antisimetrik

matris W :=


0 −w3 w2

w3 0 −w1
−w2 w1 0

 şeklindedir ve D = (d1, d2, d3) vektörü için

D × w = D.W yazılır.

Bir eğri gözönüne alındı̆gında, eğriye eklenen D çatısı, d1ve eğrinin normal vektörü

ν arasındaki rastgele bir ϕ açısıseçimiyle belirlenir. Eğer ϕ = 0 olursa, ν normal

vektör, β binormal vektör ve τ teğer vektör olmak üzere; (d1, d2, d3) = (ν, β, τ)

üçlüsü ile tanımlanan Frenet-Serret çatısıelde edilir.

d1
d2

 =

 cosϕ sinϕ

− sinϕ cosϕ

 .
ν
β

⇒
d1
d2

 =

 ν cosϕ+ β sinϕ

−ν sinϕ+ β cosϕ


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yazılır. Buradan normal düzlemde yatan (d1, d2) vektörleri ile normal ve binormal

vektörleri arasında,

d1 = ν cosϕ+ β sinϕ (3.4)

d2 = −ν sinϕ+ β cosϕ

ile verilen bir ili̧ski olduğu görülür. U = τT + κB olduğundan U vektörü eğrinin

eğrilik ve torsiyonu ile doğrudan ilgilidir. Üretici eğri ve eklenen baz bilindiğinde

hız vektörü yerel çatıyla ifade edilebilir.

·
r(s, t) = ∂tr(s, t) = Q(s, t) = D.q (3.5)

(Burada Q hız vektör alanıyken, q = (q1, q2, q3) hız vektörüdür.)

Hızıtanımlamak için yerel çatıdaki bileşenler incelendiğinde; r(s, t) hem s hem de t

parametrelerine göre diferensiyellenebilir olduğundan ;

∂s(∂tr) = ∂t(∂sr) (3.6)

∂s(∂tD) = ∂t(∂sD) (3.7)

yazılabilir. (3.1) ve (3.5) denklemleri (3.6) denkleminde yerine yazıldı̆gında,

q′ −
·
λ = Wλ− Uq (3.8)

birinci dereceden diferensiyellenebilir denklemi bulunur. (3.2) ve (3.3) denklemleri,

(3.7) denkleminde yerine yazıldı̆gında yine birinci dereceden,

W ′ −
·
U = UW −WU (3.9)

diferensiyellenebilir denklemi elde edilir. (3.8) ve (3.9) denklemleri çözüldüğünde

aşağıdaki kısmi diferensiyellenebilir denklemler ortaya çıkar:

q
′
1 + u2q3 − u3q2 = λw2

q
′
2 + u3q1 − u1q3 = −λw1
q
′
3 + u1q2 − u2q1 =

·
λ

·
u1 − w′1 = u2w3 − u3w2
·
u2 − w

′
2 = u3w1 − u1w3

·
u3 − w

′
3 = u1w2 − u2w1

(3.10)
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Belirli bir hız vektörü q için bu denklemler u1, u2, u3, w1, w2, w3 ve λ olmak üzere yedi

bağımlıdeği̧skene bağlılineer olmayan birinci mertebeden kısmi diferensiyel denklem

sistemini oluşturur. Eğer Frenet çatısıseçilirse bu durumda d1 normal boyunca olur

ve u1 = 0 yazılır. Böylece altıbilinmeyen için altıtane denklem elde edilir. u(s, t)

ve λ bilindiğinde inşaa edilen yüzey, Frenet denklemleri ile ∂sD = DU ile verilen

on iki lineer olmayan denklem sisteminin ∂sr(s, t) = λ.d3 ile birleştirilmesiyle elde

edilir (E. Moulton, A. Goriely, 2014).

q yerel hız vektörünü belirlemek için farklıyollar vardır. Parametrizasyonu ve tabanı

verilmi̧s bir yüzey ele alındı̆gında q vektör alanıbelirlenebilir. Kullanılacak yöntem

bir çatıseçmek, yerel hız alanıiçin bir çatısağlamak ve tam yüzeyi belirlemek için

sistemi çözmektir. Zorluk, uygun yerel hız kurallarını tanımlamaktır. Bunu ya-

parken, büyümenin altında yatan biyolojik kurallar etkili olur. Yerel hız alanı, yerel

çatıüzerinde tanımlandı̆gından çatıseçimi önemlidir. Birçok büyüme için Frenet

çatısının seçilmesi mantıklıolur. Bunun nedeni; pek çok büyüme sürecinde kabuk-

lar, boynuzlar ve bunlar gibi oluşumlar için üretici eğrilerin düzlemsel olmasıdır.

Düz-lemsel bir eğrinin geli̧smesi ve bir yüzey oluşturması için eğrinin düzlemine

normal yönde bir büyüme bileşeni eklenmelidir. Yani binormal yönünde büyümeyi

tanımlamak için Frenet çatısıideal olur.

κ > 0 ve τ bilinen eğrilik ve torsiyon olmak üzere; Frenet çatısı için U Darboux

matrisi, U =


0 −τ κ

τ 0 0

−κ 0 0

 şeklindedir.
Bu sebeple bu bölümde Frenet çatısı seçimi ile ilerlenerek yüzey örnekleri elde

edilmi̧stir. Ancak eğri üzerinde herhangi ortonormal bir çatıseçilerek de yüzeyler

oluşturulabilir.

Tezin ilerleyen bölümlerinde, büyüyerek geli̧sen yüzeylerin oluşumunda kullanılan

üretici eğrinin üzerinde ortogonal çatılar seçilerek yüzey oluşumlarına da yer verile-

cektir.
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Örnek 3.1 r(s, t) yüzeyini elde etmek için t = 0 anında C0 üretici eğri olmak

üzere, r(s, 0) = (cos s, sin s, 0) şeklinde alınsın. Hız vektörü q = (0, 0, 1) seçilsin.

Bu durumda;

·
r(s, t) = q(s, t)∫

·
r(s, t).dt =

∫
q(s, t).dt+ r(s, 0)

r(s, t) =

∫ t

0

q.dt+ r(s, 0) ; q = (0, 0, 1)

r(s, t) = (cos s, sin s, t)

bulunur. Daha sonra belirlenen yönlerde hız bileşenleri eklenir. C0 birim çember ve

hız alanı Q = (c1, c2, c3) , ci’ler sabit olmak üzere, üreteç eğrisi her zaman çember

olacaktır. U Darboux vektörünün bileşenleri u1 = u3 = 0 , u2 = λ
a
,(a çemberin

yarıçapı), c1 = 0 ve c2, c3 6= 0 yani, Q = (0, c2, c3) alınıp kısmi diferensiyel denk-

lemler çözüldüğünde, W = (0, c3, 0) elde edilir. (3.3) denklemi kullanılarak;

d1(s, 0) = [− cos s,− sin s, 0]T

d2(s, 0) = [0, 0, 1]T

d3(s, 0) = [− sin s, cos s, 0]T

elde edilir. Daha sonra (3.5) denklemi kullanılarak,

r(s, t) = (cos(s+ c3t), sin(s+ c3t), c2t)

yüzey denklemi bulunmuş olur. c3 = 1 , c2 = 2 , t = (0, π) ve s = (−2π, 2π)
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için aşağıdaki grafik çizilir (E. Moulton, A. Goriely, 2014).

Şekil 3.2 Silindir yüzeyi

q1 = 0, q2 = 1, q3 = 0 q1 = −0.5, q2 = 1, q3 = 0.5

Şekil 3.3 Seçilen hız vektörleri için oluşturulan silindir ve koni yüzeyleri

Örnek 3.2 r(s, t) yüzeyini elde etmek için t = 0 anında r(s, 0) = (cos s, sin s, 0)

üretici eğrisi alınsın. Yüzeyi oluşturmak için binormal yönde düzensiz bir büyüme

yapılsın. Frenet çatısında q2 lineer fonksiyonu (üretici eğri düzleminde) alınarak

büyüme sağlanır. Eğri, üretici eğrinin düzlemi içinde büyüme yönüne dik bir doğru

etrafında döndürülür. Örneğin; başlangıç eğrisinin x yönü seçilsin ve q2 = b1 + b2 cos s

(b1, b2 sabit) olmak üzere x = −b1
b2

doğrusu etrafında döndürülsün. Yüzeyin ne

kadar hızlıdöndüğü b2 ile ölçülür. Üretici eğrinin çember olmasıiçin; u1 = u3 = 0 ,
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u2 = 1 ve q1 = q3 = 0 , q2 = b1 + b2 cos s alınıp gerekli i̧slemler yapıldı̆gında tor

yüzeyinin parametrik denklemi aşağıdaki gibi elde edilir:

r(s, t) =


1
b2

(cos b2t)q2 − 1)

sin s

q2
b2

sin b2t



Şekil 3.4 Tor yüzeyinin büyümesi

Şekil 3.4’te; solda, büyüme yönü boyunca doğrusal büyümeyi gösteren bir şema

verilmi̧stir. Sağdaki şema, üreten eğri üzerindeki hız alanıile birlikte büyüyen bir

tor yüzeyidir.

b1 = 2 , b2 = 1 ve q2 = b1 + b2 cos s olmak üzere;

r(s, t) = (cos t(2 + cos s)− 1, sin s, (2 + cos s) sin t), s = (0, 2π), t = (−2, 2)

yüzeyinin grafĭgi aşağıdaki gibi elde edilir.

Şekil 3.5 Seçilen hız vektörü için elde edilen tor yüzeyi
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Örnek 3.3 Daha önce verilen örneklerden farklı olarak, hız vektör alanınormal

yönünde büyüme yapacak şekilde seçilsin. Normal yönde büyüme yapmak için

q1 = −c bileşeni alınsın. Bu durumda Q vektör alanıiçin hız bileşenleri; q1 = −c ,

q2 = b1 + b2 cos s , q3 = 0 olur. Her noktadaki binormal büyüme oranıaynıkalırken

üretme ekseni geni̧sler. Dolayısıyla üretici eğri daha küçük olduğunda büyüme ek-

seni boyunca daha dik bir büyüme eğrisi olur ve daha büyük bir üretici eğriye kıyasla

yüzey daha sıkıdöner. Bu büyüme biçimi için hücre izleri logaritmik spiral oluştu-

rur ve Şekil (3.6)-(a)’da gösterilen sedefli deniz kabuğuna benzer bir yüzey oluşur.

λ geni̧sleme faktörü olmak üzere hız vektör alanı, q1 = −c, q2 = λ(t)(b1 + b2 cos s) ,

q3 = 0 , λ = 1 + ct olarak seçildiğinde Şekil (3.6)-(b); q1 = −c, q2 = b1 + b2λ(t) cos s ,

q3 = 0 , λ = 1 + ct olarak seçildiğinde Şekil (3.6)-(c) elde edilir.

Şekil 3.6 Doğrusal olarak geni̧sleyen üç temel büyüme şekli

(E. Moulton, A. Goriely, 2014)
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Şimdiye kadar dairesel kesite sahip yapılar oluşturuldu ve buna uygun yerel büyüme

hızlarıseçildi. Şimdi keyfi bir üreteç eğrisi alınsın ve önceki kabuk büyümelerinde

kullanılandan farklıbir yaklaşım tanımlansın. Önceki örneklerde oluşturulan yüzey-

lerin anlaşılabilir olmasının temel nedeni, üreteç eğrisinin çember kalmasıdır. Bu du-

rum, üreteç eğrisi deği̧smediğinde analitik olarak i̧slenebilen genel bir evrim sınıfını

i̧saret eder. Buradan üreteci eğrinin öteleme, dönme ve geni̧sleme hareketleri yap-

tı̆gısonucu çıkarılır. Hareketlerin yerel hız biçiminde ifade edilmesi gerektiğinden,

düzlemsel eğrilere kısıtlama yapılarak; normal ile teğet yönlerindeki hız ve binormal

yönündeki hızlara göre düzlemsel eğri arasındaki fark incelenir.

r(s, t) keyfi düzlemsel bir eğri olsun.
∣∣r′(s, 0)

∣∣ = λ0 = 1 olsun. Eğri geli̧stikçe,

eğrinin şeklini deği̧stirmeyecek q1 ve q3 vektörleri bulunmalıdır. Şeklin sabit olması,

herhangi bir t anında
∣∣r′(s, 0)

∣∣ = λ(t) ve κ eğrilik olmak üzere; κ(s, t) = λ−1κ(s, 0)

olmasını gerektirir. u1 = u3 = 0 , u2 = λκ(s, 0) olduğunda ·
u2 = 0 bulunur.

(3.10) ile verilen denklem sistemi kullanılarak;

q
′

1 + u2q3 = λw2 (3.11)

q
′

3 − u2q1 =
·
λ (3.12)

w
′

2 = 0 (3.13)

elde edilir. (3.11) denkleminde s parametresine göre türev alınıp, (3.12) ve (3.13)

denklemleri yerine yazıldı̆gında;

q
′′

1 + u
′

2q3 + u22q1 + u2
·
λ− λ′w2 = 0 (3.14)

bulunur. Bu denklem üreteç eğrisinin şeklinin sabit kalmasıiçin yerel düzlemde hız

alanlarıiçin bir kural verir. (3.14) denkleminin genel çözümü:

q = c1(t)r + c2(t)r⊥ + a(t) (3.15)
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olur. Burada ilk terim radyal yönde bir hız tanımlar ve eğrinin geni̧slemesini hesaplar.

İkinci terim çevresel yönde bir hız verir ve dönmeyi hesaplar. (r⊥, r ile aynıbüyük-

lükte ve pozisyon vektörüne dik olan bir vektördür.) Üçüncü terimdeki a(t) keyfi

vektördür ve ötelemeyi sağlar.

(3.15) denkleminin (3.14) denklemini sağlayacağıaşikardır. ci değerlerini bulmak

için q, yerel koordinatlarda ifade edilir. βi = rdi ve αi = adi olmak üzere;

r = β1d1 + β3d3 , r⊥ = β3d1 − β1d3 , a = α1d1 + α3d3 (3.16)

Yerel hızlar;

q1 = c1β1 + c2β3 + α1, q3 = c1β3 − c2β1 + α3 (3.17)

olmak üzere; r
′
= λd3 ve Frenet eşitlikleri d

′
1 = −u2d3 , d

′
3 = u2d1 kullanılarak;

β
′

1 = −u2β3 , β
′

3 = λ+ u2β1

α
′
1 = −u2α3 , α′3 = −u2α1

(3.18)

elde edilir ve (3.14) ve (3.17) eşitliklerinden yaralanılarak;

c1(t) =

·
λ

λ
, c2(t) = w2(t) (3.19)

bulunur (E. Moulton, A. Goriely, 2014).

3.2 Öklid Uzayında Eğri-Yüzey ÇatısıYardımıyla Büyüyerek Geli̧sen

Yüzeyler

Darboux matrisi U = λ


0 −τ g −κn
τ g 0 −κg
κn κg 0

 şeklinde alınsın. r(s, t) yüzeyini üre-

tirken, başlangıç eğrisi için Darboux çatısında binormal vektör yönünde bir bileşen

olmalıdır. Darboux türev formülleri
d′1

d′2

d′3

 =


0 −τ g −κn
τ g 0 −κg
−κn κg 0



d1

d2

d3

 (3.20)
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şeklinde verilir. Eğer (3.10) ile verilen birinci dereceden lineer olmayan altıdife-

rensiyellenebilir denklem, bu verilere göre tekrar düzenlenirse aşağıdaki yeni denklem

sistemi elde edilir.

q
′
1 − κnq3 − τ gq2 = λw2

q′2 + τ gq1 − κgq3 = −λw1
q′3 + κgq2 + κnq1 =

·
λ

·
κg − w

′
1 = −knw3 − τ gw2

− ·κn − w
′
2 = τ gw1 − κgw3

·
τ g − w′3 = kgw2 − κnw1

(3.21)

Yerel çatıserbest olarak seçilir ve (3.21) ile verilen denklem sistemi seçilen q = (q1, q2, q3)

hız vektörüne göre çözülür. Daha sonra (3.5) ifadesinde verilen ∂tr(s, t) = Dq denk-

lemi için integral alınırsa r(s, t) yüzey denklemi elde edilir.

Örnek 3.4 Kolayca gösterilebilir ki; r(s, 0) = (cos s, sin s, 1) üretici eğrisi

S(u, v) = (u, v, u2 + v2)

yüzeyi üzerinde bir eğrilik çizgisidir. Bu eğri ve yüzey için, Darboux çatısıve r(s, 0)

eğrisinin eğrilikleri aşağıdaki gibi hesaplanır.

d1 =

(
− 2√

5
cos s,− 2√

5
sin s,

1√
5

)
d2 =

(
− 1√

5
cos s,− 1√

5
sin s,− 2√

5

)
d3 = (− sin s, cos s, 0)

kn =
2√
5
, kg =

1√
5
, τ g = 0.

U matrisinin bileşenleri; u1 = 1√
5
, u2 = − 2√

5
, u3 = 0 elde edilir. Büyüme için

hız vektörü q = (0, 0, b1) alınır ve (3.21) ile verilen denklem sistemi ile çözülürse;

λ = b2 , w1 = b1√
5b2

, w2 = −2b1√
5b2

, w3 = 0 bulunur. Bu durumda yüzey denklemi

∂tr(s, 0) = Dq ifadesinin integrasyonu ile elde edilir. b1 = 1 ve b2 = −1 için
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r(s.t) yüzeyinin grafĭgi aşağıda verilmi̧stir.(Şekil 3.7)

Şekil 3.7 Seçilen üretici eğri için elde edilen yüzey

Eğer hız vektörü q = (0, 0, t) olarak alınırsa; yine (3.21) denklem sisteminin çözümün-

den, λ = b1
2
ve w1 = −t√

5b1
, w2 = −2t√

5b1
, w3 = 0 elde edilir. Benzer hesapla-

malar yapılarak q = (0, 0, t) hız vetörüne göre elde edilen r(s, t) yüzeyinin grafĭgi,

b1 = −2, b2 = −2, c3 = 2 olmak üzere Şekil 3.8 ile verilir.

Şekil 3.8 q(s, t) = (0, 0, t) hız vektörü yardımıyla elde edilen yüzey

Örnek 3.5 r(s, 0) =
(

cos s√
2
, sin s√

2
, s√

2

)
üretici eğrisi,

S(u, v) = (cosu, sinu, v)
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yüzeyi üzerinde geodezik bir eğridir. Bu eğri ve bu yüzey için Darboux çatısının

bileşenleri ve r(s, 0) eğrisinin eğrilikleri aşağıdaki gibi hesaplanır.

d1 =

(
cos

s√
2
, sin

s√
2
, 0

)
d2 =

(
1√
2

sin
s√
2
,− 1√

2
cos

s√
2
,

1√
2

)
d3 =

(
− 1√

2
sin

s√
2
,

1√
2

cos
s√
2
,

1√
2

)

kn = −1

2
, kg = 0, τ g =

1

2

Hız vektörü q = (2b1,−b1s+ b2, b1s+ b2) ve U matrisinin bileşenleri u1 = 0 , u2 = 1
2
,

u3 = 1
2
ve λ = s ; w1 = 0 , w2 = w3 = b1 olmak üzere aşağıdaki yüzey elde

edilir. Bu durumda r(s, t) büyüyerek geli̧sen yüzeyinin grafĭgi Şekil 3.9 ile verildiği

gibi elde edilir.

Şekil 3.9 Seçilen hız vektörü için elde edilen yüzey

Örnek 3.6 Üreteç eğrisi olarak S(u, v) = (v cosu, v sinu, u) yüzeyinin,

r(s, 0) =
(

cos s√
2
, sin s√

2
, s√

2

)
asimptotik eğrisi göz önüne alınırsa, Darboux çatısının

bileşenleri ve r(s, 0) eğrisinin eğrilikleri aşağıdaki gibi bulunur.

d1 =

(
− 1√

2
sin

s√
2
,

1√
2

cos
s√
2
,− 1√

2

)
d2 =

(
cos

s√
2
,− sin

s√
2
, 0

)
d3 =

(
− 1√

2
sin

s√
2
,

1√
2

cos
s√
2
,

1√
2

)

kn = 0, kg = −1

2
, τ g =

1

2
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Şekil 3.10 Seçilen başlangıç eğrisine göre elde edilen yüzey

Örnek 3.7 S(u, v) = (cosu(cos v + 1), sinu(cos v + 1), sin v − 1) yüzeyi üzerindeki

herhangi bir r(ς, 0) = (cos ς, sin ς, 0) üreteç eğrisini göz önüne alalım. r(ς, 0) eğrisinin

eğrilikleri ve Darboux çatısının bileşenleri aşağıdaki gibi bulunur.

d1 = (0, 0, 1),

d2 = (− cos ς,− sin ς, 0)

d3 = (− sin ς, cos ς, 0)

kn = 0, kg = 1, τ g = 0

Hız vektörü q = (cos ς, sin ς, cos ς) için, U matrisinin bileşenleri u1 = 1 , u2 = 0 ,

u3 = 0 ve λ = −1
b3

; w1 = 0 , w2 = sin ς , w3 = cos ς elde edilir. b1 = −1 ,

b2 = 2 , b3 = 1 için r(ς, t) yüzeyinin grafĭgi Şekil 3.11 ile verilmi̧stir.

Şekil 3.11 Seçilen hız vektörü için elde edilen yüzey
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Örnek 3.8 S(u, v) = (cosu cos v, cosu sin v, sinu) yüzeyi üzerinde, üreteç eğrisi

olarak r(ς, 0) = (cos ς, sin ς, 0) geodezik eğrisi seçilsin. Frenet çatısının bileşenleri ve

üreteç eğrisinin eğrilikleri aşağıdaki gibi hesaplanır.

d1 = (cos ς, sin ς, 0)

d2 = (0, 0, 1)

d3 = (− sin ς, cos ς, 0)

kn = −1, kg = 0, τ g = 0

q = (0, b1 + b2ς, 0) hız vektörü için U matrisinin bileşenleri u1 = 0 , u2 = 1 ,

u3 = 0 olarak elde edilir ve λ = −b2
b3 cos ς

; w1 = b3 cos ς , w2 = 0 , w3 = b3 sin ς

bulunur. b1 = 0.5 , b2 = 1 , b3 = 1 için elde edilen yüzeyin grafĭgi Şekil 3.12 ile

verilir.

Şekil 3.12 Seçilen hız vektörü için elde edilen yüzey

Hız vektörü q = (0, b1 + b2 cos ς, 0) olarak alındı̆gında benzer hesaplamalarla λ = b2 sin ς
b3 cos ς

ve w1 = b3 cos ς , w2 = 0 , w3 = b3 sin ς elde edilir. b1 = 0.5 , b2 = 1 , b3 = 1
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için grafik Şekil 3.13 ile verildiği gibi çizilir.

Şekil 3.13 Seçilen hız vektörü için elde edilen yüzey

3.2.1 Keyfi eğriler için hız vektör alanı

Bu kısımda, t parametreli keyfi bir eğri X(t) ve X(t) eğrisinin her noktasında orto-

normal çatı di, i = 1, 2, 3 olmak üzere, Darboux çatısına göre r(ς, t) = X(t) + λ(t).ρ(ς, t)

yüzeyinin büyüme hızıbileşenleri bulunacaktır.

X(t) eğrisinin tanjant vektörü d3 olsun. Yüzeyi üretmek için, d1 ve d2 düzleminde

yatan eğri,

ρ(ς, t) = r1(ς)d1 + r2(ς)d2, (3.22)

olarak verilebilir (E. Moulton, A. Goriely, 2014). Böylece yüzey;

r(ς, t) = X(t) + λ(t).ρ(ς, t). (3.23)

olarak yazılabilir. X(t) eğrisi için di, i = 1, 2, 3 yerel taban bileşenleri aşağıdaki

gibi gösterilir.

d1 =
∂ςr × ∂tr
‖∂ςr × ∂tr‖

, d2 = d1 × d3, d3 =
∂ςr

‖∂ςr‖

Hız vektör alanı

∂tr = q1d1 + q2d2 + q3d3, qi = g(∂tr, di) (3.24)

27



şeklinde tanımlanır. Buradan X(t) eğrisinin hız bileşenleri

q1 = g(∂tr, d1),

q2 = g(∂tr, d2), (3.25)

q3 = g(∂tr, d3).

olarak verilir. ∂tX = d3 olduğundan,

∂td1 = −τ gd2 − knd3,

∂td2 = τ gd1 − kgd3, (3.26)

∂td3 = −knd1 + kgd2.

eşitlikleri elde edilir.(3.22) ifadesinde ς ve t parametrelerine göre türev alınarak takip

eden eşitlikler yazılırsa,

·
ρ(ς, t) = r2τ gd1 − r1τ gd2 − (r1kn + r2kg)d3 ve ρ′(ς, t) = r1′d1 + r2′d2.

olur. Buradan di, i = 1, 2, 3 aşağıdaki gibi elde edilir.

d1 =
−r′2λλ̇(1− r1kn−r2kg)d1+r′1λλ̇(1− r1kn−r2kg)d2+λλ̇τ g(r1r′1+r2r′2)d3

µ
,

d2=
λλ̇τgr′2(r1r

′
1+r2r

′
2)d1−r′1λλ̇τg(r1r′1+r2r′2)d2+(r

′2
2 λλ̇(1− r1kn−r2kg) + r′21 λλ̇(1− r1kn−r2kg))d3
ηµ

,

d3 =
r1′d1 + r2′d2

η
.

η =

√
(r1′)

2+(r2′)
2,

µ= η[(r ′
2λλ̇(1− r1kn−r2kg))

2+(r′1λλ̇(1− r1kn−r2kg))
2+(λλ̇τ g(r1r

′
1+r2r

′
2))

2]1/2

olmak üzere bulunan di, i = 1, 2, 3 ifadeleri (3.25) denklemlerinde yerine yazılarak

hız vektör alanın bileşenleri

q1 =
−τgr2r′2λλ̇

2
(1− r1kn−r2kg)− r1τr′1λλ̇

2
(1− r1kn−r2kg) + λλ̇τg(1− r1kn−r2kg)(r1r′1+r2r′2)

µ

q2 =
r2λλ̇

2
τ2gr
′
2(r1r

′
1+r2r

′
2) + r1r

′
1λλ̇

2
τ2g(r1r

′
1+r2r

′
2) + (1− r1kn−r2kg)(r

′2
2 λλ̇(1− r1kn−r2kg) + r′21 λλ̇(1− r1kn−r2kg))

ηµ

q3 =
λ̇r2τ gr1′ − λ̇r1τ gr2′

η
.

eşitlikleriyle belirlenir.
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3.3 Öklid Uzayında Alternatif Hareketli Çatı Yardımıyla Büyüyerek

Geli̧sen Yüzeyler

Önceki kısımda, Frenet çatısı için, t anında eğri boyunca yerel tabanın dönüşünü

tanımlayan ve u = (u1, u2, u3) vektörüne kaŗsılık gelen yarı-simetrik U Darboux

matrisi verilmi̧s ve bu matrise göre yüzeyler oluşturulmuştu.

Bu kısımda (B. Uzunoğlu vd, 2016) tarafından tanımlanan {N,C,W} alternatif hareketli

çatısıkullanılarak yüzeyler elde edilecektir.

α : I ⊂ R→ E3 , 3-boyutlu Öklid uzayında keyfi birim hızlıbir eğri olsun. Burada

(T,N,B) ortogonal birim vektör alanının varlı̆gıbilinmektedir. E3 Öklid uzayında α

eğrisi üzerinde {N,C,N∧C = W} alternatif hareketli çatısı C = N ′

‖N ′‖ , W = τT+κB√
κ2+τ2

olmak üzere,

N : birim normal vektör

C : birim normal vektörün türevi

W : Darboux vektörü

ile verilir. Hareketli alternatif çatının türev formülleri,

N ′ = f(s)C(s)

C ′ = g(s)W (s)− f(s)N(s)

W ′ = −g(s)C(s)

şekinde olup, bu ifade teoride kullanılacak şekilde düzenlenirse,
C ′(s)

W ′(s)

N ′(s)

 =


0 g(s) −f(s)

−g(s) 0 0

f(s) 0 0



C

W

N

 (3.27)

elde edilir.

α eğrisinin hareketli çatıya göre eğrilikleri f ve g olmak üzere; f = κ
√

1 +H2 ve

g = σf , σ sabit fonksiyon ile verilir (B. Uzunoğlu vd, 2016).
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U =


0 g(s) −f(s)

−g(s) 0 0

f(s) 0 0

 matrisi için (3.10) ile verilen denklemler düzen-

lenirse;

q
′
1 + f(s)q3 − g(s)q2 = λw2

q
′
2 + g(s)q1 = −λw1
q
′
3 − f(s)q1 =

·
λ

−w′1 = f(s)w3 − g(s)w2
·
f(s)− w′2 = g(s)w1
·
g(s)− w′3 = −f(s)w1

(3.28)

lineer bağımsız olan altıdeferensiyellenebilir denklem elde edilir. Eğri-yüzey çatısında

verildiği gibi benzer i̧slemler yapılarak belirlenen hız vektörleri için yüzey denklemi

elde edililir. Daha geni̧s teorik bilgi için (G.Tuğ vd, 2018) ve (G. Tuğ vd, 2017) çalı̧s-

malarına bakılabilir. Bu çalı̧smalarda yer alan bazıörneklere ve görsellere aşağıda

yer verilecektir.

Örnek 3.9 α(s) = (3
4

sin s− 1
12

sin 3s, − 3
4

cos s+ 1
12

cos 3s,
√
3
2

sin s) eğrisini göz

önünde bulunduralım. Hareketli alternatif çatıbileşenleri

N = (

√
3

2
cos 2s,

√
3

2
sin 2s,

−1

2
)

C = (− sin 2s, − cos 2s, 0)

W = (
1

2
cos 2s,

1

2
sin 2s,

√
3

2
)

bulunur. Alternatif hareketli çatıiçin verilen türev formülleri kullanılarak, f(s) =
√

3

ve g(s) = −1 elde edilir. Hız vektörü q = (0, 0, b1) olarak alınıp (3.28) denklem-

leri çözülürse; w1 = 0 , w2 =
√
3b1
b2

, w3 = −b1
b2

elde edilir. Dolayısıyla büyüyerek
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geli̧sen yüzey Şekil 3.14 ile verildiği gibidir.

Şekil 3.14 Seçilen bir eğri için üretilen yüzey

Örnek 3.10 r(s, 0) =

(
s∫
0

sin u2

2
du,

s∫
0

cos u2

2
du, s

)
uzay eğrisini alalım. q = (a1, a2, a3)

hız vektörü için elde edilen diferensiyel denklemler kullanılarak, λ =
√

2s w1 = 0 ,

w2 = a3 , w3 = 0 elde edilir. ∂tD = DW çatıüreten denklemi kullanılarak

·
d1 = a3d3
·
d2 = 0
·
d3 = −a3d1

bulunur ve ∂tr(s, t) = Dq ifadesinde integral alınırsa aranan yüzey denklemi bulun-
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muş olur ve Şekil 3.15 elde edilir.

b1 = 1, b2 = 0.5, c = 3

Şekil 3.15 Seçilen bir uzay eğrisi için üretilen yüzey

Örnek 3.11 Bir önceki örnekte seçilen üretici eğri için hız vektörü bileşeni q2, C

ve W vektörlerinin düzleminde lineer bir fonksiyon olan q2 = b1 + b2 cos s seçilsin

ve q1 = q3 = 0 olsun. Seçilen bu hız vektörü için benzer adımlar takip edilerek,

λ = b2 sin s

cos
√
2
2
s2

w1 = cos
√
2
2
s2 , w2 = 0 , w3 = sin

√
2
2
s2 elde edilir. Bu durumda

seçilen keyfi sabitler için aşağıdaki yüzeyler elde edilir (Şekil 3.16-3.19).

b1 = 1, b2 = −1.7

b1= −2, b2= 1.7,

a0= −1.2

Şekil 3.16 Seçilen hız vektörü için oluşturulan yüzey

32



b1 = −2, b2 = −2, a0 = 1

Şekil 3.17 Seçilen hız vektörü için elde edilen yüzey

Şimdi b1 ve b2 sabit sayılar olmak üzere, q1 = − b2 sin s√
2s cos

√
2
2
s2
, q2 = b1 + b2t cos s ve

q3 = 0 alalım. Bu durumda λ = b2t sin s

cos
√
2
2
s2

w1 = cos
√
2
2
s2 , w2 = 0 , w3 = sin

√
2
2
s2

olarak hesaplanır ve benzer çözümler uygulanarak aşağıdaki yüzeyler elde edilir.

b1 = 2, b2 = −1

Şekil 3.18 Seçilen hız vektörü için elde edilen yüzey
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b1 = −2, b2 = −1 b1 = −0.07, b2 = −0.07

Şekil 3.19 Seçilen hız vektörü için elde edilen yüzey

Örnek 3.12 r(s, 0) =


√
2+1

2
√
2(
√
2−1) sin(

√
2− 1)s−

√
2−1

2
√
2(
√
2+1)

sin(
√

2 + 1)s,

−
√
2+1

2
√
2(
√
2−1) cos(

√
2− 1)s+

√
2−1

2
√
2(
√
2+1)

sin(
√

2 + 1)s,

−1√
2

sin s

 eğrisini

ele alalım. q1 = 0 , q2 = b1 + b2t cos s ve q3 = 0 olmak üzere bilinen i̧slemler

sonucunda Şekil 3.20 ile verilen yüzey elde edilir.

b1 = 1, b2 = 2

Şekil 3.20 Seçilen bir eğri için elde edilen yüzey
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3.4 Galile Uzayında Büyüyerek Geli̧sen Yüzeyler

Daha önce Öklid uzayında büyüyerek geli̧sen yüzeyler ele alınmı̧s ve çatıdeği̧simi

veya farklıüretici eğri seçimleriyle yüzeyler oluşturulmuştu. Bunu yaparken çeşitli

U Darboux matrisleri kullanılmı̧stı. Bu bölümde, Galile uzayında büyüyerek geli̧sen

yüzeyler verilecektir.

γ = (c, y(t), z(t)) kabul edilebilir bir eğri olsun. Bu eğri için Frenet formülleri

aşağıdaki gibi verilir.
T ′

N ′

B′

 =


0 k 0

−k 0 0

0 0 0



T

N

B

 , k : γ eğrisinin eğriliği

Yay parametresi s olmak üzere, γ(s) = (s, y(t), z(t)) kabul edilebilir eğrisi için Frenet

türev formülleri aşağıdadır.
T ′

N ′

B′

 =


0 k 0

0 0 τ

0 −τ 0



T

N

B


3-boyutlu G3 uzayında bir r(s, 0) eğrisi ve {d1, d2, d3} ortogonal çatısıalınsın. G3

uzayında Darboux vektörleri,

U =


0 −u3 u2

u3 0 0

−u2 0 0

 ve W =


0 −w3 w2

w3 0 0

−w2 0 0


olmak üzere önceki bölümlerde takip edilen i̧slemler burada da uygulanırsa,

λw2 = −u3q2 + u2q3

q′2 = 0

q′3 =
·
λ

w′3 =
·
u3

w
′
2 =

·
u2

u2w3 = w2u3

(3.29)
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lineer olmayan altıdiferensiyel denklem elde edilir. ∂tr(s, t) = Dq denklemi yardımıyla

sistem çözüldüğünde, U =


0 0 −k

0 0 0

k 0 0

 Darboux matrisi elde edilir.

Örnek 3.13 r(s, 0) = (0, a0 sin s
a0
, a0 cos s

a0
) kabuledilebilir olmayan üretici eğrisi

seçilsin. Frenet formülleri yardımıyla,

d1 = (0, a0 sin
s

a0
, a0 cos

s

a0
)

d2 = (1, 0, 0)

d3 = (0, cos
s

a0
,− sin

s

a0
, )

hesaplanır. Hız vektörü q = (0, b1 + b2 cos t
a0
,−b2 sin t

a0
) seçilirse, U matrisinin

bileşenleri u1 = 0 , u2 = −1 , u3 = 0 bulunur. (3.29) eşitlikleri kullanılarak ,

λ = c1 , w1 = 0 , w2 = − b2
c1

sin t
a0
, w3 = 0 elde edilir. a0 = 1, b1 = b2 = −4

seçilirse Şekil 3.21 ile verilen yüzey bulunmuş olur.

Şekil 3.21 Seçilen hız vektörü için elde edilen yüzey

Eğer hız vektörleri q = (1, b1 + b2a0t, b2a0) ve q = (1, b1, b2) olacak şekilde seçilirse,
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sırasıyla, kaŗsımıza Şekil 3.22−(a) ve Şekil 3.22−(b) çıkar.

a0= 1, b1= b2= −2

a0= −0.9, b1= 1.2,

b2= 1.3

(a) (b)

Şekil 3.22 Seçilen keyfi bir eğri için elde edilen yüzey

Örnek 3.14 r(s, 0) =

(
1,

s∫
0

sin u2

2
du,

s∫
0

cos u2

2
du

)
kabul edilebilir olmayan üretici

eğrisi seçilsin. Frenet formülleri kullanılarak

d1 = (0,− cos
u2

2
, sin

u2

2
)

d2 = (1, 0, 0)

d3 = (0, sin
u2

2
, cos

u2

2
)

hesaplanır. q = (c1, c2, t + c3) hız vektörü olmak üzere U matrisinin bileşenleri

u1 = 0 , u2 = −s , u3 = 0 olarak hesaplanır ve benzer yöntemlerle elde edilen
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yüzeyler Şekil 3.23 ile verilir.

c1 = c2 = c3 = 1 c1 = 2, c2 = 1, c3 = 0.8

Şekil 3.23 Kabul edilebilir olmayan üretici bir eğri için oluşturulan yüzey

Şimdi hız vektörü q = (0, b2
a0
e
t
a0 , b2e

t
a0 ) seçilsin. λ = s olmak üzere verilen denklem

sistemi çözülüp benzer i̧slemler yapılır. Seçilen sabitler için aşağıdaki yüzeyler elde

edilir.

a0= −2.2, b1= 1, b2= 0.05 a0= 3, b1= −4, b2= −1.7

Şekil 3.24 Seçilen hız vektörü için elde edilen yüzey

Örnek 3.15 r(s, 0) = (0, 2 arctan s − s, ln[ s
2+1
2

]) parametrik denklemiyle verilen

kabul edilebilir olmayan r üretici eğrisi alınsın. U matrisinin bileşenleri u1 = 0 ,

u2 = −( 2+2s4

(s2+1)3
) ve u3 = 0 olarak hesaplanır. (3.29) denklemleri kullanılarak
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λ = 2+2s4

(s2+1)3
elde edilir. q = (b1, b2, t) hız vektörü seçilirse,

b1 = 0, b2 = −1 a0 = 2, b1 = −2, b2 = −1

Şekil 3.25 Kabul edilebilir olmayan üretici bir eğri için oluşturulan yüzey

yüzeyleri Şekil 3.25 ile görüldüğü gibi elde edilir.

r(s, t), kabul edilebilir olmayan keyfi bir eğri olsun. Eğri geli̧stikçe, eğrinin şeklini

deği̧stirmeyecek q1 ve q3 vektörleri bulunabilir. Başka bir deyi̧sle
∥∥r′(s, 0)

∥∥ = λ(t)

ve k eğrilik olmak üzere; k(s, t) = λ−1k(s, 0) olmasınıgerektirir. u1 = u3 = 0 ,

u2 = λκ(s, 0) olduğunda ·
u2 = 0 bulunur. (3.29) denklemleri bu veriler ı̧sı̆gında

yeniden düzenlendiğinde,

u′2q3 + u2
·
λ− w2λ′ = 0

diferensiyel denklemi bulunur. Bu denklem, üretici eğrinin şeklini sabit tutan hız

vektörleri için bir kural tanımlamı̧s olur. Bu durumda G3 uzayında herhangi bir eğri

için hız vektör alanıaşağıdaki gibi bulunur.

q1 = c1

q2 = c2(t)

q3 = 1
(λk)′ (kλ

·
λ+ w2λ

′)

Örnek 3.16 r(s, 0) = (0, cos s, sin s) genel helis eğrisi için, hız vektör bileşenleri,

q1 = 0 q2 = t2 q3 = t
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seçilirse benzer yollar takip edilerek Şekil 3.26 ile verilen yüzeyin grafĭgine ulaşılır.

0 < t < 2π

Şekil 3.26 Genel bir helis eğrisi kullanılarak oluşturulan yüzey

Önceki kısımlarda, keyfi eğriler için hız vektör alanının bileşenleri hesaplanmı̧stı.

Yine benzer yöntemler uygulanarak Galile uzayında büyüyerek geli̧sen yüzeylerde,

keyfi eğriler için hız vektör alanıaşağıdaki eşitlikler ile hesaplanır.

d1 =
(r′′1µ

2 − r′′1(r′1)2 + r′1r
′
2r
′′
2)d1+(r′′2µ

2 − (r′2)
2r′′2 − r′1r′2r′′1)d2

µ
,

d2=
−(r′′2µ

2 − r′′2(r′2)2 − r′1r′2r′′1)d1+(r′′1µ
2 − (r′1)

2r′′1 − r′1r′2r′′2)d2
µ

,

d3 =
r′1d2 + r′2d1

η

Burada;

η =

√
(r1′)

2+(r′2)
2,

µ = η[(r′′1η
2 − r′′1(r′1)2 + r′1r

′
2r
′′
2)
2 + (r′′2η

2 − (r′2)
2r′′2 − r′1r′2r′′1)2]1/2

olmak üzere bulunan di, i = 1, 2, 3 ifadeleri yerine yazılarak hız vektör alanın bileşen-
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leri aşağıdaki gibi elde edilir.

q1 = λ
(r1r

′′
1η
2 − r1(r′1)2r′′1 + r1r

′
1r
′
2r
′′
2 + r2r

′′
2η
2 − r2r′1r′2r′′1 − r2r

′′
2(r
′
2)
2)

µ

+ λτ
(−r2r′′1η2 + r2(r

′
1)
2r′′1 − r2r′1r′2r′′2 + r1r

′′
2η
2 − r1r′1r′2r′′1 − r1r′′2(r′2)2)

µ

q2 = λ
(r2r

′′
1η
2 − r2(r′1)2r′′1 + r2r

′
1r
′
2r
′′
2 − r1r′′2η2 + r1r

′
1r
′
2r
′′
1 + r1r

′′
2(r
′
2)
2)

µ

+ λτ
(−r1r′′1η2 − r21(r′1)2r′′1 + r1r

′
1r
′
2r
′′
2 + r2r

′′
2η
2 − r2r′1r′2r′′1 − r2r′′2(r′2)2)

µ

q3 =
λ(r1r1′+r2r2′) + λτ(−r2r1′+r1r2′)

η
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4. BÜYÜYEREK GELİŞEN KABUK YÜZEYLERİ

Bu bölümde büyüyerek geli̧sen kabuk yüzeyinin denklemi verilip, bu yüzeyin iki

farklıuzaydaki geometrik özellikleri incelenecektir.

4.1 Öklid Uzayında Kabuk Yüzeyleri

Kabuk yüzeyinin parametrik denklemi α : (a, b)→ R3 olmak üzere;

X(s, θ) = α(s) + r(− cos θ.s.N(s) + sin θ.s.B(s)) (4.1)

olarak verilir(Gray, 2006). Yüzeyin s−parametresi için türevi,

Xs(s, θ) = a′(s) + r(− cos θ(N(s) + s.N ′(s)) + sin θ(B(s) + s.B′(s)))

olmak üzere; Frenet formülleri kullanılarak,

Xs(s, θ) = (1 + rsκ cos θ)T (s) + (−r cos θ − rsτ sin θ)N(s) + (−rsτ cos θ + r sin θ)B(s)

(4.2)

kısmi türevi hesaplanır. Benzer şekilde yüzeyin θ−parametresine göre kısmi türevi;

Xθ(s, θ) = rs sin θN(s) + rs cos θB(s) (4.3)

şeklinde bulunur. Xs ve Xθ vektörlerinin vektörel çarpımıyapılarak;

Xs ×Xθ = −r2sT (s) + rs(rsκ cos θ(− cos θN(s) + sin θB(s))

‖Xs ×Xθ‖ = rs
√
r2 + (1 + rsκ cos θ)2

olup, verilen X(s, θ) yüzeyinin birim normali

N =
1√

r2+(1 + rsκ cos θ)2
{−rT (s) + (1 + rsκ cos θ)(− cos θN(s)+ sin θB(s))}

(4.4)

eşitliğiyle tanımlanır.
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Yüzeyin s ve θ parametrelerine göre ikinci mertebeden kısmi türevleri,

Xss = (r cos θ(2κ+ sκ′) + rsτ sin θ)T (s) (4.5)

+((1 + rsκ cos θ)κ− r sin θ(2τ + sτ ′) + rsτ 2 cos θ)N(s)

+(rsτ ′ cos θ + rsτ 2 sin θ)B(s) ,

Xsθ = (−rsκ sin θ)T (s) + (r sin θ − rsτ cos θ)N(s) + (r cos θ + rsτ sin θ)B(s) ,

Xθθ = rs cos θN(s)− rs sin θB(s)

olarak hesaplanır. (4.2), (4.3), (4.4) ve (4.5) ifadeleri, Tanım 2.16 ile verilen birinci

ve ikinci temel formun katsayılarının formüllerinde yerine yazılırsa;

E = (1 + rsκ cos θ)2 + r2 + r2s2τ 2 (4.6)

F = −r2s2τ

G = r2s2

ve

e =
1√

r2+(1 + rsκ cos θ)2


−r2( cos θ(2κ+ sκ′) + sτ sin θ)+

(1 + rsκ cos θ) [(1 + rsκ cos θ)(−κ cos θ)] +

(1 + rsκ cos θ)
[
r(τ + sτ ′) sin 2θ + rsτ 2( sin2 θ− cos2 θ)

]
(4.7)

f =
1√

r2+(1 + rsκ cos θ)2

{
r2sκ sin θ + (1 + rsκ cos θ)rsτ

}
g =

−rs√
r2+(1 + rsκ cos θ)2

(1 + rsκ cos θ)

şeklinde elde edilir. Yüzeyin Gauss eğriliği K, ve ortalama eğriliği H için Tanım 2.16

ile verilen eşitlikler kullanılır ve (4.6) ve (4.7) ifadeleri yerine yazılırsa, bu eğrilikler

aşağıdaki gibi hesaplanır.

K=

(1 + rsκ cos θ)r3s((2κ+ sκ′) cos θ − sτ sin θ)

+(1 + rsκ cos θ)2

 (1 + rsκ cos θ)rsκ cos θ − r2s(τ + sτ ′) sin 2θ

−r2s2τ 2( sin2 θ− cos2 θ) + rsκ


−r2sκ sin θ

r2s2 [r2 + (1 + rsκ cos θ)2]2
(4.8)
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H=

−r4s2(2κ+ sκ′) cos θ + r2s2τ sin θ

+(1 + rsκ cos θ)

 (1 + rsκ cos θ)r2s2κ(− cos θ)+

r3s(τ + sτ ′) sin 2θ + r3s3τ 2( sin2 θ− cos2 θ)


+2r2s3τκ sin θ + 2r3s3τ(1 + rsκ cos θ)

−rs(1 + rsκ cos θ)[(1 + rsκ cos θ)2+r2+r2s2τ 2]

2r2s2 [r2 + (1 + rsκ cos θ)2]2
(4.9)

Örnek 4.1 α(s) =
(

cos s√
2
, sin s√

2
, s√

2

)
helis eğrisini alalım. Seçilen keyfi eğri için

büyüyerek geli̧sen yüzey denklemini bulalım:

α eğrisi için,

α′(s) =

(
− 1√

2
sin

s√
2
,

1√
2

cos
s√
2
,

1√
2

)
T (s) =

1√
2

(
− sin

s√
2
, cos

s√
2
, 1

)
N(s) =

(
− cos

s√
2
,− sin

s√
2
, 0

)
B(s) =

1√
2

(
sin

s√
2
,− cos

s√
2
, 1

)

olup, (4.1) denkleminde yerine yazılırsa X(s, θ) yüzey denklemi,

X(s, θ) =


(1 + rs cos θ) cos s√

2
+ 1√

2
s sin θ sin s√

2
,

(1 + rs cos θ) sin s√
2
− 1√

2
sin θ cos s√

2
,

s√
2
+ 1√

2
s sin θ



parametrik ifadesiyle bulunur. Bu yüzeyin r = 1, s =
(−3π

2
, 3π
2

)
, θ = (−π, π) için
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grafĭgi Şekil 4.1 ile verildiği gibi elde edilir.

Şekil 4.1 Seçilen bir helis eğrisi kullanılarak oluşturulan yüzey

(4.1) ile verilen kabuk denkleminde r deği̧skeni, θ parametresine bağlanarak genelleşti-

rilmi̧s kabuk yüzeyi adıverilen yeni bir kabuk yüzeyi elde edilebilir. Bu tip yüzeyler

için cebirsel hesaplamalar bu bölümde yer almayıp bazı örnekler ile verilecektir.

Galile uzayındaki kabuk yüzeylerinde detaylı ele alınacak i̧slemler, benzer şekilde

Öklid uzayıiçin de yapılabilir. Bu durumda r = θ için; s = (−3π
2
, 3π
2

), θ = (−π, π)

olmak üzere X(s, θ) parametrik denklemiyle verilen yüzeyin grafĭgi Şekil 4.2 deki

gibi elde edilir.

Şekil 4.2 r = θ için oluşturulan yüzey

Örnek 4.2 α(s) = (cos s, sin s, 0) birim çemberi üreteç eğrisi olarak ele alınır ve
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benzer hesaplamalar yapılırsa, X(s, θ) yüzeyinin denklemi

X(s, θ) = ((1 + rs cos θ) cos s, (1 + rs cos θ) sin s, rs sin θ)

şeklinde elde edilir.

r = 1, s =
(−3π

2
, 3π
2

)
, θ =

(
−π
2
, π
2

)
için yüzeyin grafĭgi ve gerçek kabuk figürü

Şekil 4.3 ile verilmi̧stir.

Şekil 4.3 Üretici eğrisi çember olan yüzey

Bu yüzey için, r = θ , s =
(−3π

2
, 3π
2

)
, θ =

(
−π
2
, π
2

)
alınarak elde edilen genelleştirilmi̧s

kabuk yüzeyinin grafĭgi Şekil 4.4 ile verilmi̧stir..

Şekil 4.4 r = θ için oluşturulan yüzey

4.2 Galile Uzayında Kabuk Yüzeyleri

Kabuk yüzeyleri için, yüzeyin parametrik denklemi (4.1) ile verilmi̧sti. Öklid uza-

yında yapılan hesaplar r sabit olduğu kabul edilerek yapılmı̧s ve yüzeyin geometrisi
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incelenmi̧sti. Bu kısımda (4.1) denklemi r sabit ve r = r(θ) olmak üzere ayrıayrıin-

celenecek ve temel kavramlarda verilen Galile uzayının tanımlarından ve teorisinden

yararlanılacaktır.

X(s, θ) = α(s) + r(− cos θ.s.N(s) + sin θ.s.B(s)) , r sabit

denklemi gözönünde bulundurularak, yüzeyin s ve θ parametrelerine göre kısmi

türevleri,

Xs(s, θ) = T (s) + (−r cos θ − rsτ sin θ)N(s) (4.10)

+(−rsτ cos θ + r sin θ)B(s) (4.1)

Xθ(s, θ) = rs sin θN(s) + rs cos θB(s)

olarak hesaplanır. Bu hesaplamalar kullanılarak,

w = ‖Xs ×G Xθ‖ = rs (4.11)

ifadesi elde edilir. Buradan yüzeyin birim normali,

N = − cos θN(s) + sin θB(s)) (4.12)

şeklinde bulunmuş olur. Galile uzayının temel kavramlarında verilen Tanım 2.21

kullanılarak, N normal vektörüne dik ve boyu 1 olan δ vektörü aşağıda verilmi̧stir.

δ = (sin θN(s) + cos θB(s)) (4.13)

Yüzeyin s ve θ parametrelerine göre ikinci mertebeden kısmi türevleri,

Xss = (κ− 2rτ sin θ + rsτ 2 cos θ − rsτ ′ sin θ)N(s) (4.14)

+(−2rτ cos θ − rsτ 2 sin θ − rsτ ′ cos θ)B(s)

Xsθ = (r sin θ − rsτ cos θ)N(s) + (r cos θ + rsτ sin θ)B(s)

Xθθ = rs cos θN(s)− rs sin θB(s)

olarak hesaplanır. Yüzeyin birinci temel formunun bileşenleri,

g1 = 1 , g2 = 0 , g1 = 0 , g2 = −1
rs

(4.15)

g11 = 1 , g12 = 0 , g22 = 1
r2s2

h11 = 0 h12 = −r2s2τ h22 = r2s2
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olmak üzere;

I = ds2 + ε(r2s2)dθ2 (4.16)

elde edilir. İkinci temel formun bileşenleri olan Lij katsayıları, Tanım 2.23 kul-

lanılarak,

L11 = 〈Xss,N〉

L12 = 〈Xsθ,N〉

L22 = 〈Xθθ,N〉

şeklinde verilir. Buradan da ikinci temel formun katsayıları,

L11 = −κ cos θ − rsτ 2

L12 = rsτ

L22 = −rs

(4.17)

olarak bulunur. Tanım 2.24 ten yararlanırak, (4.15) ve (4.17) ifadeleri, (2.10) ve

(2.11) ile verilen denklemlerde yerine yazılırsa yüzeyin Gauss eğriliği ile ortalama

eğriliği, sırasıyla,

K=κ cos θ
rs

H = − rsκ cos θ+r2s2τ2+1
2rs

(4.18)

olur.

Teorem 4.1 3−boyutluG3 uzayında (4.1) ile verilen büyüyerek geli̧sen kabuk yüzeyi

X(s, θ) , so = 0 noktasında singülerdir.

İspat. X(s, θ) büyüyerek geli̧sen yüzeyinin bir süngüler noktaya sahip olmasıiçin

gerek ve yeter şart ‖Xs ×Xθ‖ = 0 olmasıdır. Bu durumda;

‖Xs ×Xθ‖ = rs =⇒ rs = 0

bulunur ve buradan r 6= 0 olacağından dolayıs0 = 0 elde edilir. Ek olarak

X(s0, θ) = X(0, θ) = α(0)

bulunur ki bu durumda yüzey α(0) noktasında singüler olur.
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Teorem 4.2 X(s, θ), 3−boyutlu G3 uzayında büyüyerek geli̧sen regüler bir yüzey

olsun. X(s, θ) yüzeyinin minimal olmasıiçin gerek ve yeter şart rsκ cos θ + r2s2τ 2 + 1 = 0 ,

rs 6= 0 olmasıdır.

İspat. X(s, θ) yüzeyinin minimal olmasıiçin gerek ve yeter şart H ≡ 0 olmasıdır.

Bu durumda,
rsκ cos θ + r2s2τ 2 + 1

2rs
= 0 , rs 6= 0

yazılır ve rsκ cos θ + r2s2τ 2 + 1 = 0 elde edilir

Teorem 4.3 G3 uzayında büyüyerek geli̧sen regüler bir yüzey X(s, θ) olarak ve-

rilsin. Bu yüzey üzerindeki s−parametre eğrilerinin geodezik olmasıiçin gerek ve

yeter şart κ sin θ − 2rτ − rsτ ′ = 0 olmasıdır.

İspat. β(t), büyüyerek geli̧sen X(s, θ) yüzeyi üzerinde keyfi bir eğri olsun. Bu

durumda β(t) = X(s(t), θ(t)) yazılabilir. β(t) eğrisinin X yüzeyi üzerinde geodezik

olması için gerek ve yeter şart ivme vektörü
··
β(t) ile β eğrisi boyunca yüzey nor-

malinin paralel olmasıdır. Kolayca görülebilir ki bu şart;
〈
δ(s(t), θ(t)),

··
β(t)

〉
G

= 0

olmasıile denktir.

Şimdi X kabuk yüzeyi üzerinde bir θ0 ∈ R olmak üzere c(s) = X(s, θ0) biçimindeki

s−parametre eğrisini alalım. Buradan (4.18)’den yararlanılarak, c′′(s) = Xss(s, θ0)

elde edilir.

Xss(s, θ0) = (κ− 2rτ sin θ0+rsτ
2 cos θ0−rsτ ′ sin θ0)N(s)+

(−2rτ cos θ0−rsτ 2 sin θ0−rsτ ′ cos θ0)B(s)

(4.13) ifadesinden δ(s, θ0) = (sin θ0N(s) + cos θ0B(s)) olacağıaşikarıdır. Elde edilen

bu ifadeler kullanılarak 〈Xss(s, θ0), δ(s, θ0)〉G = 0 denkleminden κ sin θ − 2rτ − rsτ ′ = 0

bulunmuş olur.

Teorem 4.4 X(s, θ), G3 uzayında büyüyerek geli̧sen regüler bir yüzey olmak üzere,

X yüzeyi üzerindeki θ−parametre eğrileri geodeziktir.

İspat. Teorem 4.3 kullanılarak; θ−parametre eğrilerinin geodezik olmasıiçin gerek

ve yeter şartın 〈Xθθ(s0, θ), δ(s0, θ)〉G = 0 olacağıkolayca görülür. Ayrıca

Tα =

·
α(θ)∥∥∥ ·α(θ)

∥∥∥ =
Xθ(s0, θ)

‖Xθ(s0, θ‖
= δ(s0, θ)
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ifadesi gerçeklenir. Bu durumda iç çarpım sonucunun sıfır olacağıaşikardır. DolayısylaX

büyüyerek geli̧sen yüzeyi üzerinde θ−parametre eğrileri geodeziktir.

Teorem 4.5 3−boyutlu G3 uzayında büyüyerek geli̧sen kabuk yüzeyi X(s, θ) ü-

zerindeki s−parametre eğrilerinin asimptotik olmasıiçin gerek ve yeter şart r = −κ cos θ
sτ2

olmasıdır.

İspat. X yüzeyi üzerindeki keyfi bir eğri β(t) = X(s(t), θ(t)) olsun. β(t) eğrisinin

yüzey üzerinde asimptotik olmasıiçin gerek ve yeter şart eğri üzerinde ikinci temel

formun bileşenlerinin

L11
·
s
2

+ 2L12
·
s.
·
θ + L22

·
θ
2

= 0

eşitliğini sağlamasıdır. Bu durumda;

L11
·
s
2

+ 2L12
·
s.
·
θ + L22

·
θ
2

= 0 ,
·
θ = 0

L11
·
s
2

= 0 ,
·
s = 1

L11 = −κ cos θ − rsτ 2

κ cos θ + rsτ 2 = 0

r =
−κ cos θ

sτ 2

bulunur ve böylece ispat tamamlanmı̧s olur.

Teorem 4.6 G3 uzayında büyüyerek geli̧sen regüler bir yüzey X(s, θ) olarak ve-

rilsin. Bu yüzey üzerindeki θ−parametre eğrileri asimptotik değildir.

İspat. Daha önceki teoremde s−parametre eğrilerinin asimptotik olma şartıve-

rilmi̧sti. Benzer şekilde

L11
·
s
2

+ 2L12
·
s.
·
θ + L22

·
θ
2

= 0 ,
·
s = 0

L11
·
s
2

= 0 ,
·
θ = 0

L22 = 0

L22 = −rs =⇒ rs = 0

bulunur ve r 6= 0 olduğu aşikardır. Bu duurumda s = 0 olmalıdır. Yüzey regüler

olduğundan bu bir çeli̧skidir. Dolayısıyla θ−parametre eğrileri asimptotik değildir.
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Teorem 4.7 G3 uzayında büyüyerek geli̧sen regüler bir X(s, θ) yüzeyi veriliyor.

Yüzey üzerinde s−parametre eğrilerinin eğrilik çizgisi olması için gerek ve yeter

şart; τ ≡ 0 olmasıdır.

İspat. s−parametre eğrileriX(s, θ) yüzeyi üzerinde izotropik değildir. Bu durumda

s− parametreli bir eğrinin eğrilik çizgisi olmasıiçin gerek ve yeter şart;

g1(L11
·
s+ L12

·
θ) + g2(L12

·
s+ L22

·
θ) = 0

olmasıdır.
·
θ = 0 , g1 = 0 , g2 =

−1

rs

yerine yazılırsa;

τ ≡ 0

elde edilir.

Teorem 4.8 G3 uzayında büyüyerek geli̧sen regüler bir yüzey X(s, θ) olarak ve-

rilsin. Yüzey üzeinde θ−parametre eğrileri eğrilik çizgisidir.

İspat. θ−parametre eğrileri X(s, θ) üzerinde izotropiktir. Bu durumda θ− para-

metre eğrileri

g1
·
s+ g2

·
θ = 0

şartınısağlar. g1 = 1 , g2 = 0 ve
·
s = 0 olduğundan denklem her zaman sağlanır ve

bu durumda θ− parametre eğrileri, X(s, θ) üzerinde eğrilik çizgisidir.

(4.1) ile verilen denklemde r sabit kabul edilerek yüzeyin geometrisi incelenmi̧s ve

bazı teoremler verilmi̧stir. Şimdi aynıyüzey için r = r(θ) olduğu kabul edilerek

benzer hesaplamalar yapılacaktır.

X(s, θ) = α(s) + r(θ)(− cos θ.s.N(s) + sin θ.s.B(s))

denklemi gözönünde bulundurularak, yüzeyin s ve θ parametrelerine göre ikinci

mertebeden kısmi türevleri,

Xs(s, θ) = T (s)+(−r cos θ − rsτ sin θ)N(s) + (−rsτ cos θ + r sin θ)B(s)

Xθ(s, θ) = rs sin θN(s) + rs cos θB(s) (4.19)
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olarak hesaplanır.

‖Xs ×Xθ‖ = s
√
r
2

θ + r2 (4.20)

olmak üzere, yüzeyin birim normali ve birim normaline dik olan δ vektörü,

N =
1√

r
2

θ + r2
{(−rθ sin θ + r cos θ)N(s)− (rθ cos θ + r sin θ)B(s)} (4.21)

δ =
1√

r
2

θ + r2
{(rθ cos θ + r sin θ)N(s) + (−(rθ sin θ + r cos θ)B(s)}

şeklinde elde edilir. Daha önceki kısımlarda yapılan hesaplamalara benzer olarak,

ikinci derecen kısmi türevler hesaplanıp, gerekli iç çarpım i̧slemleri yapılırsa; r = r(θ)

olma üzere;

L11 = 1√
r
2
θ+r

2
(r2sτ 2 + (rθrsτ

′ + 2(rθrτ − (rθκ sin θ + rκ cos θ)

L12 = 1√
r
2
θ+r

2

(
(r2θsτ − (rθr − r2sτ

)
L22 = 1√

r
2
θ+r

2
(r2s− 2r2θs− rθθrs)

(4.22)

bulunur.

g1 = 1 , g2 = 0 , g1 = 0 , g2 = −1
rs

(4.23)

g11 = 1 , g12 = 0 , g22 = −1
s2(r′2+r2)

olmak üzere (4.22) ifadesi kullanılarak, r = r(θ) olmak üzere, K ve H eğrilikleri

aşağıdaki gibi hesaplanır.

K= 1

s2(r
2
θ+r

2)2

 (r2s− 2r2θs− rθθrs)(r
2sτ 2+rθrsτ

′+2r′rτ − rθκ sin θ + rκ cos θ)

+(−r2θsτ + rθr + r
2
sτ)


H = 1

2
√
r
2
θ+r

2

{
r2sτ 2 + rθrsτ

′ + 2r′rτ − rθκ sin θ + rκ cos θ +
r2−2r2θrθθr
s(r2θ+r

2)

}
(4.24)

Teorem 4.9 3−boyutluG3 uzayında (4.1) ile verilen büyüyerek geli̧sen kabuk yüzeyi

X(s, θ) singüler noktaya sahip olmasıiçin gerek ve yeter şart r(θ) = 0 ve r′(θ) = 0

veya s = 0 olmasıdır.

İspat. ‖Xs ×Xθ‖ = 0 ve buradan s
√
r
2

θ + r2 = 0 bulunur. Bu durumda r(θ) = 0

ve r′(θ) = 0 veya s0 = 0 olmalıdır.
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Teorem 4.10 X(s, θ), G3 uzayında büyüyerek geli̧sen regüler bir yüzey olsun.

X(s, θ) yüzeyinin minimal olmasıiçin gerek ve yeter şart;

s(r2θ+r
2)
(
r2sτ 2 + rθrsτ

′ + 2rθrτ − rθκ sin θ + rκ cos θ
)
+r2−2r2θrθθr = 0, s

√
r
2

θ + r2 6= 0

olmasıdır.

Teorem 4.11 3−boyutlu G3 uzayında büyüyerek geli̧sen kabuk yüzeyi X(s, θ) ola-

rak verilsin. Bu yüzey üzerinde s−parametre eğrilerinin geodezik olmasıiçin gerek

ve yeter şart κ(rθ cos θ + r sin θ)− r2(2τ + sτ ′) + rθrsτ
2 = 0 olmasıdır.

İspat. Teorem 4.3 ile benzer şekilde (4.13) ifadesinden yararlanılarak teoremin

ispatıkolayca yapılabilir.

Teorem 4.12 X(s, θ) , G3 uzayında büyüyerek geli̧sen regüler bir yüzey olsun.

X(s, θ) yüzeyinde θ−parametre eğrilerinin geodezik olmasıiçin gerek ve yeter şart;

rθ = 0 veya −rθθ + r + s = 0 olmasıdır.

İspat. Xθθ(s, θ) = (2rθs sin θ+(−rθθ+r)s cos θ)N(s)+(2rθs cos θ+(rθθ−r)s sin θ)B(s)

hesaplanarak 〈Xθθ, δ〉 = 0 denkleminde yerine yazılır ve gerekli i̧slemler yapılırsa;

θ−parametre eğrilerinin geodezik olması için gerek ve yeter şartın rθ = 0 veya

−rθθ + r + s = s olmasıgerektiği bulunmuş olur.

Teorem 4.13 X(s, θ) , G3 uzayında büyüyerek geli̧sen regüler bir yüzey olsun.

X(s, θ) yüzeyinde s−parametre eğrilerinin asimptotik olması için gerek ve yeter

şart; (−rθ sin θ + r cos θ)κ+ r2sτ 2 + rθrsτ
′ + 2rθrτ = 0 olmasıdır.

İspat. Bu teoremin ispatıTeorem 4.5 in ispatına benzer şekilde gösterilebilir.

Teorem 4.14 X(s, θ) , G3 uzayında büyüyerek geli̧sen regüler bir yüzey olsun.

X(s, θ) yüzeyinde θ−parametre eğrilerinin asimptotik olması için gerek ve yeter

şart; r(θ) = r(θ) = c2e

(
log e

2
√
3(c1+θ)

+1

)
3

− θ√
3 olmasıdır.

İspat.

L11(
·
s)2 + 2L12(

·
s)(

·
θ) + L22(

·
θ)2 = 0 ,

·
s = 0

L22(
·
θ)2 = 0 ,

·
θ = 1 =⇒ L22 = 0
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L22 = 1√
r
2
θ+r

2

(
r2s− 2r

2

θs− rθθrs
)

= 0 bulunur ki bu durumda rθθr + 2r
2

θ − r2 = 0

ikinci mertebeden diferensiyellenebilir denklemi elde edilir. Bu denklemin genel

çözümü
r(θ) = c2e

(
log e

2
√
3(c1+θ)

+1

)
3

− θ√
3
olarak hesaplanır.

Teorem 4.15 G3 uzayında büyüyerek geli̧sen regüler bir X(s, θ) yüzeyi veriliyor.

Yüzey üzerinde s−parametre eğrilerinin eğrilik çizgisi olmasıiçin gerek ve yeter şart;

r′(sτ − r)− r2sτ = 0 olmasıdır.

İspat. Teorem 4.7 ile benzer şekilde

g1(L11
·
s+ L12

·
θ) + g2(L12

·
s+ L22

·
θ) = 0

ifadesi kullanılır ve

·
θ = 0 , g1 = 0 , g2 =

−1

s2(r
2

θ + r2)

değerleri yerine yazılırsa, ispat tamamlanır.

Teorem 4.16 G3 uzayında büyüyerek geli̧senX(s, θ) yüzeyi veriliyor. Yüzey üzeinde

θ−parametre eğrileri eğrilik çizgisidir.

İspat. g1
·
s + g2

·
θ = 0 eşitliğinden θ−parametre eğrilerinin eğrilik çizgisi olduğu

kolayca görülebilir.

4.3 Deniz Kabuklarının Matematiksel Gösterimleri

Bu bölümde daha çok (E. Moulton, R. Chirat, 2018) ve (Picado, 2010) çalı̧smaların-

dan yararlanılmı̧stır. Ayrıca, bu çalı̧smalarda yer alan şekiller ve örneklere yer ve-

rilmi̧stir.

Doğadaki kabuk yüzeylerine en güzel örnek deniz kabuklarıdır. Yumuşakçalar harika

mimarlardır ve yumuşak bedenlerini yırtıcılardan ve çevresel etmenlerden koruyan

evlerini inşa ederler. Bu evler nadir bulunan, güçlü, dayanıklı, ve estetik kabuk-

larıdır. Bu kabukların çoğu, fraktal dönme ve diğer desenlerle süslenmi̧s logaritmik

spiraller gibi etkileyici kompleks şekillere sahiptir; mükemmele yakın matematiksel

bir düzenleri vardır. Tabi ki yumuşakçalar matematik bilmezler ve merak uyandıran

bu durumu açıklamak bilim insanlarına düşer.
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Bilim insanlarıyüz yılıaşkın süredir, böyle basit canlıların, bu karmaşık yapıları

ve desenleri nasıl ürettiğini araştırdılar. Hücrelerin, dokuların ve organların, aynı

merkezden yönetilen bir fiziksel güce cevap verdiğini farkettiler. Ancak 20.yy’ın

çoğunda biyologlar genetik kodun, biyolojik dizilimin oluşumunu nasıl yönlendirdiğini

ve bu dizilimlerin nasıl çalı̧stı̆gını anlamaya çalı̧stılar. Bununla birlikte son yıl-

larda araştırmacılar fizik tabanlımatematiksel modellemeyi biyolojik form hakkın-

daki sorulara uygulamaya başladılar. Son birkaç yıldır, kabukların süslü yapıları

hakkında matematik alanında yapılan çalı̧smalar ilginç veriler sunmuştur. Eğrileri

ve yüzeyleri inceleyen matematiksel bir disiplin olan diferensiyel geometri araçlarını

kullanarak, kabukların ayrıntılıve karmaşık şekillerinin, yumuşakçaların evlerini inşa

ederken izledikleri basit kurallara dayandı̆gıtespit edildi. Bu kurallar, çeşitli sayısız

desen üretmek için, kabuk geli̧simi sırasında mekanik kuvvetleri etkiler. Bu konuda

yapılan çalı̧smalar en geni̧s yumuşakça grubu olan karındanbacaklıların yaş çizgi-

lerinin bağımsız olarak nasıl geli̧stiğini açıklamaya yardımcıoluyor. Bu canlıların

benzer süslemeleri yapmak için aynıgenetik deği̧sikliğe uğramalarıgerekmiyor çünkü

fizik yasalarıi̧sin çoğunu hallediyor.

Yumuşakçalar kabuğu oluştururken kalsiyum karbonat bakımından zengin bir madde

salgılar. Salyangoz kabuklarında ve akrabalarında görülen karakteristik spiralin

gözükmesi için basit birkaç adım takip edilir: İlk olarak canlıher bir adımda bir

önceki adımdan daha fazla madde salgılar ve yumuşakça herbir yinelemede daha

büyük bir açıklık oluşturur. Bu i̧slem başlangıçtaki çemberden bir koni oluşmasını

sağlar. Böylece geni̧sleme olur. Açıklı̆gın bir tarafından daha fazla madde sal-

gılanarak tam bir dönme yapan canlı başlangıçtaki çember ile bir tor oluşturur.

Madde salgılanan noktalarda dönme yapılarak bükülme sağlanır. Sadece geni̧sleme

ve dönme i̧slemleri uygulandı̆gında odacıklınatilus gibi düzlemsel spiralli bir kabuk

elde edilir. Bükülme adımıeklendiğinde düzlemsel olmayan helikospiralli bir kabuk

oluşur.
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Şekil 4.5 Büyüyerek geli̧sen kabuk yüzeylerinde geni̧sleme, dönme ve büyüme

Deniz kabuklarıgibi büyüyerek geli̧sen kabuk yüzeylere, doğada yine benzer şekilde

oluşturulan ve iki boyutlu kabuk büyümelerine en iyi örnek olan boynuzlar verilebilir.

Boynuz geli̧simini incelemek deniz kabuğu geli̧simini daha iyi anlamak için fayda

sağlayabilir. Tırnaklar ve saç gibi, boynuz geli̧simi de belli maddelerin sentezi ile

oluşur. Mükemmel düz bir yapıoluşturmak için her taraftan aynıoranda madde

sentezlenir.

Şekil 4.6 Her yerden aynıoranda madde sentezi yapılarak oluşan yüzey

Diğer yandan; eğer bazı farklılıklar varsa (aşağıdaki şekillerde yüzde olarak ve-

rilmi̧stir), boynuzun kenarlarından biri diğerinden daha uzun olacak ve kaçınılmaz

olarak boynuz spiral bir eğriyi takip ederek maddenin daha az salgılandı̆gıkısma

sarılacaktır.

Şekil 4.7 Sentezlenen madde miktarındaki farklılı̆gın büyümeye etkisi
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Yumuşakçaların kabuklarının spiral yapıda olmasınısağlayan olay aslında iki boyutta

boynuz geli̧siminde verilen örneğin üç boyutlu versiyonudur. Bunun yanısıra yu-

muşakça kabuğunu tek düze bir şekilde oluşturmaz; bunu, sadece kabuğun ke-

narlarından birine daha fazla malzeme ekleyerek ve oluşan yeni kabuğun her za-

man daha küçük kabuğun şekline sadık kalacak şekilde, modeli deği̧stirmeden ya-

par. Büyüme süreci zarif bir spiral yapıverir. Aşağıdaki şekilde gösterildiği gibi,

kabuk merkezini kabuğun noktalarına bağlayan doğruların uzunluklarıartar ancak

bu doğrular ile kabuğa kaŗsılık gelen teğetlerin arasındaki açısabittir (Picado, 2010).

Şekil 4.8 Eşit açılısarmal yapıdaki büyüme

Yukarıdaki şekilde belirtildiği gibi spiralin merkezi O noktasıve teğet ile OP doğru

parçası ile teğet arasındaki açıα olsun. A , θ = 0 anındaki yarıçap olmak üzere

kutupsal koordinatlarda

r(θ) = Aecotα, θ ≥ 0 (4.25)

denklemi verilir. Bu denklem, O merkezi ve kabuk üzerindeki bir nokta arasındaki

uzaklı̆gı verir. Kartezyen koordinat sisteminde spiral üzerindeki bir (x(θ), y(θ))
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noktasıŞekil 4.9 ile verilir.

x(θ) = r(θ) cos θ

y(θ) = r(θ) sin θ

Şekil 4.9 Kartezyen koordinatlarda bir noktanın spiral üzerindeki yeri

Eğer α = 90◦ olursa spiral bir çember üretecektir. α dik açı değilse kabuğun

geni̧slemesine kaŗsılık gelen spiral bir yapı oluşur. Kabuğun yüzeyi bir üretici C

eğrisinin, bir H helikospirali boyunca yer deği̧stirmesi sonucu oluşan 3− boyutlu bir

yüzeydir.

C eğrisinin H helikospirali üzerindeki hareketi

C eğrisi kabuk bölümlerinin genel şeklini belirler. Bir çember, elips ya da herhangi

bir eğri, üreteç eğrisi olarak seçilebilir. Buna en güzel örnek, üçgensel bir üretici
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eğriye sahip olan Thatcheria Mirabilis Angas olarak bilinen kabuk yüzeyidir.

Şekil 4.11: Thatcheria Mirabilis Angas

Bu tip yüzeyler daha sonra örneklerle ele alınacaktır.

Yüzeyi oluşturmada ilk adım xyz-koordinatlarının 3 − boyutlu kartezyen sistemini

sabitlemek ve kutupsal koordinatlarda verilen helikospiralin parametrik denklemini

gözönünde bulundurmaktır. β, H helikospiralinin geni̧sleme açısıdır.

Şekil 4.12 H helikospirali üzerinde yüzeyin büyümesi

H helikospirali, logaritmik spiral olarak alınsın ve (x(θ), y(θ), z(θ)) noktası için

θ ≥ 0 olmak üzere r(θ) uzaklı̆gıolarak (4.25) ifadesi kullanılsın.
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Şekil 4.13 Yüzey büyümesinin üstten ve yandan görünümü

z(θ) = −r(θ) cos β
x(θ) = r(θ) sin β cos θ

y(θ) = r(θ) sin β sin θ

Şekil 4.14 Helikospiral üzerinde noktanın gösterimi

Buradan helikospiralin H(θ) = (x(θ), y(θ), z(θ)) noktasıiçin aşağıdaki denklemler

elde edilir:

H(θ) =


x(θ) = A sin β cos θecotα

y(θ) = A sin β sin θecotα

z(θ) = −A cos βecotα

(4.26)

Kabuk yüzeyini belirleyen C üretici eğrisi çoğu zaman a ve b parametrelerine bağlı
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bir elipstir.

Şekil 4.15 Elips

Bu eğri;

re(s) =
ab√

[(a sin s)2 + (b cos s)2]
=

√
1[

( cos s
a

)2 + ( sin s
b

)2
] , 0 ≤ s ≤ 2π (4.27)

parametrik denklemiyle verilir. C eğrisi, H helikospirali üzerinde hareket ettiği

sürece geni̧slemeye devam eder. Bu ri(θ) artı̧s oranının, H üzerinde aynıolduğu

varsayılır. Yani; ri(θ) = ecotα olarak alınır. Polar koordinatlardaki her bir C eğrisi

için Re(θ, s) = re(s)ri(θ) = re(s)e
cotα; θ ≥ 0; 0 ≤ s ≤ 2π eşitliği verilir. Buradan,

C eğrisi için kartezyen koordinat sistemindeki aşağıdaki denklem yazılır.

C(θ, s) =


xC(θ, s) = cos s cos θ re(s) e

θ cotα

yC(θ, s) = cos s sin θ re(s) e
θ cotα

zC(θ, s) = sin s re(s) e
θ cotα

Şekil 4.16 Kartezyen koordinatlarda eğri üzerindeki noktanın gösterimi
(4.28)

Sonuç olarak (4.26) ve (4.28) denklemlerini kullanarak G kabuk yüzeyinin denklemi
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elde edilmi̧s olur.

G(θ, s) = H(θ) + C(θ, s) =


xG(θ, s) = (A sin β cos θ+ cos s cos θ re(s))e

θ cotα

yG(θ, s) = (A sin β sin θ+ cos s sin θ re(s))e
θ cotα

zG(θ, s) = (−A cos β+ sin s re(s))e
θ cotα

(4.29)

Kabuk yüzeyi için geli̧stirilen bu model, üretici C eğrisinin uzaydaki dönüşüne göre

geli̧stirilebilir. Bunun için C eğrisinin dönüşünü belirleyen φ, Ω, µ açılarıtanımlanır.

Şekil 4.17 C eğrisinin dönüşünü belirleyen φ,Ω, µ açıları

ϕ dönüşü Ω dönüşü

Şekil 4.18 Eğri için ϕ ve Ω dönmelerinin gösterimi

Verilen kabuk yüzeyi denklemi bu dönmelere göre tekrar düzenlenmek istenirse; ϕ
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kadar dönme için (4.28) denklemindeki her sin ve cos fonksiyonunda s yerine s+ ϕ

yazılırken, Ω kadar dönme için θ yerine θ + Ω yazılır.

C2(θ, s) =


xC2(θ, s) = cos(s+ ϕ) cos(θ + Ω) re(s) e

θ cotα

yC2 (θ, s) = cos(s+ ϕ) sin(θ + Ω) re(s) e
θ cotα

zC2 (θ, s) = sin(s+ ϕ) re(s) e
θ cotα

Bu durumda elde edilen kabuk denklemi:

G2(θ, s) =


xG2 (θ, s) = (A sin β cos θ+ cos (s+ ϕ) cos (θ + Ω) re(s))e

θ cotα

yG2 (θ, s) = (A sin β sin θ+ cos (s+ ϕ) sin (θ + Ω) re(s))e
θ cotα

zG2 (θ, s) = (−A cos β+ sin (s+ ϕ) re(s))e
θ cotα

şeklindedir. C eğrisi ϕ kadar dönme yaptı̆gında C3(θ, s) = (xC3(θ, s), y
C
3 (θ, s), zC3 (θ, s))

yazılır.

Şekil 4.19 Eğrinin µ kadar dönmesi

zC3 (θ, s) = z(θ) + zG2 (θ, s) cosµ = (−A cos β+ cosµ sin (s+ ϕ)re(s))e
θ cotα (4.30)

Şekil 4.20 Eğrinin µ kadar dönmesinin yukarıdan görünümü
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xC3(θ, s) = xG2 (θ, s)− a = xG2 (θ, s)− [zC2(θ, s) sinµ] sin (θ + Ω) (4.31)

yC3 (θ, s) = yG2 (θ, s) + b = yG2 (θ, s) + [zC2(θ, s) sinµ] cos (θ + Ω) (4.32)

Son olarak kabuk oluşumda sarılma yönü D parametresi kullanılarak hesaba katılır

(Canlı sağlak olduğunda D = 1, solak olduğunda D = −1 olarak alınır.) ve C

eğrisinin H helikospirali üzerindeki hareketiyle meydana gelen kabuk yüzeyinin den-

klemi elde edilir (Cortie, 1993 ).

xC3(θ, s) = D[A sin β cos θ+ cos (s+ ϕ) cos (θ + Ω) re(s)

− sinµ sin (s+ ϕ) sin (θ + Ω)re(s)]e
θ cotα

(4.33)

yC3 (θ, s) = D[A sin β cos θ+ cos (s+ ϕ) sin (θ + Ω) re(s)

+ sinµ sin (s+ ϕ) cos (θ + Ω)re(s)]e
θ cotα

zC3 (θ, s) = (−A cos β+ cosµ sin (s+ ϕ)re(s))e
θ cotα

Deniz kabuğu modelini tamamlamak için kabuk üzerindeki süslemelerin yani diken

oluşumunun da göz önünde bulundurulması gerekir. Dikenler gibi süslerin nasıl

oluştuğunu anlamak için kabuk büyümesi sırasında üretilen kuvvetlerin incelenmesi

gerekir. Kabuk salgılama i̧slemi mekanik bir sistem etrafında döner. Manto, sal-

gılanan ancak henüz kireçlenmemi̧s olan üretici bir bölge ile kabuğa bağlanır. Manto

ve kabuk arasındaki bu bölge desen oluşumunda rol oynar. Manto ve açıklık arasın-

daki herhangi bir uyuşmazlık, manto dokusunu fiziksel olarak strese sokar. Manto

açıklık için çok küçükse, büyümenin devam etmesi için gerilmesi gerekirken; çok

büyükse sı̆gacak şekilde sıkı̧smak zorunda kalır. Bu stresler nedeniyle üretici bölge

deforme olursa mantonun bu aşamada salgıladı̆gıyeni malzeme, deforme olmuş şekli

varsayarak kabukta kalıcıolarak katılaşır ve bir sonraki büyüme adımında mantoyu

daha da etkiler. Yani kabuk büyüyen yumuşakçayla aynıoranda büyümezse desen

olarak tanımlanan deformasyonlar oluşur.

Dikenler, kabuk açıklı̆gıyla dik şekilde çıkıntıoluşturan, genellikle kabuk yüzeyinde

santimetrelerce uzanan en belirgin süslemeleri oluşturmaktadır. Bu çıkıntılar man-
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tonun bir büyüme sıçramasına maruz kaldı̆gıdüzenli periyodlarda oluşur. Büyüme

sırasında manto o kadar çabuk geli̧sir ki büyüklüğü açıklık ile uyuşmaz. Bu uyuşmaz-

lık mantoda belli belirsiz bükülmelere neden olur. Salgılanan malzeme bükülmüş

şekli baz alır Bir sonraki artı̧sta manto daha da büyür ve bükülen kısmın güçlendirme

etkisiyle açıklık da büyür. Bu tekrarlanan büyüme ve mekanik etkileşim sürecinin

bir dizi dikene neden olduğu ve kesin desenin öncelikle büyüme hızıve manto sertliği

ile belirlendiği düşünülmektedir (E. Moulton, R. Chirat, 2018). Bu düşüncenin test

edilmesi için her yinelemede geli̧sen bir temel üzerinde büyüyen matematiksel bir

manto modeli geli̧stirildi. Modeldeki tipik büyüme ve fiziksel özellikler test edilirken,

düşünceyi destekleyen kabuklarda yaygın olarak görülen formlara benzer çeşitli omurga

kalıplarıortaya çıktı.

Dikenler yumuşakçaların kabuklarına ekleyebildikleri tek süsleme değildir. Başka bir

desen türü, soyu tükenmi̧s yumuşaçakların bir alt türü olan ammonitlerin kabuk-

larında bulunur. (Ammonitler bugünün mürekkep balıklarının akrabalarıdır.) Am-

monitler kaybolmadan altmı̧s beş milyon yıl önce, denizleri üç yüz otuş beş mil-

yon yıl boyunca yönettiler. Fosilleşmi̧s kalıntılarının bolluğu, büyük form çeşitli-

liği ve gözlenen yüksek evrim oranları, onlarıen çok incelenen omurgasız fosiller-

den biri haline getirdi. Ammonit kabuğunun düzlemsel-logaritmik spiral formu-

nun ötesinde en çarpıcıözelliği, kabuk kenarına paralel olan düzenli oluklardır. Bu

süsleme muhtemelen dikenleri üreten aynımekanik çatı̧smadan kaynaklanır fakat

tamamen farklıbir modeldir. Kuvvetler aynıdır ancak büyüklük ve geometri fark-

lıdır. Ammonitlerin açıklı̆gı temelde daireseldir. Manto yarıçapı, mevcut açık-

lık yarı çapından daha büyük ise manto sıkı̧sır ancak dikenleri oluşturmak için

gerekli elastik deği̧skenlik derecesini üretmek için yeterli değildir. Daha doğrusu

sıkı̧stırılmı̧s manto dı̧sa doğru gitmeye çalı̧sır ve bir sonraki adımda kabuk yarıçapı

büyür. Ancak bu dı̧sa doğru hareket, mevcut kabuk yönünü korumaya çalı̧san

tork yayı görevi gören üretici bölge tarafından engellenir. Bu iki kaŗsıt kuvvet

bir salınım sistemi oluturur.Kabuk yarıçapıartar, sıkı̧sma azalır,ancak bir gergin-

lik durumu olur. Gerilmi̧s manto çekme kuvvetini azaltmaya çalı̧sır. Bu mor-

fomekanik salınımın matematiksel açıklamasıda bu konudaki düşünceleri destek-

ler ve yumuşakçaların büyüme ve geli̧simi sırasında artan bir dalga boyu ve genlik
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ile düzenli omurgalar üretilir.Geni̧sleme hızıve omurga arasındaki bu ili̧ski aynıza-

manda, uzun süredir varolan yumuşakçaların geli̧simi hakkındaki boşluklarıda basit

mekanik ve geometrik açıklamalarla doldurdu. Buna rağmen bazıyumuşakçaların

(Muricid ailesi gibi) omurgalarında bulunan fraktal benzeri desenler hala çözüle-

memi̧stir.Ayrıca çevresel faktörlerin kabuk büyüme oranınıetkilediği bilinse de bu

deği̧sikliklerin kabuk formu üzerinde nasıl bir etkisi olduğu belirsizdir.

Yukarıda anlatılanlar ı̧sı̆gında elde edilen (4.33) denklemi yeni parametrelerle geli̧sti-

rilebilir ve daha genel bir kabuk denklemi elde edilebilir:

W1 : Her dikenin üretici eğri boyunca uzunluğu

W2 : Her dikenin helikospiral boyunca uzunluğu

L : Her dikenin yüksekliği

N : Tam bir turdaki diken sayısı

P : Dikenin üretici eğrideki konumunu belirten açı

Şekil 4.21 Diken oluşumu

(4.9) denkleminde verilen re(s) ifadesinin yerine 0 ≤ s ≤ 2π ve θ ≥ 0 olmak

üzere re(s) + rn(s, θ) yazıldı̆gında eğri, pürüzsüz yüzey yerine diken süslemelerinin

olduğu yüzeyi üretir.

rn(s, θ) = Le
−[( 2(s−P )

W1
)2+(

2l(θ)
W2

)2] , l(θ) =
2π

N
[
Nθ

2π
− int(Nθ

2π
)] (4.2)

Bu durumda W1, W2, L, N ve P parametrelerinin de eklenmesiyle on dört para-

metreli kabuk denklemi bulunmuş olur. Diken olmayan kabuk yüzeylerinde L = 0

olduğu aşikardır (Cortie, 1993 ).
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4.3.1 Yüzey örnekleri

Bir önceki kısımda deniz kabuklarının oluşumu incelenmi̧s ve oluşumun belli geometrik

kurallara bağlıolduğu gösterilerek, deniz kabuğu yüzeylerinin matematiksel göste-

rimi elde edilmi̧stir. Bu kısımda, bulunan genel denklemden yararlanarak seçilen

üreteç eğrisi ve belirlenen sabitler için oluşturulan yüzey örnekleri verilecektir (Moseley, 1838) ,

(maplesoft).
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Şekil 4.22 Salyangoz
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Şekil 4.23 Lyria
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Şekil 4.25 Oxystele
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Şekil 4.26 Nautilus
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Şekil 4.27 Planorbis

69



D = 1, α = 29π
60
, β = π

180
, ϕ = 13π

30
, µ = 0,Ω = 0

s ∈ (−π, π
90

), A = 7, a = 4.3, b = 1, P = 0, L = 0
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Büyüyerek geli̧sen kabuk yüzeylerin oļsumunda, canlıların mantolarının anatomisi

önemli rol oynar. Manto kabuk açıklı̆gına bağlanır ve yeni malzemenin birikimini

kontrol eder. Doğada yaşayan bir çok tür olduğundan, bu canlıların ve oluşan

yapıların büyüme süreci modellenirken uzaysal eğrilerin kullanılmasıyararlıolur.

Bu tezde verilen yaklaşım büyüyerek geli̧sen yüzeyler için bilinen matematiksel bir

model sunar. Bu modelin üretilmesi ve yüzeyin oluşturulmasıüçüncü bölümde açık-

lanmı̧stır. Belirlenen üretici eğrilere ve seçilen uygun çatılara göre büyüme adım-

larıverilmi̧s ve büyümede etkin rol oynayan hız vektör alanlarıincelenmi̧stir. Bu

yüzeyler farklıuzaylarda da ele alınmı̧s ve geometrik yapılarıaraştırılmı̧stır.

Yapılan modellemeler ve üretilen denklemlere rağmen, hala yumuşakçaların muhteşem

kabuklarınınasıl yaptıklarıhakkında yeterli bilgi yoktur. Herhangi bir kabuk türüne

bakıldı̆gında bilim adamlarının henüz açıklayamadıklarıbir dizi desen ve diken yapısı

ortaya çıkmaktadır. Örneğin kafadan bacaklıların yaklaşık yüzde doksanısağlak-

tır; kabuklarını saat yönünde saracak şekilde inşaa ederler. Buna kaŗsılık sadece

yüzde onluk bir kısım solaktır. Bu sebeple araştırmacılar sağlak olan mekanizmaları

araştırmaya başlamı̧slardır. Bazıharika süslemelerin kökenleri (yumuşakçaların mu-

ricid ailesindeki bir takım türlerde bulunan fraktal benzeri omurga deseni gibi) bi-

linmemektedir. Ayrıca çevresel faktörlerin kabuk büyüme oranınıetkilediği bilinse

de (kalabalık koloniler halinde yaşayan canlıların, diğerlerine göre daha küçük ve

yumuşak kabuklara sahip olmasıgibi) bu deği̧skenlerin kabuk formu üzerindeki et-

kisi tam olarak saptanamamı̧stır. Bu ve diğer gizemlerle birlikte büyüyerek geli̧sen

kabuk yüzeyleri hakkında daha araştırılmasıve cevaplanmasıgereken birçok konu

vardır. Büyüyerek geli̧sen kabuk yüzeylerin oluşumu hakkındaki bu bilinmezlikler ve

geli̧simi yöneten fiziksel güçlerin anlaşılamamasıbu konuyu daha cazip hale getirir.
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Arif Sabuncuoğlu, Diferensiyel Geometri, 2014

Belgin Korkmaz, Diferansiyel Geometri: Eğriler ve Yüzeyler, 2012
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