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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

BUYUYEREK GELISEN KABUK YUZEYLERIN GEOMETRISI

Sezen ONCUL

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damigman: Doc. Dr. Ismail GOK

Bu tez dort boliimden olugmaktadir.
Birinci boliim giris kismina ayrilmigtir.

Ikinci boliimde, tezin ilerleyen boliimlerinde kullanilacak olan temel tamim ve kavramlar
bulunmaktadir.

Uciincii boliimde, Oklid uzayinda bir egri yardimiyla biiyiiyerek gelisen yiizeyler calisilmis
ve yiizey biiylimeleri i¢in bilinen geometrik modellemelere yer verilmigtir. Segilen iiretici
bir egri i¢in uygun cati secimleri ve hiz vektorleri yardimiyla yiizeylerin parametrik denk-
lemleri ve bazi1 yiizey ¢rnekleri verilmigtir. Sonrasinda bu ytiizeyler Galile uzayinda da goz
oniine alinmigtir.

Son kisimda biiyiiyerek gelisen kabuk yiizeyleri ele almmustir. Kabuk yiizeyleri yine Oklid
ve Galile uzaylarinda ayr1 ayri incelenmis ve yiizeylerin geometrik yorumlar: yapilmigtir.
Kabuk yiizeylerine en giizel 6rnek olan deniz kabugu yiizeylerinin matematiksel goste-
rimleri verilmistir. Elde edilen yiizey denklemleri geometrik anlamda incelenmis ve gesitli
teoremler verilmistir.

Ocak 2019, 74 sayfa
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ABSTRACT

Master Thesis

GEOMETRY OF ACCRETIVE SHELL SURFACES

Sezen ONCUL

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ismail GOK

This thesis consist of four chapters.
The first chapter is included in the introduction part.

In the second chapter, basic definations and some notions appear for further usage in the
following chapters.

In the third chapter, accretive growth surfaces are studied with the help of a curve in
Euclidean space and known geometric models for surface growth is mentioned. Parametric
equations of accretive growth surfaces and some examples of them are given by choosing
an orthonormal frame of a generating curve and chosen velocity vectors. Then, these
surfaces are considered in Galilean space.

Accretive shell surfaces growth are observed in the last chapter. Shell surfaces are studied
again in Euclidean and Galilean spaces seperately and geometric interpretations of surfaces
are done. Mathematical demonstrations of seashell surfaces are provided which is the most
beautiful example for shell surfaces. The surfaces equations found are studied in terms of
geometric mean and various theorem are given.
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1. GIRIiS

Biyolojide deniz kabuklar1 ve hayvanlarin boynuzlari gibi bircok kabuksu olusum,
anlagilmasi giic, karigik ve ilgi cekici bir yapiya sahiptir. Bu karmagikliga ragmen
canlilardaki bu kabuksu yapilarin geometrik olarak ele alinmasi, parametrik olarak
ifade edilmesi ve simiflandirilmasi miimkiin olabilir. Bu alanda yapilan ¢alismalar
incelendiginde kargimiza H. Moseley c¢ikar. (Caligmalarinda, matematiksel olarak
yumusakcalarin kabuklarindaki spiral yapr tanimlanmigtir (Moseley, 1838) . Son-
raki donemlerde, arastirmacilar tarafindan biiyiiyerek gelisen yiizeyler i¢in model-ler
geligtirilmis ve konuya iligkin farklh yaklagimlarda bulunulmustur. Fakat bu calig-
malar matematiksel olarak bu yiizeylerin nasil olustugunu tam olarak anlamak icin
yeterli olmamigtir. Zaman icinde bu problem C. Illert tarafindan ele alinmig ve
matematiksel gosterimler elde edilmistir (Illert, 1987). R? uzayinda deniz kabuk-
larinin geometrisi formiillestirilmis ve bilgisayar gosterimleri icin kullanilabilecek
denklemler elde edilmistir (Illert, 1989). (R. Skalak vd, 1997) ve arkadaslar1 1997
yilinda yaptiklar1 bir caligma ile yiizey biiyiimesinin kinematik modellemesini in-
celemis ve ornekler vermistir. Daha sonra Moulten ve arkadaglar1 tarafindan bu
yiizeyleri olusturmak i¢in bilgisayar algoritmasina baglh olmayan uygun matematik-

sel denklemler iiretilmistir (E. Moulton, A. Goriely, 2014).

Deniz kabuklar1 ve hayvanlarin boynuzlari gibi yiizeylerin bazilar: bir dayanak egrisi
ve teorik biyolojide sikca ifade edilen biiyiime kinematiginin matematiksel 6ze-
likleri yardimiyla geometrik olarak ifade edilebilir (E. Moulton, A. Goriely, 2012).
Biiytime, bir iireteg egrisi iizerindeki her noktada tanimlanan bir biiyiime hiz vektorii
ile belirlenir. Uretec egrisinin her bir noktasina yerel bir ortonormal taban eklenir
ve hiz alani yerel koordinat yonleri ile verilerek matematiksel bir yap: olugturulur.
Ornegin; bircok canlnin sahip oldugu spiral sarili koni veya tiip benzeri yiizey-
lerin geometrik gosterimleri, iiretec egrileri ve iireteg egrilerinin geometrik ozelikleri
kullanilarak karakterize edilebilir. Biiyii-yerek gelisen kabuksu yiizeyler, kabugun
tizerinde yer alan bir geklin helikospiraller etrafinda dondiiriilmesiyle olugur. Bu

matematiksel gekiller hakkinda bilgi edinmek i¢in ¢gemberler, spiraller ve yiizeylerin
1



parametrik gosterimleri ve karakteristik ozeliklerinden yararlanilir.

Bu tez ¢alismasinin amaci, biyolojide ve dogada bircok 6rnegini gorebilecegimiz deniz
kabugu, boynuz gibi kabuksu yiizeyleri farkli uzaylarda ve farkli ortonormal catilar
yardimiyla geometrik olarak ele almak ve incelemektir. Bu baglamda, oncelikle,
biiyiiyerek gelisen yiizeylerle ilgili bilinen modellemeler ve yapilar verilmig, daha
sonra tezin 6zgiin kisimlarmm yer aldigi Oklid ve Galile uzaylarindaki yeni teorilere
yer verilmistir. (F. Dogan, 2012) doktora tez galigmasinda kanal (tiip) yiizeyleri
tizerinde yatan parametre egrilerinin geodezik, asimptotik ve egrilik ¢izgisi olma
durumlari ile ilgili karakterizasyonlar vermistir. Bu tez caligmasindan yararlanilarak,
Galile uzayinda biiyiiyerek gelisen yiizeylerin iizerinde yer alan parametre egrilerinin
geodezik, asimptotik ve egrilik ¢izgisi olma durumlar1 aragtirilmigtir. Teori, daha
onceki caligmalarda yer alan ornekler ve ilk kez bu calismada elde edilen yiizey

ornekleri ile desteklenmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu kisimda, tezin ilerleyen boliimlerinde faydalanilacak olan bazi tanimlara, teo-

remlere ve kavramlara yer verilmistir.
2.1 Oklid Uzayindaki Temel Tanimlar

Tanmm 2.1 (i Garpim) p = (p,, py, p3) ve ¢ = (01, 02, 05), R® uzaymda iki vek-

tor olmak tizere; (,) : R® x R? — R ile tamiml,

3
(p,0) =) pio;
=1

esitligiyle verilen fonksiyona i¢ ¢garpim fonksiyonu denir (Sabuncuoglu, 2002).

Tamm 2.2 (Vektdrel Carpim) p = (p;, py,p3) € R* ve 0 = (01,09, 05) € R

olmak {izere, x : R® x R3 — R? ile tamiml,

p X 0= (py03 — P30g, Psb1 — P103, P10y — P201)

esitligiyle verilen x fonksiyonuna vektorel ¢garpim fonksiyonu denir (Sabuncuoglu, 2002).
Tamim 2.3 (Gteleme Fonksiyonu ) wu uzayda bir vektor olmak iizere,

fu:R* =R f,(P)=P+u
fonksiyonuna, uzayda oteleme vektorii u olan bir 6teleme fonksiyonu denir.

Tanim 2.4 {O,Oxy,Oxy} diizlemde bir dik koordinat sistemi olsun. O’ = (hq, ho)
olmak iizere, O’ noktasinda, sirasiyla, Oz, ve Oz, eksenlerine paralel ve aym yonde
O’z ile O'z} eksenlerini segelim. Boylece, diizlemde yeni bir {O', O'z, O'z}} dik
koordinat sistemi se¢ilmig olur. Bu yeni koordinat sistemine, {O, Ox1,Oxy} ko-
ordinat sisteminin O’ noktasina Otelenmisi denir. Diizlemin bir P noktasimin,
{0, Ox1,0x5} koordinat sistemine gore bilegenleri p; ve p, olsun. Aym noktanin

{0, 0’2}, 0"z}, } koordinat sistemine gore bilegenleri p} ve p) olduguna gore,

pr=p—h Py = py — ho



oldugu aciktir. Bu iki egitlige, diizlemde dik koordinat sisteminin 6telenme for-

miilleri denir (Sabuncuoglu, 2002).

Tanim 2.5 (Dénme Fonksiyonu) 6 € R,0 < 27 ve Q € R? verilsin. P € R?
verildiginde P noktasin, |QP’| = |QP| ve PQP’ agisiin 8l¢iisii w olacak bigimdeki
P’ noktasima doniistiiren fonksiyona, diizlemde () noktasi cevresinde w radyanlik
donme fonksiyonu denir. P = (p,, py) i¢in, diizlemde, O noktas: ¢evresindeki w

radyanlik donme fonksiyonu f ile gosterilirse,

f(p1s p2) = (prcosw — pysinw, pysinw + p, cosw)

seklinde tamimlanir (Sabuncuoglu, 2002).

Tanim 2.6 (Diizlemde Eksenlerin Dénmesi) Diizlemde, {0, Oz, Oz, dik koor-
dinat sistemi verilmis olsun. {0, 0z, 02} dik koordinat sistemini, Oz} ve Ox}
eksenleri ilk eksenlerle, pozitif yonde w radyanlik aci yapacak bigimde segilsin. Bu
yeni koordinat sistemine, {0,021, Oy} koordinat sisteminin w kadar dondiiriilmiisii
denir. {0,0zx,01,} dik koordinat sistemine gére P — (p1, o) ile verilen nok-

tanin, {0, Oz}, Ox,} diizlemindeki bilegenleri p} ve p, olsun. Buna gore,

Py = pyCOST + pysinw

Py = —pySinw + p, cosw

ile verilen esitlikler dsnme formiilleridir (Sabuncuoglu, 2002).

Tamm 2.7 (Egri) R3 uzayinda bir egri kabaca, R reel sayilarin bir I araligindan,
R? uzayina giden siirekli bir o fonksiyonunda, I araligimin goriintiisii olarak tanim-
lanabilir. o : T — R3 fonksiyonu verildiginde «(I) ciimlesi verilmis olacagindan
ve (1) climlesinin 6zellikleri v fonksiyonu yardimiyla incelendiginden, daha ¢ok «
fonksiyonunu egri olarak adlandiririz. ¢ € I igin, a(l) € R3 oldugundan, a(t) = {Oéi}i’
bi¢iminde olmak zorundadir. Burada a;(t) eR oldugundan q;: ] — R olur. Bu

fonksiyonlara o egrisinin bilegenleri denir (Sabuncuoglu, 2002).

Tanmim 2.8 (Cember) r € R olmak iizere, diizlemde bir M noktasina uzaklig: r

olan noktalarin ciimlesine, M merkezli r yaricapli gember denir. Bu ciimleyi C ile
4



gosterirsek, ¢ ={P: P € R? |PM|=r} demektir. Diizlemde degisken bir P nok-
tasimin gember iistiinde bulunmasi igin gerek ve yeter kosul, |PM| = r 6nermesinin

dogru olmasidir. P = (p;,py) ve M = (ay,a,) olmak iizere bu esitlik,

(p1 — a1)® + (p2 — a2)* = r?

bigiminde verilir. Diizlemdeki dik kordinat sistemi (x,,z,) oldugundan
(21— a1)* + (z9 — ag)? = 1?
oldugu agiktir (Sabuncuoglu, 2002).

Tamim 2.9 (Elips) Diizlemde F’ ve F' noktalar ile pozitif k reel sayisi verilmisg
olsun. F’ ve F noktalarina uzakliklarinin toplami &k sabit sayisina esit olan P nok-

talarimin ciimlesine elips denir.

2 2
O
B2 a2

denklemi ile verilir (Sabuncuoglu, 2002).

Tanim 2.10 (Yiizey) 3-boyutlu uzaym noktalar1 R3 = {(z,y,2) : (z,9,2) € R}
ciimlesinin elemanlaridir. R? reel vektor uzaymin degisen bir (z,y, z) noktasmin
koordinatlar1 arasinda F(x,y,2) =0 bi¢iminde bir baginti varsa, bu noktanin

geometrik yerine bir ytizey denir (Sabuncuoglu, 2002).

Tanim 2.11 (Silindir) Uzayda «:] — R3 egrisi ile bir u vektorii verilsin. Bu-
rada I, R reel sayilar ciimlesinin bir araligidir. Egrinin her bir a(t) noktasinda
u vektoriine paralel olan bir ve yalmz bir L(t) dogrusu vardir. Bu L(¢) dogru-
larinin birlegimi olan yiizeye silindir yiizeyi denir. Bu yiizey A € R olmak iizere,

Seny = a(t) + A.L(t) parametrik denklemiyle verilir (Sabuncuoglu, 2002).

Tanim 2.12 (Koni) Uzayda o :] — R?® egrisi ile bu egri tizerinde olmayan bir
H noktas verilsin. Burada I, R reel sayilar ctimlesinin bir araligidir. Egrinin her bir
a(t) noktasi i¢in a(t) ve H noktasi bir L(t) dogrusu belirler. Bu L(t) dogrularinin
birlegimi olan yiizeye koni yiizeyi denir. Bu yiizey Cy ) = (1 — Na(t) + \.H
parametrik denklemiyle tanimhdir (Sabuncuoglu, 2002).
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Tanim 2.13 Kartezyen koordinat sisteminde bir noktanin yeri say1 ikilileri sek-
linde gosterilir. Diizlemsel kordinat sisteminde Sekil 2.1 ile verilebilir. Burada (r, )

ikilisine P(z,y) noktasinin kutupsal koordinatlar1 adi verilir.

----------- Plxy) = (1,6)

r.sin6

0

=

- X

r.cos@
Sekil 2.1 Diizlemsel koordinat sistemi

Asagida 2 ve 3 boyutlu reel vektor uzaylarinda Arsimet spirali ile diizlemsel logar-
itmik spiralin kutupsal denklemleri goriilmektedir (Coombes, 2009).
Kutupsal koordinatlarda tek kollu Argimet spirali § = f(r) ile tamimhdir. Arsimet

spiralinin egriligi (0) = % seklindedir.

Sekil 2.2 Arsimet spirali
6



0 = alnr verildiginde logaritmik spiral tanimlanmis olur.

Sekil 2.3 Logaritmik spiral

Tanim 2.14 3—boyutlu kartezyen koordinat sisteminde bir noktanin yeri (x,y, 2)
ticliisii ile verilir. 3—boyutlu Arsimet spiralii¢in, r = g , z = b almirken; 3—boyutlu

logaritmik spiral igin r = et 2 = ce® almnir.

N

Sekil 2.4 3 — boyutlu Argimet spirali



Tanim 2.15 (Darboux Catis1) M bir yiizey ve [ bu yiizey iizerinde bir egri ol-

T = kN
N = —kT + 1B (2.1)
B ' =—7N

ile verilen {7, N, B} catis1 Frenet gatisi olarak adlandirilir. 3 egrisi icin; 7" birim
teget vektor alani, N esas birim normal vektor alani ve B birim binormal
vektor alami seklinde ifade edilir. [ egrisinin birim teget vektor alammi ve M
yiizeyinin birim normal vektor alanim kullanarak y birim vektor alani; y = (nof) xT
seklinde tamimlanir. Bu durumda olusan yeni cat1 {7,y,n o f}, Darboux gatisi

olarak tanimlanir. Darboux ¢atisi icin, n o 8 ve B arasindaki a¢1 w olmak iizere,

T 1 0 0 T
Y = |10 cosw sinw N
nof 0 —sinw cosw B

gerceklenir. Eger s parametresine gore tiirev alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

Darboux catisi i¢in Frenet formiilleri

T’ 0 kg ky T
y' =1 =k;, 0 t g
(nop) —k, —t; O nof

seklinde elde edilir. Burada, k,, t,, kg, sirasiyla normal, egrilik, geodezik torsiyon

ve geodezik egriliktir. k4, k,, t, icin asagidaki esitlikler verilir:

ky = Kcosw
k, = ksinw
/

ly=7T—w

i) kg = 0 ise [ egrisi M yiizeyi igin geodezik
i1) k, = 0 ise [ egrisi M yiizeyi igin asimptotik egri
i11) t, = 0 ise [ egrisi M ylizeyi icin egrilik ¢izgisi

olur (Sabuncuoglu, 2014).



Tanmim 2.16 X (s,t), 3-boyutlu Oklid uzayinda bir yiizey ve bu yiizeyin normali

N = |I§S§§9H olmak iizere; Oklid uzayimda yerel koordinatlarda Gauss egriligi ve
s 6

ortalama egrilik, temel form katsayilar cinsinden agagidaki gibi tanimlanir.

eg — 12 HZ}@G—QfF—l—gE

K=%¢-F 2 EG - (22)
Burada verilen katsayilar icin,

E=(X;,Xs) F=(X5,Xp) G=(Xy,Xp) (2.3)

e:<N7Xss> f: <N7X30> 9:<N7X90>

esitlikleri yazilir (Korkmaz, 2012).
2.2 Galile Uzayindaki Temel Tanimlar

Tamm 2.17 (Galile Skalar Carpimi) a = (a1, az, a3) ve b = (by, by, b3), G* uza-

yinda iki vektor olsun. Galile skalar ¢arpim

a1bq , a1 # 0 veya by #0
(a,b) = (2.4)
agbg + (lgbg ) a1b1 7& 0

seklinde tamimhdir (Roschel, 1985).

Tanim 2.18 (Galile Vektdér Carpimi) a = (ay,as,a3) ve b = (by, by, bs), G* uza-
yinda iki vektor olsun. Galile vekt6r carpimi iki farkli durumda ele alinirak
tanmimlanir (Roschel, 1985).

Duruml: a; # 0 veya as # 0
aAgb=(0,a3by — a1bs a;by — asby)

Durum?2: a; =a, =0

a N\g b= (agbg — agbg, O, 0)

Tanmim 2.19 G? uzaymda bir a(c) = (2(s),y(s), 2(c)) egrisinin kabul edilebilir ol-
masl i¢in gerek ve yeter sart /() Ao’ (s) # 0 ve 2'(¢) # 0 olmasidir (Roschel, 1985).

Tamm 2.20 G? uzayinda birim hizh kabul edilebilir egri, yay parametresi s olmak

tizere a(s) = (s,y(s),2(s)) seklinde yazilir.
9



Birim hizli « egrisi boyunca Frenet catisi

T(s) = (Ly(s),(s)) (2.5)
1

N(s) — 7 "ig 7Z// s

() = o O,

B(s) = ! (0, —2"(s), 4" (s))

VIR + 5P

ile verilir ve buradan; K,(S) = \/y”(s)z + Z”(S)2 ile 7'(5) = 52;(8) det(a/(s)’ O/I(S), 0/”(3))

olmak iizere; Frenet formiileri agagidaki gibi tanimhidir (Roschel, 1985).

; T(s) 0 k(s) 0 T(s)
s Nis)| =10 0 7(s) N(s) (2.6)
B(s) 0 —7(s) 0 B(s)

Tamim 2.21 G? uzayinda bir r yiizeyinin parametrik denklemi,

r(ug, ug) = (x(ug, uz), y(us, us), z(ur, uz))

olarak verilir. r yiizeyi iizerinde birim normal vektort; =z, vy, , 2, ;i =1,2 kismi

. 2 2 . A
tiirevler ve ¢y = \/ (Tuy Zuy — Tunuy)” + (TunWuy — TuyYup) olmak {izere;

V(Ula UQ) - E (07 Ty fug = TugRuyy TugYuy — xU1yu2>

ile tamimlanir. Yiizeyin tanjant diizleminde, (v, 6) =0 ve 6] =1 olacak sekilde
bir
5 — (07 T Yua Loy + Yus Lug sy Fug Luy + zul‘ru2) (2 7)
” )
izotropik birim vektorii vardir (Roschel, 1985).
Tanim 2.22 r(uq,uy) yiizeyinin birinci temel formu;
I = (gldul + ggdUQ)Q + e(hndu% + 2h12dU1dU,2 + hggdug) (28)

ile tammhdir. Burada birinci temel formun bilesenleri olan g; ve h;; katsayilari,
sirastyla, g; = ., ve h;j = <7~"ui,7~"uj> seklinde hesaplanir. ;ukvektérii, Tw, vek-
G

toriiniin yz—diizlemine izdiigtimii olan vektore karsilik gelir. Ek olarak;

0 , duy yoniinde, d,,, izotropik degilse

1 ,du; yoniinde, d,,, izotropik ise
10



Yiizeyin her bir noktasinda ¢,d,, + god,, ile tammh bir tek izotropik yon vardir

(Roschel, 1985).

Tamim 2.23 Ikinci temel formun L;; bileseneleri,

iy ) y Lu; g1 .
G

T,

(3

olmak iizere ikinci temel form;
II = LlldU? + 2L12dU1dU2 + ngdug
seklinde tanimhdir (Roschel, 1985).

Tanim 2.24 r(uy, up) ylizeyinin Gauss egriligi K ve ortalama egriligi H ; ¢! = “’% ,

i _% ve g% = g'g’ olmak iizere, asagidaki sekilde tanimlanir (Roschel, 1985).

Li1Lyy — L2

o= BT ‘;2)2 12 (2.10)
11L -9 12L 22L

y - 9 tu 92 12 + g7 Lo (2.11)

11



3. BiR EGRIi YARDIMIYLA BUYUYEREK GELIiSEN YUZEYLERIN
KIiNEMATIGI

3.1 Oklid Uzayinda Frenet Catis1 Yardimiyla Biiyiiyerek Geligsen Yiizeyler

Bu kisimda biiyiiyerek gelisen yiizeylerin geometrisi aragtirilmis ve bu yiizeylerin
olusumu matematiksel olarak ifade edilmeye ¢aligilmigtir. Bunu yaparken daha cok
bu alanda caligmis ve efektif sonuclara ulagmis olan Derek E. Moulton ve Alain

Goriely’ye ait ¢caligmalara yer verilmistir (E. Moulton, A. Goriely, 2014).

Biiyiiyerek gelisen yiizeyleri modellemek icin iiretici bir egri secilir. Bu egri ¢ =0

amnda ro(s) = r(s,0) : [0, L] — R3 olarak taniml s parametresine bagh ro(s) egri-
sidir. Biiyiiyerek gelisme bu baglangic egrisiyle ifade edilir. Baglangic egrisiyle bir-
likte, egrideki her noktada yerel yonii ve biiyiime oranini temsil eden bir ((s,0)
vektor alani tanimlanir. Genel olarak ¢ aninda noktanin biiyiime hizini belirten
bir hiz alam olan Q(s,t) ile verilir. Hiz vektor alam egriyi yonlendirir ve bir r(s, t)
yiizeyi olugturur. Q(s,t) hiz vektor alaninin yerel geometrinin yam sira, olas fiziksel,
kimyasal veya biyolojik etmenlerin bir fonksiyonu oldugunu gézoniinde bulundurmak

mantikhdir.

r( Sy, to + Atf)

Sekil 3.1 Baslangic egrisi verilen bir yiizeyin iiretilmesi

Hiz1 yerel olarak tanimlamak icin r(s, 0) egrisine d;,i = 1,2,3 {ig ortonormal vektor
olmak tizere, D = (dy,d,,ds) yerel catisi eklenir. ds birim vektorii r(s,t) yiizeyinin

s parametresine gore tiirevi ile ilgili birim teget vektordiir.
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r'(s,t) = Osr(s,t) = D.A = \.d3 (3.1)

Burada A = (0,0,)\) egrinin yerel gatida ifade edilen ilk yay uzunluguna gore ge-
rilmesini acgiklar. D catisi, tiim s ve ¢ parametreleri i¢in ortonormal bir taban

olugturur ve boylece catinin tiirevleri ile ifade edilebilir.

D' =98,D = DU (3.2)

D=8,D=DW (3.3)
U, t aminda egri boyunca yerel tabanin doniigiinii tamimlayan ve v = (uy, us, u3)
vektoriine karsilik gelen yari-simetrik Darboux matrisi ve W, bir s noktasindaki
yerel tabanin doniigiinii tammlayan ve w = (wy, wy,w3) vektoriine kargihk gelen
yari-simetrik donme matrisidir. Her w; bileseni ¢ aninda yay uzunlugu arttikca
catinin d; taban vektorii etrafinda dénme oranmimi verirken, w; bilesenleri ¢atinin

d; taban vektorii etrafinda donme hzim verir. Burada v = (uy, uy, uz) vektoriine

0 —Us (%)
kargilik gelen antisimetrik matris; U := | g 0 —uy | seklindedir. Boylece vek-
—U2 U1 0

torel garpim yerine matris garpimu getirebilir. Yani D = (d;, dy, ds) vektorii igin

D x u = D.U yazlabilir. Benzer sekilde 1 = (w1, wo, w3) eksenli antisimetrik

0 —wWs Wa
matris W := | w; 0 —wy seklindedir ve D = (dy,ds, d3) vektorii icin
— W2 w1 0

D xw=DW yazlr.

Bir egri gozoniine alindiginda, egriye eklenen D catisi, dyve egrinin normal vektorii
v arasindaki rastgele bir ¢ agisi secimiyle belirlenir. Eger o = 0 olursa, v normal
vektor, 8 binormal vektor ve T teger vektor olmak tizere; (dy,d,,ds) = (v, 3,7)

ticliisii ile tamimlanan Frenet-Serret gatisi elde edilir.

dy cosy  sinp v dy vcosp + Bsing
=

ds —sing cosp I6] do —vsing + S cos g
13



yazilir. Buradan normal diizlemde yatan (d,,d,) vektorleri ile normal ve binormal
vektorleri arasinda,
di = vcosp+ [sing (3.4)
dy = —vsinp+ fcosy
ile verilen bir iligki oldugu goriiliir. U = 77 + kB oldugundan U vektorii egrinin

egrilik ve torsiyonu ile dogrudan ilgilidir. Uretici egri ve eklenen baz bilindiginde

hiz vektorii yerel catiyla ifade edilebilir.

r(s,t) = Or(s,t) = Q(s,t) = D.q (3.5)

Burada @) hiz vektor alamiyken, ¢ = hiz vektoriidiir.
q 41,92, 43

Hiz1 tamimlamak igin yerel gatidaki bilesenler incelendiginde; r(s,t) hem s hem de ¢

parametrelerine gore diferensiyellenebilir oldugundan ;
0s(0yr) = 0¢(0sr) (3.6)
0s(0:D) = 0,(9sD) (3.7)
yazilabilir. (3.1) ve (3.5) denklemleri (3.6) denkleminde yerine yazildiginda,
¢ —\=Wi—Ugq (3.8)

birinci dereceden diferensiyellenebilir denklemi bulunur. (3.2) ve (3.3) denklemleri,

(3.7) denkleminde yerine yazildiginda yine birinci dereceden,
W —U=UW - WU (3.9)

diferensiyellenebilir denklemi elde edilir. (3.8) ve (3.9) denklemleri ¢oziildiigiinde

agagidaki kismi diferensiyellenebilir denklemler ortaya cikar:

@ + uaqs — Usqa = Awy
Gy + usqr — urqs = —Awy
s + urga — Usqy = A
(3.10)

Ul — W = UsW3 — UzWe

Ug — Wy = U3W1 — U1 W3

M ’
Uz — W3 = U1W2 — U2W1
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Belirli bir hiz vektorii ¢ icin bu denklemler uy, us, us, wy, we, w3 ve A olmak {izere yedi
bagimli degiskene baglh lineer olmayan birinci mertebeden kismi diferensiyel denklem
sistemini olusturur. Eger Frenet catisi segilirse bu durumda d; normal boyunca olur
ve u; = 0 yazilir. Boylece alt1 bilinmeyen igin alt1 tane denklem elde edilir. (s, )
ve A bilindiginde ingsaa edilen ytizey, Frenet denklemleri ile §,D = DU ile verilen
on iki lineer olmayan denklem sisteminin Dsr(s,t) = \.d3 ile birlestirilmesiyle elde

edilir (E. Moulton, A. Goriely, 2014).

q yerel hiz vektoriinii belirlemek icin farkli yollar vardir. Parametrizasyonu ve tabani
verilmig bir yiizey ele alindiginda ¢ vektor alanmi belirlenebilir. Kullanilacak yontem
bir cati segmek, yerel hiz alani i¢in bir cati saglamak ve tam yiizeyi belirlemek icin
sistemi ¢ozmektir. Zorluk, uygun yerel hiz kurallarini tanimlamaktir. Bunu ya-
parken, biiyiimenin altinda yatan biyolojik kurallar etkili olur. Yerel hiz alani, yerel
cat1 tizerinde tamimlandigindan cati se¢imi 6nemlidir. Bircok biiyiime icin Frenet
catisinin secilmesi mantikli olur. Bunun nedeni; pek ¢ok biiyiime siirecinde kabuk-
lar, boynuzlar ve bunlar gibi olusumlar ic¢in iiretici egrilerin diizlemsel olmasidir.
Diiz-lemsel bir egrinin gelismesi ve bir yiizey olusturmasi i¢in egrinin diizlemine
normal yonde bir biiylime bilegeni eklenmelidir. Yani binormal ytniinde biiytimeyi
tanimlamak icin Frenet catisi ideal olur.
k = 0 ve 7 bilinen egrilik ve torsiyon olmak {iizere; Frenet catis1 icin U Darboux
0 -7 K
matrisi, U = | ~ 0 0] seklindedir.
-« 0 O
Bu sebeple bu boliimde Frenet catisi secimi ile ilerlenerek yiizey ornekleri elde
edilmistir. Ancak egri iizerinde herhangi ortonormal bir ¢ati secilerek de yiizeyler

olugturulabilir.

Tezin ilerleyen boliimlerinde, biiyiiyerek gelisen yiizeylerin olusumunda kullanilan
iiretici egrinin tizerinde ortogonal catilar segilerek yiizey olusumlarina da yer verile-

cektir.
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Ornek 3.1 r(s,t) yiizeyini elde etmek icin ¢ = 0 aninda Cj {iretici egri olmak
tizere, r(s,0) = (coss,sins,0) seklinde almsin. Hiz vektori ¢ = (0,0,1) secilsin.

Bu durumda;

(s,t)

—
»
~
SN~—
|
()

q(s,t).dt +r(s,0)

th+7“30 : ¢=1(0,0,1)

ﬁ
=
w
~
S~—
I
N \

r(s,t) = (coss,sins,t)

bulunur. Daha sonra belirlenen yoénlerde hiz bilegenleri eklenir. Cy birim gember ve
hiz alan1 Q) = (¢, ¢o, c3) , ¢i'ler sabit olmak iizere, tireteg egrisi her zaman ¢ember
olacaktir. U Darboux vektériiniin bilesenleri w; = u3 =0, up =2 ,(a ¢emberin
yarigapt), ¢; =0 ve o, c3 # Oyani, Q = (0, ¢y, c3) alinip kismi diferensiyel denk-
lemler ¢oziildiigiinde, W = (0, c3,0) elde edilir. (3.3) denklemi kullanilarak;

di(s,0) = [~ cos s, —sin s, 0]"
dy(s,0) = [0,0,1]"
d3(s,0) = [—sins,coss,0]"

elde edilir. Daha sonra (3.5) denklemi kullanilarak,

r(s,t) = (cos(s + cst), sin(s + cst), cat)

yiizey denklemi bulunmug olur. ¢3 =1, =2, t=(0,7) ve s=(-2m, 2m)
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icin agagidaki grafik ¢izilir (E. Moulton, A. Goriely, 2014).

Sekil 3.2 Silindir ytizeyi

Q1:0>Q2:17QI3:0 Q1:—O-5aQ2:17Q3:0-5

Sekil 3.3 Segilen hiz vektorleri i¢in olugturulan silindir ve koni yiizeyleri

Ornek 3.2 7(s,t) yiizeyini elde etmek icin ¢ = 0 amnda 7(s,0) = (cos s, sin s, 0)
iiretici egrisi alinsin. Yiizeyi olusturmak i¢in binormal yonde diizensiz bir biiyiime
yapilsin. Frenet catisinda ¢y lineer fonksiyonu (iiretici egri diizleminde) almarak
biiytime saglanir. Egri, tiretici egrinin diizlemi i¢inde biiyiime yoniine dik bir dogru
etrafinda dondiiriiliir. Ornegin; baslangic egrisinin  yonii secilsin ve g2 = by + by cos s
(b1, by sabit) olmak iizere g = _b—zl dogrusu etrafinda dondiiriilsiin. Yiizeyin ne
kadar hizli dond{igii by ile 6lgiiliir. Uretici egrinin gember olmast i¢in; 4y = uz = 0 ,
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us=1 ve ¢ =¢q3=0, ¢y =0by + bycoss almip gerekli islemler yapildiginda tor
yiizeyinin parametrik denklemi asagidaki gibi elde edilir:
%(cos bat)qz — 1)

r(s,t) = sin s

@ o
5o sin bot

donme ekseni

.
\ ‘
.
.

blylme ekseni

Sekil 3.4 Tor yiizeyinin biiyiimesi
Sekil 3.4’te; solda, biiyiime yonii boyunca dogrusal biiyiimeyi gosteren bir sema
verilmigtir. Sagdaki sema, iireten egri iizerindeki hiz alani ile birlikte biiyiiyen bir
tor yiizeyidir.
by =2, by =1 ve qa = by + by cos s olmak iizere;

r(s,t) = (cost(2+ coss) — 1,sins, (2 + coss)sint), s = (0,27), t = (—2,2)

yiizeyinin grafigi agagidaki gibi elde edilir.

Sekil 3.5 Segilen hiz vektorii i¢in elde edilen tor yiizeyi
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Ornek 3.3 Daha once verilen drneklerden farkli olarak, hiz vektor alami normal
yoniinde biiyiime yapacak sekilde secilsin. Normal yonde biiyiime yapmak icin
¢1 = —c bilegeni alinsin. Bu durumda () vektor alan igin hiz bilesenleri; ¢, = —¢ ,
g2 = by +bycoss , g3 =0 olur. Her noktadaki binormal biiytime orani ayni kalirken
iiretme ekseni genigler. Dolayisiyla tiretici egri daha kiigiik oldugunda biiyiime ek-
seni boyunca daha dik bir biiyiime egrisi olur ve daha biiyiik bir iiretici egriye kiyasla
yiizey daha siki déner. Bu biiyiime bic¢imi i¢in hiicre izleri logaritmik spiral olustu-
rur ve Sekil (3.6)-(a)’da gosterilen sedefli deniz kabuguna benzer bir yiizey olugur.
A genigleme faktorii olmak {izere iz vektor alani, ¢, = —¢, ¢y = A(t)(by + by cos s)
g3 =0, \=1+ct olaraksecildiginde Sekil (3.6)-(b); ¢, = —c, g2 = by + byA(t) cos s
g3 =0, \=1+ct olarak secildiginde Sekil (3.6)-(c) elde edilir.

a) b) c)
q2:b1+b2COS(S)' qzzk(b1+b2cos(S)), q2=b1 +bzkcos(S),

q,=-c, q.=0 q,=-c, q,=0 q,=-¢. 90

Sekil 3.6 Dogrusal olarak genisleyen ii¢ temel biiytime gekli
(E. Moulton, A. Goriely, 2014)
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Simdiye kadar dairesel kesite sahip yapilar olusturuldu ve buna uygun yerel biiyiime
hizlar1 secildi. Simdi keyfi bir iiretec egrisi alinsin ve 6nceki kabuk biiyiimelerinde
kullanilandan farkh bir yaklagim tanimlansin. Onceki érneklerde olusturulan yiizey-
lerin anlasilabilir olmasinin temel nedeni, iireteg egrisinin ¢ember kalmasidir. Bu du-
rum, iireteg egrisi degismediginde analitik olarak islenebilen genel bir evrim sinifin
isaret eder. Buradan iireteci egrinin 6teleme, dénme ve genigleme hareketleri yap-
t1g1 sonucu ¢ikarilir. Hareketlerin yerel hiz biciminde ifade edilmesi gerektiginden,
diizlemsel egrilere kisitlama yapilarak; normal ile teget yonlerindeki hiz ve binormal
yoniindeki hizlara gore diizlemsel egri arasindaki fark incelenir.

r(s,t) keyfi diizlemsel bir egri olsun. |7~'(5,0)‘ — )\o =1 olsun. Egri gelistikce,
egrinin geklini degistirmeyecek ¢; ve g3 vektorleri bulunmalidir. Seklin sabit olmasi,
herhangi bir ¢ aninda |7~’(37 ())’ = \(t) ve r egrilik olmak tizere; r(s,t) = ,\_1/{(3, 0)
olmasim gerektirir. 4y =u3 =0, uy = Ak (s, 0) oldugunda ¢, =0 bulunur.

(3.10) ile verilen denklem sistemi kullanilarak;

4 + u2qs = Aw, (3.11)
G5 — Usq = A (3.12)
wy =0 (3.13)

elde edilir. (3.11) denkleminde s parametresine gore tiirev alinip, (3.12) ve (3.13)

denklemleri yerine yazildiginda;

qll' + u;qg + ugql + U\ — )\IU)Q =0 (3.14)

bulunur. Bu denklem iiretec egrisinin seklinin sabit kalmasi i¢in yerel diizlemde hiz

alanlar1 i¢in bir kural verir. (3.14) denkleminin genel ¢oziimii:

q=c1(t)r + co(t)re + a(t) (3.15)
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olur. Burada ilk terim radyal yonde bir hiz tanimlar ve egrinin genislemesini hesaplar.
Ikinci terim cevresel yonde bir hiz verir ve donmeyi hesaplar. (r,, 7 ile ayni biiytik-
liikkte ve pozisyon vektoriine dik olan bir vektordiir.) Uclincii terimdeki a(t) keyfi

vektordiir ve ttelemeyi saglar.

(3.15) denkleminin (3.14) denklemini saglayacag1 agikardir. ¢; degerlerini bulmak

icin ¢, yerel koordinatlarda ifade edilir. B, =rd; ve «; = ad; olmak tizere;
r=pdi+B3ds , 1L =P3d—Bids , a=aid;+ azds (3.16)

Yerel hizlar;

@ =B+ Byt ar, qz=c1f3— b +as (3.17)

olmak iizere; ' = \d; ve Frenet esitlikleri d’l = —ugds d;) = uyd, kullamlarak;
d = —U 5 / — )\ + u

5/1 2033 B3 2031 (3.18)
ap = —usaz s = —Usry

elde edilir ve (3.14) ve (3.17) esitliklerinden yaralamlarak;

A
c1(t) = 3 : co(t) = wo(t) (3.19)
bulunur (E. Moulton, A. Goriely, 2014).

3.2 Oklid Uzaymnda Egri-Yiizey Catis1 Yardimyla Biiyiiyerek Gelisen

Yiizeyler
0 —7¢y —kKn
Darboux matrisi U=XA| 7, 0 —k, | seklinde alnsin. r(s,t) yiizeyini iire-
Kn kg 0

d} 0 —74 —kKn d;
dy | = | 74 0 —Ky dy (3.20)
dé —KRp Rg 0 dg



seklinde verilir. Eger (3.10) ile verilen birinci dereceden lineer olmayan alt1 dife-
rensiyellenebilir denklem, bu verilere gore tekrar diizenlenirse agagidaki yeni denklem
sistemi elde edilir.
Ql1 — Kng3 — T2 = AWz
qé + Tgqh — Kgq3 = —Aw;
q% + mg?g + Knq1 = A (3.21)
Kg — W; = —kpWs — T4Wa
—Fip — Wy = T W1 — KgWs

Ty — Wy = kgwy — Kpwy

Yerel cat1 serbest olarak secilir ve (3.21) ile verilen denklem sistemi secilen ¢ = (g, g2, ¢3)
hiz vektoriine gore ¢oziiliir. Daha sonra (3.5) ifadesinde verilen 9,r(s,t) = Dg denk-

lemi i¢in integral alimrsa r(s, t) yiizey denklemi elde edilir.

Ornek 3.4 Kolayca gosterilebilir ki; 7(s,0) = (cos s,sin s, 1) iiretici egrisi
S(u,v) = (u,v,u? + v?)

yiizeyi iizerinde bir egrilik ¢izgisidir. Bu egri ve yiizey i¢in, Darboux gatisi ve (s, 0)

egrisinin egrilikleri agagidaki gibi hesaplanir.

d < 2 CoS 2 si 1 )
= | -—— S, ———=sins, —
' V5 V5 V5

J < 1 1 . 2 )

=|——=coss,———=sins, ———

? /5 /5 5
)

d3 = (—sin s, cos s, 0

b= ——=, ky=—, 7, =0.

U matrisinin bilegenleri; us = 0 elde edilir. Biiylime i¢in

_ 1 __ 2
ur =50 U2= =50
hiz vektorti ¢ = (0,0,b;) ahmir ve (3.21) ile verilen denklem sistemi ile ¢oziiliirse;

A=by, w; = }leQ , Wy = %Z; , ws = 0 bulunur. Bu durumda ytizey denklemi
Oir(s,0) = Dq ifadesinin integrasyonu ile elde edilir. p; =1 ve b, = —1 igin
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r(s.t) ylizeyinin grafigi asagida verilmistir.(Sekil 3.7)

r(s,0) egrisi

S(u,v) yuzeyi

Sekil 3.7 Segilen iiretici egri i¢in elde edilen yiizey

Eger iz vektorii ¢ = (0,0,1) olarak alinirsa; yine (3.21) denklem sisteminin ¢oziimiin-

ws = 0 elde edilir. Benzer hesapla-

den =0 ve — =t
A 3 W1 Voby

_ 2t
W2 = 75y,
malar yapilarak ¢ = (0,0,¢) hiz vetoriine gore elde edilen r(s,t) yiizeyinin grafigi,

by = =2, by = —2, c3 = 2 olmak iizere Sekil 3.8 ile verilir.

r(s,0) egrisi

blylime yoni

Sekil 3.8 ¢(s,t) = (0,0,t) iz vektorii yardimiyla elde edilen yiizey

S

Ornek 3.5 7(s,0) = (cos \/ii,sin \/iﬁ, 75) iiretici egrisi,

S(u,v) = (cosu,sinu,v)
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yiizeyi {izerinde geodezik bir egridir. Bu egri ve bu yiizey i¢in Darboux catisinin

bilegenleri ve r(s,0) egrisinin egrilikleri agagidaki gibi hesaplanir.

Hiz vektorit ¢ = (2by, —bys + ba, bys + by) ve U matrisinin bilegenleri vy =0, uy = % ,
Uz = % ve A=5; wy =0 , wy=ws=>b olmak tizere asagidaki ylizey elde
edilir. Bu durumda r(s, ) biiyiiyerek geligsen yiizeyinin grafigi Sekil 3.9 ile verildigi

gibi elde edilir.

r(s,0) egrisi S(u,v) ylzeyi

biyime ybnii ¢ |

Sekil 3.9 Secilen hiz vektorii igin elde edilen yiizey

Ornek 3.6 Ureteg egrisi olarak S(u7 7}) = (U cos U,V sin U, u) yl‘izeyinin,
r(s,0) = (cos \i@, sin \%, \i@) asimptotik egrisi gbz 6niine alinirsa, Darboux c¢atisinin

bilegenleri ve r(s,0) egrisinin egrilikleri agagidaki gibi bulunur.

4 ( 1 . s 1 S 1 >
=|——%=sin—, —=cos —, ———=
' V2 VZNV2 VR V2



Sekil 3.10 Secilen baglangic egrisine gore elde edilen yiizey

Ornek 3.7 S(u,v) = (cosu(cosv + 1), sinu(cosv + 1),sinv — 1) ylizeyi tizerindeki
herhangi bir (s, 0) = (cos, sing, 0) iireteg egrisini goz oniine alalim. (¢, 0) egrisinin
egrilikleri ve Darboux gatisinin bilegenleri agagidaki gibi bulunur.

di = (0,0,1),

dy = (—cosg, —sing, 0)

d3 = (—sing, cosg, 0)

ky =0, ky=1, 7, =0
Hiz vektorii ¢ = (cosg,sing, coss) i¢in, U matrisinin bilegsenleri 4; =1, u, =0,

us =0 ve Azg—; ; wy =0 , wy=sin¢ , wy=-cosg elde edilir. p = -1,

by =2, by =1 ig¢in r(s,t) yiizeyinin grafigi Sekil 3.11 ile verilmistir.

Sekil 3.11 Secilen hiz vektorii igin elde edilen yiizey
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Ornek 3.8 S(u,v) = (cosucosv,cosusinv,sinu) ylizeyi lizerinde, tireteg egrisi
olarak r(¢,0) = (cos¢,sing, 0) geodezik egrisi segilsin. Frenet gatisinin bilegenleri ve

iiretec egrisinin egrilikleri agagidaki gibi hesaplanir.

dy; = (cosg,sing,0)
dy = (0,0,1)

d3 = (—sing, cos¢,0)

kn=-1, kg=0, 7,=0

q = (0,b; + bys,0) hiz vektori igin U matrisinin bilesenleri 4, =0, wu, =1,

ug = 0 olarak elde edilir ve ) = b3_clc)>zsg i wp =bgcosg , wy =0, w3 =bgsing

bulunur. b, =0.5, by=1, by =1 icin elde edilen yiizeyin grafigi Sekil 3.12 ile

verilir.

Sekil 3.12 Secilen hiz vektorii igin elde edilen yiizey

Hiz vektorii ¢ = (0, + by cosc,0) olarak alindiginda benzer hesaplamalarla ) = —;)’: 22;2

ve w; =bgcosg , wy =0 , wg=bgsing eldeedilir. b, =05, by=1, bg=1
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icin grafik Sekil 3.13 ile verildigi gibi ¢izilir.

Sekil 3.13 Secilen hiz vektorii icin elde edilen yiizey

3.2.1 Keyfi egriler icin hiz vektor alam

Bu kisimda, ¢ parametreli keyfi bir egri X (¢) ve X (¢) egrisinin her noktasinda orto-
normal ¢at1 d;,i = 1,2,3 olmak iizere, Darboux ¢atisina gore r(c,t) = X (t) + A\(¢t).p(s, 1)
yiizeyinin biiyiime hiz1 bilegenleri bulunacaktir.

X (t) egrisinin tanjant vektorii ds olsun. Yiizeyi iiretmek i¢gin, d; ve dy diizleminde

yatan egri,

p(c,t) = ri(c)dy + r2(c)ds, (3.22)

olarak verilebilir (E. Moulton, A. Goriely, 2014). Boylece yiizey;

r(s,t) = X(t) + A(t).p(s, t). (3.23)

gibi gosterilir.

O.r X Oy o.r
di= —— " dy=d Xd3, d3 = —
Yo <o T T B T o
Hiz vektor alan:
Oy = qudy + qody + q3ds, g = g(Oyr, d;) (3.24)
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seklinde tanimlanir. Buradan X (¢) egrisinin hiz bilegenleri

q1 = g(atT7 d1)7
g2 = g(Oyr, dy), (3.25)

q3 = g(Oyr, d3).
olarak verilir. 9,X = d3 oldugundan,

8tdl = _ngZ - knd?n
8td2 = ngl - k?gdg, (326)
Oyds = —knd, + kydy.

esitlikleri elde edilir.(3.22) ifadesinde ¢ ve ¢ parametrelerine gore tiirev alinarak takip

eden egitlikler yazilirsa,
p(s,t) = rarydy — 117,ds — (r1k, + r2k,)ds ve p'(s,t) = ri/dy + rords.

olur. Buradan d;, ©+ = 1, 2, 3 asagidaki gibi elde edilir.

WAL = 7 =12k ) dy AT AN = 7 k=12 kg )yt ANT (17,7 7975 ) g

dl - )
1
dy— MATgrh (17 4rorh)d) = MT g (17 4rarh)dy +(PEANL — vy kn—r2kg) + P2 AN — rikn—raky))dg
i ’
T’1/d1 + Tg/dg
dg = ————.
Ui
2 2
no= () )

pu=n|(r BN = 7k —72kg)) 2 (AN (1 — len—Tng))2+(>\j\Tg(TIT/1+T2T/2))2]1/2
olmak iizere bulunan d;, i = 1,2,3 ifadeleri (3.25) denklemlerinde yerine yazilarak
hiz vektor alanin bilegenleri

7791"27“5/\)'\2(1 —rikn—r2kg) — T‘ITT‘Il)\)'\2(1 —rikn—rakg) + )\/'\Tg(l —rykn—rokg)(r ri+rarh)
W

q1=

T2Aj\2T§Té(T1T/1+T2Té) + 7’17’3>\>.\27'§ (ry 7 Ararh) 4 (1 — 7y kn—rokg) (FEAN — 7 kn—rakg) + 7 2AN — 7 kn—T2kg))

nH

AToT g1 — AT gTo/
q3 = .
n

esitlikleriyle belirlenir.
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3.3 Oklid Uzaymnda Alternatif Hareketli Cat: Yardimiyla Biiyiiyerek

Gelisen Yiizeyler

Onceki kisimda, Frenet catisi icin, ¢ aninda egri boyunca yerel tabanimn doéniisiinii
tanimlayan ve ¢ = (uy, us, usz) vektoriine karsilik gelen yari-simetrik U Darboux
matrisi verilmis ve bu matrise gore yiizeyler olusturulmustu.

Bu kisimda (B. Uzunoglu vd, 2016) tarafindan tanimlanan { N, C, W} alternatif hareketli
catis1 kullanilarak yiizeyler elde edilecektir.

a: 1 CR—E?, 3-boyutlu Oklid uzaymda keyfi birim hizh bir egri olsun. Burada

(T, N, B) ortogonal birim vektor alanmin varhg: bilinmektedir. E? Oklid uzayinda o

egrisi tizerinde { N, C; NAC' = W} alternatif hareketli gatis1 ¢ = ﬁ . W= \T/T;Zriﬂfi

olmak {izere,

N : birim normal vektor
C' : birim normal vektoriin tiirevi

W : Darboux vektorii

ile verilir. Hareketli alternatif catinin tiirev formiilleri,

N' = f(s)C(s)
C" = g(s)W(s) = f(s)N(s)
W' = —g(s)C(s)

sekinde olup, bu ifade teoride kullanilacak sekilde diizenlenirse,

C'(s) 0 g(s) =f(s) || C
W'(s) | = | —g(s) 0 0 w (3.27)
N'(s) f(s) 0 0 N

elde edilir.
« egrisinin hareketli catiya gore egrilikleri f ve g olmak tizere; f = /1 + H2? ve

g=of o sabit fonksiyon ile verilir (B. Uzunoglu vd, 2016).
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U=1| —g(s) 0 0 matrisi i¢gin (3.10) ile verilen denklemler diizen-
lenirse;

0+ f(5)gs — 9(s)g2 = Aws
@+ 9(s)q = —wy
gy — F(s)qn = A
(3.28)
—wy = f(s)ws — g(s)w2
f(s) = wy = g(s)uw
9(s) — ws = —f(s)wn

lineer bagimsiz olan alt1 deferensiyellenebilir denklem elde edilir. Egri-yiizey catisinda
verildigi gibi benzer islemler yapilarak belirlenen hiz vektorleri igin yiizey denklemi
elde edililir. Daha genis teorik bilgi igin (G.Tug vd, 2018) ve (G. Tug vd, 2017) ¢alis-
malarina bakilabilir. Bu calismalarda yer alan bazi 6rneklere ve gorsellere asagida

yer verilecektir.

Ornek 3.9 q(s) = (% sins — % sin3s, — %coss + 1—12 cos 3s, ‘/75 sins) egrisini goz

oniinde bulunduralim. Hareketli alternatif ¢at1 bilegenleri

V3 V3 -1

N = (7 cos 2s, 7sin23, 7)
C = (—sin2s, —cos2s, 0)

1 1 3
W = (= cos2s, —sin2s, \/_)

2 2 2

bulunur. Alternatif hareketli ¢at1 igin verilen tiirev formiilleri kullamlarak, f(s) = V3
ve g(s) = —1 elde edilir. Hiz vektorii ¢ = (0,0,b,) olarak alimp (3.28) denklem-

leri ¢oziiliirse; w; =0, wy = @ . W3 = %bl elde edilir. Dolayisiyla biiyiiyerek
2 2
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geligen yiizey Sekil 3.14 ile verildigi gibidir.

Sekil 3.14 Secilen bir egri icin iiretilen yiizey

s S
Ornek 3.10 r(s,0) = <f sin 2 du, [ cos & du, s) uzay egrisini alahm. ¢ = (ay, as, a3)
0 0

hiz vektorii i¢in elde edilen diferensiyel denklemler kullamlarak, \ =+/2s w; =0 ,

wy =as , ws=0 eldeedilir. §9,D = DW ¢at1 tireten denklemi kullamlarak

dl = CL3d3
dg - O
dg = —&3d1

bulunur ve 9;r(s,t) = Dq ifadesinde integral alimirsa aranan yiizey denklemi bulun-
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mus olur ve Sekil 3.15 elde edilir.

61:1,b2:0.5,023

Sekil 3.15 Secilen bir uzay egrisi icin iiretilen yiizey

Ornek 3.11 Bir 6nceki 6rnekte secilen iiretici egri icin hiz vektorii bileseni ¢, C
ve W vektorlerinin diizleminde lineer bir fonksiyon olan ¢, = b; + by coss segilsin
ve q1 = q3 = 0 olsun. Secilen bu hiz vektorii i¢in benzer adimlar takip edilerek,

bs sin s . o1s
A= coszQ Wy = COS ?SQ , wy =0, ws=sin ?52 elde edilir. Bu durumda
2

segilen keyfi sabitler i¢in agagidaki yiizeyler elde edilir (Sekil 3.16-3.19).

Sekil 3.16 Secilen hiz vektorii igin olugturulan yiizey
32



b1:—2,b2:—2,a0:1

Sekil 3.17 Secilen hiz vektorii icin elde edilen yiizey

bs sin s

Simdi by ve by sabit sayilar olmak tizere, ¢ = T seos 5

y Qo = by + bytcoss ve

_ — botsins _ V2 2 - — i V2.2
q3 =10 alalim. Budurumda A = COS§S2 Wy = CO8 58T, wy = 0, ws=-sin 58

olarak hesaplanir ve benzer ¢oziimler uygulanarak agagidaki yiizeyler elde edilir.

Sekil 3.18 Secilen hiz vektorii igin elde edilen yiizey
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W
A
AR

by = —2, by = —1 by = —0.07, by = —0.07

Sekil 3.19 Secilen hiz vektorii icin elde edilen yiizey

V241 V2-l
AT sin(v/2 — 1)s — 2f(xf+1 sin(v/2 + 1)s,

Ornek 3.12 1(s,0) = —2\[‘([}1 5 cos(\/§ 1)s + 2\[ f+1 sin(v/2 + 1)s, egrisini
\_/—%sms

ele alalm. ¢ =0, ¢ =0b; +botcoss ve g3 =0 olmak tizere bilinen islemler

sonucunda Sekil 3.20 ile verilen yiizey elde edilir.

b1:17b2:2

Sekil 3.20 Secilen bir egri icin elde edilen yiizey
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3.4 Galile Uzayinda Biiyiiyerek Gelisen Yiizeyler

Daha once Oklid uzayinda biiyiiyerek gelisen yiizeyler ele alinmis ve cat1 degisimi
veya farkl iiretici egri se¢imleriyle yiizeyler olusturulmustu. Bunu yaparken cesitli
U Darboux matrisleri kullanilmigti. Bu boliimde, Galile uzayinda biiyiiyerek gelisen
yiizeyler verilecektir.

v = (¢, y(t), 2(t)) kabul edilebilir bir egri olsun. Bu egri i¢in Frenet formiilleri

asagidaki gibi verilir.

T 0 k£ 0 T
N |=| -k 00 N , k : v egrisinin egriligi
B’ 0 00 B

Yay parametresi s olmak tizere, v(s) = (s, y(t), z(¢)) kabul edilebilir egrisi i¢in Frenet

tiirev formiilleri agagidadir.

T 0 k£ O T
N | =10 0 7 N
B’ 0 —7 0 B

3-boyutlu G* uzayinda bir r(s,0) egrisi ve {d;,ds,d3} ortogonal catis1 alinsin. G3

uzayinda Darboux vektorleri,

0 —Us U2 0 —w3 Wy
U — U3 O 0 ve W — w3 O 0
—U2 0 0 —W2 0 0

olmak {iizere onceki boliimlerde takip edilen igslemler burada da uygulanirsa,

Awg = —U3q2 + Uzq3
¢ =0
g = A
’ (3.29)
wh = ug
YUIQ = U2



lineer olmayan alt1 diferensiyel denklem elde edilir. 9;r(s,t) = Dq denklemi yardimiyla

0 0 -k
sistem coziildiiginde, U= |0 0 0 Darboux matrisi elde edilir.
k0 O

Ornek 3.13 7(s,0) = (0,agsin =, ap cos o) kabuledilebilir olmayan {iretici egrisi

secilsin. Frenet formiilleri yardimiyla,

5 s
d; = (0, agsin —, ag cos —)
Qg Qo
dy = (1,0,0)
s s
ds = (0,cos —, —sin —,)
agp Qo
hesaplanir.  Hiz vektorii ¢ = (0,b; + by cos %, —by sin at—o) secilirse, U matrisinin

bilegenleri wu; =0, wy=—1, u3=0 bulunur. (3.29) esitlikleri kullanilarak ,

ba

. sin L , W3z = 0 elde edilir. ag = 1,1)1 = b2 = —4

/\ch, U}1:O, Wo = %

secilirse Sekil 3.21 ile verilen yiizey bulunmus olur.

Sekil 3.21 Secilen hiz vektorii i¢in elde edilen yiizey

Eger hiz vektorleri ¢ = (1, b1 + beagt, beag) ve g = (1, by, be) olacak sekilde segilirse,
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sirasiyla, kargimiza Sekil 3.22—(a) ve Sekil 3.22—(b) ¢ikar.

ap— —09, b1: 12,
ap= 1, b1= 1)2: -2 b2: 1.3

(@) (b)

Sekil 3.22 Segilen keyfi bir egri icin elde edilen yiizey

Ornek 3.14 7(s,0) = (1, [ sin “;du, | cos “2—2du) kabul edilebilir olmayan iiretici
0 0

egrisi secilsin. Frenet formiilleri kullanilarak

2 2
di = (0,—cos %,sin %)
dy = (1,0,0)

2 2
d3 = (0,sin %,cos %)

hesaplanir. ¢ = (c1,¢2,t + ¢3) hiz vektorii olmak iizere U matrisinin bilegenleri

ur =0, uy=—s, wug=0 olarak hesaplanir ve benzer yontemlerle elde edilen
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yiizeyler Sekil 3.23 ile verilir.

01262203:1 01:2702:1,03:0.8

Sekil 3.23 Kabul edilebilir olmayan iiretici bir egri i¢in olugturulan yiizey

Simdi hiz vektorii ¢ = (0, Z—ie%, bge%) secilsin. A = s olmak {izere verilen denklem

sistemi ¢oziiliip benzer iglemler yapilir. Segilen sabitler igin agagidaki yiizeyler elde

edilir.
apg=— —2.2, b1: 1, b2: 0.05 apg=— 3, blz —4, b2: —1.7
Sekil 3.24 Secilen hiz vektorii icin elde edilen yiizey
Ornek 3.15 7(s,0) = (0,2arctans — s, ln[52;r 1) parametrik denklemiyle verilen

kabul edilebilir olmayan r tiretici egrisi alimsin. U matrisinin bilegenleri ; =0 ,

Uy = _(%) ve qus3 =0 olarak hesaplamir. (3.29) denklemleri kullanilarak
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\ = (ijﬁ; elde edilir. ¢ = (b, by, t) hiz vektorii segilirse,

ble,bzz—l a0:2,61:—2,62:—1

Sekil 3.25 Kabul edilebilir olmayan iiretici bir egri icin olusturulan yiizey

yiizeyleri Sekil 3.25 ile goriildiigii gibi elde edilir.

r(s,t), kabul edilebilir olmayan keyfi bir egri olsun. Egri gelistikge, egrinin geklini
degistirmeyecek ¢, ve g3 vektoérleri bulunabilir. Bagka bir deyisle HT/(S’ 0) H =\t
ve k egrilik olmak iizere; k(s,t) = )flk(g, 0) olmasimi gerektirir. ¢; =u3 =0,
uy = Ak(s,0) oldugunda qy = (0 bulunur. (3.29) denklemleri bu veriler 11ginda
yeniden diizenlendiginde,

UIQC]?, + UQ}\ — ’LUQ)\, =0

diferensiyel denklemi bulunur. Bu denklem, iiretici egrinin geklini sabit tutan hiz
vektorleri icin bir kural tanimlamis olur. Bu durumda G? uzayinda herhangi bir egri

icin hiz vektor alani agagidaki gibi bulunur.

g1 =C1
g2 = c2(t)
q3 = ﬁ(lﬂ)\)\ + ’U}Q)\I)

=0 @=1t* ¢z=1
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secilirse benzer yollar takip edilerek Sekil 3.26 ile verilen yiizeyin grafigine ulagilir.

0<t<2r

Sekil 3.26 Genel bir helis egrisi kullanilarak olusturulan yiizey

Onceki kisimlarda, keyfi egriler icin hiz vektoér alammin bilesenleri hesaplanmusti.
Yine benzer yontemler uygulanarak Galile uzayinda biiyiiyerek gelisen yiizeylerde,

keyfi egriler icin hiz vektor alani agagidaki egitlikler ile hesaplanir.

(rip? — 1 (r)? + rirsrs)d +(ryp® — (r5)*rs — riryri)d,

dl — )
I
dy— —(rhp? — 15 (ry)® — riryr)dy+(r{p® — (r)*r] — riryry)d,
u )
do — Tlldg + ’l“édl
g =12 21
Ui
Burada;
no= (D)),
po= ol = r{(r)? + rirgry)? + (rn? — (ry)*ry — rirry) )

olmak iizere bulunan d;, i = 1, 2, 3 ifadeleri yerine yazilarak hiz vektor alanin bilegen-
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leri agagidaki gibi elde edilir.

(rorim? — ri(rh)2r] + rorirhrl + rorin? — rorirhrt — 7"27“'2'(7“’2)2)
L
(—raraf + ra(r )P — rartrr & rardn? — e — rirh(r)?)
1

@1 =A

+ AT

", 2 1\2,.1 I/ ",.2 /] e 1\2
(rori{m® — ro(r))?rY + rorirhry — rirhn® + rriryry + riry(rh)?)
1
"2 I\2.. VAR NN/} "2 ! 00 1 1\2
(—=ririn® — ror (r))*ry + ririrhry + rorin® — rorirhry — rorh (rh)*)

g2 = A

+ AT

1

A(riri/+rarel) + AT(—rori/41172/)
n

q3 =
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4. BUYUYEREK GELIiSEN KABUK YUZEYLERI

Bu boliimde biiyiiyerek gelisen kabuk yiizeyinin denklemi verilip, bu yiizeyin iki

farkl uzaydaki geometrik ozellikleri incelenecektir.

4.1 Oklid Uzayinda Kabuk Yiizeyleri

Kabuk yiizeyinin parametrik denklemi « : (a,b) — R? olmak {izere;
X(s,0) = a(s) +r(—cosb.s.N(s) + sinf.s.B(s)) (4.1)
olarak verilir(Gray, 2006). Yiizeyin s—parametresi igin tiirevi,
X.(s,0) =d'(s) + r(—cosO(N(s) + s.N'(s)) + sin0(B(s) + s.B'(s)))
olmak iizere; Frenet formiilleri kullanilarak,

Xs(s,0) = (1 4+ rskcos@)T(s) + (—rcos@ —rsTsinf)N(s) + (—rstcosf + rsin ) B(s)
(4.2)

kismi tiirevi hesaplanir. Benzer sekilde yiizeyin #—parametresine gore kismi tiirevi;
Xo(s,0) =rssinfN(s) + rscosB(s) (4.3)
seklinde bulunur. X, ve Xy vektorlerinin vektorel carpimi yapilarak;

Xy x Xy = —1r%5T(s) 4 rs(rskcosO(— cos ON(s) + sin 0 B(s))

X, x Xg|| = rsy/r2+ (14 rskcosf)?

olup, verilen X (s, ) yiizeyinin birim normali

N = 1 {—rT(s)+ (1 +rsxcosf)(—cosON(s)+sinfB(s))}

\/7“2+(1 + rsk cos )’

(4.4)

esitligiyle tanimlanir.
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Yiizeyin s ve 6 parametrelerine gore ikinci mertebeden kismi tiirevleri,

X.o = (rcosf(2k + sk') + rs7sin0)T(s) (4.5)
+((1 + rskcosB)k — rsin (27 4 s7') + rs7° cos )N (s)
+(rs7’ cos @ + rst?sin ) B(s) ,

Xso = (—rsasind)T(s) + (rsinf — rstcos@)N(s) + (rcos@ + rstsinf)B(s) ,

Xg9 = rscosON(s) —rssinfB(s)

olarak hesaplanmir. (4.2), (4.3), (4.4) ve (4.5) ifadeleri, Tanim 2.16 ile verilen birinci

ve ikinci temel formun katsayilarinin formiillerinde yerine yazilirsa;

= (1+rskcosf)? + 1+ r2s*r? (4.6)
= —r’s’7

G = r?s?

ve
—12(cos 0(2k + sk') + sTsin )+
1
e = (14 rskcosf)[(1 4 rskcosf)(—kcosb)] + (4.%)
\/r2+(1 + 75k cos ) " . 2/ . o 2
(14 rsrcos) [r(r + s7) sin 20 4 rs7?(sin® — cos? )]
1
f = {r?*sksin® + (14 rskcosf)rst}
\/r2+(1 + rsrcosf)?
g = 7 (14 rskcosf)

\/7“2+(1 + sk cos 0)

seklinde elde edilir. Yiizeyin Gauss egriligi I, ve ortalama egriligi ‘H i¢in Tanim 2.16
ile verilen esitlikler kullamlir ve (4.6) ve (4.7) ifadeleri yerine yazilirsa, bu egrilikler

asagidaki gibi hesaplanir.

(14 sk cos 0)r°s((2k + sk') cos § — s7sin )

(1 + rsk cos 0)rsk cos ) — r2s(T + s7') sin 20

+(1 4 rsr cos )

—r2527%(sin? O— cos® ) + rsk

—r2sksin

7252 [r2 4 (1 4 rsk cos 0)?]
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—1r452(2k + sK') cos 0 + r?s>Tsin 0
1 4 rsk cos 0)r’s2k(— cos 0)+
+(1 + rskcosf) ( ) ( )
r3s(7 + s7') sin 20 + r°s372(sin? f— cos? 0)
+2r2s3 7k sin 0 4 2r°s37(1 + sk cos 0)

—75(1 + s cos 0)[(1 + rsr cos ) +r2 4125272

21252 [r2 4 (1 4 rsk cos 0)?2)°

Ornek 4.1 a(s) = (COS 5 8in 75, \%) helis egrisini alahm. Segilen keyfi egri igin

biiytiiyerek gelisen yiizey denklemini bulalim:

olup, (4.1) denkleminde yerine yazilirsa X (s, 6) yiizey denklemi,

(14 rscosf) cos \%—{—\%s sin 0 sin —,

X(s,0) = (1—l—rscose)sin\/ii—%sin@cos\%,
%—i—\%s sin 6

parametrik ifadesiyle bulunur. Bu yiizeyin r = 1, s = (=2,28), § = (—m, ) i¢in
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grafigi Sekil 4.1 ile verildigi gibi elde edilir.

Sekil 4.1 Segilen bir helis egrisi kullanilarak olusturulan yiizey

(4.1) ile verilen kabuk denkleminde r degigkeni, f parametresine baglanarak genellegti-
rilmis kabuk yiizeyi adi verilen yeni bir kabuk yiizeyi elde edilebilir. Bu tip yiizeyler
icin cebirsel hesaplamalar bu béliimde yer almayip bazi 6rnekler ile verilecektir.
Galile uzayindaki kabuk yiizeylerinde detayli ele alinacak islemler, benzer sekilde
Oklid uzay1 icin de yapilabilir. Bu durumda r = 6 icin; s = (_T?’”, 37”), 0= (—mm)
olmak iizere X (s,6) parametrik denklemiyle verilen yiizeyin grafigi Sekil 4.2 deki

gibi elde edilir.

Sekil 4.2 r = 6 igin olusturulan yiizey

Ornek 4.2 afs) = (coss,sins,0) birim ¢emberi iireteg egrisi olarak ele almir ve
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benzer hesaplamalar yapilirsa, X (s, ) yiizeyinin denklemi
X(s,8) = ((1 +rscosf)coss, (1l +rscosf)sins, rssinf)

seklinde elde edilir.

r=1,s= (‘T&T, 37”), 0= (—%, g) i¢in yiizeyin grafigi ve gercek kabuk figiirii

Sekil 4.3 ile verilmigtir.

Sekil 4.3 Uretici egrisi cember olan yiizey

=37 3w

ik ), 0= (—g, g) alinarak elde edilen genellegtirilmis

Bu yiizey igin, r =60 , s = (
kabuk yiizeyinin grafigi Sekil 4.4 ile verilmistir..

Sekil 4.4 r = 6 i¢in olusturulan yiizey

4.2 Galile Uzayinda Kabuk Yiizeyleri

Kabuk yiizeyleri icin, yiizeyin parametrik denklemi (4.1) ile verilmisti. Oklid uza-

yinda yapilan hesaplar r sabit oldugu kabul edilerek yapilmig ve yiizeyin geometrisi
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incelenmisti. Bu kisimda (4.1) denklemi r sabit ve r = () olmak iizere ayr1 ayr1 in-
celenecek ve temel kavramlarda verilen Galile uzayinin tanimlarindan ve teorisinden

yararlanilacaktir.

X(s,0) = a(s) +r(—cosb.s.N(s) +sinf.s.B(s)) , r sabit

denklemi goézoniinde bulundurularak, yiizeyin s ve 6 parametrelerine gore kismi

tiirevleri,

Xs(s,0) = T(s)+ (—rcosh —rsTsinf)N(s) (4.10)
+(—rsTcosf + rsinf)B(s) (4.1)
Xo(s,0) = rssinfN(s)+ rscosfB(s)
olarak hesaplanir. Bu hesaplamalar kullanilarak,
w = ||Xs xg Xogl| = s (4.11)
ifadesi elde edilir. Buradan yiizeyin birim normali,
N = —cosON(s) + sinB(s)) (4.12)

seklinde bulunmus olur. Galile uzaymin temel kavramlarinda verilen Tanim 2.21

kullanilarak, A" normal vektoériine dik ve boyu 1 olan § vektorii asagida verilmigtir.
§ = (sinéN(s) + cos0B(s)) (4.13)

Yiizeyin s ve 6 parametrelerine gore ikinci mertebeden kismi tiirevleri,

Xy = (k—2r7sind +rsr?cosf — rs7’sin )N (s) (4.14)

+(—2r7cosf — rstsin ) — rst’ cos 0) B(s)

X = (rsinf —rsrtcosf)N(s)+ (rcosf + rs7sinf)B(s)

Xgg = rscosON(s) —rssinfB(s)
olarak hesaplanir. Yiizeyin birinci temel formunun bilegenleri,

g=1, ¢=0 , ¢¢=0 , ==L (4.15)

s

gl=1, ¢g2=0 , ¢2=_L,

r2s2
hn =0 hlg = —7’2827' h22 = 7”282
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olmak {izere;

I = ds* 4 e(r?s?)do? (4.16)

elde edilir. Ikinci temel formun bilesenleri olan L;; katsayilari, Tamm 2.23 kul-

lanilarak,
Ly = (X, N)
L1z = (X0, N)
Loy = (Xpg, N)

seklinde verilir. Buradan da ikinci temel formun katsayilari,

Ly = —kcosl — rst?
L12 = TSsT (417)
L22 = —Ts

olarak bulunur. Tamm 2.24 ten yararlamirak, (4.15) ve (4.17) ifadeleri, (2.10) ve
(2.11) ile verilen denklemlerde yerine yazilirsa yiizeyin Gauss egriligi ile ortalama
egriligi, sirasiyla,

K= K cos O

rs

(4.18)

___ rskcos0+r2s272 41
H = 2rs

olur.

Teorem 4.1 3—boyutlu G? uzayinda (4.1) ile verilen biiyiiyerek geligen kabuk yiizeyi
X(s,0) , s, = 0 noktasinda singiilerdir.
Ispat. X(s,6) biiyiiyerek gelisen yiizeyinin bir stingiiler noktaya sahip olmasi icin

gerek ve yeter gart || X X Xy|| = 0 olmasidir. Bu durumda;
| Xs X Xgl| =18 = rs=0
bulunur ve buradan r # 0 olacagindan dolay1 sy = 0 elde edilir. Ek olarak
X(s0,0) = X(0,0) = a(0)

bulunur ki bu durumda yiizey «(0) noktasinda singiiler olur. m
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Teorem 4.2 X(s,0), 3—boyutlu G* uzayinda biiyiiyerek geligen regiiler bir yiizey

olsun. X (s, #) yiizeyinin minimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart rsx cosf + r2s272 +1 =10 ,
rs # 0 olmasidir.

Ispat. X (s,0) yiizeyinin minimal olmas igin gerek ve yeter sart H = 0 olmasidir.

Bu durumda,
rskcost +r’st? 41

2rs

0 , rs#0

yazilir ve rskcosf + r2s272 +1 =0 elde edilir m

Teorem 4.3 G* uzaymda biiyiiyerek geligsen regiiler bir yiizey X (s,0) olarak ve-
rilsin. Bu yiizey iizerindeki s—parametre egrilerinin geodezik olmasi icin gerek ve
yeter sart ksinf — 2rr — rst’ = (0 olmasidir.

Ispat. [(t), biiyiiyerek gelisen X (s,6) yiizeyi tizerinde keyfi bir egri olsun. Bu
durumda S(t) = X (s(t),0(t)) yazmlabilir. 5(t) egrisinin X yiizeyi iizerinde geodezik
olmasi icin gerek ve yeter sart ivme vektorii 6 (t) ile B egrisi boyunca yiizey nor-
malinin paralel olmasidir. Kolayca goriilebilir ki bu sart; <(5 (s(t),0(t)), B (t)> =0
olmasi ile denktir. ¢
Simdi X kabuk yiizeyi tizerinde bir 6y € R olmak iizere c(s) = X (s, fy) bi¢cimindeki
s—parametre egrisini alahm. Buradan (4.18)’den yararlamlarak, ¢’(s) = X(s, 0o)

elde edilir.

Xs(s,0,) = (k—2r7 sinOy+rs7? cosp—rst’ sin ) N (s)+

(—=2r7 cos Oy—rs7? sin hg—rs7’ cos 0y) B(s)

(4.13) ifadesinden §(s, 0y) = (sinOoN(s)+cosbyB(s)) olacag: agikaridir. Elde edilen
bu ifadeler kullanilarak (X;(s, 6o), (s, 6p)); = 0 denkleminden ksinf — 2rr —rst’ =0

bulunmus olur. m

Teorem 4.4 X(s,0), G* uzayinda biiyiiyerek geligen regiiler bir yiizey olmak {izere,
X yiizeyi tizerindeki §—parametre egrileri geodeziktir.
Ispat. Teorem 4.3 kullanilarak; §—parametre egrilerinin geodezik olmas: icin gerek

ve yeter sartn (Xpg(s0,9),0(s0,0)), = 0 olacagr kolayca goriiliir. Ayrica

B d(@) B Xo(s0,0) B
7 e ot 01 O(50.6)
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ifadesi gerceklenir. Bu durumda i¢ ¢arpim sonucunun sifir olacagi agikardir. Dolayisyla X

biiyiiyerek geligsen yiizeyi iizerinde 6 —parametre egrileri geodeziktir. m

Teorem 4.5 3—boyutlu G® uzayinda biiyiiyerek gelisen kabuk yiizeyi X(s,6) ii-
zerindeki s—parametre egrilerinin asimptotik olmasi i¢in gerek ve yeter sart = %gﬁ
olmasidir.

Ispat. X yiizeyi tizerindeki keyfi bir egri B(t) = X (s(t),0(t)) olsun. 3(t) egrisinin
yiizey iizerinde asimptotik olmasi icin gerek ve yeter sart egri iizerinde ikinci temel

formun bilegenlerinin

2 o -2
LHS + 2L128.9 -+ L220 =0

esitligini saglamasidir. Bu durumda;

2

.2 o ~ :
LllS + 2L12S.(9 -+ LQQ@ =0 ,(9 =0
.2 .
LHS =0 ,§ = 1
Ly = —kcosf —rst?
kcosf +rst? = 0
—Kcosf
r = ——
sT2

bulunur ve boylece ispat tamamlanmig olur. m

Teorem 4.6 G* uzayinda biiyiiyerek gelisen regiiler bir yiizey X(s,6) olarak ve-
rilsin. Bu ylizey iizerindeki f#—parametre egrileri asimptotik degildir.

Ispat. Daha onceki teoremde s—parametre egrilerinin asimptotik olma sart: ve-
rilmigti. Benzer sekilde

2

Luis +2005.0 + L = 0 L 5=0
Lus = 0 =0
Ly = 0
Ly = —rs = rs=0

bulunur ve r # 0 oldugu agikardir. Bu duurumda s = 0 olmalidir. Yiizey regiiler
oldugundan bu bir celigkidir. Dolayisiyla 6 —parametre egrileri asimptotik degildir.

|
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Teorem 4.7 G* uzayinda biiyiiyerek geligen regiiler bir X (s, ) yiizeyi veriliyor.
Yiizey iizerinde s—parametre egrilerinin egrilik ¢izgisi olmasi icin gerek ve yeter
sart; 7 = 0 olmasidir.

Ispat. s—parametre egrileri X (s, §) yiizeyi tizerinde izotropik degildir. Bu durumda

s— parametreli bir egrinin egrilik ¢izgisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart;
gl(LnS + Lq20) + g2(L125 + Lyf) =0

olmasidir.

yerine yazilirsa;

elde edilir. m

Teorem 4.8 G* uzaymda biiyiiyerek geligsen regiiler bir yiizey X (s,0) olarak ve-
rilsin. Yiizey iizeinde f—parametre egrileri egrilik cizgisidir.
Ispat. §—parametre egrileri X (s,#) iizerinde izotropiktir. Bu durumda 6— para-
metre egrileri

15 + ggé =0
sartim saglar. g; =1, go = 0 ve s = 0 oldugundan denklem her zaman saglanir ve

bu durumda 6— parametre egrileri, X (s, #) iizerinde egrilik ¢izgisidir. =

(4.1) ile verilen denklemde r sabit kabul edilerek yiizeyin geometrisi incelenmis ve
baz1 teoremler verilmigtir. Simdi aym yiizey i¢in r = r(f) oldugu kabul edilerek

benzer hesaplamalar yapilacaktir.

X(s,0) =a(s) +r(0)(—cosb.s.N(s) + sinf.s.B(s))

denklemi go6zoniinde bulundurularak, yiizeyin s ve 6 parametrelerine gore ikinci

mertebeden kismi tiirevleri,

Xs(s,0) = T(s)+(—rcosf —rstsin@)N(s) + (—rstcos@ + rsinf)B(s)

Xy(s,0) = rssinfN(s)+ rscosfB(s) (4.19)
ol



olarak hesaplanir.

1 Xs x Xg|| = 8¢/ + 12 (4.20)

olmak {izere, yiizeyin birim normali ve birim normaline dik olan § vektorii,

N = L {(=rpsinf +rcos@)N(s) — (rycosf@ +rsinf)B(s)} (4.21)
\/Tp + 72
jy = ! {(rycos0 + rsin@)N(s) + (—(r,sind + rcos0)B(s)}
\/ Ty + 72

seklinde elde edilir. Daha onceki kisimlarda yapilan hesaplamalara benzer olarak,

ikinci derecen kismi tiirevler hesaplanip, gerekli ig garpim iglemleri yapilirsa; r = r(0)

olma iizere;
Loy — 1 r2st2 4+ (rorst + 2(r,r7 — (r,xsin @ + rx cos 0
11 \/TZJFT( ( 0 ( 0 ( 0 )
2
Lo = \/@1? ((rgsT = (rgr — 12s7) (4.22)
Lap =~ (% — 235 — roo7s)
bulunur.
91:1 ) g2:O ) 91:0 ’ g2:;_sl <423)
glht=1, ¢%=0 , ¢®=57+5

olmak iizere (4.22) ifadesi kullamlarak, r = r(f) olmak iizere, K ve H egrilikleri

asagidaki gibi hesaplanir.

2 2 :
. (r°s — 2r3s — 1yors)(r st +rerst'+2r'rT — rgk sin @ + r£ cos 0)

2,2 22
+ 2
o +r%) +(—r2ST + Tor + 77 ST)
1 2 9 ’ ’ . r272rgrger
H=———231r"st®+rerst’ + 2r'r7 —rgrsin + rr cos ) + —529
2\/7‘§+r2 s(rg+r?)

(4.24)

Teorem 4.9 3—boyutlu G* uzayimda (4.1) ile verilen biiyiiyerek gelisen kabuk yiizeyi
X (s, 0) singiiler noktaya sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart r(¢) = 0 ve 7/(6) = 0
veya s = 0 olmasidir.

Ispat. || X, x Xy|| = 0 ve buradan sy/r; + 72 = 0 bulunur. Bu durumda () = 0

ve 1'(0) = 0 veya sg = 0 olmahdir. m
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Teorem 4.10 X (s,0), G® uzaymnda biiyiiyerek geligen regiiler bir yiizey olsun.

X(s,0) yiizeyinin minimal olmasi icin gerek ve yeter sart;
s(rag+r?) (7"237'2 + rorsT’ + 2rgrT — 19K sind + rk cos 9) +1r2—2r8rger = 0, s\/7, +12#0
olmasidir.

Teorem 4.11 3—boyutlu G* uzayinda biiyiiyerek geligen kabuk yiizeyi X (s, 6) ola-
rak verilsin. Bu yiizey iizerinde s—parametre egrilerinin geodezik olmasi i¢in gerek
ve yeter sart x(rgcos 6 + rsin ) — r2(21 + s7') + rers7? = 0 olmasidir.

Ispat. Teorem 4.3 ile benzer sekilde (4.13) ifadesinden yararlanilarak teoremin

ispat1 kolayca yapilabilir. m

Teorem 4.12 X (s,0) , G uzaymnda biiyiiyerek gelisen regiiler bir yiizey olsun.

X(s,0) yiizeyinde §—parametre egrilerinin geodezik olmasi igin gerek ve yeter sart;

rg = 0 veya —rgg + r + s = 0 olmasidir.

Ispat. Xpg(s,0) = (2rpssin 0+ (—rgg+7)s cos 0) N (s)4(2rgs cos 0-+(rgg—r)s sin 0) B(s)
hesaplanarak (Xgg,0) = 0 denkleminde yerine yazilir ve gerekli iglemler yapilirsa;

f—parametre egrilerinin geodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sartin rp = 0 veya

—7Tpp + 7 + s = s olmas1 gerektigi bulunmus olur. m

Teorem 4.13 X (s,0) , G uzaymda biiyiiyerek gelisen regiiler bir yiizey olsun.
X(s,0) yiizeyinde s—parametre egrilerinin asimptotik olmasi igin gerek ve yeter
sart; (—rgsin@ + rcos 0)k + r2s7% + rors7t’ + 2rgrt = 0 olmasidir.

Ispat. Bu teoremin ispat: Teorem 4.5 in ispatina benzer sekilde gosterilebilir. m

Teorem 4.14 X (s,0) , G uzaymnda biiyiiyerek gelisen regiiler bir yiizey olsun.

X(s,0) yiizeyinde §—parametre egrilerinin asimptotik olmasi igin gerek ve yeter
( 2v/3(c1+0) )
loge +1

sart; r(0) = r(f) = cqe 3 7 olmasidur.
ispat.
L11(5)2 + 2L12(5)(0) + Laa(0)* = 0 L 5=0
L22(9)2 = 0 ,921:>L22:0
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Ly = (7“23 — 2,5 — 7“997“3) = 0 bulunur ki bu durumda, rggr + 2r, — 72 = 0

2
2
Ty —+r

ikinci mertebeden diferensiyellenebilir denklemi elde edilir. Bu denklemin genel
(10ge2¢§(cl+9)+1)

r(f) = coe 3

¢oziumii - olarak hesaplanir. m

Teorem 4.15 G? uzaymda biiyiiyerek gelisen regiiler bir X (s, ) yiizeyi veriliyor.
Yiizey iizerinde s—parametre egrilerinin egrilik ¢izgisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart;
r'(sT—1) — r2st = (0 olmasidir.

Ispat. Teorem 4.7 ile benzer sekilde
gl (Lné + L120> + 92(L125 + L229) =0

ifadesi kullanilir ve

degerleri yerine yazilirsa, ispat tamamlanir. m

Teorem 4.16 G? uzayinda biiyiiyerek gelisen X (s, 0) yiizeyi veriliyor. Yiizey iizeinde
f—parametre egrileri egrilik cizgisidir.
Ispat. g5 + ggé = 0 egitliginden #—parametre egrilerinin egrilik ¢izgisi oldugu

kolayca goriilebilir. =
4.3 Deniz Kabuklarinin Matematiksel Gosterimleri

Bu boliimde daha ¢ok (E. Moulton, R. Chirat, 2018) ve (Picado, 2010) ¢aligmalarin-
dan yararlamilmistir. Ayrica, bu calismalarda yer alan sekiller ve orneklere yer ve-

rilmigtir.

Dogadaki kabuk yiizeylerine en giizel 6rnek deniz kabuklaridir. Yumusakcalar harika
mimarlardir ve yumusak bedenlerini yirticilardan ve gevresel etmenlerden koruyan
evlerini inga ederler. Bu evler nadir bulunan, giiclii, dayanikl, ve estetik kabuk-
laridir. Bu kabuklarin ¢ogu, fraktal donme ve diger desenlerle siislenmis logaritmik
spiraller gibi etkileyici kompleks gekillere sahiptir; mitkemmele yakin matematiksel
bir diizenleri vardir. Tabi ki yumusakg¢alar matematik bilmezler ve merak uyandiran

bu durumu agiklamak bilim insanlarina diiger.
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Bilim insanlar yiiz yili agkin siiredir, boyle basit canlilarin, bu karmasik yapilar
ve desenleri nasil iirettigini aragtirdilar. Hiicrelerin, dokularin ve organlarin, ayni
merkezden yonetilen bir fiziksel giice cevap verdigini farkettiler. Ancak 20.yy’in
cogunda biyologlar genetik kodun, biyolojik dizilimin olusumunu nasil yonlendirdigini
ve bu dizilimlerin nasil caligtigini anlamaya caligtilar. Bununla birlikte son yil-
larda arastirmacilar fizik tabanl matematiksel modellemeyi biyolojik form hakkin-
daki sorulara uygulamaya basladilar. Son birkac yildir, kabuklarin siislii yapilar:
hakkinda matematik alaninda yapilan caligmalar ilging veriler sunmustur. Egrileri
ve yiizeyleri inceleyen matematiksel bir disiplin olan diferensiyel geometri araclarini
kullanarak, kabuklarin ayrintili ve karmagik sekillerinin, yumusakcalarin evlerini inga
ederken izledikleri basit kurallara dayandig: tespit edildi. Bu kurallar, cesitli sayisiz
desen tiretmek icin, kabuk gelisimi sirasinda mekanik kuvvetleri etkiler. Bu konuda
yapilan calismalar en genis yumusakca grubu olan karindanbacaklilarin yas ¢izgi-
lerinin bagimsiz olarak nasil gelistigini agiklamaya yardimeci oluyor. Bu canlilarin
benzer siislemeleri yapmak icin ayni genetik degisiklige ugramalari gerekmiyor ¢iinkii

fizik yasalar1 igsin ¢gogunu hallediyor.

Yumusakgalar kabugu olustururken kalsiyum karbonat bakimindan zengin bir madde
salgilar. Salyangoz kabuklarinda ve akrabalarinda goriilen karakteristik spiralin
goziikmesi icin basit birkac adim takip edilir: Ilk olarak canli her bir adimda bir
onceki adimdan daha fazla madde salgilar ve yumusakca herbir yinelemede daha
biiyiik bir agiklik olugturur. Bu iglem baslangictaki cemberden bir koni olugmasini
saglar. Boylece genisleme olur. Acikligin bir tarafindan daha fazla madde sal-
gilanarak tam bir donme yapan canhi baglangictaki ¢ember ile bir tor olusturur.
Madde salgilanan noktalarda dénme yapilarak biikiilme saglanir. Sadece genigleme
ve donme iglemleri uygulandiginda odacikli natilus gibi diizlemsel spiralli bir kabuk
elde edilir. Biikiilme adimi1 eklendiginde diizlemsel olmayan helikospiralli bir kabuk

olusur.
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Sekil 4.5 Biiyiiyerek gelisen kabuk yiizeylerinde genisleme, déonme ve biiyiime

Deniz kabuklar1 gibi biiyiiyerek gelisen kabuk yiizeylere, dogada yine benzer gekilde
olugturulan ve iki boyutlu kabuk biiyiimelerine en iyi 6rnek olan boynuzlar verilebilir.
Boynuz gelisimini incelemek deniz kabugu geligsimini daha iyi anlamak i¢in fayda
saglayabilir. Tirnaklar ve sa¢ gibi, boynuz gelisimi de belli maddelerin sentezi ile

olugur. Miikemmel diiz bir yap1 olusturmak i¢in her taraftan ayni oranda madde

=

Sekil 4.6 Her yerden ayni oranda madde sentezi yapilarak olusan yiizey

sentezlenir.

Diger yandan; eger baz1 farkhliklar varsa (asagidaki sekillerde yiizde olarak ve-
rilmigtir), boynuzun kenarlarindan biri digerinden daha uzun olacak ve kaginilmaz
olarak boynuz spiral bir egriyi takip ederek maddenin daha az salgilandigi kisma

sarilacaktir.

10% 100%

Sekil 4.7 Sentezlenen madde miktarindaki farkliligin biiyiimeye etkisi
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Yumusakgalarin kabuklarinin spiral yapida olmasini saglayan olay aslinda iki boyutta
boynuz gelisiminde verilen 6rnegin ii¢ boyutlu versiyonudur. Bunun yani sira yu-
musakca kabugunu tek diize bir sekilde olusturmaz; bunu, sadece kabugun ke-
narlarindan birine daha fazla malzeme ekleyerek ve olusan yeni kabugun her za-
man daha kiigiik kabugun sekline sadik kalacak sekilde, modeli degistirmeden ya-
par. Biiylime siireci zarif bir spiral yap1 verir. Asagidaki sekilde gosterildigi gibi,
kabuk merkezini kabugun noktalarina baglayan dogrularin uzunluklar: artar ancak

bu dogrular ile kabuga kargilik gelen tegetlerin arasindaki ag sabittir (Picado, 2010).

Sekil 4.8 Esit acili sarmal yapidaki biiyiime

Yukaridaki gekilde belirtildigi gibi spiralin merkezi O noktasi ve teget ile O P dogru
parcast ile teget arasindaki aci a olsun. A , # = 0 anindaki yaricap olmak iizere

kutupsal koordinatlarda

r(0) = Ae®, 0>0 (4.25)

denklemi verilir. Bu denklem, O merkezi ve kabuk iizerindeki bir nokta arasindaki

uzakhg verir. Kartezyen koordinat sisteminde spiral iizerindeki bir (x(6), y(f))
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noktasi Sekil 4.9 ile verilir.

Sekil 4.9 Kartezyen koordinatlarda bir noktanin spiral iizerindeki yeri

Eger a = 90° olursa spiral bir ¢ember iiretecektir. « dik agi degilse kabugun
geniglemesine karsilik gelen spiral bir yap1 olusur. Kabugun yiizeyi bir iiretici C
egrisinin, bir H helikospirali boyunca yer degistirmesi sonucu olusan 3 — boyutiu bir

yiizeydir.

C egrisinin ‘H helikospirali iizerindeki hareketi

C egrisi kabuk boliimlerinin genel geklini belirler. Bir cember, elips ya da herhangi

bir egri, iiretec egrisi olarak secilebilir. Buna en giizel 6rnek, iiggensel bir iiretici
58



egriye sahip olan Thatcheria Mirabilis Angas olarak bilinen kabuk yiizeyidir.

Sekil 4.11: Thatcheria Mirabilis Angas

Bu tip yiizeyler daha sonra ¢rneklerle ele alinacaktir.

Yiizeyi olusturmada ilk adim xyz-koordinatlarinin 3 — boyutiu kartezyen sistemini
sabitlemek ve kutupsal koordinatlarda verilen helikospiralin parametrik denklemini

gozoniinde bulundurmaktir. 3, H helikospiralinin genigleme agisidir.

/

Sekil 4.12 H helikospirali iizerinde yiizeyin biiyiimesi

‘H helikospirali, logaritmik spiral olarak alinsin ve (x(6), y(6), 2(6)) noktas: icin

6 > 0 olmak iizere 7(#) uzakhig olarak (4.25) ifadesi kullanilsin.
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1s

X
X
X
y
Yy
y —
a=90° a=60" a=30" B

Sekil 4.13 Yiizey biiytimesinin iistten ve yandan goriiniimii

x(0) = r(f) sin S cos 0
y(0) = r(0)sin B sin

2(0) = —r(0) cos B

Sekil 4.14 Helikospiral iizerinde noktanin gosterimi

Buradan helikospiralin H(0) = (z(0), y(0), z(#)) noktas: i¢in agagidaki denklemler
elde edilir:

z(f) = Asin [ cos fecot®
H(0) =< y(h) = Asin Bsin fecote (4.26)
z(0) = —Acos fe«re

Kabuk yiizeyini belirleyen C iiretici egrisi ¢cogu zaman a ve b parametrelerine bagh
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bir elipstir.

Sekil 4.15 Elips

Bu egri;

ab 1
Y 4 ‘ L0<s<2m (427
( ) \/[(CL sin 5)2 i (b COS 8)2] \/[( sin s <s < ( )

parametrik denklemiyle verilir. C egrisi, H helikospirali iizerinde hareket ettigi
siirece geniglemeye devam eder. Bu r;(f) artig orammin, H iizerinde ayni oldugu
varsayihr. Yani; r;(f) = e©°*@ olarak ahmir. Polar koordinatlardaki her bir C egrisi

icin R.(0,5) = re(s)ri(0) = re(s)et@; 0 > 0; 0 < s < 27 esitligi verilir. Buradan,

2€(0, s) = cos scos ) r,(s) el ot
C(0,8) =9 y°(0,s) =cosssinf r,(s) ef ot

26(0, s) = sin s r.(s) et

Sekil 4.16 Kartezyen koordinatlarda egri iizerindeki noktanin gésterimi
(4.28)

Sonug olarak (4.26) ve (4.28) denklemlerini kullanarak G kabuk yiizeyinin denklemi
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elde edilmisg olur.

0 cot

19(0,5) = (Asin B cos O+ cos s cos 6 7.(s))e
G(0,s) =H(0)+C(0,s) =1 y9(6,s) = (Asin Bsin 6+ cos ssind r.(s))e’

29(0,s) = (—Acos 3+sin s re(s))eecota
(4.29)

Kabuk yiizeyi i¢in geligtirilen bu model, iiretici C egrisinin uzaydaki doniigiine gore

geligtirilebilir. Bunun i¢in C egrisinin doniisiinii belirleyen ¢, 2, u acilart tanimlanir.

© doniisii Q doniisii

Sekil 4.18 Egri icin ¢ ve () donmelerinin gosterimi

Verilen kabuk yiizeyi denklemi bu donmelere gore tekrar diizenlenmek istenirse; ¢
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kadar dénme igin (4.28) denklemindeki her sin ve cos fonksiyonunda s yerine s + ¢

yazilirken, 2 kadar dénme icin 6 yerine 6 + € yazlr.

25(0, 5) = cos(s + ) cos(0 + Q) r.(s) el et
Ca(0,s) = Y5 (0, 5) = cos(s + @) sin(f + Q) r.(s) et

ZS(Q, 5) = Sin(S —+ gp) 7“6(5) eecota

Bu durumda elde edilen kabuk denklemi:

0 cot

2§ (0,5) = (Asin 3 cos 0+ cos (s + ¢) cos (0 + Q) r.(s))e
Ga(0,5) = y9(0, s) = (Asin 8sin 6+ cos (s + @) sin (0 4 Q) 7.(s))e’
25(0,s) = (—Acos B+sin (s + @) re(s))e’

seklindedir. C egrisi ¢ kadar donme yaptiginda C3(6, s) = (25(0, s),45(0, s), 25 (0, 5))

yazilir.

G,(0.9)

H(#)=(x(0),y(8),2(8))

Sekil 4.19 Egrinin p kadar donmesi

25(0,5) = 2(0) + 25(0, 5) cos pp = (— A cos B+ cos psin (s + ) (s))e” " (4.30)

0+0 X
C, (0, s)
y / 58
b
Cy(6,s)

Sekil 4.20 Egrinin p kadar donmesinin yukaridan goriintimii
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25(0,5) = 235(6,5) —a =25 (0,s) — [25(8,5) sin ] sin (§ + Q) (4.31)
¥S(0,5) =y5(0,s) +b=1y3(8,s)+[25(6, s) sin ] cos (6 + Q) (4.32)

Son olarak kabuk olugumda sarilma yénii D parametresi kullanilarak hesaba katilir
(Canli saglak oldugunda D = 1, solak oldugunda D = —1 olarak almir.) ve C
egrisinin H helikospirali tizerindeki hareketiyle meydana gelen kabuk yiizeyinin den-

klemi elde edilir (Cortie, 1993 ).

25(0,5) = D[AsinfBcosf+ cos (s + ¢)cos (0 + Q) r.(s)
— sin pusin (s + @) sin (0 + Q)r,(s)]e”
(4.33)
y5(0,s) = D[AsinBcosf+cos (s + ¢)sin (6 + Q) r.(s)

0 cot

+sin psin (s + @) cos (0 + Q)r_(s)]e

0 cot «

25(0,5) = (—Acos B+ cospusin(s+ @)r,(s))e

Deniz kabugu modelini tamamlamak ic¢in kabuk {izerindeki siislemelerin yani diken
olusumunun da g6z oniinde bulundurulmasi gerekir. Dikenler gibi siislerin nasil
olustugunu anlamak icin kabuk biiyiimesi sirasinda iiretilen kuvvetlerin incelenmesi
gerekir. Kabuk salgilama iglemi mekanik bir sistem etrafinda déner. Manto, sal-
gilanan ancak heniiz kireclenmemis olan iiretici bir bolge ile kabuga baglanir. Manto
ve kabuk arasindaki bu bolge desen olusumunda rol oynar. Manto ve aciklik arasin-
daki herhangi bir uyusmazlik, manto dokusunu fiziksel olarak strese sokar. Manto
aciklik icin cok kiiciikse, biiytimenin devam etmesi igin gerilmesi gerekirken; cok
biiyiikse sigacak sekilde sikigsmak zorunda kalir. Bu stresler nedeniyle iiretici bolge
deforme olursa mantonun bu asamada salgiladigi yeni malzeme, deforme olmus sekli
varsayarak kabukta kalici olarak katilagir ve bir sonraki biiytime adiminda mantoyu
daha da etkiler. Yani kabuk biiyiiyen yumusakcayla ayni oranda biiyiimezse desen

olarak tanimlanan deformasyonlar olusur.

Dikenler, kabuk acikligiyla dik sekilde gikint1 olugturan, genellikle kabuk yiizeyinde

santimetrelerce uzanan en belirgin siislemeleri olugturmaktadir. Bu ¢ikintilar man-

64



tonun bir biiyiime sigramasina maruz kaldig1 diizenli periyodlarda olusur. Biiytime
sirasinda manto o kadar ¢abuk gelisir ki biiytikligii agiklik ile uyusmaz. Bu uyusmaz-
lik mantoda belli belirsiz biikiilmelere neden olur. Salgilanan malzeme biikiilmiig
sekli baz alir Bir sonraki artigta manto daha da biiytir ve biikiilen kismin giiclendirme
etkisiyle agiklik da biiyiir. Bu tekrarlanan biiyiime ve mekanik etkilesim siirecinin
bir dizi dikene neden oldugu ve kesin desenin 6ncelikle biiyiime hiz1 ve manto sertligi
ile belirlendigi diisiiniilmektedir (E. Moulton, R. Chirat, 2018). Bu diisiincenin test
edilmesi icin her yinelemede gelisen bir temel iizerinde biiyiiyen matematiksel bir
manto modeli gelistirildi. Modeldeki tipik biiyiime ve fiziksel ¢zellikler test edilirken,
diistinceyi destekleyen kabuklarda yaygin olarak goriilen formlara benzer gesitli omurga

kaliplar1 ortaya cikti.

Dikenler yumusakcalarin kabuklarina ekleyebildikleri tek siisleme degildir. Bagka bir
desen tiirii, soyu tiikenmis yumusagaklarin bir alt tiirii olan ammonitlerin kabuk-
larinda bulunur. (Ammonitler bugiiniin miirekkep baliklarinin akrabalaridir.) Am-
monitler kaybolmadan altmis beg milyon yil 6énce, denizleri ii¢ yiiz otus bes mil-
yon yil boyunca yonettiler. Fosillesmis kalintilarinin bollugu, biiyiik form gesitli-
ligi ve gozlenen yiiksek evrim oranlari, onlar: en ¢ok incelenen omurgasiz fosiller-
den biri haline getirdi. Ammonit kabugunun diizlemsel-logaritmik spiral formu-
nun Otesinde en carpici ozelligi, kabuk kenarina paralel olan diizenli oluklardir. Bu
siisleme muhtemelen dikenleri iireten ayni mekanik catismadan kaynaklanir fakat
tamamen farkli bir modeldir. Kuvvetler aymidir ancak biiyiikliik ve geometri fark-
hidir. Ammonitlerin agikligi temelde daireseldir. Manto yaricapi, mevcut agik-
lik yar1 capindan daha biiyiik ise manto sikigir ancak dikenleri olusturmak icin
gerekli elastik degiskenlik derecesini iiretmek icin yeterli degildir. Daha dogrusu
sikigtirilmig manto disa dogru gitmeye ¢alisir ve bir sonraki adimda kabuk yaricapi
biiytir. Ancak bu disa dogru hareket, mevcut kabuk yoniinii korumaya caligan
tork yay1 gorevi goren iiretici bolge tarafindan engellenir. Bu iki karsit kuvvet
bir salinim sistemi oluturur.Kabuk yaricapi artar, sikisma azalir,ancak bir gergin-
lik durumu olur. Gerilmis manto ¢ekme kuvvetini azaltmaya calisir. Bu mor-
fomekanik salinimin matematiksel agiklamasi da bu konudaki diisiinceleri destek-

ler ve yumusakgalarin biiyiime ve gelisimi sirasinda artan bir dalga boyu ve genlik
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ile diizenli omurgalar iiretilir.Genigleme hiz1 ve omurga arasindaki bu iligki ayni za-
manda, uzun siiredir varolan yumusakcalarin gelisimi hakkindaki bogluklar1 da basit
mekanik ve geometrik agiklamalarla doldurdu. Buna ragmen baz yumusakcalarin
(Muricid ailesi gibi) omurgalarinda bulunan fraktal benzeri desenler hala ¢oziile-
memigtir.Ayrica gevresel faktorlerin kabuk biiyiime oranini etkiledigi bilinse de bu

degisikliklerin kabuk formu iizerinde nasil bir etkisi oldugu belirsizdir.

Yukarida anlatilanlar is18inda elde edilen (4.33) denklemi yeni parametrelerle geligti-

rilebilir ve daha genel bir kabuk denklemi elde edilebilir:

Wi : Her dikenin {iretici egri boyunca uzunlugu
Wy : Her dikenin helikospiral boyunca uzunlugu
L : Her dikenin yiiksekligi
Tam bir turdaki diken sayis1

P . Dikenin iiretici egrideki konumunu belirten aci

Wi
\P

N

Sekil 4.21 Diken olugsumu

(4.9) denkleminde verilen 7.(s) ifadesinin yerine 0 < s < 27 ve § > 0 olmak
tzere r.(s)+ r,(s,0) yazldiginda egri, piirtizsiiz yiizey yerine diken siislemelerinin

oldugu yiizeyi iiretir.

_[(2(s=P) 21(0) 27 N0 NO

ra(s,0) = Le O DGR gy = STy ) (4.2)
Bu durumda Wy, Wy, L, N ve P parametrelerinin de eklenmesiyle on dort para-
metreli kabuk denklemi bulunmus olur. Diken olmayan kabuk yiizeylerinde L = 0

oldugu agikardir (Cortie, 1993 ).
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4.3.1 Yiizey oOrnekleri

Bir onceki kisimda deniz kabuklarinin olugsumu incelenmis ve olugumun belli geometrik
kurallara bagh oldugu gosterilerek, deniz kabugu yiizeylerinin matematiksel goste-

rimi elde edilmigtir. Bu kisimda, bulunan genel denklemden yararlanarak secilen

iireteg egrisi ve belirlenen sabitler i¢in olugturulan yiizey 6rnekleri verilecektir (Moseley, 1838) ,

(maplesoft).

D=la=%p=% =t u=100=F,5c (-5.%)
A=25a=12,b=16,P=0,L =0
Sekil 4.22 Salyangoz

D=1,0=04661111117,8 =28 o =T = T O = — T

s€ (-4 &), A=50,a=40,b=14,P =0,L =8

W= Wy =% N =8

Sekil 4.23 Lyria
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D =1,a =0.4938888880m, 8 = £, p =T = T Q=T
se (=8 By 4 —-9292a=13b=15P=0,L=0

60 > 60
Sekil 4.24 Turritella

D =1,a = 04716666667, = 1= ¢ = —Z& =2, Q= —%
s€(—15 8 A=47,a=40,6=19,P=0,L =0

187 18
Sekil 4.25 Oxystele
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Dzlaa:%vﬁ:ga¢zovﬂzoa920
Se(_@ @),A: ,a:27b:15,P=0,L:0

180 * 180 2
Sekil 4.26 Nautilus

- - y_1r _ @ ,_ T _
D=la=%.0=30=1n=10=5%

s€ (=32 137y A 45 q=20b=230,P=0,L=0

618
Sekil 4.27 Planorbis
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D=la=%B=19="%1=0Q2=0
se(—m &), A=7a=43b=1,P=0,L=0

Sekil 4.28 Conus

D=la=%8rg_x o 7,1 0=
s € (—4m,4m), A =90,a = 20,b=20,P =40, L = 14
W, = 180, W, = 0.4, N = 180

Sekil 4.29 Epitonium
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5. TARTISMA VE SONU(C

Biiyiiyerek gelisen kabuk yiizeylerin olsumunda, canlilarin mantolarinin anatomisi
onemli rol oynar. Manto kabuk acikligina baglanir ve yeni malzemenin birikimini
kontrol eder. Dogada yasayan bir cok tiir oldugundan, bu canllarin ve olusan

yapilarin biiyiime siireci modellenirken uzaysal egrilerin kullanilmas: yararl olur.

Bu tezde verilen yaklagim biiyiiyerek gelisen yiizeyler i¢in bilinen matematiksel bir
model sunar. Bu modelin iiretilmesi ve yiizeyin olusturulmasi iiciincii boliimde agik-
lanmigtir. Belirlenen iiretici egrilere ve secilen uygun catilara gore biiyiime adim-
lar1 verilmis ve biiyiimede etkin rol oynayan hiz vektor alanlari incelenmigtir. Bu

yiizeyler farkl uzaylarda da ele alinmig ve geometrik yapilar: aragtirilmigtir.

Yapilan modellemeler ve iiretilen denklemlere ragmen, hala yumusakcalarin muhtesem
kabuklarini nasil yaptiklar: hakkinda yeterli bilgi yoktur. Herhangi bir kabuk tiiriine
bakildiginda bilim adamlarinin heniiz aciklayamadiklar: bir dizi desen ve diken yapisi
ortaya cikmaktadir. Ornegin kafadan bacaklilarm yaklasik yiizde doksani saglak-
tir; kabuklarini saat yoniinde saracak sekilde ingaa ederler. Buna karsilik sadece
yiizde onluk bir kisim solaktir. Bu sebeple aragtirmacilar saglak olan mekanizmalari
aragtirmaya baglamiglardir. Bazi harika siislemelerin kokenleri (yumusakgalarin mu-
ricid ailesindeki bir takim tiirlerde bulunan fraktal benzeri omurga deseni gibi) bi-
linmemektedir. Ayrica cevresel faktorlerin kabuk biiyiime oranini etkiledigi bilinse
de (kalabalik koloniler halinde yasayan canhlarin, digerlerine gore daha kiigiik ve
yumusak kabuklara sahip olmasi gibi) bu degiskenlerin kabuk formu iizerindeki et-
kisi tam olarak saptanamamistir. Bu ve diger gizemlerle birlikte biiyiiyerek gelisen
kabuk yiizeyleri hakkinda daha aragtirilmasi ve cevaplanmasi gereken bircok konu
vardir. Biiyiiyerek gelisen kabuk yiizeylerin olusumu hakkindaki bu bilinmezlikler ve

gelisimi yoneten fiziksel giiclerin anlagilamamasi bu konuyu daha cazip hale getirir.
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