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Bu ¢alismada, (X,q) seminormlu uzay: Uzerinde f modulUsu
kullanilarak w_(A,p,f.q,s) dizi uzayl tanimi verildi. Ug¢ bélimden
olugsan bu galismada;

Birinci bélimde, [k olarak temel kavramlar, ikinci olarak
caligmamiz boyunca karsilagsacagimiz uzaylarin listesi verildi.

Ikinci bélimde, modilis fonksiyonunun g¢alismamizda
kullandi§imiz bazi o6zellikleri ve  (X,g)'nun tam olmasi durumunda
w.(A,p.f,q,s)'nin tam paranormlu uzay oldugu gosterilerek bazi
kapsama bagintilan verildi. w,,('A,p,f",q,s) dizi uzayr olusturulup,
v,neIN'nin durumlarina gére w.(A.p.f.q.5) ve w.(Ap.f".qs) dizi
. uzaylar arasindaki bagintilar incelendi.

Uglinct béliimde, (X,gq) seminormlu uzayinin tam olmamasi
durumu g6z dniine alinarak w,(A,p.f",q,s) dizi uzayininda tam olmadi

gosterildi. Ayrica w_(4,p.f.q,s) dizi uzay! ile diger bazi dizi uzaylar
arasindaki iligkiler gosterildi.

Anahtar kelimeler: Modulis fonksiyonu, dizi uzayi.
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ABSTRACT
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In this study, the definition of the w_(A,p,f.q.,s) sequence is

given by using f modulus and a semi-normed space (X,q). This work
consists of three chapters;

In the first chapter, the basic concepts and the list of the
spaces that will be used troughout this study are given.

In the second chapter, some properties of modulus function are
established. Furthermore, in th? case of (X,q) is complete, we showed

that the sequence space w_(A,p.f.q.s) is complete and in addition
some inclusion relations are also given. By constructing the sequence
spaces w,,(A,p,f”,q,s) the  relations between the sequence spaces
w.(4,p.f":q.5) and w_(A,p,f",q,s) are examined, where v,neIN.

In the third chapter, if the semi-normed space (X,q) is not
complete, it is shown that w_(A,p,f.q,s) sequence space is incomplete.
In addition, the relations between w_(4,p,f,q,5) sequence space and
some other sequence sp'aceSf are shown.

Key words: Modulus function. sequence space.
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BiRINCi BOLUM

1.1. Giris

Kompleks sayilarin tim sonsuz dizilerinin S uzay! Gzerinde
wo(f)s wo(A), wo(Af), wo(A,p.q,s) ve wy(Ap f.q.s) dizi uzaylari
tanimlanmis ve bu uzaylar Gzerinde bir g¢ok caligsmalar yapilmigtir.
(Maddox,1970,1986; Nanda, 1983; Bulut and Cakar, 1979). Ayrica,
w(A), ve w(A,f) toplanabilme metodlar Uzerinde de yapilmig
calismalar bulunmaktadir (Connor, 1989; Maddox, 1986).

Modulis fonksiyonu, Nakano(1953) tarafindan tanimlandi.
Maddox (1986), kuvvetli Cesa'ro toplanabilme taniminin
genellestirmesi olan, modilise goére kuvvetli Cesa'ro toplanabilen
dizilerin sinifint w(f) olarak tanimladi. Connor (1989), Maddox

(1986)'un tanimini Cesa'ro matrisi yerine herhangi negatif olmayan
regliler matris toplanabilme metodu alarak w(4,f) toplanabilme
metoduna genellestirdi.

Biz bu c¢aligmamizda, (X,q) seminormlu uzay (zerinde; f bir
modilis fonksiyonu, p=(p,) pozitif terimli bir dizi ve A=(a,) pozitif
terimli bir matris olmak Uzere w_(A,p,f.q,s) dizi uzayr tanimini; f
modulis fonksiyonu iken velIN igin f''nin de modilis fonksiyonu
oldugundan hareketle, w,,(A,p,f",q,s) dizi uzayir tanimina

genellestirmek suretiyle v,nelIN 'nin g¢esitli durumlarini igeren
teoremleri ifade ve ispat ettik.



1.2. Temel Kavramlar

Bu kisimda, galisgmamiz slresince sik¢a kullanacaglmlz temel
tanim, teorem ve egsitsizlikleri verecegiz.

Tanim 1.2.1. X bos olmayan bir cimle, K kompleks ya da reel
saytlarin bir cismi olsun.

+: XXX —2>X
e . KxX— X

fonksiyonlan asagidaki 6zellikleri sagliyorsa, X cumlesine K cismi
Uzerinde bir vektér uzayi (lineer uzay) denir (Maddox, 1970) VA,ue K
ve Vx,y,zeX igin,

V) x+y=y+x
V) (x+y)+tz=x+(y+2)
V)  x+6=x olacak sekilde bir 6e X vardir.

I’A) Vxe X igin x+(-x)=6 olacak sekilde bir (-x)e X vardir.
Vs) l.x=x

Ve)  Alx+y)=2Ax+Ay
Vi)  (A+p)x=Ax+py
Vs) A(px) = (A )x

Tanm 1.2.2. X, K cismi lzerinde bir lineer uzay ve Y, X'in
bos olmayan bir alt climlesi olsun. EGer VA,ue K ve Vx,ye Y igin
Ax+uye Y oluyorsa, Y'ye X'in lineer alt uzay! denir (Maddox, 1970).

Tanim 1.2.3. X, K skalerler cismi Uzerinde bir vektér uzayi
olsun. Eger,

g: X >R
fonksiyonu asagidaki sartlari sagliyorsa, g'ya bir seminorm

(yarinorm), (X,q)'ya da seminormlu uzay denir (Maddox, 1970). V1 e K
ve Vx,ye X igin,



(i) q(x)20
(i) qAx)=[Alqx)
(i) g(x+y)<q(x)+q(y)

Tamm 1.2.4. X, K cismi (zerinde bir vektér uzay! olsun. Eger,

g: X >R

fonksiyonu asagidaki sartlari sagliyorsa, g ye bir paranorm,
(X,g)'ye de paranormiu uzay denir (Maddox and Willey,1974). Vie K

ve Vx,yeX igin,

(i) ge)=0

(i) g(x) = g(=x)

(i) g(x+y) < g(x)+g8(y) .

(iv) AoeK ve x,eX igin A4, ve glx-x)—>0 iken

g(Ax = Ayx,) — O'dir.

Tanim 1.2.5. Eger g(x)=0 iken x=6 oluyorsa g'ye total
paranorm denir (Willansky, 1964).

Tanim 1.2.6. g ve g, X Uzerinde iki seminorm olsun. g,
kuvvetli g, olmasi igin gerek ve yeter sart VueX igin,

q,(u) < Mq,(u)
olacak sekilde M sabitinin var olmasidir (Willansky, 1964).
Tanim 1.2.Z X bos olmayan bir cumle olsun.Eger,
d: XxX =R

fonksiyonu asagidaki sartlari sagliyorsa, d've bir semimetrik,
(X,d)ye de semimetrik uzay denir (Maddox, 1970), Vx,y,ze X igin,

(i) d(x,x)=0
(i)  d(xy)=d(y.x)
(iii) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z)



Tanim 1.2.8. Ayni zamanda bir lineer uzay olan bir semimetrik
uzaya; eger semimetrik, sirasiyla bir paranorm, bir total paranorm,
bir seminorm veya bir normdan elde edilmis ise bir lineer semimetrik
uzay, bir lineer metrik uzay, bir seminormlu uzay veya bir normlu
uzay denir (Willansky, 1964).

Tanim 1.2.9. (X,d) semimetrik uzayinda bir a=(a,) dizisinin

Cauchy dizisi olmast igin gerek ve yeter gart, herhangi &£>0 igin
i,j>N iken,

d(a;,a;)< &€
olacak gekilde bir N sayisinin bulunmasidir.

Eger semimetrik uzayda her Cauchy dizisi yakinsak ise
semimetrik uzaya, tam semimetrik uzay denir.

EGer d semimetrigi
d(x,y) = g(x-y)

seklinde bir g paranormundan elde edilmis ise d'yve invaryant
semimetrik denir.

Ayrica semimetrik uzayda asagidaki ozelliklerde gegerlidir.
Cauchy dizisi yakinsak bir alt diziye sahipse kendiside yakinsaktir.
Her Cauchy dizisi sinirli ve her vyakinsak dizi Cauchy
dizisidir (Willansky, 1964).

Tanim 1.2.10. Eger,
f 2 [0,00) = [0,)

fonksiyonu asagidaki &zellikleri sagliyorsa, f'ye bir moddilus
fonksiyonu denir (Connor, 1989). Vt,ze[0,) igin,

(i) fO=0 & =0

(ii) ft+2) < fO+f(2)

(iii) f artandir.

(iv) f, sifirda sagdan sureklidir.



f(y=t", 0<r<1 igin bir modulls fonksiyonudu'r.(Maddox, 1988).
Tanim 1.2.11. S kompleks (ya da reel) de§er|i dizilerin uzayi ve

E, S'nin lineer alt uzayi olsun. Bu takdirde E'nin sirasiyla a ve j
dualleri,

E* = {a €8:) |ax|<ooVxeE igin}
k

EF = {a € S:Zakxk yakwnsak, Vx € E ig:in}
k

olrak tanimlanir (Maddox, 1991).

Tanim 1.2.12. S kompleks (ya da reel) degerli dizilerin uzayi
ve E, S ' nin lineer alt uzay! olsun. Bu takdirde E ' nin garpim uzayi,

M[E]l={aeS:axe€E, VxeE igin}
olarak tanimlanir.(Maddox, 1986).

Tanim 1.2.13, x=(x) reel veya kompleks terimli bir dizi ve

A=(a,) reel veya kompleks terimli bir sonsuz matris olsun. VmeIN
igin,

2 i X
k

yakinsak olmak kaydiyla, (r,) dizisi
1= By
k

esgitligiyle tanimlanmig olsun. (r,) dizisine, x dizisinin A-dénlGsimu
veya x'in A-donugum dizisi denir.

limz, =t

n=yeo

ise, x dizisi A metodu tarafindan ¢ degerine limitlenebilirdir denir.
A'ya da bir limitleme veya toplanabilme metodu denir (Maddox, 1970).



Tanim 1.2.14. Kismi toplamlar dizisi (s,) olan bir Zak
serisi verilmis olsun. Y a, serisinin veya (s,) dizisinin matris
elemanlari,

ile verilen A=(a,) matrisi yardimiyla elde edilen (z,) doénusim
dizisi,

1 m
"

olarak tanimlansin. Bu sekilde tanimlanan ortalamaya Cesa'ro
Ortalamasi veya kisaca (C,1) ortalamasi denir. (C,1) ortalamasi
regllerdir (Petersen, 1966).

Tanim 1.2.15. Bir A=(s,) matrisi verilmig olsun. Eger A

matrisi yakinsak her diziyi yakinsak diziye doénastiriyor ve ayni
zamanda limiti koruyorsa, A matrisine regllerdir denir (Fadden,
1942),

Teorem 1.2.16. Bir A= (a,,,k) matrisinin regller olmasi igin
gerek ve vyeter sartlar,

() Vm igin Y|g.] <o
(i) Vk igin lim 0 () = 0
(iii) lim zamk—1

olmasidir (Petersen, 1966).

Tanim 1.2.17. Bir A= (g,) matrisi verilmis olsun. Bu A

matrisinin her satirinda sifir olmayan elemanlarin sayisi soniu ise
bu takdirde bu matrise satir-sonlu, ayni seyler her situn igin gecerli
ise situn sonludur denir. Bu ise q,, m'nin bir fonksiyonu oldugunda

k2q, igin g,,= 0 ise A satir-sonludur demektir. Eger g, m'den



bagimsiz oldugunda kyq igin g,=0 ise A satir-sonlu matris olarak
adlandiniiir. Benzer sekilde, r, k'va bagh bir fonksiyon oldugunda
myr, igin g,= 0 ise A'ya situn sonlu, eger r, k'dan bagimsiz
oldugunda myr i¢in g,= C oluyorsa A'ya s(tun-sinirhidir denir
(Cooke, 1950).

Esitsizlik 1.2.18.

(i) a aoQy - - »a.20ve b.b.by, - . ..b,20 olsun. Bu
takdirde,

(a-) i>1ve 1.+—1;=

L

Sabi(3a) (Su)

-

(b-) i31 ise,

k=1 k=1

(c-) 0 <i &1 ise,

Z(ak-*-bk)I & Zal’fzbi
k=1 k=1 k=1
' . 11 . it -
(d) i>1 ve —+==1 ise |a b<|d +[b)
tJ
dir.
(i) vk igin p, >0 ve H= Sup p, olmak Gzere g,.b,-€ C olsun. Bu
_takdirde, '
la.+bJfr< C {|ak|p*+|bkip*}, C= max (1,2"') dir (Maddox and
Willey, 1974; Bulut and Cakar, 1979),



1.3. Dizi Uzaylan Listesi
Burada calismamiz boyunca kargilasacagimiz dizi uzaylarinin
listesi verilecektir.

Once reel ya da kompleks terimli dizi uzaylarini verelim.

I = {a € s:sxgp|a,‘| < oo}

[C.1], = {a € s:sup—l—i |a,| < oo}
M )

[C.Lp], = {a € s:sup-l—i la.|”* < oo}

"M
w.(f)= {a € s:supLZf(lakDp‘ < oo}
g =t

w,(A) = {a esisup Y, a,la]< oo}
"k

w.(A,f)= {a € s:s%pZamkaakl) < oo}

k

w.(A,p, f.5)= {a es: supzamkk"[ f (Ia,‘l)]p‘t <oo,5 2 0}
™k

[A,p]. ={aes:sup2amk|ak|”‘ <oo} ‘
™%
Simdi de X degerli dizi uzaylarini verelim.

I.(9)= {x € S(X):sgpq(xk) < oo}



(p.f,q,5) = {x € S(X):; k™ [ fla(x, ))]" <oo, §2 o}

L(p.f.q.5)= {x e S(X):supk~[ fa(x))]" <=0 52 0}
w.(p:f.q.8) = {x € S(X):sgp; k"[ flalx ))]”‘ <o, 52 o}
w..(4,9)= {x € S(X):Sgpgamkq(xk) < °°}
-(A,p.q) ={xeS(X) supZamk[q )| <x}
w. (A, f.q ={x e S(X): supZamkf (q(x,)) < }
w_(A,p,q,5) = {x € S(X):s?npzk“amk”[q(xk )| <ee, 52 o}
w.(A.p.f,q)= {x s S(X)supd, a[fla(=))]" < °°}
w. (A, f1q,5) = {x e S(X): sgp;a”*k"[ Fla(x, ))] <o, 52 o}
w..(A.p.f9,5)= {x e S(X):sgp;a,,,kk" [Fla=))]" <=, 52 0}

w,,(A,p,f",q,s) = {x € S(X):sgpzam,‘k"[f"(q(xk))]pk <o, §20, ve IN}
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iKiNCci BOLUM

Bu bdlimde, ilk olarak modllis fonksiyonunun g¢alisgmamizda
kullanacagimiz bazi 6zellikleri verilecek. lkinci olarak w_(A,p,f.q.s)

dizi uzay! tanimlanarak bazi O6zellikleri ve kapsam bagintilari
verilecek. Son olarak da wN(A,p,f",q,s) dizi uzay! olusturularak
veIN'nin durumuna gére incelenecektir.

2.1. Modilils Fonksiyonunun Bazi Ozellikleri

Teorem 2.1.1. f bir modllils fonksiyonu ise, Vv elNigin f' de
bir modullis fonksiyonudur. Burada f'=fofo. . . . of (f", flin v
defa bileskesi) seklindedir (Bilgin, 1992).

Lemma 2.1.2. f bir modilis fonksiyonu ve 0< 6 <1 olsun. Bu
takdirde veIN ve te [0,~) igin,

06 ise roys 2Llir)

olur. Burada f°=1 o6zdeglik dénGgumudir (Bilgin, 1992).

Lemma 2.1.3. f ve h herhangi iki modulis fonksiyonu ise,
f'.f.h, f/n ve f-h fonksiyonlarinin modillis fonksiyonu olmasi
gerekmez (Bilgin, 1992).
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Lemma 2.1.4. ; ve g herhangi iki modulus fonksiyonu ise
fog, a.f (a=20), f/(1+f) ve f+g fonksiyonlar da modUlis
fonksiyonlaridir (Rucle, 1973).

f modilis fonksiyonu sinirl yada sinirsiz olabilir. Ornegin,
Vx e[0,%) igin f(x)=x/(1+x) ile verilen f sinirh, f(x)=x/(1+x)? ile
verilen f sinirsiz modilis fonksiyonlaridir.

Lemma 2.1.5. Her x20 ve y20 icin f(x-y)< f(x)+ f(y) olacak
sekilde bir moddlis fonksiyonu vardir, Ornegdin, f(x)=log(l+ x)
seklinde tanimlanan f fonksiyonu yukaridaki 6zelligi saglar.

2.2. w_.(Ap.f.qs) Dizi Uzayir ve Bazi Ozellikleri

Bu kisimda, ilk olarak w,(A,p,f.q,s) dizi uzay: tanimi verilerek,
(X,g)'nun tam olmasi durumunda, tam paranormlu uzay oldudu
gbsterilecek. ikinci olarak dual uzayi ve garpim uzayi ile ilgili birer
teorem verilecek. Son olarak da bazi kapsama bagintilar
verilecektir.

X, e-sifir elemanl kompleks (veya reel) lineer uzay ve
X=(X,q), g seminormu ile seminormlu bir uzay olsun. x-degerli

dizilerin uzayini S(X) ile goésterelim. S(X); x=(x,), y=(y) ve A bir
skaler olmak Uzere,

x+y= (X +y,)

Ax=(Ax,)

seklinde tanimlanan iglemler altinda bir lineer uzaydir. f herhangi
bir modilis fonksiyonu, A= (a,) pozitif terimli bir matris ve p=(p,)

pozitif terimli reel bir dizi olmak lzere X'de
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w, (A,p.f.q.5)= {x € S(X):S\ipzamkk‘s[f(q(xk))]“ < o;,s 2 O}

dizi uzayini tanimlayalim. &(x) ile @'dan farkli terimleri sonlu olan
x-degerli dizilerin uzayini gdsterirsek,

o(x) cw. (A p.f.q.5)

oldugu kolayca g'o'riili]r. O halde tanlmladlglmlz dizi uzayinin bir
anlami vardir. Galismamiz boyunca p=(p,) dizisini Vke/N igin

0<ka81£ppk=H olarak alacagiz. Yine w_(A,p,f.q,s)'de bir diziyi x=(x")

ile gbsterecegiz. Burada her bir ne/N igin,
x"=(x,",x;‘,x§‘...) € w,.(A,p.f.q.5)
dir.

Eder w.(A,p,f.q.s) dizi uzayinda A, p, f, ¢, s 'den bir veya
birkag! 6zel secilirse; Cakar (1973) 'da tanimhi L ve L , Bulut and
Cakar (1979)'da tanimh  I(p,s), Bilgin (1992)'de tanimhi  I(p,f.q.s),
Eroglu (1994)'da tanimh I (p,f.q.s), Rucle (1973)'de tanimlanan ve
ayn: zamanda bir FK uzayi olan L(f), Kuttner (1946)'de tanimh
[C.1l., Maddox ( 1976,1968,1986)'da tanimhi [C,I,p]., [A,p]. Ve

w.(f), Connor (1989) 'da tanimh w_(A) ve w_(A,f) uzaylarn elde
edilir.

Lemma 2.2.1, w_(A,p,f.q,s) dizi uzayi lineerdir.

ispat: w,_(4,p,f.¢,s) dizi uzayinin lineer oldugunu géstermek igin,
S(X) lineer wuzay ve w.(Ap.f.q,5)cS(X) oldugundan Vx,ye
w..(A,p.f.q.,s) ve A, skalerler olmak Uzere Ax+uyew.(A,p,f.q.5)
oldugunu gdstermemiz yeterlidir. A matrisi, p dizisi, f ve ¢
fonksiyonlarinin &zellikleri dikkate alinirsa A,u skalerleri, Vke/N
ve x,,y,€X igin,

[f(q(lxk T ))]”‘ < [f (q (Ax )+ a(wy, ))]”“
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< [f(‘i'(l’cl.- )) + f(CI(u)’k ))]pk

[ (2la(x))+ £(lula(2.))]"

<[7(a(x))+ K (a(v)]" (2.1)

olur. Burada T, K; |A|< T ve |p/< K olacak sekilde pozitif tam
sayllardir. Ayrica esitsizlik 1.2.18.-(ii) gdzénline alinirsa,

(7o) + K (a))]" < o[l )" +[&r o "}

< 1’| fa(=x))]" + k[ r(a(n))]”

olacakiir. Bu ve 2.1 esitsizliginden,
[la(Ase+mn))]" e[ #a(x))]" + k[ £(a(n))]"

olur. Bdylece VkelIN igin k>0, a, >0 oldugundan A,u skalerleri ve
Vk ve x,y,€X igin,

a,,,kk'?[ fla(Axe,+ 1y )] < aub T f(g(x)]" + a,.kCK"[ fg(n))]" (2.2)

, : H

esitsizligi  elde edilir. ¢ ve CK ifadeleri sabit ve
x=(x).y=(y)ew.(Ap.f.q.5) oldugundan 2.2 esitsizliinde k=1'den
~'a kadar toplam alindiktan sonra m izerinden supremum alinirsa,

Ax+uyew,(A,p,f.q,5)
oldugu géralir. Bdéylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.2.2. w_(A,p,f.q,5), M= max (1,H) olmak tizere,

6te)= sp{ St et )]

Y
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ile bir paranormiu uzaydir.

ispat: G: v (A.p.fa:y —KR've bir fonksiyon oldugunu ve

agafndaki parancrm sartlar-r <al di§:r1 gosterelim. xe w_(Ap.f.q.9)
oldugundan v= ‘¢in,

supz 2k [ ( xk)] < oo

olup G(x)eR'dir. Simdi

f ve g'nun oOzelliklerini dikkate alarak
gsartlara bakaiim..

(i) ®e w.(Ap f.g.s), PeX olmak lzere

®= {0 6,9,..7 seklindadi Buna gire,

f VISR YV
G(8) = sup{Penk I la(6)]" b
"Lt ' !

" : M
= sgp*'zaﬂkk":f(")f l
k

~

= 0

olur.

, e B
1

(i)  G-x)= sgpﬁL}; 3, L{d-x))f |

/] J

~— ’ \ 12 %M
= sup P .'i[f- ;;i~1‘s9(xx))]
k

l

[
-sup{z_;amkl" srj(u\ v)\]!’k}
J
= G(x)

olur
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(i) M1 ve Vk igin %:&:1 oldugundan esitsizlik 1.2.18- (i) (c) ve
(b)'den VmelN igin,
] ‘ . P %"
G(x+y) = sgp{z @,k f(a(x+ )] }
k

) M

< sgp{zk‘ a, k"[ f(q(x‘. )) +f (q ()’L- ))]”* }

= sgp{z {(a& ks )‘u[ Flalx))+ £ (4 ))]p‘. “.’ }M }VM

k

<o {4 <Lt Iy

k

Yht

=Sﬂp{x{(amk")%"[f('l(xk))]%+(“""'k_;)%w[f(q0"))]m ]

‘ s‘*"HZ{(“mk“f/"[f(qm»]””’} }

+{§{(“m’<“)”"[f(qm.))]%}“m

!

) S‘*p{;{(“m"")y 1ol ))]"‘M}”} "

+sgnp{2{(amkk“’)y“ [f(q(yk))]%}M }VM (2.3)

k
G(x+y) < G(x)+G(y)

elde edilir.
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(iv) w.(A,p,f.9,5)'de herhangi bir dizi x=(x") seklinde oldugundan,
karigiklia sebep vermemek igin skalerlerin dizisini de 2,=(),") olarak
alacagiz. Burada VnelIN igin A" bir skalerdir. Simdi kabul edelim ki
A=A ve G (x"=x°) >0 (n— )dir. A ={2") skalerler dizisi yakinsak
oldugundan, VrelN igin || K olacak gekilde K pozitif tamsayisi
bulunabilir. Dolayisiyla supK” < K" dir. Esitsizlik 1.2.18-(i) (c), (b)
den Vm,neIN igin,

Ps %”
G(l"x" ~2°2%)= sup{Zamk"{ f (q(/l"x,:' - onf))] }
" Uk
Y
= sup{zam,‘k"[ f (q(l"x,': - A% + Axp ~ 20x0 ))] }
" Uk

< S‘:.P{E{(amk“ Y ([Kf(q(x: )%

k

Afelpe 3] )}}/

W {g{(“w"")%"{’ff (alxt - st
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n

-5 Pr %yl
<sup{ S [l =)}
k

Py %w
sspl S| Aol -2}
o )
<k” G(x" - x°) + sgp{; amkk's[f (C]([)L" - ]\f ))] } (2.4)

olur. K" sabit, G(x"-x")—>0 (n— ) oldugundan bu esitsizlikteki
birinci ifade sifira gider. Simdi ikinci ifadenin sifira gittigini
gbsterelim.

A" = A (n— ) oldufundan, VrelN igin |A' = A°|<T olacak
sekilde T20 sayisi var ve lemma 2.2.1. 'den

Tx® = (Tx?) € w_(A, p. f.q,5)'dir. Bdylece Ve > 0 i¢in, Jm,eIN > V>,
icin,

Nt

sl Sk [} <

kalir. Dolayisiyla Vm,neIN ve m>m, igin,

/4 Y/
sﬂp{; a,,,kk‘s[f (q([l" - Ax ))]p } ! < sgp{; a,,,kk”“[f (T(Q(x{))))]] } |
olacagindan Vnve Ve>0ve m>m, igin,
)M
sg'p{zk:(z,,lkk“x[ f(q([l" - AO]x;’ ))] } <3 (2.5)

kalir, Ayrica Vn ve m<m, i§:in,

o) H
sl S a1 <
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oldugu gbézéniine alinirsa, Ve>0 igin 3k, vardir dyleki Vn ve m<m,
icin,
. Pr yM £
sgp{zamkk—s[f(q([ln_,lo]xl?))] } <Z (2.6)
k>kgy

kalir. Yine Vm<m, ve X' = A" (n—> ) igin,

Y

sy {,‘2 - k-s[ f(timja” - 2° |q(x2’))]p‘. }

=0
oldugundan Vm<m, ve Ve>0igin 3In,€IN 3Vn>n, igin,

ko WM e
s%p{gam‘.k'-‘[ f(lz,"— A,Olq(xf))] } <7 (2.7)

kalir. Béylece 2.6 ve 2.7 'den Ve>0 ve m ¢ m, igin 3n, vardir gyleki
Vn >n, iken,

Y

sl S|l - ¥ <
k
kalir. Buve 2.5 den Vm ve ¢ > Oigin n > n iken

St
sgtp{; a",kk"‘[ f(q([/l" - /l°]xf ))],, } <-§—
elde ederiz ki, bu da

| p )M
s},l.p{z a",kk"‘[ f (q([/ln -A° ] xf))] } -0 (1 — o)
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oldugunu gosterir. Bdylece 2.4 esitsizligindeki ikinci ifadenin de
sifira gittigini godstermis oluruz. O halde G bir paranorm fonksiyonu
olup, (w..(A,p.f.q.s) , G) bir paranormlu uzaydir.

Bu G paranormu total degildir. Bu durum f ve g¢'nun tanimlari
gbzdénune alinirsa kolayca goériilebilir.

Eger,

d: w,(A.p.f.q.5) X w.(Ap.f.q.s) >R
fonksiyonunu | ‘

d(x,y)=G(x-y)
olarak tanimlarsak, 4 _bir invaryant semimetriktir. O halde
w.(A,p.f,q,s) dizi uzayl ayni zamanda bir lineer semimetrik uzaydir.

Simdi uzayin tamhgini gésteren teoremi verelim.

Teorem 2.2.3., A regliler bir matris olmak Uzere, (X,q) tam ise
w.(A,p.f.q.5), G paranormu ile tamdir.

ispat: Bunun igin w,(A,p,f.q,5)'de bir (x") Cauchy dizisi alalim.
(x") Cauchy dizisi oldugundan, Ve>0 igin In, €IN 3Vr,n>n, igin,

Ve
G(x"_xr)=sgp{2’amkk“[f(q(x:—x,:))] } <E (2.8)
.
kalir. Ayrica her bir k sabiti ve Vm igin,

Y

a0} < e it -}

olacagindan n,r>n, icin,

{amk"[f (a(xr = =) }%’ <e

ve f modilis fonksiyonu oldugundan, Vk sabiti igin,



[
<

snfeur ot~ = ot [t - |
0

esitligi
lim q(x,"l —x;)=0

r,n—yoe

olmasini gerektirir. O halde Vk sabiti igin (x"), (X,q)'da bir Cauchy
dizisidir. (X,q) tam oldugundan Vkigin,

q(x,':-y,‘)—->0 (n— ) (2.9)
olacak sgekilde X' de bi~ y=(y) dizisi vardir. $imdi biz

yew.(A,p.f.q,s) oldugunu gdsierelim. w_(A.p,f,q.s) lineer semimetrik

uzay ve (x") Cauchy dizisi oldugundan G(x")¢K olacak sekilde pozitif K
sabiti vardir. Dolayisiyla herhangi bir t igin,

L=l

[Seulal]] <x
olur. |

la(xr) - a(e)| < alxt = %)

oldugundan, 2.9 ve f 'nin surekliliginden,

i 3 et (o k))]"‘}yM <K
~{gee [t}

= S slat )]"‘}VM <K

k=1

I

K
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elde edilir. Burada ¢t — < igin limit alinirsa Vm igin

sgp{; 4, k[ £(a( )i }%ﬂ <K

olur. Bu da yew_(A,p,f.,q.5) oldugunu gdsterir. Simdi de
G(x"—y)—)O (n— o)

oldugunu gosterelim. 2.8'den dolayi herhangi bir t igin r,n>n,
oldugunda,

Yu
{Zamkk"[f Xp — X, ] } <€
kalir. Ayrica,
la(xs = %) - a(xt = )| < alxf - %)
esitsizligi ve 2.9 'dan

g(xp—x) > q(x-y) (r—>e)

olacagindan, f'in sirekliligini de kullanarak

inf$ o[ limetet )] | <

Yu

= (S [Alimalst- ) <e

k=1

Y

= S al -] <e

k=1

olur.Burada tr— e igin limit alirsak Vn>n, igin,



[Sartatr-n)} " <e

kalir. Burada her iki tarafin m (zerinden supremumu alinirsa,

Yot
s%;{; | lalst - )" } <e
elde edilir. Bu da,
G(x"-y)—>0 (n—>oo).
oldugunu gt‘)sterir.”

Boylece w_(A,p,f.q,s)'nin tam paranormlu (veya tam lineer
semimetrik) uzay oldugu gésterilmis olur.

Teorem 2.2.4. f sinirh bir modilids fonksiyonu, (a,,) pozitif

terimli regller bir matris ve s>1 olsun. Bu takdirde xew_(A,p,f.q.5)
oldugunda,

Y, t,x, yakinsaktir & () e®
k
dir.

Ispat: Sart yeterdir: xew,(4,p,f,q,5) olsun. (1,)e @ iken

Z Xy
k

sonlu toplama déniseceginden yakinsaktir.

Sart gerektir: Kabul edelimki xew,(4,p.f.q.5) igin Y. fx,
k

yakinsak, fakat (z,)e® olsun. Bu takdirde pozitif tam sayilarin artan
bir (n,) alt dizisi vardir oyleki



N
[$3)

t.|>0 (ke{L23, ... })

dir. Simdi g(u)>0 olacak sekilde ue X sabit vektdrd igin (y,) dizisini,

[ u

q(u),
Y =1 (2.10)

L6 , k#n,

olarak tanimlayalim. f sinirli oldugundan V:e[0,) igin f(1)<K
olacak sekilde K>1 sabiti bulunabilir. Vk ve x,eX igin q(x,)e[0,)
olacagindan,

k=n,

f(q(xk)) <K (2.11)

ve dolayisiyla 2.10 'daki dizi igin de,
sup > a,. k[ f(a(n))]" <sup Y a,k (K]
k k

<K"sup) a,k”
m k

< oo
oldugundan yew_(A,p,f.q,s)'dir. Fakat Il={nk:ke{1,2, .. }} dersek,
u
Ly, = tn,
zk"k ¢ Z‘l t, q(u)
u
=243
Q(u)kell

olacagindan ' 1y, iraksaktir. Gunkd I, ={n:n, <r} dersek,
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olur. Buradan da

: q(u)
limg(s, ) =lim=———=
roe ( ) r>=q(u) I«sl2

= 12221

kel,

1

kel,

- ©o

elde edilir. Bu ise kabulimuzle geligir. O halde ()< @'dir.
Teorem 2.2.5. [ c M[w,,(A,p,f,q,s)] cw.(A,p, f,s)'dir.

Ispat: ¢=(s,)el. olsuun. Bu takdirde Vk igin [s|]<K olacak sekilde
K pozitif tamsayisi bulunabilir. Boylece Vxe w_(4,p,f.q,s) ve Vm igin,

s%p{; ank”[f(a(tr))]" } 5 S&P{%“m&""[f ““"I("k))]m}
<supza,,,k [ #(Kq(=))]"

K" sup zk: a k™ [f (q (% ))]pt

< 00

olacaktir. Bu da teM[w.(Ap.f.q.5)] demektir. Simdi kabul edelimki
reM[w,(Ap.f.g.s)] dir. Bu takdirde Vxew.(A4,p.f.qs) igin

t-xew,(A,p,f.q.s) 'dir. g(u)>0 olacak sekilde ueX sabit vektoru igin
re IN olmak uzere,

<<(o0-giz)



dizisini gézoénlne alalim. Buna gore,
Slipza"'kk—s[f(q(x; ))]pk = amrr—s[f(l)]p’
T

olup, Vm ve relIN igin bu ifade sinirl oldugundan VrelIN  igin

x"ew_(A,p,f.q,s) 'dir. O halde VreIN igin t-x"ew_(A,p,f.q.s) olmahdir.
Buna gére VreIN igin,

s&p; amkk”‘[ fla(tex, ))]m = syp; amkk"‘[ Flltla(x, ))]m

= e[ D]”

< oo

dur. Buda rew_(A,p,f,s) demektir.

Teorem 2.2.6. A=(a,)20 regller bir matris olmak Uzere,

herhangi f, f,, f, modilis fonksiyonlar ile ¢, ¢, ¢, seminorm
fonksiyonlar ve s, s, 5,20 igin,

(i) s>1ise w_(A,p.f.q9.5) cw.(A p, fof,.q.5)

(i)) w.(Apf.9.5) Cw.(Ap.fruq.5) S W (A fi+ f1.0.5)
(i) w.(A.p.f.91.5) " wW.(A D, f.q:.5) S W.(A . £, + 43,9)
(iv) g, kuvvetli g, ise w.(A,p,f,q,,5) S w.(A,p,f.q5.5)
filt
falt

(v) limsup

t~ro0

)) w~ ise w (A p.f1.4:8) S w.(A,p, f1.9.5)

(Vi) 5 <5, ise w_(A,p.f.9.5)cw.(A D f.q.5,)

olur.

Ispat: (i) f sifirda sagdan sdrekli oldugundan Ve>0 igin 0<d<1
olacak sekilde 36>0 30sts46 iken f(r)<¢'dur.
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= {k € IN:f,((I(xk)) s 6}

L ={keIN: f,(q(x,)) > 6}

dersek, Lemma 2.1.2.'den

fla(w))> & tken £{f(g(x) < {f“’}f,(( )

elde edilir. Boylece xew,_(A.p.f.q.5) ve s>1 igin,

sup 34,k [rofi(a(=))]" = sup ¥ a.uk[ fof (a(x.))]"

kel

+S‘;l"p Zamkk—s[fofl (Q(xk ))]pt
kealy

<sup 3 a, k(€] +sup 3 @,k Hzf(l)}f,(( ))]m

kel kel,

< max ( )Zauk +max(dI dz)z - "[fl(( ))]pk

bulunur. Burada

: inf pg H
¢l = ghr g2 = gH g = {3%} 4 = {2—’;(1—)} (2.12)

seklindedir. Boylece xew_(4,p,fof,.q,s) oldugu ispatlanmis olur.

(i) Vk ve x,eX igin ¢(x,)20 oldugundan, Esitsizlik 1.2.18-(ii)'den,
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ve Vk igin a, 20 ve k™ >0 oldugundan,

ak”[(fi+ F) e < Cank [ fila())]" + Cank[falal)]"

olur. Burada m Uzerinden supremum ve k=1'den 'a kadar toplam
alinirsa

supZamkk [j",+f2 q(x, ] <Csupza,,,,,k [fl q( % ]pk

+Csup2amk [ (q(x,‘))]pk

elde edilir Bu ise xew_(Apf.q.5)nw(Ap.fqs) iken
xew,(A,p,f, + f1.9,s) oldugunu gdsterir.

(iii) Vk igin a, 20 ve k>0 oldugundan, esitsizlik 1.2.18-
(ii)Yden de faydalanarak

a.k”’ [f (ql +4q, )(xk )]pk =a,k™* [f (‘11 (xk ) +4q, (xk ))]Pk
<a, k™’ [ f (ql (x, )) +f (q2 (x ))]p,,

< Camkk"[ f (ql (x ))]pk + Camkk"[f (42 (e ))]pk

yazabiliriz. Buradan da (ii)'dekine benzer olarak her iki tarafin m
{zerinden supremumunu ve k=1'den «~'a kadar toplamini alirsak

sup Y, ank”"[£(a,+ &))" < Coup k[ f(a(=))]"

+Csup2amk [ (qz(xk))]pk
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clde edilirki, bu da xew.(Apf.g.s)nw.(Ap.f.g.s) iken
xew.(A,p,f,q +4,s) oldudunu gosterir.

(iv) ¢, kuvvetli g, ise Tanim 1.2.6'dan Vk ve x€X icin
g,(x.) S Kq,(x,) olacak gekilde K pozitif tamsayisi bulunabilir. Bdylece
xew,(A.p.f.q,5) ise

sup Y, 0, f(a(=))]" sgp;amkk“[f (Kai(=)]"

<k* Sl:'p;amkk"[ fla=))]"
< oo

olur ki, bu da xew_(4,p.f.q,,s) demekdtir.

(v) limsup A(0)

fde »(2)

< olsun. Bu takdirde Vre[0,) igin f—‘(tlSK
f2(®)

olacak sekilde K>1 sabiti bulunabilir. Vk ve x,eX igin g(x,) €[0,)
oldugundan,

= [f 1 (‘I(Xk ))]pk <k H[f 2 (q (xk ))]pk
olur. Burada Vk igin a, =0 ve k™ >0 oldugundan,
ok [fi(a(=)]" < K ek [ fola(x)]"

yazilabilir. Bu son egitsizlikte her iki tarafin m Uzerinden

supremumu ~'ve k=1'den «'a kadar toplami alinirsa, Vxew. (A p,f2,9:5)
igin,

sp % ot [l 2570 . e [1late)
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e

elde edilir. Bu ise xew,(A,p.f,,q.s) oldugunu gdsterir. Boylece ispat
tamamlanmig olur.

(vi) s, <s, olsun. Bu takdirde Vk igin 0<k™ <1 oldugundan Vkigin
k™ <k olur. Bdylece Vk ve x,eX, xew,(A,p,f.q.5,) igin,

ank” [ Fa(x))] < @k~ [ Fa(x))]"

olur. Burada m Uzerinden supremum ve k=1'den 'a kadar toplam
alinirsa sonug¢ elde edilir.

Sonuc¢ 2.2.7

(i) s>1 ise w_(A,p.q.5) S w.(A p.f.q.5)

(i) g, =g, ise w.(A,p.f.q,.5)=w.(AD.f.q.5)

(i) w.(A,p.f.q) = w.(A,p.f.9.5)

(iv) w.(4,p.9) cw.(A,p.q.5)

(V) w.(A f.9) cw.(A f.q.5)

ispat: (i) Teorem 2.1.6-(i)'de f£,(t)=¢ alinirsa, s>1 igin

w.(A,p.q,5) cw.(A,p.f.q,s) oldugu goruldr.

(ii)) gq,=q, ise Vx,eX igin q‘—%"‘—))-STolacak sekilde T pozitif
9\ X%

sayis!| vardir. Buradan,

) p a(%) < Tan(x.)

9> (xk)

yazilabilir. Bdylece Teorem 2.1.6-(iv)'dekine benzer olarak
xew,(A p. f.q,5) ise,



sgp;amkk”[f (a(=))]" ssup ;a,,.kk”[f (T.a:(x))]"

<T"sup Y, auk ™[ flga(x))]
k
< °°.
elde edilir ki, bu bize xew,_(A,p,f,q,5) oldugunu, dolayisiyla da

W..,(A:ny,qz,s)QW,,(A,P,f»qus) (2‘13)

oldugunu gésterir.

Benzer olarak ¢, =g, ise Vx eX igin —q—z%'—r%SK olacak sekilde K
qi\ Xk

pozitif sabiti vardir. Yine benzer dusince ile

<K = qy(x)<Kq(x,)

e

‘Iz(xk
ql(xk)
yazilabilir. Buradan da Vxew_(4,p,f.q,s) igin,

sup X, apek g (xe))[" < sup Y| f(Kai (=)

< K* sgpzk;amk"[f (a:(=)]"

< oo
olur ki bu da xew,_(A,p,f.g,.5) oldugunu ve dolayisiyla
W (AP, f,91:8) S W..(A, D, fr12,5) (2.14)
oldugunu gosterir. 2.13 ve 2.14 'den ¢, =¢, iken
w,.(A,p,f,ql,s)Ewm(Asé,f,qz,S')

elde edilir.
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(iii) Teorem 2.1.6- (vi))da s=0 ve s,=s alinirsa,
w.(A,p,f.q) cw.(A,p. f.q,s) oldugu goruldr.

(iv) Teorem 2.1.6- (vi))da s,=0, s,=s ve f(t)=r ahnirsa,
w.(A,p,q)cw.(A,p,q,s) oldugu gorilir.

(v) Teorem 2.1.6- (vi))da s, =0, s,=s ve Vki¢cin p, =1 alinirsa,
w (A, f.q)cw.(A f.q,5) elde edilir.

Simdi de hangi sartlar altinda bu uzaylarin X Uzerinde tanimli butln
dizilerin uzayina esgit oldugunu karakterize eden bir teoremi verelim.

Teorem 2.2.8. s>1 ve A=(a,) matrisi igin supY a, < sart
™ Tk

saglansin. Bu takdirde,

() w.(Aq)cw.(Ap.f.q.5)

(iiy £ sinirh ise w_(A,p. f,q,5)=S(X)

(iii) g sinirh ise w_(A,p,q,5)=w_(4,p,f.q,5)=S(X)
dir.

Ispat: (i) xew,(4,q) olsun. Bu takdirde Vk igin f(q(x,))< f(K)<T
olacak sekilde T>1 pozitif sabiti bulunabilir. Bdylece (a,) matrisinin
Ozelligi de dikkate alinarak, s>1 ve Vm igin,

sgpg,amkk“[f (a(=))]" < S‘,},Pg ak*[T]*
STsupy a,.k™
™ Tk

< oo

olacagindan xew,_(4,p,f,q,s) elde edilir.



(i)  f sinirh olsun. Bu takdirde 2.11 'den herhangi x=(x,)eS(X)
icin s>1 oldugunda,

sup Y a,k [ Fla(x, ))]m' < sup Z“, a,k[K]"
> .
<K¥sup ) a,k
m k

< oo

elde edilirki, bu da xew,(Ap.f.qs) demektir. O halde
S(X)cw.(A.p.f.q,s) dir. w_(A,p f.q.s)cS(X) oldugu tanimdan agiktir.
Clnkd w,_(A,p, f.q,s) uzayini;

w.(A,p. f,q,5) = {x € S(X):sbllpEamkk”[f(q(xk ))]P* <o, 52 O}

seklinde tanimlamigtik. Bu tanim, w_(A,p,f.q,s) uzayini olusturan
bitin elemanlarin S(X) uzayindan alindigini ifade eder. Dolayisiyla

w.(Ap.f.q.5)C S(X)'dir. Bu ikisinden de w_(A,p,f.q.5)=S(X) elde edilir.
(iii) ¢ sinirh olsun Bu iakdicde Vk ve x, € X igin

g(x,)<T (2.15)

olacak sgekilde T>1 sabiti bulunabilir. O halde herhangi x=(x,)eS(X)
icin s>1 oldugunda

sup >’ a,,k*[q(x,)]" <sup D a,k=[T]
k k
ST"sup ) a,.k~
m k

< oo

elde edilirki, bu da xew,(A,p,q,5s) demektir. Boylece S(X)cw.(A p.q.5)
olur. w_(4,p.q.5)cS(X) oldugu tanimdan agiktir. Bu ikisinden de
w..(A, p.g,s)=S(X) nldugu goralir. Ayrica 2.15 ile f'in strekli ve artan
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olusundan Vk vex, € X igin f(q(xk))SK olacak sekilde K>1 sabiti vardir.
Bu yilizden herhangi x=(x,)eS(X) i¢in s>1 oldugunda (ii)'dekine benzer
sekilde xew_(A,p.f.q.5) elde edilir ki, bu da S(X)cw.(Ap.f.q.5)
demektir.

w.(A,p.f.q.s)cS(X) oldugundan w_(A,p,f.q.s)=S(X) bulunur.
Buradan da,

w..(A,p.q.5) = w_(A,p.f.q.5) = S(X)
elde edilir.

Teorem 2.2.9. r€[0,) olmak lzere A=(a,) matrisi igin
sup Y a,, <o sartl saglansin. Bu takdirde,
" Tk

(i) 1< f(r) ise w,(A f.q)cw.(Aq)

(i) 2 f(c) ise w,(Aq)cw.(Af.q)
dur.

ispat: (i) Kabul edelimki xew,(A,f,q) olsun. Bu takdirde Vte[0,)
igin 1< f(r) ve ¢(x,) reel, ayni zamanda non-negatif tanimh oldugundan

a(x.) < f(q(x,)) igin,
sup ;amq(xk) < sgp; a,.f(a(x))
< oo
elde edilir ki, bu da xew_(A,q) demektir.

(i) Kabul edelimki xew_(A,q) olsun. Bu takdirde (i)' deki benzer
diglnce ile

f (q(xk )) s q(xk)

icin,

sgp;amkf (a(x)) < sgpg,amq(xk)
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<& oo

elde edilir ki, bu da xew,_(4,f.,q) demektir.

Teorem 2.2.10. A =(a,) matrisi igin  supDa, < sart
m %

saglansin. Ayrica t=(t) ve r=(r,) simrh diziler ve VkeIN igin
0<1, <r, olsun. Bu takdirde

w.(At f.q)cw.(Ar.f.q9)
dur.

ispat: xew_(Atf,q) olsun. Bu takdirde yakinsaklik tanimindan
VO<e<l1 igin 3k, vardir. > Vk>k, iken,

[ f (q(xk ))]rk <e<l

dir. Vk i¢in t, <r, olacagindan k> kjiken

[Aa=))]" <[(at=))]"

olur. Burada A=(a,,) matrisine konulan sartlar altinda,

sup 3| f{a(w))]" 50 Nl f(a())]

< oo

olur. Bu ise xew,(A,r,f,q) demektir.
Sonu¢ 2.2.11, VkelN igin,
(i) 0<p,<1ise w_(Apf.q) cw.(Af.q)

(i) p.21ise w(Af.q9)cw.(ADp.f.q)



ispat: (i) Teorem 2.2.10!/da VkeIN igin p, =t ve r, =1 alinirsa,
w.(A,p,f.q) cw.(A, f,q) oldugu gorilir.
(i) Teorem 2.2.10da VkelN igin p,=r, ve t, =1 alinirsa,
w.(A.f.q) cw.(A.p,f.q) oldugu gorildr.
Sonu¢ 2.2.12. VkeIN igin,
(i) 0<p, <1 ise wN(A,mp-:,_q)ug w.(A,q)

(i) p.21ise w,(Aq)cw.(Ap.q)

ispat: (i) Teorem 2.2.10'da Vte[0,%0) igin f(t)=t, VkeIN igin
P =t ve r, =1 segilirse w_(A,p,¢)cw.(A,q) elde edilir.

(i) Yine Teorem 2.2.10/da Vte[0,0) igin f(t)=t, YkeIN igin
p.=r, ve t, =1 alimirsa w_(A,q) =w.(A,p,q) oldugu gorultr.

Sonug¢ 2.2.13. VkelN, Vie[0,) igin t< f(r) olmak Uzere,
(i) 0<p, <1ise w_(Ap,f.9)cw.(Aq)

(i) p. =21 ise w_(Aq)cw.(A Pp,q,s)
dir.

ispat: (i) Teorem 2.2.9'da

w.(A.f.q) cw.(A.q) - {(2.18)
oldugu ve Sonug 2.2.11'de

w.(4A.p.f.q) S w.(A f.9) (2.17)
oldugu gosterilmigti. 2.17 ve 2.16"dan,

w.(4,p.f.q) cw.(A.f.q) cw.(A.q)

yazilabilir. Kapsama bagintisinin gegisme ozelligi kullanilarak da
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w.(Ap.f,q9) S w.(A.q)
elde edilir ki, bu da ispati tamamlar.
(i) Sonug 2.2.7- (iv) ve sonug¢ 2.2.12-(ii)) g6zbnine alinirsa
w..(4,9)  w..(A.p,q5)
oldugu goriir.
Teorem  2.2.14. A=(a,) matrisi igin sup}a, <= sart
saglansin. Ayrica, p,=0(r,) ve r,=0(p,) olsun. Bu takdirdta,
w.(Ap.f.q)=w.(Ar.f.q)

dur.

[spat: x=(x,)ew_(4,p.f.q) olsun. Yani VkeIN igin

F=[f(a(x))]"* =0(1) ve r,=0(p,) oldugundan -<M olacak gekilde
D
bir M pozitif sayisi vardir. Buradan,

Py

[#la=)]" ={[#la=)] "]

P

= [f (q(x, ))r &

Tx

=[fla=)]" ™

[f (‘1("%))]’t <F"

olur. A=(a,,) matrisi i¢cin hipotezdeki kabul géz énlne alinarak,

sup zk: a, [ fla(x, ))]rk < s?upz a, F"
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elde edilir. Bu ise w_(A,p,f.q)cw.(A.r.f,q) demektir. Benzer sekilde
w.(Ar. f.9)cw.(Ap.f.q) oldugu gésterilebilir. Bu ikisinden de
w.(A,p.f.q)=w.(A,r, f,q) bulunur.

Sonu¢ 2.2.15 A=(a,) matrisi igin sup a, <e sarti saglansin.
™ Tk
p.=0(r,) ve r,=0(p,) ise
w.(A,p.q)=w.(A,r.q)

dir.

Ispat: Teorem 2.2.14 'de f modilis fonksiyonu V:e[0,0) igin
f(t)=t olacak sekilde secilirse sonug goérulur.

2.3. w.(A.p.f'.qs) Dizi Uzayi Uzerinde Bagintilar

w.(A,p.f.q.s) dizi uzayinda f modilisi yerine Teorem 2.1.1 'den
dolay1 VYvelN igin f’ modilis fonksiyonu alinirsa,

w,,(A,p,f",q,s):{x € S(X):SI'JRpZamk“[f"(q(xk))]pk <eo0,520,veE IN}

olur. w.(A,p.f.q.s)'de gegerli olan biitin ifadeler f yerine f’ alinirsa
w.(A.p.f".q.5)'de de aynen gegerlidir. Ornegin; w.(4,p.f".q.5) de tam
paranormlu uzaydir. Tabii buradaki paranorm fonksiyonu;

o=spfSesclral |
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seklinde olacaktir. Bu kisimdaki amag, velN'in durumuna gore
w,,(A,p,f",q,s) dizi uzayini incelemektir. '

Teorem 2.3.1. s>1 ve n<v, n,veIN olsun. Bu takdirde,
w.(4.p.f".q.5) S w.(Ap.f.q.5)
olup, bu kapsama bagintisinin tersi genelde dogru degildir.

ispat: Ispati time varim metoduyla yapacagiz. v-n=r dersek
reIN ve ryl olur. Simdi r=1 igin dogrulugunu gdsterelim. Bunun igin,

W”(A,p,f",q:s) c WW(A’p’f“l,q,s)
oldugunu gostermek gerekir.

f sifirda sagdan surekli oldugundan, e>0 igin 0<d<!1 olacak
sekilde 35>0 vardir gylekiO<r<4 iken f(r)< & dur.

1,={keIN:f*(q(x,)) < 8}
I, ={k e IN:f*(q(x,))> 5}

dersek, Lemma 2.1.2. ve 2.12 ifadesinden s>1 ve xew_(A,p.f".q.s)
oldugunda,

sx'lnpgamkk"‘[f ™ (q(xk ))]p‘ = s""l'pg,amkk—s[f (f " (q(xk )))]m

_ sup[z aul (£ (a=))]" + T awk (ol }

kel,

<sup 3 o[ (7 (alx)]" +oup T ank [ (7" (alx )]

' kely ' kel,

<sup Y k€] + sup Y a,.k [{2 )18} (alx, ))]m

kel kel,
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< max(é‘,ez)su;) zamkk" +max(d',d*)sup 2(1,,,kk”’[f" (q(:ck))]m
" kel,

kel "

< oo

olur. Bu da xew.(Ap f*'.qs) oldugunu gosterir. Boylece r=1 igin

dogrulugu gosterilmis olur. Simdi r igin dogrulugunu kabul edelim.
Yani,

W, (A,p,f",q,s) c wn(A,p,f"”,q,s) (2.18)
olsun. r+1 igin dogrulugunu gésterelim. Bunun igin
w.(A.p.f"q.5) c w.(A.p. f™ " q.5)
olmalidir. Bunun yerine 2.18 'den dolayi
w, (A,p,f"*’,q,s) c wn(A,p,f""“,q,s)

oldugunu gdéstermemiz yeterlidir. Halbuki bu da r=1 ig¢in yapilan yolla
kolayca elde edilebilir. Qunk( orada n yerine n+r almak vyeterlidir.
Boylece r+1 iginde dogrulugu gosterilmis olur.

Simdi de bu kapsam‘ha bagintisinin tersinin genelde dogru
olmadigini gosterelim. Bunun i¢in bir ters 6rnek vermek yeterlidir.
Kabul edelim ki,

X=1IR, qu)=|4, f(z")=ty3, s=2 ve Yk i¢cin p,=5 olsun. Buna
gore,

w,,(A,p,f”,q,s) = {x € S.(X):Zamkk*lxkl%' <oo,VE IN}
%

olacaktir.

w,,(A,p,f",q,s) & w”(A,p,f",q,s)
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oldugunu géstermek istiyoruz. Bunun igin xew.(A,p.f".q.s) Ve

xew.(A,p.f".qs) olacak sekilde %K'de bir
yeterlidir. v,m,keIN olmak (zere,

a 1, k=m
D = 0, kzm

3v~l
ve x=(k5] segcilisi igin,
5 =\
supZamkk'2|xk|/3' =51zp21-k‘2 ks
"™k k
s
- 253
-sgpzk:k k
- -23%137
—sgpzk:k k
il -21,37
-sxip;k k
= 3 )
—sgp;k k
3
. 3
—sgp;k

1
R
< oo

oldugundan xew,(A,p.f".q.5)'dir. Fakat,

2[.. 174 = G
sgp;amkk‘ kal ¥ =slipzk“l.k"2 k3

x=(x,) dizisi bulmamiz
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olacagindan xew,(A,p,f".g.s) dir. Bdylece ispat tamamlanmig olur.
Sonu¢ 2.3.2. s>1 ve velN olsun. Bu takdirde,
(i) w.(Ap.f.q.5)cw.(Ap.f".q:5)
(ii) w,,(A,p,q,s)_C_W,,(A,p,f",q,s)
Ispat: (i) Teorem 2.3.1'de n=1 alinirsa sonug kolayca elde edilir.
(i) Bu da (i) ve sonug 2.2.7-(i)'den kolayca gorilr.
Teorem 2.3.3. n<v, n,velN olsun. Bu takdirde,
(i) f(t)<t ise w.(A p.g.5)Sw.(Ap.f.q.5)cw.(AP.fq.5)
(i) f(6)2t ise w.(Ap.f".q.5)cw.(ADp.f".9.5) cw.(A P.g.5)

Ispat: (i) f(r)<t ise, f modilis fonksuyonu artan oldugundan
asagidaki esitsizlik yazilabilir.

OSSO SFASf) <t



Vk ve x, e X igin ¢(x,)20 olaci:gindan,

olur. a, >0 ve k>0 oldujundan Vk ve x, €X, p, >0 igin,

s PN G P U R S VA CIEY)) S P

elde edilir. Burada k (zerinden toplam ve m (zerinden supremum
alinirsa,

w.(4,p.q.5) cw.(Ap.f".q.5) w.(A.p.f.q.5)
oldugu goraltr.

(ii) f(z)=¢ iken (i) dekine benzer gekilde

Vk ve x, €X, p.>0,  k7>0, a,, >0 icin,

P

amkk"[ f "(q(xk )) > amkk"[ f "“(q(xk ))]pk > 2> amkk's[ f (q(xk ))]pk

(2.20)

Pr

2.2 a,,,kk"‘[ fla(x, ))] 2 a,,k™[q(x,)]"
elde edilir ki, bu da,

w.(4,p.f":q.5) S w.(Ap.f".4.5) S w.(A, p.q.5)

oldugunu gdsterir.
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Sonu¢c 2.3.4. 5s>1, f(t)=tve velN ise

w,,(A,p,f",q,S) = W,:.(A,P,q’s)
dir.

ispat: sonug 2.3.2-(ii) ve Teorem 2.3.3-(ii) birlikte diglinulirse
sonug géruldr.
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-0cUNCU BOLUM

Bu bélimde, (X,q) seminormlu, kompleks (ya da reel) lineer
uzayinin tam olmadigint kabul ederek, w.(A,p.f.q,s) 'nin de tam
olmadig: g&sterilip, w.(A,p.f.q,s) dizi uzay:r ile diger baz dizi
uzaylari arasinda ki kapsama bagintilar verilecektir.

3.1, w.(Apf.gs)nin Tam Olmayig

Teorem 3.1.1, (X,q) tan. degilse, w_(A,p,f,q.s)'de G paranormuna
gore tam degildir.

ispat: (X,q) tam olmasin. Bu takdirde X'de Cauchy, fakat
yakinsak olmayan bir u=(4) dizisi vardir. x=(x") dizisi,

x! =(ul,6,9 cey
x* =(u,,6,6. . -

...........................

---------------------------

olacak gekilde tanimlansin, Buna gére,

n r

x"—x"=(u,~u,0,0,. .. )
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olur. Burada,

olacagindan,

IM

G(x" - )~sup{zam" il (q(‘:-x’:))]m}

= sl’ip{a,,,l [f (q('u,, - ur))]pk }VM

olacaktir. f modills ve u, (X,q)'da bir Cauchy dizisi oldugundan,

tim G )= i spfou |l )"}

= Sln].p{a”"l:f( lrglmq(u —u ))1 " }%’

=0
olur. O halde (x"), w.(A.pf.gs) de bir Cauchy dizisidir. (x")'in
w.(A,p,f.q,5)'de yakinsak olmadigini gdsterirsek ispat tamamianir.
Kabul edelim ki,
G(x"=1)>0 (n—>e) (3.1)
olacak sekilde t=(1,)ew.(A,p,f.q.5) dizisi vardir. Buna gbre,
X —t=(u,~1,0-4,0-t;, . ..)
= (1, =ty =ty =ty e )

ve

o= -sple el T e |
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> S‘,},P{“ml[f (g, -1 ))]Pl }%W

olup, 3.1 ve f modills oldugundan
Jim g(u, —1)=0

olur ki, bu da u«'nun segilisi ile geligir. O halde (x") yakinsak olamaz.

Sonu¢ 3.1.2. (X,q) tam degilse w.(A,p,q,5) de

G‘(x)"'S‘i"{g%k"[e(xk)]”‘}ym

paranormuna gdére tam degildir.

Ispat: Teorem 3.1.1'de f(r)=¢ alinirsa sonug Kolayca elde edilir.

3.2, w.(A,p.f.q;s) Dizi Uzayi ile Diger Bazi Dizi Uzaylar

Arasindaki Kapsama Bagintilan

Teorem 3.2.1. A =(a,) matrisi igin  supY a,<e  sarti
"k

saglansin. Bu takdirde,
() Up.frq.5) S w.(A P fq.5)
(ii) s>0 ise I.(9)cw.(A.p,.f.q,5)

[spat: xel(p.f.q,5) olsun. Bu takdirde,

k"[ f (q(xk))]pk < oo



477

olur. Burada A=(a,) matrisinin &zelligi kullanilarak

sup Y ak” [ fla(x, ))]pk <o
k
elde edilir ki bu da xew_(4,p,f.q.s) demektir.

(i) xel.(q) olsun. Bu takdirde Vk igin g(x,)<K olacak gekilde
pozitif K sabiti vardir. f sirekli ve artan oldugundan Vk igin
f(q(xk))s f(K)<T olacak sekilde T>1 pozitif sabiti bulunabilir. Bdylece
Vm igin,

sgpzk‘.amk <oo
oldugundan,
sgpfklamkk"[f (a@=))]" = Sgp;amkk"[T 1"
< oo
elde edilir ki, bu da xew_(A,p,f.q,s) demektir.

Teorem 3.2.2, w_(p.f.q.5)cl.(p.f.q,s) 'dir.

ispat: Kabul edelim ki xew_(p,f.q.s) olsun. Bu takdirde,
-5 Pi
sup, K[ f(a(=))]" <=

oldugundan

)] <

dur. Buradan da
supk™*[f(g(x))]" <=

elde edilir ki bu, xel (p.f.q,s) demektir.
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Teorem 3.2.3, A=(z,) matrisi igin, supd a, <= sarti
m k

saglansin. Bu takdirde I (p.f.q.5)cw.(A,p.f.q,5)'dir.

Ispat: Kabul edelim ki, x =L (p,f,q,s) olsun. Bu takdirde

el <o

dir. A=(a,) matrisinin 6zelligi kullanilarak,

; @k [f (‘1 (x, ))]m <o

= S‘I.I.pzk: amkk"‘[ f (q(xk ))]p‘ < oo

elde edilir ki, bu da xew,(Ap.f.q,;5) oldugunu gosterir.
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