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Bu tez beg boliimden olugsmaktadair.
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Ikinci boltimde, iligkili doniistimler, kiime degerli doniisiimler ve F-biiziilme kavramlari
yer almigtir. Ayrica tezin geri kalan boliimlerinde kullanilan bir takim tanim ve teoremler
ifade edilip boliim baz 6rneklerle pekigtirilmigtir.

Tezin diger boltimleri orjinal sonugclar icin ayrilmigtir.

Ucgiincii boliimde B. Fisher ve arkadaslar tarafindan ispatlanan tek degerli iligkili doniigtim-
ler igin bir sabit nokta teoremi hatirlatilmigtir. Ardindan Wardowski'nin teknigi kul-
lanilarak bu teoremin F-biiziilmelere bir genellegtirilmesi verilmis ve bir takim sonuclar
elde edilmigtir.

Dordiincii boliimde ilk 6nce d —metrigi ile tanimlanan kiime degerli iligkili doniistimler icin
tanim ve teoremler hatirlatilip, ardindan Hausdorff metrigi kullanilarak bir takim kiime
degerli iligkili doniigiimler ve kiime degerli iligkili F-biiziilmeler ifade ve ispat edilmigtir.
Ustelik bu teoremlere iligkin bazi érnek ve sonuclar elde edilmistir.
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SIMGELER DiZiNi

Dogal sayilar kiimesi

Rasyonel sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

Metrik uzay

x ile y arasindaki uzaklik

Metrik uzay

x ile y arasindaki uzaklik

A kiimesinin en kiigiik {ist sinir1

A kiimesinin en biiyiik alt sinir1

A kiimesinin en biiyiik elemani

Dizi

{z,} dizisi  noktasima yakmsar

x, Ty kiimesinin elemanidir

R, V kiimesinden U kiimesine bir doniigiim
G, U kiimesinden V' kiimesine bir doniigtim
x noktasimin A kiimesine olan uzakligi

sup{D(z,B) : x € A}

A ile B kiimeleri arasindaki en uzak mesafe
Birlesim

Kesigim

Toplam sembolii
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1. GIRIiS

Sabit nokta teorisi, bogtan farkli bir X kiimesinin elemanlarini ayni kiimenin farklh
elemanlarima gonderen bir doniigiimiin en az bir noktay1 sabit birakmas ile ilgili
teoremlerin geneline verilen addir. Bu teoremler, bir sabit noktasinin var oldugu
kosullar1 incelediginden matematigin fonksiyonel analiz, genel topoloji, operator
teori gibi dallariyla iligkili oldugu kadar fizik, ekonomi ve miihendislik gibi pek cok

alanda da kullanilmaktadir.

Sabit nokta teori caligmalar1 1910 yilinda normlu uzaylarda Brouwer ile baglayip,
1922 yilinda Banach’in tam metrik uzaylarda biiziilme tipi doniisiimler icin sabit

nokta teoremini ortaya koymasiyla iki yonde gelismeye baglamigtir.

Brouwer, R™ nin kapali birim yuvarindan kendi iizerine taniml siirekli her déniisiimiin
bir sabit noktasi oldugunu soylerken, Kakutani bu teoremin sonsuz boyutlu uzay-
larda saglanmadigini gosteren érnegi (ls, ||.||2) Hilbert uzaymi bu uzaydaki kapal

birim yuvar ile birlikte diigsiinerek ve T': K — K doniistimiinii
Tr = { I ||x||%,$17[172,...,$n7m}

bigiminde tanimlayarak vermistir. 1930 yilinda Schauder bu teoriyi sonsuz boyutlu

uzaylar icin asagidaki sekilde ifade etmistir:

" X bir Banach uzay1 ve K, X uzaymin kompakt, konveks bir alt kiimesi olsun.
T : K — K siirekli bir doniigtim ise 7" doniisiimii K kiimesinde en az bir sabit

noktaya sahiptir (Schauder 1930)."

Diger taraftan Banach, tam metrik uzaylarda bir déniigiimiin sabit noktasinin var-

ligini, tekligini ve nasil bulunacagini asagidaki teoremle ispat etmistir:

" (X, d) bir tam metrik uzay ve T': X — X bir biiziilme doniistimii olsun. Her z,y €
X i¢in d(Tz,Ty) < cd(x,y) olacak bi¢imde bir ¢ € [0,1) var ise T" doniigiimii bir
tek sabit noktaya sahiptir. Ustelik bu uzaydaki herhangi bir baglangic noktasidan

baglayan Picard iterasyonu bu sabit noktaya yakinsar (Banach 1922)."
1



Gegmisten giiniimiize biiziilme doniisiimii prensibi bir ¢ok aragtirmaci tarafindan
geligtirilerek tam metrik uzaylarda kendi {izerine tamimli doniisiimler ile 6nemli
sonuglar elde edilmistir ( Reich 1971, Ciri¢ 1974, Berinde 2007). Bunlarin yanisira
tek degerli kiimeler tizerinde tanimli biiziilme doniistimleri ile verilen sabit nokta
caligmalari, 1969 yilinda Nadler tarafindan Hausdorff metrigi kullanilarak kiime
degerli biiziilme doniigiimleri ile verilen sabit nokta teoremlerine genellestirilmistir.
Kiime degerli biiziilme doniistimleri kullanilarak yapilan sabit nokta c¢aligmalarina
daha sonraki yillarda bir ¢ok yazar katkida bulunmusgtur ( Feng ve Liu 2006,

Klim ve Wardowski, Altun vd 2015).

1981 yilinda Brain Fisher, iki tam metrik uzay arasinda iki farkl biiziilme déniigtimii
tanimlayarak hem bu doniisiimlerin sabit noktalarinin varligini hem de doniistimlerin

birbirleriyle olan iligkilerini agagidaki teorem ile ortaya koymustur:

"(X,d) ve (Y, p) tam metrik uzaylar, T: X — Y ve S : Y — X iki déniigiim olsun.

Herz e X ;yeY ve0<c¢<1iginT ve S doniigiimleri

d(Sy,STz) < cmax{d(z,Sy),d(x,STx),p(y, Tx)} (1)
p(Tz, TSy) < cmax{p(y,Tz),p(y, T'Sy),d(z,Sy)} (2)

esitsizliklerini saglasin. O halde ST bir tek z € X sabit noktasina ve T'S bir tek
w € Y sabit noktasina sahiptir. Dahasi T2 = w ve Sw = z egitlikleri saglanir

(Fisher 1981)."

Daha sonra birgok yazar bu ¢alismay1 farkli biiziilme doniisiimleri kullanarak genellegtir-
mis ve iligkili sabit nokta teorisinin gelisimine katkida bulunmustur

(Namdeo vd 1994, Jain vd 1996, Namdeo vd 1998, Hamaizia ve Aliouche 2013).

Brian Fisher 1981 yilinda d—uzakligi ile verilen kiime degerli doniisiimler i¢in sabit

nokta teoremini agagidaki bigimde ifade etmigtir:
" (X,d) tam metrik uzay ve F': X — B(X) olsun. Her z,y € X i¢in

0(Fz, Fy) < cmax{d(z, Fz),0(y, Fy),0(x, Fy),d(y, Fx),d(x,y)}
2



esitsizligi saglanacak bicimde ¢ € [0, 1) var olsun. Eger F' doniisiimii B(X) tizerinde
tanmiml ise bu durumda F' bir tek sabit noktaya sahiptir. Dahasi F'z = {z} elde
edilir (Fisher 1981)."

Ardindan Brian Fisher ve Duran Tiirkoglu tarafindan d— uzakligi kullanilarak iki
tam metrik uzay arasinda tanimh iki iligkili biiziilme doniistimii i¢in bir sabit nokta

teoremi ifade ve ispat edilmistir.

Diger taraftan Wardowski 2012 yilinda tanimladigi F'—biiziilme doniistimleri ile Ba-
nach sabit nokta teoremini farkl bir teknikle ispat ederek yeni calismalarin oniinii

agmigtir (Wardowski 2012).

Bu tez calismasinda iki metrik uzay {izerinde tamimh bir takim tek degerli iligkili
biiziilme doéniistimleri F'—biiziilme doniisiimii ile genellestirilip, ardindan Hausdorff
metrigi kullanilarak kiime degerli iligkili sabit nokta teoremleri, bu teoremlerde kul-
lanmilan doniigiimler arasindaki iligki ve bu doniistimlerin sabit noktalarinin varlig

ifade ve ispat edilecektir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bolumde tek degerli iligkili biiziilme doniistimlerinden, kiime degerli doniigiim-

lerden ve F'— biiziilmelerden bahsedilerek bazi sabit nokta teoremleri verilecektir.

2.1 1ligkili Déniisiimler

Bu kisimda iligkili doniigiimlerin tanimi ve bazi iligkili sabit nokta teoremleri verile-

cektir.
i1k olarak iligkili doniistimiin nasil tanimlandig1 hatirlatilsin:

Tanim 2.1 (V,0) ve (U, p) iki metrik uzay olsun.
(i) R:V —-UveG:U —V iki doniigiim,
(ii) Rv =uve Gu=wv

olacak sekilde v € V ve u € U varsa R ve G doniigtimleri iligkili doniigtimlerdir denir.

Mligkili doniisiimler tizerinde calisan Brain Fisher, bu doniisiimlerin sabit noktaya
sahip olup olmadiklarini ve aralarindaki iligkiyi ispatsiz olarak verecegimiz asagidaki

teoremlerle ifade etmigtir.

Teorem 2.1 (Fisher 1981)(V, o) ve (U, p) metrik uzaylar1 tam olsun.
(i) R:V — U ve G:U — V iki déniigiim olsun.

(ii) HerveV ,ueUve0<c<1ign
o0(GRv,Gu) < cmax{o(Gu,v),c(GRv,v), p(u, Rv)} (2.1)

ve

p(RGu, Rv) < cmax{p(Rv,u), p(u, RGu),o(v, Gu)} (2.2)

esitsizlikleri saglansin.
O halde GR bir tek z € V ve RG bir tek w € U sabit noktasina sahiptir. Dahasi

Rz = w ve Gw = z egitlikleri saglanir .



Teorem 2.2 (Fisher 1982)(V, o) ve (U, p) iki tam metrik uzay olsun.
(i) G : V — U siirekli doniigiimii ve R : U — V doniigiimii ele alinsim.

(ii) Her v, € V ju,u’ € U ve 0 < ¢ < 1 igin
o(RGv, RGv'") < emax{o(v,v"), 0(RGv,v),c(v', RGV'), p(Gv, Gv')}

ve

p(GRu, GRu') < cmax{p(u,u), p(u, GRu), p(v’', GRu'), o (Ru, Ru')}

esitsizlikleri saglansin.
Bu durumda RG bir tek z € V ve GR bir tek w € U sabit noktasina sahiptir.

Dahas1 Gz = w ve Rw = z egitlikleri saglanir.

2.2 Kiime Degerli Doniigtimler

Bu kisimda kiime degerli doniigtimlere iliskin bir takim kisaltmalar, kiime degerli
doniisiimlerin tanimi ve ornekleri verilip ardindan Nadler tarafindan ispatlanan
kiime degerli sabit nokta teoremi ifade edilecektir. Ayrica Hausdorff metrigi ve

bu metrige iliskin baz1 6zellikler incelenecektir.

Oncelikle kiime degerli doniisiimlerde kullanilacak V uzaymin alt kiimelerinin siniflar:
tanitilsin.

"(V, o) bir metrik uzay olsun.

1. P(V)ile V in bos olmayan tiim alt kiimelerinin sinf,

2. B(V)ile V in bos olmayan tiim smirli alt kiimelerinin sinifi,

3. C(V)ile V in bog olmayan tiim kapali alt kiimelerinin sinifi,

4. K(V)ile V in bos olmayan tiim kompakt alt kiimelerinin simfi ve

5. CB(V) ile V in bog olmayan tiim kapali ve siirh alt kiimelerinin sinifi gos-

terilsin."



Genel olarak bir kiime degerli doniigiimiin tanimi

"V ve U bos olmayan iki kiime olmak iizere R C V' x U ise

R:V — P(U) déniigiimiine bir kiime degerli déniigtim denir."

biciminde verilmektedir.

Bir R déniigiimiiniin her v € V' i¢in goriintii kiimesi "Rv = {u € U : (v,u) € R}”
seklinde ifade edilir.

A Kiimesinin R Kiime Degerli Doniigtimii Altindaki Goriintiisii:

ACVicin R(A) = U R ile gosterilir.

vEA

Benzer bicimde
B Kiimesinin R Kiime Degerli Doniisiimii Altindaki Ters Goriintiisii:

B CV igin RY(B) = | ] R7\(y) ile gosterilir.

yeB

Kiime degerli doniigiimler i¢in sabit nokta tanimi

"R :V — P(V) doéniigtimii i¢in vy € Ruvy olacak bigimde bir vy € V varsa bu
noktaya R kiime degerli doniistimiin bir sabit noktasi denir. R doniisiimiiniin sabit
noktalarinin kiimesi

F(R)={veV:ve Rv}

ile gosterilir."

biciminde verilmigtir.

Ornek 2.1 A = [0,1] olmak tizere R : A — P(A) doniistimii

{1}, 0<a<i
Ro = [0, 1], a:}l
0,1-a], I<a<l1

R(O) = {1} ) R(zll) = [0’ ”
R(3)=[0,3] . R(3)=10,3]
R(1)={0} , R(3)=10{]

oldugu agiktir. Burada ; € R(3) ve 3 € R(3) oldugundan § ve 1, R doniistimiiniin

birer sabit noktasidir.



Tanim 2.2 (V, o) bir metrik uzay, v € V ve A, B C V olsun. Bu durumda

(i) D(A, B) = inf{o(a,b) : a € A,b € B} ifadesine A ile B kiimeleri arasindaki
uzaklik denir.

(ii) Eger A = {a} ise D(a,B) = inf{o(a,b) : b € B} ifadesine a noktasimn B
kiimesine uzakhg), B = {b} ise D(A,b) = inf{o(a,b) : a € A} ifadesine b noktasinin

A kiimesine uzakligi denir.

Teorem 2.3 (V, o) bir metrik uzay ve bostan farkli A, B kiimeleri X uzaymn alt
kiimeleri olsun. Eger A kiimesi kompakt ise D(s, B) = D(A, B) olacak sekilde bir

s € A noktas1 vardir.

Sonug 2.1 (V,0) bir metrik uzay, A kiimesi X in bogtan farkl kompakt bir alt
kiimesi olsun. O halde her € X i¢in o(z,a) = D(z, A) olacak sekilde bir a € A

vardir.

Simdi § ve Hausdorff uzakliklar: verilsin:
"(V, o) bir metrik uzay, A, B € P(V) i¢in
(A, B) = sup{D(z,B):z€ A}
pu— 1 f
sup{inf o(z,y)}

ve

H(A,B) = max{3(A, B),3(B, A)}

= max{sup inf o(z,y),sup inf o(z,
{sup inf o (. ), sup inf o, y)}

bi¢iminde tanimlanmigtir."

Ornek 2.2 Poritif reel sayilar kiimesi alisilmis metrik ile diisiintilsiin. E = [1,2] ve
F =[5, 00) kiimeleri igin
SE,F)=4, 0(F,FE)=00
oldugundan
H(E,F)=max{6(E,F),i(F,E)} = 0

elde edilir. Burada 6 ve H fonksiyonlarmin P(V') x P(V) iizerinde reel degerli

fonksiyonlar olmadigi goriilmektedir.



Uyar: 2.1 Eger E, F' € B(X) ise bu durumda ¢ ve H fonksiyonlar1 birer reel degerli

fonksiyon olur.

Burada ¢ reel degerli fonksiyonunun 6zellikleri agagidaki sekilde verilebilir:

"(V, o) bir metrik uzay, E, F,G € B(V) olsun. Bu durumda
1. §(B,F)=0<=ECF
2. FCG=46(E,G) <(E,F)
3. S(EUF,G)=max{0(E,G),i(F,G)}
4. 8(E,F) < 8(E,G) + (G, F)
ozellikleri saglanir."

Ornek 2.3 V = R* kiimesi aligilmis metrik ile diisiiniilsiin. £ = [1,2] ve
F = (2,4) kiimeleri i¢in
SE,F)=1, §(F,E)=2
oldugundan
H(E,F)=max{d(F,F),§(F,E)} =2

bulunur.

Uyar1 2.2 0(A, B) # §(B, A) oldugu yukaridaki érnekten agiktir. Yani ¢ simetrik
degildir.

Ornek 2.4 o aligilmig metrik olmak tizere (R, o) uzay: ele alinsim. E = [2,3] ve
F = (2,3) kiimeleri igin
J(E,F) = §(F,E) =0
olup
H(E,F) = max{0(B, F),6(F, E)} = 0

elde edilir. O halde H(E, F) = 0 olmasina ragmen E ve F kiimeleri birbirinden
farkhdir. Bu ise B(V) x B(V) tizerinde tanimh reel degerli H fonksiyonunun bir

metrik olmadigini gosterir.



Onerme 2.1 (V,0) bir metrik uzay olsun. Bu durumda H, CB(V) iizerinde bir
metriktir. H : CB(V) x CB(V) — R tamuml metrige Hausdorff metrigi denir.

(V, o) bir tam metrik uzay olmak iizere (CB(V), H) ile (K(V'), H) metrik uzaylari
tamdir. Ayrica Hausdorff metriginin ¢ metrigine baglh oldugu asagidaki érnekle

gosterilebilir.

Ornek 2.5 V = R iizerinde o (v, y) = |z — y| ve

1, z#y

0, r=y

UQ(xvy) =

metriklerini gozoniine alahm. Bu durumda E = [0, 1], F' = [3, 6] kiimeleri o, ve o9

metriklerine gore kapali ve sinirhdir. Ayrica Hy(E, F) = 5 ve Hy(E, F) = 1 elde

edilir.

Lemma 2.1 A,B € CB(V) olsun. Bir a € A ve her ¢ pozitif reel sayisina kargilik
o(a,b) < H(A,B) +¢

olacak gekilde B kiimesinde bir b elemani vardir.

Ispat. a € A i¢in
D(a, B) = inf{o(a,y) : y € B}

yazihr. Infimum tammindan her e pozitif reel sayisi icin
o(a,b) < D(a,B) +¢
saglanacak sekilde B kiimesinde bir b elemani vardir. Diger taraftan
D(a,B) < 6(A,B) < H(A,B)
esitsizligi gergeklendiginden
o(a,b) < H(A,B) +¢

olacak sekilde bir b € B bulunur. m



Lemma 2.2 A,B € CB(V) ve a € A olsun. Oyleyse her ¢ > 1 i¢in
o(a,b) < qH(A, B)
olacak sekilde bir b € B vardr.

Ispat. (i) Eger H(A, B) = 0 ise A = B gerceklenir. O halde b = a olarak alimrsa
her ¢ > 1 i¢in

o(a,b) < qH(A, B)

olacak sekilde bir b € B vardr.
(ii) H(A, B) > 0 olsun. Oyleyse

e=(q—1)H(A,B)>0
olarak secilirse Lemma 2.1 geregince her ¢ > 1 igin

o(a,b) < H(A,B)+e¢
= H(A,B)+(¢q—1)H(A, B)
= qH(A= B)

olacak gekilde bir b € B vardir. m

Tanim 2.3 (V,0) bir metrik uzay, R : V. — CB(V) kiime degerli bir doniisiim

olsun. Eger her xz,y € V icin
H(Rz, Ry) < co(x,y)

olacak gekilde bir ¢ € (0,1) sabiti varsa R doniisiimiine kiime degerli biiziilme

doniisiimii denir.

Teorem 2.4 (Nadler 1969)(V, o) metrik uzay ve R : V. — CB(V) kiime degerli

doniigiim olsun. O halde R doniigiimii V' kiimesinde bir sabit noktaya sahiptir.
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Ornek 2.6 o aligilmig metrigi V' = [0, 1] kiimesi ile ele alinsm. R : V — CB(V)
doniisiimii her z € V i¢in

[l—x 1—x]
Rr = 4 7 3
{1} ;o w=1

; 0<z <)

bigiminde tanimlansi. (Vo) uzay1 bir tam uzay olup, R doniigiimii kiime degerli

bir doniigtimdiir. Bu ¢rnekte Nadler’in biiziilme doniigiimii saglanmaz fakat z = }L

ve x = 1, R doniigiimiiniin birer sabit noktasidir. O halde kiime degerli doniigiimler

i¢in sabit nokta tek olmak zorunda degildir.

2.3 F-Biiziilmeler

Bu kisimda ilk olarak tek degerli doniistimler icin F-biiziilme tanimi verilecektir.
Daha sonra bu kavram kiime degerli doniisiimlere genellestirilerek genellegtirilmis

F-biiziilmeler ve bu doniisiimler icin sabit nokta teoremleri ifade edilecektir.
2.3.1 Tek degerli doniisiimler i¢in F-biiziilmeler
Wardowski tarafindan F-biiziilme doniigiimii agagidaki sekilde tanimlanmigtir:

"F agagidaki sartlar saglayan biitiin £ : (0,00) — R doniigiimlerinin ailesi olsun.

(F1) F kesin artandir. Yani her a,b € (0,00) igin a < b iken F'(a) < F(b) gergek-
lenir.

n—oo

kosul lim F'(a,) = —oo olmasidir.

n—oo

(F3) lim a*F(a) = 0 olacak sekilde bir k € (0, 1) vardir."

a—0t

Tamim 2.4 (Vo) bir metrik uzay, R : V — V bir déniigiim ve F' € F olsun. Eger
o(Rz, Ry) > 0 sartim saglayan her xz,y € V icin

7+ F(o(Ra, Ry)) < Flo(a,y)) (2.3)
olacak sekilde bir 7 pozitif reel sayis1 varsa R doniisiimiine bir /'—biiziilme ad1 verilir.

11



Bu tanim sayesinde literatiirde de iyi bilinen bazi biiziilme doéniisiimlerinin uygun

F € F fonksiyonlar: segilerek birer F'—biiziilme olduklar1 goriilmektedir.

Ornek 2.7 a) F} : (0,00) — R doniisiimii F}(a) = In(a) bi¢iminde tanimlansin. Bu
durumda F; € F olup R : V — V doniistimiiniin bir F} —biiziilme olmasi1 durumunda

o(Rz, Ry) > 0 sartim gercekleyen her x,y € V i¢in
o(Rz, Ry) < e "o(z,y)

esitsizligi saglanir.

b) Diger taraftan o(Rx, Ry) = 0 olacak bigimdeki her z,y € V i¢in yukarida verilen
esitsizlik saglanir. Boylece R doniigiimii L = e~ 7 ile bir Lipschitz dontistimiidiir.
L =e77 <1 oldugundan R doniisiimii bir biiziilme doniisiimiidiir.

O halde her biiziilme doniigiimii F;(a) = In(a) ile birlikte bir F; biiziilmedir.

. 1
Ornek 2.8 F; : (0,00) — R doniisiimii Fr(a) = 7 bi¢iminde tanimlansin. Bu
a

durumda F5 € F olup R : V — V doniistimiiniin bir F5—biiziilme olmasi1 durumunda

o(Rz, Ry) > 0 sartin1 gergekleyen her x,y € V icin

o(Rx, Ry) < (1 +7+/o(z,y)) 2o(x,y)

esitsizligi gergeklenir.

Uyar: 2.3 (F1) kogulu ve (2.3) esitsizligini saglayan her F'—Dbiiziilme doniigiimii
biiziilebilir oldugundan o(z,y) > 0 sartim saglayan her z,y € V icin o(Rx, Ry) <

o(x,y) gergeklenir. Buradan her F-biiziilme doniigiimiiniin siirekli oldugu stylenir.

Tiim bu bilgiler 1g1g1nda 2012 yilinda Wardowski asagidaki teoremi ifade ve ispat

etmigtir.

Teorem 2.5 (Wardowski 2012)(V, o) metrik uzay: tam, R : V' — V doniigtimii bir
F—Dbiiziilme olsun. O halde R doniisiimii bir tek sabit noktaya sahiptir. Ustelik

herhangi bir xy € V i¢in { R"x¢} dizisi R déniigiimiiniin sabit noktasina yakinsar.

12



Ornek 2.9 X = {z, = @ : n € N} kiimesi o aligilmig metrigi ile birlikte bir

tam uzaydir. R: X — X doniistimii

ry, n=1
Rz, =
Tpo1, n>1

bigimine tamimlansin. F'(«) = In @ alindiginda R doniigiimii bir F'—biiziilme degildir.

Dolayisiyla R doniigiimii bir biiziilme doniigiimii degildir. Gergekten

. O'(RI'»,“ Rxl) . Tp-1 — 1
lim ——— = lim —
n—oo 0 (Tp,T1) n—oo I, — 1

on?P-n-2

= llm —_—

n—oo n? 4+ mn — 2
=1

elde edilir.

Diger taraftan F'(a) = a + Ina olmak iizere her m,n € N igin
o(Rxy,, Rr,) > 04 (m>2ven=1) veya (m >n>1)

durumlar incelensin.

Durum 1: m > 2 ven =1 igin

O-<Rxm7 Rxl)ea(Rzm,Rxl)fU(mm,m) e eTm—1—Tm
(T, x1) Ty — 1
m? —m —2

m2+m — 2

< e
bulunur.
Durum 2: m >n > 1 i¢cin
O-(Rl'm, Rl’n) eo—(RZ’mwan)_U(mm,fEn) — Tm—-1— Tn-1 exmfl_wm_mnfl—l'n

(T, ) Tm — T

m+n—-1__
= — ¢

m+n+1

< et

bulunur.

O halde R déniisiimii F'(a) = a + Ina ile birlikte bir F'—biiziilmedir.
13



2.3.2 Kiime degerli doniisiimler i¢in F-biiziilmeler

Bu kisimda Wardowski ve Nadler’in teknikleri kullanilarak Altun vd. tarafindan
2015 yilinda ispatlanan kiime degerli dontigiimler igin F'—biiziilmeler hatirlatila-
caktir. Daha sonra genellestirilmis kiime degerli /'—biiziilmeler ve bazi ¢rnekler

verilecektir.

Tanim 2.5 (Altun vd. 2015)(V, o) bir metrik uzay ve ' : V- — C'B(V) bir doniistim
olsun. F' € F olmak iizere H(Rx, Ry) > 0 esitsizligini saglayan her z,y € V igin

T+ F(H(Rz, Ry)) < F(o(2,y)) (2.4)
olacak sekilde bir 7 > 0 varsa R doniisiimiine kiime degerli F'—biiziilme denir.

Teorem 2.6 (Altun vd. 2015)(V, o) metrik uzay: tam olsun. R : V. — K(V)
doniistimii kiime degerli F —biiziilme olsun. Oyleyse R doéniistimii bir sabit noktaya

sahiptir.

Uyar1 2.4 F doniigiimii agagidaki (F'4) sartim saglarsa Teorem 2.6 de K (V') yerine
CB(V) alindiginda R doniigiimii bir sabit noktaya sahip olacaktir.

(F4) inf A > 0 olacak gekilde her A C (0, c0) kiimesi igin
F(inf A) = inf F/(A) (2.5)
esitligi saglanir.

(F1)-(F4) sartlarmi saglayan tiim F : (0,00) — R doniigiimlerinin ailesi F, ile

gosterilir.

Asagidaki 6rnek kiime degerli F'—biiziilme doniigiimlerinin, kiime degerli doniigiim-
lerin bir genellegtirmesi oldugunu gostermektedir.

” 1
Ornek 2.10 V = {z, = % : n € N} kiimesi algilmig metrik ile gozoniine

alinsi. O halde (V, o) bir tam metrik uzaydir.
R:V — K(V) doniigtimii
{z1}; r =1

Rz =

{z1, 20, ;201 }; =12,

14



bi¢iminde tamimlansin. Bu durumda R doniigiimii F'(a) = a 4+ lna ve 7 = 1 ile
birlikte kiime degerli F'—biiziilmedir.
Yukaridaki teoremden R doniisiimii V' kiimesinde bir sabit noktaya sahiptir. Diger

taraftan
. H(Rz,, Rz) R N |
lim ——————— = lim ——

n—oo  0(Zy, 1) n—oo I, — 1

=1

oldugundan R kiime degerli biiziilme doniistimii degildir.

15



3. IKi METRIK UZAY UZERINDE TANIMLI F-BUZULMELER iCIN
ILISKILI SABIT NOKTA TEOREMI

Bu boliimde ilk olarak Brain Fisher ve arkadaslar: tarafindan verilen iki metrik uzay
iizerinde tamimli bir iligkili sabit nokta teoremi hatirlatilacak, ardindan iki metrik
uzay iizerinde tanimlh F'—biiziilmeler icin bir iligkili sabit nokta teoremi verilerek bir

takim sonuclar elde edilecektir.

Teorem 3.1 (Namdeo vd 1994)(V, o) ve (U, p) tam metrik uzaylar verilsin. R :
V — U ve G:U — V iki doniigiim olsun.

HerveV ,uelUve0<c<1icin

0(Gu,GRv) < cd(v,u) (3.1)
p(Rv, RGu) < ep(v,u) (3.2)

saglansm. g(v,u) # 0 # h(v,u) olmak iizere

f(v,u)
g(v,u)

¢(U7u) = ) W%U) =

bi¢iminde verilsin.

Burada f, g ve h fonksiyonlari
o(Gu, v)plu, Rv), o(GRv, v)p(u, RGu),

o(GRv,Gu)p(u, Rv)
g(v,u) = max{o(GRv,v), p(u, RGu),o(v,Gu)}

f(v,u) = max

h(v,u) = max{oc(GRv,v), p(u, RGu), p(u, Rv)}

bigiminde tanmimlanmigtir. O halde GR bir tek z € V sabit noktasina ve RG bir tek

w € U sabit noktasina sahiptir. Dahas1 Rz = w ve Gw = z esitlikleri saglanir.

Teorem 3.2 (V, o) ve (U, p) tam metrik uzaylari verilsin. R:V - UveG:U —V

iki doniistim olsun. Her v € V' ve u € U i¢in

o(GRv,Gu) > 0= 7+ F(o(GRv,Gu)) < F(¢(v,u)) (3.3)

p(RGu,Rv) > 0= 7+ F(p(RGu, Rv)) < F(i(v,u)) (3.4)
16



saglanacak sekilde ' € F ve 7 > 0 varolsun. Burada

g(v,u) # 0 # h(v, u)

olmak iizere ¢ ve ¢ fonksiyonlar: Teorem 3.1 deki gibi tanimlansin. O halde GR bir
tek z € V ve RG bir tek w € U sabit noktasina sahiptir. Ayrica Rz = w ve Gw = 2

egitlikleri gergeklenir.

Ispat. z € V herhangi bir nokta olsun. {z,} C V ve {y,} C U dizileri
(GR)"x =, R(GR)" 'z =y,
bigiminde tanimlansin. Kisalik adina n = 1,2, 3... icin

an =0(Tp, 1) ve B, = pYn, Ynti1)

olsun. Eger bir ny € N i¢in z,,41 = Tpn, VeYa Yno+1 = Yn, gercekleniyorsa bu
durumda ispat tamamlanir. Gergekten, x,,11 = z,, iken (GR)™ 'z = (GR)"™x
ve dolayisiyla (GR)(GR)"™xz = (GR)™x bulunur. Boylece (GR)™x := z bi¢iminde
tanimlanirsa z, GR doniistimiiniin bir sabit noktas: olur. Ayrica Rx,,+1 = Ry, ve
dolaysiyla R(GR)"™ "'z = R(GR)"™x olup R(GR)"™z := w bigiminde tammlanirsa
RG doniigiimiiniin bir sabit noktasi w olarak elde edilir. Benzer sekilde bir ny € N
i¢in Yny+1 = Yn, kabul edilerek aym sonug elde edilir.

Simdi her n dogal sayist i¢in x,, # T,11 Ve Y, # yYnr1 oldugu kabul edilsin. O halde

Qp = 0<xn>xn+1)

= o(GRx,,Gy,) >0
olup (3.3) esitsizliginden
F(O’(GR.I”, Gyn)) < F(¢($n, yn)) -7

ve buradan

elde edilir.
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Benzer sekilde

B = 0Wn,Yns1)
= p(RGy,, Rx, 1) >0

olup (3.4) esitsizliginden
F(p(RGyTw Rxnfl)) S F(a(mnfbyn)) - T

ve dolayisiyla

F(B,) < Flay_1)—T (3.6)

elde edilir. (3.5) ve (3.6) esitsizliklerinden her n € N igin

Flon) < F(B,) =7 < Flan1) - 27 (3.7
< < Flag) —2nt < F(By) — 2n+ 1)7
bulunur.
Son esitsizlikte n — oo icin limit alinirsa nh_)r{.lo F(a,) = —o0 ve nh—{EO F(3,) = —o©
bulunur.
(F2) ozelliginden
nh_}n;() a, =0 ve Jinolo B,=0 (3.8)
elde edilir.
(F3) sartindan
Tim afFla,) =0 ve Tim BER(B,) =0 (3.9)

saglanacak gekilde k£ € (0,1) vardir.
Diger taraftan her n € N igin (3.7) esitsizligi

A" Floy) < af[Fap_y) — 27] < ... < a¥[F(ag) — 2n7]

bi¢iminde yazilirsa

" F(ay,) — o Flag) < —2afnT <0 (3.10)

elde edilir. (3.10) esitsizliginde n — oo i¢in limit alimip (3.8) ve (3.9) esitlikleri
kullanilarak

lim afn =0 (3.11)

n—oo

18



bulunur. Benzer sekilde (3.7) esitsizliginden

BEF(8,) — BEF(By) < —BE(2n+1)7 <0 (3.12)
yazilip son durumda n — oo igin limit almip (3.8) ve (3.9) esitlikleri kullanilarak

lim (2n + 1)8% = lim npt =0 (3.13)

n—oo

elde edilir. (3.11) ifadesinden her n > n; igin na* < 1 olacak sekilde bir n; € N

bulunur. Benzer bigimde (3.13) esitsizliginden her n > nsy i¢in nﬁﬁ < 1 olacak

bigimde bir ny € N vardir. ng = maks{n;,ny} olarak tammlanirsa her n > ng icin

af <= ve ph< (3.14)

S|
S|

yazilir.
Simdi {z,} ve {y,} dizilerinin sirasiyla X ve Y uzaylarinda birer Cauchy dizisi
olduklar1 gosterilsin. m > n > ng olacak sekilde her m,n € N igin (3.14) esitsizlikleri

ve ti¢gen esitsizliginden
m
O'(I‘n, 'rm) S Z Qi
t=n

t=n t=n

ve
P(Yns Ym) < ijﬁt
t=n
< f}ﬁ < iti (3.16)
yazilir. f:t_llc serisinin yakimsaklhigindan {x,}ve {y,} dizilerinin sirasiyla V' ve
t=1

U uzaylarinda birer Cauchy dizisi oldugu bulunur. V ve U uzaylar1 tam uzaylar

oldugundan {z,} ve {y,} dizileri sirasiyla z € V' ve w € U limitlerine sahiptir.

Sabit noktanin varligin1 ve doniisiimler arasindaki iligkiyi gostermek icin kabul ede-
lim ki z # GRz ve w # RGw olsun. Bu durumda asagidaki iki durum meydana

gelir:
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Durum 1: z = Gw ve w = Rz olsun. O halde w = RGw ve z = GRz bulunur. Bu
ise bir geligkidir.

Durum 2: z # Gw veya w # Rz olsun.

Eger z # Gw ise bu durumda o(Gw, Zpx)4+1) > 0 olacak bicimde {x,} dizisinin bir

{@n@ } altdizisi vardir. Dolayisiyla (3.3) esitsizliginden

F(O(Gw, GRacn(k))) < F<¢(-Tn(k)> w)) -7 (3.17)
bulunur. Burada ¢(z,@x),w) = M dir. ¢ fonksiyonunda k — oo igin limit
alindiginda

(k)15 Tn(k))s
klim 9(Tngy, w) = klim max p(w, RGw), >0
O’(:L’n(k), Gw)
ve
U(mn(k)7 Sw)p(w, Txn(k))y
Jim f@nwy, w) = Jim max 4 o(zn(r), STn@m))p(w, TSw),

o(Sw, STywy) p(w, TTrr))
=0
elde edilir. Dolayisiyla kll_{gD ¢(Tp k), w) = 0 bulunur. Son durumda (3.17) ve (F2)
kullanilarak klljgo 0(Gw,GRxyp)) = 0 ve boylece Gw = z bulunur. Bu ise bir
celiskidir. Eger w # Rz alinirsa benzer celigki elde edilir. O halde z = GRz
veya w = RGw olmalidir. Eger z = GRz ise z, GR doniigiimiiniin ve Rz ise
RG doniigtimiiniin bir sabit noktasidir. Benzer sekilde eger w = RGw ise w, RG

doniisiimiiniin ve Gw de GR doéniigiimiiniin bir sabit noktasidir.

Son olarak sabit noktanin tekligini ispatlamak icin kabul edelim ki z ve 2/, GR

doniigiimiiniin iki farkh sabit noktas1 olsun. O halde
fZ, Bz)
g(z', Rz)
= p(Rz, R2") (3.18)

o(Z', Rz)

ve

P(Z',Rz) =
= o(z,7). (3.19)



bulunur. Bulunan ifadeler (3.3) ve (3.4) esitsizliklerinde kullanilirsa
F(o(GRz,GRZ') < F(o(z,7")) — 27 (3.20)

elde edilir. Bu ise bir ¢eligkidir. Dolayisiyla G R doéniigiimii V' uzayinda bir tek sabit

noktaya sahiptir. m
Boylece asagidaki sonuclar verilebilir:

Sonug 3.1 Teorem 3.1 gergeklenir.

Ispat. Teorem 3.2 de F(a) = Ina alimirsa ispat tamamlanir. =

Sonug 3.2 (V,0) tam metrik uzay1 ve R : V — V doniigiimii ele alinsin. F' € F

olmak {izere
o(Ru, R*v) > 0 = 7+ F(o(Ru, R*v)) < F(¢(v,u)) (3.21)

esitsizligi saglanacak bigimde 7 > 0 varolsun.

Burada v,u € V i¢in max{c (v, R*v), o(u, R*u),o(v, Ru)} > 0 olup

o(v, Ru)o(u, Rv),
max ¢ (v, R?v)o(u, R?u),
o(Ru, R*v)o(u, Rv)
max{o(v, R?v), o(u, R?u),o(v, Ru)}

o(x,y) =

bigiminde tanimlansin. O halde R doniigiimii V' uzayinda bir tek sabit noktaya

sahiptir.

Ispat. Teorem 3.2 de V = U, 0 = p ve R = G almirsa ispat tamamlanir. m
Sonug 3.3 (V,0) bir tam metrik uzay olsun. R : V — V doniigiimii igin

o(u,Rv) > 0= 7+ F(o(u, Rv)) < F(¢(v,u)) (3.22)
<

o(Rv,Ru) > 0= 7+ F(c(Rv,Ru)) < F(¢(v,u)) (3.23)

esitsizliklerini saglanacak bi¢cimde F' € F ve 7 > 0 olsun. Burada her u,v € V igin

g(v,u) # 0 # h(v,u),
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ve

Bv,u) = 1

olup f, g ve h fonksiyonlar

fv,u) = max{o(v,u)o(u, Rv),o(v, Rv)o(u, Ru),o?(u, Rv)}
g(v,u) = max{o(v, Rv),o(u, Ru),o(v,u)}
h(v,u) = max{o(v, Rv),o(u, Ru),o(u, Rv)}

biciminde tammlansm. Ogyleyse R doniisiimii V' uzayinda bir tek sabit noktaya

sahiptir.

Ispat. Teorem 3.2de V =U,0=pve G =1 (6zdeslik doniigiimii) alimirsa ispat

tamamlanir. =

Ornek 3.1 Q rasyonel sayilar ve I irrasyonel sayilar gostermek iizere V = Q ve

U = I alinsin. V iizerinde ayrik metrik ile U iizerinde tanimh

0 —
lz—yl+1 5 x#y

p(z,y) =

metrigi birlikte diigiiniilsiin. (Vo) ve (U, p) uzaylarinin birer tam metrik uzay olduk-
lar1 agiktir.
Simdi R:V — U ve G : U — V doniistimleri sirasiyla Rz = v/2 ve Gy = 0

bi¢iminde tanimlansm. Her z € V' ve y € U icin
0(Gy, GRx) = 0 = p(Rx, RGy)

olup (3.3) ve (3.4) sartlar1 her F' € F ve 7 > 0 i¢in saglanir. Dolayisiyla Teorem 3.1
den GR doniigtimii bir z € V' ve RG doniigiimii bir w € U sabit noktasina sahiptir.

Ustelik Rz = w ve Gw = z esitlikleri saglanir.
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4. IKi METRIK UZAY UZERINDE TANIMLI KUME DEGERLI
ILISKiLi DONUSUMLER

Bu boliimde 6ncelikle g—metrigi ile verilen kiime degerli doniigiimler i¢in bazi sabit
nokta teoremleri hatirlatilacak ardindan bir takim 6rnekler verilecektir. Daha sonra
B. Fisher tarafindan 1982 de verilen iligkili sabit nokta teoremi, Hausdorff metrigi
diistiniilerek kiime degerli doniigiimlere genellestirilip iligkili kiime degerli doniigiim-

ler ve iligkili kiime degerli F'—biiziilmeler ifade ve ispat edilecektir.
4.1 S—Metrigi Ile Verilen Kiime Degerli Iligkili Doniigiimler

Bu kisimda 6ncelikle 6 —metriginin 6zellikleri verilecek daha sonra Brain Fisher ve
Duran Tiirkoglu tarafindan ispatlanan iki metrik uzay iizerinde tanimli kiime degerli

iligkili sabit nokta teoremi hatirlatilacaktir.

"(V, o) bir metrik uzay olsun ve B(V'), V' in bog olmayan tiim simirh alt kiimelerini

gostersin. A, B € B(V) olmak iizere

S(A, B) =sup{o(a,b):a € A,b € B}
bigiminde tanimlansin. Eger A = {a} ise (NS(A, B) = g(a, B) olacaktir. Bunun
yanminda B = {b} ise S(A, B) = o(a,b) yazlabilir.
Tanim geregi S(A, B) = S(B, A) > 0ve S(A, B) < (~5(A, C’)—}—S(C’, B) esitsizliklerinin
saglandigy aciktir.
Ayrica B(V') uzayindaki bir {A,, : n =1,2,...} dizisi

(i) a € A noktasi yakinsak bir {a, € A,, : n = 1,2,...} dizisinin limitidir."

(ii) Keyfi bir ¢ > 0 i¢in A., ¢ yarigaph ve merkezi A kiimesi i¢inde olan biitiin agik
yuvarlarin birlesimini gostersin. Her n > NV igin A, C A, olacak bicimde bir

N dogal sayis1 vardir.

sartlarin saglarsa bir A € B(V) kiimesine yakinsaktir, bu durumda A kiimesi {A4,,}
dizisinin limitidir.
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Lemma 4.1 {A,} ve {B,} dizileri sirasiyla A ve B siurh kiimelerine yakinsayan
(V,0) tam metrik uzaymin simirh tiim alt kiimelerinin dizisi olsunlar. Bu durumda

{S(An, B,)} dizisi (~5(A, B) ye yakinsaktir.

Simdi R : V' — B(V) bir doéniigiim olsun. V' uzaymndaki her {z,} dizisi bir z € V
noktasina yakinsarken B(V') uzayindaki her { Rz, } dizisi { Rz} C B(V) elemanina

yakinsarsa R doniisiimiine siireklidir denir.

Teorem 4.1 (Fisher ve Tiirkoglu 2000)(V, 01) ve (U, 02) iki tam metrik uzay olsun.
R:V — B(WU)ve G:U — B(V) déniistimleri ¢ € (0,1) olmak tizere her v,v' € V
ve u,u’ € U igin

gl(GRx,GRx’) < cmax{al(v,v’),gl(v,GRv),gl(v',GRU'),gg(RU,RU')}(ZLl)

~ ~ ~ ~

d2(RGy, RGY') < cmax{os(u,u’),d2(u, RGu), do(u’, RGu'), 61(Gu, Gu')}4.2)

esitsizliklerini saglasin. Eger R doniigiimii siirekli ise GR ve RG doniigiimleri sirasiyla

bir tek z € V' ve w € U sabit noktasina sahiptir.

Sonug 4.1 (V,01) ve (U,09) iki tam metrik uzay olsun. 7 : V — U siirekli
doniigiimii ve S : U — V déniigiimii ¢ € (0, 1) olmak iizere her v,v" € V ve u, v’ € U

icin

o01(STv, SRv') < cmax{oi(v,v"),01(STv,v),01(v,STV"),00(Tv, Tv")} (4.3)

oo(TSy, TSY') < cmax{os(u,u’),os(TSu,u),ox(u, TSU),o1(Su, Su')}(4.4)

egitsizliklerini saglasin. Bu durumda ST doniigiimii bir tek z € V' ve T'S doniigiimii

bir tek w € U sabit noktasina sahiptir. Ustelik Tz = w ve Sw = z bulunur.

Teorem 4.2 (Fisher ve Tiirkoglu 2000)(V, 1) ve (U, 02) iki kompakt metrik uzay
olsun. R:V — B(U) ve G : U — B(V) siirekli doniigiimleri her v,v" € V' ve

u,u’ € U i¢in sag tarafi pozitif degerlere sahip olan agagidaki esitsizlikleri saglasin.

gl(GRv, GRV') < max{oi(v,v'), Sl(v, GRv), gl(v’, GRv'), SQ(R'U, Rv")} (4.5)

SQ(RGU,RGU,) < max{ag(u,u'),gg(u,RGu),gg(u’,RGu’),gl(Gu,Gu’) (4.6)
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O halde RG doniisiimii bir tek z € V' ve GR doniisiimii bir tek w € U sabit noktasina
sahiptir. Ustelik RGz = {z} ve GRw = {w} esitlikleri saglanir.

Sonug 4.2 (V,041) ve (U, 09) iki kompakt metrik uzay olmak tizere 7' : V — U ve
S : U — V siirekli doniigiimleri her v,v" € V' ve u,u’ € U igin sag tarafi pozitif

degerlere sahip olan asagidaki esitsizlikleri saglasin.

01(STv, STV") < max{oy(v,v"),01(STv,v),01(v', STV, 0o(Tv, Tv")} (4.7)

oo(TSu, TSu') < max{oy(u,u’),co(TSu,u),os(u', TSu"), o1(Su, Su’) (4.8)

O halde ST doniigiimii bir tek z € V' ve T'S déniigiimii bir tek w € U sabit noktasina

sahiptir. Ustelik Tz = w ve Sw = z bulunur.

4.2 Hausdorff Metrigi ile Verilen Kiime Degerli iligkili Déniisiimler

Bu kisimda Hausdorff metrigi ile iki metrik uzay tizerinde tanmimlanan iligkili kiime
degerli biiziilme doniisiimlerinin sabit noktalarinin varligi ve bu doniigtimlerin iligkili
kiime degerli F'—biiziilmelere genellestirilmesi verilecektir. Ardindan iki metrik uzay
iizerinde tamiml kiime degerli doniisiimler icin bir takim sonuclar ifade ve ispat

edilecektir.

Teorem 4.3 (V,0) ve (U,p) iki tam metrik uzay olsun. R : V. — CB(U) ve
G : U — CB(V) déniigiimleri 0 < ¢ < 1 olmak iizere her v € V , uw € U, r € Rv ve

s € Gu igin

H,(Gu,Gr) < cmax{D;(v,Gu), Di(v,Gr), p(u,r)} (4.9)
Hy(Rv, Rs) < cmax{Ds(u, Rv), Ds(u, Rs),o(v,s)} (4.10)

egitsizliklerini saglasin. Bu durumda G R doniigiimii bir 2z € V ve RG doniigiimii bir
w € U sabit noktasina sahiptir. Ustelik bu déniistimler arasinda w € Rz ve z € Gw

iligkisi elde edilir.

Ispat. zp € V alalim. Her z € V ve y € U icin Gy ve Rz bos olmadigindan
y1 € Rxg ve x1 € Gy segebiliriz. Eger x1 € GRxy ve y; € RGy, ise bu durumda x4

ve y; sirasiyla GR ve RG doniistimlerinin sabit noktalar: olur.
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Simdi kabul edelim ki x; ¢ GRx; veya y; ¢ RGy; olsun ve gc < 1 olacak sekilde
q > 1 alinsin.

Lemma 2.2 den

p(y1,y2) < qHa(Rxo, Ra1) (4.11)

olacak gekilde bir yo € Rxy vardir. (4.11) ve (4.10) esitsizliklerinden

IA

qHy(Rxo, Rx1)
qcma‘X{DQ(y17 RIO); D2(y17 le)? O-(x07 Il)}

gecmax{Hy(Rxo, Rx1),0(z0, 1)}

p(Y1,Y2)

IN TN

IN

qco(xg, 1) (4.12)

bulunur.

Benzer bicimde Lemma 2.2 den

o(z1,22) < ¢H1(Gyr, Gyo) (4.13)

olacak bigimde bir x € Gy, vardir. (4.9) ve (4.13) esitsizliklerinden

IN

qH,(Gyy1, Gys)

gemax{D1(x1, Gy ), Di(z1, Gya), p(y1,92) }

O'($1, x?)

IN

IN

gemax{H1(Gy1, Gya), p(y1,y2) }

qcp(yr, y2) (4.14)

elde edilir.

Genelligi kaybetmeksizin Lemma 2.2 ve (4.10) esitsizliginden gc € (0,1) igin

A

p(ynvyn+1) = qH2<R$nfl>Rxn)

IN

qecmax{Dy(yn, Rrp_1), Do(Yn, Rxy), 0(2n_1, )}

IN

gqemax{Hy(Rx,_1, Rxy,),0(xp_1,2,)}

IA

qco (Tp_1,Ty) (4.15)

saglanacak sekilde bir y,, 11 € Rx, bulunur.
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Benzer gekilde Lemma 2.2 ve (4.9) esitsizliginden gc € (0,1) igin

O—(wna anrl) S qu(Gyna Gyn+1)
S qcmaX{Dl(xnvan)aD1<xnaGyn+1)>p(ymyn+1)}
< gemax{H1(GYn, GYni1); p(Yn: Ynt1) }

= qcp(Yn, Yn+1) (4.16)

olacak sekilde bir x,,.1 € Gyp+1 bulunur. (4.15) ve (4.16) esitsizliklerinden gc € (0, 1)

icin
p(ymyn—i-l) S qH2(R$n—laRxn)
S qca(xnflaxn)
< (g¢)" o (o, 21) (4.17)
ve

IN

0(Tn, Tns1) (4€).p(Yn, Yn+1)

< (qc)za(xﬂfla xﬂ)

IN

(ge)" 20 (w0, 71) (4.18)

esitsizlikleri bulunur.

(4.17) ve (4.18) egitsizliklerinde n — oo igin limit alindiginda

lim o(z,, pe1) =0 (4.19)
Tim p(yn, yns1) =0 (4.20)

elde edilir.
Simdi {z,} ve {y,} dizilerinin sirasiyla V' ve U uzaylarinda birer Cauchy dizisi

olduklar gosterilsin. m > n olacak sekildeki her m,n € N igin (4.18) ve ii¢gen
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esitsizliginden gc € (0, 1) olmak iizere

3
L

O-(:L‘naxm) S O-(xtht—l—l)

-
Il
3

3
L

IN

(qc)tﬁa(%a 1)

o0

o(zo, 71) Z(qc)t+2

t=n

~~
Il
3

IN

[e.9]

elde edilir. z:(qc)t+2 serisinin yakinsakligindan {z,} dizisinin V' uzayinda bir
t=—2
Cauchy dizisi oldugu elde edilir. Benzer gekilde (4.17) esitsizligi kullanilarak {y, }

dizisinin U uzaymda bir Cauchy dizisi oldugu bulunur. (Vo) ve (U, p) tam uzaylar

oldugundan lim z,, = z ve lim ¥, = w olacak bigimde z € V ve w € U vardir.

Simdi doniigiimlerin arasindaki iligkiyi gostermek icin z ¢ Gw veya w ¢ Rz oldugu
kabul edilsin. Eger z ¢ Gw ise her n > ng i¢in D;(Gw, x,41) > 0 olacak sekilde bir
no € N vardir. Dolayisiyla (4.9) esitsizliginden

Di(Gw,zpy1) < Hi(Gw,Gyni1)

N

= CmaX{Dl (xm GU)), Dl (fEn, Gyn-{-l)a p(w7 yn-‘rl)}

S CmaX{Dl(ImGw)ad(xmxn—i-l)uO(w;yn—l-l)}
elde edilir. Son esitsizlikte n — oo i¢in limit alinirsa
Di(Gw, z) < e¢Dy(z, Gw)

celigkisi elde edilir. Oyleyse z € Gw olmahdir. Eger w ¢ Rz ise (4.10) esitsizligi
kullanilarak benzer celigki elde edilir. Dolayisiyla w € Rz olmalidir.

O halde z € Gw € GRz ve w € Ru C RGw olup z ve w swrasiyla GR ve RG
doniistimlerinin sabit noktalaridir.

Bu ise ispati tamamlar. m

Tamim 4.1 (V,0) ve (U, p) iki metrik uzay, R : V — CB(U) ve G : U — CB(V)
iki doniigtim olsun. Eger her v € V , u € U, r € Rv ve s € Gu i¢in
H(Gu,Gr) > 0= 7+ F(H(Gu,Gr)) < F(M;(v,u)) (4.21)

Hy(Rv,Rs) > 0= 7+ F(H2(Rv,Rs)) < F(Ms(v,u)) (4.22)
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egitsizlikleri saglanacak gekilde bir F' €F ve 7 > 0 varsa T ve S doniisiimlerine

kiime degerli iligkili F-biiziilmeler denir. Burada M (z,y) ve Ms(z,y)

M (v,u) = max{D;(v,Gu), Di(v,Gr), p(u,r)}
My(v,u) = max{Dy(u, Rv), Ds(u, Rs),c(v,s)}

bi¢ciminde tanmimlanmigtir.

Kiime degerli iligkili F'—biiziilmelerin sabit noktalarimin varligina iligskin teoremi

vermeden once bir takim bilgiler hatirlatilacaktir:

X ve Y iki metrik uzay ve T : X — P(Y') doniigiimii goz oniine almsin. Kapal
(agik) kiimelerin 7" doniigiimii altindaki ters goriintiisii kapali (agik) ise bu déniigiim
iistten yarisiireklidir (alttan yarisiireklidir) denir. Eger bir kiime degerli doniigiim
iistten ve alttan yaristirekli ise stireklidir denir. Eger 7' : X — P(Y) doniisiimii
iistten yar1 siirekli ve z,, — z, y, — y ve y, € Tx, olacak sekilde {z,} ve {y,}

dizileri sirasiyla X ve Y uzaylarinda iki dizi ise bu durumda y € Tz dir.

Teorem 4.4 (V, o) ve (U, p) iki tam metrik uzay, R: V — K(U) ve G : U — K (V)
iki kiime degerli iligkili F-biiziilme olsun. Eger R ve G iistten yarisiirekli veya F
siirekli ise bu durumda GR ve RG doniigtimleri sirasiyla z € V ve w € U sabit

noktalaria sahiptir. Ustelik w € Rz ve z € Gw elde edilir.

Ispat. zo € V olsun. Her z € V ve y € U icin Gy ve Rz bos olmadigindan y; € Rxg

ve 1 € Gy, segebiliriz. Rx; kompakt oldugundan

p(y1,y2) = Da(y1, Rxy)

olacak sekilde bir y, € Rxq vardir.
Eger Do(y1, Rx1) = 0 ise bu durumda y; € Rry C RGy; ve 1 € Gy, C GRxy elde
edilir. Bu ise ispati tamamlar.

Simdi Dy (y1, Rx1) > 0 olsun. (F1) sartindan ve (4.22) esitsizliginden

F(Dy(y1, Rx1))

IA

F(Hy(Rxo, Rxy))
F(My(zo,11)) — 7

F(o(zg,71)) — 7.

IN

IN
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olacak sekilde bir 7 > 0 vardir. Dolayisiyla Sonug 2.1 den
F(p(y1,32)) < F(Hy(Rwo, R31)) < F(o(20, 1)) — 7 (4.23)
elde edilir. Benzer bigimde Gy, kompakt oldugundan
o(x1,22) = Di(x1, Gys)

olacak bicimde bir x5 € Gy vardir.
Eger Di(x1,Gyz) = 0 ise bu durumda x; € Gys C GRzy ve yo € Rz; C RGys
bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.

Simdi D (21, Gy2) > 0 olsun. (F1) sartindan ve (4.21) esitsizliginden

F (D1 (1, Gyz))

IN

F(H,(Gy1, Gy))

IA

F(My(x1,10)) — 7

IN

F(p(y1,y2)) — 7.
olacak gekilde bir 7 > 0 vardir. Dolayisiyla Sonug 2.1 kullanilarak
F(o(z1,22)) < F(H1(Gyr1, Gyz)) < Flp(y1,92)) — 7 (4.24)

bulunur.

Genelligi kaybetmeksizin (4.23) ve (4.24) egitsizlikleri kullanilarak

F(o(wn, n11))

IN

F(p(ym yn+1)) -7

IN

F(o(xp_1,x,) — 27

IN

Fp(yr,92)) = (2n = )7
< F(o(zg,x1)) — 2nT. (4.25)

saglanacak bigimde bir 7 > 0 vardir. Dolaysiyla her n € N icin z, € Gy, ve
Yn+1 € Rz, olacak bicimde {z,} ve {y,} dizileri insa edilir. Son esitsizlikte n — oo

icin limit alimip (F2) ozelligi kullanmlirsa

lim o(z,, ,41) =0 ve nh—>Holo P(Yns Ynt1) = 0.
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elde edilir. Kisalik adina n =0, 1.. i¢in oy, = (2, Tp11) ve 5, = p(Yn, Ynt1) olsun.
(F3) ozelliginden
lim o F(a,) =0

n—oo

olacak bicimde bir k£ € (0,1) vardir. Her n € N i¢in (4.25) esitsizliginden
" F(ay,) — o Flag) < —2afnT <0 (4.26)
bulunur. Son esitsizlikte n — oo igin limit alinirsa
lim naf =0 (4.27)

elde edilir. (4.27) den her n > n; i¢in nozfZ < 1 olacak sekilde bir n; € N vardir.

Dolayisiyla
1
nk
yazilir.
Benzer bi¢imde her n € N igin (4.25) esitsizliginden
BrF(B,) = BaF(By) < —2B5(n — 1)1 <0
bulunup n — oo i¢in limit alinirsa
lim 8%(n—1)=0 (4.29)

n—oo

elde edilir. (4.29) ifadesinden her n > n, icin (n—1)8F < 1 olacak sekilde bir ny, € N

vardir. Dolayisiyla

B < ﬁ (4.30)

yazilir.
{z,} ve {y,} dizilerinin sirasiyla V' ve U uzaylarinda birer Cauchy dizisi oldugunu
gosterilsin. m > n > ng olacak sekilde her m,n € N igin (4.28) ve tiggen esitsizligin-

den

3
L

U(mna $m) < U(mt, Tyy1)

1

3
L

IA
3 ~
l
_ S
<~
w\»—‘l =

~
Il
3
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yazilir. Ztii serisinin yakimsakhigimdan {x,} dizisi (Vo) uzayinda bir Cauchy
dizisi Olalf;ﬁ bulunur. Benzer bigimde (4.30) ve ti¢gen esitsizliginden {y,, } dizisi (U, p)
uzayinda bir Cauchy dizisi olarak bulunur. (Vo) ve (U, p) birer tam metrik uzay
olduklarmmdan {z,} ve {y,} Cauchy dizileri sirasiyla z € V' ve w € U elemanlarina

yakinsar.

Simdi doniistimler arasindaki iligkiyi ispatlamak i¢in R ve G doéniigiimlerinin iistten
yarisiirekli oldugu kabul edilsin. Bu durumda x,, € Gy,, y,+1 € Rx,, ©, — 2z ve

Yp — w olup z € Gw ve w € Rz elde edilir.

Simdi F' fonksiyonunun siirekliligi kabul edilsin ve z ¢ Gw veya w ¢ Rz gerceklensin.
Eger 2z ¢ Gw ise bu durumda ny > n i¢in D;(Gw, z,,41) > 0 olacak sekilde bir ng € N

vardir. Dolaysyla (4.21) esitsizligi ve (F1) den

F(Di(Gw,xp41)) < F(H1(Gw,GYnt1))
< F(Mi(zg,w)) =7
< F(max{p(w,Ynt1), D1(Tn, GYny1), Di(2n, Gw)}) —
< F(max{p(w, yn+1), 0 (T, Tns1), D120, Gw)}) —

elde edilir. n — oo i¢in limit alinip F' fonksiyonunun siirekliligi kullanilirsa
F(D1(Gw,2)) < F(D1(z, Gw)) —

bulunur. Bu ise bir geligkidir. Bu durumda z € Gw elde edilir. Eger w ¢ Rz ise bu
durumda benzer c¢eligki bulunarak w € Rz elde edilir.

O halde z € Gw C GRz ve w € Rz C RGw olup z ve w swrasiyla GR ve RG
doniisiimlerinin birer sabit noktasi olur.

Bu ise ispat1 tamamlar.

Ornek 4.1 V =[0,1] ve U = [~1,0] metrik uzaylarmi o = p



metrigi ile birlikte diigiinelim. @) ve I sirasiyla rasyonel ve irrasyonel sayilari goster-
mek iizere R:V — P(U) ve G : U — P(V) doniigtimleri
Qu , vely Iy , uely
Rv = ve Gu = )
Iy, veQy Qv , u€EQu

biciminde tamimlansm. Burada (V, o) ve (U, p) uzaylari tam metrik uzaylardir. Uste-
lik 7, ve 7, ayrik topoloji olduklarindan V' ve U uzaymnin her sonsuz alt kiimesi ka-
palidir fakat kompakt degildir. Bu durum R ve G doniigiimlerinin iistten yarisiirekli
oldugunu gosterir. Dahas1 V' ve U uzaylari sinirh olup Rv ve Gu kiimeleri kapali ve
sinirhdir.

Simdi F : (0, 00) — R fonksiyonu

a , a>1
bigiminde tanimlansin. O halde F' € F\F, oldugu agiktir. Simdi (4.21) ve (4.22)
esitsizliklerinin 7 = 1 i¢gin saglandig1 gosterilsin. Eger v € V, u € U, r € Rv ve
Hi(Gu,Gr) > 0 ise, v € Iy ve u € Iy veya v € Qy ve u € Qu dir. Bu durumda
asagidaki iki durum diigiiniilebilir:
Durum 1: v € Iy ve u € Iy olsun. O halde tiim r € Rv = Qy icin
Hi(Gu,Gr)=1>0 ve

T+ F(H(Gu,Gr)) = 1+F(1)=1
< 1+ |u—r|=plu,r)
= F<p(u7T)) = F(Ml(vau))
bulunur.
Durum 2: v € Qy ve u € Qp olsun. O halde tiim r € Rv = [y igin
H(Gu,Gr) =1>0 ve
T+ F(H(Gu,Gr)) = 14+F(1)=1
< 1+fu—1] = plu,r)

= Flp(u,r)) = F(M(v,u))
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bulunur. Dolayisiyla (4.21) esitsizligi saglanir. Benzer bigimde (4.22) esitsizliginin
saglandigr da gosterilir. Sonug olarak Rv ve Gu kiimelerinin kompaktligi diginda
Teorem 4.4 iin tiim sartlar saglanir. Fakat RG ve GR doniisiimleri sabit noktaya

sahip degillerdir.

Uyar: 4.1 Teorem (4.4) de F. kiimesi diisiiniilerek Rv ve Gu kiimeleri tizerindeki

kompaktlik sart1 kaldirilip yerine kiimelerin kapali ve sinirli olmasi sarti eklenilebilir.

Tanim 4.2 (V,0) ve (U, p) iki metrik uzay, R : V — CB(U) ve G : U — CB(V)
iki doniistim olsun. Bu durumda F' €F, olmak tizere v € V, uw € U, r € Rv ve

s € Gu igin

H(Gu,Gr) > 0= 7+ F(H(Gu,Gr)) < F(M;(v,u)) (4.31)
Hy(Rv,Rs) > 0= 7+ F(H2(Rv, Rs)) < F(Ms(v,u)) (4.32)

olacak bi¢imde bir 7 > 0 varsa R ve GG doniistimlerine genellestirilmis kiime degerli

iligkili F-biiziilmeler denir. Burada

Mi(v,u) = max{D;(v,Gu), D1(v,Gr), p(u,r)}
My(v,u) = max{Dy(u, Rv), Ds(u, Rs),c(v,s)}.

biciminde tanimhdir.

Teorem 4.5 (V,0) ve (U, p) metrik uzaylar: tam uzay, T : V — CB(U) ve

G : U — CB(V) doniigiimleri F' €F, ile genellegtirilmis kiime degerli iligkili F-
biiziilmeler olsun. Eger R ve G iistten yarisiirekli veya F' siirekli ise, bu durumda
G R ve RG doniigiimleri sirasiyla birer z € V' ve w € U sabit noktalarina sahiplerdir.

Ustelik w € Rz ve z € Gw gerceklenir.

Ispat. zp € V alalm. Her z € V ve y € U icin Gy ve Rz bos olmadigindan
y1 € Rxg ve 1 € Gy, secilebilir.

Eger Ds(y1, Rx1) = 0 ise bu durumda y; € Rz olur.

Dolayisiyla y; € Rxy C RGy, ve x1 € Gy; C GRx; elde edilir. Bu ise x; ve y; in

sirasiyla GR ve RG doniigiimlerinin sabit noktasi oldugunu gosterir.
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Simdi Do (y1, Rx1) > 0 olsun. Dy(yy, Rzy) < Hy(Rxg, Rxy) olup (F1) den

IN

F(Dg(yl,R.%'l)) F(HQ(RQfo,R.%'l))

< F(M(zo,y) — 7
< Flo(zg,a1)) — T (4.33)
bulunur. (F4) ozelliginden
F(Da(yr, Br)) = f Flp(yr,y)) < Flo(zo,21) =7 (4.34)
yazihr. (4.34) dan
F(p(y1,42)) < F(o(wo,x1)) — 7. (4.35)

olacak bicimde bir y, € Rz, vardir.

Benzer bicimde D, (x1, Gy,) = 0 ise x; € Gy, bulunur.

Dolayisiyla x1 € Gy, C GRxy ve yo € Rx; C RGys elde edilir. Bu ise 7 ve y, in
sirasiyla GR ve RG doniisiimlerinin sabit noktasi oldugunu gosterir.

Simdi Dy (z1,Gyz) > 0 olsun. Di(x1, Gyz) < H1(Gy1, Gys) olup (F1) den

F(Dy(71, Gyz))

IA

F(H\(Gy1, Gy))

< F(M(zy,)) —7
< Flpy,g) — 7 (4.36)
bulunur. (F4) ézelliginden
F(Di(21, Gyo)) = inf Flo(ay,2)) < Flp(yr,50)) =7 (4.37)
yazilir. (4.37) den
F(o(x1,22) < F(p(y1,y2)) — 7 (4.38)

olacak bicimde bir x5y € Gy, vardir.
Genelligi kaybetmeksizin her n € N i¢in (4.35) ve (4.38) esitsizlikleri diisiiniilerek

F(O‘(I‘m xn—i—l))

IN

F(p(yn7yn+1)) - T
F(o(xp_1,2,)) — 27

IN

IN

F(p(yr, 42)) = (2n = )7

F(o(xg,21)) — 2nT. (4.39)
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elde edilir. Son esitsizlikte n — oo igin limit alinip (F2) 6zelligi kullanilirsa

lim o(x,,2,01) =0 ve  lim p(Yn, Yns1) =0

n—oo

elde edilir.
Simdi n =0, 1,... i¢in o, = o(xp, x,11) olsun. (F3) ozelliginden
lim of F(ay,) =0

n—oo

olacak bicimde bir k € (0,1) vardir. (4.39) esitsizliginden her n € N
" F(ay) — o F(ag) < —2afnt <0, (4.40)
egitsizligi saglanir. Son esitsizlikte n — oo i¢in limit alinirsa
7}1—>Holo naf =0 (4.41)

elde edilir. (4.41) den her n > n; i¢in na® < 1 olacak bigimde bir n; € N vardir ve

a, < —. (4.42)

N
== -

elde edilir.
Simdi {z,} ve {y,} dizilerinin Cauchy dizisi oldugunu gostermek igin m > n > ng

olacak bigimde m,n € N olsun. (4.42) esitsizligi ve ii¢gen egitsizliginden

m—1
0(Tn, Tm) < o (@, Tet1)
t=n
m—1
= at
t=n
m—1 1
< -
t=n Lk
— 1
bulunur. Z — serisinin yakinsakliginda {z,} dizisi (V, o) uzayinda bir Cauchy
tx
t=1

dizisi olarak bulunur. Benzer iglemler yapilarak {y,} dizisinin (U, p) uzaymda bir
Cauchy dizisi oldugu bulunur. (Vo) ve (U, p) tam olduklarindan n — oo i¢in z,, — 2
ve y, — w olacak bicimde bir z € V' ve w € U vardir.

R ve G doniigtimleri arasindaki iligkiyi ispatlamak icin kabul edelim ki R ve G
iistten yarisiirekli doniigiimler olsun. Bu durumda z, € Gy,, y,.1 € Rx,, x, — 2

ve Yy, — w olup z € Gw ve w € Rz bulunur.
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Simdi F siirekli ve z ¢ Gw veya w ¢ Rz olsun. Eger z ¢ Gw ise bu durumda
ng > n igin D1 (Gw, x,,1) > 0 olacak bigimde bir ng € N vardir. Dolayisiyla (4.31)
esitsizligi ve (F1) ozelliginden

F(Di(Gw,zp11)) < F(Hi(Gw,Gyni1))
< F(Mi(zg,w)) =7
< F(max{Di(zn, Gw), D1(GYni1, Tn), p(Yni1,w)}) — T
< F(max{D(zn, Gw), 0 (T, Tnt1), p(W, Yn41)}) — 7

elde edilir. Son esitsizlikte n — oo i¢in limit alimip F' fonksiyonunun siirekliligi

kullanilirsa

F(D1(Gw, z2)) < F(D1(z,Gw)) —

elde edilir. Bu ise bir geligkidir. Dolayisiyla 2z € Gw olmalidir. Diger taraftan eger
w ¢ Rz ise benzer celigki elde edilerek w € Rz bulunur.

Tiim bu bilgiler 1g1¢inda 2 € Gw C GRz ve w € Rz C RGw olup z ve w sirasiyla
G R ve RG doniigiimlerinin birer sabit noktasi oldugu bulunur.

Uyar1 4.2 F(a) = Ina almarak her kiime degerli iligkili biiziilmenin bir kiime

degerli iligkili F'—biiziilme oldugu stylenebilir.

Sonug 4.3 (V,0) tam metrik uzay ve R : V — K(V) verilsin. Her z, y € V ve

r € Rz icin

H(Ry,Rr) >0 =7+ F(H(Ry, Rr)) < F(M(z,y))

esitsizligini saglayan bir doniisiim olsun. Burada F' € F, 7 > 0 ve

M (z,y) = max{D(x, Ry), D(x, Rr),o(y,r)}

dir. Eger R doniisiimii {istten yansiirekli veya I siirekli ise, R? doniistimii V uza-

yinda bir sabit noktaya sahiptir.
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Sonug 4.4 (V,0) bir tam metrik uzay olsun. H(Ry, Rr) > 0 kogulunun olmasi

durumunda R : V' — CB(V') déniigiimii her z, y € V ve r € Rz igin
7+ F(H(Ry, Rr)) < F(M(z,y))
esitsizligini saglasin. Burada F € F,, 7 > 0 ve
M (z,y) = max{D(x, Ry), D(x, Rr),o(y,r)}

dir. Eger R doniistimii iistten yarsiirekli veya F siirekli ise, R? doniistimii V' uza-

yinda bir sabit noktaya sahiptir.
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5. TARTISMA VE SONU(C

Bu tez calismasinda literatiirdeki bazi sabit nokta calismalar: gozoniine alinarak or-
jinal sonuclar elde edilmistir. Oncelikle tam metrik uzaylar tizerinde tammh tek
degerli iligkili doniigimlerin Wardowski'nin teknigi ile yeni sonuglar1 dogurdugu
gosterilmigtir. Bir iligkili doniigiimiin F-biiziilme altinda bir genellestirilmesi elde
edilip Banach sabit nokta teorisi farkli bir acidan ele alinmig, iterasyon dizileri
ise iki farkli uzay iizerinde tanimlanabilmistir. Elde edilen sonuclarin daha once
literatiire kazandirilan bir iligkili sabit nokta teoreminin genellestirilmesi oldugu
verilen orneklerle gosterilmigtir. Tek degerli sabit nokta caligmalarimin yam sira
Nadler’in ¢aligmalar: goz oniine alinarak kiime degerli iligkili dontigiimler tanimlan-
migtir. Doniigiimlerin birbiri arasindaki iligki, sabit noktalarinin varhigr ve tekligi
konular1 hem tek degerli iligkili sabit nokta teoreminde hem de kiime degerli iligkili
sabit nokta teoremlerinde ele alinmig ve yeni sonuclar elde edilmistir.

Elde edilen sonugclar, literatiirdeki sabit nokta teori caligmalarina farki bir bakig
acist sunarak bu caligmalarin kullanim alanini genigletmesi sebebiyle biiyiik 6nem

arz etmektedir.
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