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Tez dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧stır. İkinci
kısımda temel tanım ve teoremler verilmi̧s, bir fonksiyonun dağılım fonksiyonu ve
azalan yeniden düzenlemesi kavramları tanıtılarak bazı temel özellikleri ispatlan-
mı̧stır. Lorentz uzaylarıtanıtılarak bu uzaylarda maksimal operatör ve Calderon-
Zygmund operatörlerinin sınırlılı̆gıverilmi̧stir. Daha sonraMorrey uzaylarıtanıtılmı̧s,
temel özelliklerine yer verilmi̧s ve Hardy ve eşlenik Hardy operatörlerinin lokal Mor-
rey uzaylarındaki sınırlılı̆gı ispatlanmı̧stır. Üçüncü bölümde lokal Morrey-Lorentz
uzaylarıhatırlatılarak bazıtemel özelliklerine yer verilmi̧stir. Bu bölümde tezin asıl
amacıolan lokal Morrey-Lorentz uzaylarında maksimal ve Calderon-Zygmund op-
eratörlerinin sınırlılı̆gının ispatıverilmi̧stir. Dördüncü bölümde önceki bölümlerde
elde edilen sonuçların bazıuygulamalarına yer verilmi̧stir. Son bölümde ise elde
edilen sonuçların analizi yapılmı̧stır.
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This thesis consists of four chapters. The first chapter includes a brief introduction
to the topic. In the second chapter, basic definitions and theorems are given, the
distribution and decreasing rearrengement of a function are introduced and some
of their fundamental properties are given. Lorentz spaces are introduced and the
boundedness of the maximal operator and Calderon-Zygmund operators are given
in these spaces. After that Morrey spaces are introduced, some basic properties of
these spaces are given and the boundedness of Hardy and conjugate Hardy opera-
tors in local Morrey spaces are given. In the third chapter, local Morrey-Lorentz
spaces and their some basic properties are given. The boundedness of the maximal
and Calderon-Zygmund operators in local Morrey-Lorentz spaces, which is the main
purpose of this thesis, is given in this chapter. In the fourth chapter, some appli-
cations of the results obtained in the previous chapters are given. Finally, the last
chapter is devoted to the analysis of the obtained results.
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1. GİRİŞ

0 < p, q ≤ ∞ ve 0 ≤ λ ≤ 1 olmak üzere, M loc
p,q;λ ≡ M loc

p,q;λ(Rn) lokal Morrey-Lorentz

uzayları

‖f‖M loc
p,q;λ

:= sup
r>0

r−
λ
q ‖t

1
p
− 1
q f ∗(t)‖Lq(0,r)

quasi - normu sonlu olacak şekilde tüm ölçülebilir fonksiyonların uzayıolarak tanım-

lanır, burada f ∗, f nin azalan yeniden düzenlemesidir.

Lokal Morrey- Lorentz uzayları literatürde ilk kez C. Aykol’un doktora tezinde

tanımlanmı̧s (Aykol, 2013) ve bu tezde verilen uzaylar arasındaki bazıgömme teo-

remleri ispatlanmı̧stır.

λ < 0 ya da λ > 1 durumunda, M loc
p,q;λ(Rn) = Θ olup, burada Θ, Rn üzerinde sıfıra

denk olan tüm fonksiyonların kümesidir. λ = 0 durumunda Lp,q (Rn)Lorentz uzay-

ları, p = q olmasıdurumunda M loc
p;λ (R) lokal Morrey uzaylarıve λ = 1 durumunda

Λ
∞,t

1
p−

1
q
(Rn) klasik Lorentz uzayları elde edilmektedir. Dolayısıyla lokal Morrey-

Lorentz uzaylarıLorentz uzaylarının doğal bir genelleştirmesidir. 0 < q ≤ p <∞ ve

0 < λ ≤ q
p
durumunda lokal Morrey-Lorentz uzaylarıWL 1

p
−λ
q
(Rn) zayıf Lebesgue

uzaylarına denktir. q = ∞ durumunda ise WLp(Rn) zayıf Lebesgue uzaylarıelde

edilmektedir.

0 < p, q ≤ ∞ ve 0 ≤ λ ≤ 1 olmak üzere, WM loc
p,q;λ ≡ M loc

p,q;λ(Rn) zayıf lokal Morrey-

Lorentz uzayları

‖f‖WM loc
p,q;λ

:= sup
r>0

r−
λ
q ‖t

1
p
− 1
q f ∗(t)‖WLq(0,r)

sonlu quasi- normlu ölçülebilir bütün fonksiyonların uzayınıgöstermektedir. Lokal

Morrey-Lorentz uzaylarında Hilbert dönüşümü, maksimal operatör, Calderon-Zygmund

singüler integral operatörü ve Riesz potansiyelinin sınırlılı̆gıve bu sınırlılıklar yardımıyla

elde edilen sonuçlar sırasıyla (Aykol vd., (2016), Guliyev vd. 2016a, 2016b) tarafın-

dan ortaya konulmuştur.

E, Rn in ölçülebilir bir alt kümesi ve f , E −→ R ye ölçülebilir bir fonksiyon

olsun. f nin dağılım fonksiyonu

µf (λ) = µ({x ∈ E : |f(x)| > λ}), λ ≥ 0
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olmak üzere, f nin azalan yeniden düzenlemesi

f ∗, (0, |E|) üzerinde

f ∗(t) = inf{λ ≥ 0 : µf (λ) ≤ t}, 0 ≤ t ≤ ∞

şeklinde tanımlanır. Özel olarak µf ∗ = µf dir.

Bir fonksiyonun yeniden düzenlemesi kavramı harmonik analizde önemli bir araçtır

ve birçok eşitsizlikte anahtar rol oynamaktadır. Sistematik olarak Hardy ve Lit-

tlewood tarafından tanımlanmı̧s ve reel ve harmonik analizde, singüler integrallerin

araştırılmesında, fonksiyon uzaylarıve interpolasyon teorisinde birçok matematikçi

tarafından kullanılmı̧stır (Bennett ve Sharpley 1988; Kristiansson 2002).

Azalan yeniden düzenleme kavramıGeorge G. Lorentz tarafından (Lorentz; 1950,1951)

Lp,q(Rn) Lorentz uzaylarının tanımlanmasında kullanılmı̧stır.

Lp,q(Rn) Lorentz uzayları

‖f‖Lp,q(Rn) =


(∫∞

0

(
t
1
pf ∗(t)

)q
dt
t

)1/q

, 0 < p <∞, 0 < q <∞

sup
t>0

t
1
pf ∗(t), 0 < p ≤ ∞, q =∞

sonlu olacak biçimdeki ölçülebilir fonksiyonların sınıflarının kümesi olarak tanım-

lanır. Lp,q(Rn) Lorentz uzaylarında 0 < p <∞, p = q alınmasıhalinde

‖f‖Lp(Rn) :=

(∫
Rn
|f(y)|pdy

) 1
p

ve p =∞ alınmasıhalinde

‖f‖L∞(E) := sup{α : |{y ∈ E : |f(y)| ≥ α}| > 0}

Lebesgue uzaylarıelde edilir.

0 < p <∞, q =∞ alınmasıhalinde ise

‖f‖WLp(E) := sup
0<t≤|E|

t1/pf ∗(t), 1 ≤ p <∞

zayıf Lebesgue uzayıelde edilir ve p = q =∞ alınmasıdurumunda

‖f‖WL∞ ≡ ‖f‖L∞ bulunur.
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Morrey uzayları ilk defa C.B. Morrey (1938) tarafından tanımlanmı̧stır. Eliptik

diferensiyel denklemlerin çözümlerinin lokal davranı̧slarının elde edilmesinde ve kısmi

diferensiyel denklemler teorisinde önemli yere sahiptir.

0 ≤ λ < n, 1 ≤ p <∞ ve f ∈ Llocp (Rn) olmak üzere Lp,λ(Rn) Morrey uzayları

‖f‖Lp,λ ≡ ‖f‖Lp,λ(Rn) = sup
x∈Rn,r>0

r−
λ
p ‖f‖Lp(B(x,r))

sonlu olacak biçimdeki fonksiyonların uzayıdır (Morrey, 1938), burada B(x, r), Rn

de x merkezli ve r yarıçaplıaçık yuvarıbelirtmektedir.

λ < 0 ve ya λ > n iken Lp,λ(Rn) = θ dır, burada θ, Rn de sıfıra denk olan fonksiy-

onların kümesini belirtmektedir.

f ∈ L loc
1 (Rn) olmak üzere f nin Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu Mf

Mf(x) = sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)|dy, x ∈ Rn.

biçiminde tanımlanır, burada |B(x, r)|, B(x, r) açık yuvarının Lebesgue ölçüsüdür;

yani, |B(x, r)| = ωnr
n olup ωn, Rn de birim kürenin hacmini göstermektedir.

K ∈ Lloc1 (Rn \ {0}) olacak şekilde aşağıdaki koşullarısağlayan bir fonksiyon olsun.

(i)|K(x)| ≤ C

|x|n , x ∈ R
n \ {0},

(ii)

∫
r1<|x|<r2

K(x)dx = 0, 0 < r1 < r2,

(iii) |K(x− y)−K(x)| ≤ C
|y|
|x|n+1

, 2|y| ≤ |x|.

Bu durumda K ya Calderon-Zygmund çekirdeği denir. Burada C sabiti, x ve y den

bağımsızdır.

Tεf(x) =

∫
{B(x,ε)

K(x− y)f(y)dy

eşitliği yardımıyla K ile ilintili Calderon- Zygmund singular integrali

Tf(x) = (K ∗ f)(x) = lim
ε→0

Tεf(x)

şeklinde tamımlanır.
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Tezin amacı, Hardy-Littlewood maksimal operatörünün, Calderon - Zygmund ve

maksimal Calderon Zygmund operatörlerinin M loc
p,q;λ(Rn) lokal Morey-Lorentz uzay-

larında sınırlılı̆gınıelde etmektir. Ayrıca, bir fonksiyonun dağılım fonksiyonu, aza-

lan yeniden düzenlemesi kavramlarıve özellikleri kapsamlıbir biçimde verilecektir.

Lorentz ve Morrey uzayları tanımlarıhatırlatılarak bu uzaylarda maksimal oper-

atör ve Calderon-Zygmund operatörlerinin sınırlılıklarıverilecektir. Lokal Morrey-

Lorentz uzaylarında belirtilen operatörlerin sınırlılı̆gının elde edilmesinde Hardy ve

eşlenik Hardy operatörlerinin lokal Morrey uzaylarındaki kuvvetli ve zayıf sınırlılık-

larından yararlanılacaktır.

Elde edilen sonuçların uygulamasıolarak ise M loc
p,q;λ(Rn) uzaylarında Bochner-Riesz

operatörünün sınırlılı̆gıverilecektir.

Tez boyunca C , uygun parametrelerden bağımsız pozitif bir sabit için kullanılacaktır

ve her seferinde aynıolma koşulu bulunmamaktadır. p ∈ [1,∞] için, p′ , pp′ = p+p′

şeklinde tanımlanmı̧stır.
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2. ÖN BİLGİLER

2.1 Temel Tanım ve Teoremler

Tanım 2.1 X bir K cismi üzerinde bir vektör olmak üzere. Eğer bir

‖.‖ : X → R x→ ‖x‖

dönüşümü ∀x, y ∈ X ve ∀α ∈ K için

(N1) ‖x‖ ≥ 0 ve ‖x‖ = 0⇔ x = θ,

(N2) ‖αx‖ = |α|‖x‖,

(N3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

özellikleri gerçeklensin. Bu durumda ‖.‖ dönüşümüne X üzerinde norm adıverilir.

(X, ‖.‖) ikilisine, normlu vektör uzayıdenir. (X, ‖.‖) uzayıgenel olarak X ile ifade

edilir.

Tanım 2.2 (N3) eşitsizliği ‖x+ y‖ ≤ C(‖x‖+ ‖y‖) olacak şekilde bir C sabiti ile

gerçekleniyorsa bu durumda bu dönüşüm quasi-norm olarak adlandırılır.

(i) T operatörünün tanım bölgesi D(T ) bir vektör uzayıolup değer bölgesi R(T ),

aynıcisim üzerinde bir vektör uzayıdır.

(ii) Her x, y ∈ D(T ) ve her α ∈ K sabiti için ,

T (x+ y) = Tx+ Ty

T (αx) = αTx

eşitlikleri gerçekleniyorsa bu durumda T ye bir lineer operatördür denir.

Tanım 2.3 X ve Y normlu uzaylar, D(T ) ⊂ X , T : D(T ) → Y ve T bir lineer

operatör olsun.‖Tx‖Y ≤ C‖x‖X eşitsizliği sağlanacak şekilde bir C reel sayısıvarsa,

T operatörüne X uzayından Y uzayına sınırlıoperatördür denir.

T nin normu; ‖T‖ = sup
x∈D(T )
x 6=0

‖Tx‖
‖x‖ şeklinde tanımlanır.
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Tanım 2.4 X ve Y normlu uzaylar, D(T ) ⊂ X, T : D(T ) → Y bir operatör ve

x0 ∈ D(T ) olsun. Her ε > 0 için; ‖Tx−Tx0‖ < ε iken ‖x− x0‖ < δ olacak şekilde

bir δ > 0 sayısıvarsa, T operatörüne x0 da süreklidir denir.

Tanım 2.5 (Kreyszig, 1989) X ve Y normlu uzaylar ve D(T ) ⊂ X olmak üzere,

T : D(T ) → Y lineer operatör olsun. Bu durumda T nin sürekli olmasıiçin gerek

ve yeter koşul T nin sınırlıolmasıdır .

Tanım 2.6 X bir küme. Σ, X in alt kümelerinin bir sınıfıolsun.

(i)X ∈ Σ,

(ii) Her A ∈ Σ için Ac ∈ Σ,

(iii) k = 1, 2, ..., n için Ak ∈ Σ ise
n
∪
k=1

Ak ∈ Σ

özellikleri gerçekleniyorsa Σ sınıfı, X üzerinde bir cebirdir. Ayrıca

(iv) , k = 1, 2, ... için; An ∈ Σ⇒
∞
∪
n=1

An ∈ Σ ise Σ cebirine, σ− cebir denir.

Tanım 2.7 Bir Σ sınıfınıkapsayan σ− cebirlerinin en küçüğüne Σ nın doğurduğu

σ− cebiri denir. Rn deki bütün (a, b) aralıklarının doğurduğu σ-cebirine Borel cebiri

denir, B(Rn) şeklinde gösterilir.

Tanım 2.8 X bir küme ve µ , X üzerinde bir σ− cebiri olmak üzere (X,µ)

ikilisine bir ölçülebilir uzay, µ deki her bir kümeye de µ-ölçülebilir küme,veya kısaca

ölçülebilir küme denir.

Tanım 2.9 (X,Σ) bir ölçülebilir uzay, f : X → R, olsun. ∀γ ∈ R için

f−1(]γ,+∞[) = {x ∈ X : f(x) > γ} ∈ Σ

eşitliği sağlanıyorsa f ye ölçülebilir fonksiyon denir.

(X,Σ) bir ölçülebilir uzay olmak üzere, Σ üzerinde tanımlıgeni̧sletilmi̧s reel değerli

bir µ fonksiyonu eğer;

(i) µ(∅) = 0,

(ii) Her A ∈ Σ için µ(A) ≥ 0,

(iii) Σ daki her ayrık (An) dizisi için µ
( ∞⋃
n=1

An

)
=
∞∑
n=1

µ(An)

özelliklerine sahip ise, µ fonksiyonuna ölçü denir. Eğer her A ∈ Σ için µ(A) < ∞

ise µ’ye sonlu ölçü adıverilir.
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Tanım 2.10 Bir X kümesi, X in alt kümelerinin bir Σ σ- cebiri ve Σ üzerinde

tanımlıbir µ ölçüsünden oluşan (X,Σ, µ) üçlüsüne bir ölçü uzayıdenir.

Tanım 2.11 (X,Σ, µ) bir ölçü uzayıolmak üzere,X üzerinde tanımlıµ− ölçülebilir

fonksiyonların sınıfıM(X,Σ), ya da M(X,µ), X üzerinde negatif olmayan µ−

ölçülebilir fonksiyonlar sınıfıM+(X,Σ) veM(X,Σ) deki µ− h.h.y sonlu fonksiyon-

lar sınıfıM0(X,Σ) ile gösterilir. M(Rn) Rn üzerinde tüm sonlu Borel ölçülerinin

uzayınıbelirtir.

Tez boyunca (0,∞) üzerinde tüm negatif olmayan ölçülebilir fonksiyonların kümesi

M+(0,∞), tüm negatif olmayan ölçülebilir azalan ve artan fonksiyonların kümesi

sırasıylaM+(0,∞; ↓) veM+(0,∞; ↑) ile gösterilecektir.

Tanım 2.12 X bir küme ve P (X) de X in kuvvet kümesi; P (X) üzerinde tanımlı,

geni̧sletilmi̧s reel değerli bir µ∗ fonksiyonu aşağıdaki özelliklere sahip ise µ∗ fonksiy-

onuna X üzerinde bir dı̧s ölçüdür denir.

(i) µ∗(∅) = 0,

(ii) Her E ∈ P (X) için µ∗(E) ≥ 0,

(iii) A ⊂ B ⊂ X için µ∗(A) ≤ µ∗(B),

(iv) Her bir n ∈ N için An ∈ P (X) ise µ∗
( ∞⋃
n=1

An

)
≤
∞∑
n=1

µ∗(An).

Tanım 2.13 (Ik), R nin sınırlıve açık alt aralıklarının bir dizisi ve

τA =
{

(Ik) : A ⊂
⋃

Ik

}
olsun. P (R) üzerinde

λ∗(A) = inf

{ ∞∑
k=1

l (Ik) : (Ik) ∈ τA

}

biçiminde tanımlanan λ∗ bir dı̧s ölçü olur ve bu dı̧s ölçüye Lebesgue dı̧s ölçüsü adı

verilir.

n− boyutlu Rn uzayında Lebesgue dı̧s ölçüsünü tanımlayabilmek için

I = {x : ai ≤ xi ≤ bi , i = 1, ..., n}
7



n−boyutlu kapalıaralıklarınıalalım. Aralıkların hacimleri

v(I) =

n∏
i=1

(bi − ai)

olacaktır. E ⊂ Rn kümesinin Lebesgue dı̧s ölçüsü

λ∗(E) = inf

{ ∞∑
k=1

v(Ik) : E ⊂
∞⋃
k=1

Ik , Ik bir aralık

}

şeklinde ifade edilir. ∀A ⊂ Rn

λ∗(A) = λ∗(A ∩ E) + λ∗ (A ∩ (Rn − E))

eşitliği sağlanıyorsa, bu takdirde E kümesine, Lebesgue ölçülebilir kümedir denir.

Tanım 2.14 M(Rn, λ∗), Rn nin λ∗ dı̧s ölçüsüne göre ölçülebilen alt kümelerinin

sınıfıolsun. λ∗ Lebesgue dı̧s ölçüsünün M(Rn, λ∗) sınıfına da B(Rn) sınıfına olan

kısıtlanmasına Lebesgue ölçüsü denir, λ ile gösterilir.

Tanım 2.15 (X,Σ, µ) ölçü uzayıolmak üzere bir önerme, ölçüsü sıfır olan bir küme

dı̧sında doğru ise, o önermeye hemen her yerde (h.h.y.) doğrudur denir.

Tanım 2.16 (X,Σ, µ) bir ölçü uzayıve . 0 < p <∞ olsun.

‖f‖Lp(X) =


(∫
X

|f |pdµ
) 1

p

, 1 ≤ p <∞

ess sup
x∈X

|f(x)| , p =∞

sonlu olacak biçimdeki fonksiyonların uzayına Lp(X) Lebesgue uzayıdenir.

E ⊂ Rn ölçülebilir bir küme olmak üzere E nin Lebesgue ölçüsü

|E| =
∫
E

dx

şeklnde tanımlanır.

Tanım 2.17 Rn üzerinde lokal integrallenebilir fonksiyonların kümesi∫
K

|f |dµ

8



sonlu olacak biçimde fonksiyonların sınıfı olarak ifade edilir ve f ∈ Lloc1 (Rn) ile

gösterilir, burada K, Rn Öklid uzayında bir kompakt küme ve f Lebesgue ölçülebilir

bir fonksiyondur.

Teorem 2.1 (Hölder eşitsizliği) p > 1 ve 1
p

+ 1
q

= 1, f ∈ Lp(Rn), g ∈ Lq(Rn)

olsun. Bu durumda fg ∈ L1(Rn) olup

‖fg‖L1 ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lq

eşitsizliği gerçeklenir.

Teorem 2.2 (Minkowski eşitsizliği) p ≥ 1 ve f , g ∈ Lp(Rn) olsun. Bu durumda

f + g ∈ Lp(Rn) dır ve ‖f + g‖Lp ≤ ‖f‖Lp + ‖g‖Lp eşitsizliği gerçeklenir.

Teorem 2.3 (Chebychev Eşitsizliği) t > 0 ve µf , f nin dağılım fonksiyonu

olmak üzere

tpµf (t) ≤
∫
{x∈Rn:|f(x)|>t}

|f(x)|pdx

eşitsizliği gerçeklenir.

Teorem 2.4 p < q ve E ⊂ Rn, |E| < ∞ olsun. Bu takdirde Lq(E) ⊂ Lp(E)

gömülmesi gerçeklenir.

Tanım 2.18 1 ≤ p, q ≤ ∞ ve

T : Lp(Rn)→ Lq(Rn)

bir operatör olsun. Eğer ∀f ∈ Lp(Rn) için

‖Tf‖Lq ≤ C‖f‖Lp

sağlanacak şekilde f den bağımsız bir C > 0 sabiti varsa T operatörü (p, q) tipli

operatör olarak adlandırılır.

µ bir ölçü ve her pozitif α sayısıiçim için

µ {x : |Tf(x)| > α} ≤
(
A‖f‖Lp

α

)q
, q <∞

sağlanacak biçimde α ve f den bağımsız bir C sabiti varsa T operatörü zayıf (p, q)

tipli operatör olarak adlandırılır.
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Tanım 2.19 (Maksimal Operatör) f , Rn üzerinde hemen her x için integral-

lenebilir bir fonksiyon olsun.

lim
r→0

1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

f(y)dy = f(x)

eşitliğinin hemen her x için gerçeklendiği temel Lebesgue Teoremi’nden bilinmekte-

dir, burada B(x, r),Rn de

B(x, r) = {y εRn : |x− y| < r}

x merkezli r yarıçaplıaçık yuvarıbelirtmektedir. Verilen eşitlikte limit yerine supre-

mum ve f yerine de |f | alınarak f nin maksimal fonksiyonu tanımlanır.

Rn nin standart kümelerinde n = 1 için maksimal fonksiuon Hardy ve Littlewwod

tarafından tanımlanmı̧stır. n−boyutlu Rn Öklid uzayına geni̧sletilmesi ise Wiener

tarafından yapılmı̧stır.

f : Rn → R, f ∈ Lloc1 (Rn) olmak üzere M maksimal operatörü

Mf(x) = sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)|dy

biçiminde tanımlanır. Burada

|B(x, r)| = ωnr
n

olup ωn, Rn de birim yuvarın hacmini belirtmektedir.

Tanım 2.20 X bir normlu uzay, fn ∈ X, fn ≥ 0, (n = 1, 2...) ve fn → f , µ− h.h.y

olsun. f ∈ X ise, o takdirde ‖fn‖X ↑ ‖f‖X sağlanır. Eğer f /∈ X ise, o halde

‖fn‖X ↑ ∞ olur Bu özelliğe Fatou özelliği denir. (Bennett ve Sharpley, 1988).

Tanım 2.21 BMO ≡ BMO(Rn) ortalama sınırlısalınımlıfonksiyon uzayları,

‖f‖BMO = sup
B(x,r)

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(x)− fB(x)|dx

sonlu olacak biçimde tüm f fonksiyonlarından oluşmaktadır. Burada supremum

tüm B(x, r) ⊂ Rn ler üzerinden alınmaktadır ve.

fB(x) =
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

f(x)dx

şeklindedir.
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Tanım 2.22 ϕ, (0,∞) üzerinde tanımlıölçülebilir bir fonksiyon ve β ∈ R olsun.

Aβ ağırlıklıHardy ve Aβ ağırlıklıeşlenik Hardy operatörleri

Aβϕ(t) = tβ−1

∫ t

0

ϕ(s)

sβ
ds, Aβϕ(t) = tβ

∫ ∞
t

ϕ(s)

sβ+1
ds (2.1)

şeklinde tanımlanır.

Tanım 2.23 f , (0,∞) üzerinde tanımlıölçülebilir bir fonksiyon ve η ∈ R olsun. Pη
ve Pη Hardy operatörleri

Pηf(t) = t−η
∫ t

0

f(s)ds, Pηf(t) = t−η
∫ ∞
t

f(s)ds (2.2)

şeklinde tanımlanır.

Hardy operatörleri harmonik analizde birçok operatörün farklıfonksiyon uzaylarında

sınırlılı̆gının elde edilmesinde anahtar rol oynamaktadır. Bu tezde yukarıda tanım-

lanan Hardy operatörlerinin lokal Morrey uzaylarında sınırlılı̆gıkullanılarak, maksi-

mal operatör M , Calderon-Zygmund operatörü T ve maksimal Calderon-Zygmund

operatörü T nin M loc
p,q;λ(Rn) Morrey-Lorentz uzaylarında sınırlılı̆gıispatlanacaktır.

Tanım 2.24 (Calderon-Zygmund operatörü) K ∈ Lloc1 (Rn\{0}) olacak şekilde

aşağıdaki koşullarısağlasın;

(i)|K(x)| ≤ C

|x|n , x ∈ R
n \ {0},

(ii)

∫
r1<|x|<r2

K(x)dx = 0, 0 < r1 < r2,

(iii) |K(x− y)−K(x)| ≤ C
|y|
|x|n+1

, 2|y| ≤ |x|.

Bu durumda K ya Calderon-Zygmund çekirdeği denir. Burada C sabiti, x ve y den

bağımsızdır.

Tεf(x) =

∫
{B(x,ε)

K(x− y)f(y)dy

Eşitliği yardımıyla K ile ilintili Calderon- Zygmund singular integrali

Tf(x) = (K ∗ f)(x) = lim
ε→0

Tεf(x)

şeklinde tamımlanır.
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2.2 Lorentz Uzayları

Lp,q(Rn) Lorentz uzaylarıGeorge G. Lorentz tarafından tanımlanmı̧stır (Lorentz;

1950,1951). Lp uzaylarının genelleşmesi olan Lorentz uzayları, Banach uzaylarıdır

ve yeniden düzenleme altında deği̧smeyen bir interpolasyon uzayı olup harmonik

analizde birçok uygulama alanına sahiptir.

Bu kısımda öncelikle dağılım fonksiyonu tanıtılacak, temel özelliklerinin ispatına

yer verilecek, ardından bir fonksiyonun azalan yeniden düzenlemesi tanıtılarak temel

özelliklerinin ispatıverilecektir. Son olarak Lp,q(Rn) Lorentz uzaylarından bahsedile-

cek ve bu uzayların temel özellikleri ispatlanacaktır.

Dağılım fonksiyonu ve azalan yeniden düzenlemenin özellikleri (Kristiansson, 2002)

de detaylıbir şekilde ispatlanmı̧stır.

Tanım 2.25 (Dağılım Fonksiyonu) f : Rn → C olmak üzere µf : [0,∞) →

[0,∞] dağılım fonksiyonu

µf (λ) = µ({x ∈ Rn : |f(x)| > λ}), λ ≥ 0

şeklinde tanımlanır.

Dağılım fonksiyonu yalnızca f nin mutlak değerine bağlıolup azalandır. Aşağıdaki

teoremde dağılım fonksiyonunun bazıözelliklerine yer verilmi̧stir.

Teorem 2.5 fn, n = 1, 2, .... Rn üzerinde Σ− ölçülebilir fonksiyonlar olsun. Bu

durumda

(i) µf azalan ve sağdan süreklidir.

(ii) Eğer x ∈ Rn − h.h.y. için |f(x)| ≤ |g(x)| ise, o halde λ ≥ 0 için µf (λ) ≤ µg(λ)

olur.

(iii) Eğer λ1, λ2 ≥ 0 ise, o halde µf+g(λ1 + λ2) ≤ µf (λ1) + µg(λ2) olur.

(iv) Eğer λ1, λ2 ≥ 0 ise, o halde µfg(λ1λ2 ≤ µf (λ1) + µg(λ2) olur.

(v) Eğer x ∈ Rn−,hhy, için |f(x)| ≤ liminfn→∞|fn(x)| ise, o halde λ ≥ 0 için

µf (λ) ≤ liminfn→∞µfn(λ) olur .

Şimdi bir fonksiyonun azalan yeniden düzenlemesi kavramıtanıtılacak ve temel özel-

liklerinin ispatına yer verilecektir.
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Tanım 2.26 (Azalan yeniden düzenleme) f : Rn → C olmak üzere, f fonksiy-

onunun azalan yeniden düzenlemesi

f ∗ : [0,∞)→ [0,∞],

f ∗(t) = inf{λ ≥ 0 : µf (λ) ≤ t} (2.3)

şeklinde tanımlanır.

İspatlarımızda inf ∅ =∞ şeklinde kabul edilecektir. Eğer µf kesin azalan ise, o halde

f ∗ açıkça µf in tersidir.

Dağılım fonksiyonu ve azalan yeniden düzenleme arasındaki başka bir önemli ili̧ski

aşağıdaki teoremde verilmi̧stir.

Teorem 2.6 f ∗(t) = mµf (t), t ≥ 0 eşitliği gerçeklenir, buradam Lebesgue ölçüsüdür.

Teorem (2.5) (i) den µf azalan bir fonksiyon olduğundan sup
{
λ : µf (λ) > t

}
=

m
{
λ : µf (λ) > t

}
elde edilir. Böylece Tanım 2.26 dan

f ∗(t) = inf
{
λ : µf (λ) ≤ t

}
= sup

{
λ : µf (λ) > t

}
= m

{
λ : µf (λ) > t

}
= mµf

bulunur.

Aşağıdaki teorem azalan yeniden düzenlemenin bazıtemel özelliklerini vermektedir.

Teorem 2.7 Aşağıdaki özellikler gerçeklenir.

(i) f ∗(t) > λ ancak ve ancak µf (λ) > t.

(ii) f ve f ∗ eşölçülebilirdir, yani, her λ ≥ 0 için

µ({x ∈ Rn : |f(x)| > λ})

= m({t > 0 : f ∗(t) > λ})

gerçeklenir, burada m Lebesgue ölçüsüdür.
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(iii) Eğer λ ≥ 0 ve µf (λ) < ∞ ise, o halde f ∗(µf (λ)) ≥ λ ve her 0 < ε < f ∗(t) için

f ∗(µf (λ) + ε) ≤ λ olur.

Eğer t ≥ 0 ve f ∗(t) <∞ ise, o halde her ε > 0 için µf (f
∗(t)(t)) ≤ t ve µf (f

∗(t)−ε) ≥

t olur.

(iv) 0 < p <∞ için

(|f |p)∗(t) = f ∗(t)p

gerçeklenir.

(v) Eğer A ∈ Rn ise, o halde her t ≥ 0 için (fχA)∗(t) ≤ f ∗(t)χ[0,µ(A))(t) eşitsizliği

gerçeklenir.

Uyarı2.1 Eğer kesin eşitsizlikler kaldırılırsa (ii) özelliğinin gerçeklenmeyeceğine

dikkat edilmelidir. Gerçekten,

µ({x ∈ Rn : |f(x)| ≥ λ}) = m({t ∈ R : |f ∗(t)| ≥ λ})

eşitliği genel durumda sağlanmaz.

f(x) =
x

1 + x

alınırsa f ∗(t) ≡ 1 olur. Bu ise

µ({x ∈ Rn : | x

1 + x
| ≥ 1}) = 0

6= ∞ = m({t ∈ R : 1 ≥ 1})

olmasıdemektir.
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Teorem 2.8 (Eşitsizlikler)

(f + g)∗(t1 + t2) ≤ f ∗(t1) + g∗(t2)

ve

(fg)∗(t1 + t2) ≤ f ∗(t1)g∗(t2)

eşitsizlikleri her t1, t2 ≥ 0 için gerçeklenir. Özel olarak

(f + g)∗(t) ≤ f ∗(t/2) + g∗(t/2)

ve

(fg)∗(t) ≤ f ∗(t/2)g∗(t/2)

eşitsizlikleri her t ≥ 0 için sağlanır.

İlk eşitsizlik ile başlayalım. f ∗(t1) + g∗(t2) <∞ olsun.

λ1 = f ∗(t1) ve λ2 = g∗(t2) için Teorem (2.7) (iii) den µf (λ1) ≤ t1 ve µg(λ2) ≤ t2

ve Teorem (2.5) (iii) den

µf+g(λ1 + λ2) ≤ µf (λ1) + µg(λ2) ≤ t1 + t2

elde edilir.

Azalan yeniden düzenleme tanımından

(f + g)∗(t1 + t2) ≤ λ1 + λ2 = f ∗(t1) + g∗(t2)

ifadesi elde edilir. İkinci eşitsizliğin ispatıda benzer şekildedir. f ∗(t1)g∗(t2) < ∞

durumunda, Teorem (2.5) (iv) ü kullanarak

µfg(λ1λ2) ≤ µf (λ1) + µg(λ2)

eşitsizliği elde edilir.Yine azalan yeniden düzenleme kullanılarak,

(fg)∗(t1 + t2) ≤ λ1λ2 = f ∗(t1)g∗(t2)

eşitsizliği elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. Diğer eşitsizlikler ise t1 = t2 = t/2

alınarak elde edilir.
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Tanım 2.27 ( ”**”operatörü)

f : Rn → C olmak üzere, f ∗∗ : (0,∞) 7→ [0,∞] fonksiyonu,

f ∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

f ∗(s)ds

şeklinde tanımlanır.

Lemma 2.1 (Hardy Eşitsizliği)

h, (0,∞) üzerinde pozitif azalan bir fonksiyon, q ≥ 1 ve r > 0 olsun. Bu durumda

(i)

(∞∫
o

(
t∫
o

h(u)

)q
t−r−1dt

)1/q

≤ q
r

(∞∫
o

(th(t))q t−r−1dt

)1/q

(ii)

(∞∫
o

(
t∫
o

h(u)

)q
tr−1dt

)1/q

≤ q
r

(∞∫
o

(th(t))q tr−1dt

)1/q

eşitsizlikleri gerçeklenir.

Lemma 2.2 (Hardy) f ve g, (0,∞) üzerinde birer pozitif Lebesgue ölçülebilir

fonksiyonlar ve h, (0,∞) üzerinde azalan bir fonksiyon olsun ve∫ a

0

f(t)dt ≤
∫ a

0

g(t)dt

eşitsizliği sağlansın. Bu durumda her a > 0 için

∫ a

0

h(t)f(t)dt ≤
∫ a

0

h(t)g(t)dt

eşitsizliği gerçeklenir.

Tanım 2.28 (Lorentz uzayları) 0 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞ olsun. Lp,q(Rn) Lorentz

uzayları

‖f‖Lp,q(Rn) =


(∫∞

0
(t1/pf ∗(t))q dt

t

)1/q
, 0 < p <∞, 0 < q ≤ ∞,

supt>0 t
1/pf ∗(t), 0 < p <∞, q =∞

(2.4)

sonlu olacak biçimde tüm ölçülebilir f fonksiyonlarının sınıflarının kümesidir.

p = q =∞ ise, bu durumda L∞,∞(Rn) ≡ L∞(Rn) olur.

1 ≤ q ≤ p ya da p = q =∞ ise, bu durumda ‖f‖Lp,q fonksiyoneli bir norm belirtir.

0 < q < p < r ≤ ∞ ve E ⊂ Rn, |E| < t olmak üzere E üzerinde

Lr(Rn) ≡ Lr,r(Rn) ⊂ Lp,q(Rn) ⊂ Lp,p(Rn) ⊂ Lp,r(Rn) ⊂ Lq,q(Rn) ≡ Lq(Rn)
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sürekli gömülmeleri gerçeklenir.

Lp,q(Rn) Lorentz uzayıiçin, p = ∞ ve 0 < q < ∞ durumu ile ilgilenilmez. Bunun

nedeni ‖f‖∞,q < ∞ olmasının ancak Rn üzerinde f = 0, µ− hhy olması ile

gerçekleniyor olmasındandır. Bu durum aşağıdaki şekilde görülebilir.

Lp,q(R
n) nun aşikar bir uzay olmadı̆gınıvarsayalım. O halde f ∈ L∞,q(Rn) olacak

şekilde bir f fonksiyonu olacaktır, öyle ki c > 0 ve A ∈ Rn pozitif ölçülü küme olmak

üzere her x ∈ A için |f(x)| > c sağlanır. Buradan

‖f‖q∞,q =

∫ ∞
0

f ∗(t)q
dt

t
≥
∫ ∞

0

(fχA)∗(t)
dt

t
≥
∫ µ(A)

0

cq
dt

t
=∞

elde edilir. Bu ise L(∞,q)(Rn) uzayının tek elemanının sıfır fonksiyonu olduğunu

gösterir.

Lp,q(Rn) Lorentz uzaylarıLp(Rn) Lebesgue uzaylarının genelleştirilmesi olarak görülebilir.

Bunun sebebi eğer q = p alınırsa, 0 < p ≤ ∞ için Lp,p(Rn) = Lp(Rn) eşitliğinin elde

edilmesidir. Gerçekten, 0 < p <∞ için ‖ · ‖Lp,q tanımından;

‖f‖Lp,p =

(
p

p

∫ ∞
0

(t1/pf ∗(t))pdt/t

)1/p

=

(∫ ∞
0

t(f ∗(t))pdt/t

)1/p

=

(∫ ∞
0

(f ∗(t))pdt

)1/p

=

(∫
Ω

|f(x)|pdµ
)1/p

= ‖f‖Lp

eşitliği elde edilir.

f ∗ azalan fonksiyon oluşundan p =∞ için

‖f‖L∞,∞(Rn) = sup
t>0

f ∗(t) = f ∗(0) = ess sup
x∈Rn

|f(x)| = ‖f‖L∞(Rn)

bulunur. Dolayısıyla, ‖f‖Lp,p = ‖f‖Lp olup normların eşitliğinden Lp,p(Rn) =

Lp(Rn) olduğu görülür.

Lp,q(Rn) Lorentz uzayıbir lineer uzaydır ve ‖f‖Lp,q fonksiyoneli bir quasi- normdur.

Ayrıca 1 ≤ q ≤ p ya da p = q =∞ ise, o halde ‖f‖Lp,q fonksiyoneli bir normdur.
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Uyarı2.2 (i) µf dağılım fonksiyonu yardımıyla Lorentz uzayları

‖f‖Lp,q =


(
p
∫∞

0
(tµf (t)

1
p )q dt

t

)1/q

, 0 < p <∞, 0 < q <∞

sup
t>0

tµf (t)
1
p , 0 < p ≤ ∞, q =∞

(2.5)

sonlu olacak biçimdeki f : Rn → C ölçülebilir fonksiyonların sınıfıolarak da verilir

(Grafakos, 2004).

(ii) Lp,q(Rn) Lorentz uzayıf ∗∗ fonksiyonu kullanılarak 1 < p, q <∞ olmak üzere

‖f‖∗Lp,q(Rn) :=


(∫∞

0
(t

1
pf ∗∗(t))q dt

t

)1/q

, 0 < p <∞, 0 < q <∞

sup
t>0

t
1
pf ∗∗(t), 0 < p ≤ ∞, q =∞


şeklinde de tanımlanır.

‖.‖∗ fonksiyoneli 1 < p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ veya p = q = ∞ durumlarında Lp,q(Rn)

üzerinde bir norm belirtir.

1 < p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ ise, o halde

‖f‖Lp,q ≤ ‖f‖∗Lp,q ≤
p

p− 1
‖f‖Lp,q

eşitsizliği gerçeklenir.

Lemma 2.3 (2.4) ve (2.5) eşitlikleri ile verilen normlar denktir.

İspat. (∫ ∞
0

t
q
p
−1f ∗(t)qdt

)1/q

=

(
q

∫ ∞
0

∫ f∗(t)

0

sq−1dst
q
p
−1dt

)1/q

=

(
q

∫ ∞
0

sq−1

∫
|{t:f∗(t)>s}|

t
q
p
−1dtds

)1/q

=

(
q

∫ ∞
0

sq−1

∫ |{t:f∗(t)>s}|
0

t
q
p
−1dtds

)1/q

=

(
p

∫ ∞
0

sq−1|{x ∈ Rn : |f(x)| > s}|
q
pds

)1/q

= ‖f‖Lp,q
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elde edilir.

A ⊂ Rn, χA, A kümesinin karakteristik fonksiyonu ve |A| <∞ olsun. Bu durumda

0 < p, q <∞ olmak üzere

‖χA‖Lp,q = (
p

q
)1/q|A|1/p

elde edilir. Eğer 0 < p <∞ ve q =∞ ise

‖χA‖Lp,∞ = |A|1/p

bulunur.

Gerçekten,

‖χA‖Lp,q =

(∫ ∞
0

tq/p−1(χ∗A(t))qdt

)1/q

=

(∫ |A|
0

tq/p−1dt

)1/q

= (
p

q
)1/q|A|1/p

ve

‖χA‖Lp,∞ = sup
t>0

t1/pχ∗A(t) = sup
t∈(0,|A|)

t1/p = |A|1/p

elde edilir.

M , L1(Rn) üzerinde sınırlıdeğildir. Bunun dı̧sında

‖Mf‖L1,∞ ≤ C‖f‖L1

eşitsizliği gerçeklenir. Burada C, f den bağımsız bir sabittir.

1 < p ≤ ∞ için maksimal operatörün Lp sınırlılı̆gınıinşa etmek için, f ∗ ın azalan

yeniden düzenlemesinin maksimal fonksiyonunu kullanmak gerekir. Bu ise M(f ∗)

fonksiyonunun f ∗∗ fonksiyonuna eşit olduğunu gösterir. Yani;

M(f ∗)(t) = f ∗∗(t), t > 0

eşitliği gerçeklenir.

O halde Rn üzerinde lokal integrallenebilen her f fonksiyonu için maksimal fonksiy-

onun azalan yeniden düzenlenmesi ve azalan yeniden düzenlemenin maksimal fonksiy-

onu denktir. Diğer bir ifadeyle, f den bağımsız c ve C sabitleri vardır, öyle ki;

cf ∗∗(t) ≤ (Mf)∗(t) ≤ Cf ∗∗(t) (2.6)

eşitsizliği gerçeklenir.
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(2.6) eşitsizliğinin ispatı(Bennett ve Sharpley, 1988) de bulunabilir. Şimdi M mak-

simal operatörün Lp,q(Rn) uzaylarında sınırlıolduğunu ispatlayabiliriz. Aşağıdaki

teorem maksimal operatörün Lorentz uzaylarındaki sınırlılı̆gınıkarakterize etmekte-

dir.

Teorem 2.9 Eğer 1 < p < ∞ ve 1 ≤ q ≤ ∞ ya da p = q = ∞ ise; bu durumda f

den bağımsız bir C sabiti vardır, öyle ki

‖Mf‖Lp,q ≤ C‖f‖Lp,q

eşitsizliği gerçeklenir. (2.6) eşitsizliğinden ve

‖ f ‖Lp,q≤‖ f ‖∗Lp,q≤
p

p− 1
‖ f ‖Lp,q

eşitsizliği yardımı ile

‖Mf‖Lp,q ≤ C‖f ∗∗‖Lp,q = C ‖ f ‖∗Lp,q≤ C
p

p− 1
‖ f ‖

Lp,q

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Calderon-Zygmund operatörünün Lorentz uzaylarında sınırlılı̆gını ispatlayabilmek

için (0,∞) de her ϕ ölçülebilir fonksiyon için ve her t > 0 için,

(Sϕ)(t) =

∫ ∞
0

min
{

1,
s

t

}
ϕ(s)

ds

s

=
1

t

∫ t

0

ϕ(s)ds+

∫ ∞
t

ϕ(s)
ds

s

şeklinde tanımlanan S operatöründen yararlanılacaktır.

Aşağıdaki teorem (Bennett ve Sharpley, 1988) tarafından ispatlanmı̧stır.

Teorem 2.10 f ∈ Lloc1 (Rn) olsun. Bu durumda Calderon-Zygmund operatörü T ,

her x ∈ Rn için hemen her yerde vardır. Ayrıca

(Tf)∗ (t) ≤ CS (f ∗) (t), 0 < t <∞ (2.7)

gerçeklenir. Burada C sabiti f ve t den bağımsızdır.

Aşağıdaki teoremCalderon-Zygmund operatörünün Lorentz uzaylarındaki sınırlılı̆gını

vermektedir.
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Teorem 2.11 1 < p < ∞ ve 1 ≤ q ≤ ∞ olsun. Bu durumda f den bağımsız bir

C sabiti vardır, öyle ki;

‖ Tf ‖Lp,q≤ C ‖ f ‖
Lp,q

eşitsizliği her f ∈ Lp,q(Rn) için gerçeklenir.

İspat. (2.7) eşitsizliği ve quasi-norm tanımından

‖ Tf ‖
Lp,q
≤ C

∥∥∥∥∥∥f ∗∗(t) +

∞∫
t

f ∗(s)ds

∥∥∥∥∥∥
Lp,q

≤ C2
1
p

+ 1
q

+1

‖f ∗∗‖p,q +

∥∥∥∥∥∥
∞∫
t

f ∗(s)ds

∥∥∥∥∥∥
Lp,q


≤ C

‖f ∗∗‖
Lp,q

+

∥∥∥∥∥∥
∞∫
t

f ∗(s)ds

∥∥∥∥∥∥
Lp,q



elde edilir. Hardy eşitsizliğinden

‖ Tf ‖Lp,q ≤ C

‖f ∗∗‖
Lp,q(Rn)

+

∥∥∥∥∥∥
∞∫
t

f ∗(s)ds

∥∥∥∥∥∥
Lp,q


≤ C

(
‖f‖∗

Lp,q
+ p ‖f‖

Lp,q

)
≤ C

(
p

p− 1
‖f‖Lp,q + p ‖f‖

Lp,q

)
= C

p2

p− 1
‖f‖

Lp,q

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

2.3 Morrey Uzayları

Morrey uzayları ilk defa C.B. Morrey (1938) tarafından tanımlanmı̧stır. Eliptik

diferensiyel denklemlerin çözümlerinin lokal davranı̧slarının elde edilmesinde ve kısmi

diferensiyel denklemler teorisinde önemli yere sahiptir.

Tanım 2.29 (Morrey Uzayları) 0 ≤ λ < n, 1 ≤ p < ∞ ve f ∈ Llocp (Rn) olmak
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üzere Lp,λ(Rn) Morrey uzayları

‖f‖Lp,λ ≡ ‖f‖Lp,λ(Rn) = sup
x∈Rn,r>0

r−
λ
p ‖f‖Lp(B(x,r))

sonlu olacak biçimdeki fonksiyonların uzayıdır (Morrey, 1938). λ < 0 ve ya λ > n

iken Lp,λ(Rn) = θ dır, burada θ, Rn de 0 a denk olan fonksiyonların kümesini

belirtmektedir.

Lemma 2.4 1 ≤ p <∞ olsun. O halde

Lp,n(Rn) = L∞(Rn)

ve

‖f‖Lp,n = ω
1
p
n‖f‖L∞ ,

gerçeklenir.

İspat. f ∈ L∞(Rn) olsun. Bu durumda(
r−n

∫
B(x,r)

|f(y)|pdy
)1/p

≤ ω
1
p
n‖f‖L∞

elde edilir. Buradan f ∈ Lp,n(Rn) bulunur ve

‖f‖Lp,n(Rn) ≤ ω
1
p
n‖f‖L∞(Rn)

gerçeklenir.

f ∈ Lp,n(Rn) olsun. Lebesgue teoreminden

lim
r→0
|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|f(y)|pdy = |f(x)|p

olup böylece

|f(x)| =
(

lim
r→0
|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|f(y)|pdy
)1/p

≤ ω
− 1
p

n ‖f‖Lp,n(Rn)

bulunur. O halde f ∈ L∞(Rn) dir ve

‖f‖L∞(Rn) ≤ ω
− 1
p

n ‖f‖Lp,n(Rn)

gerçeklenir (Stein, 1971).
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Ayrıca 1 ≤ p <∞, f ∈ WLlocp (Rn) olmak üzere WLp,λ(Rn) ile

‖f‖WLp,λ ≡ ‖f‖WLp,λ(Rn) = sup
x∈Rn,r>0

r−
λ
p ‖f‖WLp(B(x,r))

sonlu olacak biçimdeki fonksiyonların uzayıbelirtilmektedir.

Burada;

‖f‖WLp(B(x,r)) ≡ ‖fχB(x,r)‖WLp(Rn)

= sup
t>0

t
(
fχB(x,r)

)1/p

∗ (t)

= sup
t>0

t |{y ∈ B(x, r) : |f(y)| > t}|1/p

= sup
t>0

t1/p
(
fχB(x,r)

)∗
(t) <∞

şeklindedir.

Ayrıca

WLp(Rn) = WLp,0(Rn)

olduğuna dikkat edilmelidir. Bundan başka, Lp,λ(Rn) ⊂ WLp,λ(Rn) gömülmesi

gerçeklenir. Gerçekten, Chebychev eşitsizliği yardımıyla

‖f‖pWLp,λ
= sup

x∈Rn,r>0
r−λ sup

t>0
tp
(
fχB(x,r)

)
∗ (t)

= sup
x∈Rn,r>0

r−λ sup
t>0

tp| {y ∈ B(x, r) : |f(y)| > t} |

= sup
x∈Rn,r>0

r−λ sup
t>0

tp
(∫
{y∈B(x,r): |f(y)|>t}

dy

)
≤ sup

x∈Rn,r>0
r−λ sup

t>0

(∫
{y∈B(x,r): |f(y)|>t}

|f(y)|pdy
)

≤ sup
x∈Rn,r>0

r−λ
(∫

B(x,r)

|f(y)|pdy
)

= ‖f‖pLp,λ

elde edilir.

Lemma 2.5 1 ≤ p < ∞, 1
p

+ 1
p′ = 1 ve 0 ≤ λ < n olsun. Bu durumda α = n−λ

p

olmak üzere

Lp,λ(Rn) ⊂ L1,n−α(Rn)
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gömülmesi sağlanır. Bundan başka,

‖f‖1,n−α ≤ ω
1
p′
n ‖f‖Lp,λ

eşitsizliği gerçeklenir.

İspat. f ∈ Lp,λ(Rn), 1 ≤ p < ∞, 0 ≤ λ < n ve αp = n − λ olsun. Hölder

eşitsizliğinden∫
B(x,r)

|f(y)|dy ≤
(∫

B(x,r)

|f(y)|pdy
)1/p(∫

B(x,r)

dy

)1/p′

≤ ω1/p′

n rn/p
′
(∫

B(x,r)

|f(y)|pdy
)1/p

elde edilir. Ayrıca

rα−n
∫
B(x,r)

|f(y)|dy ≤ ω1/p′

n rα−n/p
(∫

B(x,r)

|f(y)|pdy
)1/p

= ω1/p′

n

(
r−λ

∫
B(x,r)

|f(y)|pdy
)1/p

= ω1/p′

n ‖f‖Lp,λ

gerçeklenir, böylece f ∈ L1,n−α(Rn) dır ve

‖f‖L1,n−α ≤ ω1/p′

n ‖f‖Lp,λ

bulunur.

Aşağıdaki teoremmaksimal operatörün Morrey uzaylarındaki sınırlılı̆gınıkarakterize

etmektedir.

Teorem 2.12 f lokal integrallenebilir fonksiyon olsun. Bu durumda aşağıdaki

şartlar gerçeklenir.

(i ) 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Lp,λ, 0 < λ < n için Mf , Rn de h.h.y. sonludur.

(ii) 1 < p <∞ , 0 < λ < n olsun. Bu durumda

‖Mf‖p,λ ≤ C‖f‖p,λ
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gerçeklenir, burada C f den bağımsız bir sabittir.

(iii) p = 1 olsun. Bu durumda

t|{Mf > t} ∩Br(x)| ≤ Crλ‖f‖1,λ

gerçeklenir, burada C sabiti x, r, t ve f den bağımsızdır (Chiarenza ve Frasca, 1987).

Tanım 2.30 (Lokal Morrey Uzayları) 0 ≤ p <∞, 0 ≤ λ ≤ 1 ve f ∈ Llocp (0,∞)

olsun. Lp,λ(0,∞) lokal Morrey uzayları

‖f‖Lp,λ(0,∞) = sup
r>0

r−
λ
p ‖f‖Lp(0,r)

sonlu olacak biçimdeki fonksiyonların uzayıdır.

Benzer şekilde, 0 ≤ p < ∞, 0 ≤ λ ≤ 1 ve f ∈ WLlocp (0,∞)olsun.WLp,λ(R
n) zayıf

lokal Morrey uzayları

‖f‖WLp,λ(Rn) = sup
r>0

r−
λ
p ‖f‖WLp(0,r)

sonlu olacak biçimdeki fonksiyonların uzayıdır.

Aşağıdaki teorem Hardy operatörlerinin zayıf lokal Morrey uzaylarında sınırlılı̆gının

elde edilmesinde kullanılacaktır (Andersen ve Muckenhoupt, 1982).

Teorem 2.13 1 ≤ p ≤ q <∞ , u ve v negatif olmayan ağırlık fonksiyonlarıolsun.

Bu durumda aşağıdaki zayıf (p, q) tipi eşitsizlikler gerçeklenir.

(i) η > 0 için eğer,

B(η, a) = sup
ξ>0

 ∞∫
ξ

(ξ/x)a(u(x)/xηq)dx

1/q ξ∫
0

v(x)−1/(p−1)

1/p′

(2.8)

bazıa > 0 lar için sonlu ise, bu durumda (u, v) çiftine, Pη için zayıf (p, q) tipli

ağırlık çifti adıverilir ve(∫
{t∈(0,∞):|pηf(t)|>τ}

u(t)dt

)1/q

≤ Cτ−1

 ∞∫
0

|f(t)|p v(t)dt

1/p
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eşitsizliği gerçeklenir.

(ii) η > 0 için eğer,

B(η) = sup
ξ>0

ξ−η

 ξ∫
0

u(x)dx

1/q ∞∫
ξ

v(x)−1/(p−1)

1/p′

(2.9)

sonlu ise, bu durumda (u, v) çiftine, Pη için zayıf (p, q) tipli ağırlık çifti adıverilir

ve (∫
{t∈(0,∞):|Pηf(t)|>τ}

u(t)dt

)1/q

≤ Cτ−1

 ∞∫
0

|f(t)|p v(t)dt

1/p

eşitsizliği gerçeklenir.

Yukarıdaki eşitsizliklerde u(t) = v(t) = χ(0,r)(t) alındı̆gında, sırasıyla

(∫
{t∈(0,r):|Pηf(t)|>τ}

dt

)1/q

≤ Cτ−1

 r∫
0

|f(t)|p dt

1/p

(∫
{t∈(0,r):|Pηf(t)|>τ}

dt

)1/q

≤ Cτ−1

 r∫
0

|f(t)|p dt

1/p

elde edildiğine dikkat edilmelidir.

Aşağıdaki teorem Aβ Hardy operatörünün lokal Morrey uzaylarındaki sınırlılı̆gını

vermektedir.

Teorem 2.14 (i) 1 < q <∞, 0 ≤ λ < 1 ve β = λ
q

+ 1
q′ olsun. Bu durumda Aβ oper-

atörü Lq,λ(0,∞) lokal Morrey uzaylarında sınırlıdır.

(ii) 1 < q < ∞, 0 ≤ λ < ∞ ve β = λ
q

+ 1
q′ olsun. Bu durumda Aβ operatörü

Lq,λ(0,∞) lokal Morrey uzaylarından WLq,λ(0,∞) zayıf lokal Morrey uzaylarına

sınırlıdır.

İspat. Teoremin (i) şıkkı(Samko, 2009) tarafından ispatlanmı̧stır.

Teoremin (ii) şıkkıise Aykol, Guliyev, Küçükaslan ve Şerbetçi tarafından ispatlan-

mı̧stır (Aykol vd., 2016).

(ii) β = λ
q

+ 1
q′ olsun. Bu durumda

‖Aβf‖WLq,λ(0,∞) ≤ C‖f‖Lq,λ(0,∞)
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eşitsizliğinin gerçeklendiğini gösterelim.

‖Aβf‖WLq,λ(0,∞) = sup
r>0

r−λ/q‖Aβf‖WLq,λ(0,∞)

= sup
r>0

r−λ/q‖χ(0,r)Aβf‖WLq,λ(0,∞)

= sup
r>0

r−λ/q sup
r>0

τ

 ∫
{t∈(0,r):|Aβf(t)|>τ}

dt


1/q

= sup
r>0

r−λ/q sup
r>0

τ

 ∫
{t∈(0,r):|tβ−1 ∫ t0 f(s)

sβ
ds|>τ}

dt


1/q

(2.8) da eğer p = q, η = 1 − β > 0, u(t) = χ(0,r)(t), v(t) = χ(0,r)(t)t
βq alınırsa tüm

a > 0 lar için B(η, a) sabiti

B(η, a) = sup
ξ>0

ξa/q
(∫ ∞

ξ

χ(0,r)(s)s
−as−q(1−β)ds

)1/q (∫ ξ

0

(χ(0,r)(s)s
βq)−1/(q−1)ds

)1/q′

= sup
0<ξ<r

ξa/q
(∫ r

ξ

s−as−q(1−β)ds

)1/q (∫ ξ

0

χ(0,r)(s)s
−βq/(q−1)ds

)1/q′

≤ C sup
ξ>0

ξa/qξ−a/q+β−1+1/q−β+1−1/q <∞

şeklinde elde edilir. Buradan

sup
r>0

r−λ/q sup
r>0

τ

 ∫
{t∈(0,r):|tβ−1 ∫ t0 f(s)

sβ
ds|>τ}

dt


1/q

≤ C sup
r>0

r−λ/q

 ∞∫
0

χ(0,r)(t)

(
f(t)

tβ

)q
tβqdt

1/q

= sup
r>0

r−λ/q

 r∫
0

f(t)qdt

1/q

= C‖f‖Lq,λ(0,∞)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Aşağıdaki teorem Aβ Hardy operatörünün lokal Morrey uzaylarındaki sınırlılı̆gını

vermektedir.
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Teorem 2.15 (i) 1 ≤ q <∞, 0 ≤ λ < 1, β = λ
q
− 1

q′ olsun. Bu durumda Aβ oper-

atörü Lq,λ(0,∞) lokal Morrey uzaylarında sınırlıdır.

(ii) 1 < q <∞,0 ≤ λ < 1, β = λ
q
− 1

q′ olsun. Bu durumda Aβ operatörü Lq,λ(0,∞)

lokal Morrey uzaylarından WLq,λ(0,∞) zayıf lokal Morrey uzaylarına sınırlıdır.

İspat. Teoremin (i) şıkkı(Samko, 2009) tarafından ispatlanmı̧stır.

Teoremin (ii) şıkkıise Aykol, Guliyev, Küçükaslan ve Şerbetçi tarafından ispatlan-

mı̧stır. (Aykol vd., 2016).

(ii) β = λ
q
− 1
q′ olsun. Aβ operatörünün sınırlılı̆gının ispatında kullandı̆gımız metotla,

‖Aβf‖WLq,λ(0,∞) ≤ C‖f‖Lq,λ(0,∞)

eşitsizliğinin gerçeklendiğini gösterelim.

‖Aβf‖WLq,λ(0,∞) = sup
r>0

r−λ/q‖Aβf‖WLq,λ(0,∞)

= sup
r>0

r−λ/q‖χ(0,r)Aβf(t)‖WLq(0,∞)

= sup
r>0

r−λ/q sup
r>0

τ

 ∫
{t∈(0,r):|Aβf(t)|>τ}

dt


1/q

= sup
r>0

r−λ/q sup
r>0

τ

 ∫
{t∈(0,r):|tβ ∫∞t f(s)

sβ+1
ds|>τ}

dt


1/q

(2.9) eşitliğinde

p = q, η = −β > 0,

u(t) = χ(0,r)(t), v(t)

= χ(0,r)(t)t
(β+1)q

alınırsa, B(η) sabiti

B(η) = sup
ξ>0

ξβ
(∫ ξ

0

(χ(0,r)(s)ds

)1/q (∫ ∞
ξ

(
χ(0,r)(s)s

q(β+1)
)−1/(q−1)

ds

)1/q′

= sup
0<<ξ<r

ξa/q
(∫ r

ξ

s−as−q(1−β)ds

)1/q (∫ ξ

0

χ(0,r)(s)s
−βq/(q−1)ds

)1/q′

≤ C sup
ξ>0

ξβ+1/q−β−1+1−1/q <∞
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elde edilir. Böylece

sup
r>0

r−λ/q sup
r>0

τ

 ∫
{t∈(0,r):|tβ ∫∞t f(s)

sβ+1
ds|>τ}

dt


1/q

≤ C sup
r>0

r−λ/q
(∫ ∞

0

χ(0,r)(t)

(
f(t)

tβ+1

)q
tq(β+1)dt

)1/q

= C sup
r>0

r−λ/q
(∫ r

0

(f(t))q dt

)1/q

= C ‖f‖Lq,λ(0,∞)

olup ispat tamamlanır.
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3. LOKAL MORREY - LORENTZ UZAYLARI

0 < p, q ≤ ∞ ve 0 ≤ λ ≤ 1 olmak üzere, M loc
p,q;λ ≡ M loc

p,q;λ(Rn) lokal Morrey-Lorentz

uzayları

‖f‖M loc
p,q;λ

:= sup
r>0

r−
λ
q ‖t

1
p
− 1
q f ∗(t)‖Lq(0,r)

quasi - normu sonlu olacak şekilde ölçülebilir fonksiyonların uzayıolarak tanımlanır.

Lokal Morrey- Lorentz uzayları literatürde ilk kez C. Aykol’un doktora tezinde

tanımlanmı̧s (Aykol, 2013) ve bu tezde verilen uzaylar arasındaki bazıgömme teo-

remleri ispatlanmı̧stır.

λ < 0 ya da λ > 1 durumunda, M loc
p,q;λ = Θ dur, burada Θ, Rn üzerinde sıfıra denk

olan tüm fonksiyonların kümesidir. Ayrıca M loc
p,q;0(Rn) = Lp,q(Rn) ve M loc

p,p;λ(Rn) ≡

M loc
p;λ(Rn) dir λ = 1 limit durumunda,M loc

p,q;1(Rn) uzayıklasik Lorentz uzayıΛ
∞,t

1
p−

1
q

(Rn) dır. 0 < q ≤ p < ∞ ve 0 < λ ≤ q
p
„ için lokal Morrey-Lorentz uzayları

M loc
p,q;λ(Rn), WL 1

p
−λ
q
(Rn) zayıf Lebesgue uzaylarına eşittir. q = ∞ durumunda

M loc
p,∞;λ(Rn) = Λ

∞,t
1
p
(Rn) = WLp(Rn) dir.

WM loc
p,q;λ ile

‖f‖WM loc
p,q;λ

:= sup
r>0

r−
λ
q ‖t

1
p
− 1
q f ∗(t)‖WLq(0,r).

sonlu quasi - normlu ölçülebilir bütün fonksiyonların, uzayıolan zayıf lokal Morrey-

Lorentz uzaylarıgösterilmektedir.

Lemma 3.1 0 < p ≤ p < ∞, 1
s

= 1
p
− λ

q
ve 0 < λ ≤ p

q
olsun, bu durmda(

q
λ

)− 1
q ‖f‖WLS

≤ ‖f‖M loc
p,q;λ
≤ λ−

1
q ‖f‖WLS

dir. Özel olarak ‖f‖WL∞
= ‖f‖M loc

q
λ
,q;λ

dir.

3.1 Maksimal Operatörün Lokal Morrey - Lorentz Uzaylarındaki Sınır-

lılı̆gı

Bu kısımda maksimal operatörün M loc
p,q;λ(Rn) lokal Morrey-Lorentz uzaylarındaki

sınırlılı̆gının ispatına yer verilecektir (Guliyev vd., 2016).

Teorem 3.1 1 ≤ q ≤ ∞, 0 ≤ λ < 1 ve q
q+λ
≤ p ≤ ∞ olsun.

(i) Eğer q
q+λ

< p <∞ ise, bu durumda maksimalM maksimal operatörüM loc
p,q;λ(Rn)

lokal Morrey-Lorentz uzaylarında sınırlıdır.
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(ii) Eğer p = q
q+λ

ise, bu durumdaM operatörüM loc
p,q;λ(Rn) uzaylarındanWM loc

p,q;λ(Rn)

zayıf lokal Morrey-Lorentz uzaylarına sınırlıdır.

(iii) Eğer p = q =∞ ise, bu durumda M operatörü L∞(Rn) üzerinde sınırlıdır.

İspat. (i) q
q+λ

< p <∞ ve f ∈M loc
p,q;λ(Rn) olsun. Lokal Morrey-Lorentz uzaylarının

tanımından ve A Hardy operatörünün lokal Morrey uzaylarındaki sınırlılı̆gından

‖Mf‖M loc
p,q;λ

≤ C sup
r>0

r−
λ
q

∥∥∥∥t 1p− 1
q
−1

∫ t

0

f ∗(s)ds

∥∥∥∥
Lq(0,r)

= C
∥∥∥A( 1

p
− 1
q

)g
∥∥∥
LMq,λ(0,∞)

,

≤ C‖g‖LMq,λ(0,∞)

= C‖f‖M loc
p,q;λ

elde edilir, burada g(t) = t
1
p
− 1
q f ∗(t) dir. 1

p
− λ

q
< 1 olduğundan β(t) = 1

p
− 1

q
için

β < λ
q

+ 1
q′ eşitsizliği gerçeklenir.

Dolayısıyla q
q+λ

< p <∞ için maksimal operatör M loc
p,q;λ(Rn) uzaylarında sınırlıdır.

(ii) p = q
q+λ

ve f ∈ M loc
p,q;λ(Rn) olsun. Zayıf lokal Morrey-Lorentz uzayıtanımından

ve A Hardy operatörünün zayıf lokal Morrey uzaylarında sınırlılı̆gından

‖Mf‖WM loc
q

q+λ
,q;λ

(Rn) ≤ C sup
r>0

r−
λ
q

∥∥∥∥tλ−1q ∫ t

0

f ∗(s)ds

∥∥∥∥
WLq(0,t)

= C‖Aβh‖WLMq,λ(0,∞),

elde edilir. Burada β = 1 + λ−1
q
ve h(t) = t1+λ−1

q f ∗(t) dır. Böylece

‖Aβh‖WLMq,λ(0,∞) ≤ C‖h‖LMq,λ(0,∞)

= C‖f‖M loc
q

q+λ
,q;λ

(Rn)

elde edilir.

Dolayısıyla maksimal operatörM loc
q

q+λ
,q;λ(R

n) uzayından zayıfWM loc
q

q+λ
,q;λ(R

n) uzayına

sınırlıdır.

(iii) p = ∞ ve f ∈ M loc
∞,q;λ(Rn) olsun. 0 < q < ∞ için M loc

∞,q;λ(Rn) uzayı

sıfıra denk fonksiyonların uzayıolduğundan yalnızca q = ∞ durumunu göz önünde
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bulundurulmalıdır. M operatörü L∞(Rn) de sınırlıolduğundan istenilen eşitsizlik

elde edilir.

O halde maksimal operatör L∞(Rn) üzerinde sınırlıdır.

3.2 Calderon - Zygmund Operatörünün Lokal Morrey - Lorentz Uzaylarındaki

Sınırlılı̆gı

Bu kısımda Calderon-Zygmund operatörünün lokal Morrey-Lorentz uzaylarındaki

sınırlılı̆gına yer verilecektir.

f bir basamak fonksiyonu ise, Tf in hemen her yerde mevcut olduğu iyi bilinmek-

tedir. Limitin hemen her yerde varlı̆gıL1 in yoğun alt kümeleri için bilinmekte-

dir ve bu sonuç kaŗsılık gelen maksimal operatörün kontrolü yardımıyla tüm L1 e

geni̧sletilebilir. Calderon-Zygmund operatörü için L1 in yoğun alt kümesi basamak

fonksiyonlarından oluşmaktadır ve L1 e geni̧sletmek için x ∈ Rn, ε→ 0 iken Tεf(x)

limiti mevcut olmalıdır. Bunun için f nin maksimal Calderon-Zygmund operatörü

T f göz önüne alınır.

ϕ (0,∞) da ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere S operatörü

(Sϕ)(t) =

∫ ∞
0

min
{

1,
s

t

}
ϕ(s)

ds

s

=
1

t

∫ t

0

ϕ(s)ds+

∫ ∞
t

ϕ(s)
ds

s

şeklinde tanımlanır. S lineer bir operatördür.

Teorem 3.2 f ∈ Lloc1 (Rn) ve

Sf ∗(1) =

∫ 1

0

f ∗(s)ds+

∫ ∞
1

f ∗(s)
ds

s
<∞ (3.1)

olsun. Böylece,

(T f)∗(t) ≤ CSf ∗(t), 0 < t <∞, (3.2)

olup, burada C sabiti f ve t den bağımsızdır.

f ∈ Lloc1 (Rn) ve f koşullarınısağlasın. Bu durumda Calderon-Zygmund operatörü

T , x ∈ Rn için hemen her yerde vardır. Ayrıca

(Tf)∗(t) ≤ CSf ∗(t), 0 < t <∞, (3.3)

olup, burada C sabiti f ve t den bağımsızdır.
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Uyarı3.1 (3.1 ) ifadesi (Bennett ve Rudnick, 1980) tarafından ispatlanmı̧s, eşitliğin

integral formu ise (O’Neil ve Weiss, 1963) ve (Calderon, 1966) tarafından ispatlan-

mı̧stır.

T Calderon-Zygmund operatörü sürekli olduğundan dolayı1 ≤ p < ∞ için tüm

Lp(Rn) e geni̧sletilebilir. p = ∞ durumu için T nin normalleştirilmesine ihtiyaç

duyulmaktadır. Bunun için bir x0 ∈ Rn noktasıseçelim ve f ∈ L∞(Rn) olsun. Bu

durumda

T 0f(x) = T (fχ2B)(x)− T (fχ2B)(x0) +

∫
{B(x,r)

[K(x− y)−K(x0 − y)]f(y)dy

eşitliği gerçeklenir. Eğer f ∈ Lp(Rn), p <∞, ise açık olarak

T 0f(x) = T (f)(x)− T (f)(x0)

olur.

Aşağıdaki teorem T Calderon-Zygmund operatörününM loc
p,q;λ(Rn) lokal Morrey-Lorentz

uzaylarında sınırlılı̆gınıvermektedir (Guliyev vd., 2016).

Teorem 3.3 f ∈ M loc
p,q;λ, 1 ≤ q ≤ ∞, 0 ≤ λ < 1, q

q+λ
≤ p ≤ q

λ
olsun ve (3.3)

eşitsizliği sağlansın. Bu durumda Calderon-Zygmund integrali Tf(x), x ∈ Rn hemen

her yerde mevcuttur. Bundan başka

(i) Eğer 1 ≤ q < ∞, q
q+λ

< p < q
λ
, ise, o halde T Calderon-Zygmund operatörü

M loc
p,q;λ(Rn) lokal Morrey-Lorentz uzayılarında sınırlıdır.

(ii) Eğer 1 < q < ∞, p = q
q+λ
, ise, o halde T operatörü, M loc

p,q;λ(Rn) den zayıf lokal

Morrey-Lorentz uzayıWM loc
p,q;λ(Rn) uzayına sınırlıdır.

(iii) Eğer 1 ≤ q ≤ ∞, p = q
λ
, ise, o halde T 0 operatörü M loc

p,q;λ(Rn) den BMO(Rn)

uzayına sınırlıdır.

İspat. (i) q
q+λ

< p < q
λ
ve f ∈ M loc

p,q;λ(Rn) olsun. Lokal Morrey-Lorentz uzaylarının

tanımından ve Hardy ve eşlenik Hardy operatörlerinin lokal Morrey uzaylarında

sınırlılı̆gından
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‖Tf‖M loc
p,q;λ

≤ C sup
r>0

r−
λ
q

∥∥∥∥t 1p− 1
q
−1

∫ t

0

f ∗(s)ds+ t
1
p
− 1
q

∫ ∞
t

f ∗(s)

s
ds

∥∥∥∥
Lq(0,r)

≤ C sup
r>0

r−
λ
q

∥∥∥∥t 1p− 1
q
−1

∫ t

0

f ∗(s)ds

∥∥∥∥+ C sup
r>0

r−
λ
q

∥∥∥∥t 1p− 1
q

∫ ∞
t

f ∗(s)

s
ds

∥∥∥∥
Lq(0,r)

elde edilir. Eşitsizliğin sağındaki ilk kısmın sınırlılı̆gımaksimal operatör için ispat-

landı̆gından ikinci kısma bakalım.

sup
r>0

r−
λ
q

∥∥∥∥t 1p− 1
q

∫ ∞
t

f ∗(s)

s
ds

∥∥∥∥
Lq(0,r)

=
∥∥∥A( 1

p
− 1
q

)g
∥∥∥
Lq,λ(0,r)

olup burada g(t) = t
1
p
− 1
q f ∗(t) dir. 1

p
− λ

q
> 0 olduğundan ve β = 1

p
− 1

q
için β > λ

q
− 1

q

gerçeklenir. Böylece

∥∥∥A( 1
p
− 1
q

)g
∥∥∥
Lq,λ(0,r)

≤ C ‖g‖Lq,λ(0,r)

= C ‖f‖
Mloc
p,q;λ

(Rn)

elde edilir. Dolayısıyla q
q+λ

< p < q
λ
için T nin M loc

p,q;λ(Rn) de sınırlılı̆gıispatlanmı̧s

olur.

(ii) p = q
q+λ

olsun. f ∈ M loc
p,q;λalalım. Zayıf lokal Morrey-Lorentz uzayıtanımından

ve A ve A Hardy operatörlerinin lokal Morrey uzaylarındaki sınırlılı̆gından

‖Tf‖WM loc
q

q+λ
,q;λ
≤ C sup

r>0
r−

λ
q

∥∥∥∥tλ−1q ∫ t

0

f ∗(s)ds+ t1+λ−1
q

∫ ∞
t

f ∗(s)

s
ds

∥∥∥∥
WLq(0,t)

elde edilir. Eşitsizliğin sağındaki ilk kısmın sınırlılı̆gımaksimal operatör için ispat-

landı̆gından ikinci kısma bakalım.

sup
r>0

r−
λ
q

∥∥∥∥t1+λ−1
q

∫ ∞
t

f ∗(s)

s
ds

∥∥∥∥
Lq(0,r)

= ‖Aβh‖Lq,λ(0,r)

olup burada β = 1 + λ−1
q
ve h(t) = t1+λ−1

q f ∗(t)dır. Dolayısıyla

‖Aβh‖WLMq,λ(0,∞) ≤ C‖h‖LMq,λ(0,∞)

= C‖f‖M loc
q

q+λ
,q;λ
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elde edilir. Böylece T operatörünün M loc
q

q+λ
,q;λ(R

n) uzayından zayıf WM loc
q

q+λ
,q;λ(R

n)

uzayına sınırlılı̆gıispatlanmı̧s olur.

(iii) p = q
λ
olsun. T 0 operatörü L∞(Rn) den BMO(Rn) e sınırlıbir operatör ve

M loc
q
λ
,q;λ(R

n) ≡ WL∞(Rn) ≡ L∞(Rn) olduğundan∥∥T 0f
∥∥
BMO

≤ C ‖f‖M loc
q
λ
,q;λ

= C ‖f‖L∞

eşitsizliği gerçeklenir. Böylece ispat tamamlanır.

Aşağıdaki teoremde, M loc
p,q;λ(Rn) uzaylarında T maksimal Calderon-Zygmund oper-

atorünün sınırlılı̆gıverilmektedir.

Teorem 3.4 f ∈ M loc
p,q;λ, 1 ≤ q ≤ ∞, 0 ≤ λ < 1, q

q+λ
≤ p ≤ q

λ
olsun ve (3.2)

eşitsizliği sağlansın. Bu durumda maksimal Calderon-Zygmund operatörü T f(x)

x ∈ Rn de hemen her yerde sonludur. Bundan başka,

(i) Eğer 1 ≤ q <∞, q
q+λ

< p < q
λ
, ise T operatörüM loc

p,q;λ(Rn) lokal Morrey-Lorentz

uzaylarında sınırlıdır.

(ii) Eğer 1 < q < ∞, p = q
q+λ
, ise T operatörü, M loc

p,q;λ(Rn) den WM loc
p,q;λ(Rn) zayıf

lokal Morrey-Lorentz uzaylarına sınırlıdır.

(iii) Eğer 1 ≤ q ≤ ∞, p = q
λ
, ise T operatörü,M loc

p,q;λ(Rn) den BMO(Rn) e sınırlıdır.

Uyarı3.2 λ = 1 durumunda klasik Lorentz uzayında M loc
p,q;1 = Λ

∞,t
1
p−

1
q
Calderon-

Zygmund operatörünün T sınırlılı̆gı(Rakotondratsimba, 1998) tarafından verilmi̧stir.

İspat. 1 ≤ q ≤ ∞, 0 ≤ λ < 1 ve q
q+λ
≤ p ≤ q

λ
olsun. f , (3.1) koşulunu sağladı̆gın-

dan ve (3.2) eşitsizliğinden maksimal Calderon-Zygmund operatörü T f(x), x ∈ Rn

hemen her yerde sonludur.

Bu sonuçların (i) ve (ii) ifadelerinin ispatı, teorem (3.4) deki metotlar kullanılarak

kolaylıkla elde edilebilir.

(iii) 1 ≤ q ≤ ∞, p = q
λ
ve 0 ≤ λ < 1 için, varsayalım ki, f ∈ M loc

p,q;λ. T operatörü

L∞ den BMO a kadar sınırlıolduğundan ve M loc
q
λ
,q;λ(R

n) ≡ L∞ (Rn)olduğundan,

‖T f‖BMO ≤ C‖f‖M loc
q
λ
,q;λ

eşitsizliği elde edilir. (Bennett vd., 1980). Böylece T operatörü M loc
q
λ
,q;λ(R

n) dan

BMO(Rn) e sınırlıdır.
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Böylece teoremin ispatıtamamlanır.
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4. BAZI UYGULAMALAR

Bu kısımda, tezde verilen sonuçların bazıuygulamalarıverilecektir. Öncelikle maksi-

mal operatörün sınırlılı̆gının bir uygulamasıolarak Bδ
r Bochner-Riesz operatorünün

sınırlılı̆gıelde edilecektir.

r > 0 için δ > (n−1)/2, Bδ
r(f)ˆ(ξ) = (1−r2|ξ|2)δ+f̂(ξ) ve Bδ

r(x) = r−nBδ(x/r) olsun.

Maksimal Bochner-Riesz operatorü

(Liu ve Lu , 2003) ve (Liu ve Chen, 2008) tarafından

Bδ,∗(f)(x) = sup
r>0
|Bδ

r(f)(x)|.

biçiminde tanımlanmı̧stır.

Bδ,∗(f)(x) ≤ CMf(x)

eşitsizliğinin gerçeklendiği açıktır (Garcia-Cuerva ve Rubio de Francia, 1985).

Maksimal operatör M loc
p,q;λ(Rn) üzeninde sınırlı olduğundan aşağıdaki teorem elde

edilir (Guliyev vd., 2016).

Teorem 4.1 1 ≤ q ≤ ∞, 0 ≤ λ < 1 ve q
q+λ
≤ p ≤ ∞ olsun.

(i) Eğer q
q+λ

< p <∞ ise, bu durumda, Bδ
r Bochner-Riesz operatörü lokal Morrey-

Lorentz uzaylarında sınırlıdır.

(ii) Eğer p = q
q+λ

ise, bu durumda, Bδ
r lokal Morrey-Lorentz uzaylarından zayıf

lokal Morrey-Lorentz uzaylarına sınırlıdır.

(iii) Eğer p = q =∞ ise, bu durumda, Bδ
r , L∞(Rn) uzayında sınırlıdır.

λ = 0 durumu için aşağıdaki sonuçlar elde edilir.

Sonuç 4.1 1 ≤ q ≤ ∞ ve 1 ≤ p ≤ ∞ olsun. Bu durumda

(i) Eğer1 < p <∞ ise, bu durumda Bδ
r Lp,q(Rn) Lorentz uzaylarında sınırlıdır.

(ii) Eğer p = 1 ise, bu durumda Bδ
r ; Lorentz uzaylarından zayıf Lorentz uzaylarına

sınırlıdır.

(iii) Eğer p = q =∞ ise, bu durumda Bδ
r ; L∞(Rn) uzaylarında sınırlıdır.
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Sonuç 4.2 1 ≤ q ≤ ∞ ve 1 ≤ p ≤ ∞ olsun. Bu durumda

(i) Eğer 1 < p < ∞ ise, bu durumda M maksimal operatörü Lorentz uzaylarında

sınırlıdır.

(ii) Eğer p = 1 ise, M operatörü L1,q(Rn) den WL1,q(Rn) zayıf Lorentz uzaylarına

sınırlıdır.

(iii) Eğer p = q =∞ ise, M operatörü L∞(Rn) da sınırlıdır.

Uyarı4.1 Sonuç (4.2) ün (i) ve (iii) şıklarıönceden bilinmektedir (Kristiansson,

2002 ).

λ = 0 için, aşağıdaki sonuçlar elde edilir.

Sonuç 4.3 1 ≤ q ≤ ∞ ve 1 ≤ p ≤ ∞ olsun.

(i) Eğer 1 < p <∞ ise, bu durumda, T ve T operatörleri Lorentz uzayında Lp,q(Rn)

sınırlıdır.

(ii) Eğer p = 1 ise, bu durumda, T ve T operatörleri L1,q(Rn) den zayıf Lorentz

uzayına WL1,q(Rn) sınırlıdır.

(iii) Eğer p = q =∞ ise, T 0 ve T operatörleri L∞(Rn) dan, BMO(Rn) ya sınırlıdır.

Uyarı4.2 Sonuç (4.3) ün (i) ve (iii) şıklarıönceden bilinmektedir (Kristiansson,

2002 ).

Lemma 3.1 den 1 ≤ q ≤ p < ∞, 1
s

= 1
p
− λ

q
ve 0 < λ ≤ q

p
için, ‖f‖WLs ve ‖f‖M loc

p,q;λ

normlarıdenk olduğundan, aşağıdaki sonuçlar elde edilir.

Sonuç 4.4 0 < s < ∞ olsun. Bu durumda M ve Bδ
r operatörleri WLs(Rn) zayıf

Lebesgue uzayında sınırlıdır.

Sonuç 4.5 1 < s <∞ olsun. Bu durumda T ve T operatörleriWLs zayıf Lebesgue

uzayında WLs(Rn) sınırlıdır.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tezde,

0 < p, q ≤ ∞ ve 0 ≤ λ ≤ 1 olmak üzere, M loc
p,q;λ ≡ M loc

p,q;λ(Rn) lokal Morrey-Lorentz

uzayları

‖f‖M loc
p,q;λ

:= sup
r>0

r−
λ
q ‖t

1
p
− 1
q f ∗(t)‖Lq(0,r)

quasi- normu sonlu olacak şekilde ölçülebilir fonksiyonların uzayıolan M loc
p,q;λ(Rn)

uzaylarında maksimal operatör ve Calderon - Zygmund operatörlerinin sınırlılı̆gına

yer verilmi̧stir.

Lokal Morrey Lorentz uzayları; klasik Lorentz uzaylarının bir genelleştirilmesi olup,

fonksiyon uzayları teorisi alanında birçok uygulamaya sahip olacağı düşünülmek-

tedir. Ayrıca maksimal ve Calderon - Zygmund operatörleri harmonik analizin

temel operatörlerinden olduğundan verilen sonuçlar diğer integral operatörlerin sınır-

lılı̆gının elde edilmesinde de anahtar rol oynayacaktır. Tezde belirtilen operatörlerin

yanısıra, lokal Morrey - Lorentz uzaylarında maksimal Calderon - Zigmund oper-

atörünün sınırlılı̆gıve uygulama olarak da Bochner - Riesz operatörünün sınırlılı̆gı

verilmi̧stir.

M loc
p,q;λ(Rn) local Morrey-Lorentz uzaylarında λ = 0 durumu için Lorentz uzayları

elde edildiğinden, ortaya konulan sonuçlar yardımıyla Bochner Riesz operatörü mak-

simal operatör ve Calderon - Zygmund operatörlerinin Lorentz uzaylarında sınırlılı̆gı

elde edilir.

Tezde verilen sonuçların; analiz ve fonksiyonlar teorisi alanında çalı̧san yüksek lisans

ve doktora öğrencilerine, Türkçe kaynak olması bakımından, çok faydalı olacağı

düşünülmektedir.
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Eğitim Durumu (Kurum ve Yıl):

Lise : Tevfik SırrıGür Lisesi

Lisans : Ankara Üniversitesi, Matematik Bölümü,
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