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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

LOKAL MORREY-LORENTZ UZAYLARINDA CALDERON-ZYGMUND
OPERATORLERININ SINIRLILIGI

Cahit AVSAR

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Dog. Dr. Canay AYKOL YUCE

Tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmustir. Ikinci
kisimda temel tanim ve teoremler verilmis, bir fonksiyonun dagilim fonksiyonu ve
azalan yeniden diizenlemesi kavramlar1 tamtilarak bazi temel ozellikleri ispatlan-
migtir. Lorentz uzaylar1 tanitilarak bu uzaylarda maksimal operator ve Calderon-
Zygmund operatorlerinin sinirliligs verilmigtir. Daha sonra Morrey uzaylar: tanitilmisg,
temel 6zelliklerine yer verilmis ve Hardy ve eglenik Hardy operatorlerinin lokal Mor-
rey uzaylarmdaki simmrhligr ispatlanmistir. Uciincii boliimde lokal Morrey-Lorentz
uzaylar1 hatirlatilarak bazi temel 6zelliklerine yer verilmistir. Bu boliimde tezin asil
amaci olan lokal Morrey-Lorentz uzaylarinda maksimal ve Calderon-Zygmund op-
eratorlerinin sinirhlhiginin ispati verilmistir. Dordiincii boliimde 6nceki boliimlerde
elde edilen sonuglarin baz uygulamalarina yer verilmistir. Son béliimde ise elde
edilen sonuclarin analizi yapilmistir.

HAZIRAN 2019, 43 sayfa

Anahtar Kelimeler: Lorentz uzayi, Morrey uzayi, lokal Morrey-Lorentz uzayi,
maksimal operator, Calderon- Zygmund operatorii, Hardy operatorii
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ABSTRACT

Master Thesis

THE BOUNDNESS OF CALDERON-ZYGMUND OPERATORS IN THE LOCAL
MORREY-LORENTZ SPACES

Cahit AVSAR

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Canay AYKOL YUCE

This thesis consists of four chapters. The first chapter includes a brief introduction
to the topic. In the second chapter, basic definitions and theorems are given, the
distribution and decreasing rearrengement of a function are introduced and some
of their fundamental properties are given. Lorentz spaces are introduced and the
boundedness of the maximal operator and Calderon-Zygmund operators are given
in these spaces. After that Morrey spaces are introduced, some basic properties of
these spaces are given and the boundedness of Hardy and conjugate Hardy opera-
tors in local Morrey spaces are given. In the third chapter, local Morrey-Lorentz
spaces and their some basic properties are given. The boundedness of the maximal
and Calderon-Zygmund operators in local Morrey-Lorentz spaces, which is the main
purpose of this thesis, is given in this chapter. In the fourth chapter, some appli-
cations of the results obtained in the previous chapters are given. Finally, the last
chapter is devoted to the analysis of the obtained results.

JUNE 2019, 43 pages

Key Words: Lorentz space, Morrey space, local Morrey-Lorentz space, maximal
operator, Calderon-Zygmund operator, Hardy operator
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1. GIRIiS

0<p,qg<oovel< A< olmak iizere, Mé?qc; \ = M}ich; ,(R™) lokal Morrey-Lorentz

uzaylari

A, 1.1
||JC||MZZ;’;;A = Sglgr a ||t” qf*(t)HLq(U,r)
T T

quasi - normu sonlu olacak gekilde tiim olgiilebilir fonksiyonlarin uzay1 olarak tanim-
lanir, burada f*, f nin azalan yeniden diizenlemesidir.

Lokal Morrey- Lorentz uzaylar literatiirde ilk kez C. Aykol'un doktora tezinde
tanimlanmig (Aykol, 2013) ve bu tezde verilen uzaylar arasindaki bazi gémme teo-
remleri ispatlanmigtir.

A < 0yada A > 1 durumunda, M}f;; L (R™) = © olup, burada ©, R™ iizerinde sifira
denk olan tiim fonksiyonlarin kiimesidir. A = 0 durumunda L, , (R")Lorentz uzay-
lar1, p = ¢ olmas1 durumunda Mé"j{ (R) lokal Morrey uzaylar: ve A = 1 durumunda
Aoqt%_% (R™) klasik Lorentz uzaylari elde edilmektedir. Dolayisiyla lokal Morrey-
Lorentz uzaylar1 Lorentz uzaylarinin dogal bir genellegtirmesidir. 0 < ¢ < p < oo ve
0< A< z% durumunda lokal Morrey-Lorentz uzaylar: WL% 2 (R™) zayif Lebesgue
uzaylarina denktir. ¢ = co durumunda ise W L,(R™) zayif Lebesgue uzaylar elde
edilmektedir.

0<p,qg<oovel<A\<1 olmak iizere, WMIZ,’O; 5= Mll)f’;; L (R™) zayif lokal Morrey-

Lorentz uzaylar:
A1
[ fllware = supr™ 31675 £ () oo
” r>0

sonlu quasi- normlu 6lgiilebilir biitiin fonksiyonlarin uzayimi gostermektedir. Lokal
Morrey-Lorentz uzaylarinda Hilbert doéniigiimii, maksimal operator, Calderon-Zygmund
singiiler integral operatorii ve Riesz potansiyelinin sinirliligi ve bu sinirhiliklar yardimiyla
elde edilen sonuglar sirasiyla (Aykol vd., (2016), Guliyev vd. 2016a, 2016b) tarafin-
dan ortaya konulmustur.

E, R" in olgiilebilir bir alt kiimesi ve f, E — R ye 0lgiilebilir bir fonksiyon

olsun. f nin dagilim fonksiyonu

py(A) = p{x € E:[f(x)] > A}), A=0
1



olmak iizere, f nin azalan yeniden diizenlemesi

f*, (0,|FE|) iizerinde

frt)=inf{x>0:p\) <t}, 0<t<o0

seklinde tamimlanir. Ozel olarak pf* = puf dir.

Bir fonksiyonun yeniden diizenlemesi kavrami harmonik analizde 6nemli bir aractir
ve birgok esitsizlikte anahtar rol oynamaktadir. Sistematik olarak Hardy ve Lit-
tlewood tarafindan tanimlanmis ve reel ve harmonik analizde, singiiler integrallerin
aragtirilmesinda, fonksiyon uzaylar1 ve interpolasyon teorisinde bircok matematikgci
tarafindan kullanilmigtir (Bennett ve Sharpley 1988; Kristiansson 2002).

Azalan yeniden diizenleme kavrami George G. Lorentz tarafindan (Lorentz; 1950,1951)
L, ,(R™) Lorentz uzaylarmnin tanimlanmasinda kullanilmigtir.

L, ,(R™) Lorentz uzaylar

= (B rm) )" 0 < 0
> (¢ )"0 < p<00,0<q< o0

sup 17 f*(1), 0<p<o00,g=00
t>0

[ F 112y gy =

sonlu olacak bicimdeki olgiilebilir fonksiyonlarin siniflarinin kiimesi olarak tanim-

lanir. L, ,(R"™) Lorentz uzaylarinda 0 < p < oo, p = ¢ alinmasi halinde

ey = ( [ 1)

ve p = oo alinmasi halinde

1Ly = supfa: {y € E - [f(y)] = a}| > 0}

Lebesgue uzaylar elde edilir.

0 < p < o0, ¢ =00 alinmasi halinde ise

| fllwr,e) == sup tl/pf*(t), 1<p<oo
0<t<|E|

zayif Lebesgue uzay1 elde edilir ve p = ¢ = oo alinmasi1 durumunda

Nl fllwee = If|l., bulunur.



Morrey uzaylari ilk defa C.B. Morrey (1938) tarafindan tamimlanmugtir. Eliptik
diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin lokal davraniglarinin elde edilmesinde ve kismi
diferensiyel denklemler teorisinde énemli yere sahiptir.

0<A<n,1<p<oovefe LR") olmak iizere L, ,(R") Morrey uzaylar

_2
T P O 1] [

sonlu olacak bigimdeki fonksiyonlarin uzayidir (Morrey, 1938), burada B(x,r), R”
de x merkezli ve r yaricapl acik yuvar: belirtmektedir.

A< 0veyaA>niken L, (R") = 6 dir, burada 0, R™ de sifira denk olan fonksiy-
onlarin kiimesini belirtmektedir.

f € L°°(R") olmak iizere f nin Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu M f

1

Mf(z) =Sup—/ |f(y)ldy, =€ R"
r>0 |B(z,7)| B(z,r)

bi¢iminde tanimlanir, burada |B(z,7)|, B(z,r) agik yuvarinin Lebesgue 6lgiisiidiir;

yani, | B(z,7)| = w,r™ olup w,, R" de birim kiirenin hacmini gostermektedir.

K € LP(R"\ {0}) olacak sekilde agagidaki kogullar saglayan bir fonksiyon olsun.

C

[

(id) / K(@)dz =0, 0<r <,
ri<|z|<re

(DK ()| < =, € R"\ {0},

Y
(i) [ Ko~ )~ K(@)| < O 2l <ol

Bu durumda K ya Calderon-Zygmund ¢ekirdegi denir. Burada C' sabiti, x ve y den

bagimsizdir.
L) = [ K-y
B(z,e)
esitligi yardimiyla K ile ilintili Calderon- Zygmund singular integrali

Tf(x) = (K = f)(x) = Im T.f (2)

seklinde tamimlanir.



Tezin amaci, Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin, Calderon - Zygmund ve
maksimal Calderon Zygmund operatorlerinin Méﬁ’g; L (R™) lokal Morey-Lorentz uzay-
larinda sinirliligini elde etmektir. Ayrica, bir fonksiyonun dagilim fonksiyonu, aza-
lan yeniden diizenlemesi kavramlari ve ozellikleri kapsamli bir bigimde verilecektir.
Lorentz ve Morrey uzaylari tamimlar:t hatirlatilarak bu uzaylarda maksimal oper-
ator ve Calderon-Zygmund operatorlerinin sinirhiliklar: verilecektir. Lokal Morrey-
Lorentz uzaylarinda belirtilen operatorlerin sinirhihiginin elde edilmesinde Hardy ve
eslenik Hardy operatorlerinin lokal Morrey uzaylarindaki kuvvetli ve zayif sinirlilik-
larindan yararlanilacaktir.

Elde edilen sonuclarin uygulamasi olarak ise M;)f’qc; y(R™) uzaylarinda Bochner-Riesz
operatoriiniin sinirhilig: verilecektir.

Tez boyunca C', uygun parametrelerden bagimsiz pozitif bir sabit i¢in kullanilacaktir

ve her seferinde ayni olma kogulu bulunmamaktadir. p € [1, o] igin, p’ , pp’ = p+p’

seklinde tanimlanmigtir.



2. ON BILGILER

2.1 Temel Tanim ve Teoremler
Tanmim 2.1 X bir K cismi {izerinde bir vektor olmak {izere. Eger bir
X =R z— |z

doniisimii Vz,y € X ve Va € K icin

(N [lz]] =0 ve [lz]| =0 &z =6,

(N2) [|laz]| = |afll],

(V3) [l + yll < llll + llyll

ozellikleri gergeklensin. Bu durumda ||.|| déniigiimiine X {izerinde norm adi verilir.

(X, .]]) ikilisine, normlu vektor uzayi denir. (X, |.||) uzay: genel olarak X ile ifade

edilir.

Tamim 2.2 (N3) esitsizligi |z + y|| < C(||z]| + ||y||) olacak sekilde bir C' sabiti ile

gercekleniyorsa bu durumda bu doniisiim quasi-norm olarak adlandirilir.

(i) T operatoriiniin tanmim bolgesi D(T') bir vektor uzay: olup deger bolgesi R(T),
ayni cisim tizerinde bir vektor uzayidir.

(ii) Her z,y € D(T) ve her a € K sabiti igin ,

Tx+y) =Tz+Ty
T(ax) =aTx

esitlikleri gercekleniyorsa bu durumda 7" ye bir lineer operatordiir denir.
Tanim 2.3 X ve Y normlu uzaylar, D(T) C X , T : D(T) — Y ve T bir lineer

operator olsun.||Tz|ly < C||x||x esitsizligi saglanacak gekilde bir C reel sayis1 varsa,

T operatoriine X uzayindan Y uzayina sinirh operatordiir denir.

seklinde tanimlanir.

T nin normu; HTH = Sup “T:TIH
zeD(T)

[l

x#0



Tanim 2.4 X ve Y normlu uzaylar, D(T) C X, T : D(T) — Y bir operator ve
zo € D(T) olsun. Her € > 0 i¢in; ||Tx — T'zo|| < € iken ||z — zo|| < § olacak gekilde

bir 6 > 0 sayis1 varsa, T' operatoriine xy da siireklidir denir.

Tanim 2.5 (Kreyszig, 1989) X ve Y normlu uzaylar ve D(T) C X olmak iizere,
T : D(T) — Y lineer operator olsun. Bu durumda 7" nin siirekli olmasi igin gerek

ve yeter kosul 7" nin sinirli olmasidir .

Tanmim 2.6 X bir kiime. Y, X in alt kiimelerinin bir sinifi olsun.

(1) X € 3,

(77) Her A € ¥ igin A° € 3,

(iii) k = 1,2, ...,n icin A, € X ise kglAk =

ozellikleri gercekleniyorsa ¥ sinifi, X iizerinde bir cebirdir. Ayrica

() , k=1,2,...i¢in; A, € ¥ = OL_len € Y ise X cebirine, c— cebir denir.

Tanmim 2.7 Bir ¥ sinifiz1 kapsayan 0— cebirlerinin en kiiciigiine ¥ nin dogurdugu
o— cebiri denir. R™ deki biitiin (a, b) araliklarimin dogurdugu o-cebirine Borel cebiri

denir, B(R™) seklinde gosterilir.

Tanim 2.8 X bir kiime ve g , X iizerinde bir o— cebiri olmak iizere (X, pu)
ikilisine bir olgiilebilir uzay, p deki her bir kiimeye de p-6lgiilebilir kiime,veya kisaca

olciilebilir kiime denir.
Tanim 2.9 (X, Y) bir olgiilebilir uzay, f: X — R, olsun. Vv € R igin

v too) ={z € X : f(z) > 7} €3
egitligi saglaniyorsa f ye olciilebilir fonksiyon denir.

(X, Y) bir slgiilebilir uzay olmak iizere, ¥ iizerinde tanmiml genigletilmis reel degerli
bir u fonksiyonu eger;

(i) u(0) =0,

(77) Her A € ¥ igin p(A) > 0,

(iii) ¥ daki her ayrik (A,) dizisi i¢in u ( Ej An) = i 1(Ay)

ozelliklerine sahip ise, p fonksiyonuna 0711(;:11 denir. ]%:g;r her A € ¥ i¢in u(A) < oo

ise 1’ ye sonlu olc¢ii adi verilir.



Tanim 2.10 Bir X kiimesi, X in alt kiimelerinin bir > o- cebiri ve X {izerinde

taniml bir p dlgiisiinden olugan (X, X, u) iigliisiine bir 6lgii uzay1 denir.

Tanim 2.11 (X, 3, i) bir 8l¢ii uzay: olmak iizere, X iizerinde taniml p— dlgiilebilir
fonksiyonlarn simifi M(X, ), ya da M(X,u), X iizerinde negatif olmayan p—
olgiilebilir fonksiyonlar simfi M* (X, ¥) ve M(X, X) deki yu— h.h.y sonlu fonksiyon-
lar smifi My(X, X) ile gosterilir. M(R™) R” iizerinde tiim sonlu Borel dl¢iilerinin

uzayini belirtir.

Tez boyunca (0, c0) iizerinde tiim negatif olmayan 6lgiilebilir fonksiyonlarin kiimesi
MT(0,00), tiim negatif olmayan olgiilebilir azalan ve artan fonksiyonlarm kiimesi

sirastyla M (0, 00; |) ve MT(0,00; 1) ile gosterilecektir.

Tanim 2.12 X bir kiime ve P(X) de X in kuvvet kiimesi; P(X) iizerinde tamml,
genigletilmis reel degerli bir p* fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahip ise p* fonksiy-

onuna X {izerinde bir dig 6lciidiir denir.

i) p(0) =0,
ii) Her F € P(X) igin pu*(F) > 0,
iti) A C B C X igin pu*(A) < pu*(B),

(
(
(
(iv) Her bir n € N i¢in A,, € P(X) ise p* (nijl An) < nio:l 1w (Ay).

Tanim 2.13 (/), R nin sinirh ve acik alt araliklarinin bir dizisi ve

TA= {(Ik) A C Ulk}

olsun. P(R) tizerinde

mf{Zl (1) : (Ix) ETA}

bi¢giminde tanimlanan \* bir dis 6l¢ii olur ve bu dis 6l¢iiye Lebesgue dig dlgiisii ad1

verilir.

n— boyutlu R" uzayinda Lebesgue dis ¢l¢iisiinii tanimlayabilmek ic¢in

I={z:0;<2;<0b;, i=1,...,n}
7



n—boyutlu kapali araliklarini alalim. Araliklarin hacimleri

o(l) =TT = a)

i=1

olacaktir. &/ C R" kiimesinin Lebesgue dig 6lgiisii

A (E) = inf {Zv(]k) FE C U Iy, , Iy bir arahk}
k=1 k=1

seklinde ifade edilir. VA C R"
AN(A)=X(ANE)+ X (AN (R" - E))
esitligi saglaniyorsa, bu takdirde E kiimesine, Lebesgue olgiilebilir kiimedir denir.

Tamim 2.14 M(R™, \*), R" nin \* dig 6lgiisiine gore olgiilebilen alt kiimelerinin
smifi olsun. A\* Lebesgue dis olgiisiiniin M(R™, \*) smifina da B(R™) simifina olan

kisitlanmasina Lebesgue olgiisii denir, A ile gosterilir.

Tamim 2.15 (X, 3, ) 6lgii uzayr olmak iizere bir 6nerme, 6lgiisii sifir olan bir kiime

diginda dogru ise, o 6nermeye hemen her yerde (h.h.y.) dogrudur denir.
Tamim 2.16 (X, X, ) bir 6l¢ii uzayr ve . 0 < p < oo olsun.

) Q|f|pdu)” S lSp<

ess sup|f(z)] , p=o0

zeX

11 2o

sonlu olacak bi¢imdeki fonksiyonlarin uzayma L,(X) Lebesgue uzay: denir.
E C R" dlgiilebilir bir kiime olmak iizere E nin Lebesgue 6lciisii

\E|:/dx

E
seklnde tanimlanir.

Tamim 2.17 R" iizerinde lokal integrallenebilir fonksiyonlarin kiimesi

! Fld
8



sonlu olacak bigimde fonksiyonlarin siifi olarak ifade edilir ve f € Li°¢(R") ile
gosterilir, burada K, R” Oklid uzaymda bir kompakt kiime ve f Lebesgue olciilebilir

bir fonksiyondur.

Teorem 2.1 (Holder esitsizligi) p > 1 ve %Jr % =1, f € L,(R"), g € L,(R")
olsun. Bu durumda fg € L;(R™) olup

Ifgllz, < ANz g,

esitsizligi gergeklenir.

Teorem 2.2 (Minkowski esitsizligi) p > 1 ve f, g € L,(R") olsun. Bu durumda
f+g€ L,(R") dir ve || f + gz, < fllz, + ||lgllz, esitsizligi gerceklenir.

Teorem 2.3 (Chebychev Esitsizligi) ¢ > 0 ve y;, f nin dagihm fonksiyonu

olmak iizere

e < | @)
{zeR":|f(x)[>t}

esitsizligi gergeklenir.

Teorem 2.4 p < ¢ ve E C R", |E| < oo olsun. Bu takdirde L,(E) C L,(E)

gomiilmesi gerceklenir.
Tanim 2.18 1 <p,q < 0 ve
T: L,(R") - L,(R")
bir operator olsun. Eger Vf € L,(R") i¢in
ITfllz, < Cllfllz,

saglanacak gekilde f den bagimsiz bir C' > 0 sabiti varsa T operatorii (p,q) tipli

operator olarak adlandirilir.
u bir 6lcii ve her pozitif a sayisi icim igin
Allfllz, \*
pie: [TH@) > a} < (T g < oo

saglanacak bigimde « ve f den bagimsiz bir C' sabiti varsa T" operatorii zayif (p, q)

tipli operator olarak adlandirilir.



Tanim 2.19 (Maksimal Operator) f, R" iizerinde hemen her z i¢in integral-

lenebilir bir fonksiyon olsun.

. 1 o
}}L%WB(/) fw)dy = f(x)

esitliginin hemen her x icin gerceklendigi temel Lebesgue Teoremi’nden bilinmekte-

dir, burada B(z,r),R™ de
B(z,r) ={yeR" : |z —y| < r}

x merkezli r yaricaplh agik yuvar: belirtmektedir. Verilen esitlikte limit yerine supre-

mum ve f yerine de |f| alinarak f nin maksimal fonksiyonu tanimlanir.

R" nin standart kiimelerinde n = 1 i¢in maksimal fonksiuon Hardy ve Littlewwod
tarafindan tammmlanmistir. n—boyutlu R" Oklid uzayma genigletilmesi ise Wiener
tarafindan yapilmistir.

f:R" =R, f e L(R") olmak iizere M maksimal operatorii

1
Mf(x) = sup WB(/) |f(y)|dy

biciminde tamimlanir. Burada
|B(z,7)| = w,r™
olup w,, R"™ de birim yuvarin hacmini belirtmektedir.

Tamim 2.20 X bir normlu uzay, f, € X, f, >0, (n=1,2...) ve f, — f, u— h.h.y
olsun. f € X ise, o takdirde ||f.||x T ||f||x saglanir. Eger f ¢ X ise, o halde
| fullx T oo olur Bu 6zellige Fatou 6zelligi denir. (Bennett ve Sharpley, 1988).

Tamim 2.21 BMO = BMO(R") ortalama simirh salimimh fonksiyon uzaylari ,

1
I fllBrro = sup

|B(z, )| - d
B(z,r) |B($7T)| B(z,r) |f(I) fB(‘I)| T

sonlu olacak bigimde tiim f fonksiyonlarindan olugsmaktadir. Burada supremum

tiim B(z,r) C R™ ler iizerinden alinmaktadir ve.

1
5(0) = o] /B Sy

seklindedir.
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Tamim 2.22 ¢, (0,00) iizerinde tanmimh 6lgiilebilir bir fonksiyon ve § € R olsun.

Ap agirhkh Hardy ve Ag agirhikh eslenik Hardy operatorleri

t 00
_ (s (s
seklinde tanimlanir.

Tamm 2.23 f, (0, 00) tizerinde tammh ol¢iilebilir bir fonksiyon ve n € R olsun. P,

ve P, Hardy operatorleri

P,f(t)y=t" /Otf(s)ds, P,f(t)=t" /too f(s)ds (2.2)

seklinde tanimlanir.

Hardy operatorleri harmonik analizde bir¢ok operatoriin farkl fonksiyon uzaylarinda
sinirliliginin elde edilmesinde anahtar rol oynamaktadir. Bu tezde yukarida tanim-
lanan Hardy operatorlerinin lokal Morrey uzaylarinda simirlihigi kullanilarak, maksi-
mal operator M, Calderon-Zygmund operatorii 77 ve maksimal Calderon-Zygmund

operatorii 7 nin M:f)?;; ,(R™) Morrey-Lorentz uzaylarinda sinirhihg) ispatlanacaktir.

Tamim 2.24 (Calderon-Zygmund operatorii) K € LP°(R"\{0}) olacak sekilde

asagidaki kosullar1 saglasin;

C

[

(zz)/ K(z)dx =0, 0 <7y <rg,
r<|z|<re

() K(z)] <

, v € R"\ {0},

)
(iii) | K (@ — ) — K (2)] < O% 2yl < o

Bu durumda K ya Calderon-Zygmund cekirdegi denir. Burada C' sabiti, x ve y den

bagimsizdir.
L) = [ K-y
B(z,e)
Esitligi yardimiyla K ile ilintili Calderon- Zygmund singular integrali

Tf() = (K * )(x) = i T f (2)

seklinde tamimlanir.
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2.2 Lorentz Uzaylar1

L, ,(R™) Lorentz uzaylar1 George G. Lorentz tarafindan tammlanmstir (Lorentz;
1950,1951). L, uzaylarinin genellesmesi olan Lorentz uzaylari, Banach uzaylaridir
ve yeniden diizenleme altinda degismeyen bir interpolasyon uzay1 olup harmonik
analizde bir¢ok uygulama alanina sahiptir.

Bu kisimda oncelikle dagihim fonksiyonu tanitilacak, temel o6zelliklerinin ispatina
yer verilecek, ardindan bir fonksiyonun azalan yeniden diizenlemesi tanitilarak temel
ozelliklerinin ispat1 verilecektir. Son olarak L, ,(R") Lorentz uzaylarindan bahsedile-
cek ve bu uzaylarin temel 6zellikleri ispatlanacaktir.

Dagilim fonksiyonu ve azalan yeniden diizenlemenin &zellikleri (Kristiansson, 2002)

de detayli bir gekilde ispatlanmigtir.

Tamim 2.25 (Dagilim Fonksiyonu) f : R" — C olmak iizere p; : [0,00) —

[0, 0o] dagilim fonksiyonu

up() = pl{r € B (@) > A}), A0
seklinde tanimlanir.

Dagilim fonksiyonu yalnizca f nin mutlak degerine bagh olup azalandir. Agagidaki

teoremde dagilim fonksiyonunun bazi 6zelliklerine yer verilmistir.

Teorem 2.5 f,, n = 1,2,.... R" iizerinde X— olg¢iilebilir fonksiyonlar olsun. Bu

durumda

(i) w; azalan ve sagdan siireklidir.

(ii) Eger x € R" — h.h.y. igin |f(x)| < [g(z)| ise, o halde A > 0 igin 1 (A) < py(A)
olur.

(iii) Eger A1, Ay > 0 ise, o halde jup, (A + A2) < pp(A1) + pry(A2) olur.

(iv) Eger A1, Ay > 0 ise, o halde jup,(AiAs < pp(A1) + p1,(A2) olur.

(v) Eger x € R"™— hhy, icin |f(x)| < liminf, oo|fu(z)] ise, o halde A > 0 igin
pp(A) < liminfn opty, (A) olur .

Simdi bir fonksiyonun azalan yeniden diizenlemesi kavrami tanitilacak ve temel 6zel-

liklerinin ispatina yer verilecektir.
12



Tanim 2.26 (Azalan yeniden diizenleme) f: R" — C olmak iizere, f fonksiy-

onunun azalan yeniden diizenlemesi

fr:10,00) = [0, 09,

fr(t) =inf{r = 0: pg(A) <t} (2.3)

seklinde tanimlanir.

Ispatlarimizda inf () = oo seklinde kabul edilecektir. Eger u s kesin azalan ise, o halde
J* agikga 1 in tersidir.

Dagilim fonksiyonu ve azalan yeniden diizenleme arasindaki bagka bir énemli iligki

asagidaki teoremde verilmigtir.

Teorem 2.6 f*(t) =m, (t),t > 0 esitligi gergeklenir, burada m Lebesgue olgtisiidiir.

Teorem (2.5) (i) den p; azalan bir fonksiyon oldugundan sup {X: p;(\) >t} =
m{X: () >t} elde edilir. Boylece Tanim 2.26 dan

Fr@) = inf{x:p(\) <t}
= sup {\:pp(A) >t}
= m{X:p;(N) >t}

_= muf

bulunur.

Asgagidaki teorem azalan yeniden diizenlemenin bazi temel 6zelliklerini vermektedir.

Teorem 2.7 Asagidaki ozellikler gergeklenir.
(i) f*(t) > A ancak ve ancak p;(\) > t.

(i) f ve f* egolgiilebilirdir, yani, her A > 0 i¢in

p{z e R":[f(x)] > A})
= m{{t>0:f*(t) > \})

gerceklenir, burada m Lebesgue 6lciisiidiir.
13



(iii) Eger A > 0 ve pz()\) < oo ise, o halde f*(u;(A)) > A ve her 0 < e < f*(¢) i¢in
f*(p(A) +€) < A olur.

Egert > 0 ve f*(t) < oo ise, o halde her e > 0 igin pu,(f*(t)(t)) <t ve pp(f*(t)—€) >

t olur.

(iv) 0 < p < o0 igin
(LFP)(E) = f=()"
gerceklenir.

(v) Eger A € R" ise, o halde her t > 0 icin (fx4)*(t) < f*(£)X[0,u(a))(t) esitsizligi

gerceklenir.

Uyar1 2.1 Eger kesin esitsizlikler kaldirihrsa (ii) 6zelliginin gergeklenmeyecegine

dikkat edilmelidir. Gercekten,

pfz e B [f(2)| = A}) = m({t e R [f*(1)] = A})

esitligi genel durumda saglanmaz.

alimirsa f*(¢) = 1 olur. Bu ise

plle € R |p—|2 1)) =0
# oco=m({teR:1>1})

olmasi demektir.
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Teorem 2.8 (Esitsizlikler)

(f +9) (i +12) < f7(t1) + g7 (t2)
ve
(f9)"(t1 +t2) < f*(t1)g" (t2)
esitsizlikleri her ¢;,%, > 0 icin gerceklenir. Ozel olarak

(f +9)7 () < [7(t/2) + g7 (t/2)

ve
(f9)"(t) < f(t/2)g"(t/2)
esitsizlikleri her ¢t > 0 igin saglanir.
Ik esitsizlik ile baglayalim. f*(¢;) + g*(t2) < oo olsun.
A1 = f*(t1) ve Ag = g*(to) igin Teorem (2.7) (iii) den uf()\l) < t; ve ,ug()\z) < ty
ve Teorem (2.5) (iii) den

Pppg(A+ A2) < pp(Aa) + 1, (A2) <ty + 2o

elde edilir.

Azalan yeniden diizenleme tanimindan

(f+9) (i +t2) S A+ A= f (1) + g (t2)

ifadesi elde edilir. Ikinci esitsizligin ispat: da benzer sekildedir. f*(¢,)g*(t2) < oo

durumunda, Teorem (2.5) (iv) i kullanarak

trrg(AA2) < pp(Ar) 4 pg(A2)

esitsizligi elde edilir.Yine azalan yeniden diizenleme kullanilarak,

(fg)"(t1 +t2) < M = f*(t1)g"(t2)

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. Diger egitsizlikler ise t; = to = /2

alinarak elde edilir.
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Tanim 2.27 ( ”**” operatorii)

f: R — C olmak iizere, f**:(0,00) +— [0, co| fonksiyonu,

=1 [ 1
0
seklinde tanimlanir.

Lemma 2.1 (Hardy Esitsizligi)

h, (0, 00) iizerinde pozitif azalan bir fonksiyon, ¢ > 1 ve r > 0 olsun. Bu durumda

" (T (: h(“))qt_r_ldt)l/q <1 (7 (th(t))qt—r—ldt> v

o

© /t q 1/q oo 1/q
(i7) (f <f h(u)) tr_ldt) <1 (f (th(t))qt’"_ldt) esitsizlikleri gergeklenir.

o ]

Lemma 2.2 (Hardy) f ve g, (0,00) iizerinde birer pozitif Lebesgue olgiilebilir

fonksiyonlar ve h, (0, 00) tizerinde azalan bir fonksiyon olsun ve

/Oaf(t)dt < /Oag(t)dt

esitsizligi saglansin. Bu durumda her a > 0 icin

/0 () (t)dt < / " h(t)g (e

esitsizligi gergeklenir.

Tanim 2.28 (Lorentz uzaylar1) 0 < p < 00,0 < ¢ < ooolsun. L, ,(R") Lorentz

uzaylari

(2@ (1) 74) 4 0 < p < 00,0 < ¢ < o0,

£z, (R") = (2.4)

Sup,-o 1P f*(t), 0 <p < 00,q =00
sonlu olacak bi¢imde tiim olgiilebilir f fonksiyonlarimin siniflarinin kiimesidir.

p = q = o0 ise, bu durumda Lo oo(R") = Lo (R™) olur.
1 <g<pyadap=q=ocise, budurumda || f||,, fonksiyoneli bir norm belirtir.
0<g<p<r<oove ECR" |E|<tolmak iizere F iizerinde

Lp(R") = Ly (R") C Lpg(R") C Lpp(R") C Ly (R") C Lgg(R") = Ly(R)
16



stirekli gomiilmeleri gerceklenir.

L, ,(R™) Lorentz uzay1 igin, p = 0o ve 0 < ¢ < oo durumu ile ilgilenilmez. Bunun
nedeni ||f|l,, < 00 olmasmin ancak R" iizerinde f = 0, p— hhy olmas: ile
gercekleniyor olmasindandir. Bu durum asagidaki sekilde goriilebilir.

L, ,(R") nun agikar bir uzay olmadigim varsayalim. O halde f € L. ,(R"™) olacak
sekilde bir f fonksiyonu olacaktir, yle ki ¢ > 0 ve A € R" pozitif ¢lgiilii kiime olmak

tizere her z € A icin |f(z)| > ¢ saglanir. Buradan

i, = [ otz [Crare®s [ e 2o

elde edilir. Bu ise L) (R") uzayinin tek elemaninin sifir fonksiyonu oldugunu
gosterir.

L, ,(R™) Lorentz uzaylar1 L,(R") Lebesgue uzaylarinin genellestirilmesi olarak goriilebilir.
Bunun sebebi eger ¢ = p alinirsa, 0 < p < oo icin L, ,(R") = L,(R") esitliginin elde

edilmesidir. Gergekten, 0 < p < oo igin || - ||z, , tanimindan;

P 1 Hr
11, = (2 [ @ere >>pdt/t)

Gl

(/Ooot Pdt/t) v
( Pdt) 1/p
= ([1sran) "

= [I£1lz,

esitligi elde edilir.

f* azalan fonksiyon olusundan p = oo igin

1] e o rmy = sUD f7(2) = f7(0) = ess sup |f(2)] = [ f1 Loe )
t>0 reERM
bulunur. Dolayisiyla, ||f|/z,, = |lfllz, olup normlarm esitliginden L,,(R") =
L,(R™) oldugu goriiliir.
L, ,(R™) Lorentz uzay1 bir lineer uzaydir ve || fz,, fonksiyoneli bir quasi- normdur.

Ayrica 1 < ¢ < pyadap=q= oo ise, o halde | f| 1, fonksiyoneli bir normdur.
17



Uyar1 2.2 (i) p; dagilim fonksiyonu yardinmyla Lorentz uzaylari

00 1 1/q
<pf0 (tuf(t)P)q%) ,0<p<00,0<qg<o00

11z = (2.5)

'U\»—‘

sup ths(t)7, 0<p<o0,qg=00

>0
sonlu olacak bigimdeki f : R® — C olgiilebilir fonksiyonlarin sinifi olarak da verilir

(Grafakos, 2004).

(i7) L, 4(R™) Lorentz uzay1 f** fonksiyonu kullanilarak 1 < p, ¢ < oo olmak iizere

0o, 1 1/q
(fo (tpf**(t))q%> ,0<p<o0,0<g<oo

1f1I,,, ) =
pa sup t7 f**(t), 0<p<00,q=00
t>0

seklinde de tanmimlanir.
||.||* fonksiyoneli 1 < p < 00, 1 < ¢ < 00 veya p = ¢ = oo durumlarinda L, ,(R")
tizerinde bir norm belirtir.

1<p<oo,1<qg<o0ise o halde

p
12y < A7, < F!IfHLp,q

esitsizligi gergeklenir.

Lemma 2.3 (2.4) ve (2.5) esitlikleri ile verilen normlar denktir.

ispat.

) 1/q
— (q / g1 / —1dtds)
[t (5)>s)]
(TR0 Ha
/ / tr'dtds

= (p/o s {z e R 1 [ f(2)] >8}\Zd8>1/q

=[£Iz,
18



elde edilir. m
A C R", x4, A kiimesinin karakteristik fonksiyonu ve |A| < oo olsun. Bu durumda

0 < p,q < oo olmak iizere
P
Ixallz,, = (g)l/qul/p

elde edilir. Eger 0 < p < oo ve ¢ = o ise

Ixallz, o = 1A

bulunur.

Gergekten,

N 1/q 1A 1/q »
Ixallz,, = (/ tq/pl(@(t)ﬁdt) = / 11/p=1 g4 — (5)1/«1,14‘1/10
0 0

IXallLpe = sUpt/Px(t) = sup t1/7 =|AVP
' t>0 te(0,|Al)

ve

elde edilir.
M, Li(R") iizerinde sinirh degildir. Bunun diginda

IMfllye0 < Clifllz

esitsizligi gerceklenir. Burada C'; f den bagimsiz bir sabittir.
1 < p < oo i¢in maksimal operatoriin L, simirhihigim inga etmek icin, f* i azalan
yeniden diizenlemesinin maksimal fonksiyonunu kullanmak gerekir. Bu ise M (f*)

fonksiyonunun f** fonksiyonuna esit oldugunu gosterir. Yani;

M(F)(t) = F(8),¢ > 0

esitligi gerceklenir.
O halde R" iizerinde lokal integrallenebilen her f fonksiyonu i¢in maksimal fonksiy-
onun azalan yeniden diizenlenmesi ve azalan yeniden diizenlemenin maksimal fonksiy-

onu denktir. Diger bir ifadeyle, f den bagimsiz ¢ ve C' sabitleri vardir, 6yle ki;

cf () < (Mf)*(t) < CF™(t) (2.6)

esitsizligi gergeklenir.
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(2.6) esitsizliginin ispat1 (Bennett ve Sharpley, 1988) de bulunabilir. Simdi M mak-
simal operatoriin L, ,(R™) uzaylarinda siirli oldugunu ispatlayabiliriz. Asgagidaki

teorem maksimal operatoriin Lorentz uzaylarindaki simirliligini karakterize etmekte-

dir.

Teorem 2.9 Eger 1 <p<oovel <¢q < ooyadap=q= o0 ise; bu durumda f

den bagimsiz bir C' sabiti vardir, 6yle ki

1M fllz,, <Clflle,,

esitsizligi gerceklenir. (2.6) esitsizliginden ve

r p
1 o< £ 1, < P 0

esitsizligi yardimi ile
kk * p
1M fllz,, < Clf e, =C Il fL,,< Cm 1A,

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Calderon-Zygmund operatoriiniin Lorentz uzaylarinda smirlihigini ispatlayabilmek

icin (0, 00) de her ¢ ol¢iilebilir fonksiyon igin ve her ¢ > 0 igin,
o d
S0 = [ min {13} o)
0 t S

1 [ et [T

seklinde tanimlanan S operatoriinden yararlanilacaktir.

Asagidaki teorem (Bennett ve Sharpley, 1988) tarafindan ispatlanmigtir.

Teorem 2.10 f € L(R") olsun. Bu durumda Calderon-Zygmund operatorii T,

her € R"™ igin hemen her yerde vardir. Ayrica
(T (&) <CS(f)([#),0<t<o0 (2.7)

gergeklenir. Burada C' sabiti f ve ¢t den bagimsizdir.
Asgagidaki teorem Calderon-Zygmund operatoriiniin Lorentz uzaylarindaki sinirliligin

vermektedir.
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Teorem 2.11 1 <p < oo vel < q < oo olsun. Bu durumda f den bagimsiz bir

C' sabiti vardir, oyle ki;
H T.f HLzo,qS ¢ H f HLp,q

esitsizligi her f € L, ,(R") icin gergeklenir.

ispat. (2.7) egitsizligi ve quasi-norm tanimindan

HTﬂmﬂéCfWﬂ+/f%Ms

<c it |+ | [ s

Lp,q

<c i, L/f

elde edilir. Hardy esitsizliginden

77hm<C(F* . /f

<c (i +pilfl,, )
(;—4umm+pwn )
p2

=,

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

2.3 Morrey Uzaylar:

Morrey uzaylari ilk defa C.B. Morrey (1938) tarafindan tamimlanmugtir. Eliptik
diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin lokal davraniglarinin elde edilmesinde ve kismi

diferensiyel denklemler teorisinde énemli yere sahiptir.

Tamm 2.29 (Morrey Uzaylar1) 0 < A <n, 1 < p < oo ve f € L°(R") olmak
21



tizere L, \(R™) Morrey uzaylar

A
2y = W llzp @y = sup 72| fllz,p .,

zER™ r>0

sonlu olacak bigimdeki fonksiyonlarin uzayidir (Morrey, 1938). A < 0 ve ya A > n
iken L,(R™) = 6 dir, burada 6§, R" de 0 a denk olan fonksiyonlarm kiimesini

belirtmektedir.
Lemma 2.4 1 <p < oo olsun. O halde
Lp,n(Rn) = LOO(R")

ve
1
1|2y = wrll e

gerceklenir.

Ispat. f € Lo(R") olsun. Bu durumda

1/17 1
( / If(y)!pdy) < whllf o
B(z,r)

elde edilir. Buradan f € L, ,,(R") bulunur ve

1
1l 2y @y < Wil ]l Loo@n)

gerceklenir.

f € L,,(R") olsun. Lebesgue teoreminden

lim | B(z. )| /B L Gy = 1@

r—0

olup boylece

1/p 1
|f(2)] = (1im|B($ﬂ“)|_1/B( )If(y)|pdy> < wn " [ fllzp.. @)

r—0
bulunur. O halde f € L, (R") dir ve
1
[l 2o @y < wn® 1 f ]|z, 0 )

gergeklenir (Stein, 1971).
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Ayrica 1 < p < oo, f € WLL(R") olmak iizere WL, A (R") ile

_A
[ fllwer,, = 1fllwe, @) = s T | F WL 5

sonlu olacak bicimdeki fonksiyonlarin uzay1 belirtilmektedir. m

Burada;
I W Lo = 1 XB@rllwe, @
1/
= Supt (fXB(a:,r))* g <t>
>0
= supt|{y € Ba,r): |f(y)| > }""
>0
= sup tl/p (fXB(:r,r))* (t) <0
>0
seklindedir.
Ayrica

WL(R") = WL,o(R")

olduguna dikkat edilmelidir. Bundan bagka, L, (R") C WL,\(R") gomiilmesi
gergeklenir. Gergekten, Chebychev esitsizligi yardimiyla

1Bz, = sup rAsupt” (fxpen), ()
P,

zeR™ r>0 t>0

= sup rsupt”|{y € B(z,r): |f(y)| > t}|
z€R™ r>0 t>0

= sup rA sup t? (/ dy)
z€R™ >0 t>0 {yeB(z,r): |f(y)|>t}

< sup r ’sup </ |f(y)|pdy)
z€R™ >0 t>0 {yeB(z,r):|f(y)|>t}

sSwa(/ U@w@
z€R™ r>0 B(z,r)

_ P

~ 1

elde edilir.

Lemma 2.5 1§p<oo,%+1%:lve0§)\<nolsun. Budurumdaa:%

olmak {izere

LpA(R") C Lyn-a(R")
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gomiilmesi saglanir. Bundan bagka,

1
7

[flln-a <wi [ Fllz, 5

esitsizligi gercgeklenir.

Ispat. f € LaR"), 1 <p<oo,0< A< nveap =n— A olsun.

esitsizliginden

1/p /v
[ 1wl < ( / |f(y)|pdy> ( / dy)
B(z,r) B(z,r) B(z,r)
/ / 1/p
< wlf¥ o ( / If(y)|”dy>
B(z,r)
elde edilir. Ayrica
. 1/p
reat / |f(y)|dy < wy/P'renie ( / |f (y)!”dy)
B(x,r) B(z,r)

’ 1/p
= w,/” (r“ / |f(y)|”dy)
B(z,r)

/
= w," 1 fllz,

gerceklenir, boylece f € Ly ,,_o(R"™) dir ve

||f||Ll,n—a S w:},/p,HfHLp,A

bulunur. =

Holder

Asgagidaki teorem maksimal operatoriin Morrey uzaylarindaki sinirlihigini karakterize

etmektedir.

Teorem 2.12 f lokal integrallenebilir fonksiyon olsun. Bu durumda agagidaki

sartlar gerceklenir.
i)1<p<oo, feLyr 0<A<nigin Mf, R" de h.h.y. sonludur.

(i) 1 <p<oo,0<A<nolsun. Bu durumda

M fllpa < Cllfllpa
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gerceklenir, burada C' f den bagimsiz bir sabittir.
(iii) p = 1 olsun. Bu durumda

t{M [ >t} N B,(x)] < Cr| Il

gerceklenir, burada C' sabiti z, r, t ve f den bagimsizdir (Chiarenza ve Frasca, 1987).
Tamm 2.30 (Lokal Morrey Uzaylar1) 0 < p < 00,0 < A < 1ve f € L(0,00)

olsun. L, (0, 00) lokal Morrey uzaylar:

_A
1AWz, s 0000 = 89272 [ fll 2, 00
’ r>0
sonlu olacak bicimdeki fonksiyonlarin uzayidir.
Benzer sekilde, 0 < p < 00,0 < A < 1ve f € WLE(0, 00)olsun.W L, »(R") zayif

lokal Morrey uzaylari

2
||fHWLp,A(Rn) = i‘ilgr r HfHWLp(o,r)
sonlu olacak bicimdeki fonksiyonlarin uzayidir.

Asagidaki teorem Hardy operatorlerinin zayif lokal Morrey uzaylarinda sinirliiginin

elde edilmesinde kullanilacaktir (Andersen ve Muckenhoupt, 1982).

Teorem 2.13 1 <p<q < 0, u ve v negatif olmayan agirlik fonksiyonlar: olsun.

Bu durumda asagidaki zayif (p, q) tipi esitsizlikler gergeklenir.

(i) n > 0 igin eger,
1/p'

£
/v(w)_l/(p_l) (2.8)

1/q
£>0

B(n, a) = sup / (/)" (u(x) /2" dz
13

bazi a > 0 lar igin sonlu ise, bu durumda (u,v) ciftine, P, icin zayif (p,q) tipli

agirlik cifti adi verilir ve

1/q 0 !
u(t)dt) <ort |f ()P v(t)dt
(/{te(o,oo):|pnf(t)|>‘r} 0/
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esitsizligi gergeklenir.

(ii) n > 0 igin eger,
Ya ;o 1/p

¢
B(n) =sup&™” /u(w)dw /v(w)_l/(p_l) (2.9)

£>0
3

sonlu ise, bu durumda (u, v) ciftine, P, i¢in zayif (p,q) tipli agirhk cifti adi verilir

1/q 0 !
( / u(t)dt) <crt! / FOP o(t)dt
{te(0,00):| Py f(t) [>T} 0

esitsizligi gergeklenir.

ve
/p

Yukaridaki esitsizliklerde u(t) = v(t) = x(,(t) alindiginda, sirasiyla

1/q r
( / dt) <Crt / |f()|P dt
{te(O,r): Py f(8)[>7} /
1/q T
/ dt <cort / |f(t)[P dt
{te(0r):| Py f (1) >7} J

elde edildigine dikkat edilmelidir.

1/p

1/p

Asagidaki teorem A Hardy operatoriiniin lokal Morrey uzaylarindaki smirhligini

vermektedir.

Teorem 2.14 (i) 1 <g<oo,0< A< 1lvef= %%—i olsun. Bu durumda Ag oper-
atorii L, (0,00) lokal Morrey uzaylarida siurhdir.
i)l <g<o0o,0 <A< o0veff= 34—5 olsun. Bu durumda Ap operatorii

L, 2(0,00) lokal Morrey uzaylarimmdan WL, (0, 00) zayif lokal — Morrey uzaylarina

sinirhdar.

Ispat. Teoremin (i) sikki (Samko, 2009) tarafindan ispatlanmistir.
Teoremin (ii) sikki ise Aykol, Guliyev, Kiigiikaslan ve Serbetci tarafindan ispatlan-
mustir (Aykol vd., 2016).

(it) B = 3 + & olsun. Bu durumda

I AsflwiLyr©.00) < CllfllLya(0.00)
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esitsizliginin gerceklendigini gosterelim.

| Ag 1w L, (0,00

r>0

>0

supr Misup 7
r>0

suprMisup T
r>0

sup M| Ag fllwr, A (0,00
r>0

sup P M X (0, A W Lyr (000)

1/q

dt

{te(0,):|Apf(t)|>7}
1/q

dt

{teor):|tp=1 [y L5tds|>7}

(2.8) daeger p=q,n=1— >0, u(t) = xn(t), v(t) = x(,(t)t" ahmrsa tiim

a > 0 lar i¢in B(n, a) sabiti

sup 5“/‘1
£>0

B(n,a)

sup f“/ a
0<é<r

£>0

seklinde elde edilir. Buradan

sup rMa sup 7
r>0 r>0

) 1/q 3 1/q
([ von@ss s ) (e o-vas)
3 0
r 1/q 3 1/q
< /é S—as—q(l—ﬂ)ds) ( / X(Oﬂ(s)s—ﬂq/@—l)ds)
0

C'sup fa/qgfa/ﬁﬁf1+1/q7f3+171/q < 00

1/q

dt

/

{teor):|tp=1 [y L5ds|>7}

C'sup rMa
r>0

IN

r>0

CHf”Lq,)\(O7OO)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

7 X

0
sup M4 /f(t)th
0

1/q
&) ! P4t

t8

1/q

Asagidaki teorem Az Hardy operatoriiniin lokal Morrey uzaylarindaki siirhligin

vermektedir.
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Teorem 2.15 (i) 1 < g<o00,0< A<, f= 2 — 5 olsun. Bu durumda Az oper-
atortii L, 2(0,00) lokal Morrey uzaylarinda smirhidir.
i) l<g<oo,0< A<, = % — & olsun. Bu durumda Az operatorii L, 5 (0, 00)

lokal Morrey uzaylarmdan W L, 5(0, 00) zayif lokal Morrey uzaylarina siirhdir.

Ispat. Teoremin (i) sikki (Samko, 2009) tarafindan ispatlanmistir.
Teoremin (ii) sikk: ise Aykol, Guliyev, Kiigiikaslan ve Serbetgi tarafindan ispatlan-
mugtir. (Aykol vd., 2016).

(i) B = %—& olsun. Ag operatoriiniin sinirlihgimin ispatinda kullandigimiz metotla,

[ As fllwr, 0000 < CllfllL, 70,000

esitsizliginin gerceklendigini gosterelim.

[Asfllwr, 000 = 2B r M| Ag fllwi, 20,00

= Sl>1%) T_’\/q ||X(0,r)v4ﬁf(t) ||WLq(O7OO)

1/q
= supr Misupr dt
r>0 r>0
{tE(O,’!‘)Z|Aﬁf(t)|>T}
1/q
= supr Misupr / dt
r>0 r>0

{teor):|t8 7> L ds|>7}

(2.9) esitliginde

p=q,n=—3>0,

ut) = X () v(t)

= X(on(£)t7F

alinirsa, B(n) sabiti

3 1/q 0o o 1
B(n) = supfﬂ (/0 (X(Oﬂ")(s)ds) </€ (X(o,r)(s)sq('g“)) 1(a=1) ds)

£>0

r g ; p¢ 1/q
=  sup ga/q (/ S—as—q(l—ﬂ)ds) (/ X(0 r)<s)s—ﬁq/(q—1)ds>
o<<e<r ¢ 0 ’

§ﬁ+1/qfﬁfl+lfl/q

!

IN

C'sup
£>0

< 00
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elde edilir. Boylece

sup rMa sup 7
r>0 r>0

{tE(O,r):|tB I )

olup ispat tamamlanir.

sB+I

ds|>7'}

dt
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Csupr
r>0

Csupr
r>0

/a (/OOO X (0. () ({ﬁ(—z
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3. LOKAL MORREY - LORENTZ UZAYLARI

0<p,qg<oovel <A< olmak iizere, Méf’qc; N = M}l)?;; ,(R™) lokal Morrey-Lorentz

uzaylari
A1,
|l 2= supr™ 316575 (0 a0
4 >0

quasi - normu sonlu olacak sekilde olgiilebilir fonksiyonlarin uzay1 olarak tanimlanir.
Lokal Morrey- Lorentz uzaylan literatiirde ilk kez C. Aykol'un doktora tezinde
tanimlanmig (Aykol, 2013) ve bu tezde verilen uzaylar arasindaki bazi gémme teo-
remleri ispatlanmigtir.

A < 0yada > 1 durumunda, Mé‘; y = O dur, burada ©, R" iizerinde sifira denk

olan tiim fonksiyonlarm kiimesidir. Ayrica M (R") = L, ,(R") ve M!> (R") =

M5 (R™) dir A = 1 limit durumunda, M)’ (R") uzay klasik Lorentz uzay: Aooﬂ: 1

1
p q
(R dir. 0 < g<p<oovel<A\< %,, icin lokal Morrey-Lorentz uzaylari

M, (R™), WLi_x(R") zayif Lebesgue uzaylarma esittir. ¢ = oo durumunda

Mloc (Rn) 4 A

D005\

loc
WMZL A ile

rp q

(R") = WL,(R") dir.

1
00,tP

Al
[/ llwagiee = supr=al[tr=a f*(£)|lwr,0)-
PaiA r>0

sonlu quasi - normlu o6lgiilebilir biitiin fonksiyonlarin, uzay1 olan zayif lokal Morrey-

Lorentz uzaylar1 gosterilmektedir.

Lemma 3.1 0<p§p<oo,§:%—§veo<)\§

1 _1 . . .
(%) 7 ||f||WLS < ||f||MIl}O§,A <A “fHWLS dir. Ozel olarak HfHWLoo = ||f||M{;’C(M dir.
@ Lo

ESELS]

olsun, bu durmda

3.1 Maksimal Operatoriin Lokal Morrey - Lorentz Uzaylarindaki Sinir-
lilig1

Bu kisimda maksimal operatoriin le?"’;; L (R™) lokal Morrey-Lorentz uzaylarindaki

siirhihigimin ispatina yer verilecektir (Guliyev vd., 2016).

Teorem 3.1 1§q§oo,0§)\<1veq+%§p§ooolsun.

(1) Eger 5 < p < oo ise, bu durumda maksimal }/ maksimal operatorii M, (R™)

lokal Morrey-Lorentz uzaylarinda sinirhdir.
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(1) Eger p = _[5 ise, bu durumda M operatorii M, (R™) uzaylarmdan WM, (R™)

zayif lokal Morrey-Lorentz uzaylarina sinirhdir.

(1ii) Eger p = ¢ = oo ise, bu durumda M operatorii Lo, (R™) iizerinde simirhdir.

Ispat. (i) Ty <p<oovefe M\ (R") olsun. Lokal Morrey-Lorentz uzaylarmmn

tamimindan ve A Hardy operatoriiniin lokal Morrey uzaylarindaki sinirhihigindan =

A
< _A
||]\4f||MIf;j;A = Cf};gr !

t
tra ! / fr(s)ds
0

Lq(0,r)

= C

A9y o
(%,%)g LMy, (0,00)

< Cllgllza, 0,00

5 OHfHMIl)?{;A

elde edilir, burada ¢(t) = t%_%f* (t) dir. = — % < 1 oldugundan £(t) =

Q=

]l) % igin
B < % + & esitsizligi gergeklenir.

Dolayisiyla q%\ < p < o0 igin maksimal operator le)f’qc; L (R™) uzaylarinda sinirhdir.

() p= gz ve f € Me, (R™) olsun. Zayif lokal Morrey-Lorentz uzay: tanmndan

ve A Hardy operatoriiniin zayif lokal Morrey uzaylarinda sinirliligindan

HMfHWMloé (Rn) S CSUpT_%
el r>0

K /Ot f*(s)ds

= CllAshllwrnm, 0,00

W Lg(0,)

elde edilir. Burada § =1+ % ve h(t) = tH%f* (t) dir. Boylece

[Aghllwia, s000) < CllhlLaz, A 0.00)

= C||f||Mloc ’q;A(R”)

q
q+X
elde edilir.
Dolayisiyla maksimal operator M9 o A (R™) uzaymdan zayif WA . , (R") uzayma

e 30

sinirhdar.

(1ii) p = oo ve f € ML (R") olsun. 0 < ¢ < oo igin ML (R") uzay

00,¢;A
sifira denk fonksiyonlarin uzay1 oldugundan yalnmzca ¢ = oo durumunu goz éniinde
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bulundurulmaldir. M operatorii Lo (R") de siirh oldugundan istenilen esitsizlik
elde edilir.

O halde maksimal operator Lo, (R™) tizerinde siirhdir.

3.2 Calderon - Zygmund Operatoriiniin Lokal Morrey - Lorentz Uzaylarindaki

Simarlilig:

Bu kisimda Calderon-Zygmund operatoriiniin lokal Morrey-Lorentz uzaylaridaki
simirliligima yer verilecektir.

f bir basamak fonksiyonu ise, T'f in hemen her yerde mevcut oldugu iyi bilinmek-
tedir. Limitin hemen her yerde varligi L; in yogun alt kiimeleri i¢in bilinmekte-
dir ve bu sonug karsilik gelen maksimal operatoriin kontrolii yardimiyla tiim L, e
genigletilebilir. Calderon-Zygmund operatorii igin L; in yogun alt kiimesi basamak
fonksiyonlarindan olugmaktadir ve L; e genigletmek igin z € R™, ¢ — 0 iken T_f(x)
limiti mevcut olmalidir. Bunun i¢in f nin maksimal Calderon-Zygmund operatorii
T f gbz oniine alinir.

¢ (0,00) da olgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere S operatorii

S = [ min {17} o0

=1 [ et [T

seklinde tanimlanir. S lineer bir operatordiir.
Teorem 3.2 f € Li*(R") ve

1 [e'e) d
Sﬁ@zéf%%ﬁ[(ﬂﬂ§<m (3.1)
olsun. Boylece,

(Tf)"(t) <CSf(t), 0<t<oo, (3.2)
olup, burada C' sabiti f ve t den bagimsizdir.

f € LY(R") ve f kosullarmi saglasin. Bu durumda Calderon-Zygmund operatorii

T , x € R” i¢in hemen her yerde vardir. Ayrica
(Tf)(t) <CSf(t), 0<t<oo, (3.3)

olup, burada C sabiti f ve t den bagimsizdir.
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Uyar: 3.1 (3.1) ifadesi (Bennett ve Rudnick, 1980) tarafindan ispatlanmis, esitligin
integral formu ise (O’Neil ve Weiss, 1963) ve (Calderon, 1966) tarafindan ispatlan-

mugtir.

T Calderon-Zygmund operatorii siirekli oldugundan dolay1 1 < p < oo i¢in tiim
L,(R™) e genisletilebilir. p = oo durumu ic¢in 7" nin normallestirilmesine ihtiyag
duyulmaktadir. Bunun i¢in bir o € R"™ noktasi segelim ve f € Lo (R") olsun. Bu

durumda

T°f(x) = T(fxa5) (@) = T(fXx28) (w0) + / [K(z —y) = K(zo —y)lf (y)dy

EB(:E,T‘)

esitligi gerceklenir. Eger f € L,(R™), p < oo, ise agik olarak

T°f(z) = T(f)(x) = T(f)(=o)

olur.

Agagidaki teorem T Calderon-Zygmund operatériiniin M, Ilch; A (R™) lokal Morrey-Lorentz

uzaylarinda siirhilhigini vermektedir (Guliyev vd., 2016).

Teorem 3.3 f € M]l)?;/\, 1 <qg<o0, 0< )<, q%\ < p < % olsun ve (3.3)

esitsizligi saglansin. Bu durumda Calderon-Zygmund integrali 7'f (z), z € R™ hemen

her yerde mevcuttur. Bundan bagka

(1) Eger 1 < ¢ < o0, q%\ < p < {,ise, o halde T' Calderon-Zygmund operatorii

Mll,?;; L (R™) lokal Morrey-Lorentz uzayilarinda sinirhdir.

ise, o halde T operatorii, M, (R") den zayif lokal

(17) Eger 1 < g < o0, p = o

_q_

q+A’
loc n

Morrey-Lorentz uzayr WM%  (R") uzayma sirhdir.

ise, o halde T° operatorii M, (R™) den BMO(R")

(737) Eger 1 < ¢ < o0, p = 4 oA

2\

uzayina siirhdir.

Ispat. (i) Ch%\ <p<gfvefe MZI,"’; L (R™) olsun. Lokal Morrey-Lorentz uzaylarinin

tanimindan ve Hardy ve eslenik Hardy operatorlerinin lokal Morrey uzaylarinda

simirhiligindan m
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A

oc < g
1Ty, < Csupr™s

/f d+tpq/ J1s)

>0 Lq(0,7)
_2A 1_1_4 % —2 f
< Csupr s f (s)ds|| 4+ C'supr «
r>0 0 r>0 Lq(0,7)

elde edilir. Esitsizligin sagindaki ilk kismin sinirhilign maksimal operator igin ispat-

landigindan ikinci kisma bakalim.

o) *
supr_% 571 f'(s) = HA 119 ‘
>0 t S q,)\(ovT)
i1 . 1 A v _ 1 1: .- A 1
olup burada g(t) = t» 4 f*(t) dir. ;53 >0 oldugundan ve = 5~ 4icin 8> il
gerceklenir. Boylece
A1 ‘ < C
H (7" LoaOr) = HQHLM(O,T)
= C
If HM},?,;A -
elde edilir. Dolayisiyla I <p < 4 igin 7" nin Méoqc L(R™) de smurhligr ispatlanmig

olur.
i) p= 5 olsun. f € M loc alalim. Zayif lokal Morrey-Lorentz uzay: tanimindan
q+A G

ve A ve A Hardy operatorlerinin lokal Morrey uzaylarindaki sinirliligindan

tq/f d+t+/ f16s) H o

elde edilir. Esitsizligin sagindaki ilk kismin sinirhilign maksimal operator igin ispat-

||Tf||WMloc < Csup’l“ q
qik’q; r>0

landigindan ikinci kisma bakalim.

tl—i—% /oo f*(s)d
t S

olup burada =1+ % ve h(t) = e f*(t)dir. Dolayisiyla

_A
supr «
r>0

= [l Ashll,

A(0,r)
LQ(OrT) B

I Aghllwea, a0.00) < CllAllLas, 5 0,00)

= C||f”Mlog )
PR ELiT
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elde edilir. Boylece T' operatoriiniin My (R") uzaymdan zayif WM (R

q+A’q’ 1D

uzayina sinirliligi ispatlanmis olur.
(49i) p = % olsun. T° operatorii Loo(R") den BMO(R™) e smirh bir operator ve
M (R") = W Leo(R") = Loo(R") oldugundan

||T0f||BMO <C ||f||Ml;c L C ||f||L°o
bkt

esitsizligi gergeklenir. Boylece ispat tamamlanir.

Asagidaki teoremde, M\ (R") uzaylarmda 7 maksimal Calderon-Zygmund oper-

atoriiniin sinirlilig1 verilmektedir.
Teorem 3.4 f e M, 1 <q<o00,0<)\<I, 5 < p < § olsun ve (3.2)

esitsizligi saglansin. Bu durumda maksimal Calderon-Zygmund operatorii 7 f(x)
x € R™ de hemen her yerde sonludur. Bundan bagka,

(1) Eger 1 < g < o0, q%\ <p<{,ise T operatorii M]l)"’g; ,(R™) lokal Morrey-Lorentz

uzaylarinda siirhdir.

ise 7 operatorii, M, (R") den WM, (R") zayif

(ZZ) Eger 1< qg< oo, p= DG\ DA

a4
q+A’
lokal Morrey-Lorentz uzaylarina simirlidir.

(111) Bger 1 < g < 0o, p = %, ise T operatorii, M), (R") den BMO(R™) e simirhdr.

Uyar: 3.2 )\ = 1 durumunda klasik Lorentz uzayinda M[lch;l =A 2 Calderon-

=
Zygmund operatoriiniin 7" sinirhiligi (Rakotondratsimba, 1998) tarafindan verilmistir.
Ispat. 1<¢<o0,0<A<1ve q%\ <p < {olsun. f, (3.1) kosulunu sagladigin-
dan ve (3.2) esitsizliginden maksimal Calderon-Zygmund operatorii 7 f(z), z € R™
hemen her yerde sonludur. =

Bu sonuglarin (7) ve (i7) ifadelerinin ispati, teorem (3.4) deki metotlar kullanilarak
kolaylikla elde edilebilir.

4 ve 0 < A < 1igin, varsayahm ki, f € M\, T operatorii

Lo den BMO a kadar simirli oldugundan ve M lg"fz A(R") = Ly (R")oldugundan,
A7 )

(iti) 1 < ¢ < 00, p =

|7 fllBro < C|l fll appe
X,QZ/\

esitsizligi elde edilir. (Bennett vd., 1980). Boylece 7 operatoriic M lg"‘;,/\(]R”) dan
A? )

BMO(R") e smirhdir.
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Boylece teoremin ispat1 tamamlanir.
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4. BAZI UYGULAMALAR

Bu kisimda, tezde verilen sonuclarin bazi uygulamalar: verilecektir. Oncelikle maksi-
mal operatoriin stnirliigimin bir uygulamast olarak BS Bochner-Riesz operatoriiniin
sinirliligi elde edilecektir.
r>0igin § > (n—1)/2, B3(f)(€) = (1—r2|¢)°. £ (€) ve Bi(x) = r~"B(x/r) olsun.
Maksimal Bochner-Riesz operatorii
(Liu ve Lu , 2003) ve (Liu ve Chen, 2008) tarafindan

Bs(f)(x) = sup [ B)(f)(x)]-

r>0

bigiminde tanimlanmigtir.

Bs.(f)(x) < CM f(x)

esitsizliginin gergeklendigi aciktir (Garcia-Cuerva ve Rubio de Francia, 1985).
Maksimal operator M]l)?qc; L(R™) iizeninde simirh oldugundan asagidaki teorem elde
edilir (Guliyev vd., 2016).

Teorem 4.1 1§q§oo,0§)\<1veq+%§p§ooolsun.

(1) Eger q% < p < oo ise, bu durumda, B° Bochner-Riesz operatorii lokal Morrey-
Lorentz uzaylarinda sinirhdir.

(77) Eger p = q%\ ise, bu durumda, B? lokal Morrey-Lorentz uzaylarindan zayif
lokal Morrey-Lorentz uzaylarina simirhdir.

(iii) Eger p = q = oo ise, bu durumda, B?, L. (R") uzayinda smirhdir.

A = 0 durumu i¢in agagidaki sonuclar elde edilir.

Sonug 4.1 1 <q¢g<oovel<p< oo olsun. Bu durumda

(i) Egerl < p < oo ise, bu durumda B? L, ,(R") Lorentz uzaylarinda siirhdir.

(ii) Eger p = 1 ise, bu durumda B? ; Lorentz uzaylarmdan zayif Lorentz uzaylarina
sinirhidir.

(iii) Eger p = q = oo ise, bu durumda BS ; Lo, (R") uzaylarmda sinirhdir.

37



Sonug 4.2 1 < ¢ <oovel<p< oo olsun. Bu durumda

(1) Eger 1 < p < oo ise, bu durumda M maksimal operatorii Lorentz uzaylarinda
sinirhidir.

(i7) Eger p = 1 ise, M operatorii Ly ,(R™) den WL, ,(R") zayif Lorentz uzaylarina
sinirhdir.

(1ii) Eger p = q = oo ise, M operatorii Lo (R™) da sinirhdir.

Uyar1 4.1 Sonug (4.2) iin (z) ve (zii) siklar1 énceden bilinmektedir (Kristiansson,

2002 ).

A = 0 icin, asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug 4.3 1 < ¢ < oo vel<p< oo olsun.

(i) Eger 1 < p < oo ise, bu durumda, 7" ve 7 operatorleri Lorentz uzaymnda L, ,(R™)
sinirhidir.

(i7) Eger p = 1 ise, bu durumda, T" ve 7 operatorleri L, ,(R™) den zayif Lorentz
uzayina WL, ,(R") siurhdir.

(i17) Eger p = ¢ = oo ise, T® ve T operatorleri Lo, (R") dan, BMO(R") ya simirhdir.

Uyar: 4.2 Sonug (4.3) iin (i) ve (4i7) siklar1 6nceden bilinmektedir (Kristiansson,

2002 ).

Lemma 3.1den 1< ¢ <p<oo, = zlo — % ve 0 < A < Licin, || fllwe, ve || fllasoc
p,q;

normlar1 denk oldugundan, asagidaki sonuclar elde edilir.

Sonug 4.4 0 < s < oo olsun. Bu durumda M ve B? operatorleri W L (R™) zayif

Lebesgue uzayinda smirhdir.

Sonug 4.5 1 < s < oo olsun. Bu durumda 7" ve 7 operatorleri W L, zayif Lebesgue
uzaymda W Ly(R™) siirhdir.
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5. TARTISMA VE SONU(C

Bu tezde,
0 <p,qg<oovel<A\<1 olmak iizere, M), = M’ (R") lokal Morrey-Lorentz

uzaylari

A, 11
1oy, = suprelite=2 S @l

quasi- normu sonlu olacak sekilde ol¢iilebilir fonksiyonlarin uzay:1 olan Méf’qc; L(R™)
uzaylarinda maksimal operator ve Calderon - Zygmund operatorlerinin sinirliligina
yer verilmigtir.

Lokal Morrey Lorentz uzaylar:; klasik Lorentz uzaylarinin bir genellestirilmesi olup,
fonksiyon uzaylari teorisi alaninda bircok uygulamaya sahip olacagi diisiiniilmek-
tedir. Ayrica maksimal ve Calderon - Zygmund operatorleri harmonik analizin
temel operatorlerinden oldugundan verilen sonuglar diger integral operatorlerin sinir-
liliginin elde edilmesinde de anahtar rol oynayacaktir. Tezde belirtilen operatorlerin
yani sira, lokal Morrey - Lorentz uzaylarinda maksimal Calderon - Zigmund oper-

atoriintin simirhiligi ve uygulama olarak da Bochner - Riesz operatoriiniin sinirliligi

verilmigtir.

M]l??;; L (R™) local Morrey-Lorentz uzaylarinda A = 0 durumu igin Lorentz uzaylar
elde edildiginden, ortaya konulan sonuglar yardimiyla Bochner Riesz operatorii mak-
simal operator ve Calderon - Zygmund operatorlerinin Lorentz uzaylarinda sinirliligi
elde edilir.

Tezde verilen sonuclarin; analiz ve fonksiyonlar teorisi alaninda ¢aligan yiiksek lisans

ve doktora ogrencilerine, Tiirkce kaynak olmasi bakimindan, cok faydali olacagi

diisiiniilmektedir.
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